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Résumé

L’objectif de ce travail est de construire une famille de solutions approchées pour ’équa-
tion de transport-diffusion dans le demi-espace Ri avec une condition aux limites de Dirichlet
homogene. Pour cela, nous utilisons le noyau de la chaleur et la translation pour décrire le
transport a chaque pas de temps discrétisé. Nous démontrons la convergence uniforme de
cette famille de solutions approchées ainsi que de leurs dérivées premieres par rapport aux
variables spatiales. De plus, nous démontrons la convergence ponctuelle de ses dérivées se-
condes par rapport aux variables spatiales. En outre, nous montrons que la fonction limite
satisfait 1’équation de transport-diffusion dans le demi-espace R‘i avec des conditions aux
limites homogenes. Du point de vue technique, il est essentiel d’élaborer ’estimation des
dérivées troisiemes des solutions approchées par rapport aux variables spatiales en tenant

compte de I'influence des conditions aux limites.

Mots-clés : Equation de transport-diffusion, approximation par le noyau de la chaleur, dis-

crétisation du temps, opérateur de prolongement impair, condition aux limites homogene.



Abstact

In this work, a family of approximate solutions to transport-diffusion equation in the half-
space Ri is constructed by using the heat kernel and the translation representing transport
on each step of time discretization. The uniform convergence of these approximate solutions
and that of their first derivatives with respect to the space variables as well as the point-wise
convergence of their second derivatives with respect to the space variables are proved. We
also show that the limit function satisfies the transport-diffusion equation in the half-space
with homogenous boundary conditions. From the technical point of view it is essential to
obtain for the third derivatives of approximate solutions with respect to the space variables
a necessary estimate for the passage to the limit, taking into account the influence of the

boundary conditions.

Key words : Transport-diffusion equation, approximation by heat kernel, time discretization,

odd extension operator, homogenous boudary condition.
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Introduction générale

g n modélisation, pour décrire le processus de transport et de diffusion d’une sub-
stance contenue dans un fluide ou d’une propriété d’un fluide (comme la température)

dans le fluide en mouvement, nous utilisons par exemple I’équation
Ouu(t, ) +v(t, x) - Vu(t,r) — kAu(t,z) =0, pour (t,z) € Ry x R,

ou

ou(t,x) + V- (u(t,z)v(t,x)) — kAu(t,z) =0, pour (t,z) € Ry x R,

ou encore, en considérant aussi une source ou un terme de réaction
Ou(t,z) +v(t,x) - Vu(t,z) — kAu(t,x) = f, pour (t,z) € Ry x RY,

ou

ou(t,z) +V - (u(t,z)v(t,r)) — kAu(t,z) = f, pour (t,z) € Ry x RY

ou u désigne la quantité de substance ou l'intensité de propriété qui est transportée et
diffusée, v le vecteur vitesse de transport, x le coéfficient de diffusion et f la source ou le
terme de réaction. Ici et dans la suite

d d

d
AzZ@i, U-V:Zvi(‘?xi, V-v:;(‘%vi.

i=1 i=1
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FIGURE 1 — Emission de fumée

Par exemple dans la on peut voir I’épaisse fumée provenant des installations pétrolieres
qui briilent des gaz excédentaires d’hydrocarbures. La fumée est transportée par le vent et

subit une certaine diffusion. Pour modéliser ce phénomene on peut utiliser I’équation
atu(tv I’) +V- (U(ta I)U(t, CC)) - HAU(t, .T) = f(t7 T, u(t7 I)),

ou u(t, x) est la concentration de la fumée, v(t, x) est la vitesse de 'air et f(¢,z,u(t, z)) est le
terme dii a d’éventuelles réactions chimiques entre les molécules de la fumée et les molécules
qui composent 1’air.

Nous citons un autre exemple, celui de "I’émission" de la vapeur d’eau a partir de la surface
de la mer et son transport et diffusion dans 'air. En négligeant le facteur V - v(¢,z) et en

supposant absente la réaction chimique de la vapeur d’eau, on peut considérer 1’équation
Owu(t,z) +v(t, ) - u(t,z) — kAu(t,xz) =0  dans {x3 > 0},

avec la condition aux limites

u(t, ) = uy,
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ou u; est la densité de la vapeur saturée déterminée par la température de ’eau a la surface
(considérée comme constante). Ce modele a été étudié dans [2], [3] dans le cadre théorique et
aussi des calculs numériques, montrant la possibilité d’un début du processus de condensation
de la vapeur d’eau dans I’atmospheére.

Dans la littérature on trouve nombreuses applications de I’équation de transport-diffusion
a des cas concrets, en particulier a des problemes de la polution atmosphérique ou problemes
analogues, comme on peut le voir par exemple dans [13], [14], [17], [32].

Du point de vue mathématique, vue la relation
V:(uw) =v-Vu+uV v,
on peut regrouper toutes les équations citées en haut sous une forme générale
ou(t,z) +v(t,x)-Vu(t,r) — sAu(t,z) = f(t,z,u(t,z)), pour (t,z,u) € Ro xRIxR. (1)

On peut considérer une forme encore plus générale

d
uu(t, ) +o(t,x) - Vu(t,z) — > a;;(t,2)05,0:,u(t, x) = f(t,z, u(t, z)),
ij=1

pour (t,7) € R, x R (2)

En effet, selon la classification habituelle des équations aux dérivées partielles (voir par
exemple [30], [24]), I'équation (2) est appelée équation de type parabolique (du second ordre),

s’il existe une constante @ > 0 telle que

d
Z aij(t,w)&&j Z a‘€|2 \V/f S Rd. (3)
3,j=1

Comme il est bien connu, les équations aux dérivées partielles de type parabolique sont
largement étudiées (voir par exemple [8], [24]) et ce par différentes méthodes. Nous citons
entre autres la méthode utilisant les espace de Holder (voir par exemple [20], [19]), la méthode
de Levi (voir [21], voir aussi [20], Chap. IV, §§ 11-), qui s’applique aux équations avec un
opérateur elliptique beaucoup plus général, et la représentation stochastique de la solution
d’une équation du type parabolique, autrement dit, ’équation de Kolmogorov inverse (voir

par exemple [16], chap. VIII, § 4, Th. 1).
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Rappelons que les méthodes usuelles, soit dans les espaces de Sobolev soit dans les espaces
de Holder, considerent le terme relatif a 'opérateur elliptique comme partie principale de
I’équation, d’ott on obtient une meilleure estimation de la régularité de la solution, et traitent
les termes de transport comme des terme supplémentaires que ne contribuent pas a améliorer
la solution. Mais si nous faisons 'attention a la réalité physique de processus de transport-
diffusion, nous trouvons souvent que l'effet de la diffusion est relativement ou assez petit
devant le processus de transport.

La méthode de la représentation stochastique, quant a elle, donne, de certaine maniere,
le possibilité de décrire les aspects soit du transport soit de la diffusion, en particulier la
possibilité d’étudier le comportement de la solution dans le cas ou le coefficient de diffusion
tend vers 0, ce qui a été présenté avec des détails dans [10] (voir aussi [9], [37]). Mais cette
description est faite dans le langage de probabilité et il n’est pas facile de la traduire dans
les aspects de I'analyse mathématique. En autre, quand il y a des termes non-linéaires les
traitements sont assez compliqués (voir [27], [28], [29], [23]).

Comme la densité du mouvement Brownien coincide avec la solution fondamentale de
I’équation de la chaleur, en utilisant cette derniere et la translation qui décrit approxi-
mativement le transport, on pourrait construire des solutions approchées de ’équation de
transport-diffusion. Cependant, & notre connaissance, cette possibilité n’a pas été suffisam-
ment explorée précédemment. Récemment, dans [35], [33] et [3], les auteurs ont commencé a
construire des approximations de la solution de I’équation de transport-diffusion en utilisant
cette idée. En particulier, dans [35] les auteurs ont construit une famille de solutions appro-
chées de I’équation de transport-diffusion dans tout 'espace R%. Ces solutions sont définies
en utilisant le noyau de la chaleur et la translation représentant le transport a chaque pas de
discrétisation du temps. Dans [33], les résultats de [35] sont étendus a certains cas avec des
conditions plus générales. D’autre part, dans [3] (voir aussi [2]), un probléme similaire est
étudié sur le demi-plan R? avec des conditions aux limites homogenes et un transport hori-
zontal, c¢’est-a-dire parallele a I'axe x1. De plus, la construction de solutions approchées de ce
type a permis de démontrer la convergence de la solution de I’équation de transport-diffusion

vers celle de I'équation de transport dans le cas ot le coefficient de diffusion tend vers 0 ([1],
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[11]), ce qui montre, & notre avis, I'utilité significative de la méthode de I"approximation par
la famille de solutions approchées construites par la solution fondamentale de I’équation de
la chaleur et la translation représentant le transport sur chaque pas du temps discrétisé.

Dans la présente these, en suivant 'idée de construction de solutions approchées intro-
duite dans [35] et développée dans les travaux qui 1'ont suivi, nous construisons une famille
de solutions approchées pour 1’équation de transport-diffusion dans le demi-espace R‘i avec
une condition aux limites de Dirichlet homogene et démontrons la convergence uniforme de
cette famille de solutions approchées ainsi que de leurs dérivées premieres par rapport aux
variables spatiales; de plus, nous démontrons la convergence ponctuelle des ses dérivées se-
condes par rapport aux variables spatiales. En outre, nous montrons que la fonction limite
satisfait a ’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Ri avec des conditions aux
limites homogenes. Cela signifie que nous généralisons le résultat de [2], [3]. En effet dans ces
travaux on considérait 1’équation dans R% avec le transport paralléle a Paxe z;. La consi-
dération d’un transport pas nécessairement parallele a 'hyperplan {z; = 0}, méme si sa
composante normale est nulle sur I'hyperplan {z; = 0}, crée des difficultés techniques consi-
dérables. En effet, I'estimation des dérivées troisiemes des solutions approchées par rapport
aux variables spatiales en tenant compte de I'influence des conditions aux limites constitue
le point qui exige la majeure élaboration technique dans cette these.

La présente these est structurée comme suit.

Dans les préliminaires, le premier paragraphe est dédié a la position du probleme étudié
ainsi qu’aux hypothéses nécessaires au traitement de notre probleme. Les paragraphes sui-
vants passent en revue quelques rappels sur 1’équation de transport et sur ’équation de la
chaleur.

Le deuxieme chapitre est consacré a la construction d’'une famille de solutions approchées
pour I’équation de transport-diffusion dans ]Ri avec une condition aux limites homogene.
Pour ce faire, nous utilisons 'opérateur de prolongement impair et la solution fondamentale
de I'équation de chaleur, d'une part. D’autre part, nous procédons a la transformation du
probleme dans Ri en un probleme dans R?. Des estimations des solutions approchées et de

leurs dérivées premieres, secondes et troisiemes sont obtenues grace a cette transformation.
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Enfin, le troisieme chapitre est dédié a la présentation et a la démonstration du résultat
principal de notre travail. Plus précisément, nous démontrons la convergence uniforme de la
famille des solutions approchées, ainsi que la convergence uniforme de la dérivée premiere
de cette famille vers la dérivée premiere de la fonction limite. En outre, nous démontrons la
convergence ponctuelle de la dérivée deuxieme de la famille des solutions approchées vers la
dérivée deuxieme de sa limite, tandis que la fonction limite admet une dérivée généralisée
par rapport & la variable de temps. A la fin nous démontrons que la fonction limite satisfait
a I’équation de transport-diffusion dans le demi-espace ]Rﬂlr avec la condition initiale et la

condition aux limites homogene.



CHAPITRE 1

Position du probleme et Préliminaires

1.1 Position du probléeme

Comme mentionné dans l'introduction, on s’intéresse a I’étude de 1’équation de transport-

diffusion dans le demi-espace ]Ri. Etant donné le domaine
Q={z= (v, ,1q) € RY| 24> 0}, (1.1)
on considere 1’équation
Owu(t, z) + v(t, ) - Vu(t,x) = kAu(t, z) + f(t, x,u(t, z)) dans 0, 0o X2 (1.2)

avec la condition initiale

u(0,x) = ug(x) dans Q (1.3)

et la condition aux limites
u(t,z’,0) =0 sur 00 = {xy = 0}, (1.4)

oun ' = (x1, - ,T4-1).
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Dans (1.2), le terme v(t, z) - Vu(t, z) représente le transport avec la vitesse v(t,z) de la
quantité u(t, x) et k est le coefficient de diffusion. Le probléme (1.2)—(1.4) est considéré avec
les fonctions données up : RL — R, v : Ry x R — R% et f: Ry x RY x R — R et nous
supposons que les fonctions ug, v et f satisfont les hypotheses précisées dans (1.5)—(1.13).

Pour définir précisément ces hypotheses, nous utiliserons les notations suivantes

Jox |ox
po—_ M e or!
T Qat Qg U Qat - Qg Oucat
ou
d
: d
‘@‘:ZO‘J' SIOCZ(Oéb"',Oéd)EN,
j=1
d+1
— Lo d+1
la| = Zaj sioa=(ag, - ,qq,qq01) € N
=1

Nous désignons par Cy(R%) (resp. Cy(R% x R)) la classe des fonctions continues et bornées
dans R? (resp. RY x R) et par Cjjoc(Ry; Cp(RL)) (resp. Chioc(Ry; Co(RE x R))) la classe des
fonctions continues dans Ry x R% (resp. Ry x R% x R) et bornées dans [0, 7] x R% (resp.

[0, 7] x Ri x R) pour tout 7 > 0. En conséquence, nous précisons

D2o(t,z) € Chine(Ry; Cy(RY))  Va € N%, |a] <3, (1.5)

8, D2v(t, ) € Crioe(Ry: Co(RY))  Va e N, |a] <2, (1.6)
PEn) € R GRS X)) (17)

DS f(t,z,u) € Chioe(Ry; Co(RE X R))  Va e N, |a| < 3, (1.8)
DS f(t,x,u) € Chioe(Ry; Co(RL X R)) Va € N |a] <2, (1.9)
f(t,2/,0,0)=0 Va2’ € R (1.10)

va(t,2’,0) =0 Va' € R (1.11)

Douy(x) € Cy(RL) Va € N4 |a| < 3, (1.12)

up(2',0) =0 Vi’ € R (1.13)

Sous ces hypotheses, nous allons construire une famille de solutions approchées pour

I'équation de transport-diffusion (1.2) avec la condition aux limites homogene (1.4). Nous
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allons démontrer que cette famille converge vers une fonction qui satisfait 1’équation de
transport-diffusion (1.2) avec les conditions (1.3)-(1.4).

Avant de continuer, remarquons que lorsque v = 0 nous obtenons 1’équation de la chaleur
et lorsque K = 0 nous obtenons I'équation de transport. Rappelons alors quelques propriétés

de I’équation de transport et de I’équation de diffusion.

1.2 Equation de transport
L’équation de transport
owu(t,z) +v(t,x) - Vu(t,x) = f(t,z) teR,, zcR% (1.14)

est une équation classique bien connue et la méthode fondamentale pour cette équation,
“méthode des caractéristiques”, a été développée depuis longtemps, comme on peut la trouver
dans le livre classique de Courant et Hilbert [5]. Rappelons rapidement la méthode des

caractéristiques utilisée pour résoudre 1’équation de transport (1.14) avec la condition initiale
u(0, ) = up(x), r € R (1.15)

Nous commencons par ’explication des courbes caractéristiques. Pour cela, considérons
la fonction v(¢,r) & valeurs dans RY, continue en ¢ et lipschitzienne en z, c’est-a-dire qu’il

existe une constantes M telle que pour tout ¢ > 0 et pour tout (z,y) € RY x R? on ait :

Comme il est bien connu que, quel que soit (t*,2*) € R, x R% nous pouvons résoudre le

probleme de Cauchy

dX
= v(t,X(t), teR. | (1.17)
X(t*) = z*

D’autre part, si I'on consideére la courbe X7 qui est 'ensemble des points (¢, X (t)) dans
R, x R?, défini par
X7 = {(t, X (1) € Ry x RY|X(#7) = 27},
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alors cette courbe touchera 1’ensemble
S = {0} x R%.

Notons (0, ) le point d’intersection de la courbe X7 et de S. Ayant trouvé le point
(0,2), en considérant ce point comme le point de départ de la courbe X7, nous pouvons

réécrire le probleme de Cauchy (1.17) comme suit

dX
= v(t,X(t)) Vt>0 (1.18)
X(0) =z

avec (0,z9) € S.

I1 n’est pas difficile de voir que, par la construction des courbes X7, tous les points (¢, z) se
trouvent sur une des courbes X7. En outre, en vertu de la condition de Lipschitz, la solution
de I'équation (1.17) passant par x* & l'instant ¢* est unique. Donc chaque point (t,z) se
trouve sur une courbe X7 et une seule. Nous appelons ces courbes les caractéristiques.

Les courbes caractéristiques étant définies, nous pouvons exprimer 1’éventuelle solution

u(t, z) de I'équation de transport (1.14) sous la forme

ult, X (1)),

En effet, si on utilise la régle de dérivation composée, on obtient

e X0) = Fue| |+ o6l

351 E=X(t)

Compte tenu de (1.18), on déduit de cette égalité que

d 8
St X (1) = tf\ » +z e tfm&)l w

Donc, en y substituant £ = X(¢), on a

“rult, X() = (Goult, X() +v(t, X (1)) - Vult, X (1)) = 0. (1.19)

De l'égalité (1.19) il résulte que la valeur de u(t, X (t)) est indépendante de t. Autrement
dit, pour tout zy € R%, la fonction u est constante sur la courbe caractéristique ¢ — X (t) du

probléme (1.14) issue de 7o € R? si f = 0, c’est-a-dire qu'il existe une constante C' telle que

wWt, X)) =C V>0
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On a donc

u(t, X (1)) = u(0, X(0)) = uo(X(0))

est une solution de (1.14) sans le terme source f.
Dans le cas ot le probléme (1.14)-(1.15) est donné avec un terme de source f, on considére

de nouveau les caractéristiques associées a v. Posons
U(t) = u(t, X(t)).

Alors, on a

d

SU(0) = 11t X(0)

En intégrant entre 0 et ¢ les deux membres de cette équation, nous obtenons la solution

u(t, ) du probléme (1.14)-(1.15) par la relation

ult, z) = U(t) = U(0) + /Ot F(5, X ())ds = uo(X(0)) + /Ot f(s, X (s))ds.

1.3 Equation de la chaleur
L’équation de la chaleur
Owu(t, ) = kAu(t,x) + f(t, ) (1.20)

modélise plusieurs phénomenes physiques de type diffusion, en particulier la distribution de
la température u dans un domaine de R? avec une source de chaleur f qui est en général
une fonction du temps ¢ et de la position x. Cette équation est la plus typique des équations
du type parabolique.

Nous rappelons ici dans la suite les propriétés de ’équation de la chaleur que nous allons
utiliser dans la présente these.

Si nous considérons I'équation de la chaleur (1.20) dans R, x R¢ avec la condition initiale
u(0,2) = ug(z) pour z € RY, (1.21)

alors nous avons la relation suivante.
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Remarque 1.3.1. Soient f(t,z) et uo(z) deux fonctions continues et sommables (c’est-
a-dire, de classe L'), définies sur ]0,00[ xR? et RY respectivement. Alors la fonction

u(t, z) donnée par

u(t,z) = /Rd@(t,m—y)uo(y)dy—i—/ot /Rd@(t—s,x—y)f(s,y)dyds pour ¢ >0, (1.22)

u(0,2) = lim wu(t,z) pour t=0

t—0t

ou

z2

L a2
O(t,z) = (47rt)g€ £, (1.23)

satisfait a I’équation (1.20) et a la condition (1.21).

Cette propriété est bien connue et nous renvoyons sa démonstration aux livres classiques sur
les équations aux dérivées partielles (voir par exemple [24], [20]).

Maintenant, nous rappelons la méthode de prolongement impair pour I’équation de la
chaleur dans Ri. Cette technique transforme ’équation de la chaleur donnée sur R, en un
probléme sur R ; on trouvera son illustration par exemple dans [36], chap. 3, § 3, n. 2.

On considéere les deux problemes suivants

Owu(t,x) = kAu(t,z) + f(t,z), pourt >0, z € Q
u(0,z) = uo(z), pour z € {2 ; (1.24)
u(t,2',0) = 0, pour t > 0, z’ € RI!

OU(t,x) = kAU(t,x) + F(t,z), pourt >0, v € R?

, (1.25)
U(0,z) = Uy(x), pour x € R?
ot  est le domaine défini dans (1.1) (Q = {z € R |24 > 0}),
ft 2 xzq), sixzg >0
F(t,x',xd) = 0, sizg=0 , t>0, ze Rd, (126)

—f(t, 2, —xq), sixzg<0

et
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u(x', xq), sixg >0
Uo([E,,ZL’d) = 0, sizg=0 , = R (127)
—u(x', —xg4), sixg <0

Alors, on a la relation suivante.

Remarque 1.3.2. On suppose que les fonctions f(t,z) et up(x) sont continues et som-

mables sur |0, co[ xR?% et RY respectivement et que
f(t,2',0)=0 pour (t,2') € Ry x R, up(2’,0) =0 pour 2’ € R™! (1.28)

Si U(t, x) est une solution du probleme (1.25), alors la restriction de la fonction U(t, x)

a  (le domaine défini dans (1.1)) est une solution du probléme (1.24).

La démonstration de cette remarque que nous illustrons dans la suite est basée sur l'illus-
tration donnée dans [36].
DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 1.3.1, le probléme (1.25) admet une solution U (t, x)

unique. Par conséquent, la restriction de U(t,x) a € satisfait a I’équation
0 U(t,x) = kKAU(t,x) + F(t,x)

dans Q, ou F(t,z) = f(t,x). De plus, selon la remarque 1.3.1 et la définition (1.27), nous
avons
U(0,z) = ug(x) pour x € Q.
Il nous reste & démontrer que la restriction de U(t, x) a Q satisfait a la condition
xljgoU(t, ' xg) =0 pour t>0, 2/ € RS
Il est clair que pour cela il suffit de montrer que U(t, 2, x4) est continue et que

U(t,z',0) =0 pour teR,, ¢’ e R (1.29)

Pour la continuité de U(t, ', z4), rappelons que d’apreés la remarque 1.3.1, la solution

U(t,z) du probleme (1.25) est définie par

¢
Ult,x) = /]Rd O(t,x — y)Uo(y)dy —I—/O /]Rd Ot — s,x — y)F(s,y)dyds pour t >0, z € R%
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Etant donné que Uy(y) et F(s,y) sont sommables selon 'hypothese, et compte tenu de la
régularité de la fonction ©, de la définition (1.27) et de la condition (1.28) il résulte que la
fonction U(t, x) est continue pour t € R, z € R%

Maintenant, nous allons démontrer 1'égalité (1.29). Nous avons

/Rd@(t,:v— YUo(y)| /Rd 1/ — ¥, —ya)Uo(y', ya)dyady'+

0
- /]Rd—l /_ @<t’ ZE, - y,7 _yd>U0(y/7 yd)dyddy/

En utilisant la définition (1.27), on remarque que
0 / / / / 0 / / / /
/Rd_l [ Ot "=y, —ya)Uo(y', ya)dy'dya = —/Rd_l [ Ot "=y, —ya)uo(y', —ya)dyady’ =

- _/ / Ot 2" =y, ya)uo(y', ya)dyady'.
rRa-1 Jo

De plus, comme la fonction O(t,y) est paire par rapport a g, on a

—/ / Ot, 2" — v, ya)uo(y', ya)dyady' = / / — ', —ya)uo(y', ya)dyady',
Rd—l 0 Rd 1

d’oti, compte tenu de la relation uy(y', ya) = Uo(y, y4) pour yg > 0, on obtient

mdzody = 0.

[, Otz =)o)

D’autre part, en utilisant la méme technique pour [3 fpa ©(t—s, z—y)F (s, y)dyds, on obtient

/Ot /Rd Ot —s,x — y)F(s,y)dydg’x = 0.

De ces relations il résulte que
U(t,z',0) =0 pour teR,, ¢’ e R

L’affirmation de la remarque est démontrée. []



CHAPITRE 2

Construction d'une famille de solutions approchées pour |'équation

de transport-diffusion dans le demi-espace Rﬂlr

2.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous construisons une famille de solutions approchées de I'équa-
tion de transport-diffusion dans le demi-espace Ri avec une condition aux limites homogene.
Les solutions approchées sont construites d’une maniére similaire & celle présentée dans [35]
et [33]. Pour utiliser les techniques développées dans [35], [33] et [3] nous utilisons le pro-
longement impair des fonctions de R% sur R%. Toutefois, pour le traitement de la condition
aux limites, il est essentiel d’élaborer de nouvelles estimations des solutions approchées et de
leurs dérivées partielles, en particulier de leurs dérivées troisiemes par rapport aux variables

spatiales.



Définition de solutions approchées et résultat principal 16

2.2 Définition de solutions approchées et résultat prin-
cipal

Comme on l’a annoncé précédemment, nous commencons par construire une famille de
solutions approchées ul")(t, r) pour I'équation de transport-diffusion avec la condition aux

limites de Dirichlet homogene. Nous utilisons une discrétisation du temps particuliere. Nous

posons
1

bn=gm  m=120, (2.1)

0=t <t <ot <l tl = k6. (2.2)

Nous considérons une constante strictement positive k et posons

1 r?

- - R 2.
U (1) T exp( 45715) pour r € R, (2.3)
O (2') = % exp(— |x’|2> pour 7’ € R*™ (2.4)
(Amd,k) 2 40,k
On(z) = O, ()0 (x)—*ex (— |£B|2) our x = (2/,14) € R? (2.5)
n — Yn n\4td) — (47]_5”/1)% p 4571/{ P - y bd . .
Nous posons aussi
Q={2=(11,..79) ER |2y >0}; (2.6)

on rappelle que Q = RY = {z € R?|xy > 0}. Pour construire les solutions approchées
ul (t,x) qui satisfont a la condition aux limites, nous introduisons 'opérateur de prolonge-

ment impair A(-). Pour une fonction w(-) définie sur r > 0, on définit

w(r), si r>0
Alw(-))(r) =1 0, si r=0 - (2.7)

—w(—r), si r<0
Pour une fonction v(Z, z) & valeurs dans R? nous introduisons la notation
V' (tz) = (vi(t, x), - v (t, 1)), (2.8)

de sorte que

v(t,z) = (V' (t,x),v4(t, x)).
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Nous définissons d’abord les solutions approchées de base ul"l(t,z) par
ulP () 2) = wg(z), e, (2.9)
() =

= [, OnA@M 0! = 6,0 (H 2) = o', ) (s = duvaltl” 2) — ya)dy dyat

6 fM e @M 2)), 2eQ, k=1,2,--, (2.10)

] ]
I t—t
ul(t, 2) = F—ul" (M, 2) + el ), M <i<d’ o zeq (211)

n n

Ensuite, nous définissons

it ) = [ OupAW(t e — g, ))(wa — ya)dy. (212)

R4

Nous allons démontrer que, sous les conditions (1.5)-(1.13), les fonctions u™ (¢, r) ainsi
définies convergent vers une fonction wu(t, z) qui satisfait a ’équation de transport-diffusion
(1.2) avec les conditions (1.3)-(1.4). Ici par la dérivée sur 02 on entend le prolongement par

continuité de la dérivée dans €.

2.3 Transformation du probleme

Au lieu de considérer directement les solutions approchées ul™l (¢, z) et a™)(¢,z) définies
dans (2.9)-(2.12), pour démontrer la convergence de @™ (t,z) vers une fonction u(t,z) qui
satisfait au probléme (1.2)-(1.4), nous allons considérer des fonctions U™ (t, z) et UM (t, ),
qui seront le prolongement de ul™ (¢, z) et de @™ (¢, r) dans R?, et démontrer la convergence
de UM(t,z) vers une fonction U(t, ), qui satisfera a une équation dont la restriction & €
coincide avec 1'équation (1.2).

Nous posons

Uo(z) = A(ug(2',-))(z4a), v = (2/,24) € RY, (2.13)

V/(t, 2 xq) =V (4,2, —xg) =0V (t, 2, 24), ' eR¥TY z,>0, t>0, (2.14)
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Va(t, o' xg) = =Vy(t, o', —xq) = va(t, o', xg), ZeRTY 2,>0, t>0, (2.15)

ft, o' zq,U), si g >0
F(t,az’,azd,U): 0, si xgq=0 tzO,xE]Rd,UER. (216)
—f(t,2', —xq,—U), si 4<0

On rappelle que V' défini dans (2.14) est un vecteur appartenant a R4~ et V (¢, x) sera
V(t,z) = (V'(t,x), Vy(t,z)) € R%
Maintenant nous définissons les fonctions UM (¢,z), n = 1,2,---. On pose
Ut 2) = Upg(z), = eR% (2.17)

UM 2) = [ OuUIE a6,V (H @) — y)dy+

16, P o, UM 7)), zeRYL k=1,2,---, (2.18)
Ulrl(t,z) = 5 U[n} (tL"]l, r) + %U[”](tgl],x) pour tgﬁl <t< th], z € R%
(2.19)

Enfin nous définissons
0P (t,2) = [ @u)U(t,z — y)dy. (2:20)
R

Il n’est pas difficile de voir que la restriction a Q de U (¢, z) définie dans (2.17)—(2.20)
coincide avec @™ (¢, z) définie dans (2.9)-(2.12). Comme cette propriété est essentielle pour

notre travail, nous la présentons dans le lemme suivant

Lemme 2.1. Quels que soient n € N\{0} et t € Ry, la fonction UM (t, x) définie
dans (2.17)-(2.19) et la fonction UM (t, z) définie dans (2.20) sont continues dans R? et

impaires par rapport a x4 et on a
Ut «',0) = 0, ot ',0) = 0, (2.21)

U[”](t,-) :u[”}(t,-), U[”](t,-) :a[”](t,-), (2.22)
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ot ul™l(t, x) et al"(t,x) sont les fonctions définies dans (2.9)-(2.12).

DEMONSTRATION. Fixons un n € N\{0}. D’apres les définitions (2.13) et (2.17) la fonction

Ul (t([)"], 7) est continue dans RY et impaire par rapport a x4 et vérifie la relation

Ut | =l )
Q

Supposons maintenant que U (tﬁl,x) (k > 1) est continue dans R? et impaire par

rapport a x4 et vérifie la relation
i _)‘ — il .
Q

Si on rappelle les définitions (2.14)—(2.16), il n’est pas difficile de déduire de ’expression
du second membre de (2.18) que U ["}(tgﬁn], ) est elle aussi continue dans RY et impaire par
rapport & x4. En outre, comme la définition des termes du second membre de (2.10) coincide
avec la définition des termes du second membre de (2.18) dans €2, de la coincidance de

Ul z) avec ul(d™ | 2) dans Q il résulte que
Ul o) = a @l ). (2.23)
Q

On en déduit que, pour tout k € N, la fonction U™ (th], ) est continue dans R? et impaire
par rapport a x4 ; de plus 'égalité (2.23) est vérifiée pour tout k£ € N. De la continuité et de

I'imparité résulte aussi la relation

ur@ 2 0y=0, k=01, .

lat e R, dans l'affirmation du lemme pour UM(¢,-), il suffit de

Pour passer de t!"
rappeler les définitions (2.11) et (2.19). L’affirmation du lemme relative a UM (¢, z) résulte
immédiatement de I'affirmation pour UM (¢,-) démontrée ci-dessus et des définitions (2.12)

et (2.20). Le lemme est démontré. O

La définition (2.17)-(2.19) des fonctions UM (¢, ) est formellement identique & celle des
solutions approchées introduites dans [35], ce qui nous permet d’utiliser les techniques déve-

loppées dans [35]. Mais la condition que U (¢, z) doit s’annuler sur {z4 = 0} entraine une
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perte de régularité de U (¢, z). Pour surmonter la difficulté due & cette perte de régularité,
on a besoin d’élaborer de nouvelles estimations des dérivées de UM (¢, z).

Avant de passer aux raisonnements sur les possibles inégalités pour les estimations des
dérivées de UM (¢, ), nous rappelons quelques points concernant la dérivabilité des fonctions
données et de UM (£ ).

D’apres les définitions (2.13)—(2.16), dans R¥\{zy = 0} les fonctions Uy(z), V (¢, 1),
F(t,z,U) ont la méme dérivabilité que celle indiquée dans les conditions (1.5)—(1.12) et sont
prolongeables par continuité sur {z; = 0} des deux cotés (sans exiger nécessairement 1'égalité
des deux limites). Donc les fonctions U™ (tk ,x) définies a partir de (2.17) et puis par les
applications successives de (2.18) auront une régularité analogue, c’est-a-dire, DEU™ (tk"}, x),
|| < 3, est continue et bornée dans R?\{z; = 0} et prolongeable par continuité sur {z4 = 0}
des deux cOtés (sans exiger nécessairement 1’égalité des deux limites).

Il est clair que, dans le cas ou || < 3, ag = 0, les fonctions DV, (t,x), j=1,---,d—1,
Dyl (t,[e], x), DYF(t,z, UM (t[n], 7)) sont continues dans tout R%. En outre, en vertu de
la continuité et de Iimparité par rapport a x4, les fonctions D' Vy(t,z), DY UM (t[n} x),
DY F(t,z, UM (t[n] x)) avec || < 2, o) = 0, sont dérivables par rapport a x; méme sur
{xg =0} et 0,, D' Vy(t,z), 0,,D UM (t ), 0p, D F(t,z, UM (th], x)) sont continues dans
R4,

D’autre part, pour j = 1,--- ,d — 1, méme s’il existe les limites

lim 0,,V;(t,x) et lim 0,,V;(t,x),

Z‘d—>0 zq—0~

en général la fonction Vj (¢, z) n’est pas dérivable par rapport a x4 sur {z4 = 0}. Toutefois,

dans le calcul de la dérivée du second membre de (2.18), on trouvera d,,V;(t,z) dans le

produit
GRS [1,1] -
Tj,n,k(x) - T /Rd @n<y>wj,kfl(£($a y)>dy (] - 17 e 7d - 1)7 (224)
ou
(e = Lyl ¢) (2.25)
J.k 8@ ’

E(x,y) =x — 5,1\/(1521}, x) —y. (2.26)
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Pour Y;, x(x) on a le lemme suivant.

Lemme 2.2. Quels que soient j € {1,--- ,d—1}, n € N\{0} et k € N\{0}, la fonction

Y, nk(z) satisfait a la relation

lim Y,,k(z)= lim Y;,x(z)=0 vz’ € R (2.27)

2q—0F zq—0~

et la dérivée %Tﬂknvk(x) est continue dans R¥\{xq = 0} et admet les limites finies

9 9 |
o o Limk(2)y I o= (2);
on a en outre
lim iT ink(r) =— lim i'fnk(x) vz’ € R (2.28)
z4—0t 0% S z4—0— 0% g St

. 1 :
DEMONSTRATION. Comme nous I'avons vu en haut, wj[-J;"_}l(x) est continue dans R? et

continfiment dérivable au moins dans R%\{z; = 0}. Donc, compte tenu aussi de la régularité

de &(z,y) (voir (2.26)), la fonction

W) = [ Ou)uli (€. y)dy (2.29)

est elle aussi continue dans R? et continfiment dérivable au moins dans R\ {z4 = 0}.
D’autre part, de (2.14), (2.15) et (2.26) il résulte que, pour &(z,y) = (&' (x,y), &z, y)),

on a
@', =2,y —ya) = (&', —2a) = 5(V/ (1] (2, —2a)), VaB (&', —2))) — (v, —a) =
= ((2' = 6.Vt (@', 2a)) = ¥), —wa + 0 Va(t (2, 24)) — ya) =
= (&' (2" 24,y ya), —&a(@ 24, Y, ya)),

ce qui, en vertu du lemme 2.1 et de (2.25), implique que

1,n 1,n
Wit (€@, —2a, i)y —ya)) = —wi (€@ 2ay s va)).

Donc, compte tenu de la relation 9, (yqs) = 9,(—yaq), pour la fonction W(z) définie dans
(2.29) on a
W', —xg) = =W (', 24) (2.30)
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et, en particulier,

W (z',0) = 0. (2.31)

Comme Vj(t,x) est paire par rapport a x4, 0, dV}(t,@,x) est impaire par rapport a g,
ce qui, joint a (2.30), implique que la fonction Y;,, x(x) = W(x)(f)ajd‘/}(tkn}, x), qui est définie
dans R\ {x4 = 0}, est paire par rapport & x4. En outre, comme 0, de(th], x) y est bornée
et que W (z) est continue dans R? et vérifie la relation (2.31), la fonction Y;,, x(z) vérifie la
relation (2.27).

En outre, la régularité de 0, dV}(th], x) et de W (x) déja remarquée implique que la dérivée
Or, Ljnx(T) est continue dans R*\{z; = 0} et qu'il existe ses limites finies pour z; — 0F
et pour 4 — 0. Comme Y, x(x) est paire par rapport a x4, 0y, ;nk(x) est impaire par

rapport a x4, ce qui entraine (2.28). Le lemme est démontré. [J

2.4 Estimation des solutions approchées et de leurs dé-
rivées premieres

Dans cette section nous allons établir I'estimation des fonctions Ul (¢, z) et UM(t, z)
définies dans (2.17)—(2.20) et de leurs dérivées premieres

Dans la suite, nous adoptons la notation

Ty =7+ 61, pour 7 > 0. (2.32)

Lemme 2.3. On suppose que les hypothéses (1.5)—(1.13) sont remplies. Soient UM (t, x)
les fonctions définies dans (2.17)~(2.19) et UM (t,z) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction ®y(t) continue sur R, , croissante et telle que

sup |[UM (¢, )| < ®o(2) Vi e Ry, Vn e N\{0}, (2.33)
TER?
sup [T (¢, 2)| < §o(t) Vit e Ry, Vn e N\{0}. (2.34)

zER4




Estimation des solutions approchées et de leurs dérivées premieres 23

DEMONSTRATION. Soit 7 > 0. Si on pose

n n F(t,z,U
A = qup U )], G =y = swp BT
z€Rd (ta)e0r ] xrixe 1+ U]
des relations
L, OnU e =6,V (i, 2) - y)dy| < ALY,

n n n 0,n
P22, UM 2)| < Cp(1+ ALY
et de la définition (2.18) on obtient pour k < 3+
AP < AN (14 8,Cp) + 0,0,
donc
0n] _ 4l0m] ; - - 0]y il
A < AT (14 6,00)  + 6,05 > (1+6,Cp)" 7 < (1+ Ay™)els @7 — 1.

Jj=1

En complétant cette inégalité par (2.19) pour t;:”] <t< t,[ﬂl < 74 et en choisissant t = T,

on obtient (2.33) avec ®y(t) = (1 + A([)O’”])ecf(t)(t”l) —1.
L’inégalité (2.34) résulte immédiatement de (2.33) et de (2.20). O

Lemme 2.4. Supposons que les hypothéses (1.5)~(1.13) sont remplies. Soient UM (t, )
les fonctions définies dans (2.17)~(2.19) et UM (t, z) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction ®1(t) continue sur R, , croissante et telle que

d
> sup i ut (t,a:)' <®(t) VteRy, VneN\{0}, (2.35)
i=1 ©€R? i

d a _

> sup " gt (t,x)' < (t) VteR,, VYneN\{0}. (2.36)
i=1 z€R? i

DEMONSTRATION. Rappelons d’abord qu’on a

d d
S~ sup |9, U™ (t%n],x)| =Y sup |0, Up(z)] = Al < . (2.37)

i—1 T€R4 i—1 T€R4
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Pour estimer |8, U™ (£, z)| pour k > 1, nous allons utiliser les notations w[ () et

&(z,y) introduites dans (2.25), (2.26) et aussi les notations

OF (¢!, U)

Fl(a, UMY 2)) = o MR (2.38)
) = g T
n OF (il x,U)
Foule, UMY, @) = —gr=—| (2.39)
= b T
En dérivant les deux membres de (2.18), avec ces notations on a
d
aV;( ¢l x)
1,n ) 1n
ali (@) = [ 0alw) [l (el — 03 M) ) o] (20)
3| FY Ut F Uty o
+0n z,k—1($7 (tpl1, 7)) + U,k—1(5”7 ( k—1:55))wz,k—1($) .
Soit 7 > 0. Si on pose
Ay = Z sup [w;" ()], (2.41)

i=1 z€R
et si on rappelle les hypotheses (1.5), (1.8) (et aussi les définitions (2.14)—(2.16)) et les
[n]

remarques sur la dérivabilité des fonctions données et de U™ (", x), on voit sans difficulté

qu’il existe une constante C! indépendante de n et telle que

AR < (14 0,C) AR 16,01 (2.42)
et donc
k
AP < (14 6,C0F AN 4+ 5,003 (1 + 6,CL)F, (2.43)
j=1

pourvu que 0 < tgﬁ] < T

Compte tenu de la définition (2.19) et des relations (2.37) et (2.43) on déduit l'existence
d’une fonction ®;(t) satisfaisant & l'inégalité (2.35) pour UM (¢, z). L'inégalité (2.36) résulte
immédiatement de (2.20) et de (2.35). Le lemme est démontré. O

Maintenant nous allons établir une estimation des dérivées secondes et troisiemes de

Ul (t, ).
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2.5 Estimation des dérivées secondes et troisiemes des
solutions approchées

Dans cette section, nous allons établir 'estimation des dérivées secondes et troisieémes

des solutions approchées UM (¢, x) et gl (t,x), en utilisant des outils de distribution.

Lemme 2.5. Supposons que les hypothéses (1.5)~(1.13) sont remplies. Soient UM (¢, x)
les fonctions définies dans (2.17)~(2.19) et U (t,z) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction ®o(t) continue sur R, , croissante et telle que

sup | DAUM(t, z)| < By(t)  VteR,, VneN\{0}, (2.44)
la|=2 z€RI\ {z4=0}
> sup DeUM(t, )| < ®y(t) Vit e Ry, Vn e N\{0}. (2.45)

|a|=2 TER?

DEMONSTRATION Introduisons la notation

wlih (x) = WU[ I, 2),  neN\{0}, keN. (2.46)
io i1

On rappelle que de la définition (2.17)—(2.18) il résulte que les dérivées premieres de U™ (tL"], x),
y compris d,, U™ (t,[gn], x), sont bien définies et continues méme sur {z4 = 0}. Donc on voit ai-
sément que, si (i1,12) # (d, d), alors wﬁg}k(x) est définie sur R?. D’autre part, 92 U™ (th]7 x)
n’est généralement pas définie sur {xy = 0}, mais, considérée comme distribution, n’a pas
de partie ayant une mesure concentrée sur {z4 = 0}.
Pour k£ = 0, en vertu de (2.17) on a
d

sup ]wz[?g}o(:z:)\ = AP < (2.47)
i1,io=1 T€RI\{z4=0}

avec AE] qui ne dépend pas de n.

Pour k£ > 1, en dérivant les deux membres de (2.18) par rapport a z;, et x;,, on a

w (2) =

i,k
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z[uk 1 f(a:,y)))dywn(Bl +By),  (2.48)

2n
= @n(y) <w£1’i2}k’ 1

Rd

49 vt z) L)
“’Emia% @wwwmme (2.49)
_ 0 [n] [n]
By = mﬂtk L, UM ), (2.50)

" (z)], on

ot {(,y) est la notation introduite dans (2.26). Pour estimer sup,ega (z,—0} |wl122 &

examine chaque terme du second membre de (2.48) dans R?\{z; = 0}, en particulier, en

développant B; et B, en

d (n]
Z:: ( axl(:ﬁk:c; . /Rd O (y)wyily (€ (2, y))dy+

LY, (@ ) o
Tu /Rd On(y)wijk-1(&(2, y))dy>+

V(1) OV 1y ) -
axu 8@2 /Rd @n<y)wjj',k—1(€(xa y))dy,

+5Z

J:,3’'=1

By = Fllj, (2, UMW ) + Flyp (2, UM 2wl (2)+
+F s g (@, U 2wl il (2) + F oy (2, UM 2))w (o) +
g (2, U )it (2wl (2),
ou

82

F//
0x;,0x;,

i112,k— 1(‘T U)

(de maniere similaire a (2.38)—(2.39)).

— = F" 2, 0), etc...

Ainsi, en rappelant les conditions sur la régularité de V (¢, z) et de F(¢,x,U) ainsi que le

lemme 2.4, on obtient (pour quelconque 7 > 0 fixé)

AR < (14 5,0 ARY 15,07 powr k< ;i (2.51)

ou

d
2,n 2,n
AZT =3 sup k(@)
i1,i2=1 xERd\{deO}

tandis que C” est une constante déterminée par 7 et indépendante de n. En rappelant que

(2.47) donne AP = AP < 50, de maniére analogue a la déduction de (2.35) a partir de
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(2.42), de (2.51) et de (2.19) on déduit I'existence d'une fonction ®y(t) satisfaisant a (2.44).
L’inégalité (2.45) résulte imméditatement de (2.44) et de (2.20). O

Maintenant nous allons établir une estimation des dérivées troisiemes de U (¢, z).

Lemme 2.6. Supposons que les hypothéses (1.5)(1.13) sont remplies. Soient UM (t, x)
les fonctions définies dans (2.17)—(2.20). Alors pour chaque T > 0 il existe un nombre T €
N, une fonction ®3(t) décroissante définie sur 10,7| et une fonction ®31(t) croissante

définie sur [0, 7| tels que, sin >, alors on ait

> sup DeUM (¢, z)| < ®so(t) + P34 (t) + 1 vVt € [0,7], Vn >, (2.52)
|a|=3 TER?

(la forme de la fonction ®3(t) est donnée dans (2.88)).

DEMONSTRATION. Comme nous 1’avons remarqué en haut, DU (th], x) avec |a| = 3 sont

bien définies dans R\ {z4 = 0} et D' U (t,[c"], x) avec |o/| =2, a’ # (0,---,0,2), sont bien

définies et continues méme sur {z4 = 0}, tandis que 92 U™ (tgf], x) est en général discontinue

sur {4 = 0}. Pour cela nous considérons les dérivées troisitmes de U (th], x) dans le sens
de distribution et posons
DRUM(H, 2) = Wil (#) + Kok (2.54)

L3, .
ou wg . }(:U) est une fonction dans le sens usuel et on a

@(2) = DU 2)  dans RA\{z, = 0},

tandis que Xax est une distribution ayant le support sur {x; = 0}, mais on peut considérer

~ _ a o3 1 . .
Yok = 0 pour a # (0,---,0,3). Pour D% = Bery D0, 0m,, 1OUS utilisons aussi les notations

~[3,n] _ ~[3,n] ~ o~
whigig,k(x) - wa,k (l’), Xivigiz,k = Xayk-
Pour k£ =0, on a évidemment

@5 (@) = DUs(z)  dans R™\{zy =0}, (2.55)
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: 02 — Ja* ; —
o= 26(xg) lim,, o+ TinO(‘”) =1y sia=(0,---,0,3) (2.56)
0 siaw#(0,---,0,3)

ou 6(x4) désigne la 6 de Dirac pour z4 € R.
[n]

Pour déterminer @[jg] (x) et Xa,k pour k > 1, nous rappelons 'expression de DU [l (t)", ).

En dérivant les deux membres de (2.48) par rapport a z;; (i3 € {1,---,d}), pour D¥ =

83

v 00, 0m, O1L A
T v arrn]aln 0

GO(2) + Xap = D2UP (A, 2) = /Rd On(y)Tody + 0no——(Bo + B1 + Ba), (2.57)

i3

Tk d av 3n] ~
I'y= ( Wo k1 + Xak 1) I y — Op Z 31’ Wi in5,k—1 + Xilizj,k—l)(g(ai,y)), (258)

13
d oV ol

BO 83;- /Rd 11]7k—1(§(x7 y))d:% (259)

oué(z,y), wl[f]n,]c_l(), By, By sont les notations introduites dans (2.26), (2.46), (2.49), (2.50).

Comme le terme [ga O, (y)ody est un type de convolution de I'y avec une fonction régu-
liere ©,,, sa contribution a la partie singuliere X, x—1 est nulle.

Examinons le terme 5,1%(30 + By + By). Comme [ga @n(y)wg Z] &z, y)dy, § # d,
ne s’annule pas sur {x; = 0} et que 27‘/2 pour j # d aura une discontinuité sur {z; =
0}, 0.,Bo pour iy = iy = d contiendra une distribution avec une mesure concentrée sur
{zs = 0}. Analoguement, comme nous 'avons vu dans le lemme 2.2 (voir aussi (2.49)),
O.,B1 pour i, = iy = d contiendra une distribution avec une mesure concentrée sur {x; =
0}. En outre, des conditions sur la fonction F (voir (1.8), (1.10), (2.16)) il résulte que
xR F (tk L, UM (tk 1, %)) = Oy, By (pour i; = iy = d dans By) peut contenir une distribution
avec une mesure concentrée sur {z4 = 0}. D’autre part, comme nous I’avons vu dans le lemme
2.5, By + B1 + By ne contient pas de distribution ayant une mesure concentrée sur {z4 = 0},
de sorte que 0,,(By+ B1+ Bs) ne contient pas de dérivée de la § de Dirac. Donc, en résumant,

on a pour k > 1

- 5. 10 si a=(0,---,0,3)
Xok = " : (2.60)
0 autrement

10 = 8(ea)( tim [Bo+ B+ Bl — lim [Bo+ By + By (2.61)

acd—>0 zq—0~
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(dans (2.61) By + By + By est pris pour i; = iy = d); on remarque aussi que By + By + Bs
ne contient pas de dérivée troisicme de U™ de sorte que lim, -0t [Bo + B1 + By| peut étre
estimé en fonction des lemmes 2.4 et 2.5.

D’autre part, IT)S,?] (z) coincide avec le dernier membre de (2.57) dans R¥\{z; = 0},
calculé selon la régle usuelle de la dérivation d’un produit de fonctions et d’une fonction
composée.

Introduisons maintenant 1’opérateur

Gu(#)(@) = Gur(P)(@) = [ Oulm)plw =6V (1}, ) = y)dy. (2:62)

Il nous est commode de réécrire (2.56) et (2.60) sous la forme

. I si a=(0,---,0,3
Ipa={ " ( ) , (2.63)

0 autrement

_ 1 s a=(0,---,0,3)
Lok = ’ pour k > 1. (2.64)
0 autrement

On a alors dans R%\{z; = 0}

T = G (@B + To o)+

a,l

3

+ > " P (DV) G (@55 + Tp)+
|B|=3 m'= 1
b Y Y () Quam (DV)Galwll) )+
1<|8|<2 m/=1
0, Y qwle) (@) + 6, Ra(DF, DUM), (2.65)

et pour k > 2

@51?} =G, (~[3n] + 0y, Ilak: 1)+

3

+ Z Z Po g (DV )Gy, (~/[6§]:L]1+6nfl,a,k—1)+
|B|=3 m'=1
+ 3 Z: )™ Qa g (DV) G (wh ")+

1<|B|<2m/=1

0, F e wlrL (2) + 6, Ra(DF, DUM), (2.66)
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ou P, g (DV) est une somme de produits de m’ dérivées premieres de V' par rapport a z,
Qa.pm (DV) est une somme de produits de m’ dérivées d’ordre inférieur ou égal a 3 de V' par
rapport a z, Ro(DF, DU) est une somme de produits de dérivées de I d’ordre inférieur
ou égal & 3 et de dérivées de U™ d’ordre inférieur ou égal a 2 et wgﬁklﬂ = DPU (th_]l, x) pour
1Bl =1,2.

Maintenant nous posons

’IEE’H] = (w([if})aéNd,\M:S? @[[)3] = w([)?)’n}v (267)
Iy = (Io.0) acn o3> Ik = (I1a ) aend jol=3, (2.68)
GL(p)(x) = Gulp)(@),  GYH(p)(x) = Ga(Gh(p))(@). (2.69)
Nous introduisons aussi ’opérateur
3 /
D) == Y. > (=0,)" ' Po g (DV)Gn(wWs), (2.70)
|81=8 m'=1
qui agit sur @ = (Wa)aend, jo|=3, €t la fonction
2
(o=~ 3 3 (=0.)" " Qupm (DV)Gr(wl™) + Ra(DF, DUM). (2.71)

1<|8|<2 m/=1

En réalité, les opérateurs G,, = G, et II dépendent de tL"]. Mais, comme leur dépendance
de k n’influence pas sur leurs propriétés principales que nous allons utiliser, par abus de
langage nous utiliserons les notations introduites dans (2.69) et (2.70) sans indication de k.
Nous allons écrire aussi F; au lieu de Fy;, ;. On rappelle également que @([)3} est indépendant

de n.

Avec ces notations, de (2.65)—(2.66) on déduit que
@ = (G4 6, (I1+ Fy))@g" + Gl + 61Ty + 6, %o, (272)

@™ = (G + 6, (T + ENGE" 4 6,(Go 4 60D Ty + 6, 0pq, k> 2. (2.73)

Or, si on suppose que @ satisfait a I’égalité

B2 = (G + 0, (T + F)))F i) + GE Ty + 6,(Gn + 0 (TT + F))F o+
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k—2 k—1
+00 D (G + 60 (T4 F) ¥ (L4 F) G M o 4 6, 3 (G 4 0 (T + F )M Wy gt
k=0 k'=0
k-1 _ k=3 k—2—k' _
16, Y GEF L + 23 (G + 6, + FO) (T + Fy) S, GEYF KTt
k=1 k'=0 k=1
k—2 B
+62 > (G 4 G (T + Fp)F T gy, (2.74)
k'=0

et si w,[fH vérifie la relation (2.73) pour k + 1, alors par des calculs directs on voit que w,[f’ﬂ]

lui aussi satisfait a 1’égalité (2.74) pour k + 1. D’autre part, il n’est pas difficile de constater
par des calculs directs que w£ " satisfait & I'égalité (2.74) pour k = 2. On en déduit que
pour tout k € N, k > 2 I'égalité (2.74) est vérifiée.

Nous allons estimer chaque terme du second membre de (2.74). Pour cela introduisons la

notation

[@lla = > sup |da(x)l (2.75)

|o|=3 ©€R?

et fixons un nombre 7 > 0; nous allons considérer w,?’"] (et son expression) pour 0 < k < -
(voir (2.32) pour 7).

Remarquons d’abord que d’apres (2.71) (voir aussi (1.5), (1.8) et le lemme 2.5) il existe
une constante Cy, telle que

|Uplla<Cy  VkeNNIO, ;i]. (2.76)

D’autre part, d’apres la définition (2.70) (voir aussi (2.39), (1.5), (1.8)) il existe une constante
Cry telle que

I(IT + Fy ) @] 4 < Cryll]| 4 (2.77)

pour I et F}; définis dans l'intervalle [0, 7,]. L'inégalité (2.77) et la définition (2.62) de G,
impliquent que

(G + (I + F))) 0|4 < (14 62 Cryp) || - (2.78)

En utilisant (2.76) et (2.78), on obtient

(G + 8 (T4 F)Fag 14 < (14 6,Cop)F [l L4 < €m0 || a, (2.79)
k—1
16, z (4 ) Uy lla < 00 S0 (14 60Crp)¥ [ Wy ||a <

k'=0
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kan Copt! 741 _ & Crpkdpn _
< Cy e“ It dt’ = c (e 1). (2.80)
0 wf

Pour estimer les termes contenant Iy ou I ; nous utilisons le lemme 2.7 et son corollaire,

que nous démontrerons dans la suite. En effet, si

sup MEM>O,

0<t<ry,w€R%, zq#0  Ld

en appliquant (2.98) & G¥ I, pour n > n* avec n* donné dans (2.97) on a

~ C, o M? _
tandis que, si M < 0, alors d’apres (2.96) on a
T CLO
1GrIolla < (o)1 (2.82)

ou C,o est une constante déterminée par les fonctions données (voir en particulier (2.56),

(2.63)). Analoguement on a

Wik
n ok M(k—k')6n \1/2
(1 — e M=k 1/ (k — k)6,

selon le cas M > 0 ou M < 0 avec une constante C,; déterminée par les fonctions données

ou déja estimées (voir en particulier (2.61), (2.64)). On en déduit que
~F1/2

k—1 . k6, M
16, 5" GEF Tl < Cu / ﬂ—dt’ ou < 2C,\/ké,. (2.83)
0

P _ efﬁt/)l/Q
On remarque que l'intégrale du second membre de (2.83) est finie. En outre, en utilisant des

idées analogues et en tenant compte aussi de (2.77)—(2.78), on obtient

k—2
18 3~ (G A+ 6 (T + Ffp)) (I + Fy )G M L <
k'=0
kén, / M1/2 kén 6C7Tftl
Crrt / /
< CoCiy /0 eyt v S CuCry /0 T 28
k—3 , k—2—k' L~
167 D" (G 4 u (T + F) (4 Fpy) D0 G T pla <
k'=0 k'"=1
kb kbt A2
< 0Oy / eCrst / —————qt"dt’
0 0 (1 — e~ M(kbn—t'=t"))1/2
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1
; (m——— dt"dt’. (2.85)

En ce qui concerne les termes qui contiennent I1/y ou II/; _;_4, on remarque que les

définitions (2.62) et (2.70) impliquent qu’il existe une constante C, telle que

16,0l 4 < \/0uCrris 16T 1 o]l < \/62Cin.
On a donc
160(Gon + S (TT + F))* MLy |[ 4 < %7490\ /5,C, (2.86)
k—2 e ko, ,
1023 (G + 6 (T + F) T oy opo |4 < /0 eCrrt dt’\/acm. (2.87)
k'=0

On remarque que, pourvu que kd, < 7., le second membre des inégalités (2.86)—(2.87) tend
vers 0 quand n tend vers l'infini.

Considérons le dernier membre des inégalités (2.79)—(2.85) comme fonction de t = ké,,
0 <t < 7y. On voit alors que ces fonctions de ¢t ne dépend pas de n, pourvu que n > n*
avec n* donné dans (2.97) dans le cas M > 0.

Posons d’abord

C, o M"? ) Co
R u = ,
(1= ey Vi

qui sont des fonctions décroissantes ayant la limite +oo pour ¢t — 0.

Ds0(t) = (2.88)

D’autre part, on voit que, si on considere les expressions du dernier membre des inéga-
lités (2.79)—(2.80), (2.83)—(2.85) comme fonctions de t (kd,, = t), elles sont des fonctions

croissantes en t. Nous désignons leur somme par

(13371@).

Enfin, comme nous I’avons remarqué en haut, le second membre des inégalités (2.86)—
(2.87) tend vers 0 quand n tend vers 'infini, pourvu que ké,, < 7.

Donc, de l'expression (2.74), des inégalités (2.79)—(2.87) et des considérations faites ci-
dessus on déduit qu’il existe un nombre n** € N tel que, si n > n**, alors pour k£ = 3o

0<t< 7, onait

_[3.n 1
1@ 4 < @ao(t) + @aa(t) + 5. (2.89)
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Maintenant nous revenons a (2.54) et (2.60). En utilisant la notation introduite dans
(2.64), on a
Do x) = al @) + 6pliag, k> 1

On a donc d’apres la définition (2.20)
DU ) = 0, % Wy + 6,0, % [ (2.90)

(ici * désigne la convolution par rapport a z € R%). Il est clair qu’on a

sup |0, x @y (2)] < sup iy (). (2.91)

zeRY zERN{z4=0}

D’autre part, le raisonnement analogue a celui de I'obtention de (2.86)—(2.87) nous donne

SUp 16,0, # T i) < 1/6,C0r. (2.92)

z€Rd
Compte tenu de la définition (2.19), de I'égalité (2.90) et des inégamités (2.89), (2.91)—(2.92)

on déduit qu’il existe un m € N tel que, pour n >, UM (t,x) vérifie la relation (2.52). O

Il nous reste & démontrer le lemme suivant et son corollaire.

Lemme 2.7. Soit V(t,z) la fonction définie dans (2.14)—(2.15) avec la fonction v(t, x)

donnée dans l’énoncé du théoréme 3.7. Soit G, (-) Uopérateur défini dans (2.62). On pose

t
M = sup Va( ,:v).

0<t<ri,z€R%, zq#0  Ld

(2.93)

Si p(a') est une fonction mesurable bornée dans R4 et si §,M < 1, alors pour k =

1,2,--- ona
WKM@NSS¥IﬂﬂWm@% (2.94)
J)/G -1
_ 1 1 — 6, M)* 22
¢n,k(xd> = 1 2j Y ( B ) ( k—1 ) ) ‘ 2j>’
ou

I, = 0(zq)p(x), (2.95)

d(zq) étant la 6 de Dirac pour x4 € R.
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Corollaire 2.8. Soit M le nombre défini dans (2.93).

Si M <0, alors on a

G < swp lol@) e exp (— —L=BMTE Y 4
X —_— - . .
e e P o e PN T 4,k L (1= 0,M)7
Si M > 0, alors pour
1
nzn*:min{nEN|5nM§§} (2.97)
on a
71/2 2k 9
, M 1—6,M)"x
GHI) @) < sup lo(@) — (- LM %
2/ €RA—1 2\/’/Tl€(1 _ ekaén) 45n/-€ j=0 (1 — 5nM)
(2.98)

ot M = M log 16.

DEMONSTRATION. Dans le cas M < 0, I'inégalité (2.96) résulte immédiatement de (2.94).

Dans le cas M > 0, comme 9, M < %, on a
(1 . 5nM)2j _ erlog(lfan) > efﬁjén

et donc

1

ﬁ(l - eiﬁkan%

k—1 ) k—1 . kbr, —
6, > (1= 6,M)% > 5,3 e Mion > / e Mt =
=0 =0 0
ce qui, joint & (2.94), nous donne (2.98). O

Pour démontrer le lemme 2.7 nous utilisons les lemmes suivants (lemmes 2.9 et 2.10).

Pour le lemme 2.9 nous définissons 'opérateur

gun(@)(r) = /Rﬁn(s)go(r — 6, Mr — s)ds (2.99)
pour les fonctions ¢ (y compris les distributions) pour lesquelles le deuxiéme membre de
(2.99) est bien défini. Nous définissons aussi

Iun(@)(1) = gun(@)(1),  Ghra(@) () = grn(ghia (@) (),  k=2,3,---.
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Lemme 2.9. Soit §(r) la distribution § de Dirac pour r € R. Alors on a

1 (1 — 6, M)* 2
) V =0 7 o (= 46,k Y520 (1= 6,M)%
Aok 371, (1—96,M) nk di—0 (1 —0d,M)

I (0())(r) ). (2.100)

DEMONSTRATION. Pour k = 1, de la définition (2.3) et de celle (2.99) il résulte immédiate-

ment que

Ghin@O)r) = [ u(s)0(r = 8,Mr — s)ds =

Xp ( _ M‘W>7 (2.101)

1
=J,(r —6,Mr) = \/me

c’est-a-dire gj;,,(6(-))(r) vérifie la relation (2.100).
Supposons maintenant que la relation (2.100) est vérifiée pour & — 1. Alors, en utilisant
la formule de la convolution entre des distributions gaussiennes

2

1 sy 1 (r—s)?y, 1 r
b ) e (= e (i)

on a

I (6())(r) = /Rﬁn(S)gﬁiW(‘))(T — 0nMr — s)ds =

1 s
- /R Ao,k P ( B 4(5nli) 8

(1= 6,M)** V(o — 5, Mr — 5)2) ;
_ , s —
A6,k K23 (1 — 6,M)%

:

exp

—
/

X -
VA0, Sh2 (1 — 6, M)
1 o ( (1 — 5nM)2kT’2 )
— = Xp — — = .
VAo, ShoE (1 — 6, M) 46,5 K20 (1 — 6,M)%
De (2.101) et de (2.102) on déduit (2.100). O

(2.102)

Lemme 2.10. Soit ¢y(r) une fonction paire décroissante pour r > 0 (et donc croissante

pour v < 0). Soit po(r) une fonction mesurable telle que

wo(r) <o(r)  VreR (2.103)
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Soit W (r) une fonction mesurable telle que
W(r) < Mr pour r >0, W(r) > Mr pour r <O0. (2.104)
Si 6,M < 1, alors on a

/R 9n(8)po(r — 8, W (r) — 8)ds < gurn(0)(r)  ¥r € R. (2.105)

DEMONSTRATION. Définissons 'opérateur gy ,,(-) par
gwanlp)(r) = /Rﬁn(s)go(r — 0, W(r) — s)ds.
Comme
Un(s) >0 VseR, o(r — 0,W(r) —s) > wo(r — 0,W(r)—s) VseR,

on a

gwn(00)(1) < gwn(o)(r)  VreR. (2.106)

Nous allons maintenant démontrer que

gwn(Po)(r) < garn(vo)(r)  VreR. (2.107)
Pour ce faire, posons
. S Mr + 6, W (r) .
S =T —= 5 , g=58—S5".

Alors, en utilisant les relations

S Mr + 6,W (r)

S Mr 6, W (r)
- +

r—o0,Mr—s=—q 5 5

S=q+7r—

r— (SnW(r) —SsS=—q— 5nm2/<r) + 6TLJ2WT,

on a

gt (10) (1) = gwin (o) (r) =
— (/_; +/;o>19n(8) [%(r — 0 Mr — 5) — o(r — 6, W (r) — 5)]d8 —

_ (/_Ooo+/()oo>79n(q“Lr_ SnMr +26nW(r)>X
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3, W (r) N o Mr
2 2

opMr 0, W (r)
+

x[do(—q = =5 )~ o(—q - )| dg.

Considérons d’abord le cas r > 0. Dans ce cas en vertu de (2.104) on a

o Mr 6, W (r)
2 + 2 =0

Donc, compte tenu que 1o(r’) est une fonction paire et décroissante pour 7’ > 0 et croissante

pour ' <0, on a

Wi(r) 6, Mr

S Mr 6, W (r)
- +

Yo(—q 5 5 ) — to(—q — 5 + 5 )=
onMr 6, W (r oW (r OnMr

:—[%(q— 5 T 2())—%(61— 2<)+ 5 )}SO pour ¢ > 0.

D’autre part, compte tenu de la condition §,M < 1, on a
M M

g+ — oM +25nW(r)) <Oy (—qtr— onMr +25nW(r)) pour ¢ > 0.

Il s’ensuit que
0 S Mr + 6, W (1) onMr 0, W (r) oW (r) o,Mr

| g = 2 [y (—q— 20+ ) (g — P+ 2 dg >

o0 OnMr + 6, W (r onMr  0,W(r o, Wi(r) 6,Mr
A L L S LU N )

c’est-a-dire on a l'inégalité (2.107) pour r > 0.
Dans le cas r < 0, en vertu de (2.104) on a

o Mr 6, W (r)
— >
2 + 2 20,

ce qui implique que le signe de

onMr 0, W (r)
- +

W (r) N onMr
2 2

%(—CI ) — 1/10(—q 5 5

et celui de

onMr —|—25nW(T)) (g — M1+ 6, W (1)

Unlg+71—

sont inversés et donc a la fin on aura la méme inégalité (2.107) méme pour r < 0.

De (2.106) et (2.107) on déduit (2.105). O
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DEMONSTRATION DU LEMME 2.7. Remarquons d’abord que G} (1,)(z) a la forme
L) (@) = [ D) n(a)d(wa = 0Vt o', 2a) = ya)dya =

= B2 )0 (2a — 0 Vot 2/, 24)),
ou
pa) = [ OL)pa’ =6V (2!, 0) = o)y

La condition (2.93) et la forme explicite de la fonction ¥,,(-) impliquent que

|G (L) (@)] < [p(2)[9n(za — 0 Mzq) <

, 1 1— 4, M)*? -
< sup o)l exp (— ) = sup o) B )

z/€Rd—1 x/€Rd-1

ce qui n’est autre que (2.94) pour k = 1.
Cela étant, pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer (2.94) pour G¥*!(1,)(x) en
supposant (2.94) pour G%(I,)(z). Supposons donc que G%(1,)(x) vérifie (2.94). Alors on a

aussi

(@’ 2a)| < sup (@) ¥y, k(@) (2.108)

x/€Rd-1
ou

e za) = [ QLG = 0.V (' w) — of wa)dy.

R4
Rappelons que la définition (2.93) de M implique que la condition (2.104) pour W(z,) =
Vd(tﬁl,x’ ,xq) est vérifiée pour tout 2’ € R et que 1, ;(2q) est une fonction paire par
rapport a x4 et décroissante dans 0 < x4 < co. Ainsi, en appliquant le lemme 2.10 a I'inégalité

(2.108) et & W(xy) = Vd(tﬁl, 2, x4), on obtient
G L) ') = | [ 90(a) 2w’ 0 = SaValthhs, ' ) = o)y <

< sup (@) gy (P 1) (2a)-
z/€Rd-1

Comme d’aprés le lemme 2.9 on a garpn (V1) (Za) = ¥y, pp1(@a), il résulte que GET(1,)(x)

vérifie (2.94) pour k + 1, ce qui acheve la démonstration du lemme. [



CHAPITRE 3

Convergence des solutions approchées de |'équation de transport-

diffusion avec la condition de Dirichlet homogene dans le demi-espace

Dans ce chapitre, nous démontrons que les solutions approchées a™ (¢, 2) que nous avons
définies et leurs dérivées premieres par rapport aux variables spatiales convergent unifor-
mément, tandis que les dérivées secondes par rapport aux variables spatiales convergent
ponctuellement et que la fonction limite u(t, x) satisfait a I’équation de transport-diffusion
dans le demi-espace R‘i avec la condition initiale et la condition de Dirichlet aux limites

homogene. Cela constitue le résultat principal du travail présenté dans la présente these.

3.1 Convergence des solutions approchées et leurs dé-
rivées premieres

Nous démontrons d’abord la convergence uniforme de U™ (t, z), de U (t,z) et de leurs
dérivées premieres par rapport a € R? suivant le schéma des propositions 5.1 et 6.1 de [35].

Pour la démonstration de la convergence de Ul (¢, z), de Ul (t, z) et de leurs dérivées
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premieres joue le role important la relation

t[nﬂ] = t[n] pour k€N

(voir (2.1)—(2.2)), qui nous permettra d’examiner la différence
Ut ) = UM, ). (3.)

Nous rappelons aussi que pour la démonstration de la convergence de U (¢, z), de Ul (t,z)
et de leurs dérivées premiéres on utilise la bornitude uniforme de U"! (t,x) et de ses dérivées
premieres et secondes par rapport a x;.

En ce qui concerne la convergence de UM (t, z) et de U (¢,z), on a le lemme suivant.

Lemme 3.1. Supposons que les hypothéses (1.5)—(1.13) sont remplies. Alors pour tout
7 > 0 les fonctions UM (t,x), n = 1,2,---, définies par (2.17)~(2.19) ainsi que les
fonetions UM (¢, x), n=1,2---, définies par (2.20) convergent uniformément vers une

méme fonction U(t,z) dans [0,7] x R? pour n — co.

DEMONSTRATION. On pose
Ml y) =2 — 6,V 2) +y, (3.2)

ouk'=k+1ou=2k+10ou=2k+2etn =nou=n+ 1. Nous remarquons que, d’apres

la définition (2.18), U+l (t[;;;], x) peut étre exprimée sous la forme
U (a5 @) = Ly g+ s (33)
ol
]n+1] / / nt1( yl)@n+l(y2)U[n+1]( . €7 (Y1, y2) ) dyrdys, (3.4)
E (1) = s (@, 91) = S VT, 6555 (@) + e,
T = b [ Onn P ), U @ ydy  (39)

JIE@ZI] - 5n+1F(t[27chill]a xz, Ul + UQ), (36)
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Ur= [ ©unUt(e . y)dy,
Uy = n+1F<t[QTILc+1]7 U[n+1]( n+1] ))

+1
Pour Ig,i on remarque que

2) = [, Ourlz ~ 1)Oua (v)dy
et que donc
L O )z =
= /Rd/ n y1>@n+1(y2)U[n](tkn]>gk-i-l(x:yl + y2))dy1dy;. (3.7)

En utilisant cette relation et 'inégalité
53 () = B VS, G2 () + 92 — G, + )| =
n+1 [n+1 n
= Sun |Vt 6115 (2.)) = V(I o)) <

<6y sup |0V (s, y)|+61  sup  [VV(s,y)|(6nrr sup V(s )|+ |wnl)

(s,9)€[0,74 ] xR (s,9)€[0,7¢ ] xR4 (s:w)€[0,74]xRE

(pour 74 voir (2.32)), on obtient

‘U[n-i_” (t[27;6+1}7€* (yh yQ)) -U I (tk ’ 516—}—1(377 Y1 + y2>)’ S

< sup U ) — U g+

yER4
+ osup VU )Gy sup [V (s, )|+
(s,9)€[0,74+ ] x R4 (s,9)€[0,74]x R4
+opy1 sup  [VV(s,9)|(0ntr sup  [V(s,y)| + [wil)), (3.8)
(s,9)€[0,74+]x R4 (s,9)€[0,74+]x R4

ot £*(yy,72) est définie par (3.4). On rappelle que d’apres le lemme 2.4 |VUPHU(¢, 2)| est

majoré par une constante indépendante de n. Donc, compte tenu aussi des relations

Loy =1, [ Ouallylan = C\/o,n

(C' étant une constante indépendante de n), des expressions de (3.4) et de (3.7) on obtient

1~ [ OuwU e x — 6,V () + y)dy| <

< sup [UPTUEY ) — gl @l ) 4+ K632 sup VO ). (3.9)

GRd ERd
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En particulier, on a

U, ) = UM, 2)] < K sup [VU(y)], (3.10)
y€ERL

ou K est une constante indépendante de n.

Maintenant on va estimer

Jr e gt — s P 2, U 1)) =

a,

= ‘]an2—~l_cl] - n+1F(tEcn]> Z, U[n] (t )) + J[n+1] - 5n+1F(t£cn}v xz, U[n] (tgqn]> ZE))

Pour cela, en utilisant les hypotheses sur la régularité de v(t,x) et de f(t,z,u) (donc de

V(t,z) et de F(t,x,U)), on obtient

T = bt P2, UM, )| <

< Ko(62) + 02 + Kol (UM (5 ) — U@l ), (3.11)

R = b PO 2, U )| <
< Ky(02,, + 002 + K U el ) — ol @l ), (3.12)

ou K, et K3 sont des constantes indépendantes de n.
A partir des relations (3.3), (3.9), (3.11), et (3.12), on déduit qu’il existe une constante

K, indépendante de n telle que
n n+1] n n
U, 2) = UP @) <

< (14 Kybpar) sup [UPHIDH gy — gl @l )| + K672 (3.13)

yeRC

Donc, si on pose

Yie = sup [UP (™, o) = UM, ),

zCR4

on a

Yit1 < (1 + Ky0p41)Ys + K452f1'

Compte tenu de la relation Yy = 0, on en déduit que

k
Vi < OYZ KL S (1 + Kybyin)F 7 < 010 e,
7=0
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d’ou on obtient

sup |[UMH (¢t 2) — UM, 2)| < /614 (3.14)
z€eR

Comme
oo oo 1
;@:;2”/2 < 00,
I'inégalité (3.14) et la définition (2.19) impliquent que la suite U (¢, 2) converge uniformé-
ment vers une fonction U(t,z) dans [0,7] x R% La convergence uniforme de U™ (t, z) vers

U(t, z) résulte immédiatement de la définition (2.20). Le lemme est démontré. O

Maintenant, nous allons démontrer la convergence des dérivées premieres %U ml(t, 2) et
J

%ﬁ[”](t,x) pour j =1,---,d.

Lemme 3.2. Supposons que les hypothéses (1.5)~(1.13) sont remplies. Soient UM (t, x) et

UMt z), n=1,2,---, les fonctions définies par (2.17)—(2.20). Alors pour tout 7 > 0 les

dérivées premicres 2-UM(t, z) et %ﬁ[n] (t,x) (j =1,---,d) convergent uniformément
J J

dans [0, 7] x RY quand n — oco.

DEMONSTRATION. Pour démontrer que %U[”] (t,z) (j =1,---,d) converge uniformément
J
dans [0, 7] x R? pour n — 0o, on dérive les deux membres de (3.1).
En utilisant les notations w[ () et lfﬁl(x,y) introduite dans (2.25) et dans (3.2) res-

pectivement, on obtient

0 n n+1 1,n+1
%U[ H}(t[%i;, T) = wz[,Qk—-::Q}(x) =
= / / @n+1(y1)@n+1(y2)[ FQZH —5n+1zwj[122+1] (3%‘/;(?5[272112, )+

Re R4

d
+ Z aﬁvl‘/J t?i:-ll]) g;}i:;] ([E yl))ﬁwzggllci;],l(xv y1)>:| dyldy2+
=1

d
+@H/@Mylz[ﬂkﬁzxy>wwwnmgﬁﬂxmm+
j=1

n+1] n n+1] n+1] [1,n+1 n+1
+F(/Jzk(5£1:r2 (z, 1 )>U[ 1l (t[ " 7€£l:k2 (z,91))) J2k+ ](ékiz](x Y1) |

XD €505 (0,0 ) s+ O Py (2, UV (57, )+
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n n+1 n+1
+0n 41 P (@, U (15 )] (), (3.15)
ou
& =y, 12) = 5 (@, 11) — Gua V(S €500 (2, 91)) + 1. (3.16)

De (3.15) et de (2.40) (avec le remplacement évident) on déduit

o .
%U[ +1](t£k112]’x) O, 5 -UM( tk+17 Zl (3.17)
ou
Z) = / /@n+1(y1)@n+1(y2)(wl[}ézﬂ}@ ) — [1n (5k+1(x,y1 + yg))>dy1dy2, (3.18)
Ré Rd
Ze = "H//@”H (41)On11(y2 ZA2J T, Y1, Y2 )dyrdya, (3.19)
R4 R4 J=1

n 1 1,n+1 * n ln
Aoy(m, 1, 40) = =05,V () )l (€) + 8, Vi (e, @)l (68 (2,1 + ),

Z3 = n+1//@n+1 Y1)On11(y2) ZAgg T, Y1, Yo )dy1dys, (3.20)
Rde
n+1 n 1 n 1,n+1 *
As (2, y1,2) za@vg (toe 603 (2, 1)) D, 515 (w1 (€0)+

1,n n
+0,, V() )l E (g1 + ),

Zy= m/ O (1) 3 Fan(E5 8 o), U e, € o )
7j=1

XD 0 (2, y0)dyy — S Fl (2, UM (Y, 2)), (3.21)

n+1] n n+1 n+1] ln 1] n+1]
Zs = b / CHNE z (55 ), U S ) R ) ¢

X O, Eapa (@, 1) dys — S Y (, UM (8, 2w (), (3.22)
Zs = S (Flpea (0, U055 ) = Fio, UM, ), (3.23)
n n+1 n+1 n) /. n N
Zr = Onir (Flapep (2, a5 o) wlsi 1 (@) = By (o, UM 2))wli (). (3.24)

Comme

* n n n 1 n 1
& — & @y 2) = G (VM 2) — VY et ),
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on obtient
1I,n+1 * 1 N n
wse ™€) = wii € (@ + )| <
[1,n+1] [1 n] [1,n+1] 2
< sup ‘wz or(Y) —wip ()] + sup [Vwg, ()] (0,44 sup 0.V (s, y)|+
yERY y€eRd (5,9)€[0,74]xR?
+6n41 sup IVV (s, y)|(0p41 sup IV (s,y)| + |v1]))- (3.25)
(5,y)€[0,74]x R4 (5,9)€[0,74]xR?

Or, comme DU (¢, x) avec |a| = 2 dans le sens de distribution ne contient pas de partie
avec une mesure concentrée sur {zy = 0}, pour compléter I'estimation (2.44) il suffit de

prolonger DU (¢, x) (Ja| = 2) sur {z4 = 0} par

1
{ lim DeUM(t,z) + lim DaU[“](t,x)],

:Ed—>0 rq—0~
[1,n+1 o L
ce qui nous permet de considérer que |le ok }\ est majoré par une constante indépendante

de n. Donc, de maniére analogue a l'obtention de (3.9), de (3.25) on obtient

1Z2] < sup w5 (y) = w ()] + Codh, (3.26)

yeRd
ou C est une constante indépendante de n déterminée seulement par les données de la
régularité de F' et V et le lemme 2.5. Dans la suite, nous écrivons Cj quand il s’agit d'une
constante déterminée par les hypotheses du lemmme.

Introduisons la notation

1,n+1 1n
= 3 sup fulst ) — w0 (3.27)
i—1 x€R4
En rappelant que té’,ﬂ = tﬁl et en utilisant 'inégalité (3.25), qui, écrite avec j au lieu
de i, est valable pour tout j € {1,--- ,d}, on obtient
|Zs] < 601 Co(Yi! + Codily). (3.28)

En ce qui concerne A;(yi,y2) qui se trouve sous le signe d’intégration de (3.20), compte

tenu de la relation
3x1€{£i§]l(w Y1) = 0t — Op+10, V(t[gkilglg ), (3.29)

on a

Asj (2, y1,y2) = WHZ@Nfﬁiﬁﬂ@mW%W@ﬂ7W%m@W% (3.30)
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(0w, Vit 6055 () — 00, V(5 €0 ()l (€0)+
(00, Vi (tLy, 2) = 05,V (ty, €5 ()l () +
+00, Vi (it ) (wiise G (@91 + 1)) —wis (E)+

+0,V; (thhy, 2) (w “"<sk+l<x yi +2) — Wi U E, (@ + ).

Comme

102Vt 6) = 0, V(5 ) <6y sup |00 Vi(s,y)| (€ €RY),

(s,9)€[0,74]x R4
O, Vit x— ) — 9, Vit et g <
|0, J( k41 L z) z; j( kr1 Sonro (x—2,))| <

< osup VO Vi(s,y)|(0nr sup V(s y)| + [ml),
(s,9)€[0,7+ ] x R4 (s,9)€[0,74]x R4

compte tenu de (3.25) et des valeurs uniformément bornées par hypotheses et le lemme 2.5,
on a

|Zs] < Co(0241 + 0,/3) + Bnsa CoYi . (3.31)

En ce qui concerne 7y, Zs, Zs et Z7, en rappelant la convention de notation F'y (z,u) =

F'(z,u) et en tenant compte de la relation
|F.’,k($(1), U(l)) _ F’,k@@)a U(2))| < (]0(|x(1) _ x(2)| + |U(1) _ U(2)|),
et de la condition (1.9) et de la définition (2.16) ainsi que de (3.29), on a
|Zs+ Zs + Zo + Za| < Co(02 1 + 00i1) + 0nin Co(Yie + Y3, (3.32)

ou

Z Sup | 17’L+1 ) U[l n]( )l

i—1 z€R4

En faisant la somme des inégalités (3.26), (3.28), (3.31), (3.32), et en rappelant la défi-
nition wl[ kn] (z) = 2> U”] (tk ,x) et la relation (3.17), on a

0

8 7
n n+1 n n
g U ) - Ut ) < 312

0

0 n n
Iyl gl ) %U[ I, )‘ + Co(62,1 + 524&) + 8,100 (Y3, + Y1),

€

< sup
yeRd
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ou C désigne encore une constante générique indépendante de n. Comme cette inégalité est

valable pour tout z € R?, en faisant la somme de cette inégalité pour i = 1,--- ,d on obtient
Vil < VI 4 G024, + 0328) + i Co(Ye + V). (3.33)

Si on pose
v =y, + v (3.34)

alors, en adjoignant (3.33) et (3.13), on obtient
Yl < V4 Co(a2, + 032) + Gna CoVi (3.35)

avec une constante Cy indépendante de n. Donc, de maniére analogue & la déduction de
(3.14) on obtient
YU < g2 et (3.36)

Comme 3%, §1/2 < oo, & partir de I'inégalité (3.36), on déduit que ;>-U"(t, z) converge
uniformément dans [0, 7] x R%. Comme ;2 U (¢, z) converge uniformément, la fonction limite
coincide avec %U(t, x), out U(t, ) est la fonction limite de la suite {U (¢, 2)}22 ;.

Enfin, de ce résultat et de la définition (2.20), on déduit que a%iﬁ (¢, z) converge uni-

formément dans [0, 7] x R? vers :2-U(¢, ). Le lemme est démontré. [J

3.2 Convergence des dérivées secondes des solutions
approchées

En ce qui concerne la convergence des dérivées secondes de glnl (t, ), nous utilisons I'idée
de [3], mais nous 'appliquons directement & U (t,z) au lieu de UM(t,z), car dans notre

cas UM (t, 2) n’a pas de régularité suffisante.

Lemme 3.3. Supposons que les hypotheses (1.5)—(1.13) sont remplies. Soient gl (t,x),
n=1,2,--- les fonctions définies par (2.17)—(2.20). Soit U(t,x) la fonction limite obte-
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82

92,07, UM (t, z) convergent

nue dans le lemme 3.1. Alors, quel que soitt > 0, les fonctions

62
X 5 (9931

ponctuellemément vers 5 Ut,z) (i,5=1,---,d) dans R? pour n — oo.

DEMONSTRATION. Fixons un ¢t > 0 et considérons une famille de sous-domaines bornés G,,
oo

de R? telle que G, C Gpqr pour m = 1,2,--- et que U G,, = R% Comme les dérivées
m=1

secondes de UM (¢, ) sont uniformément bornées dans R? (voir le lemme 2.5) et que, pour

chaque t > 0 fixé, leur gradient est lui aussi uniformément bornée dans R¢ (voir le lemme

2.6), d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela dans chaque sous-domaine G,, il existe une sous-

32

5 az_ﬁ[”q} (t,r)}o2; qui converge uniformément sur G, pour tout 7,j € {1,---,d}.
J [

suite {

Comme %ﬁ Ml(¢,z) convergent uniformément vers 2-U(t,z) dans R% la limite de cette

[e.9]

sous-suite ne peut étre que 5 O _/(t,x). En outre, si la suite entiere {837;(7[”} (t,2)}e2,
i J i

x;0x

ne convergeait pas uniformément vers (%8-7(29:1:-(] (t,z) sur G,,, du fait que &f;_ U (¢, z) sont
J g J )

uniformément bornées et équicontinues et du théoreme d’Ascoli-Arzela on peut déduire sans

82
Ox;0x;

difficulté une contradiction, ce qui implique que ylnl (t,z) convergent uniformément

o2
Ox;0x;

vers U(t,z) sur Gy, pour n — oo.

82
x;0x;

La convergence de %gwiﬁ[”] (t,x) vers 5-5—U(t,r) sur G,, étant établie, en passant

a la limite dans la famille de sous-domaines G,,, on obtient la convergence ponctuelle de

(¢, x) vers =2 —U(t, x) dans R = U Gn O
m=1

Ox;0x; Ox;0x;

3.3 Passage a la limite

Maintenant nous allons montrer le passage a la limite dans la structure de I’équation de
transport-diffusion pour U "I(t, ), n — 0o. Le point crucial pour le passage & la limite est

le lemme suivant.

Lemme 3.4. Soient € et 7 deux nombres réels tels que 0 < ¢ < 7. Soit ﬁ[”](t,[cn],as)

la fonction définie par (2.17)—(2.20). Supposons que les hypothéses (1.5)—(1.13) sont
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remplies. Alors, pour € < t[n] < tL"] <tetxcR? ona
o, z) - O )

; v, 0)- VO, a)+

+eATP A 2) + 0, « P, oM@ )N(@) + R (3.37)

avec

|R| < 6Y%C, (3.38)

ou C' est une constante déterminée par € et T et indépendante de n.

DEMONSTRATION. On remarque que, en vertu des définitions (2.18) et (2.20), on a

/Rd On() /Rd@ U (e = 2 = 8.V (0 @ — 2) — y)dydz =

= [ 0T = 6,V (Y 2) — y)dy+
+ / / () Dy U (2, y, 2)dzdy (3.39)
ol
DV,zU(xa Y, Z) =

= Ul e — 2=,V (e = 2) —y) — UM e — 2= 8,V () 2) — ).

En ce qui concerne le premier terme du second membre de (3.39), d’apres la formule de
Taylor on a
oy o =8,V (1) 2) —y) =
= UM o) = 0.V (6 2) - VORI ) —y - VOV @ )+

n n n aQUn tn] ,
+ S VA, )V, 1) — 26,V )y + gy e )

7,] 1 851318.1']
1 & U1, )
— il ’ 3.40
+6 ‘ ;_1 HiktHh Ox;0x;0xy, (3.40)
1,7,N=
ou y; = —0,V; — y; (et d’'une maniere similaire pour yu; et py), tandis que T est un point

entre r et v — (5nV(t,[€”], x) —y. Or, comme

/ On(y)y;dy =0, / On(y)yiy;dy =0 sii# 7, / O,.(y)yrdy = 25,k,
R4 R4 Rd
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on a
/Rd@ ( )y o (t/[rcn 1T )dy:(),
1 & o, ] i) i) Ul ()" |, x)
L enw)|5 X (Ve vl o) - 20,6 00y + i) T ol

1,j=1

o2u (i )
0,0z

= 5,k AU (™ ) +52 Z Vit o) v x)

1]1

par conséquent, on a
L, 0T (= 6,V (E ) — y)dy =
R

= Ol ) = 8,V () x) - VO 2)+
PO, 7)

0,k AT M (¢ 521 (1, )V (e,
on U ( i 1’ + zg:lv ) (%Uzax]
U, 7)
1 v g 341
+ [0 zh:l“ Mkt G dw O, Y (3.41)
655
Nous fixons ¢ > 0 et 7 > . Alors, compte tenu de la relation |u;| < 0, sup [V (s,9)|

(Svy)€[07T+] xR4
(et d’'une maniére similiaire pour p; et py,) et de la relation

VI
Joo Onolly = =25,

on déduit du lemme 2.6 qu’il existe une constante Cj telle que pour n > 7 avec un certain

m € N on ait

1 0*U (tgqn LT+ 2) 3
T : < Cy82/2, 42
»/Rd @n(y)G /“Lllujluh amlax]axh dy — CO(STL (3 )

1,7,h=1

D’autre part, comme

IDv.U(z,y,2)| <6,z  sup  |VUI(s,8)]  sup  |VV(s,€)],

(5,)€[0,74]xR4 (5,€)€[0,7] x R4

en rappelant le lemme 2.4, on obtient

/Rd O, (y) /]Rd 0,(2) Dy U(x,y, 2)dzdy| < C153/> (3.43)

avec une constante C.

Des relations (3.39)—(3.43) on déduit que

/Rd@n(z)/Rd@ U & — 2 — 6,V (™ & — 2) — y)dydz



Passage a la limite 52

=0 ) =6, v 2) - vO @M 2) + 6,k AT M 1) + Ry

avec |Ry| < 63/2(Cy + C)), ce qui, joint & (2.18) et (2.20), entraine (3.37). O
Le lemme 3.4 étant démontré, on définit la fonction

—In] 1 [ft+on
0" t2) = 5 / O, z)dt'. (3.44)
t

n

On remarque que, en vertu du lemme 3.1, la fonction U (¢, x) converge ponctuellement vers

U(t,z) dans R, x R?.

Choisissons ¢ et 7 tels que 0 < & < 7 et considérons ¢, £/, t/" tels que e < £}, <t <

t" < 7. Alors d’apres la définition (2.19) on a

U (tw) = 5 UMt +6,,2) — UM(t,2)| =

n

= th] —t Uv[n}(tknkx) B U[n] (tgcn—]hx) + L= th—]l Uv[n] (tl[cz]-hx) - ﬁ[n] (tl[cn]vx)
On On On On '

En y substituant la relation (3.37) et en utilisant aussi (2.19), on a

o0 (t,7) =

t—ty!

— V() z) - VOt ) — Vi, 2) = v z)) - vor ! 2+

n

+rAUM(t,2) + O, % Dpj_11(x) + R, (3.45)

ou R est un terme qui vérifie la condition (3.38) et

[n] [n]
t — n n n t—1 n n n
Dip-1w) = FEL P, UMD ) (@) + =0, 5 P, UMY, ) @),

Pour la formule (3.45) on a le lemme suivant.

-~ _4[n] -
Lemme 3.5. La suite —V (£, )- VO (¢, 2)—_ 61’“ (V(tgﬂ]rl, 2)=V (" ) v Y )+

converge ponctuellement sur R vers
—V(t,x) - VU(t,z) + kAU (t,x) + F(t,z,U(t, z))

pour n — oo.
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| |
DEMONSTRATION. En vertu de la continuité en ¢ de V (¢, ), de la convergence de VU (¢, x)

vers VU(t,z) (voir le lemme 3.1) et du fait que VU (tL"], x) est uniformément borné (voir

le lemme 2.4), on a

V(tﬁf}, z) - VUM (t,2) = V(t,z) VU(t, z) pour n — o0, (3.46)

t— ¢
On

D’autre part, comme le second membre de (3.37) est borné par une constante L qui ne

VEL ) = v 2) - vor @ 2) =0 pour n— oo, (3.47)

dépend pas de n, on a [T (th}’ z) — Ul (tﬁl, x)| < Lo, ce qui entraine que
U1 (ty, ) = U (tg, 2)| < Lty — ta, U1, @) = Ultz, o) < Lty — o],
Donc, compte tenu aussi de I'hypothese sur la régularité de F'(-,-,-), on obtient
Dpj_1x(x) = F(t,z,U(t, z)) pour n — oo. (3.48)

Des relations (3.45)(3.48), jointes & la relation AUM(t,z) — AU(t, ) pour n — oo, qui
découle du lemme 3.3, on déduit que le second membre de (3.45) converge ponctuellement

vers
—V(t,z) - VU(t,x) + kAU (t,z) + F(t,z,U(t, x)).

Le lemme est démontré. [

=Inl
On a aussi la convergence de ;U (t,x) vers la dérivée généralisée O, U (¢, x).

Lemme 3.6. Le premier membre de (3.45) converge ponctuellement vers la dérivée

généralisée O,U (t, x) pour n — 0.

DEMONSTRATION. La convergence du second membre de (3.45) implique aussi la conver-
=ln : < .
gence de 0;U (t,z) vers une fonction, que nous notons a titre provisoire w(t,x). Alors, en

rappelant la définition (3.44), on a

=]

¢ o — —[n
/2w(t,x)dt = lim 28tU[ }(t,x)dt = lim (U[ ](tg,x) -U (tl,x)> = Ulty, ) — U(ty, x),

t1 n—o0 t1 n—oo
ce qui nous permet d’identifier, au sens de dérivée généralisée, w(t,x) avec J,U(t,x). Le

lemme est démontré. [
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3.4 Résultat principal et sa démonstration

Le résultat principal de notre travail est le théoreme suivant.

Théoréme 3.7. On suppose que les hypothéses (1.5)—(1.13) sont remplies. Alors les

fonctions ™ (t, x) définies par (2.9)~(2.11) et leurs dérivées premiécres a%iﬂ[”] (t,x), i=

1,---,d, convergent uniformément vers une fonction u(t,z) et ses dérivées premiéres

a%iu(t,x) dans [0,7] x Q pour tout T > 0, et leurs dérivées secondes ax?;xj am(t, z),

1,7 = 1,---,d, convergent ponctuellement vers 8x§—;u(t,m) pourt > 0, x € Q. En
10T
outre, la fonction limite u(t, z) admet la dérivée généralisée par rapport at > 0 et vérifie

léquation (1.2) et les conditions (1.3)—(1.4).

Le théoreme 3.7 résultera de la proposition suivante.

Proposition 3.8. On suppose que les hypothéses (1.5)—(1.13) sont remplies. Alors les

fonctions UM (t,z) définies par (2.17)—(2.20) et leurs dérivées premicres B%iU[”] (t,x),

i=1,---,d, convergent uniformément vers une fonction U(t,x) et ses dérivées premiéres
%U(t,x) dans [0, 7] x Q pour tout T > 0, et leurs dérivées secondes am‘?;xj UMt ),
1,7 = 1,---,d, convergent ponctuellement vers 8x?;ij(t’x) pourt > 0, x € Q, tandis

que la fonction limite U(t,x) admet la dérivée généralisée par rapport a t > 0 et satisfait

a ’équation
U (t,x)+V(t,x)-VU(t,x) = kAU (t,z)+ F(t,z,U(t,x)) dans 10, 00 xR?, (3.49)

a la condition initiale

U0,2) =Uy(z)  dans RY, (3.50)

et a la condition

U(t,z',0) =0 sur {xq = 0}. (3.51)

DEMONSTRATION. En vertu des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.6, on peut conclure que les fonctions

[7[”](15,35) définies par (2.17)—(2.20) et leurs dérivées premieres %(7[”](15, x), 1 =1,--+,d,
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convergent uniformément vers une fonction U (t, z) et ses dérivées premieres -2-U (t, z) dans
K2

I'intervalle [0,7] x © pour tout 7 > 0. De plus, leurs dérivées secondes ax?;xjﬁ I (t, 2),
1,7 =1,--- ,d, convergent ponctuellement vers #;%U(t,x) pour t > 0 et z € ). Enfin, la
fonction limite U (¢, x) possede une dérivée généralisée par rapport a t > 0.

D’autre part, des lemmes 3.5 et 3.6 on déduit que la fonction U (t, x) satisfait a I’équation
(3.49) dans [, 7] x R% Or, comme nous pouvons choisir € et 7 (0 < ¢ < 7) de manicre
arbitraire, il résulte que la fonction U(t,z) satisfait a I'équation (3.49) dans |0, oo x R?.

Enfin, les relations (3.50) et (3.51) résultent de la condition (2.17) et de la relation (2.21)

ainsi que de la convergence uniforme de Ul vers U, ce qui achéve la démonstration du

théoréeme 3.8. [

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.7. Pour démontrer le théoréme 3.7 il suffit de rappeler

le lemme 2.1, de sorte qu’on a

lim UM(t,2) = lim a"(t,2) = U(t, ) = u(t,z) pour t >0, z €

n—oo n—o0

et que la restriction de I'équation (3.49) a €2 coincide avec l'équation (1.2). En outre, les
conditions (1.3) et (1.4) résultent de (3.50) et (3.51) et du lemme 2.1. Le théoreme 3.7 est

démontré. [



Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié I’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Ri avec la condi-
tion de Dirichlet aux limites homogene. Pour cette équation nous avons construit une famille
de solutions approchées @l"l (¢, z) par la solution fondamentale de I’équation de la chaleur et la
translation sur chaque pas du temps discrétisé et nous avons démontré que ces solutions ap-
prochées convergent vers une fonction u(t, ) qui satisfait a ’équation de transport-diffusion
dans le demi-espace ]Ri, a la condition initiale donnée et a la condition de Dirichlet aux
limites homogenes. La convergence des solutions approchées démontrée était la convergence
uniforme pour les solutions approchées et leurs dérivées premieres par rapport aux variables
spatiales et la convergence ponctuelle pour les dérivées secondes par rapport aux variables
spatiales ; d’autre part on a montré que la fonction limite u(¢, ) possede une dérivée géné-
ralisée par rapport a la variable de temps.

Ce résultat généralise le résultat de Taleb et al. [35] de 2020 et de Smaali et al. [33] de
2021, qui démontrent des résultats analogues pour I’équation de transport-diffusion dans R,
et en particulier généralise le résultat de [3], qui démontrent des résultats analogues dans le
cas du domaine Ri avec la condition de Dirichlet aux limites homogenes sous I’hypothese
que le transport soit parallele a ’'axe x1. Pour enlever la condition du transport parallele a

I'hyperplan {z; = 0}, nous avons donné une estimation de la propagation de la singularité
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sous la condition du transport pas nécessairement parallele & 'hyperplan {z; = 0}, ce qui
constitue un des points importants du point de vue technique.

Un point important de nos résultats est que les estimations des solutions approchées
et de leurs dérivées ne dépendent pas du coefficient de diffusion. Cela nous permettra de
faire tendre le coefficient de diffusion vers 0. Cette possibilité, récessament démontrée dans
le cas du domaine R? ([1], [11]), montre I'utilité de la méthode que nous avons adoptée :
construction de solutions approchées par la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur

et la translation sur chaque pas du temps discrétisé.

Les travaux réalisés dans le cadre de cette these ouvrent de nouvelles perspectives de
recherche, notamment ’étude de I’équation de transport-diffusion avec une condition initiale
et des conditions aux limites de Neumann homogenes, la question de 'affaiblissement des
conditions ainsi que celle des conditions aux limites non-homogenes, et ’étude du compor-
tement de la solution de I’équation de transport-diffusion dans le demi-espace lorsque le

coefficient de diffusion tend vers zéro.
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