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Introduction

Cette these porte sur ’étude des rangs des relations binaires,en particulier dans

le cas des semi-groupes de relations non ambigue,elle s’organise de la fagon suivante.

Le premier chapitre comporte les définitions de base et quelques resultats connus
a propos des relations de Green.

Le second chapitre est consacré a la présentation des quatres notions de rang et du
grade.Aprés avoir considérer le cas des K-relations ou K est un semi-anneau,nous
nous consacrons exclusivement aux relations a coefficients 0 ou 1.

Nous présentons les deux notions principales de rang d’une relation en fonction
du support de la relation.Par ce biais,nous abordons aussi la non ambiguité,puis
nous établissons un lien entre les relations,le graphe qui leurs est associé,la vision
ensembliste,et leur forme matricielle.Le rang et le rang non ambigu sont présentés
sous chacun de ces points de vue.Nous présentons ensuite les rangs en ligne et en
colonne,puis le grade et pour terminer ,nous donons des propriétés pratiques pour

le calcul des rangs.

Le troisieme chapitre présente les semi-groupes de relations non ambigus et leurs
liens avec les automates non ambigus.Nous donnons un encadrement du nombre
maximal de "1’ que peut contenir une relation non ambigue,ensuite nous décrivons
quelques propriétés utiles des semi-groupes de ralations non ambigus transitifs et
en particulier de leurs idéal minimal.

Les chapitres 4 et 5 constituent le coeur de ce travail.Dans le quatriéme cha-
pitre,aprés une étude nécessaire sur le comportement des rangs par rapport au
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produit,nous comparons systématiquement chaque notion du rang avec les autres,y
compris le grade.Il vient ensuite 1’étude des relations dont I'un des rangs est maxi-
mal,dans le cas général puis pour les relations non ambigues.Pour terminer,nous
calculons les rangs de relations particulieres dont les relations symétriques,les re-

lations monomiales en lignes ou en colonnes et certaines relations triangulaires.

Dans le cinquieme chapitre,nous étudions le comportement des rangs des relations
dans les semigroupes de relations.Tout d’abord,nous montrons que les résultats
connus sur les rangs,rangs en ligne et en colonne dans les D-classes ne s’appliquent
au rang non ambigu que si le semigroupe de relations et non ambigu.Nous don-
nons aussi la valeur du grade des relations régulieres dans les s.r.n.a,nous intro-
duisont ensuite les boites et les coffrets et leurs liens avec les m.r.n.a transitifs et
donnons quelques propriétés sur ’appartenance d’une relation a une boite ou un
coffret.Puis nous montrons que le rang,le rang non ambigu et les rang en ligne et
en colonne sont différents dans les D-classes non régulieres des m.r.n.a transitifs
corréspondants aux boites et aux coffrets.De plus nous examinons la minimalité
des contres exemples,notamment dans le cas ou le rang et le rang non ambigu
different.Pour términer,nous montrons que dans un sous-semigroupe de B, ,deux
D-calsses différentes et comparables par 1'ordre partiel sur les D-classes peuvent
étre de meme grade,ce qui n’est pas le cas dans B,,.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre contient les définitions de base et les notations utilisées dans le reste
de ce travail.

1.1 Notations et conventions générales

Voici les notations que nous utilisons dans ce travail:

-L’ensemble des entiers naturels est N et ’ensemble des entriers relatifs est Z.
-L’union disjointe de deux ensembles A et B est notée AlH B.

-La partie entiere d’un nombre x est notée |z].

-Le cardinal d'un ensemble X est noté |X|.

-Si L et C sont deux ensembles de parties de X, on note: £ -C = {LxC|L € LetC € C}

1.2 Théorie des semigroupes

Nous rappelons ici les définitions d’algebre générale que nous utilisons par la suite.
Un semigroupe est un couple (S,-) ou S est un ensemble et . “ est une loi de
composition interne associative.

Pour deux eléments a et b d’un semigroupe S,on notera le plus souvent ab au lieu
de a-b.

Soit T et T” deux sous-ensembles d'un semigroupe S.On note: TT" = {ab | a € T et
b € T'}.51 T est reduit a un singleton {a},on note Ta au lieu de T{a},de meme,on
note aT au lieu de {a} T.

Un sous-ensemble T d’un semigroupe S est un sous-semigroupe si TTC T.
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Un monoide est un triplet (M, ,1) ou (M, ) est un semigroupe et 1 est un élément
neutre: pour tout a € M,al = la = a.

Pour un semigroupe S,on note:

S1=S si S est un monoide,
S'=S |J {1} sinon.(ou 1 est un element neutre).

on définit aussi la notation a* ot ”a” appartient a un semigroupe et k € N\{0} de

la facon suivante: a! =a et ,pour tout k > 2, af = aak~l1=a *!

=a "la.
Définition 1:
Un idempotent est un élément e telque ee=e.

Un élément "a” est régulier dans S si et seulement s’il existe beX telque a=aba.

Définition 2:

Un sous-ensemble non vide I d’un semigroupe S est un idéal a gauche (resp idéal
a droite) si S' 1 C I ( resp IS C 1).C’est un idéal si S'/ S 1CIL.

On appelle idéal minimal un idéal minimal pour la relation d’inclusion.Si le se-
migroupe S possede un zéro,c’est a dire un élément O S tel que pour tout a €
S,a0=0a=0,on dit qu'un idéal I du semigroupe S est O-minimal s’il est non réduit
{0} et si pour tout idéal j de S,J C I implique J={0}=L.

Définition 3:

Un semi-anneau est un triplet (K,+,-),ou (K,+) est un monoide commutatif dont
’élément neutre est noté 0,et (k,-) est un monoide,la loi - etant distributive par
rapport a + et ,pour tout acK,on a 0a=a0=0.

1.3 Relation de green

Introduite en 1951 les relations de Green,jouent un role important en théorie des
semigroupes.Nous donnons les définitions et quelques résultats essentiels.
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Définition 4: Relations de green
Soit S un semigroupe non necéssairement fini.On définit cinq relations d’équivalence
sur S de la fagon suivante: soient a et b € S
aRsb si aSt = bS!,
algb si Sta=S'b,
aHgb si aRgb et algh,
aDgb si JeceS tel que aRgcLgb,
aJsh si StaS'=S'bS!.
Remarquons que aRgsb si et seulement s’il existe ¢,de S! tel que ac=b et bd=a.La
meme remarque est pour les deux relations Lg et J5.0On vérifie aussi que la relation
Rs est compatible a gauche avec la multiplication,et que la relation Lg est compa-
tible a droite avec la multiplication.

Propositions 1.1

1. Les relations Rg et L5 cummutent,on a donc :Dg=Rs0Ls=Ls0Rs.
2.So0it S un semigroupe fini,on a Dg=Js, on a donc D, <g D, si StaS!CS'bS!.

3.(lemme de Green)

Soient a et b deux éléments d’un semigroupe S tel que aRgsb et u,ve S' tel que
au=b et bv=a.

Soient p, et p, les translations a droite définies par p,(x)=xu et p,(x)=xv alors,
pu€t p, induisent des bijections inverses de L, sur L, et de L, sur L, qui préservent
les Hs-classes,c’est a dire que pour tout x,y €L, ou x,y €L;,xHsy si et seulement
si pu(X)Hspu(y) ou p,(x)Hsps(y) respectivement.

Soit a un élément régulier dans un semigroupe S,Alors il existe un idempotent e

dans S tel que e € D,

Exemple:

Soit M le monoide engendré par les trois éléments:
a1 O (0 L) (L0
L1 0) 7 \10 L0 0 )

On obtient,en notant 1 la matrice identité et 0 la matrice nulle:

M={1,a,b,c,ab,bc,cb,0,bcb}.
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Puis pour la décomposition en D-classes:

D,

1
b
a | ab
Dy ¢ | ¢cb
be | beb

DJ0]

Définition 5:

Un automate (resp.semi-automate) sur un alphabet A est un quadruplet A=(Q,I,T,F)(resp.un
doublet A=(Q,F) ) ou Q est un ensemble fini,ses éléments sont les états de I'au-

tomate, F C QxAxQ est un ensemble de fleches et,pour un automate,l et T sont

des parties de Q appelées réspéctivement ensemble des états initiaux et terminaux.

Une fleche (p,a,q) est aussi notée p—2q et la lettre ac A est appelée étiquette de

cette fleche.

Un chemin dans A est une suite finie de fleche consécutives.

Exemple: le semi-automate suivant a pour alphabet ’ensemble {a,b,c} et comme
ensemble d’états {1,2}.

ac b

Fig. 1.1
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Définition 6:

Soient deux automates A;=(Qy,1;,T1,F1) et Ay=(Qa,I5, T4, ) sur le meme alphabet
A.Le produit des automates A,et A, est un automates sur le meme alphabet,noté
Ay A est définit comme suite: Ay As=(Q; x Qq,I; XI5, T1 x T3, F), ott ((p1,p2),a,(q1,q2) )€
F si et seulement si (p1,a,q1)€ Fi et (p2,a,q2)€ Fo.

Lorsque les deux automates sont égaux,le produit AA est noté A% et est applé carré
de I'automate A.



Chapitre 2

Relations binaires

Dans ce chapitre,nous introduisons la définition de K-relation ou K est un semi-
anneau.Les relations apparaissent comme un cas particulier de cette définition
corréspendant au semi-anneau booléen.Nous donnons aussi une définition du rang
dans le cas général les cas ou le semi-anneau est N ou le semi-anneau de bool B
donnent lieu aux définitions du rang et du rang non ambigu d’une relation.Puis
nous établissons un lien entre différentes représentations d’une relation entre deux
ensembles X et Y:graphe de la relation,sous-ensemble de X x Y ou encore matrice
booléenne. Le rang et le rang non ambigu sont présentés sous chacun de ces points
de vue.Nous définissons ensuite les rangs en ligne et en colonne et le grade.

2.1 Les k-relations et leur rang

Soit K un semi-anneau et x et y deux ensembles finis de cardinal n et m respéctivement.
Une K-relation entre X et Y est une application de X x Y vers K.

On note KX*Y ’ensemble des k-relations entre X et Y.

Soit K un semi-anneau et X et Y deux ensembles finis.Une décomposition dans K
d’une K-relation o entre X et Y est I’écriture de a sous la forme a=~\, ou v et A
sont deux K-relations entre X et Z et entre Z et Y la taille de la décomposition est

le cardinal de Z (|Z])

Le rang dans K d’une K-relation « entre X et Y noté rgg(a)est la taille minimale
d’une décomposition dans K de a.

10
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2.2 Support de la relation:

Dans cette section,on considere des relations a coefficients 0 ou 1,autrement dit
Jles relations sont considérées comme des K-relation particulieres n’ayant que des
coefficient 0 et 1.

2.2.1 Le semi-anneau de Bool B et le rang dans B:

Soit B le semi-anneau de Bool,autrement dit I’ensemble {0,1} muni des opérations
booléennes “+“ et “x* définies comme suit:
04+0=0, 0+1=1+0=1+1=1. 1-1=1, 1-0=0-1=0-0=0.

Maintenant on va définir les relations binaires dans B.Pour simplifier,on parle sim-
plement de relations binaires et lorsque le support K de la relation est différent de
B,on parle des relations binaires dans K.

Définition 1:

Soient X et Y deux ensembles finis de cardinal n>1 et m>1 réspéctivement,tel que
X={x1,X2,..,X, } € Y={y1,y2,...,¥m}. Une relation binaire o entre X et Y est une
B-relation.Le graphe de la relation est un graphe biparti non orienté entre X et

Y:deux sommets x; et y; sont reliés par un arc si (x;,y;)€ a.

La matrice d’incidence de la relation o ou de son graphe est une matrice booléenne
de taille nxm dont les coéfficients (i,j) vaut 1 si (x;,y;) est un élément de a,et vaut
0 sinon.
Mettons ¢a au claire par un exemple simple: Soient X=Y={1,2,3}.

La relation a;={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,3)} a pour graphe:
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X Y
1 1
7 E }2
3 3

Fic. 2.1

et pour matrice d’incidence

[ R y—
O O =
)

et voici le semi-automate défini par la relation a :

al

FiGg. 2.2

A présent, nous donnons quelques notions se rapportant a une relation o« € X x Y:

ia: ensemble des éléments de Y en relation avec i:

ia={j € Y| (i,j) € a}.

On représente aussi ia par la i ligne de la matrice o en effet,ia est ’ensemble

des positions des ”1”7 dans ce vecteur ligne.
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aj : ensemble des éléments de X en relation avec j:
oj={i € X | (i) € a}.

On représente aussi «j par la j*m¢ colonne de la matrice a.

Ia: ensemble des eléments de Y en relation aveci e I, oul C X:

La=J,c,la.
On représente aussi Ia par la somme booléenne des vecteurs lignes ia.

aJ :ensemble des éléments de X en relation avec j € J,ou J C Y:

aJ=U;c; aj.
On représente aussi aJ par la somme booléenne des cevteurs colonnes «j.

Dom(«a):c’est le domaine de «, c’est a dire ’ensemble des éléments de X appartenant
a une colonne de « ou ’ensemble des indices des lignes non vides de «:

Dom(a)=aY={ie X | ia # 0}.

Dom(a):c’est le complément de dom(a) ,qui est aussi ’ensemble des indices des
lignes vides de a:

Dom(a)=X \ Dom(a)={i€e X | ia=0}.

Im(a):c’est 'image de a,c’est a dire I'ensemble des éléments de Y appartenant a

une ligne de « ou ’ensemble des indices des colonnes non vides de a:
Im(a)=Xa={j € Y,| aj# 0}.

On utilise le signe ”|J” ou "+” pour noter I'union ou la somme booléenne de plu-

sieurs lignes ou colonnes,selon que 'on utilise la notation ensembliste ou cevtorielle.
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Exemple: Soit

o)

I
O~
o O =
— = O

La deuxieme ligne de « est:
20={1,3}=(101).
L’union des trois lignes donne:
Xa={1,2}U{1,3}U{3}
. Xa=(110)+(101)+(001).

La deuxieme colonne de « est:
1

a2={1}= 0
0
La transposée d’'une relation « entre X et Y est notée o et est définie par (i,j) €
ol si et seulement si (i,j) € a.La notation of a pour matrice d’incidence la matrice
transposée de a.

Le complément d’'une relation o noté a¢ est définit par (i,j) € a¢ si et seulement si

(i,j) & o

Rang dans B
Le rang dans B d’une relation « ,noté p(«),est la taille minimale d'une décomposition
dans B de a.

Exemple:
La relation ay a une décomposition dans B de taille 3:
1 110 1 10
1101 1 01 1100
a=| 1 0 1 0 = 010 1010
0 001 0 01 0 001
1 111 1 11

Comme cette décomposition est de taille minimale ,on a p(az)=3.
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2.2.2 Le semi-anneau des entiers naturels et le rang non ambigu :

nous considérons la,des relations binaires dans N,c’est a dire des N-relations a co-
efficients 0 ou 1.

La matrice d’'une relation dans N entre deux ensembles X et Y est un élément de
N ou N est reduit a {0,1}

Soient aeN¥*Z et 8 € N?*Y deux relations dans N,le produit de a et 3 est obtenu

en faisant le produit des matrices dans N c¢’est une N-relation,on note ce produit -5

Définition 2:
Le rang dans N ou rang non ambigu d’une relation a noté pya(«) est la taille mi-

nimale d’une décomposition non ambigue de a.

2.2.3 Somme et produit non ambigus:

Definition 3:

Soient aeN**Z et 8 € N?*¥ deux relations binaires dans N.Le produit (respective-
ment la somme « +y B)a - 3 est non ambigu si a -y 8 (a +x B)est une relation a
coefficients {0,1}.

Autrement dit,le produit de deux relations binaires a et 4 est non ambigu si leur
produit booléen est égal a leur produit dans N:af=a -y 3.De meme,la somme de
deux relations est non ambigue si leur somme booléenne est égale a leur somme
dans N.

Une somme ou un produit est ambigu s’il n’est pas non ambigu.

Pour tester si le produit de a et 3 est non ambigu,il suffit de vérifier qu’une ligne

de a et une colonne de § ont au plus un élément en commun.

2.3 Différents point de vue sur le rang et le rang non
ambigu:

Une relation binaire peut étre considérer de plusieures fagon:on peut s’interesser
a son graphe,ou bien considérer la relation comme un sous-ensemble de XxY,ou

encore comme une matrice a coefficients dans 0,1.
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2.3.1 Les graphes

Le rang dans B d’une relation est le nombre minimal de sous graphes bipartis com-
plets nécessaire pour couvrir les arétes du graphe de la relation sachant qu’une
aréte peut étre couverte plusieurs fois.

Exemple:

1 1 0
soit la relation a=| 1 1 1
011

qui a pour graphe

X Y
1 1
2 2
3 3

Fic. 2.3

Le rang de aest 2,car il faut au minimum deux sous-graphes bipartis complets pour
couvrir toute les arétes du graphe de a.
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l I ) 2
2 2 3 3
Fig. 2.4

Remarquons que l'aréte (2,2) est couverte deux fois.

La notion de rang non ambigu,comme celle du rang,a été définit en termes de
graphe par J.Orlin [Or77]:c’est le nombre minimal de sous graphes bipartis com-
plets nécessaires pour partitionner les arétes du graphe de la relation.

Exemple:

Dans 'exemple ci-dessus,il faut minimum trois sous-graphes bipartis complets pour
partitionner les arétes de a.

Fic. 2.5
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2.3.2 Les ensembles

Ici,une décomposition dans # d’une relations « entre X et Y s’écrit comme union
de prosuits cartésiens de parties de X et de Y.

En particulier,si la décomposition s’écrit a = y\,chaque linge de a se décompose
en somme booléenne de ligne de \,il est de méme pour les colonnes.

T.Jiang et B.Ravikumar décrivent le probleme du rang de « de la fagon suivante:
Probleme de la base d’un ensemble

Soit L et B deux ensembles de parties de X (ici £ est I'ensemble des lignes ou des
colonnes de «).On dit que B est une base de £ si ,pour tout L € £ ]la partie L se
décompose en union d’éléments de B.Une base B de £ n’est pas nécessairement
incluse dans £.Etant donné un entier k,le probleme est de savoir si £ a une base
de cardinal au plus k.

Exemple :
On connait une décomposition dans B de oy de 'exemple précedent de taille mi-
1 110 1 10
1 101 1 01 1100
nimale 3,ao =y avec:as = 1 0 1 0 |,y=]1 0 1 0 [etA=| 1 0 1 0
0 001 0 0 1 0 001
1 1 11 1 11

Cette décomposition dans B s’écrit aussi comme union de trois produits cartésient:ay, =
{1,2,5} x {1,2} U {1,3,5} x {1,3} U{2,4,5} x {4}.

Les ligne de A correspondent aux ensembles en gras.soit £ I’ensemble des ligne de
%)

£={{1,2,3},{1,2,4} {1,3},{4},{1,2,3,4}},il s’ensuit que{{1,2},{1,3},{4}} est une base
de cardinal minimal de £.La décomposition de «y; donne aussi une base de cardinal
minimal de I’ensemble des colonnes de as.

De maniere analogue,une décomposition non ambigué d’une relation « entre X et
Y s’écrit comme union disjoint de produit cartésien de X et de Y.Si a = ¢\ est
une décomposition non ambigué,chaque ligne de a se décompose sans ambiguité
en somme de ligne de \.Comme précedemment,ce probléeme est décrit en terme

d’ensemble par T.Jiang et B.Ravikumar:
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Probleme de la base d’un ensemble

Soient £ et B deux ensembles de parties de X.On dit que B est une base normal de
L si pour tout L € £,1. se décompose en union disjointe d’élément de B.Une base
normale B de £ n’est pas nécessairement incluse dans £.Etant donné un entier k,le
probleme est de savoir si £ est une base normal de cardinal au plus k.

2.3.3 Les blocs

Un bloc est une relation de rang 1:c’est le produit cartésien de deux sous en-
sembles de X et de Y.Toute les lignes et les colonnes de sa matrice sont égales ou
nulles.

Un bloc « est entierement définit par une ligne et une colonne non vides.En notant
C et L cette colonne et cette ligne,on peut ecrire: a=CL.

la ligne L peut étre considérée comme un sous ensemble de X et la colonne comme
un sous ensemble de Y.

Le graphe d’un bloc est composé d’un unique sous graphe biparti complet.

Exemple:

Voici un bloc ,sa matrice et son graphe:

Soient X={1,2,3} et Y={1,2,3,4},
1011 1

1011 |=1](1011)={12}x{134}

00 0O
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X Y
1

1
2

2
3
3 4

Fic. 2.6

On peut développer I’écriture d’une décomposition dans B en une somme booléenne

de relation binaires,voici comment on passe d’une relation a l’autre:

soit r la taille de la décomposition dans B d’une relation a = yA.Soient C;,Cs,...,C,

les r colonnes de 7y et Ly,Ls,....LL, les r lignes de A\,on a alors « = yA=C;L;+...4+C,L,.Chaque
produit C;L; forme un bloc,inversement ,si on connait une décomposition en blocs

de a ,on en deduit une décomposition dans B par:
Ly

Oé:( Cl Cg Cr) LQ

L,
On utilise de préférence la notation U au lieu de + lorsque les blocs ne sont pas
notés de facon matricielle.
On note a=W C;L; une décomposition de « de taille r.On dit aussi que le rang d’une
relation est le nombre minimal de blocs nécessaires pour couvrir les "1’ de la rela-
tion.cette termonologie vient du fait que chaque "1’ de la matrice doit appartenir

a au moins un bloc.

Remarques:

1.Une relation peut avoir plusieurs décompositions de taille minimal dans 5.

2.Un bloc est maximal dans une relation « s’il n’est pas strictement inclus dans un

autre bloc de relation.
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3.5i un élément d’une relation a appartient a un unique bloc maximal de « alors,ce

bloc apparait dans toute décomposition dans B de «.

4.51 a=C,Li+...4+C,L, est une décomposition en blocs de a de taille r,on a aussi
a=CL+...4C,L,+C,L,,ce qui permet de trouver des décompositions en blocs de
taille quelconque supérieure ou égale a r,par conséquent,si une relation a a une

décomposition dans B de taille r,et aucune décomposition de taille r-1,alors p(a)=r.
Une relation peut avoir plusieurs décompositions non ambigues de taille minimal.

A la difference d’une décomposition dans B,on ne peut supposer que tout les blocs
d’une décomposition non ambigue sont maximaux puisque chaque élément doit

appartenir a exactement un bloc.

Si o a une décomposition non ambigue de taille p< | « |,alors il existe une décomposition
non ambigue de taille p+1.De ce fait,si une relation o a une décomposition non am-
bigue de taille p et aucune décomposition non ambigue de taille p-1,alors pya(a)=p.

2.4 D’autre rangs pour une relation binaire

2.4.1 Cardinal des espaces lignes et espaces colonnes

Soit a une relation entre X et Y.I’espace ligne d’une relation o noté R(«) est ’en-
semble de toutes les unions possibles de ligne de a.R(a)={la | I C X}

De méme,’espace colonne d’une relation a,noté C(a),est 'ensemble de toutes les
unions possibles de colonnes de a.C(a)={aJ | J C Y}.

Nottons que R(«) et C(a) contiennent 1’ensemble vide.

Lemme 2.1

Pour toute relation «,on a | R(a) |=| C(«) |

Définition 5:
On appelle grade d’une relation a,noté grade(a),le cardinal de 1’espace ligne et de
'espace colonne: grade(a)=| R(«a) |=| C(a) |
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Exemple :
110
Soit o= 1 01
0 01
Alors R(ay)={0,{1,2},{1,3},{1,3},{3},{1,2,3}}

C(Oél):{Q),{1,2},{1},{2,3},{3},{172,3}} et donc grade<&1):5'

2.4.2 Rangs en ligne et en colonne

La base en ligne de la relation a,notée r(«) est 'ensemble des lignes non vides de a
qui ne sont pas union d’autres lignes de o.On définit de meme la base en colonne
de a et en le note c(a).

La terminologie "base en ligne” peut se justifier ainsi:r(a) et c(a) sont des bases
dans le sens ou toute ligne de a s’ecrit comme union (somme booléenne) de ligne

de r(a) et ,de meme,toute colonne de a s’écrit comme union de colonnes de c¢(a).

Lemme 2.2

Soit deux relations a et 3 sur X,on a:
R(a)=R(B)<=r(a)=r(p)

et

Remarques:
1.Dans cette définition de "base” toutes les lignes de la base en ligne r(a) sont des
lignes de a.

2.La décomposition des lignes de «a sur r(a) n’est pas toujours unique,comme on le

montre I'exemple suivant:
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Exemple :
1110
1101
Pour a,=| 1 0 1 0
0001
1111

La base en ligne est r(az)={las,209,309,4a5} et la cinquiéme ligne a plusieurs
décompositions sur r(ay):
50{2:1052U10é2:10[2U4042:....

Définition 6: Rang en ligne et en colonne:

Le rang en ligne d’une relation a,noté p,.(«),est le cardinal de sa base en ligne
r(a),de meme,le rang en colonne de « est le cardinal de sa base en colonne c¢(«).

Exemple :
Larelation ay est une de {1,2,3,4,5} sur {1,2,3,4}.La base en ligne est r(a)={{1,2,3},{1,2,4},{1,3},{4
et la base en colonne est ¢(ay)={{1,2,5},{1,3,5},{2,4,5}} donc p,(az)=4,et p.(cs)=3.

2.5 Proporiétés sur le calcul des rangs:

Pour une relation a entre X et Y,ieX et jeY,on note respectivement o;, et o, ; les
relations entre X et Y obtenues a partir de a en remplacant la ligne ia par une
ligne nulle et la colonne aj par une colonne nulle:

a;, ={(k,j)€ o [k#i}

et

a,;={(Lk)e a [kzj}.

la relation ot la ligne i et la colonne j sont remplacées par des O:
a={(k )€ a [k#i et 1#j}=(a;,), ;-

On étend cette notation a un ensemble de lignes ia avec i€l ou a un ensemble de

On note aussi iy

colonnes aj avec jeJ de la facon suivante.
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Soient deux sous-ensembles ICX et JCY.
a;, ={(kj)€ a | k¢ I}
o, ;={(k)e o | k¢ J}
et
a={(kl)ea | kg let]l¢gJ}
On note aussi
a;;={(k]) ea |k eletlel}
Exemple :
Soit la relation

_ O
—_ O =
_ o O
e =)

Les relations a7, et o,z sont obtenues en supprimant respectivement les éléments

de la premiere ligne et ceux de la quatrieme colonne.

0000 1110
o lrror ) 1100
Lx 0001 4 0000
11 11 1110
0000
. 0000
Si [={1,2} et J={3,4}, on a alors: a;5= 000 0
1 100
Les lemmes suivants comparent les rangs d’une relation « avec ceux des relations

az, et a, 5.

Lemme 2.3
Soient a une relation entre X et Y,ie X et j € Y.
(1).La relation « est réstreinte a (X\{i})xY:
plez.)< pla)< plas,)+1.
pNA(Oz;*)S pnala)< PNA(OQ,*)‘FL
pr(0z.)< pr(@)< prlos,)+1.
(05, pela).
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et pc(o) peut atteindre la valeur §pc(o;,)(pe(ey,)+1)+1.

(2).La relation «a est restreinte a X x (Y\{j}):
ple ;)< ple)< pla,7)+1.
pnala, ;)< pyala)< prala,;)+1.
PC(O‘*J)S pe(a)< p0<0‘*3)+1'
pr(c.z)< pr(a).
et p.(a) peut atteindre la valeur 3p, (e, 5)(pr(ev, 5)+1)+1.

Lemme 2.4

Soient a une relation entre X et Y,ie X et je Y.

(1).Si a possede une colonne ne contenant que 1’élément i,alors:

pla)=p(as,)+1,
pna(a)=pnal(az,)+1,
p?“(a):pr(oﬁ,*)‘{"l;
(2).Si a possede une ligne ne contenant que I’élément j ,alors:
p(a)=pla,3)+1,
pnala)=pyala,;)+1,
pe(@)=pc(er,5)+1.
Lemme 2.5

Soit a une relation entre X et Y.

(1).Si la ligne ia est union d’autres lignes de «,alors:

pla)=p(e;,.),
pr(@)=pp(.,),
pe(a@)=pc(a;,),

grade(a)=grade(o; ).

Si de plus la ligne ia est union disjointe d’autres lignes de «,alors:

pyala)=pnales.).
(2).Si la colonne «j est union d’autres colonnes de «,alors:

pla)=p(a.;),
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pr(a)=pr(a,5),
pe(a)=pc(a.3),
grade(a)=grade(a, ;).

Si de plus 'union est disjointe,
pNA(Oé):pNA(Oé*,j)-

Exemple:
Soit

[
SO = ==
OO = O =
OO = O =
O = = =

1
1
0
1
0

La base en ligne r(a)={2«,3a,4a},d’ott Z,={

no

w
IS

e
@
-+

00000
11001
az.,=| 10111
01001
00000

La base en colonne est c(a)={al,a2,a3}={al,a2,04}.On consideére par exemple
Z.={1,2,3},d’ou

000O0O0
11000
az,. z.— 1 01 00
01 000
000O0O
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Semigroupe de relations non ambigu

3.1 Définitions et lien avec les automates

Définition 1:

Un semigroupe (S,) de relations sur X est dit non ambigu si le produit de deux
relations de S est toujours non ambigu.c’est a dire que pour toute relations «,3
dans S, et pour tout (i,k) € af,il existe un unique j € X tel que (i,j) € a et (j,k)e g.

On défini de méme un monoide de relation non ambigu.

cette définition entraine la propriété suivante:

Soit S un semigroupe de relation non ambigu sur X.Une ligne et une colonne quel-
quonques de deux relations de S ont au plus un élément en commun:si «,8 €S,et
i,jeX,alors: |ia N Gj] < 1.

En effet si ce n’est pas le cas ,le produit des relations « et 8 serai ambigu.

Définition:

une relation o sur X est non ambigue si le semigroupe engendré par a est non
ambigu,en particulier toute relation d’un s.r.n.a est non ambigue.

Dans le cas d’une relation idempotente e,cela revient a dire que le produit ee est
non ambigu puisque le semigroupe engendré par e est {e}.Il suffit donc de vérifier

qu’une ligne et une colonne quelquonque de e ont au plus un élément en commun.

Lemme 3.1
Une relation « sur X est non ambigue si et seulement si pour tout entier k,l.et pour
tout i,j €X,|ia® N ofj] < 1.

27
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Définition:
Soit un automate A=(Q,I,T,F) sur un alphabet A.
Soit p:A— NOXQ,

¢(a),,=1si (p,a,q)€e F,0 sinon.
ouaecAetpqeQ

On étend ¢ sur A* par:p(1)=Ip ou 1 est le mot vide;et pour deux mots u,v € A*:
(V)= P(W)prp(V)rg-

Pour un mot w € A*,¢o(w),, est le nombre de chemins dans 'automate A de 1'état
p a l’état q ayant w pour étiquette ,on dit alors que ¢ est la représentation associée
a I'automate A

L’automate A est dit non ambigu si pour tout mot w de A* il y a au plus un chemin
d’étiquette w allant d'un état p vers un état q dans 'automate.

On définit de la méme facon un semi-automate non ambigu puique les états initiaux
et términaux n’intérviennent pas dans la définition.

Un automate est ambigu si il n’est pas non ambigu.

Lemme 3.2

Soit S un semigroupe de relations binaires sur X engendré par un ensemble de
relation A=ay,qs,...,a,,et soit Ale semi-automate sur l'alphabet A tel que Q=X,et
(i,,j) € F si et seulement si (i,j) € a.Alors le semigroupe S est non ambigu si et
seulement si le semi-automate A est non ambigu.

Exemple:

Soit S un semigroupe engendré par les deux relations suivante:

O = O

1 1
1| et =] 1
0 0

o O O

1 0
a=| 0 0 | et A I'automate correspondant:
0 1
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ap

Fic. 3.1

Pour vérifier que I'automate A est non ambigu,on calcule son carré.On a déssine
ci-dessous uniquement les chemins dont 'origine est de la forme:(p,p)—(r,s)—...

avec r<s.

Fic. 3.2

Comme aucun de ces chemins n’aboutit a un état (q,q),on en déduit que 'automate

A est non ambigu,et le semigroupe S aussi.
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3.2 Semigroupe de relation non ambigu transitif

Un semigroupe de relations S sur X est dit transitif si pour tout i,j € X,il esxiste

une relation a € S telle que (i,j)€ a.

Lemme 3.3
Soit S un s.r.n.a.t sur X avec |X| >2,et ¢ un zéro de S,alors ¢ est la relation vide 0.



Chapitre 4

Comparaison et propriétés des rangs

Dans ce chapitre ,on commence par des comparaisons sur les rangs.Nous comparons
systématiquement chaque notion du rang avec les autres,y compris le grade.Nous
étudions ensuite les relations dont 1'un des rang est maximal,dans le cas général
puis non ambigu.Nous montrons que certaines valeurs du grade sont intérdites pour
les relations non ambigues.Pour términer,nous calculons les rangs des relations par-
ticulieres comme les relations symétriques,les relations monomiales en ligne ou en

colonne et certaines relations triangulaires.

4.1 Comparaison des rangs par rapport au produit

Proposition
Soient « et § deux relations binaires sur un ensemble X,et af leur produit dans
B,on a alors les proporiété suivantes:

1. Pour le rang p(af)<min(p(a),p(3));

2. Pour le rang non ambigu:si le produit af est non ambigu,alors py4(a3)<min(p(a),p(3)),
mais la propriété n’est pas vraie dans le cas général;

3. Pour le rang en ligne et en colonne:p(af)< p,.(a) et p(aB)< p.(B);

4. Pour le grade :grade(a3)< min(grade(«),grade(g))

31
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Il existe un semi-anneaux K différents de B,pour lesquels la propriété rgx (o) <min(rgx (o), rgx(3))
n’est pas vérifiée,par exemple Z ou Q.

Cette proposition montre que le rang non ambigu est interessant dans le cas des
s.r.n.a.et que le rang dans K n’est pas toujours approprié au cadre des relations
binaires lorsque le semi-anneau K est différent du semi-anneau de bool B.

Lemme 4.1

Soient deux relations a et 3 .Alors R(aB)CR(3) et C(aB)CC(«)

4.2 Comparaison des différentes notions de rangs entre
elles

La proposition ci-dessous compare les différentes notions de rang définies jusqu’a
présent ensuite nous comparons le grade avec chaque notion de rang,et enfin,nous

citons le cas ou les rangs valent 0 ou 1.

Proposition 4.2

Soit une relation o € XxY,on a alors:

L. p(e)< min(p(ex),p(ac)).

2. p(e)=Zpya(a).

3. 1g2(a)< prala).

4. p(a) et rgz(«) sont incomparables.

5. min(p(a,),p(a.)) et pya(a) sont incomparables mais on a: py4(a)<20minelar).plac)
1
6

. max(p(a,),p(a.)) est incomparable avec pya(a) et rgz(a).
De plus les inégalités 1,2 et 3 peuvent étre strictes.

Lemme 4.3

La différence entre le rang et le rang non ambigu pour une meme relation peut
prendre n’importe qu’elle valeur:quel que soit k € N.il existe une relation « telle
que pya(a)=p(a)+k.
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Proposition 4.4

Soit aune relation de B,,,et r=min(p,(a),p.().On a alors:
1. r+1<grade(a)<2",

2. p(a)+1<grade(a)<2°(@),

3. pyala)+1<grade(a)<2oval@),

Toute les bornes sont atteintes.

Lemme 4.5

Soit « une relation binaire.Si I'un des rangs parmi le rang,le rang non ambigu,le
rang en ligne ou en colonne est nul (resp.vaut 1),alors tout les autres rangs cités
sont nuls (resp.valent 1) et la relation « est la relation vide (resp.est un bloc) et
enfin grade(a)=1 (resp.grade(a)=2).

4.3 Rangs maximaux et non ambiguité

On s’interesse a présent au cas des relations sur X dont I'un au moins des rangs

vaut n avec |X|=n.

Définition Relation de Hall
Une relation binaire o sur X est dite relation de Hall si a contient une permutation
sur X.

Théoreme Hall-konig
Soit une relation o dans B,,.Cette relation est une matrice de Hall si et seulement
si pour tout ke{l,2,...n} et pour tout sous-ensemble {ij,is,...,ix}C{1,...,n},'union

des lignes ija,ija,...,ixa contient au moins k elements.
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Lemme 4.6

Soit a une relation binaire,si pya(a)=n alors a est une relation de Hall.

Corollaire 4.7
Si p(a)=n,alors a est une relation de Hall.

Lemme 4.8
Soit « une relation non ambigue,la relations a est de rang plein si et seulement si

a est une permutation.

Lemme 4.9
Soit « une relation non ambigue sur X,si a est une matrice de Hall,alors «a est une

permutation.

Lemme 4.10
Soit a une relation non ambigue sur X,avec |X|=n.On a p,(a)=n si et seulement si

pe(a)=n.

Proposition 4.11

Soit « une relation non ambigue sur X avec |X|=n.Les assertions suivantes sont
équivalentes:

1. grade(a)=2",

2. pr(a)=n,

3. pe(a)=n,

4. pnala)=n,

5. a est une permutation.

4.4 Rangs de relations particulieres

De cette partie,nous examinons le rang des relations d’un type particulier:les re-
lations symétrique,les relations monomiales en ligne ou en colonne,et enfin les re-
lations triangulaires dont la sur-diagonale est nulle.Ces dérnieres relations inter-

veinnent dans la comparaison du rang non ambigu et du rang en ligne et en colonne.
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4.4.1 Les relations symétriques

Une relation « sur X est dite symétrique lorsque (i,j) € « si et seulement si (j,i)e

a.autrement dit,une relation est symétrique si elle est égale a sa transposée.

Proposition 4.12
les rangs en ligne et en colonne d’une relation symétrique sont égaux,en revanche

ses rang,rang non ambigu et rang en ligne peuvent etre deux a deux différents.

Exemple
Soit a une relation symétrique ,on sais déja que p,(a)=p.(a) or a=a' d’ou I'égalité

des rangs en ligne et en colonne.

Par ailleurs ,les deux relations suivantes sont symétriques mais leurs rangs sont pas

tous égaux.

111 1110
1101

ay= 110 et 5=
10 1 1 010
01 01

La relation «ay illustre la différence entre rang et rang en ligne d’une part et rang
non ambigu d’autre part car:p(as)=p,(as)=p.(as)=2 alors que pya(as)=3.

La relation a5 fournit un exemple ou le rang et le rang en ligne different :p(a;z)=3
et py(as)=4.

4.4.2 Les relations monomiales en ligne ou en colonne

Une relation est dite monomiale en ligne (ou en colonne) lorsque chacune de ses

lignes (ou colonnes) contient au plus un élément.

Une relation entre X et Y monomiale en ligne est une fonction partielle de X vers
Y.La transposée d’une relation entre X et Y monomiale en colonne est une fonction
partielle de Y vers X.
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Proposition 4.13

Soit a une relation monomiale en ligne ou en colonne ,on a alors : p(a)=pya(a)=p.(a)=p.(a).

4.4.3 Les relations triangulaires dont la sur-diagonale est nulle

Pour simplifier les notations,on suppose dans cette section que X={1,..n}.

Une relation a € B,, est dite triangulaire si pour tout i,j € X tels que j<i,(i,j) €
«.La sur-diagonale d’une relation a €B,, est 'ensemble {(i,i+1)|1<i<n-1}

Soit a € B, une relation triangulaire dont la sur-diagonale est nulle,c’est a dire

1 0 = *

a= *
. 0

1 . 1

ol les étoiles valent 0 ou 1.Que valent les rangs d’une telle relation

Les résultats de cette section traitent successivement les cas ou les éléments notés
par une étoile valent tous 0,puis tous 1,puis le cas ou ils valent tous 0 sauf ceux de
la premiere ligne.Le cas général reste a étudier!

Lemme 4.14
Soit « la relation triangulaire de B,, définit par:(i,j)€ a si et seulement si 1<j<i<n.c’est
a dire:
10 .. 0
a=| T T alors p(a)=pya(a)=p.(a)=p.(a)=n et grade(a)=n+1.
1 .. .1
Proposition 4.14
0 1 1
Soit n>2 et soit « la relation de B,, définie par (i,j)€ « si et seulement si i#j :a= 1
1 1 0

Alors
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1. pya(a)=n.De plus les deux seules décompositions non ambigues de « de taille
minimale sont constitués des n lignes ou des n colonnes de a.

2. Pour n>5 on a p(a)<n-1.Pour ne{2,3,4},p(a)=n.

3. pr(a)=pc(a)=n.

4. grade(a)=n+2.

Proposition 4.15
Soit n>3 et soit « la relation de B,, definie par (i,j)€ « si et seulement si j#£i+1
pour 1<i<n-1.c’est a dire:

1 01 .. 1
a=| .. | Alors
0
1 .. 1
L. pya(e)=n;

2. pour n>6,0n a p(a)<n-2,pour ne{3.4,5} ,p(a)=n-1.
3. pr(a)=p.(a)=n-1.
4. grade(a)=n+1.

Lemme 4.16
Soit n>2 et soit « une relation de B,, de la forme suivante:si 1<j<i<n,alors (i,j)e
a,si j>i+1 pour 2<i<n-1,alors (i,j)n’appartient par a « et (1,2) n’appartient pas a

a,c’est-a-dire si:

1 0 ke Xk
1 1 0 0

a=| : . .. 1| oules étoiles représentent des 0 ou des 1,alors pya(a)=n.
0



Chapitre 5

Etude des rangs dans un semigroupe
de relations

Dans ce chapitre nous analysons le comportement des rangs des relations dans les
semigroupes de relations.Nous montrons que dans les s.r.n.a,le rang non ambigu
est constant dans une D-classe et que tout les rang sont égaux dans une D-classe
réguliere.Nous donnons aussi la valeur du grade des relations réguliere dans les

S.r.mn.a.

Une partie importante est ensuite consacrée a introduire les boites et les cof-
frets.En particulier,nous donnons quelques prporiétés qui caractérisent I’apparten-
nance d’une relation a un monoide défini par une boite ou un coffret.Nous montrons
que les rang,rang non ambigu et rang en ligne et en colonne sont différents dans les
m.r.n.a.De plus nous nous interessons a la minimalité des contre exemple,notamment
dans le cas ou le rang et le rang non ambigu different.

5.1 Rangs et relations de Green

Dans la suite ,nous considérons le semigroupe B, de toute les relations sur X ou
|X|=n,ou bien un sous-semigroupe S de B,,,on note D,R,L,H les relations de Green
dans B,, et D,,R,,L,,H, les relations de Green dans S,les théoreme suivant précisent
les liens entre les différentes notions de rang et les relations de Green.
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Soit a et 3 deux relations sur X ,alors:

a L 3 si et seulement si « et 5 ont le meme espace ligne,ou encore si et seulement
si a et 3 ont la meme base en ligne.
a R (3 si et seulement si « et 3 ont le meme espace colonne,ou encore si et seulement
si o et 3 ont la meme base colonne.
a R [ si et seulement si o et 5 ont le meme espace ligne et le meme espace co-
lonne,ou encore si et seulement si « et 4 ont la meme base en ligne et la meme base

en colonne.

Corollaire 5.1

Soit S un sous-semigroupe de relations de B, et a et 3 deux relations de S

Si a L Balors p.(a)=p,(8) et grade(a)=grade(p).

si a Ry Balors p.(a)=p.(3) et grade(a)=grade(;3).
Si a D, 3 alors grade(a)=grade(3).

Ce théoreme s’applique bien entendu au cas ou S=B,,,cependant dans ce cas ,meme

la reciproque est fausse comme le montre cet exemple:

0 0 1 1 00
soient o et S dans Bsoti:a=| 1 0 1 |etp=|( 1 1 0
110 1 01

ces deux relations ont le meme rang en ligne et en colonne (3) et meme grade
(5),pourtant o et 3 n’appartiennent pas a la meme D-classe et a fortiori pas a la
meme R-classe ou a la meme L-classe.En effet Sest idempotente alors que o n’est

pas réguliere ce qui exclu leur appartenance a une D-classe commune.

Théoréme 5.2

Soient S un sous-semigroupe de relations de B, eta et 5 deux relations de S.Si «
D, 3 alors p.()=p.(8) et p.(a)=p.(3).

Théoreme 5.3
Soient deux relations a et (,et S un sous-semigroupe de B,. Si a D, ¢ alors
p(a)=p(B),si de plus S est un s.r.n.a, si a Dy S alors pya(a)=pya(3).



Chapitre 5. Etude des rangs dans un semigroupe de relation 40

Cela n’est pas vrai en général dans un semigroupe quelconque.
Soit a une relation réguliere dans un semigroupe S alors,p,(a)=p.(a)=p(a).

Théoréme 5.4

Une relation a est réguliere si et seulement si a C a(a’ a¢ af)® a.

5.2 Etude des rangs dans un s.r.n.a

Les deux propositions suivantes caractérisent la forme d’une relation idempotente
non ambigue,ce qui permet ensuite d’en déduire 1'égalité des rangs des relations
régulieres dans un s.r.n.a.L.a premiere caractérisation a été donnée par Berstel et
Perrin sous une forme matricielle,alors que la seconde caractérise les lignes de la
relation.

Proposition 5.5
Soient M un m.r.n.a sur X,a dans M et Y=Fix(«).La relation « est idempotente si
et seulement si a=v\ et Ay=Iy,ou v et A sont respectivement les restrictions de «

\ . (KN oo (L N
a XxY et a YxX de plus 7—( o ),/\—(Iy A ),a—( VAN )
avec v C(X)x Y,V CYx(X) et Ny/=0.

Corollaire 5.6

Une relation « sur X est idempotente et non ambigue si et seulement si pour tout
leX,la ligne la est de la forme (1) ou (2):

(1) la={1}1K; ,ou K; € Dom(a),i.e. pour tout k €K; ka=0.

I(a) est union disjointe de lignes de la forme (1).
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Exemple:
1 .
1 - 1
1 .1 .1 1
1 1
La relation a= 11 ] ] ]
1 1 1
1 . .1

est idempotente et non ambigue puisqu’elle vérifie les conditions du lemme ci des-
sue:I’ensemble des lignes de la forme (1) est Fix(a)={1,2,3,4} et les lignes 5,7 et 9
sont vides:

la={1} ,2a={2}U{9}, 3a={3}U{5,7,9} da={4}U{T}.

ot les ligne {5,7,9} sont vides.Toutes les autres lignes sont de la forme (2).Les lignes
vides sont des unions vides et :

6a={1,2,4}U{7,9}=1aU2aU4da, 8a={1,4}U{T}=1aUda, 10a={4}U{T}=4a.

Le théoreme suivant traite les cas d’égalité des rangs pour les relations régulieres
dans le cas des s.r.n.a.

Théoreme 5.7
Soit S un s.r.n.a et a une relation réguliere dans S,alors:p,(a)=p.(a)=p(a)=pna(a)
si aest idempotente,la valeur de ces rangs est |Fix(a)]

Dans I'exemple précédent ,on vérifie bien que p,(a)=p.(a)=p(a)=pna(a)=|Fix(a)].
En effet p(a)=Fix(a)={1,2,3,4} est de cardinal 4,
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1 .
1 .
1
1 1 oo
ot o= 1 . oo 1
11 1 1 1 .1 .1
. 1 . .1
1 1
1

est une décomposition non ambigue de a.

Théoreme 5.8

Soit S un s.r.n.a. sur un ensemble X,et soit a une relation réguliere dans S,soit p
la valeur commune des rangs,rang en ligne et colonne et du rang non ambigu de «
(et de |Fix(a)| si a est idempotente) on a:grade(a)=27.

Ce résultat n’est pas vrai dans un semigroupe de relations quelconque.

Comme l'illustre ’exemple suivant,l’hypothese de non ambiguité du semigroupe est
nécessaire.

Exemple:
. 11
Soit oz—( 01 )

Cette relation est idempotente et ambigue car la N a2={1,2}.La base en ligne est
r(a)={{1,2},{2}},d’ou p.(a)=p,(a)=p(a)=2.Cependant,l’espace ligne est R(a)={0,{1,2},{2}}
,donc grade(a)=3#£22.

5.3 Boites et coffrets:m.r.n.a transitifs maximaux avec
ou sans zéro

On dit qu’'une famille £ de parties de X est recouvrante si I'union de tous les
éléments de £ est égale a X.

Définition:Section et sous-section

Soit £ une famille recouvrante de parties de X et C une partie de X.On dit que
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C est une section (resp.sous-section) de £ si C intersecte chaque élément de £ en

exactement un point (resp.en au plus un point).

Définition: Coffrets et boites

Soient £ et C deux familles recouvrantes de parties d'un ensemble X.le couple (£,C)
est un coffret (une boite) sur X si £ est 'ensemble des sections (des sous-sections
maximales) de C,et C est I’ensemble des sections (des sous-sections maximales) de
L.

L’entier |X| est appelé taille du coffret (resp.de la boite).

Les coffrets et les boites sont représentés par des tableaux dont les lignes et les co-
lonnes sont indexées par les éléments de £ et de C.Chaque case du tableau contient
Iintersection des éléments L et C lI'indexant.Les ensembles L et C sont notés sans
accolades et sans virgules,c’est a dire par exemple 1 2 au lieu de {1,2}.

Exemple:

L\NC[13[14]21
12 [ 112
23 | 3 2
34 | 3| 4] 4

Voici une boite qui n’est pas un coffret :

La colonne {1,4} est une sous-section maximale de £ mais n’est pas une section car

{1,4}n{2,3}=0.

Il existe aussi des coffrets qui ne sont pas des boites comme l'illustre 'exemple
suivant.Cet exemple est de taille minimale car tous les coffrets de taille inférieure
ou égale a 5 sont aussi des boites.

Exemple:

LNC|145]246|356
123 1 2 3
16 1 6 6
25 5) 2 5)
34 4 4 3

Pour obtenir une boite,il faudrait ajouter {4,5,6} en colonne car c’est une sous-

section maximale de L.
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Théoreme 5.9

Soient £ et C deux familles de parties de X.

(1) Si (£,C) est un coffret,alors ’ensemble des sections de £ - C est un m.r.n.a.t ne
contenant pas 0.

(2) Si (£,C)est une boite,alors ’ensemble des sous-sections de £ - C est un m.r.n.a.t.

Lemme 5.10

Soient £ et C deux familles de parties de X.

(1) Si (£,C) est un coffret,alors £ - C C Sect(L - C).
(2) Si (£,C) est une boite,alors £ - C C SSect(L - C).

Lemme 5.11

Soient £ et C deux familles de parties de X avec |X|=n.

(1) Si (£,C) est un coffret,’ensemble des sections de £ - C est égale a ’ensemble
des relations qui envoient £ dane £ et C dans C: Sect(£ - C)={a €B,, \ VLe £,v¥Ce
C,La € L et aCe C}.

(2) Si (£,C) est une boite et £’ et C’ sont les ensembles des sous-sections de C et
de L respectivement,alors ’ensemble des ous-sections de (£ - C) est égal a l'en-
semble des relations qui envoient £’ dans £ et ¢’ dans £': SSect(L - C)={«a €B,, \
VLe £'VCe C'La € L' et aCe C'}.

Lemme 5.12
Soient (£,C) un coffret ou une boite et M le monoide associé:M=Sect(L - C) ou
M=SSect(L - C).Soient aussi L,u: €t Cpax 'ensemble des lignes et colonnes maxi-

males des relations de M alors:£L=L, .. €t C=C4z-

Proposition 5.13
Soient un coffret (£,C) et M=Sect(L - C)le monoide associé.alors C - £ est I'idéal

minimal de M.

5.4 Caractérisation de appartenance a un coffret

Le lemme suivant exprime de différentes facons ’appartenance d’une relation a

un coffret.En particulier ce lemme caractérise les blocs d'une décomposition non
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ambigue pour une telle relation.

Proposition 5.14

Soient (£,C)un coffret sur X,a une relation sur X,et a=UC;L; une décomposition
non ambigue en blocs de «a.La relation « appartient au coffret (£,C) si et seulement
si I'une des assértions ci-dessous est vérifiée:

(1).Pour tout Le L,et Ce C,|JLxCna |=1 (condition de Boe)

(2).Pour tout Le L,et Ce C,LaC=1,et les produits La et aC sont non ambigus
(condition de Césari)

(3).La C L et La est non ambigu.

(4).aC C C et aC est non ambigu.

(5).Pour tout Le £,pour tout ligne maximale L,I"union des L; tels que C;NL=# () est

aussi une ligne maximale.

Théoreme 5.15

Soit « une relation non ambigue sur X={1,2,...,n},s’il existe une famille £ de parties
de X telle que:

(1).La famille £ est recouvrante.

(2).La famille C=Sect(L) est recouvrante.

(3).Toute ligne de o peut étre complétée,par union disjointe avec d’autres lignes de
a,en un élément de L.

(4).Pour tout Le £,le produit La est non ambigu.

(5).La famille La={La | Le L} est incluse dans L,alors le couple de familles
(SSect(C),C) est un coffret contenant a.

Réciproquement,si (£,C) est un coffret et o une relation appartenant au mono-
ide Sect(L - C),alors C=Sect(L) et L=Sect(C),et les cinq proporiétés ci dessus sont
vérifiées.

Lemme 5.16

Soient a une relation non ambigue sur X,et £ une famille de parties de x telle que
toute ligne de « soit incluse dans un élément de £.Alors pour tout Ce C=Sect(L),le
produit aC est non ambigu.
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5.5 Etude des rangs dans un m.r.n.a.t avec ou sans
Zéro

Les quatre théoreme ci-dessous comparent le rang,le rang non ambigu et le mini-
mum des rangs en ligne et en colonne des relations non ambigues.Plus précisément,nous
comparons ces rangs dans les monoides liés aux boites et au coffrets (les monoides

de ralations non ambigus transitifs contenant ou non la relation nulle).Enfin,nous
étudions la minimalité des contre-exemples selon divérs criteres.

Voici d’abord un lemme préscisant la forme d’une relation « telle que p(a)jpya(a).Soient
X et Y deux ensembles de cardinal respactifs m et n.On rappelle que 0,,, est la
relation vide entre X et Y,et que J,,,=XxY.

Lemme 5.17

Soit une relation « telle que (a)jpna(a).Alors il existe une relation 3 C « et des
Jk,p Jk,q Ok,r

entiers non nuls kI, m,p,q et r tels que: = J, Ji, Jir
Om,p Jm,q Jm,'r

et on peut extraire de « trois lignes d’indices iy,is,i3 et trois colonnes d’indices j1,j2,j3

telles que :a=

S ==
—_ = =
i )

De plus ,si « est non ambigue,alors |{iy,is,i3}N{j1,j2,j3}|<1.

Théoréeme 5.18

Le rang et le rang non ambigu ne sont pas toujours égaux dans les s.r.n.a.Plus
précisément,il existe une boite de taille 5 contenant une relation de rang 2 et de
rang non ambigu 3.

Ce contre-exemple est minimal car pour une relation a non ambigue sur X,le rang
et le rang non ambigu coincide lorsque | X|<4 ou pya(a)<2.Autrement dit,une boite
contenant une relation dont le rang et le rang non ambigu different est de taille au

moin b.
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Exemple

Voici une boite de taille 5 contenant une relation de rang 2 et de rang non ambigu
L\C 145245345
123 1 2 3

4 4 4 4
5 5 5 D

Cette boite contient la relation « ci-dessous,pour le vérifier,il suffit de constater

que quels que soient Le £ et Ce C,la relation a vérifie [LxCna |<1.
11000

o

Il
o~ oo
e =)

0
0
1
1

o O OO
o O OO

on vérifie bien que p(a)=2 alors que pya(a)=3.

Ces rangs sont minimaux car il n’ya pas de relations de rang 1 et de rang non
ambigu 2.En effet,si 'un des rang vaut 1 autre aussi.(d’apres le lemme 4.7)
Prouvons maintenant la minimalité de taille de ce contre-exemple.Puisque p(a)<

pna(a),la relation « a la forme a=

S = =
—_ = =
il )

et on a aussi |{i,iz,i3}U{j1,j2,j3}|<1.D’aprés le meme lemme,puisque « est non am-
bigue,on a donc |{iy,iz,i3}U{j1,j2,j3}|>5.

On peut remarquer que cette boite et aussi un coffret.Cependant,’ensemble des
sections de £-C n’est pas égal a I’ensemble des sous-sections de £-C.en fait ,chaque
sous-section est incluse dans une section.La relation o n’est pas une section de £-C
car {1,2,3} et {3,4,5} sont respectivement une ligne et une colonne du coffret et
{1,2,3} x {3,4,5}na=0.Donc la relation o n’appartient pas a ce coffret bien qu’elle
appartient a la boite.

Remarque 5.19
Le contre-exemple donné ci-dessus montre aussi que le minimum du rang en ligne
et en colonne et le rang non ambigu ne sont pas toujours égaux dans un s.r.n.a .En

effet ,on a ,pour la relation o donné ci-dessus,pya(a)=3 alors que p,(a)=p.(a)=2.Ce
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contre exemple est donc minimal pour les rangs puisque d’aprés le lemme 4.7,si
min(p,(a),p.(a))=1 alors pya(a)=1.
Pour la question de 'égalité du rang et du rang non ambigu dans les m.r.n.a.t ne

contenant pas 0,le résultat est tout aussi négatif.

Théoreme 5.20

Le rang et le rang non ambigu ne sont pas toujours égaux pour une relation ap-
partenant a un m.r.n.a.t ne contenant pas 0.Plus précisement,il existe un coffret de
taille 9 contenant une relation de rang 4 et de rang non ambigub.

Ce contre-exemple est minimal pour les rangs:les deux rangs coincident pour une re-
lation de rang non ambigu inférieur ou égal a 4 lorsqu’elle appartient a un m.r.n.a.t
ne contenant pas de 0.De plus,si un m.r.n.a.t ne contenant pas de 0 sur X contient
une relation de rang et de rang non ambigu différents,alors |X|>7.Autrement dit
un coffret contenant une relation dont les rang et rang non ambigu different et de
taille au moins 7.

On ne sait pas s’il existe des m.r.n.a.t ne contenant pas 0 de taille 7 ou 8 contenant
une relation de rang et rang non ambigu différents.

Exemple
Voici un coffret de taille 9 contenant une relation dont les rang et rang non ambigu
different:

212121213333
1111141457 (4(4|5]|6
41415|8|5|7|7|8|5]6|6]|8

L\C [5]9(819]719]8[9(6[9|81]9
1231|111 ,22{2|2{3|3|3]|3
126|1(1]1(1,2/2[{2|2[6|6|6/|6
1371111 |7 |7|7|7|3|3|3]|3
16711 |1|1|7|7|7]|7|6|6|6]|6
48 |414|8(8[4(4|8|8|4|4/8]|8
09 [H5]1915(91519(5]9(5(9|5]9

Ce coffret contient la relation « ci-dessus,pour le vérifier,il suffit de constater que
quels que soient Le £ et Ce C la relation « vérifie |LxCna |=1.
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[lelellell =l
SO O OO O
_ o O O o oo oo

i
OO OO R, LR OOR
OO DO DO OO oo
OO DO DO OO oo
O R OO oo oo
DO DD DO OO oo
DO DD DO OO oo

o
o

On a p(a)=4 alors que pya(a)=5.

En effet,d’aprés le lemme 2.6,comme la colonne 6 ne contient que I’élément 8,on a
p(a)= plag,)+1 et pya(e)= pya(ag,)+1.Puis ,comme la colonne 7 ne contient que
I’élément 9,0n a p(a)= p(a@ﬁk)%—Q et pyala)= pNA(a@,*)—FZ or

111000000
000000000
000000000
110000000

agg.=| 1 01000000
000000000
000000000
000000000
000000000

Comme les lignes et colonnes vides ne changent pas le rang et le rang non ambigu

d’une relation,on a p(agg,)=p(as) et pyalagg.)=pna(as) o
1 11

= 1 10
1 01

Remarque:

Le contre-exemple donné dans ci-dessus montre aussi que le minimum du rang
en ligne et en colonne et le rang non ambigu ne sont pas toujours égaux dans
un m.r.n.a.t ne contenant pas la relation nulle.En effet,pour la relation a donné
ci-dessus,on a pya(a)=>5 alors que p,(a)=p.(a)=4.Ce contre-exemple est minimal
pour les rangs puisque si pya(a)<4 et si  appartient & un m.r.n.a.t ne contenant

pas zéro,le lemme suivant établit que p(a)=pya() et comme p(a)<(p,(),pc(ax)),0n
a pya(e)<min(p, (@), pe(@)).
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Lemme 5.21
Soit o une relation appartenant a un m.r.n.a.t ne contenant pas 0 telle que p(a)<
pnala).Alors p(a)>4 et pna(a)>5.

Lemme 5.22
Soit a une relation non ambigue telle que p(a)< pya(a),avec p(a)>4 et pya(a)>5.Alors

a de taille au moins 7.

Théoreme 5.23

Le rang et le minimum du rang en ligne et du rang en colonne ne sont pas toujours
égaux dans un m.r.n.a.t ne contenant pas 0.

Plus précisément,il existe un coffret de taille 10 contenant une relation de rang 5
et de rang en ligne et en colonne 6.



Conclusion

Dans cette these nous avons étudier les rangs des relations binaires et les semi-
groupes de relations non ambigue.

Avant d’entamer notre travail,nous avons en premier lieu présenter quelques définitions
de bases,et quelques résultats connus qui sont utiliser le long de ce travail.
Ensuite,nous avons présenter les quatres notions du rang puis le grade,et aborder

la non ambiguité,puis nous avons etablit un lien entre les relations ,leur graphe et
leur forme matricielle.

Les automates,les relations non ambigues et leur lien avec les automates non am-
bigus sont présentés dans le troisieme chapitre,nous avons présenter aussi quelques

propriétés utiles des semi-groupes de ralations non ambigus transitifs .

Nous avons,aprés ,étudier le comportement des rangs par rapport au produit,et
nous avons comparer systématiquement chaque notion du rang avec les autres,y
compris le grade.ll vient ensuite 1’étude des relations dont I'un des rangs est maxi-
mal,dans le cas général puis pour les relations non ambigues. ,puis le comportement
des rangs des relations dans les semigroupes de relations,nous avons montrer que
les résultats connus sur les rangs,rangs en ligne et en colonne dans les D-classes
ne s’appliquent au rang non ambigu que si le semigroupe de relations et non am-
bigu,nous avons introduit ensuite les boites et les coffrets et leurs liens avec les
m.r.n.a transitifs et donner quelques propriétés sur ’appartenance d’une relation a
une boite ou un coffret.

La préparation de cette these nous a permit de mettre en oeuvre les connaissances
théoriques aquises le long de notre parcours universitaire.On éspere que ce mo-
deste travail servira les promotions a venir et apportera des informations utiles et
supplémentaire dans ce domaine et pourquoi pas ,arriver a répondre a des quetions
qui sont rester ouverte et parmis elles:

(1) Etant donné une relation non ambigue,trouver un algorithme ”éfficace” décidant,s’il
existe un coffret contenant cette relation et calculant un tel coffret s’il en existe
un.!

(2) Engendrer,ou au moins dénombrer de fagon effective tous les coffret de taille
n.!

(3) Dans le théoreme 5.20,nous donnons un coffret qui contient une relation dont
le rang et le rang non ambigu different.nous montrons qu’un tel coffret et de taille
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au moin 7 mais le coffret donné est de taille 9,qu’en est-il pour les coffrets de taille
7 et 87
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