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Introduction générale 

          Le calcul fractionnaire peut être défini comme la généralisation du calcul classique, à des 

ordres d’intégration et dérivation pas nécessairement entiers. Même si le concept d’opérateurs 

fractionnaires n’est, en aucun cas, nouveau, la première réunion consacrée à ce domaine a été 

organisé par B. Ross en 1974 seulement à New Heaven, Connecticut, Etats Unis, sous le titre 

« Le calcul fractionnaire et ses applications ». Et même à un tel événement, le calcul 

fractionnaire n’intéressait que quelques mathématiciens et physiciens théoriciens. Mais depuis, 

les circonstances ont considérablement changé. L’intérêt général pour un tel outil a 

continuellement augmenté durant les quatre dernières décennies, et à présent, on peut trouver 

plusieurs conférences, symposiums, workshops et publications dans des revues reconnues 

portant sur les aspects théoriques et pratiques du calcul fractionnaire. Cet intérêt est motivé par 

les applications en ingénierie et particulièrement l’ingénierie du contrôle [35].   

         L’application des concepts du calcul  fractionnaire dans le domaine des systèmes de 

commande automatique et de l’identification par des modèles d’ordre fractionnaire remonte 

aux années soixante, mais ce n’est que pendant les années 90 [4] que  les contrôleurs 

fractionnaires gagnent de plus en plus d’intérêt au sein de la communauté de commande [12]. 

Le concept de commande d’ordre fractionnaire signifie que les systèmes commandés et les 

correcteurs sont représentés par des équations différentielles et des transferts d’ordre non entier. 

Dont le but principal est d’améliorer les performances et la robustesse des systèmes de 

commande classiques par l’introduction des opérateurs d’ordre fractionnaires dans les 

algorithmes de commande [11].  

          Le premier qui a introduit un correcteur d’ordre fractionnaire est A. Oustaloup, 

[4][11][12][43], qui a développé le correcteur de Commande Robuste d’Ordre Non Entier 

(CRONE). Depuis cette initiative, beaucoup de chercheurs se sont intéressés au sujet, Podlubny, 

qui  1991 propose le régulateur 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇, dont les actions intégrales et dérivée sont d’ordre 

fractionnaire. 

         De nombreux phénomènes physiques peuvent être décrits par des modèles non entiers, 

tels que certains systèmes thermiques ou électrochimiques, mais vu le manque, voir 

l’inexistence, de moyens techniques (logiciels) pour l’analyse, simulation et implémentation ce 

genre de modèles, il est nécessaire de revenir vers des modèles d’ordre entier via des 

approximations [6]. 



Introduction Générale 
 

 
2 

 

         Beaucoup de recherches on été entamés dans ce sens, et plusieurs méthodes 

d’approximation des systèmes d’ordre fractionnaire dans le domaine analogique ou numérique 

ont été élaborées. L’objectif de ce travail est d’énumérer certaines de ces méthodes, dont 

certaines seront détaillées et analysées dans le but de tirer des conclusions vis-à-vis de leurs 

performances et de leur précision. Les deux méthodes étudiées sont celle de la fonction de 

singularités de Charef, et celle des pôles et zéros récursifs d’Oustaloup. La finalité étant de 

déterminer si une méthode est plus efficace que l’autre et sous quelles conditions, une étude 

comparative sera effectuée.  

         Ce mémoire est divisé en trois chapitres organisés de la façon suivante : 

         Le premier chapitre, intitulé « Généralités sur les systèmes d’ordre fractionnaire », est lui-

même divisé en deux parties distinctes. La première partie, est un exposé des bases et notions 

fondamentales du calcul d’ordre fractionnaire, on y présentera les principales définitions et 

propriétés de la dérivation et de l’intégration d’ordre fractionnaire ainsi que  leur transformée 

de Laplace. Dans la seconde, on définira les modes  de représentation d’un système d’ordre 

fractionnaire, à savoir, l’équation différentielle, la fonction de transfert, et la représentation 

d’état. On y définira aussi, certaines propriétés des systèmes fractionnaires telles que : la 

commandabilité, l’observabilité et la stabilité. 

         Dans le deuxième chapitre « Méthodes d’approximation des systèmes d’ordre 

fractionnaire », on introduit les opérateurs intégrateur et dérivateur d’ordre fractionnaire et on 

exposera les principales méthodes d’approximation des systèmes d’ordre fractionnaire, dans le 

domaine numérique et analogique dont les deux méthodes de Charef (approximation du 

dérivateur et de l’intégrateur fractionnaires) et d’Oustaloup (introduction et approximation du 

dérivateur généralisé)  seront détaillées.   

        Et finalement le troisième chapitre, comme l’indique son titre « Application des méthodes 

d’approximation des systèmes d’ordre fractionnaire », sera consacré à l’application des 

méthodes de Charef et d’Oustaloup pour des exemples simples dans les but d’étudier l’efficacité 

de chacune, et aussi leurs limites par rapport à différents paramètres. Et enfin, on procèdera à 

une petite étude comparative entre les deux méthodes pour conclure sur laquelle des deux est 

meilleure. 

        Pour procéder à toutes ces applications, on utilisera des programmes MATLAB.   
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I.1    Introduction  

 

       Le calcul d’ordre fractionnaire est un domaine des mathématiques qui traite des dérivées 

et des intégrales d’ordre non entier. C’est un concept vieux (de plus de 300 ans) remontant à 

des correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume de l’Hospital et Johann Bernouli à la 

fin du 17ème siècle. Mais ces pionniers se heurtent à un paradoxe [1]. Un paradoxe duquel on 

tirera, un jour, d’utiles conséquences : écrit Leibniz. En réponse à la question « qu’en serait il 

si l’ordre de la dérivation était égal à 
1

2 
? » soulevée par l’Hospital [2]. 

       De nombreux mathématiciens tels que, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J.Fourier, A.K. 

Grunwald, J. Hadamard, G.H.Hardy, O. Heaviside,  H.J.Holmgren, P.S.Laplace, A.V. 

Letnikov, J. Liouville, B.Riemann, M.Riesz et H.Weyl ont contribué au développement du 

calcul fractionnaire jusqu'à la moitié du siècle passé, en posant plusieurs définitions sans 

qu’elles soient, pour autant, compatibles entre elles.  Cependant, on peut considérer le calcul 

fractionnaire comme un axe de recherche relativement nouveau, puisque ce n’est que dans la 

deuxième partie du 20ème   siècle, suite au développement de l’informatique, qu’il fait l’objet de 

beaucoup de travaux. Aujourd’hui, l’intérêt du calcul d’ordre fractionnaire et ses applications 

ne cessent de grandir [3].  

       L’idée des dérivées et d’intégrales fractionnaires semble un peu étrange et difficile à 

expliquer, cela est dû au fait que l’opérateur d’ordre fractionnaire n’a pas d’interprétation 

géométrique précise, contrairement aux opérateurs d’ordre entier, c’est pourquoi cet outil est 

souvent considéré comme irréel. 

       On pourrait penser donc que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de 

mathématiques pure sans intérêt pour l’ingénieur. Pourtant un exemple simple de mécanique 

des fluides montre comment l’intégrale d’ordre un demi apparaît tout naturellement quand on 

veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de 

l’évolution temporelle de la source interne [1]. L’utilisation de l’opérateur de dérivation d’ordre 

fractionnaire réel est maintenant largement répandue dans des domaines aussi variés que la 

mécanique, l’automatique, l’électrochimie, la biologie… etc. 

[4]. 
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       Dans le domaine de l'automatique, le calcul fractionnaire est utilisé pour la modélisation, 

l'identification et la commande des systèmes. Des congrès aussi prestigieux que le CDC 

(Conférence on Décision and Control), ou IFAC (International Fédération of Automatic 

Control), organisent régulièrement des sessions spéciales sur la dérivation non entière et ses 

applications. A partir de 2004 un workshop, qui se déroule tous les deux ans, spécialement 

dédié au calcul fractionnaire et ses applications, a été créé [5]. 

       L’objectif de ce chapitre est de présenter certaines bases théoriques des opérateurs d’ordre 

fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui suivent, et aussi les 

définitions et les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire. En commençant 

par les outils mathématiques de base utilisés. 

 

I.2  Outils mathématiques de base  

 

       Dans ce début de chapitre, pour permettre la compréhension de l’intégrale et la dérivée 

fractionnaire et de fournir des solutions aux problèmes du calcul fractionnaire, on présente 

quelques outils mathématiques de base qui nous seront utiles tout le long du chapitre. Il s’agit 

de la fonction Gamma, la fonction Mittag-Leffler et le principe de convolution. 

 

I.2. 1  La fonction Gamma  

  

        La fonction Gamma (Γ) est la généralisation aux nombres réels de la fonction factorielle 

𝑛  ( 𝑛!) et elle permet à 𝑛 de prendre des valeurs non entières, elle est donnée par : [6] [7] [14] 

 

                         Γ(𝛼) = ∫ 𝑦𝛼−1 𝑒−𝑦 𝑑𝑦
∞

0

, 𝛼 > 0                                                                 (I. 1) 

  

A partir de l’expression (I.1), on peut déduire que :  

 

                      Γ(1) =  ∫ e−y  dy = 1                                                                                  (I. 2)
∞

0

 

 

L’intégration par parties de l’expression (I.1), conduit à la formule de récurrence suivante, qui 

est une propriété importante de la fonction Gamma :  
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Γ(α + 1) = ∫ yα e−y dy
∞

0

= [−eyy−α]0
∞ +  α ∫ yα−1 e−y dy =  α Γ(α)

∞

0

 

 

 Γ(α + 1) = α Γ(α)                                                                    (𝐼. 3) 

 

 Et pour 𝛼 𝜖 ℕ    on a :                Γ(𝛼 + 1) = α !                                                                             (𝐼. 4) 

Puisque Γ(1) = 1 dans (I.2), et en utilisant la formule (I.3) pour 𝛼 = 1,2,3, … ..  on obtient : 

Γ(2)  = 1  Γ(1)   = 1 ! 

Γ(3)  = 2  Γ(2)   = 2 ! 

Γ(4)  = 3 Γ(3)   = 3 ! 

⋮               ⋮               ⋮ 

                                                          Γ(𝑛 + 1)  = 𝑛  Γ(𝑛) = 𝑛 (𝑛 − 1) !   = 𝑛 !                       (𝐼. 5) 

 

Dans ce qui suit on donne quelques valeurs particulières de Γ(𝛼) : 

 Pour  α = 
1

2
  ,Γ (

1

2
) = √π   

 Pour  α =  n + 
1

2
 , avec n un entier positif  Γ (n +

1

2
) =  

(2n)!

22n n !
 √π  

 

I.2. 2  La fonction de Mittag-Leffler   

 

       La fonction de Mittag-Leffler est très importante pour le calcul fractionnaire, elle 

représente la généralisation de l’exponentielle au calcul d’ordre non entier.  

On distingue deux types de fonctions de Mittag-Leffler : la fonction à deux paramètres et la 

fonction à un seul paramètre. 

Initialement introduite par R.P. Agarwal et Erdelyi (1953-1954), la fonction de Mittag-Leffler 

à deux paramètres est définie par la formule suivante : [6]  [7] 

 

                                     Eα,β (z) =  ∑
zk

Γ(αk + β)
  , α > 0  , β > 0                                     (𝐼. 6)

∞

k=0

 

 

Pour β = 1, on retrouve la fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètres, introduite par 

Mittag-Leffler en 1903 :  
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                              Eα,1 (z) =∑
zk

Γ(αk + 1)
  , α > 0                                                       (𝐼. 7)

∞

k=0

 

 

Pour α = 1, dans la fonction (I.7), on peut déduire la fonction exponentielle comme suit : 

 

                            E1,1 (z) =∑
zk

Γ(k + 1)
                                                                                 (𝐼. 8)

∞

k=0

 

 

Puisque 𝑘 ∈ ℕ et  d’après la propriété de la fonction Gamma (I.4) donc : 

 

                                                    Γ(𝑘 + 1) = k !                                                                               (𝐼. 9) 

 

En remplaçant dans (I.8), on obtient l’expression de développement en séries de l’exponentiel : 

 

             E1,1 (z) =∑
zk

k !
=  ek                                                                          (𝐼. 10)

∞

k=0

 

 

Pour les équations différentielles d’ordre non entier, la fonction de Mittag-Leffler joue le même 

rôle que la fonction exponentielle. 

 

I.2. 3 Transformation de Laplace et produit de convolution :  

  

       La transformée de Laplace est un outil mathématique utilisé dans l’analyse des systèmes, 

et dans la résolution de certains problèmes complexes dans le domaine temporel tels que, les 

produits de convolution et les équations différentielles.  

La transformée de Laplace d’une fonction est définie comme suit :  

 

               ℒ{f(x)} = F(s) =  ∫ e−st  f(t) dt                                                                       (𝐼. 11)
∞

0

 

 

La transformée de Laplace de la  ième   dérivée de 𝑓(𝑡) ; est donnée par : [7] 
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              ℒ{f (i)(x)} = si F(s) − ∑sk f (i−k−1)(0)                                                           (𝐼. 12)

i−1

k=0

  

Où 

          𝑓(𝑖)(0)  représente les conditions initiales. 

 

       Le produit de convolution est un opérateur mathématique et un produit commutatif, noté 

(𝑓 ∗ 𝑔), qui associe aux deux fonctions 𝑓 et 𝑔 l’intégrale suivante : 

 

      f(t) ∗ g(t) =  ∫ f(t − τ) g(τ) dτ = g(t) ∗ f(t)
t

0

                                                          (𝐼. 13) 

 

      Cette intégrale étant difficile à résoudre dans le domaine temporel, il devient préférable 

d’utiliser sa transformée de Laplace qui est exprimée par le produit des deux transformées de 

Laplace des fonctions  𝑓 et 𝑔             

 

                          ℒ{f(x) ∗ g(t)} = F(s)  G(s)                                                                             (𝐼. 14) 

 

 

I.3   Opérateurs d’ordre fractionnaire   

 

       Dans cette partie, on présentera les opérateurs d’ordre non entier : une définition 

généralisée de l’opérateur intégro-différentiel, l’opérateur intégral et quelques définitions de la 

dérivation fractionnaires [2]. 

 

I.3. 1    Définition mathématique  

 

       Le calcul fractionnaire est une généralisation de l’intégration et de la différenciation de 

l’opérateur fondamental d’ordre non entier 𝐷𝑡
𝛼

𝑎  où 𝑎 et  𝑡 sont les limites de l’opération, et 𝛼 

l’ordre de l’opération, avec 𝛼 ∈  ℝ . L’opérateur intégro-différentiel continu est noté comme 

suit :  
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                                               Dt
α

a = 

{
 
 

 
 

dα

dtα
    α > 0     

1        α =  0  

    ∫ (dτ)−α
t

a

α < 0            

                                       (𝐼. 15)  

 

       Les définitions les plus utilisées pour l’opérateur intégro-différentiel d’ordre fractionnaire 

général sont celles de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo.  

 

 

I.3. 2     Intégration d’ordre fractionnaire   

 

       Pour chaque fonction 𝑓(𝑡) continue intégrable sur l’intervalle [0 , +∞[ , on peut définir 

selon la formule de Cauchy, l’intégrale 𝑘è𝑚𝑒 notée 𝑰𝒌 𝒇(𝒕)  comme suit : [12] 

 

∫ dtn

t

t0

∫ dtn−1

tn

t0 

⋯⋯∫ dt2

t3

t0

∫ f(t) dt1

t2

t0

= Ik f(t)     

 

                                  ⇒     Ik f(t) =   
1

(k − 1)!
∫ (t − τ)k−1f(τ)dτ                                        (𝐼. 16)
t

t0

 

 

       Pour généraliser la formule de Cauchy (I.16), à un nombre non entier (réel)𝛼 ∈  ℛ+
∗ , 

Riemann a proposé de remplacer la fonction factorielle par la fonction Gamma (I.1) qui en est 

la généralisation aux nombres réels. 

 

En utilisant  la propriété (I.4) de la fonction Gamma, l’équation (I.16) devient :  

 

         Iα f(t) =   
1

Γ(α) 
∫ (t − τ)α−1f(τ)dτ                                                                    (𝐼. 17)
t

t0

 

 

Cette intégrale est appelée, intégrale de Riemann-Liouville, et sera notée 𝑰𝒕
𝜶

𝒕𝟎
𝑹𝑳 . 
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I.4 .2.1  Interprétation  

 

       On peut noter que pour une valeur de 𝛼 = 1, la quantité 
(𝑡−𝜏)𝛼−1

Γ(𝛼)
 est égale à 1,  ce qui revient 

à dire que l’intégrale fractionnaire (I.17), devient l’intégrale entière d’ordre 1 de 𝑓(𝑡).  

L’intégrale entière d’ordre 1  de la fonction 𝑓(𝑡), représente l’aire, entre 𝑡0 et 𝑡, délimitée par 

la courbe de la fonction 𝑓(𝑡) et l’axe des abscisses. On peut donc interpréter l’intégrale 

fractionnaire comme étant l’aire, entre 𝑡0 et 𝑡, délimitée par la courbe de la fonction 𝑓(𝑡) et 

l’axe des abscisses, pondérée par la fonction     Φα(𝑡)   avec : 

 

                                  Φα(t) =  
tα−1

Γ(α)
                                                                                        (𝐼. 18)  

 

        Il est aussi intéressant de noter que l’intégrale fractionnaire (I.17), pour un système 

dynamique où la fonction 𝑓(𝑡) est causale, est équivalente à la formule suivante : 

 

             Iα  f(t) =  ∫
(t − τ)α−1

Γ(α)
   f(τ) dτ

t

0

=  Φα(t) ∗ f(t)                                                        (𝐼. 19) 

 

Nous pouvons donc voir dans (1.19) que l’intégrale d’ordre fractionnaire s’exprime également 

par le produit de convolution des deux fonctions      Φα(𝑡)  et 𝑓(𝑡) . 

 

I .3.3    Dérivation d’ordre fractionnaire   

 

       Les définitions de l’opérateur de dérivation d’ordre fractionnaire sont nombreuses, 

toutefois elles ne sont pas toutes équivalentes. Dans ce paragraphe nous n’exposeront que les 

plus utilisées [8] [9]. 

 

 

 

I.3. 3.1    Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Louville  
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       La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus répondue, elle est 

basée sur le calcul de la kème  intégrale d’une fonction. La dérivée s’obtient alors en deux étapes : 

 

 Intégration non entière d’ordre (𝑛 −  𝛼), comme suit :  

 

It
n−α t0

RL f(t) =   
1

Γ(n − α) 
∫ (t − τ)n−α−1f(τ)dτ                                                                    (𝐼. 20)
t

t0

 

 

 Dérivation entière de (I.20)  d’ordre 𝑛, pour avoir la dérivation au sens de Riemann-

Liouville d’ordre α notée 𝐷𝑡𝑡0
𝑅𝐿 𝛼

 et définie comme suit : 

Dtt0
RL α

 f(t) =   
1

Γ(n − α) 
 
dn

dtn
∫ (t − τ)n−α−1f(τ)dτ                                                               (𝐼. 21) 
t

t0

 

 

Où n est un nombre entier tel que : n − 1 <  𝛼 < 𝑛                                                                (𝐼. 22) 

  

Exemple : 

On voudrait Calculer la dérivée à l’ordre 𝛼 = 0.7  d’une fonction constante ƒ(𝑡) = 𝐶 selon la 

définition de Riemann-Liouville, les étapes sont : 

 

1) Calcul de l’entier 𝑛 à partir de la condition de l’expression (I.22), on trouve : 𝑛 = 1 

2) Intégrer la fonction 𝑓(𝑡) = 𝐶, à l’ordre non entier 𝑛 − 𝛼 = 0.3, on obtient :  

 

It
0.3

t0
                                                       RL = 

C

Γ(0.3)
 ∫ (t −  τ)−0.7  dτ

t

t0

                                        (𝐼. 23) 

 

3) Dériver la fonction  (I.23) à l’ordre entier 𝑛 = 1  , on trouve la dérivée d’ordre 𝛼 = 0.7 

suivante : 

  

                                          Dtt0
RL 0.7

 f(t) =  
C

Γ(0.3)
 (t − t0)

−0.7                                          (𝐼. 24) 

 

I.3. 3.2     Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo  
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       Comme la dérivée de Reimann-Liouville, la dérivée de Caputo se base aussi sur le calcul 

de la kème  intégrale d’une fonction, mais elle requiert que la fonction 𝑓(𝑡) et ses  n dérivées 

successives soient nulles pour 𝑡 ≤ 0, ce qui la rend plus restrictive que la dérivée de Riemann-

Liouville qui n’exige que la seule causalité de 𝑓(𝑡) . [10] 

La dérivée d’ordre α de Caputo notée 𝑫𝒕
𝜶

𝒕𝟎
𝒄  est obtenue en deux étapes : 

 Dériver la fonction 𝑓(𝑡) à un ordre entier, on trouve 

 

                  f (n)(t) =  
dn

dtn
 f(t)                                                                                          (𝐼. 25) 

 

 Intégrer la fonction (I.25) obtenue à l’ordre non entier 𝑛 −  𝛼, on obtient la dérivée à 

l’ordre non entier α de Caputo définie par la formule (I.26) 

 

   Dt
αf(t) =

1

Γ(n − α)
∫ (t − τ)n−α−1f (n)(τ) dτ                                                              (𝐼. 26)
t

t0
t0
C  

 

Où 𝑛 est un nombre entier tel que : 𝑛 − 1 <  𝛼 < 𝑛   

 

Remarque  [6] 

 

      Les deux dérivées de Riemann-Liouville et Caputo sont reliées, c’est-à-dire, qu’il est 

possible d’exprimer l’une en fonction de l’autre :  

Pour 𝑡0 = 0, entre les deux équations (I.21) et (I.26), il existe les deux relations suivantes : 

 

  Dt
αf(t) = Dtt0

RL α
 ( f(t) − ∑

t(k−α)

Γ(k − α + 1)

n−1

k=0

 f (k)(0+))                                                (𝐼. 27)t0
C  

 

   Dtt0
 RL α

f(t) = Dt
α

t0
c  f(t) +∑

tk

k!

n−1

k=0

 f (k)(0+)                                                                             (𝐼. 28) 

 

I.3.3.3  Dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov   
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       A la différence des deux premières définitions présentées, la dérivée de Grunwald-

Letnikiov est basée sur la définition usuelle de la dérivation entière : [11] [9] 

 

           D1 f(t) =
d

dt
 f(x) =   lim

h→0

f(t) −  f(t − h)

h
                                                                (𝐼. 29) 

 

Le calcul des dérivées successives de la fonction 𝑓(𝑡) donne la généralisation de la formule 

(I.29) à l’ordre, 𝑛 ∈  ℕ : 

 

Dnf(t) = lim
h→0

1

hn
∑

(−1)jn(n − 1) + ⋯+ (n − j + 1)

j!

n

j=0

f(t − jh)                                   (𝐼. 30) 

 

Une autre écriture de (I.30) est :  

 

Dn f(t) =
dn

dtn
f(t)  = lim

h→0

1

hn
∑(−1)j
n

j=0

 (
n

j
) f(t − jh)                                                       (𝐼. 31) 

 

Où  

                               (
n

j
) =  

n!

j! (n − j)!
                                                                                       (𝐼. 32) 

 

Représente la combinaison de j élément parmi n. 

         La formule (I.31) représente la dérivée d’ordre entier 𝑛, pour généraliser aux ordres non 

entiers on applique les propriétés de la fonction Gamma : (I.3),(I.4), (I.5) 

 

(−1)j  (
n
j )  =

−n (1 − n)(2 − n)……(j − 1 − 1)

j!
                                                          (𝐼. 33) 

 

Pour un nombre α non entier, et après application des propriétés de  la fonction Gamma : 

 

              (−1)j   (
α

j
) =

Γ(j − α)

Γ(j + 1)Γ(−α)
                                                                                   (𝐼. 34)  
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En replaçant (I.34) dans (I.31),on obtient la définition de la dérivée de Grunwald-Letnikov  

suivante :  

                   DGL
α = lim

h→0

1

hα
   ∑

Γ(j − α)

Γ(j + 1)Γ(−α)
f(t − jh)                                                       (𝐼. 35) 

∞

j=0

  

I.3. 3.4  Interprétation  

 

       La dérivation au sens classique ou d’ordre entier a un sens physique et géométrique, tous 

deux très clairs. Ce qui simplifie leur usage pour résoudre des problèmes appliqués dans 

plusieurs domaines de la science. Malheureusement ce n’est pas le cas pour la dérivation 

d’ordre fractionnaire, et la question est restée sans réponse. Il est donc resté parmi les problèmes 

ouverts lors des différentes conférences internationales [8] [9]. 

 

I.4.3.5  Quelques propriétés de la dérivation et de l’intégration fractionnaires  

 

 Les principales propriétés des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire sont : [8] [6] [12] 

1) Si ƒ(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d’ordre fractionnaire 𝐷𝛼𝑓(𝑡)  

est une fonction analytique de t et 𝛼. 

2) Pour 𝛼 = 𝑛, où 𝑛 est un entier,  l’opération 𝐷𝛼𝑓(𝑡) donne le même résultat que la 

différentiation classique d’ordre entier 𝑛.  

3) Pour 𝛼 = 0  l’opération 𝐷𝛼𝑓(𝑡) est l’operateur identité :    D0f(t) = f(t). 

4) La différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires. En 

effet si a et b sont deux constantes alors : 

Dα[af(t) + bg(t)] = aDαf(t) + bDαg(t) 

5) La loi additive d’indexe :  

 

Dαf(t) Dβ f(t) = Dβf(t) Dα f(t) =  Dα+β f(t)    

 

 

 

 

I.4  Transformée de Laplace des opérateurs fractionnaires  
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       Les définitions temporelles des opérateurs différentiels non entiers souffrent d'un 

formalisme mathématique quelquefois compliqué, mais leur expression dans le domaine de 

Laplace se révèle d'une simplicité remarquable. 

 

I.4.1   Transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire   

 

       L´ecriture de l’intégration non entière comme un produit de convolution (I.19) permet de 

calculer la transformée de Laplace de l’intégrale non entière d’une fonction temporelle causale. 

[13] [7] 

 

       ℒ{Iα  f(t)} = ℒ{Φα(t) ∗ f(t)} = ℒ{Φα(t)}ℒ{f(t)}                                                           (𝐼. 36) 

Avec  

 

                                               ℒ{f(t)} = F(s)                                                                                  (𝐼. 37) 

 

La transformée de Laplace de Φ(𝑡) se calcule en utilisant le lemme suivant :  

 

 Lemme : 

 

La transformée de Laplace de la fonction tn , n ∈  ℝ+ est donnée par :  

 

ℒ{tn} = s−1−n  Γ(n + 1) 

On aura donc :  

 

ℒ{Φ
α
(t)} =  ℒ { 

tα−1

Γ(α)
 } =  

s−αΓ(α)

Γ(α)
=  s−α = 

1

sα
                                                            (𝐼. 38) 

 

De là, on trouve la transformée de Laplace de l’intégration fractionnaire comme suit : 

 

ℒ{Iα  f(t)} = ℒ{Φα(t) ∗ f(t)} = ℒ{Φα(t)}ℒ{f(t)} = s
−α F(s)                                           (𝐼. 39) 
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I.4.2  Transformée de Laplace de la dérivation fractionnaire   

 

       Du fait de la non unicité de la définition de la dérivée non entière, l’expression de sa 

transformée de Laplace n’est pas unique et fait apparaître des différences dans la manière de 

prendre en compte les conditions initiales [3] [6] [8] [13]. 

       Les différentes définitions de la transformée de Laplace de la dérivation fractionnaires sont 

des généralisations de la transformée de Laplace de la dérivée nène  entière donnée par :  

 

                  ℒ{Dn f(t)} = sn F(s) −∑sk Dn−k−1 f(t)                                                             (𝐼. 40)

n−1

k=0

 

 

I.4.2.1    Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville 

 

       La formule (I.40) peut être généralisée au cas d’ordre  non entier α  au sens de Riemann-

Liouville comme suit : 

 

   ℒ{Dt
α f(t)} = sα F(s) −∑sk Dt

α−k−1 f(t)                                                                           (𝐼. 41)

n−1

k=0

 

Avec  

n − 1 < α < 𝑁 

 

I.4.2.2    Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo  

 

       De même, il a été démontré, de la formule (I.40), que la transformée de Laplace de la 

dérivation fractionnaire au sens de Caputo est définie par : 

      ℒ{Dt
α f(t)} = sα F(s) −∑sα−k−1 f (k)(0)                                                               (𝐼. 42)

n−1

k=0

 

I.4.2.3 Au sens de Grunwald- Letnikov : 

 

       La transformée de Laplace de la dérivé de Grünwald-Letnikov est donnée  par : 

                                    

                                                      ℒ{ Dt
α

0
GL } =  sα F(s)                                                              ( 𝐼. 43) 
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I.4.2.4 Remarques   

 

 L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-Liouville 

est qu'elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles à 

interpréter.  

 Les transformées de Laplace des dérivées d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville 

et Caputo sont équivalentes si et seulement si le système est au repos pour 𝑡 < 0. 

 La transformée de Laplace de Riemann Liouville est bien connue mais son applicabilité 

est limitée a cause de l’absence d’une interprétation physique des conditions initiales 

des dérivées fractionnaires. [20] 

 La résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire avec la transformée de 

Laplace se fait de la même manière qu'avec les équations différentielles d'ordre entier. 

L’outil informatique ne connait que des intégrateurs et des dérivateurs d’ordre entier. 

Alors les opérateurs d’ordre non entier nécessitent une approximation pour pouvoir les 

traiter dans les environnements programmable actuels. 

 

I.5   Représentation des systèmes d’ordre fractionnaire  

 

       Plusieurs représentations peuvent décrire un système entier (équation différentielle, 

équation de récurrence, représentation d’état, fonction de transfert…), le comportement d’un 

système d’ordre fractionnaire est le plus souvent décrit par des équations différentielles ou des 

fonctions de transfert contenant des opérateurs d’ordre fractionnaire. 

       Dans cette section nous présentons les trois modes existants de représentation des systèmes 

non entiers : [4]  

 Equation différentielle  

 Fonction de transfert 

 Représentation d’état 

 

1.5.1    Equation différentielle fractionnaire  

 

       Plusieurs systèmes dynamiques naturels ont un comportement qui peut être modélisé par 

des équations différentielles comprenant des dérivées d’ordre fractionnaire. Il est préférable 

d’utiliser la dérivation de Caputo, car aux conditions initiales, elle ne contient que des dérivées 
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d’ordre entier, et sa dérivée d’une constante est égale à 0. Ce qui conduit à une transformation 

de Laplace plus simple de (I.42). Un système mono-variable (SISO) peut être identifié par 

l’équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante : [12] [41] 

 

                    a0Y(t) +∑aiD
αiY

n

i=1

(t) = b0u(t) +∑bj

m

j=1

D
βju(t)                                                (𝐼. 44) 

                     

Où u(t) ∈ R et y(t) ∈ R désignent respectivement l’entrée et la sortie du système. 𝑎𝑖 ,𝑏𝑗 ∈  R 

  𝛼𝑖 , 𝛽𝑗 ∈  𝑅
+ , et les ordres de dérivation sont ordonnés pour des raisons évidentes 

d’identifiabilité :    

                  

0< 𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑛                               ,          0< 𝛽0 < 𝛽1 < ⋯ < 𝛽𝑚  

 

Comme dans le cas d’une équation différentielle à dérivées entières, les ordres de dérivation 

doivent vérifier la contrainte 𝛼𝑛 > 𝛽𝑚  pour que le système soit strictement propre.  

 

 Système d’ordre commensurable : 

 

       Un système d’ordre commensurable est décrit par une équation différentielle où, tous les 

ordres de dérivation sont multiples du même nombre réel 𝛼. C’est-à-dire :  

𝛼𝑘, 𝛽𝑘 = 𝑛 𝛼  avec  𝛼 ∈  ℛ+, 𝑒𝑡 𝑛 ∈  ℕ. Il est donc représenté par l’équation différentielle 

suivante : 

a0 Y(t) +∑aiD
iαY

n

i=1

(t) = b0u(t)∑bj

m

j=1

Dj αu(t)        

 

1.5.2    Fonction de transfert d’ordre fractionnaire   

 

       L’application de la transformée de Laplace à l’équation (I.44), en considérant les conditions 

initiales nulles, permet de déduire la fonction de transfert : 

 

                                      G(s) =
Y(s)

U(s)
=
b0 + ∑ bjs

βjm
j=1

a0 + ∑ ai
n
i=1 sαi

                                                             (𝐼. 45) 
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Où  𝑌(𝑠) 𝑒𝑡 𝑈(𝑠) sont, respectivement, les transformées de Laplace de 𝑦(𝑡) 𝑒𝑡 𝑢(𝑡).  

               Lorsque les ordres de dérivation 𝛼𝑖  𝑒𝑡 𝛽𝑗 sont quelconques le système est appelé 

système fractionnaire généralisé.  Dans le cas d’un système commensurable, cette fonction de 

Transfert s’écrit :  

 

                             G(s) =
Y(s)

U(s)
=
b0 + ∑ bj    s

jαm
j=1

a0 + ∑ ai 
n
i=1 siα

         ,0 < α < 1                                        (𝐼. 46) 

                   

       Par contre dans le cas général du système non entier multi variables, ayant 𝐿 entrées et 𝑄 

sorties, il est  décrit par un système d’équations différentielles d’ordre non entier, dont la matrice 

de fonction de transfert a pour expression : 

 

                                              G(s) = (

G11(s) ⋯ G1L(s)
⋮ ⋱ ⋮

GQ1(s) ⋯ GQL(s)
)                                                    (𝐼. 47) 

 

 

1.5.3  Représentation d’état  d’un système d’ordre fractionnaire 

 

    Comme dans le cas entier, une représentation d’état non entière comporte deux équations : 

 Une équation d’état non entière dans laquelle le vecteur d’état ne fait plus l’objet d’une 

dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre fractionnaire réel. 

 Une équation d’observation identique à celle des systèmes d’ordre entier.  

Elle est ainsi définie par le système d’équations : 

 

                             {
D(α)x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Y(t) = C x(t) + D u(t)
                                             (𝐼. 48) 

Où : 

                   D(α)(x) = [Da1x1, D
α2x2…D

αnxn]
T                                         (𝐼. 49) 

 

Dans lequel : 

 u : vecteur des entrées dimension (l × 1) ; 
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 𝑥 ∶ Vecteur d’état non entier de dimension (n × 1) ; 

 𝑦 ∶ Vecteur des sorties de dimension (q × 1) ; 

 𝛼 ∶ L’ordre de dérivation non entière ; 

 Les matrice A, B, C, E sont toutes à élément constants. 

 

Dans le cas des systèmes commensurables le modèle d’état non entière (I.48) devient : 

 

                                   {
Dαx(t) = A x(t) + B u(t)

y(t) = Cx(t) + E u(t)
                                             (𝐼. 50) 

Où : 

                                    Dα(x) = Dα[x1 , x2…xn]
T                                          (𝐼. 51) 

  

1.5.4  Commandabilité et observabilité des systèmes fractionnaires  

 

a)  Commandabilite 

       

           La définition de la Commandabilité  des systèmes fractionnaires est la même que celle  

des systèmes entiers. 

 Le système non entier d’ordre commensurable de l’équation (I.50) est Commandable si 

pour un temps donné 𝑡0  il existe  𝑡1 > 𝑡0 tel que, quelque soient deux états :  𝑥(𝑡0) =

𝑥0 et 𝑥(𝑡1) = 𝑥1 dans L’espace d’état, il existe une entrée de commande u(t), 𝑡 ∈ [𝑡0 𝑡1] 

qui permet de transférer l’état 𝑥(𝑡) de 𝑥0 à 𝑥1 en un temps fini 𝑡1. 

Le système non entier d’ordre commensurable est commandable si le rang de la matrice de 

Commandabilité soit égal à n. 

 

                                          𝒞 = [B AB A2B…An−1B]                                                                   (𝐼. 52)                                                          

           

                                                         rang(𝒞) = n                                                                              (𝐼. 53) 

 

 

 

b)  Observabilité 
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            De la même manière, la condition d’observabilité des systèmes d’ordre non entier 

commensurables est établie  en utilisant la définition d’observabilité des systèmes entiers, et est  

donnée par : 

 Les systèmes non entiers d’ordre commensurable de l’équation (I.50) sont observables 

pendant l’intervalle de temps [ 𝑡0 𝑡1 ], 𝑡1 > 0, si n’importe quel état 𝑥(𝑡0) peut être 

déduit à partir des observations de la sortie 𝑦(𝑡) et de l’entrée u(t) pendant un temps 

fini 𝑡 ∈ [𝑡0 𝑡1 ]. Dans ce cas aussi, la condition d’observabilité du système est  que le 

rang de la matrice d’observabilité soit égal à n. 

 

                                                              O = (

C
CA
CA2...

CAn−1

)                                                      (𝐼. 54)    

                                                                                 

                                                                     rang(O) = n                                                          (𝐼. 55)  

                                      

1.5.5   Stabilité des systèmes fractionnaires  

 

       La définition de stabilité au sens BIBO (Bounded Input, Bounded Output), dite aussi 

stabilité externe, est donnée par la définition suivante : [41] 

 Un système est dit BIBO stable si et seulement si, à une entrée bornée, correspond une 

sortie bornée. 

 Dans le cas des systèmes entiers, la condition de stabilité est que l’équation 

caractéristique du système n’admet aucune racine à partie réelle positive. Par contre les 

systèmes fractionnaires ou d’ordre non entier peuvent avoir des racines dans la moitie 

droite du plan complexe et être stable. 

 

     Il n’y a en ce moment aucune technique polynomiale pour analyser la stabilité des systèmes 

d’ordre fractionnaire, telles que le critère de Routh-Hurwitz pour les systèmes d’ordre entier. 

Jusqu’à maintenant le seul moyen connu, est l’application du principe basé sur les conditions 

sur l’argument.  

     Un système d’ordre commensurable ayant pour polynôme caractéristique ∆(𝑝)  de (I.52): 

avec  
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                                   ∆(𝑝) = 𝑎𝑛 𝑝
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑝

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1 𝑝
1 + 𝑎0                                               (𝐼. 56) 

 

Est stable si et seulement si :  

                                                             |𝐴𝑟𝑔(𝑝𝑖)|  ≥  𝛼 
𝜋

2
,   ∀ 𝑖                                            (𝐼. 57) 

 

     Avec 𝑝𝑖 la 𝑖è𝑚𝑒 racine de ∆(𝑝). Cette condition définit la région (domaine) de stabilité d’un 

système d’ordre fractionnaire, dans le plan complexe 𝑆, représentée dans  la figure (1 .1) 

suivante : 

 

 

Figure I.1 : Domaine de stabilité des systèmes d'ordre fractionnaire dans le plan complexe 

 

I.6   Conclusion  

 

       Ce chapitre  est une introduction aux notions fondamentales de la théorie du calcul d’ordre 

fractionnaire. Nous y répertorions quelques notions nécessaires pour la compréhension  de notre 

travail.  

       Commençant par les différentes définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, leurs 

propriétés, et  leurs transformées de Laplace. 

       A la fin de ce chapitre nous avons abordé les différents modèles de représentation des systèmes 

fractionnaires et leurs propriétés (stabilité, Commandabilité et observabilité).   



 

Chapitre 2  
 

 

 

 

 

 

 

 

Méthodes 

d’Approximation des 

Systèmes d’Ordre 

Fractionnaire 
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II. 1  Introduction :  

 

       Un grand intérêt a été porté aux systèmes d’ordre fractionnaire, dans les dernières 

décennies, à cause des nombreuses applications dans les sciences appliquées et  l’ingénierie 

[17].    

       A cause  de leur représentation par des fonctions irrationnelles, les opérateurs d’ordre 

fractionnaires ont été marginalisés dans l’étude des systèmes. Ce n’est que dans les 20 dernières  

années que des travaux de recherche intensifs ont permis l’application pratique des opérateurs 

d’ordre fractionnaire dans le domaine du génie électrique [18]. 

        L’étude et la simulation des systèmes d’ordre entier s’effectuent sur des logiciels. Or ces 

derniers ne sont pas destinés aux simulations des systèmes d’ordre non entier. Donc si on veut 

faire une simulation ou une implémentation de correcteur, des systèmes d’ordre fractionnaire 

une approximation est  nécessaire [11].  

       On a plusieurs schémas d’approximation qui sont proposés, on en distingue deux types 

principaux, des méthodes d’approximation discrètes (numériques) et des méthodes continues 

(analogiques). Dans le domaine 𝑠 (dans le domaine fréquentiel), l’approximation est dite  

continue.   Dans le domaine 𝑧 (dans le domaine de temps), on parle d’approximation discrète. 

[6].   

       Beaucoup de travaux on été fait pour l’approximation numérique des opérateurs 

fractionnaires par des fonctions rationnelles.  Il y a deux techniques d’approximations : directes 

et indirectes. Les méthodes directes sont basées sur le développement en séries de puissance 

dans le domaine discret des opérateurs fractionnaires (Euler, Tustin, Al Alaoui). Les méthodes 

indirectes, requièrent deux étapes. En premier, une approximation fréquentielle est faite sur 

l’opérateur fractionnaire, la deuxième étape étant l’utilisation d’une des méthodes de passage 

du domaine analogique au discret. [17][12][20] . Parmi lesquelles on site :[20][21] 

 Intégration numérique et développement en série de puissances (PSE) 

 Méthode CFE (Continuous Fonction Expansion) 

       Il existe plusieurs techniques d’approximation analogique des opérateurs d’ordre 

fractionnaire par des fonctions rationnelles. Elles se basent sur l’approximation des opérateurs 

d’ordre fractionnaires par un transfert dans  les pôles et les zéros sont liés par une équation de 

récurrence. L’approximation est faite en 3 étapes : [6] 
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 Approximation de l’opérateur non entier sur une bande de fréquences finie [𝑊𝐴   𝑊𝐵] 

 Approximation du modèle non entier obtenu par un modèle entier 

 Calcul du modèle global et de la sortie. 

     Il est généralement préférable d’utiliser les approximations d’opérateurs d’ordre 

fractionnaire par des fonctions rationnelles, car, dans le but d’une interpolation ou d’évaluation, 

les fonctions rationnelles sont supérieures aux polynômes. Et à cause de leur capacité de 

modeler des fonctions par des zéros et des pôles, elles convergent plus rapidement que 

l’expansion en série de puissance. [21][22] 

On peut citer parmi ces méthodes : [12][17][20][21][22] 

 Méthode d’approximation par CFE (Continuous Fonction Expansion) 

 Méthode de Carlson  

 Méthode de Matsuda  

 Méthode d’Oustaloup 

 Méthode de Charef  

Dans la littérature les méthodes d’Oustaloup et de Charef sont les plus répondues, c’est 

pourquoi nous allons les détailler dans ce chapitre. 

     Ce présent chapitre, dans le but de permettre l’étude et la simulation des systèmes d’ordre 

fractionnaires, va traiter des différentes méthodes d’approximation des systèmes d’ordre 

fractionnaire en fonctions rationnelles (discrètes : brièvement et continues avec détails sur les 

méthodes d’Oustaloup et de Charef). Mais d’abord nous allons commencer par présenter 

quelques notions de base sur les opérateurs d’ordre fractionnaire. 
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II. 2   Opérateurs d’ordre fractionnaire :   

 

        On peut distinguer deux types  d’opérateurs d’ordre fractionnaires : opérateurs analogiques 

et opérateurs numériques. Ces opérateurs sont  des généralisations des opérateurs classiques 

d’ordre entier, ce qui leur donne une plus grande flexibilité dans la modélisation des systèmes 

physiques [17]. 

II.2.1 Opérateurs d’ordre fractionnaires analogiques :  

 

       L’intégrateur et dérivateur non entiers analogiques sont, respectivement, représentés par 

les fonctions irrationnelles  suivantes : [17][23] [24] 

                                                        𝐺𝐼(𝑠) =  
1

𝑠𝑚
                                                                     (𝐼𝐼. 1)    

                                                           𝐺𝐷(𝑠) = 𝑠
𝑚                                                                       (𝐼𝐼. 2)   

Avec  

0 < 𝑚 < 1                        

Où :   𝑠 = 𝑗𝜔 est la fréquence complexe et 𝑚 un nombre fractionnaire positif. 

 

II.2.2  Opérateurs d’ordre fractionnaire numériques : 

 

       L’intégrateur et dérivateur non entiers numériques sont, respectivement, représentés par les 

fonctions irrationnelles  suivantes : [17] 

                                                               𝐺𝑅(𝑧) =  𝑧
−𝑚                                                                  (𝐼𝐼. 3) 

                                                               𝐺𝐴 (𝑧)  = 𝑧
𝑚                                                                 (𝐼𝐼. 4) 

Avec  

0 < 𝑚 < 1               
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Remarque :  

        Les opérateurs d’ordre fractionnaires numériques, intégrateur et dérivateur, sont appelés, 

respectivement, opérateur d’avance et opérateur  de retard. 

 

II.3   Approximation des systèmes d’ordre fractionnaire : 

 

       Dans la littérature, il existe beaucoup de méthodes d’approximation des systèmes d’ordre 

non entier. Elles se partagent en deux classes principales : les méthodes du domaine fréquentiel 

(approximations analogiques), et les méthodes du domaine temporel (approximations 

numériques). 

 

II .3.1  Approximation numérique des systèmes d’ordre fractionnaire :  

 

      La difficulté majeure des systèmes d’ordre fractionnaires est la simulation dans le domaine 

temporel car l’expression analytique de la sortie est difficile à implémenter, ce qui nécessite 

donc une approximation. Il y a trois types de méthodes d’approximation numérique : 

[6][20][21][25][27]. 

 Par calcul de l’expression analytique de la sortie du système 

 Par approximation du modèle non entier par un modèle rationnel discret  

 Par approximation du modèle non entier par un modèle rationnel continu puis la 

discrétisation de ce dernier. 

 

II.3.1.1  Approximation par calcul de l’expression analytique :   

 

     Détaillée dans [6], [25] et [27], la méthode consiste à calculer la sortie du système d’ordre 

fractionnaire à partir de sa représentation modale qui est donnée par la fonction suivante : 

                                       𝐻(𝑠) =  ∑
𝐴𝑙

𝑠𝑛 − 𝜆𝑙
                                                                  

𝐿

𝑙=1

(𝐼𝐼. 5) 
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Où 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿  est la multiplicité de la  valeur propre 𝜆𝑙 

La sortie est donnée par la formule suivante : 

  

                            𝑦(𝑡) =  ℒ−1  {
𝐴𝑙

𝑠𝑛 − 𝜆𝑙
}  ∗   𝑢(𝑡) = ℎ𝑙(𝑡) ∗  𝑢(𝑡)                             (𝐼𝐼. 6) 

 

          L’expression analytique de la sortie n’est pas simple, puisqu’elle exige le calcul d’une 

intégrale compliquée. De plus, elle dépend de la précision utilisée dans le calcul du produit de 

convolution de l’entrée et  ℎ𝑙(𝑡). 

 

II.3.1.2  Approximation par un modèle rationnel discret : 

 

      Le principe de cette méthode est de remplacer 𝑠 , dans le modèle non entier, par son 

équivalent discret 𝑤 (𝑧−1). Cette opération donne la fonction de transfert discrète suivante :  

 

                              𝐻(𝑧) =
𝑏1(𝑤(𝑧

−1))
𝑛𝑏1

+ …+ 𝑏𝑗(𝑤(𝑧
−1))

𝑛𝑏𝑗

(𝑤(𝑧−1))
𝑛𝑎1

+ … + 𝑎𝐿  (𝑤(𝑧−1))
𝑛𝑎𝐿
                                    (𝐼𝐼. 7) 

 

Où 𝑤(𝑧−1), peut être calculé de plusieurs méthodes. Parmi lesquelles on peut citer : Euler, 

Tustin, Simpson, et Al Alaoui : 

i. Euler (Grunwald) : 

            𝑠𝑛 = (
1

𝑇
 (1 − 𝑧−1))

𝑛

= 
1

𝑇𝑛
 (1 − 𝑛 𝑧−1 + 

𝑛(𝑛 − 1)

2
 𝑧−2 + … )                         (𝐼𝐼. 8) 
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ii. Tustin : 

          𝑠𝑛 = (
2

𝑇
 
1 − 𝑧−1

1 + 𝑧−1
)

𝑛

= (
2

𝑇
)
𝑛

 (1 − 2 𝑛 𝑧−1 +  2 𝑛2 𝑧−2 + … )                                  (𝐼𝐼. 9) 

iii. Simpson :  

𝑠𝑛 = (
3

𝑇
 
(1 − 𝑧−1)(1 + 𝑧−1)

1 + 4𝑧−1 + 𝑧−2
)

𝑛

= (
3

𝑇
)
𝑛

(1 − 4 𝑛 𝑧−1 +  2𝑛(4𝑛 + 3)𝑧−2 +⋯)       (𝐼𝐼. 10) 

iv. Al Alaoui : 

𝑠𝑛 = (
8

7𝑇
 
1 − 𝑧−1

1 + 𝑧−1

7

)

𝑛

=  (
8

7𝑇
)
𝑛

(1 −
8

7
 𝑛 𝑧−1 + (−

24

49
 𝑛 + 

32

49
𝑛2 ) 𝑧−2 +⋯)

𝑛

     (𝐼𝐼. 11) 

   

     L’inconvénient de ces méthodes est que l’ordre du modèle entier obtenu est élevé, et cela 

rend la simulation à temps réel dure à obtenir. 

 

II.3.1.3  Approximation en utilisant un modèle entier continu : 

 

       Dans ces méthodes la sortie du système non entier est calculée en utilisant un modèle entier 

équivalent. Le modèle entier est trouvé en utilisant des méthodes d’approximation continues 

des opérateurs fractionnaires par des modèles rationnels. Généralement l’analyse du modèle 

fractionnaire se fait dans une plage de fréquences limitée, donc le modèle d’ordre entier continu 

trouvé doit avoir la même dynamique dans la bande de fréquences. L’approximation du système 

se calcule en trois étapes :  

 L’opérateur fractionnaire est représenté par un modèle non entier dans une plage de 

fréquences limitée [𝑤𝐴  𝑤𝐵]. 

 Le modèle obtenu est alors approximé par un modèle entier continu en utilisant une des 

méthodes qui seront détaillées plus tard dans ce chapitre. 

 Par des méthodes de discrétisation classiques, le modèle entier obtenu sera discrétisé et 

de là sa sortie pourra être calculée. 
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  II.3.2.  Approximation analogique des systèmes d’ordre fractionnaire :  

 

          Dans le but de réaliser et implémenter des correcteurs ou simuler des systèmes d’ordre 

non entier, les fonctions de transfert d’ordre fractionnaire doivent être remplacées par des 

modèles entiers, avec un comportement identiques à celui des fonctions fractionnaires et plus 

faciles à manipuler. Il existe plusieurs méthodes d’approximation qui utilisent des approches 

différentes, utilisant l’expansion de fonction continues (CFE : fonction utilisée pour 

l’évaluation de fonctions et converge plus rapidement), et des méthodes d’ajustement de 

courbes.  [21] 

      Dans la section qui suit, nous allons présenter brièvement le principe de certaines de ces 

méthodes, dont les méthodes de Charef et Oustaloup qui seront détaillées car elles sont les plus 

utilisées dans la littérature et les plus élaborées. [18][19][20][21][26]. 

 

II.3.2.1 Méthodes d’approximation en utilisant l’expansion des fonctions continues : 

 

     La méthode générale d’approximation de l’opérateur intégrateur  fractionnaire 𝐺𝐼(𝑠) =  
1

𝑠𝑚
 

en utilisant la CFE, est  donnée par les  fonctions suivantes :  

 

                                                      𝐺ℎ(𝑠) =  
1

(1 + 𝑇𝑠)𝑚
                                                                 (𝐼𝐼. 12) 

                                                      𝐺𝑙(𝑠) = (1 + 
1

𝑠
)
𝑚

                                                                 (𝐼𝐼. 13) 

 

Où 𝐺ℎ(𝑠) est l’approximation en hautes fréquences, et  𝐺𝑙(𝑠) est l’approximation en basses 

fréquences. 
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II.3.2.2  Méthode de Carlson : 

 

       La méthode est dérivée du processus régulier de Newton utilisé pour l’approximation 

itérative d’ordre 𝛼. La méthode se base sur la relation suivante : 

 

                                 (𝐻(𝑠)1/𝛼 −  𝐺(𝑠)) = 0  ⇒   𝐻(𝑠) = (𝐺(𝑠))
𝛼
                                 (𝐼𝐼. 14)  

 

En posant 𝛼 =
1

𝑞
 et 𝑚 =

𝑞

2
 dans chaque itération, à partir de 𝐻0(𝑠) = 1 comme valeur initiale, 

l’approximation est obtenue par la formule suivante : 

              𝐻𝑖(𝑠) = 𝐻𝑖−1(𝑠) 
(𝑞 −𝑚)(𝐻𝑖−1(𝑠))

2
+ (𝑞 + 𝑚)𝐺(𝑠)

(𝑞 +𝑚)(𝐻𝑖−1(𝑠))
2
+ (𝑞 −𝑚)𝐺(𝑠) 

                     (𝐼𝐼. 15) 

 

II.3.2.3   Méthode de Matsuda : 

 

        Proposée dans [33], cette  méthode est basée sur l’approximation d’une fonction 

irrationnelle par une fonction rationnelle obtenue par la CFE, et l’ajustement de la fonction 

d’origine dans un ensemble de points logarithmiques espacés. En prenant les points 𝑠𝑘 avec 

𝑘 = 1, 2, …. L’approximation prend la forme suivante : 

 

                             𝐻(𝑠) = 𝑎0(𝑠) +
𝑠 − 𝑠0

𝑎1 +
𝑠 − 𝑠1

𝑎2 +
𝑠 − 𝑠2
𝑎3 +⋯

                                       (𝐼𝐼. 16) 

 

Avec 

𝑎𝑖 = 𝑣𝑖(𝑠𝑖)           𝑣0(𝑠) =  𝐻(𝑠)          𝑣𝑖+𝑖(𝑠)  =  
𝑠−𝑠𝑖

𝑣𝑖(𝑠)− 𝑎𝑖 
                                                 (𝐼𝐼. 17) 
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II.3.2.4   Méthodes utilisant l’ajustement de courbes ou les techniques d’identification :  

     

        C’est les méthodes les plus utilisées, et on  va exposer dans ce qui suit les méthodes de 

Charef, appelée aussi méthode de la fonction de singularité, et la méthode d’Oustaloup. 

 

II.3.2.4.1.   Méthode de Charef : fonction de singularité :  

 

       La méthode de Charef a été élaborée pour l’approximation des opérateurs fractionnaires 

(intégrateur et dérivateur) par des fonctions rationnelles, dans le but de les implémenter en 

correcteurs 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇.  

     Le principe de cette  méthode est que, pour une bande de fréquences donnée, l’opérateur est 

approximé par une fonction PPF : Pôle a Puissance Fractionnaire  (FPP : Fractional Power Pole) 

, cette dernière est ensuite, approximée par une fonction rationnelle en utilisant la méthode 

d’approximation de Charef des systèmes à un seul ordre fractionnaire, et celle des systèmes à 

ordres fractionnaires multiples. 

     Mais avant d’exposer les méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire, 

on présente la méthode d’approximation des systèmes non entiers [18][19]. 

 

II.3.2.4.1.1  Approximation des systèmes du 1er ordre fractionnaire :   

 

        Dans le domaine fréquentiel, un système du 1er ordre fractionnaire (single fractal system) 

peut être modélisé par la fonction de transfert PPF suivante :  

 

                                                    𝐻(𝑠) =  
1

(1 +
𝑠
𝑃𝑇
)
𝑚                                                          (𝐼𝐼. 18)  

 

Où   1/ 𝑃𝑇 est la constante de temps, et 0 < 𝑚 < 1 est l’ordre non entier 
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       Dans le diagramme de Bode de 𝐻(𝑠)  la ligne avec une pente de −20𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 est 

approximée par  un nombre de zig zag interconnectés, avec des pentes alternées entre 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 

et −20 𝑑𝑏/𝑑𝑒𝑐 comme le montre la figure (II.1). Les propriétés en hautes et basses fréquences, 

de la fonction de transfert du modèle du 1er ordre fractionnaire, montrent que les première et 

dernière singularités de l’approximation doivent être des pôles. On peut donc réécrire (II.18) 

comme suit : 

 

                               𝐻(𝑠) =
1

(1 +
𝑠
𝑃𝑇
)
𝑚 = lim

𝑁→∞

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑝𝑖
)𝑁

𝑖=0

                               (𝐼𝐼. 19) 

Avec 𝑁 + 1 est le nombre total de singularités qui est déterminé par la bande de fréquences du 

système. 

Pour une bande de fréquences finie, le nombre de singularités sera fini. La formule (II.19) peut 

être écrite comme suit : 

                               𝐻(𝑠) =
1

(1 +
𝑠
𝑃𝑇
)
𝑚  ≈   

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑝𝑖
)𝑁

𝑖=0

                                       (𝐼𝐼. 20) 

 Mod (dB) 

                             𝑃𝑇          𝑃0            𝑧0               𝑃1          𝑧1               𝑃2          𝑧2       fréquence  

                 

      −3 𝑚 𝑑𝐵               

 

 

 

                                 −20 𝑚 𝑑𝐵/ 𝑑𝑒𝑐  

 

 

Figure II 1 : Diagramme de Bode du modèle avec une pente de -20 m dB/ dec et son 

approximation par des zig zag à -20 dB/dec et 0 dB/dec 
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       En supposant que l’erreur entre le zig zag et la ligne désirée soit 𝑦  (𝑑𝐵) (Figure (II.2)), 

alors les pôles et les zéros  de la fonction de singularités peuvent être trouvés comme suit : 

Le premier pôle :                   𝑃0 = 𝑃𝑇  10
[
𝑦

20𝑚
]
 

Le premier zéro :                   𝑧0 = 𝑃0 10
[

𝑦

10(1−𝑚)
]
 

Le deuxième pôle :                𝑃1 = 𝑧0 10
[
𝑦

10𝑚
]
 

Le deuxième zéro :                𝑧1 = 𝑃1 10
[

𝑦

10(1−𝑚)
]
 

           ⋮                                             ⋮ 

Le 𝑁𝑒𝑚𝑒  zéro :                      𝑧𝑁−1 = 𝑃𝑁−1 10
[

𝑦

10(1−𝑚)
]
 

Le (𝑁 + 1)𝑒𝑚𝑒 pôle :           𝑃𝑁 = 𝑧𝑁−110
[
𝑦

10𝑚
]
  

 

Où 𝑃𝑇 est la fréquence correspondant à −3𝑚 𝑑𝐵 comme dans la figure (II.1), 𝑃0 est la première 

singularité qui est déterminée par 𝑦 (𝑑𝐵) et 𝑃𝑁 est la dernière singularité, déterminée par 𝑁.     

                                                                                                                                     fréquences 

                                                 𝑃𝑇                 𝑃0            𝑧0                                          𝑃1 

 

                                                                𝑦(𝑑𝐵) 

      −20 𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐                                                                                        −20 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 

 

                                                               𝑦(𝑑𝐵)                𝑦(𝑑𝐵) 

  

 

                                                                                           𝑦(𝑑𝐵) 

                                                                                              

                                    0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 

Figure II. 2 : Choix des singularités pour l'approximation en maintenant un écart y(dB) 

constant entre la ligne à -20m dB/dec et les lignes zig zag 

Posons :   
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                                           𝑎 = 10[𝑦/10(1−𝑚]                                        (𝐼𝐼. 21) 

                                            𝑏 = 10[𝑦/10𝑚]                                              (𝐼𝐼. 22)  

𝑎 et 𝑏 sont appelés les rapports de position.  

Alors  

                                   𝑎𝑏 = 10[𝑦/10𝑚(1−𝑚]                                             (𝐼𝐼. 23) 

         De là on peut déduire les valeurs des pôles et des zéros de la fonction de singularité, qui 

sont définis par les relations suivantes :  

                                                   𝑃𝑖 = (𝑎𝑏)
𝑖 𝑃0                                                    (𝐼𝐼. 24)         

                                          𝑧𝑖 = (𝑎𝑏)𝑖 𝑎 𝑃0                                                 (11.25) 

Pour  𝑖 = 1, 2, 3, … 

Donc la fonction rationnelle approximée s’écrit sous la forme : 

 

  𝐻(𝑠) =
1

(1 +
𝑠
𝑃𝑇
)
𝑚  ≈   

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑝𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

=

∏ (1 +
𝑠

(𝑎𝑏)𝑖𝑎 𝑃0
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠

(𝑎𝑏)𝑖 𝑃0
)𝑁−1

𝑖=0

                           (𝐼𝐼. 26) 

 

Avec : [19] 

                                            𝑁 =   𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟 (
log (

𝜔𝑚𝑎𝑥
𝑃0

)

log(𝑎𝑏)
) + 1                                         (𝐼𝐼. 27)  

 

Où 𝜔𝑚𝑎𝑥 est la fréquence maximum de la bande de fréquences de travail spécifiée, et les deux 

derniers pôles doivent satisfaire la condition suivante : 

𝑃𝑁−1 < 𝜔𝑚𝑎𝑥 < 𝑃𝑁 

 

II.3.2.4.1.2  Approximation des systèmes à ordres fractionnaires multiples : 
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      Un système à ordres fractionnaires multiples (multiple-fractal system), peut être modélisé 

dans le domaine fréquentiel par la PPF multiple comme suit  [19] : 

 

                                            𝐻(𝑠) =  
1

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝑇𝑖
)
𝑚𝑖 

𝑝
𝑖=1

                                                    (𝐼𝐼. 28)   

 

Où  𝑃𝑇𝑖 < 𝑃𝑇𝑖+1    et     0 < 𝑚𝑖 < 1  pour  𝑖 = 1, 2, … . . , 𝑝  sont les fréquences de coupure. 

       

       Comme  pour le système du 1er ordre fractal, chaque section du système multiple peut être 

approximée par un nombre de singularités. Donc la fonction (II.28) peut être approximée 

comme suit : 

       𝐻(𝑠) =  

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖1
)
 

𝑁1
𝑖1=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝑖1
)
  

𝑁1
𝑖1=0

  

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖2
)
 

𝑁2
𝑖2=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝑖2
)
  

𝑁2
𝑖2=0

   ⋯   

∏ (1 +
𝑠
𝑧𝑖𝑝
)

 
𝑁𝑝
𝑖𝑝=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝑖𝑝
)

  
𝑁𝑝
𝑖𝑝=0

                       (𝐼𝐼. 29) 

    

       Les singularités sont choisies de telle sorte à avoir une alternance entre les pôles et les 

zéros, pour assurer que les résidus soient réels et positifs. On commence par choisir les pôles 

pour chaque section. 

 

                                 𝑃𝑛 = (𝑎𝑏)𝑛 𝑃0 ,             𝑛 = 1, 2, … ,𝑀                                       (𝐼𝐼. 30) 

𝑀 = 𝑁1 + 𝑁2 +⋯+𝑁𝑃 + (𝑝 − 1) 

    

    Les zéros sont choisis en fonction des deux pôles qui leur seront adjacents. En effet, puisque 

le processus débute par un pôle 𝑃0, chaque section doit se terminer par un zéro pour que la 

section lui succédant débute par un pôle. Les zéros sont donc générés par les fonctions 

suivantes :  
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1ère section :                  𝑧𝑖1 = (𝑎𝑏)𝑖1  𝑎1𝑃0   ,                                        𝑖1 = 0, 1, 2, … , 𝑁1  

2ème section :                 𝑧𝑖2 = (𝑎𝑏)(𝑁1+1+𝑖2) 𝑎2 𝑃0   ,                          𝑖2 = 0, 1, 2, … , 𝑁2   

                                                    ⋮  

Pème section :     𝑧𝑖2 = (𝑎𝑏)(𝑁1+𝑁2+….+𝑁𝑝−1+(𝑝+1)+𝑖𝑝) 𝑎𝑝 𝑃0   ,          𝑖𝑝 = 0, 1, 2, … ,𝑁𝑝 

 

Où 𝑁1, 𝑁2, …… ,𝑁𝑝 sont déterminés de la même façon que pour le système du 1er ordre 

fractionnaire, c’est-à-dire, en fixant la bande de fréquences  et l’écart 𝑦 (𝑑𝐵) désiré. Et avec 

(𝑎𝑏) constant pour tout le système. On aura donc l’approximation du système suivante : 

 

                                              𝐻(𝑠) ≈  ∑
𝑘𝑛

(1 + 
𝑠

(𝑎𝑏)𝑛 𝑃0
)

𝑀

𝑛=0

                                              (𝐼𝐼. 31) 

Avec  

𝑘𝑛 =
∏ [1−

(𝑎𝑏)𝑛−𝑖1

𝑎1
]

𝑁1
𝑖1=0

 ∏ [1−
(𝑎𝑏)𝑛−(𝑁1+1+𝑖2)

𝑎2
]2

𝑖2=0
… ∏ [1−

(𝑎𝑏)
𝑛−(𝑁1+⋯+𝑁𝑝−1+(𝑝−1)+𝑖𝑝)

𝑎𝑝
]

𝑁𝑝+1
𝑖𝑝=0

 

∏ [1−(𝑎𝑏)𝑛−1]𝑀
𝑖=0

  

 

II.3.2.4.1.3   Approximation de  l’intégrateur d’ordre fractionnaire : 

 

        Cette méthode est efficace et facile à utiliser dont le but est d’approximer par une fonction 

rationnelle l’intégrateur non entier. Dans un premier lieu, l’opérateur est modélisé par une 

fonction PPF dans une bande de fréquence d’utilité pratique. Ensuite, cette dernière est 

approximée par une fonction rationnelle en utilisant la méthode de Charef exposée dans la 

section précédente. Donc avec cette méthode on peut atteindre n’importe quelle précision 

désirée sur n’importe quelle bande de fréquences [18]. 

       Pour une bande de fréquences d’utilité pratique donnée [𝜔𝑙   𝜔ℎ], l’opérateur intégrateur 

présenté par la formule (II.1) peur être modélisé par la fonction de transfert PPF suivante : [18] 
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                                              𝐺(𝑠) =  
𝐾𝐼

(1 + (
𝑠
𝜔𝑐
))

𝑚                                                          (𝐼𝐼. 32) 

 

En supposant que  𝜔 ∈ [𝜔𝑙   𝜔ℎ] , on a  𝜔 ≫ 𝜔𝑐 , alors :  

 

                                    𝐺(𝑠) =  
𝐾𝐼

(
𝑠
𝜔𝑐
)
𝑚  =    

𝐾𝐼 𝜔𝑐
𝑚

𝑠𝑚
  =   

1

𝑠𝑚
= 𝐺𝐼(𝑠)                              (𝐼𝐼. 33) 

 

        Avec  𝐾𝐼 = 
1

𝜔𝑐
𝑚  et  𝜔𝑐 est la fréquence de coupure obtenue dans le diagramme de Bode à 

−3 𝑚 𝑑𝐵 qui est calculée par : 𝜔𝑐 = 𝜔𝑙√10[𝜀/10𝑚] − 1, où 𝜀 est l’erreur maximale permise 

entre les pentes de l’intégrateur d’ordre fractionnaire (II.1) et sa fonction  PPF (II.32) dans une 

bande fréquences donnée. 

       Pour représenter la fonction (II.32) par un modèle temps-invariant, on va l’approximer par 

la méthode de la fonction de singularité vue dans la section précédente  (II.3.2.4.1.1 ). La 

méthode consiste en l’approximation de la pente à −20𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐, dans le diagramme de Bode, 

par une alternance de pentes à −20 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐. Cette dernière correspond à une 

alternance de pôles et de zéros sur l’axe réel négatif du plan complexe 𝑆. 

𝑃0 < 𝑧0 < 𝑃1 < 𝑧1 < ⋯ < 𝑧𝑁−1 < 𝑃𝑁 

On obtient l’approximation suivante :  

                          𝐺(𝑠) =  
𝐾𝐼

(1 + (
𝑠
𝜔𝑐
))

𝑚  ≅ 𝐾𝐼  
∏ (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 + 
𝑠
𝑃𝑖
)𝑁

𝑖=0

                                 (𝐼𝐼. 34) 

Obtenue en choisissant  𝑦 et  𝜔𝑚𝑎𝑥, qui peut être fixée à 100 𝜔ℎ, et avec 

𝑃0 = 𝜔𝑐 10
𝑦/20𝑚 𝑒𝑡         𝑧0 = 𝑎 𝑃0 

𝑎, 𝑏 et 𝑁 restent les mêmes que dans (II.21), (II.22)  et (II.27) respectivement. 
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         Nous avons vu que les pôles et les zéros 𝑃𝑖 et 𝑧𝑖 peuvent être écrits comme dans (II.24) et 

(II.25), respectivement. De là, on peut déduire l’approximation de l’intégrateur non entier dans 

une bande de fréquences donnée. 

 

                         𝐺𝐼(𝑠) =  
𝐾𝐼

(1 + (
𝑠
𝜔𝑐
))

𝑚  ≅ 𝐾𝐼  

∏ (1 +
𝑠

𝑧0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 + 
𝑠

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁

𝑖=0

                                     (𝐼𝐼. 35) 

 

Pour voir la contribution de chaque pôle, on décompose la fonction (II.35) en somme de 

fractions simples (ou résidus). On obtient :  

 

                        𝐺𝐼(𝑠) =  𝐾𝐼  

∏ (1 +
𝑠

𝑧0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁−1

𝑖=0

∏ (1 + 
𝑠

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁

𝑖=0

=  ∑
ℎ𝑖

(1 + 
𝑠

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖
)

𝑁

𝑖=0

                        (𝐼𝐼. 36)  

Avec  

                                            ℎ𝑖 = 𝐾𝐼   
∏ (1 −

(𝑎𝑏)𝑖−𝑗

𝑎 )𝑁−1
𝑗=0

∏ (1 − (𝑎𝑏)𝑖−𝑗)𝑁
𝑗=0,𝑗≠1

                                               (𝐼𝐼. 37) 

 

II.3.2.4.1.4   Approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire : 

 

        Dans le but d’implanter des correcteurs d’ordre fractionnaire, la méthode d’approximation 

de l’intégrateur a été étendue au dérivateur d’ordre fractionnaire, et de même la PPF a été 

étendue à la ZPF : Zéro à Puissance Fractionnaire ( FPZ : Fractional Power Zero). 

        Pour une bande de fréquences d’utilité pratique donnée, le dérivateur d’ordre fractionnaire 

donné dans (II.2), peut être modélisé par la fonction ZPF suivante : [18] 

 

                                                𝐺(𝑠) = 𝐾𝐷 (1 +
𝑠

𝜔𝑐
)
𝑚

                                                        (𝐼𝐼. 38)  
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En supposant que  𝜔 ∈ [𝜔𝑙   𝜔ℎ] , on a  𝜔 ≫ 𝜔𝑐 , alors : 

 

                    𝐺(𝑠) = 𝐾𝐷 ( 
𝑠

𝜔𝑐
 )
𝑚

 =    
𝐾𝐷 𝑠

𝑚 

𝜔𝑐
𝑚   =   𝑠𝑚 = 𝐺𝐷(𝑠)                                    (𝐼𝐼. 39) 

 

             Avec 𝐾𝐷 = 𝜔𝑐  et  𝜔𝑐 est la fréquence de coupure obtenue dans le diagramme de Bode 

à −3 𝑚 𝑑𝐵 qui est calculée par : 𝜔𝑐 = 𝜔𝑙√10[𝜀/10𝑚] − 1 , où 𝜀 est l’erreur maximale permise 

entre les pentes du dérivateur  d’ordre fractionnaire (II.2) et sa fonction  ZPF (II.38) dans une 

bande fréquences donnée. 

 

           Pour représenter la fonction (II.38) par un modèle temps-invariant, on va l’approximer 

par la méthode des singularités  vue précédemment. Elle consiste dans ce cas, en 

l’approximation de la pente à 20 𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 du diagramme de Bode de la ZPF, par une 

succession de pentes à 20 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 et 0 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐. Elles correspondent à une alternance de zéros 

et de pôles sur l’axe réel négatif du plan complexe 𝑆. Comme suit  

𝑧0 < 𝑃0 < 𝑧1 < 𝑃1 < ⋯ < 𝑧𝑁 < 𝑃𝑁 

On obtient l’approximation suivante : 

                                  𝐺(𝑠) = 𝐾𝐷 (1 +
𝑠

𝜔𝑐
)
𝑚

= 𝐾𝐷  
∏ (1 +

𝑠
𝑧𝑖
)𝑁

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠
𝑃𝑖
)𝑁

𝑖=0

                                  (𝐼𝐼. 40) 

          De même que pour l’intégrateur d’ordre fractionnaire, les zéros et les pôles de 

l’approximation sont en progression géométrique. En spécifiant 𝑦 et 𝜔𝑚𝑎𝑥 , peut être fixée à 

100 𝜔ℎ. On détermine les paramètres suivants : 

𝑧0 = 𝜔𝑐 10
(𝑦/20𝑚)    𝑒𝑡      𝑃0 = 𝑎 𝑧0 

𝑎, 𝑏 et 𝑁 restent les mêmes que dans (II.21), (II.22)  et (II.27) respectivement.         

          En remplaçant 𝑃𝑖  𝑒𝑡  𝑧𝑖 par leurs formules respectives, (II.24) et (II.25), on obtient 

l’approximation suivante :   
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           𝐺𝐷(𝑠) = 𝑠
𝑚 = 𝐾𝐷 (1 +

𝑠

𝜔𝑐
)
𝑚

≅ 𝐾𝐷  

∏ (1 +
𝑠

𝑧0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁

𝑖=0

∏ (1 +
𝑠

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖
)𝑁

𝑖=0

                          (𝐼𝐼. 41) 

 

Le calcul des résidus de la fonction (II.41), donne la formule suivante :  

 

                                        𝐺𝐷(𝑠) = 𝐺0 +∑
𝑘𝑖𝑠

(1 + 
𝑠

(𝑎𝑏)𝑖𝑃0
)

𝑁

𝑖=0

                                            (𝐼𝐼. 42)  

 

Avec 𝐺0 = 𝐾𝐷 et  

 

                                            𝑘𝑖 = −
𝐾𝐷

𝑃0(𝑎𝑏)𝑖
 
∏ (1 − 𝑎 (𝑎𝑏)𝑖−𝑗𝑁
𝑗=0

∏ (1 − (𝑎𝑏)𝑖−𝑗𝑁
𝑗=0,𝑗≠1

                                   (𝐼𝐼. 43) 

 

 

 

 

 

II.3.2.4.2   Méthode d’Oustaloup : 

 

        La méthode est basée sur l’approximation par pôles et zéros récursifs de l’opérateur de 

dérivation non entière. L’objectif de cette méthode est d’approcher l’opérateur d’intégration ou 

de dérivation non entier par un modèle entier borné en fréquence de dimension finie. Cette 

approximation nécessite deux étapes : [21][25][28][29][30][32][34] 

 La troncature fréquentielle de l’opérateur d’intégration ou de dérivation. 
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 L’approximation de l’opérateur non entier borné en fréquence par un modèle entier. 

 

a) Dérivateur généralisé : 

          Le dérivateur généralisé est défini par la fonction de transfert suivante :  

 

                                                     𝐷(𝑠) =  (
𝑠

𝜔𝑐
)
𝑚

                                                           (𝐼𝐼. 44) 

Où 𝑚 ∈  ℛ et 𝜔𝑐 est appelée fréquence transitionnelle. Ainsi, pour des ordres strictement 

positifs la relation (II.44) définit un dérivateur d’ordre non entier et pour des ordres strictement 

négatifs un intégrateur d’ordre non entier [15]. 

         En premier lieu, on effectue une troncature, elle consiste à limiter le comportement 

différentiel de (
𝑠

𝜔𝑐
), sur l’intervalle [𝜔𝐴 , 𝜔𝐵] centré sur 𝜔𝑐.  En réalité, la troncature sera 

effectuée sur l’intervalle plus large [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ], pour plus de précision.  

Avec : 

𝜔𝑙 ≪ 𝜔𝐴    𝑒𝑡     𝜔ℎ ≫  𝜔𝐵 

On introduit alors, le dérivateur d’ordre fractionnaire borné en fréquence proposé par 

Oustaloup. 

 

                       𝐷𝑏𝑓(𝑠) =  (𝐶0   
1 +

𝑠
𝜔𝑙

1 +
𝑠
𝜔ℎ

)

𝑚

, −1 < 𝑚 < 1                                      (𝐼𝐼. 45) 

Où : 

                                𝐶0 = 
𝜔𝑙
𝜔𝑐

=
𝜔𝑐
𝜔ℎ

  ⟹ 𝜔𝑐 = √𝜔ℎ𝜔𝑙                                          (𝐼𝐼. 46) 

Pour assurer un gain unitaire à la fréquence 𝜔𝑐 
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         Dans une seconde phase, l’approche consiste à approximer le dérivateur borné en 

fréquence (II.45), par une distribution récursive de pôles et de zéros  réels. Ce qui donne un 

transfert d’ordre entier. 

                                                           𝐷𝑏𝑓(𝑠) =  lim
𝑁→∞

𝐷𝑁(𝑠)                                                  (𝐼𝐼. 47) 

Où  

                                            𝐷𝑁(𝑠) =  (
𝜔𝑐
𝜔ℎ
)
𝑚

 ∏
1 +

𝑠
𝑧𝑖

1 +
𝑠
𝑃𝑖

𝑁

𝑖=−𝑁

                                                 (𝐼𝐼. 48)  

 

𝑧𝑖  𝑒𝑡  𝑃𝑖   représentent les zéros et les pôles de rang 𝑖 ; ces 𝑁 + 1 paires de zéro-pôle  sont 

déterminés par les relations récursives suivantes :  

                                                                    
𝑃𝑖
𝑧𝑖
 =   𝛼 > 0                                                          (𝐼𝐼. 49) 

                                                                   
𝑧𝑖+1
𝑃𝑖

 >  𝜂 > 0                                                       (𝐼𝐼. 50) 

                                                                  
𝑧𝑖+1
𝑧𝑖

=
𝑃𝑖+1
𝑃𝑖

=  𝛼𝜂 > 1                                       (𝐼𝐼. 51) 

 

         Les facteurs 𝛼 et 𝜂 sont appelés facteurs récursifs. Et ils donnent un rapport constant  𝛼𝜂 

entre deux pôles ou deux zéros consécutifs. Et 𝑁 et généralement fixé de telle sorte à avoir 𝛼𝜂 

approximativement égal à 5 

         La figure suivante représente le diagramme asymptotique de Bode de 𝐷𝑁(𝑠), ce dernier 

est lissé pour aboutir au diagramme de 𝐷𝑏𝑓(𝑠) 

 

 

 

 

 
… 

… 

droite de lissage de gain 

 

 

  
 

 

 

(a) 

droite de lissage de phase 

   

 

… … 
(b) 
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Figure II .3 :Diagrmme asymptotique de Bode de 𝑫𝒃𝒇(𝒔) et 𝑫𝑵(𝒔) Pour 𝒎 ∈]𝟎, 𝟏[ 

 

A partir des pentes des deux segments 𝐴𝐵 𝑒𝑡 𝐴′𝐵′  qui sont données respectivement par : 

                                              20𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 =
∆𝑑𝐵

log(𝛼) + log(𝜂)
                                                (𝐼𝐼. 52) 

                                          20𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 =
Δ𝑑𝐵

log(𝛼)
                                                               (𝐼𝐼. 53) 

 

         On peut déduire, en effectuant leur rapport, la relation entre l’ordre 𝑚 et les facteurs 

récursifs 𝛼 et 𝜂 :  

                                                      𝑚 =  
log(𝛼)

log(𝛼𝜂)
                                                      (𝐼𝐼. 54) 

 

On peut aussi, à partir du diagramme précédent déduire les formules suivantes : 

 

                            
𝜔ℎ
𝜔𝑙

= (𝛼𝜂)2𝑁+1    ⟹  (𝛼𝜂) =  (
𝜔ℎ
𝜔𝑙
)
1/(2𝑁+1)

                         (𝐼𝐼. 55) 

                           𝛼 = (𝛼𝜂)𝑚     𝑒𝑡   𝜂 = (𝛼𝜂)1−𝑚                                                   (11.56) 

 

Les pôles et zéros de rang 𝑖  peuvent être, aussi, écrits sous la forme suivante : 
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{
 
 

 
 
𝑧𝑖 = (

𝜔ℎ
𝜔𝑙
)

𝑖+𝑁+1/(2−𝑛/2)
2𝑁+1

𝜔𝑙

𝑃𝑖 = (
𝜔ℎ
𝜔𝑙
)

𝑖+𝑁+1/(2+𝑛/2)
2𝑁+1

 𝜔𝑙

                                                    (𝐼𝐼. 57) 

 

        L’intérêt de cette méthode d’approximation réside dans sa simplicité de mise en œuvre. Si 

l’ordre 𝑚 > 1 ou 𝑚 < −1, seule la partie non entière est approchée par un modèle entier. 

       A défaut de l’expression analytique de la réponse indicielle d’un système non entier, la 

réponse issue de l’approximation par un grand nombre de pôles et de zéros récursifs et une large 

bande fréquentielle peut être utilisée comme sortie de référence [31]. 

       Néanmoins, cette approche est moins efficace quand l’ordre s’approche de 1. [25][34] . 

deux nouvelles approximations, moins sensibles à l’ordre, sont présentées dans [25] . La 

première inclue deux pôles et un zéro de plus, et la deuxième inclue un pôle et deux zéro de 

plus. 

 

II.4   Réalisation par des circuits analogiques :  

 

     Pour l’implémentation des opérateurs d’ordre non entier, on utilisera l’approximation 

obtenue par la méthode de Charef. [4][18][20] . 

 

 

 

II.4.1.     L’implémentation de l’intégrateur :  

 

      A partir de la fonction (II.36), on peut voir qu’elle est l’équivalent d’une impédance de 𝑁 +

1 cellules 𝑅𝐶 parallèles connectées en série comme montré dans la figure (II.3). 
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Figure II. 4 :Ciruit RC équivalent à l'intégrateur d'ordre fractionnaire 

 

L’impédance 𝑍(𝑠) de ce circuit est donnée par cette formule :  

 

                                                     𝑍(𝑠) =  ∑(
𝑅𝑖

1 + 𝑠 𝑅𝑖𝐶𝑖
)                                     

𝑁

𝑖=0

                   (𝐼𝐼. 58) 

On peut donc déduire de (II.36) et (II.58) et pour 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 que : 

                                                     ℎ𝑖 = 𝑅𝑖      et      𝑅𝑖 𝐶𝑖 = 
1

(𝑎𝑏)𝑖𝑃0
                                    (𝐼𝐼. 59) 

Et donc les valeurs des résistances et des capacités sont données comme suit : 

                                                          𝑅𝑖 = ℎ𝑖    ,           𝐶𝑖 = 
1

(𝑎𝑏)𝑖𝑃0 ℎ𝑖
                                    (𝐼𝐼. 60) 

II.4.2.     L’implémentation du dérivateur :  

 

       A partir de la fonction (II.42), on voit qu’elle est équivalente à l’admittance d’une 

résistance placée en parallèle avec 𝑁 + 1 cellules 𝑅𝐶 placées en cascade. Comme sur la figure 

(II.4). 
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Figure II .5 :  Ciruit RC équivalent au dérivateur d'ordre fractionnaire 

 

L’admittance 𝑌(𝑠) est donnée par la formule : 

 

                                    𝑌(𝑠) =  
1

𝑅𝑃
+ ∑(

𝑠𝐶𝑖
1 + 𝑠 𝑅𝑖𝐶𝑖

)

𝑁

𝑖=0

                                                   (𝐼𝐼. 61) 

 

 De (II.42) et (II.61), on voit que : 

𝐺0 = 
1

𝑅𝑃
 ,          𝐶𝑖 = 𝑘𝑖 ,           𝑒𝑡    𝑅𝑖𝐶𝑖 = 

1

(𝑎𝑏)𝑖𝑃0
 

 

De là, on peut déduire les valeurs des résistances et des capacités. 

 

                       𝑅𝑃 = 
1

𝐺0
 ,      𝐶𝑖 = 𝑘𝑖 ,        𝑅𝑖 = 

1

(𝑎𝑏)𝑖𝑃0 𝑘𝑖
                                         (𝐼𝐼. 62)  
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II.5   Conclusion   

 

            La synthèse des systèmes d’ordre fractionnaire nécessite leur approximation à des 

modèles d’ordre entier. Dans ce chapitre, nous avons fait un exposé théorique des différentes 

méthodes d’approximation connues dans la littérature.  

           Tout d’abord, on s’est brièvement intéressé aux méthodes d’approximation numériques. 

Puis on s’est intéressé aux méthodes d’approximation analogiques notamment les méthodes de 

Charef et d’Oustaloup, auxquelles nous avons porté un intérêt particulier et que nous avons 

détaillées.     

          Les deux méthodes sont similaires, en effet, elles sont toutes les deux des méthodes 

graphiques (se basent sur le tracé du diagramme de Bode), et fournissent des approximations 

sur des bandes de fréquences définies. 

         Enfin, en se basant sur les approximations obtenues par la fonction de singularité, on a 

présenté une implémentation aux opérateurs d’ordre fractionnaire par des circuits électriques : 

des cellules 𝑅𝐶 parallèles pour l’intégrateur, et des cellules 𝑅𝐶 en cascade pour le dérivateur. 

        A l’issue de ce chapitre, nous avons une meilleure compréhension et maitrise théoriques 

des méthodes d’approximation de Charef et d’Oustaloup, et une anticipation de possibles 

résultats pratiques qui seront confirmés avec l’application des deux méthodes dans la suite de 

ce travail.  



 

Chapitre 3  
 

 

 

 

 

 

 

 

Application des Méthodes 

d’Approximation des 

Systèmes d’Ordre 

Fractionnaire 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Application des Méthodes D’approximation des Systèmes d’Ordre Fractionnaire                    Chapitre III 
 

 
50 

 

 

III. 1     Introduction : 

 

              Après avoir présenté les bases du calcul fractionnaire et des systèmes d’ordre 

fractionnaire dans le Chapitre I,  montré la nécessité d’approximer ces systèmes par des modèles 

d’ordre entier, à des fins de simulation, analyse et régulation, dans le Chapitre II. Ce présent 

Chapitre va traiter des exemples  utilisant les approximations vues précédemment.  

              Etant les deux méthodes les plus utilisées dans la littérature, notre choix se porte donc 

sur l’application des méthodes de Charef et d’Oustaloup pour les exemples que nous traiterons 

dans ce chapitre. 

              Théoriquement, une représentation d’ordre entier d’un système d’ordre fractionnaire 

est de dimension infinie. Or il est possible de faire une implémentation selon une bande de 

fréquence limitée. [35]. C’est en effet, le principe sur lequel sont basées ces deux méthodes. 

Nous avons vu que pour une bande de fréquences définie, le système d’ordre fractionnaire et 

son approximation d’ordre entier ont la même dynamique. 

            Dans ce chapitre, nous allons essayer, par le biais d’exemples simples et directs, de 

confirmer cette hypothèse. Et pour ce faire, il sera procédé, en utilisant des programmes Matlab, 

à l’approximation de l’intégrateur (de même pour le dérivateur) fractionnaire par les deux 

méthodes, avec deux choix différents de bandes de fréquences. On considérera aussi trois 

valeurs différentes de l’ordre 𝑚 . Une valeur proche de zéro (𝑚 = 0.1), une valeur proche de 1 

(𝑚 = 0.9) et une valeur médiane (𝑚 = 0.5), pour montrer l’influence de l’ordre. 

           Les résultats seront, ensuite, interprétés selon l’hypothèse émise. Et enfin, on procédera 

à une comparaison entre les deux méthodes 
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III.2   Application de la méthode de Charef : 

 

         Dans un premier temps, on applique cette méthode à un intégrateur pour deux bandes de 

fréquences différentes. Et dans tout ce qui suivra, on considère 𝑦 = 1 l’écart de l’approximation 

choisi. Et  𝜀 =  10−5 l’erreur maximale permise pour les pentes de la FPP. 

 

III.2.1   Intégrateur fractionnaire : 

 

III.2.1.1  Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟏 : 

 

 La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.1
 

           Pour la bande de fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [0.01 , 1000], et 𝜀 =  10−5, on trouve 𝜔𝑐 =

4.7986 × 10−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 2.7033 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

 

𝐺𝐼 =
2.7033

(1 + 
𝑠

4.7986 × 10−5
)
0.1 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 

𝑎 = 1.2915 , 𝑏 = 10, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 1.5174 × 10
−4 , 𝑧0 = 1.9598 × 10

−4 et 𝑁 = 8. 

De là, on déduit : 

𝑃𝑖 = 1.5174 × 10−4(12.9155 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,8 

𝑧𝑖 = 1.9598 × 10
−4(12.9155 )

𝑖
         , 𝑖 = 1,2, … ,7  

Et donc : 
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𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.1
= 2.7033

∏ (
𝑠

1.9598 × 10−4(12.9155 )
𝑖)

7
𝑖=0

∏ (
𝑠

1.5174 × 10−4(12.9155 )
𝑖)

8
𝑖=0

  

 

La figure III.1 ci-dessous représente le tracé du diagramme de Bode de l’intégrateur d’ordre  

fractionnaire 𝑚 = 0.1 et de son approximé par la méthode de Charef  

 

Figure III .1 Tracé de Bode de 
𝟏

𝒔𝟎.𝟏
  et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande de fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] 
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III.2.1.2  Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟓 : 

 

La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.5
 

           Pour la bande de fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [0.01 , 1000], et 𝜀 =  10−5, on trouve 𝜔𝑐 =

2.1460 × 10−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 215.8680 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

 

𝐺𝐼 =
215.8680

(1 + 
𝑠

2.1460 × 10−5
)
0.5 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 

𝑎 = 1.5849 , 𝑏 = 1.5849, 𝑎𝑏 = 2.5119 , 𝑃0 = 2.7016 × 10−5 , 𝑧0 = 4.2818 × 10−5 et 𝑁 =

24. 

De là, on déduit : 

𝑃𝑖 = 2.7016 × 10−5(2.5119 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,24 

𝑧𝑖 = 4.2818 × 10−5(2.5119)𝑖         , 𝑖 = 1,2, … ,23 

Et donc : 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.5
= 215.8680

∏ (
𝑠

4.2818 × 10−5(2.5119)𝑖
)23

𝑖=0

∏ (
𝑠

2.7016 × 10−5(2.5119 )
𝑖)

24
𝑖=0
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Figure III .2 : Tracé de Bode de 
𝟏

𝒔𝟎.𝟓
 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] 

 

III.2.1.3  Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟗 : 

 

La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.9
 

           Pour la bande de fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [0.01 , 1000], et 𝜀 =  10−5, on trouve 𝜔𝑐 =

1.5995 × 10−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 2.0721 × 10
−4 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

𝐺𝐼 =
2.0721 × 10−4

(1 + 
𝑠

1.5995 × 10−5
)
0.9 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 
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𝑎 = 10, 𝑏 = 1.2915, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 1.1878 × 10
−5 , 𝑧0 = 1.8178 × 10

−5 et 𝑁 = 9. 

De là, on déduit : 

𝑃𝑖 = 1.1878 × 10−5(12.9155 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,9 

𝑧𝑖 = 1.8178 × 10−5(12.9155)𝑖         , 𝑖 = 1,2, … ,8 

Et donc : 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.9
= 2.0721 × 10−4

∏ (
𝑠

1.8178 × 10−5(12.9155)𝑖
)8

𝑖=0

∏ (
𝑠

1.1878 × 10−5(12.9155 )
𝑖)

9
𝑖=0

  

 

 

Figure III .3 : Tracé de Bode de 
𝟏

𝒔𝟎.𝟗
 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] 
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III.2.1.4   Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟏𝟎𝟎𝟎 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟏 : 

 

         Dans cette section, on considère la nouvelle bande de fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =

 [1000 , 100000]. Puis on refait le même travail dans cette dernière : on obtient les résultats 

suivants :  

𝜔𝑐 = 4.7986 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 0.8548 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

 

𝐺𝐼 =
0.8548 

(1 + 
𝑠

4.7986)
0.1 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 

𝑎 = 1.2915, 𝑏 = 10, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 15.1744 , 𝑧0 = 19.5984 et 𝑁 = 6 . 

De là, on déduit : 

𝑃𝑖 = 15.1744 (12.9155 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,6 

𝑧𝑖 = 19.5984(12.9155)𝑖         , 𝑖 = 1,2, … ,5 

Et donc : 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.5
= 0.8548

∏ (
𝑠

19.5984 (12.9155)𝑖
)5

𝑖=0

∏ (
𝑠 

15.1744(12.9155 )
𝑖)

6
𝑖=0
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Figure III. 4: Tracé de Bode de 
1

𝑠0.1
 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [ 1000 , 100000] 

 

III.2.1.5   Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟏𝟎𝟎𝟎 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟓 : 

 

On obtient les résultats suivants :  

𝜔𝑐 = 2.1460 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 0.6826 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

 

𝐺𝐼 =
0.6826 

(1 + 
𝑠

2.1460)
0.5 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 

𝑎 = 1.5849, 𝑏 = 1.5849, 𝑎𝑏 = 2.5119 , 𝑃0 = 2.7016 , 𝑧0 = 4.2818 et 𝑁 = 17 . 

De là, on déduit : 
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𝑃𝑖 = 2.7016 (2.5119 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,17 

𝑧𝑖 = 4.2818(2.5119)
𝑖         , 𝑖 = 1,2, … ,16 

Et donc : 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.5
= 0.6826 

∏ (
𝑠

4.2818(2.5119)𝑖
)16

𝑖=0

∏ (
𝑠 

2.7016 (2.5119 )
𝑖)

17
𝑖=0

  

 

 

Figure III. 5: Tracé de Bode de 
1

𝑠0.5
 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [ 1000 , 100000] 
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III.2.1.6   Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟏𝟎𝟎𝟎 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟗 : 

 

On obtient les résultats suivants :  

𝜔𝑐 = 1.5995 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 ,  𝐾𝐼 = 0.6553 . Le modèle FPP de cet opérateur est donc : 

 

𝐺𝐼 =
0.6553 

(1 + 
𝑠

1.5995 
)
0.9 

L’approximation de la FPP ci-dessus donne les résultats suivants : 

𝑎 = 10, 𝑏 = 1.2915, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 1.8178 , 𝑧0 = 18.1778 et 𝑁 = 7 . 

De là, on déduit : 

𝑃𝑖 = 1.8178 (12.9155 )
𝑖
       , 𝑖 = 1,2, … ,7 

𝑧𝑖 = 18.1778(12.9155)𝑖         , 𝑖 = 1,2, … ,6 

Et donc : 

𝐺𝐼(𝑠) =
1

𝑠0.9
= 0.6553  

∏ (
𝑠

18.1778(12.9155)𝑖
)6

𝑖=0

∏ (
𝑠 

1.8178 (12.9155 )
𝑖)

7
𝑖=0
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Figure III 6: Tracé de Bode de 
1

𝑠0.9
 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [ 1000 , 100000] 

 

III.2.2   Dérivateur  fractionnaire : 

 

III.2.2.1  Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟏 : 

 

        La fonction de transfert du dérivateur fractionnaire est donnée par la formule suivant :  

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.1 

Le calcul donne les résultats suivants :  

𝜔𝑐 = 4.7986 × 10
−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 et  𝐾𝐷 = 0.3699, on en déduit donc la fonction  FPZ  de ce 

dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) = 0.3699 (1 +
𝑠

4.7986 × 10−5
)
0.1

 

La FPZ ci-dessus est approximée comme suit : 
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𝑎 = 1.2915, 𝑏 = 10, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 1.9598 × 10
−5 , 𝑧0 = 1.5174 × 10

−4 et 𝑁 = 8  

Les pôles et les zéros de l’approximation sont donc égaux à :  

𝑃𝑖 = 1.9598 × 10
−5( 12.9155 )

𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,8 

𝑧𝑖 = 1.5174 × 10−4( 12.9155 )
𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,8  

 

De là, on peut déduire l’approximation du dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.1 = 0.3699

∏ (1 +
𝑠

1.5174 × 10−4( 12.9155 )
𝑖   )

8
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠

1.9598 × 10−5( 12.9155 )
𝑖   )

8
𝑖=0

   

 

 

Figure III. 7 : Tracé de Bode de  𝑠0.1 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝜔𝑙 , 𝜔ℎ] =  [ 0.01 , 1000] 
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III.2.2.2.  Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟓 : 

 

        La fonction de transfert du dérivateur fractionnaire est donnée par la formule suivant :  

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.5 

Le calcul donne les résultats suivants :  

𝜔𝑐 = 2.1460 × 10
−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 et  𝐾𝐷 = 0.0046, on en déduit donc la fonction  FPZ  de ce 

dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) = 0.0046 (1 +
𝑠

2.1460 × 10−5
)
0.5

 

La ZPF ci-dessus est approximée comme suit : 

𝑎 = 1.5849, 𝑏 = 1.5849, 𝑎𝑏 = 2.5119 , 𝑃0 = 4.2818 × 10−5 , 𝑧0 = 2.7016 × 10−5 et 𝑁 =

24  

Les pôles et les zéros de l’approximation sont donc égaux à :  

𝑃𝑖 = 4.2818 × 10
−5( 2.5119 )

𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,24 

𝑧𝑖 = 2.7016 × 10−5( 2.5119 )
𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,24  

 

De là, on peut déduire l’approximation du dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.5 = 0.0046

∏ (1 +
𝑠

2.7016 × 10−5( 2.5119 )
𝑖   )

24
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠

4.2818 × 10−5( 2.5119 )
𝑖   )

24
𝑖=0
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Figure III 8: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟓 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] 

 

III.2.2.3   Pour [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] et 𝒎 = 𝟎. 𝟗 : 

 

La fonction de transfert du dérivateur fractionnaire est donnée par la formule suivant :  

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.9 

Le calcul donne les résultats suivants :  

𝜔𝑐 = 1.5995 × 10
−5 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 et  𝐾𝐷 = 4.8260 × 10−5, on en déduit donc la fonction  FPZ  

de ce dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) = 𝐾𝐷 = 4.8260 × 10−5 (1 +
𝑠

1.5995 × 10−5
)
0.9

 

La FPZ ci-dessus est approximée comme suit : 

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

-60

-40

-20

0

20

40

60

Fréquences rad/s

A
m

p
lit

u
d
e
 e

n
 d

B

 

 
ideal

Charef

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

10
6

0

10

20

30

40

50

Fréquences rad/s

P
h
a
s
e
 e

n
 d

e
g

 

 
ideal

Charef



Application des Méthodes D’approximation des Systèmes d’Ordre Fractionnaire                    Chapitre III 
 

 
64 

 

𝑎 = 10, 𝑏 = 1.2915, 𝑎𝑏 = 12.9155 , 𝑃0 = 1.8178 × 10
−4 , 𝑧0 = 1.8178 × 10

−5 et 𝑁 = 8  

Les pôles et les zéros de l’approximation sont donc égaux à :  

𝑃𝑖 = 1.8178 × 10
−4(12.9155 )

𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,8 

𝑧𝑖 = 1.8178 × 10−5(12.9155 )
𝑖   
           , 𝑖 = 1,2, … ,8  

 

De là, on peut déduire l’approximation du dérivateur : 

𝐺𝐷(𝑠) =  𝑠
0.9 = 0.0046

∏ (1 +
𝑠

1.8178 × 10−5(12.9155 )
𝑖   )

8
𝑖=0

∏ (1 +
𝑠

1.8178 × 10−4(12.9155 )
𝑖   )

8
𝑖=0

 

 

Figure III .9 : Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟗 et de son approximé par la méthode de Charef dans la 

bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] 
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III.2.3   Interprétation des résultats :  

 

             D’après ces exemples, les résultats obtenus, et les tracés de Bode, nous pouvons tirer 

quelques observations et conclusions par rapport à la méthode d’approximation de Charef et 

son efficacité.  

             En premier lieu, on remarque que pour 𝑚 = 0.5, les tracés de Bode, du gain et de la 

phase, se superposent et sont parfaitement confondus dans les  deux bandes de fréquences 

considérées. Que ce soit pour l’approximation de l’opérateur intégrale ou dérivée. 

             Pour des valeurs de 𝑚 proches de 1 (𝑚 = 0.9 dans notre cas), les résultats de 

l’approximation pour l’intégrateur et le dérivateur sont très similaires. En effet, pour les deux 

bandes de fréquences considérées, l’opérateur fractionnaire et son approximation ont la même 

dynamique mais avec une moins bonne précision que pour le cas précédent ( 𝑚 = 0.5). 

Puisqu’on remarque sur les tracés de Bode l’apparition d’oscillations à amplitudes très faibles, 

synonymes néanmoins d’une perte de précision. 

           Et enfin, pour le dernier cas, avec 𝑚 qui se rapproche de zéro (𝑚 = 0.1 dans notre cas). 

On remarque une nette différence entre l’approximation de l’intégrateur et celle du dérivateur, 

en effet, pour les deux bandes de fréquences considérées, les tracés de l’approximation de 

l’intégrateur et de l’intégrateur fractionnaire se superposent mais avec des oscillations indiquant 

un manque de précision. En ce qui concerne l’approximation du   dérivateur, les oscillations 

sont beaucoup plus flagrantes et visibles. Ce qui indique une mauvaise précision dans 

l’approximation. 

           D’après ces remarques, nous pouvons, sans doute, tirer la conclusion suivante à propos 

de la méthode d’approximation de Charef. Pour une bande de fréquences donnée, le modèle 

approximé et le modèle fractionnaire, possèdent la même dynamique, ce qui prouve l’efficacité 

de la méthode. Toutefois, on se doit d’émettre des réserves pour les ordres proches de 1, où on 

a vu une légère baisse de précision, d’autant plus que la méthode est inefficace pour les ordres 

s’approchant de zéro. Il est donc primordiale lors de l’application de la méthode de faire des 

choix judicieux de bande de fréquence, écart 𝑦… etc , 
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III.3    Application de la méthode d’Oustaloup: 

 

          Comme vu dans le chapitre II, cette méthode se base sur l’approximation du dérivateur 

borné en fréquence par un modèle de degré entier dans une bande fréquences donnée. Dans 

cette section, nous allons vérifier l’efficacité de la méthode par des exemples d’application 

simples et directes,  et sa sensibilité vis-à-vis de l’ordre du dérivateur 𝑚 et 𝑁 (nombre de 

troncatures ou singularités). 

          Pour ce faire, on appliquera la méthode pour deux valeurs de 𝑁, une petite valeur (𝑁 =

5), et une grande valeur (𝑁 = 20). Tout en changeant la valeur du degré 𝑚, on prendra trois 

valeurs comme pour l’application précédente. 

         Dans tout ce qui suit, on considère la bande de fréquence ]𝜔𝑙, 𝜔ℎ[=] 0.001, 1000[. 

 

III.3.1   Pour 𝑵 = 𝟓 et  𝒎 = 𝟎. 𝟏 

    

Figure III. 10: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟏 et de son approximé par la méthode       d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟓 
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III.3.2   Pour 𝑵 = 𝟓 et  𝒎 = 𝟎. 𝟓 

 

Figure III .11: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟓 et de son approximé par la méthode       d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟓 

 

III.3.3   Pour 𝑵 = 𝟓 et  𝒎 = 𝟎. 𝟗 
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Figure III 12:    Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟗 et de son approximé par la méthode  d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟓 

 

III.3.4   Pour 𝑵 = 𝟐𝟎 et  𝒎 = 𝟎. 𝟏 

 

Figure III 13: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟏 et de son approximé par la méthode  d’Oustaloup dans 

la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟐𝟎 
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III.3.5   Pour 𝑵 = 𝟐𝟎 et  𝒎 = 𝟎. 𝟓 

 

Figure III 14: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟓 et de son approximé par la méthode       d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟐𝟎 

 

III.3.6   Pour 𝑵 = 𝟐𝟎 et  𝒎 = 𝟎. 𝟗 
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Figure III 15: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟗 et de son approximé par la méthode       d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟐𝟎 

 

III.3.7  Interprétation des résultats :  

 

           Après l’analyse des résultats obtenus par les exemples précédents, on peut tirer quelques 

conclusions importantes à propos de la méthode d’approximation d’Oustaloup, sa précision et 

sa sensibilité à quelques paramètres tels que : l’ordre 𝑚, le nombre de cellules 𝑁 et aussi la 

bande de fréquences choisie. 

          Dans un premier temps, après des essais multiples, on voit que la méthode est très 

sensible à 𝑁. En effet pour de petites valeurs de ce dernier (𝑁 = 5 dans nos exemples), 

l’approximation est inefficace puisque on remarque des oscillations dans les diagrammes de 

Bode. Ce qui est synonyme d’une mauvaise précision. Cette dernière devient  bonne pour des 

valeurs de 𝑁 > 10, et s’améliore avec l’augmentation de 𝑁, ce qui se manifeste sur les 

diagrammes de Bode pour 𝑁 = 20, où on voit la disparition des oscillations.   
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         Ensuite, nous avons aussi remarqué une légère sensibilité de la méthode à l’ordre non 

entier 𝑚. En effet on remarque, pour 𝑚 = 0.5, un écart presque nul entre le dérivateur 

généralisé (en vert) et son approximation (en bleu) dans la bande de fréquences ]𝜔𝑙, 𝜔ℎ [ choisie 

(les deux courbes se superposent et se confondent). Cet écart s’accroit en dehors de la bande, 

ce qui indique l’efficacité de la méthode.  Par contre, pour des valeurs de 𝑚, s’approchant de 

1 ou de 0 (𝑚 = 0.1 𝑒𝑡 𝑚 = 0.9 dans notre cas),  la méthode d’approximation d’Oustaloup est 

moins efficace. 

         La méthode d’Oustaloup, d’après les essais faits, est aussi sensible à la bande de 

fréquences de travail. La réduction de la largeur de la bande réduit l’écart entre le diagramme 

de Bode du dérivateur généralisé et son approximé par la méthode d’Oustaloup. 

        En résumé, pour une bande de fréquences ]𝜔𝑙, 𝜔ℎ [ donnée. La méthode d’Oustaloup 

donne une approximation fidèle et efficace au dérivateur généralisé. A condition, cependant, de 

faire un bon choix des paramètres 𝑁 (𝑁 >>), 𝑚 (éviter les valeurs proches de 1 𝑒𝑡 𝑑𝑒 0) et 

aussi une bonne plage de fréquences. 

    

Remarque :   

 

       Dans le chapitre II, nous avons dit que, pour des valeurs négatives de 𝑚, le dérivateur 

généralisé définit un intégrateur d’ordre non entier. On a donc fait les mêmes essais que 

précédemment, et on a abouti aux mêmes conclusions que celles tirées pour le dérivateur. 

       A titre d’exemple, prenons 𝑚 = − 0.5, 𝑁 = 20 et ]𝜔𝑙, 𝜔ℎ [= ]0.01, 1000[, on obtient les 

résultats suivants : 
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Figure III 16: Tracé de Bode de  𝒔−𝟎.𝟓 et de son approximé par la méthode       d’Oustaloup 

dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎] pour 𝑵 = 𝟐𝟎 

 

        On peut donc voir que, comme pour le dérivateur, les deux graphes se superposent sur une 

bande de fréquences donnée (toujours plus large pour l’amplitude que pour la phase). Et l’écart 

s’accentue en dehors de la bande. 

 

III.4   Etude comparative 

 

         Il s’agit, dans cette section d’effectuer une comparaison entre les deux méthodes 

d’approximation, en analysant les performances de chacune. Et cela en se basant sur ce qui a 

été fait précédemment et sur un exemple de synthèse pour voir les principales différences des 

deux méthodes.  

         A part quelques différences mineures, les deux méthodes sont très similaires, que ce soit 

dans l’application que dans les résultats qu’elles donnent. En effet, toutes les deux sont des 

méthodes graphiques, se basent sur l’approximation, dans le diagramme de Bode, de la pente à 
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−20𝑚 𝑑𝐵 /𝑑𝑒𝑐 (pour l’intégrateur) ou 20 𝑚 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐 (pour le dérivateur). Et les deux donnent 

des approximations des systèmes d’ordre fractionnaire par des modèles d’ordre entier dans des 

bandes de fréquences données. Au-delà de ça, elles sont d’une efficacité équivalente, et 

affichent des limites similaires. Comme nous l’avons déjà vu, elles sont sensibles aux bandes 

de fréquences pour lesquelles elles sont appliquées, et manquent de précision pour des ordres 

non entiers proches de 0 ou de 1. 

          Parmi les différences, on peut citer le fait que le nombre de singularités ou troncatures ou 

cellules 𝑁, soit précisé au préalable dans la méthode d’Oustaloup (ce qui la rend sensible à ce 

paramètre), et calculé dans la méthode de Charef. Et aussi, la méthode de Charef distingue entre 

l’approximation de l’intégrale et du dérivateur, et l’ordre 𝑚 prend des valeurs entre 0 𝑒𝑡 1. 

Tandis que, la méthode d’Oustaloup se base sur l’approximation du dérivateur généralisé qui 

peut prendre des valeurs négatives de 𝑚. En ce qui concerne les performances, la méthode de 

Charef est inefficace pour des valeurs de 𝑚 proches de 0, alors que la méthode d’Oustaloup est 

moins précise pour des valeurs de 𝑚 proches de 1. 

           Pour illustrer ces observations, on fera dans ce qui suit une étude comparative entre les 

deux méthodes sous forme d’exemple de synthèse. Pour ce faire on appliquera les deux 

méthodes dans  une même bande de fréquences de travail (]𝜔𝑙, 𝜔ℎ[ =  ]0.001, 100000[ ) au 

dérivateur d’ordre fractionnaire. De la même façon que précédemment, on considérera trois cas 

𝑚 = 0.1, 𝑚 = 0.5 et 𝑚 = 0.9. On prend pour l’application de Charef 𝑦 = 1 et 𝜀 = 10−5, et 

pour la méthode d’Oustaloup 𝑁 = 20. 

 

III.4.1    Comparaison pour 𝒎 = 𝟎. 𝟏 : 

 

         Dans cette section, et tout ce qui suivra, les tracé de Bode de la méthode de Charef sera 

représenté à gauche (Fig a), et celui de la méthode d’Ousaloup sera représenté à droite (Fig b).  
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                               Fig (a)                                                          Fig (b) 

Figure III 17: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟏 et de son approximé par la méthode  de Charef et      

d’Oustaloup dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎]  

 

       En comparant les deux graphes, on s’aperçoit que la méthode de Charef est inefficace dans 

ce cas, tandis que celle d’Oustaloup donne une bonne approximation avec néanmoins un écart 

assez considérable aux extrémités de la bande de fréquences. En effet, entre les fréquences 10−3 

et 105, les graphes dans Fig (a) ne se superposent pas et le graphe du dérivateur approximé (en 

bleu) est oscillant. Dans la Fig (b) l’approximation est meilleure puisque l’écart entre  les deux 

graphes se réduit entre 10−3 et 10−1 de 4.5 𝑑𝐵 à approximativement 0.1 𝑑𝐵. Les tracés, 

ensuite, se superposent entre 10−1 et  103, pour voir finalement l’écart augmenter une nouvelle 

fois. 
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III.4.2  Comparaison pour 𝒎 = 𝟎. 𝟓 : 

  

                            Fig (a)                                                               Fig (b) 

Figure III 18: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟓 et de son approximé par la méthode  de Charef et      

d’Oustaloup dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎] 

 

           Dans ce cas, on peut voir que les deux méthodes sont efficaces et donnent de bonnes 

approximations, avec un léger avantage à la méthode  de Charef. En effet, dans la figure Fig(a), 

entre les fréquences 10−3 et 105 , les deux tracés se superposent parfaitement ce qui signifie 

que le modèle approximé a la même dynamique que le modèle fractionnaire. Il est de même 

dans la figure Fig (b), avec, toutefois, un écart aux extrémités de la bande de fréquences choisie, 

mais beaucoup moins important que pour le cas précédent (𝑚 = 0.1), ce qui veut dire que 

l’approximation est meilleure. 
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III.4.3  Comparaison pour 𝒎 = 𝟎. 𝟗 : 

  

                            Fig (a)                                                               Fig (b) 

Figure III 19: Tracé de Bode de  𝒔𝟎.𝟗 et de son approximé par la méthode  de Charef et      

d’Oustaloup dans la bande d fréquences [𝝎𝒍 , 𝝎𝒉] =  [ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏 , 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎] 

 

         Dans ce dernier cas considéré, on constate l’inefficacité de l’approximation d’Oustaloup 

et la perte de précision dans l’approximation de Charef. En effet, dans Fig (a), entre les 

fréquences 10−3 et 105 , on remarque des légers écarts entre les deux tracés ce qui signifie une 

perte de précision par rapport au cas précédent (𝑚 = 0.5). Alors que dans Fig (b), les deux 

tracés se rapprochent sans jamais se  toucher, ce qui veut dire que les deux dérivateurs n’ont 

pas la même dynamique. De là, on peut conclure que l’approximation est inefficace. 

           De cette dernière application, on peut voir que les conclusions faites auparavant sont 

confirmées pour l’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire. Cela peut être 

évidemment étendu à l’intégrateur fractionnaire.               
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III.5  Conclusion : 

 

         Dans ce chapitre nous avons essayé de confirmer l’hypothèse émise auparavant, et qui 

stipulait que : Dans une bande de fréquences limitée, les systèmes d’ordre fractionnaire ont la 

même dynamique que les systèmes d’ordre entier. C’est via des exemples simples et directs de 

l’application des méthodes d’approximation de Charef et d’Oustaloup que nous avons basé cette 

étude. Les résultats des essais effectués ont débouché sur les conclusions suivantes : 

 Les systèmes d’ordre fractionnaire ont le même comportement que les systèmes d’ordre 

entier au sein d’une plage de fréquences limitée. 

 Les méthodes d’approximation utilisées sont sensibles à certains paramètres, qu’il est 

donc nécessaire de bien choisir et ajuster, tels que : La bande de fréquences, les écarts, 

le nombre de singularités (> 10 pour la méthode d’Oustaloup)… 

 Les méthodes d’approximation ont des limites de performances vis-à-vis de l’ordre 𝑚, 

en effet les deux méthodes ont affiché des pertes de précision, voir inefficacité, pour des 

valeurs de 𝑚 proches de 0 et de 1. 

 

        De plus, nous avons fait une comparaison des performances des deux méthodes 

considérées pour des valeurs différentes de l’ordre 𝑚. A travers des exemples illustratifs nous 

avons conclu que : 

 Les deux méthodes offrent des performances quasi identiques, avec un léger avantage 

à la méthode de Charef du point de vue de la précision. 

 La méthode  de Charef est inefficace pour des valeurs proches de 0, tandis que celle 

d’Oustaloup est imprécise. 

 Pour des valeurs proches de 1, c’est la méthode d’Oustaloup qui est inefficace, alors 

que celle de Charef perd de précision. 
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Conclusion Générale 

 

         Aujourd’hui, beaucoup de chercheurs s’intéressent au développement de méthodes et 

techniques d’identification de systèmes d’ordre fractionnaire et du réglage du correcteur d’ordre 

fractionnaire 𝑃𝐼𝜆𝐷𝜇. L’intérêt pour ce type de correcteurs est justifié par une meilleure 

flexibilité dans la conception de la commande, puisqu’il possède deux paramètres en plus qui 

sont les ordres fractionnaires, en plus des actions dérivée et intégrale. Ce qui rend le correcteur 

capable de satisfaire des performances additionnelles dans la commande, alors leur simulation 

et implémentation sont devenus des axes de recherche très importants. Or ceci, vu 

l’impossibilité d’implémentation directe, nécessite l’approximation la plus fidèle possible au 

fonctionnement réel. 

         L’objectif de ce mémoire était de connaitre et exposer les différentes méthodes 

d’approximation des systèmes d’ordre fractionnaire par des modèles entier, en appliquant deux 

d’entre elles pour confirmer les hypothèses posées et comparer leurs résultats pour voir laquelle 

d’entre elles est la plus adéquate pour réaliser des approximations désirées. 

         Ce travail nous a permis, en première partie, de mieux comprendre les notions de base du 

calcul fractionnaire telles que la dérivation, l’intégration et la transformée de Laplace qui sont 

utiles pour étudier les systèmes fractionnaire.    Mais aussi connaitre les représentations des 

systèmes non entiers et certaines de leurs propriétés, les opérateurs d’ordre fractionnaire et les 

méthodes de leurs approximations pour pouvoir les simuler, les implémenter, et les appliquer à 

des systèmes physiques dans des buts de contrôle et commande.        

          La deuxième partie de ce travail nous a permis de voir, par le biais d’exemples illustratifs 

simples des approximations de Charef et d’Oustaloup, l’efficacité de chaque méthode ainsi que 

leurs limites. Leur comparaison nous a permis aussi de conclure qu’il n’était pas judicieux de 

se prononcer sur l’efficacité de l’une par rapport à l’autre. En effet nous avons vu que chacune 

affichait clairement des sensibilités à certains paramètres, tels que l’ordre, la bande de 

fréquences, les erreurs et les écarts ou encore le nombre de singularités, d’où l’importance de 

bien les choisir. 
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        En conclusion, et d’après les résultats de simulation sous matlab, on peut dire que sous 

certaines conditions et choix des paramètres les deux méthodes de Charef et d’Oustaloup sont 

performantes, et qu’il n’est pas possible, dans le cadre de notre étude, de trancher et de tirer une 

règle sur l’efficacité des deux méthodes.   

        C’est pour cela, que nous pouvons poser comme perspective d’étendre la comparaison à 

l’application des deux méthodes à des systèmes physiques réels qui offriraient une meilleure 

analyse des deux méthodes.
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Résumé  

        

        Les systèmes d'ordre fractionnaire ont reçu un intérêt considérable dans de nombreux 

domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie. Ces systèmes sont généralement décrits 

par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans le domaine fréquentiel, ils sont 

représentés par des fonctions de transfert irrationnelles. A cause de ces  fonctions irrationnelles, 

les systèmes d’ordre fractionnaire ont été marginalement étudiés. Comme ils n’ont pas de 

solutions analytiques exactes, les techniques numériques et d’approximation sont largement 

utilisées pour leur résolution, analyse et implémentation. Dans ce memoire des techniques de 

résolution, d’implémentation analogiques et d’analyse des systèmes d’ordre fractionnaire 

fondamentaux en se basant sur des approximations par des fonctions rationnelles de leur 

fonctions de transfert irrationnelles sont présentées. L’extraction et l’analyse des 

caractéristiques fréquentielles et temporelles de ces systèmes a aussi été faite. Des exemples 

illustratifs ont été présentés pour démontrer l’efficacité et l’exactitude des méthodes proposées. 

Les résultats des simulations obtenus ont été satisfaisants. Ils ont été discutés et comparés avec 

des méthodes de résolution récente dans la littérature.  

 

Mots clés : Equation différentielle d’ordre fractionnaire, Fonction irrationnelle, Fonction 

rationnelle Implémentation analogique,  Systèmes d’ordre fractionnaire 

 


