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Introduction

Au cours des dernieres décennies, la physique en basse dimension a connu un essor
expérimental considérable et a inspiré de nombreux développements théoriques [1-3]. Les
modeles étudiés permettent, en effet, de pousser les calculs analytiques jusqu’a leur terme,
par exemple dans le cadre des modeles intégrables unidimensionnels ou certains modéles
désordonnés. Les méthodes expéerimentales sont basées sur la spectroscopie des pertes
d’énergie électroniques (EELS) [4], les diffusions inélastiques de neutrons (INS) [5] ou par
I’atome d’hélium (HAS) [6-10], la microscopie a effet tunnel (Scanning Tunneling
Microscope, STM) [11] ou la microscopie a balayage (scanning force tunneling microscopy
SFM) [12]. En parallele, les méthodes théoriques utilisent des simulations dynamiques ou des
modeles « masse-ressort » dont 1’Hamiltonien est diagonalisé par des techniques standard
d’algébre linéaire.

L’intérét des systémes mésoscopiques est maintenant renouvelé a cause des progres
actuels consentis dans le domaine de 1’élaboration de composants électroniques de plus en
plus miniaturisés. Cette nouvelle technologie permet de structurer artificiellement la matiere
aux échelles nanométriques ; ce qui ouvre de nombreuses possibilités dans 1’étude des
phénoménes quantiquement cohérents. Elle suscite également un intérét fondamental en
réalisant des modeles physiques qui permettent d’explorer les caractéristiques des interactions
dans des situations quasi-ideales. De nombreux travaux dans le domaine de la recherche
industrielle et universitaire sont en cours. Les effets mésoscopiques se manifestent a travers
I’interférence quantique. Dans les systemes désordonnés, les différents chemins (impuretés
visitées) interféerent et la conductance devient trés sensible a la réalisation concréte du
désordre (position des impuretés dans 1’échantillon) et aux perturbations qui altérent la phase
des phonons. Ces fluctuations de conductance sont une espéce d’empreinte digitale des
¢chantillons individuels et ont des propriétés d’universalité remarquables [13].

Depuis une quinzaine d’années, le régime mésoscopique fait 1’objet d’une activité de
recherche trés intense. Les phénomenes de diffusion et de localisation induits dans 1’étude de
tels systemes, si possible par des méthodes analytiques et exactes, ont de tout temps intéressé
les chercheurs [14-17] ; la motivation de base étant la compréhension des limitations que le
désordre structurel (impuretés, défauts, etc.) ou autre, peut induire sur les propriétés
physiques des mécanismes électroniques. Les nombreuses applications pratiques intéressent
aussi bien la métallurgie classique, 1’¢lectrochimie, la catalyse que 1’électronique...

Les bases du transport coherent, dit quantique, en régime mésoscopique et leur
généralisation aux systéemes multi-canaux ont été introduites par Landauer [18] qui a relié la
conductance du systeme, considéré comme un guide d’ondes perturbé par des défauts, a sa




matrice de diffusion. Depuis, de nombreux auteurs [14-26] ont adopté ce modéle et ont
montré que la diffusion multiple introduisant des effets d’interférences occupe une place
privilégiée dans la description des phénomeénes de transport. Dans ce sens, un grand nombre
d’expériences est mené dans différents domaines de la physique afin d’étudier les propriétés
des systémes meésoscopiques désordonnés. Deux différents régimes sont a distinguer :
diffusions élastique et inélastique [18]. La différence essentielle entre les deux est que cette
derni¢re détruit la phase et devient responsable de la dissipation d’énergie, alors que la
premiére qui conserve la phase ainsi que 1’énergie, introduit les effets d’interférences dus a la
diffusion cohérente entre défauts. La diffusion élastique est un outil essentiel dans
I’investigation des propriétés structurelles des matériaux, dans la limite des longueurs d’onde.
Les rayons X, par exemple, qui sont largement utilisés dans I’analyse des structures, ont leur
limite a I’échelle nanométrique. Ici, les ondes vibratoires peuvent aboutir & une alternative
intéressante, au moins dans les cas ou les probabilités de diffusion inélastique dues aux
diffusions électron-phonon et phonon-phonon peuvent étre gardées suffisamment petites.

Dans ce travail, nous étudions la diffusion d’ondes vibratoires dans un cristal infini de
faible épaisseur, assimilé a un guide d’onde parfait quasi-tridimensionnel, comportant
différents types de défauts ou diffuseurs, dans le cadre de 1’approximation harmonique
[26,27]. L’analyse présentée intéresse essentiellement la diffusion de phonons par un défaut
de structure localise en volume. Ce faisant, nous avons utilise un modéle quasi-
unidimensionnel dans une direction de symétrie donnée ainsi que la méthode de
raccordement [27,28]. Ce modéle mene a des résultats détaillés des vecteurs déplacement
atomiques aussi bien a I’intérieur qu’a 1’extérieur de la zone du défaut. Cette description peut
étre appliquée aussi bien a I’¢chelle atomique que macroscopique. Quant a la technique de
raccordement, elle est introduite pour le calcul de la section de diffusion aux inhomogénéités.
Elle permet aussi une étude approfondie des phonons localisés [29-31] et de la diffusion de
phonons par un défaut de surface en utilisant le méme formalisme mathématique qu’en
volume [20-24,32].

De grandes similitudes entre la diffusion électronique et la diffusion d’ondes
vibratoires peuvent étre attendues. Théoriquement, nous devons remplacer 1’équation
quantique de Schrodinger par 1’équation de la dynamique classique de type Newton. Il doit
étre noté, cependant, que le cas des ondes est plus compliqué. Car nous sommes confrontés a
la diffusion de champs vectoriels décrits par les amplitudes Cartésiennes des ondes sur les
nceuds du réseau, au lieu de champs scalaires comme dans le cas électronique. Aussi, pour le
méme faisceau de chaines ou de plans atomiques, le nombre de canaux disponibles dans le
cas vibratoire est beaucoup plus important qu’en électronique, ce qui engendre une riche
complexité. Nous montrerons aussi dans ce mémoire que les différentes natures d’ondes
vibratoires donnent naissance a nombre de propriétes diffusionnelles intéressantes. Comme
dans le cas électronique [17-19], nous trouvons que le spectre de transmission des ondes
vibratoires peut étre exploité pour identifier les propriétés structurelles du matériau étudié. La




diffusion multiple devient alors trés importante ; elle provoque, en effet, toute une variété de
structures oscillantes dont certaines présentent des caractéristiques de résonances. En optique
comme en électronique, celles-ci peuvent étre identifiées aux résonances de Fano ou aux
oscillations de Fabry-Pérot. En langage de vibrations mécaniques des surfaces, considérees
comme des défauts infinis limitant les cristaux semi-infinis, elles sont dénommeées résonances
du continuum [33].

Les principales méthodes utilisées dans 1’étude des phonons de surface seront
abordées brievement au premier chapitre. Nous insisterons, particulierement, sur la méthode
de raccordement qui constituera notre base d’approche pour résoudre le probléme de phonons
de volume ou de surface associé a la brisure de symétrie a une dimension. De plus, nous
rappellerons quelques notions essentielles de la dynamique de réseaux cristallins
extrémement utiles pour le développement de la théorie du spectre vibrationnel des atomes.

Au chapitre 2, nous décrirons la dynamique réticulaire et les caractéristiques de
propagation des ondes dans un guide d’onde parfait quasi tridimensionnel. Le calcul des
courbes de dispersion des phonons et I’évanescence du champ vibrationnel seront développés
dans le détail. Nous déterminerons également la bande passante du systéeme ainsi que les
vitesses de groupes associées a chaque mode de vibration.

Dans le chapitre 3, I’accent sera mis sur 1’application directe de la méthode de
raccordement. L’étude des defauts de volume, classés par ordre de complexité croissante,
qu’ils soient de substitution, interstitiel ou lacunaire, sera largement développée :
détermination des coefficients de transmission et de réflexion, calcul des champs
déplacement des atomes irréductibles du défaut et de son voisinage immédiat ainsi que la
conductance du systéme. Par suite, nous étudierons 1’évolution du spectre de transmission en
fonction de la masse de I’impureté et des constantes de forces impliquées dans la région
perturbée. Nous prendrons particuliérement en compte I’influence de la variation de 1’angle
d’incidence sur le spectre de transmission. Nous étendrons, par suite, la méthode de
raccordement a différentes configurations de défauts. Nous considérerons les cas de défaut
étendu (constitué de plusieurs rangées d’impuretés), de defauts séparés (rangées d’atomes a
distance les unes des autres) puis de quelques exemples de séquences de défauts. Comme
précédemment, nous nous intéresserons a 1’évolution du spectre de transmission induit par
chaque catégorie de défaut.

Les états localisés des phonons et le calcul des densités spectrales et des densités
d’états constitueront 1’objet des derniers chapitres 4 et 5. Ils serviront essentiellement a
confirmer ’interprétation des résultats relatifs a la diffusion, en particulier les positions de
transmission nulle et les résonances de type Fano.

Nous terminerons par une conclusion générale qui illustrera les principaux résultats
obtenus ainsi que les perspectives offertes dans ce domaine qui ouvre de nombreuses voies a
la résolution des problemes de diffusion des composés de faibles dimensions.




Chapitre 1 Théorie de la Méthode de Raccordement

Chapitre 1

Théorie de la Méthode de
Raccordement

1.1 - Introduction

A T’origine, la théorie classique de la dynamique de réseaux a été formulée par Born et Von
Karman [34] en termes de conditions aux limites dites périodiques. Les élaborations
modernes de cette théorie, ainsi que ses nombreuses applications, sont discutées en détails
dans des références standards telles Born and Huang [35], Liebfried [36], Liebfried and
Ludwig [37] et Maradudin, Montroll and Weiss [38]. Cette théorie, pourtant de grande portée
pratique, ne concerne cependant que les systemes infinis. Les effets de surface sur la
dynamique de réseaux cristallins ont été entrepris par Ledermann [39]. Son travail démontra
I’existence possible d’états vibrationnels dont 1’énergie appartient a un intervalle jusque la
interdit par les conditions aux limites périodiques. Par suite, la nature de ces "prétendus"
modes de surface a été étudiée par Lifshitz et ses collaborateurs [40,41] en utilisant les
fonctions de Green. Des techniques similaires ont été employées par Maradudin, Wallis and
Dobrzynski [42] dans une analyse de contributions de surface a la chaleur spécifique a basse
température.

Les premicres études remontent a 1887, lorsque Lord Rayleigh se trouva en présence d’ondes
localisées pouvant se propager parallelement a la surface pour des milieux élastiques
isotropes. Ces ondes de surface se caractérisent par une decroissance exponentielle de leur
amplitude depuis la surface vers le volume et par la relation de proportionnalité entre la
fréquence et le vecteur d’onde. Jusqu’au milieu des années soixante, les applications

principales se limitaient a I’étude des ondes sismiques se propageant dans la crotte terrestre.
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De nos jours, tous les calculs portant sur les phonons de surface et les résonances dans les
cristaux semi-infinis s’obtiennent en recourant a des méthodes essentiellement basées sur les
fonctions de Green. Parmi ces méthodes, nous évoquerons, entre autres, la méthode de
diagonalisation directe (Slab method) appliquée pour la premiere fois par Allen et ses
collaborateurs en 1971 [43] et la méthode des fonctions de Green, référence par excellence
dans le domaine des états localisées de surface, mise au point par Lifshitz and Rosenweig en
1948 [40].

1. 1. 1 - Méthode de diagonalisation directe (slab method)

Sa formulation générale par Clark remonte a 1965. Toutefois, elle n’a été appliquée qu’en
1971 pour la détermination des modes de surface d’un réseau cubique a faces centrées et aux
effets induits par une couche adsorbée [43]. Durant les deux derniéres décennies, cette
méthode est apparue comme pratique et puissante pour [’étude de la dynamique
vibrationnelle des surfaces vicinales [44-46]. Elle consiste a limiter les systemes considérés a
un nombre fini de plans atomiques, de structure périodique, suivant une direction cartésienne
donnée avec une extension infinie dans les deux autres. En outre, la modélisation
mathématique nécessite I’utilisation d’un nombre de plans suffisamment grand afin de
garantir 1’existence d’une région de volume dans le systeme. Le calcul analytique de la
matrice dynamique ainsi que la recherche de ses valeurs et vecteurs propres donnent acces,
en particulier, aux courbes de dispersion, aux déplacements atomiques et aux densités
spectrales. Néanmoins, la taille importante de la matrice dynamique rend la résolution plus
laborieuse et augmente considérablement le temps de calcul.

1. 1. 2 - Méthode des fonctions de Green

C’est I’outil mathématique par excellence pour étudier les modes localisés induits par un
défaut de portée limitée dans ’espace du solide. Utilisée pour la premiere fois par Lifshitz en
1948 pour étudier les modes localisés de surface, cette méthode s’imposa par la suite comme
une technique de reférence dans le domaine [42,47-56]. Elle consiste principalement a créer
un réseau semi infini a partir d’un réseau illimité, en annulant les interactions entre les atomes
situés de part et d’autre d’un plan bissecteur de deux plans atomiques consécutifs. L’effet de
cette opération sur la dynamique vibrationnelle du systéeme est considéré comme une
perturbation qui transforme la matrice dynamique D du systéme illimité en une matrice D

de forme :

Dg=D+V, (1.1.1)
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ouV représente la matrice de perturbation composée d’une sous matrice non nulle dont

I’ordre fini dépend du nombre de plans affectés.

Soit G(a)z) la matrice des fonctions de Green (voir annexe Al) définie par :

G(0?) = (a)zl - D)_l. (1.1.2)

Son équivalent G (a)z) pour le systéme perturbé s’écrit :

_ -1
Gp(wz):(wzl —(D+V)) 1=((a)2I ~D) [I —G(a)z)vD .
D’ou la relation matricielle,
2 2y | L~y 2
Gp(w ):(I—G(a) )V) G(w). (1.1.3)

L’ensemble des états vibrationnels du systéme perturbé est donné par les poles de G P (a)z)

Ils permettent, en général, d’interpréter 1’évolution des propriétés dynamiques induites par la
surface libre sur le spectre vibrationnel du systeme.

1.1. 3 - Méthode de raccordement

Notre approche se base sur la méthode de raccordement, initiée par Feuchtwang en 1967 [28].
Cette méthode, développée par Szeftel et Khater en 1987 [27], offre des avantages certains :
non seulement, elle rend compte de fagon satisfaisante des courbes de dispersion des phonons
[24,57-58] et de résonances de surface, mais elle donne aussi une definition plus générale du
concept de résonance et permet une analyse plus transparente du comportement des
déplacements au voisinage de singularités de Van Hove [59]. Son exécution requiert la
subdivision du cristal en trois régions distinctes, ayant toutes la méme périodicité
bidimensionnelle le long de la surface :

(i) une région de volume de périodicité bidimensionnelle représentant le cristal parfait
sans aucun défaut ou les courbes de dispersion sont dérivées en premier lieu. Dans le cas
d’une surface, elle est assimilée aux régions G et D de la figure 1.1.
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(i) une région de surface composée d’un nombre de couches atomiques d’adsorbats
dans laquelle se manifeste une brisure de symétrie par rapport a la direction normale a la

surface. C’est la région M de la figure 1.1.

(iii) une région intermédiaire, entre le volume et la surface du matériau, de largeur
croissante avec la portée des interactions entre plans, utilisée pour raccorder les phonons de
volume aux conditions imposees par la surface; d’ou I’appellation de « méthode de
raccordement ». En ce qui nous concerne, cette région consiste en deux chaines linéaires,
situées de part et d’autre de la région M, qui permettent de raccorder cette derni¢re aux deux
guides d’onde parfaits semi infinis G et D (Fig.1.1).

& 4

n (n+l) (n+2

H_J . — / %/_J
\/I/

Régions de raccordement X

G D

Fig. 1.1 : Représentation schématique des trois régions nécessaires a l'application de
la méthode de raccordement : la région du défaut M, les régions de raccordement et
les deux guides d’ondes parfaits semi infinis G et D.

1. 2 - Etude dynamique

La périodicité d’un cristal est décrite par un ensemble de vecteurs positions I qui localisent
chaque maille élémentaire du cristal dans I’espace (Fig. 2). Tout vecteur ' peut étre exprimé

en termes de trois composantes désignant les vecteurs translation de base, indépendants et
non coplanaires, (éx,éy,éz) par la relation [26] :
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r{,mn)=I1a, + méy +na, (1.2.1)

Les vecteurs day, éy, a, définissent la maille élémentaire primitive qui peut générer la
structure du cristal par les translations du réseau. Les entiers (I,m,Nn) seront désormais

notés (L). Le réseau réciproque tridimensionnel 3D associé est généré par les

vecteurs bx,by,bZ . Le cristal semi infini est décrit par n>0. La région de la surface s’étend
de n=0 a n=s. Le vecteur joignant une origine a la position d’équilibre de I’atome (K)

dans la maille (L) est noté r(L,K).

@)

Fig. 1.2: Définition des paramétres de la maille primitive, du
vecteur position 1, des entiers (I,m,n) notés (L) et du vecteur
déplacement d'un atome (K) dans le cas d'un réseau spatial.

La position d’équilibre de I’atome (K) dans la maille primitive (L) est donnée par :
r(L,K)=r(L)+r(K).

Puisque les atomes vibrent autour de leur position d’équilibre T (L,K), la position a chaque
instant est

R(L,K)=F(L,K)+i(L,K),

ou U(L,K) = [UX(L, K), uy(L,K), u, (L, K)] est le vecteur déplacement de I’atome (L, K)

relativement a sa position d’équilibre.
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1. 2.1 - Déplacements vibrationnels

De maniére générale, les déplacements générés par la vibration des atomes, par rapport a leur
position d’équilibre, le long des directions X,y ou 2z désignées par o seront

notés U (L, K, ). Nous considérons que les forces d’interaction sont des forces centrales et

que les atomes sont assez lourds de telle sorte que leur comportement peut, dans la plupart
des cas, étre décrit classiqguement. En raison du caractere périodique bidimensionnel du cristal
semi infini, les déplacements dans le cadre de I’approximation harmonique [26] (voir annexe
A2) s’écrivent :

WL K,a)= 3 SR o2 61 K ) 0l d).

1/2
(1.2.2)
ou mk est la masse de I’atome (K) dans la couche atomique | et Q la coordonnée normale

associée avec le phonon de vecteur d’onde coplanaire ( et de fréquence . La sommation

sur  dans I’équation (1.2.2) est confinée a l’intérieur de la zone de Brillouin (BZ) 2D

associée a la surface. Les composantes v(a)z, g, 1, K, «) déterminent le vecteur V(a)z,q)

qui est un vecteur propre de la matrice dynamique D(q):
2 o022 =y _
[a) —D(q)]v(co §)=0. (1.2.3)

Par commodité, la dépendance explicite (0)2, g) sera omise aussi souvent que possible par la
suite.

1. 2. 2 - Equations du mouvement

Le développement de 1’équation (1.2.3) engendre les équations du mouvement :

o’ V(L K,a)= ¥ D(G1LK,al K,a)v(lL'\K\a ),
I K ,«

(1.2.4)
ou le signe somme intéresse tout atome couplé avec un atome de type (K) dans la |1éme

couche. Pour | et I'>0, D(G,I,K,a,1' K", a') s’annule si |I—I'|> B, I’'intervalle maximum
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d’interaction entre couches au sein du matériau. La méthode de diagonalisation directe inclut
toutes les couches comprises entre | =s+1 a | = p, ou p est le plus petit nombre tel que la

(p +1)iéme couche se rapporte aux equations en volume (1.2.4).

Le cristal semi infini est reproduit en lui-méme sous certaines opérations de symétrie
qui complétent le groupe spatial 2D contenant le sous-groupe de translation (ma, + néy) .La

division du groupe spatial en sous-groupes de translation donne lieu a un facteur de groupe
G [60]. Si le groupe spatial est un groupe symmorphique, G se réduit a un groupe
ponctuel 2D. G(q) est introduit comme un sous-groupe de G qui contient tout élément f

de G tel que

fg=4+3, (1.2.5)

ou @ est un vecteur du réseau reciproque 2D. En particulier, le sous-groupe G(G =0) est
isomorphe avec le groupe G auquel il appartient. Tout phonon défini par sa coordonnée
normale Q est associé avec une représentation donnée de G(q), i.e. V se transforme sous les

opérations de symétrie de G(G) comme indiqué par la table de caractéres de G(q). Le champ
de déplacement attaché au phonon ((02, Gr), ou l’indice R se référe a sa représentation,

possede n(l,g composantes indépendantes dans la |'Me couche [61]. En sommant
R

n(l, Gr) sur toutes les représentations de G(G) en | et en gardant  fixé, nous retrouvons

Iiéme

3n, (1) qui est le nombre total de degrés de liberté par maille dans la couche, si ng(l)

est le nombre correspondant d’atomes.
Quand les équations du mouvement (1.2.4) sont écrites en terme des composantes de symétrie
au lieu des composantes cartésiennes v(X), v(y) ou v(z), D(G) se subdivise en sous

matrice D(GR) :

[wz - D(q‘Rﬂ V(?,dg) =0, 1.26)

Ainsi D(Q) est Hermitienne, D(GR) peut ne pas 1’étre. Comme D(GR) est issue de D(Q),

elle a les mémes valeurs propres w? 1l est important pour la suite d’analyser les conditions
sous lesquelles la matrice D(Q) est réelle. Tout d’abord, G({) est supposé contenir

I’opération C définie par :

10
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1 0 0
Cr=| 0 -1 0|, (1.2.7)
0 0 1

ou I est donné par ses projections ay,ay et a;. Le complexe conjugué de D(G) est noté
DT(G) ; il est connu pour étre égal a D(-G)=D(CG). Puisque C appartient a G(G),

alors D(G) = D(CG) =D™(G), d’ou D(G) est réel. Considérons que C est maintenant un
élément de G mais non de G(G). De plus, CF(L,K)—F(L,K) est assimilé & un vecteur du
réseau 2D pour n’importe quelle valeur (L, K). Cette situation a été étudiée par Allen et ses

collaborateurs [43] qui ont montré que, quoique D(G) n’est pas réelle, 1’équation aux valeurs
propres (1.2.3) peut €tre écrite pour une matrice réelle, en n’oubliant pas de redéfinir le

vecteur propre V de fagon appropriée. Si G ne contient pas C mais contient une opération
miroir M , I’analyse précédente ne vaut seulement que pour les vecteurs § normaux au plan

du miroir, c¢’est-a-dire telle que Mg =-q , prouvant que Mr(L,K)-r(L,K) appartient au
réseau 2D.

1. 3 - Propriétés du spectre vibrationnel

La région de la surface comprenant toutes les couches au-dela de s est ignorée dans cette
section. Elle sera remplacée par une zone de volume formant un réseau périodique 3D. De

plus, & partir de maintenant les équations (1.2.3) et (1.2.4) s’écriront en termes de D(GR) et

V(wZ,GR) au lieu de D(G) et \7((02,@), respectivement. La translation T(—&,) du

vecteur (—d,) agissant sur V s’exprime comme suit [62] :

T(-a,) V(0?,dr) = Z(-8,) V(0?,qR), (1.3.1)

ou Z(—&,) est le caractere d’une représentation unidimensionnelle attaché a la classe (—&,) .

L’équation (1.3.1) est la contre partie en phonon du théoréme de Bloch [63] valide
pour les fonctions d’onde électroniques. Comme les composantes (l,«) de T(-a,)V sont
égales a (-1 ), ot o parcourt les N(Gr) composantes du champ de déplacement des

phonons en volume, il est déduit de 1’équation (1.3.1) que [27] :

11
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V(0. a) = A(@?,0g,a)Z' (-a,), (1.3.2)

Si v(a)z,qR,I :O,a)zA(a)Z,qR,a).

L’insertion de 1’équation (1.3.2) dans I’ensemble des n(Gg) équations (1.2.4) obtenues pour
| > p donne un systéme linéaire homogene de dimension n(Gr)xn(Ggr) en fonction des
valeurs A(e). Une solution non triviale requiert que le déterminant du systéme s’annule :

Dy, (@, Gg,Z) =0. (1.3.3)

La relation précédente définit une équation algébrique séculaire de degrés 2n.(Gr) en Z.

Une fois qu’une racine de 1’équation (1.3.3) est déterminée, les valeurs correspondantes de
A(a) découlent en résolvant le systeme linéaire homogene avec les valeurs A(x) satisfaisant

la condition :

n(ar) 2
> |AW@) =1 (1.3.4)

a=1
Méme en utilisant D(G) a la place de D(GR), I’équation séculaire sera obtenue comme un

produit de déterminants D, (a)z,qR,Z) non factorisés, incluant toute représentation R
de G(§). L’avantage de distinguer entre les différentes symétries de G() est évident.
Comme chacune des n(fgr) équations linéaires formant un systtme homogéne est une
expression polynomiale de degrés 2B (B étant le nhombre de racines du polynéme) en Z ,

Ne(Gr) est au plus égal & Bn(Gr). En ordonnant les valeurs A(«), nous faisons apparaitre

o’ sur les diagonales de Dy de telle sorte que 1’équation séculaire soit un polynéme de

degrés n(gr) en w? .

L’action de T(&8;) sur V engendre une équation similaire a I’expression (1.3.1) :
o2 2
T(a,)V(o®,qr)=2(a,)V(e”,dRr), (1.3.5)

ou Z(a,) est aussi considéré comme racine de 1’équation (1.3.3). En se rappelant que le
caractére attaché a T(8,) T(—&,) est unitaire du fait que le produit de deux translations,

T(a,) et T(—&,), représente simplement I’opération identité, permet de déduire que

12
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Z(a,)z(-a,)=1. (1.3.6)

L’équation séculaire est alors transformée en elle-méme si ’inconnue Z est remplacée

par Z71. Donc, elle peut étre exprimee par une équation de degres no(Gg) en termes

de A=(Z+Z7Y). Si D(G) est réelle, les racines complexes de I’équation (1.3.3) se

déduisent en paires, les deux ¢éléments étant complexes conjugués 1’'un de 1’autre, et les

valeurs A(a) correspondantes satisfont A(er,Z) = A" (,Z7).

—

Dans le volume, les phonons de symétrie R en ( sont caracterisés par au moins une paire

[Z(a)2 ,0r), Z - (a)2 OR )] des racines de 1’équation (1.3.4), telles que

|z|=‘2‘1‘:1. (13.7)
D’ou,

ou les signes (+) et (-) correspondent a une onde qui se propage vers la surface ou qui s’en

¢loigne, respectivement. L’équation (1.3.7) permet d’écrire

AMo?,0r) = Z(0%,dr) + Z H(w?,dg) = 2¢05(0,.2,) . (1.3.9)

L’égalité (1.3.9) représente la relation de dispersion des phonons de volume de symétrie R le

long de la direction b, de I’espace réciproque, lorsque q,.a, varie de 0 a 7. Désormais, il

existe n(gr) branches distinctes de phonons de volume de symétrie R, du moment que
I’équation séculaire (1.3.4) posséde n(Gr) racines w? , chacune d’elles étant une fonction

particuliére de A. La densité d’états, notée Ny (wz,qR), correspondant a ce type de
phonons, est définie par :

, (1.3.10)

ou la sommation concerne au plus les ng(Gg) différents qzj satisfaisant I’équation (1.3.7).

Les zones interdites aux phonons de volume se caractérisent en § par Ny (a)z, dr)=0, i.e.

il n’existe pas de racine de 1’équation (1.3.4) qui satisfait 1’équation (1.3.6). La densité

13
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Ng (w2, Gh) peut s’annuler pour Ny (a)z,qz) # 0 ou les indices 1 et 2 se rapportent a deux

différentes représentations de G(q). Si I’équation séculaire est résolue sans subdiviser D(()

en ses sous matrices, la région interdite de symétrie 1 serait négligeable devant les
contributions en volume de symétrie 2.

1. 4 - Phonons de surface et résonance

1.4.1 - Phonons de surface

Comme 1’étude porte sur les phonons de surface, seules les régions ou la densité d’états de
phonons volumiques ng (a)z,q R) s’annule seront considérées dans cette section. Les

composantes du champ de déplacement sont déduites de I’équation (1.3.2) pour
I>h=p-B:

v(l,a) = nzK:RieA(a,i) Z'(@?,Gr.i). (1.4.1)
i=1

La sommation sur 1 s’étend a toutes les valeurs Ne(Gr) des racines z(i) de I’équation

(1.3.3) dont le module est inférieur a I’unité, alors que les Ng(Gr) des racines de module

supérieur a 1’unité sont écartées, car leur introduction dans la sommation (1.4.1) donnera lieu
a des déplacements divergents. Aprés insertion des équations (1.4.1) dans les équations du
mouvement (1.2.4) avec | < p, il en résulte un systeme linéaire homogéne qui a pour

inconnues [Zlhzon(l,q’R)} composantes du champ de déplacement des atomes de surface

ainsi que ceux de raccordement et ny(Gr) coefficients de pondération Rie. La dimension du

systeme lineaire devient alors égale a :
h ~ p -
2Nn(l,ag) +Bn(dr) = 2 n(l.dR). (1.4.2)
1=0 1=0

Comme attendu, ce systéme ne peut avoir de solution que si son déterminant s’annule:

Ds (@°,qR) =0. (1.4.3)

14
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Une solution réelle et positive 6052 (Gr) de I’équation (1.4.3) donne naissance a un phonon de
surface, dont la courbe de dispersion s’obtient lorsque ¢ parcourt la zone de Brillouin 2D.

Par définition, une telle courbe de dispersion doit obligatoirement appartenir a la région
interdite des phonons volumiques dans le cas d’une symétrie R . D’apres I’équation (1.4.1), le

champ de déplacement d’un phonon de surface, a I’intérieur du cristal, consiste en une

combinaison linéaire de ng(GRr) ondes évanescentes. Il va sans dire que si la matrice

dynamique D(q) est réelle, alors Re(z):[Re(z+)r.

1. 4. 2 - Résonance et densité spectrale des déplacements de surface

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux regions ou la densité d’états des phonons de
volume ng (a)z,qR) est différente de zéro. L’analyse des résonances est similaire a celle

utilisée pour les phonons de surface. Le champ de déplacement d’un phonon (a)z,q r) donné

pour | > h est, encore une fois, déduit [27] de 1’équation (1.3.2):

vll,@) = S REA(,D) Z' () + S (RUA@, 1) Z' (1) + R Ale—]) 27 (1)) (144)

i=1 i
Pour un couple (a)z,qR) donné, la sommation sur i se rapporte aux solutions évanescentes
‘Z(wz,qR,i)‘<1 de I’équation séculaire (1.3.3), alors que celle sur j concerne les paires
n(w?, Gr) ondes se propageant du volume vers la surface (Z(]J)=eXp(iq,;a,)) ou de celles

qui s’en éloignent (Z - (J) =exp(-id;a;)). La somme ng (0%,GR) + Nt (w2, GR) est égale
a Ng(Gr). En insérant 1’équation (1.4.4) pour les composantes du champ de déplacement

dans les équations du mouvement (1.2.4) avec | < p, il en résulte un systéme d’équations
linéaires inhomogeénes formellement identique au systeme (1.4.3) :

D, (#°.0r)V =e, (14.5)

Ou, comme pour les phonons de surface, le vecteur V est exprimé en fonction des mémes
inconnues (le:o n(|,qR)j, les composantes non nulles e sont des combinaisons

lineaires des Ny coefficients arbitraires R_j, par exemple.
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Les vecteurs V du systeme (1.4.5), pour une paire (a)z,qR) donnée, forment donc un
sous-espace vectoriel de degrés de dégénérescence égal a ny (wz,qR). Dans un cristal 3D,

par contre, le degré de déegénérescence de ce méme sous-espace est égal a 2n; (wz,qR) . Par

conséquent, pour une relation de phase définie entre une onde incidente et I’onde réfléchie

correspondante, la surface réduit la dimension du sous-espace a ny (a)z,q R) . Pour toutes ces

raisons, ce sous-espace doit étre défini comme suit :

v(l,a, j) = nzsRﬁ-A(a,n ' i)+ A, ) 2' (j)+ nztRﬁ,-A(a,—k) z7'(k),
i=1 k=1

(1.4.6)
ot | > h. L’équation (1.4.6) nous apprend comment I’onde incidente (Z(]) =exXp(-iqza;))

est diffusée par la surface en ng composantes évanescentes (‘Z(i)‘ <1) et n; composantes

propageantes ‘Z(j)‘ = ‘Z_l(j)‘ =1. Ce type d’image des phonons dans un cristal semi infini

a déja eté étudié par Bortolani et ses collaborateurs dans la limite des grandes longueurs
d’onde [64].

En introduisant (1.4.6) dans les équations du mouvement (1.2.4), nous obtenons le
systeme (1.4.5); les composantes non nulles du terme inhomogéne e sont développées en

puissance de Z(j). Ce qui permet de retrouver les ny (a)z,q’R) systemes distincts (1.4.5)
ayant tous la méme matrice Dg et se différenciant seulement dans le terme inhomogéne e.

Les déplacements V ont alors pour solution :

Dy ()
‘Ds (wz,flR)‘ |

v(l, e, j) = (1.4.7)

ou I<h et le déterminant Dy (j) au numérateur est obtenu en remplagant dans le

déterminant Dg (602 ,0gr) du dénominateur la colonne correspondant a I’inconnue V(l,«, j)

par les composantes du terme inhomogéne e(j) de (1.4.5).

La densite spectrale p(a)z,qR,l,a,l',a', j) des déplacements surfaciques avec |<h

est définie par :
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p(j) =V (@?,Gr. 1, j) V(@?,Gr, 1" &, j) .Ng (@%,TR),
(1.4.8)

ou ng est donné dans 1’équation (1.3.10). La perte d’énergie enregistrée lors d’expériences
de diffusion d’électrons [4] est proportionnelle a la densité spectrale calculée a  fixé selon

(1.4.8) ; cette équation est multipliée par un élément de matrice indicatif de la contrainte de
couplage électron-phonon et par un facteur thermique qui tient compte de la population des
phonons. La densité constitue un élément essentiel dans 1’évaluation du signal mesuré dans la
diffusion inélastique d’un atome ; mais sa dépendance en o’ devient plus compliquée du fait
que 1’énergie primaire du faisceau atomique est du méme ordre de grandeur que le quanta
d’énergie 7w du phonon mis en cause [65]. Un cas bien différent de la diffusion électronique
ou 7w est négligeable devant 1’énergie du faisceau incident.

La résonance est déterminée par les pics a)rz (Gr) de la courbe densité spectrale. Cette
résonance se produit en particulier si le dénominateur Dg (0?,dg) de (1.4.7) a une racine

complexe corz (Gr)+in(Gg) . Cette racine agit comme un pole pour la dépendance en w? du

déplacement donné par (1.4.8). En conséquence, n(Gr) est d’autant plus petit que la

caractéristique résonante devient importante. Cette définition de la résonance préte, d’ailleurs,
a plusieurs commentaires :

(i) Elle donne une description unifiée d’états de surface et de résonance, 1’un et I’autre

correspondant a des racines réelle et complexe de Dg (a)2 ,Gr) =0, respectivement.

(if) Toute corrélation entre la résonance w?(qR) et une petite valeur possible

de ng [a)r2 (Gr).Gr], comme supposé par Stroscio et ses collaborateurs [66], est fortuite

puisque a)rz (Gr) provient de la résolution d’une équation de surface ou Ng CRT

représente une quantité relevant du volume.

(i) a)rz (Gr) est indépendant des valeurs (I,«) et (I',a') ou (j) considérées dans le
calcul de p(j) ; d’ailleurs, aucune de ces valeurs n’apparait dans I’expression Dg (02, r)=0.
En fin de compte, toutes les densités spectrales, a moins que le champ déplacement s’annule

pour cause de symétrie, présentent un maximum pour la méme valeur a)rz (Gr); cette derniére

propriété n’est pas aisée a prouver dans le cas général utilisant la technique des fonctions de
Green [67,68].

17



Chapitre 1 Théorie de la Méthode de Raccordement

(iv) En général, le champ de déplacement attaché a chaque phonon ainsi que les
vecteurs propres de la matrice dynamique D(G) sont normalisés. Seulement dans le cas qui

nous intéresse, cette condition n’est valable que pour les cristaux périodiques 3D comme
indiqué dans D’expression (1.4.6), ou seule la contribution du champ de déplacement
provenant des phonons z(j) dont le module est égal a 1’unité importe. Puisque toutes les

valeurs th(j sont données par le rapport DN(Rﬁj)/DS des deux déterminants de (1.4.7),

il vient que :

D ()

N 2 !
(\Ds\2+lzl\DN (Ri)| )2

v(l,a, J) = (1.4.9)

s’il y a normalisation du champ de phonons du cristal semi-infini. Comme les dénominateurs
des équations (1.4.7) et (1.4.9) sont différents, leurs racines respectives donnent naissance a
des résonances a différentes fréquences. Nous concluons donc que les résonances dépendent
intimement de la maniere dont est normalisé le champ de phonons.

1. 4. 3 - Propriétés de la matrice de diffusion

La matrice R (wz,qR) de dimensions (n;xn;) et d’éléments Rﬁj définie dans (1.4.5)
s’identifie a la matrice de diffusion ; appliquée a ’asymptote incidente [Z (i) =exp(iq,;.a, )]
du "™ phonon (w?,Gr). elle produit n, asymptotes transmises (27 (i) = exp(-iq,;.a,)).
En se rappelant que D™ (G) = D(-G), I’expression complexe conjuguée de (1.2.6) pour

V(w?, R, i) sécrit :
[wz _ D(—qR)]v+ (@%,d_,i)=0, (1.4.10)

ou \7+(a>2,qR,i) appartient a ’ensemble des n; vecteurs V(a)z,—q,m) obtenus en résolvant

le systéme (1.4.5) pour la paire (a)2 ,—0Rr) . Il en résulte que :

N
7 (@°,qg,i) = 3. BinV (0’ ~Gg,m). (1.4.11)
m=1

18



Chapitre 1 Théorie de la Méthode de Raccordement

R (wZ,GR)[Rt (coz,—q'R)]+ =1, (1412)

R (@, Gr) = |R% (02 )| R (02 ) (1413

Nous nous intéressons maintenant a I’équation aux valeurs propres pour tout vecteur

V(]) appartenant a ’ensemble des vecteurs n; définis dans I’équation (1.4.7) quand D(q) est
réelle :

o? ~D(d) |V() =0 (L.4.14)
Le complexe conjugué de cette derniére expression est :

[a)z - D(qR)}WJ) -0, (1.4.15)

Le vecteur V' (j) doit évidemment étre un vecteur propre de D(G) associé & la valeur

propre w?. Par consequent, \7}r appartient au sous-espace vectoriel généré par les

vecteurs V(j). L’avantage de cette propriété est qu’elle permet de déduire les résultats

suivants concernant R!, R® et la dimension ng x n; de la matrice R':
t/pty+
R*'(R")" =1, (1.4.16a)

(RO'R'=R . (1.4.16b)

Nous pouvons nous rendre compte a partir de (1.4.16a) que la matrice diffusion R!
des phonons n’est pas unitaire, contrairement au cas de diffusion de particules par un
potentiel s’annulant a 1’infini.

1.4.4 - Singularités de Van Hove

Suivant la direction b,, pour 6 =(,a, =0 ou =, la pente 8(0)2)/85 de la courbe de
dispersion des phonons de volume | s’annule a w? = a)f De plus, nous supposerons sans

restriction aucune que 0)2(5)<a)12 appartient toujours a la courbe de dispersion j pour 6
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compris entre 0 et 7. Comme la dérivée 85/6(@2) devient infinie au méme titre que
(a)JZ—a)z)‘l/2 quand @° —>(a)12)_, et 6§—>6;=0 ou r, une singularit¢ de Van Hove
apparait dans la densité d’états ny (0)2,GR) définie par 1’équation (1.3.9). Réciproquement,
pour ° >a)12, la contribution a nq de ’onde j ne figure plus dans la somme (1.3.9),

car ‘Z(j)‘<1, et nq se comporte bien comme w? —>(a)12)+. En nous rappelant que ny

diverge comme (a)JZ—a)Z)_l/2 guand w? —>(a)j2)_ et en retournant a 1’équation (1.4.8),
nous obtenons les densités spectrales p(j) quand w® - (a)Jz)_ ;
1
p(i)= ‘ 60,2 —602‘ 2 (1.4.17a)
_1
P(j'ij)%‘w%—wz‘ 2, (1.4.17b)

2

ol p(j) n’est pas défini pour w” > w§ et p(j'= j) demeure continu pour w® — (0%)*.

Un second type de singularit¢ de Van Hove se produit si I’équation séculaire (1.3.3)

possede une racine double z(a)z,qR,j), a a)f telle  que z(1) =2z(2) =exp(sj)
avec 0<8j <z. Nous supposerons encore que a)zga)JZ pour & contenu dans le

voisinage 5j de la courbe de dispersion des phonons de volume j. Dorénavant, la pente de

la courbe de dispersion a)z(qz) s’annule pour 5 =Jj et 85/8(@2) varie encore comme
_1
‘a)z —a)ﬂ 2 quand @2 —>(a)J2)_. Les densités spectrales p(j) divergent pour n’importe

_1
quelle valeur j au méme titre que ‘a)z —wﬂ 2 quand w® - (a)JZ)_,

En résumé, alors que la position de la résonance ne tient pas particulierement compte
de I’onde incidente j considérée, le comportement de toute densité spectrale au voisinage
d’une singularit¢ de Van Hove dépend, en revanche, intimement de 1’onde incidente j

effectivement excitée.

Il faudra noter que :

- La densité spectrale mesurée expérimentalement est une moyenne thermique de
toutes les densités j figurant dans (1.4.7) ; méme si p(j') diverge autour d’une singularité

de Van Hove, ’aire sous les courbes reste une quantité finie, puisque o(j') varie comme
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‘0)2 —a)ﬂ_z. L’identification des pertes spectrales [68-70] dues aux singularités de van
Hove est discutée dans la référence [27].

- Contrairement a la méthode de raccordement, les calculs menés en utilisant les
fonctions de Green [71] ne tiennent pas compte des discontinuités de la densité spectrale
au voisinage d’une singularité de Van Hove puisqu’ils sont approximés avec une fonction
continue.

1.5 - Organigramme de la méthode

Selon le schéma ci-dessous, nous établirons d’abord dans le cadre de I’approximation
harmonique les équations dynamiques qui régissent le mouvement des atomes dans un réseau
parfait constitu¢ d’un double plan infini. Les modes propres correspondants décrivent les
ondes de vibration transmises sans étre atténuées, i. e. que le double plan peut étre assimilé a
un guide d’onde pour de tels modes. En considérant différentes configurations, nous
introduirons les défauts en changeant soit la masse atomique soit le couplage inter atomique
(ou les deux a la fois) pour établir les équations de la diffusion qu’il faudra résoudre
numeriquement. Nous discuterons les résultats en nous inspirant des travaux réalisés en
électronique [15-19]; en particulier, nous chercherons a savoir dans quelle mesure des
phénoménes analogues a ceux observés dans le cas électronique se produisent dans le
nouveau domaine des ondes vibratoires.
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Chapitre 2

Dynamique Vibrationnelle du
Réseau Parfait

2.1 - Introduction

Le probléme a résoudre consiste en 1’¢étude de la diffusion d’ondes vibratoires dans un cristal
comportant un défaut de structure. Nous devons, pour ce faire, d’abord analyser le
comportement de 1’onde qui se propage & travers un réseau parfait. Notre modele est assimilé
a un double plan infini d’atomes qui représente un guide d’onde parfait quasi tri-
dimensionnel. Les masses, dont les interactions sont modélisées par des ressorts
harmoniques, sont disposees aux nceuds du réseau. De ce fait, il serait possible de construire
un modeéle contenant suffisamment de parametres pour décrire avec une bonne précision un
systéeme réel. Cependant, ce travail ne cherche pas directement a obtenir une adéquation
quantitative avec des grandeurs expérimentales, qui n’ont d’ailleurs pas ét¢ mesurées pour
I’instant. L objectif est de faire apparaitre les phénoménes qui nous intéressent sans les noyer
dans des difficultés numériques.

Dans cette partie, nous nous intéresserons a 1’application de la théorie gouvernant les
ondes se propageant a travers les trois directions de 1’espace qui définissent le réseau
cristallin. En particulier, nous déterminerons la matrice dynamique du réseau parfait et nous
étudierons la dispersion des ondes par ce réseau. Nous montrerons, dans ce cas, I’existence
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de six modes propres de vibration: trois modes acoustiques et trois modes optiques. On dit
qu'un mode est propageant s’il transporte une énergie pendant son déplacement.
Contrairement, un mode évanescent possede une énergie insuffisante pour aller d’un atome a
un autre plus éloigné. Dans ce cadre, nous déterminerons aussi les facteurs de phase associés
a chaque mode en utilisant deux différentes méthodes de calcul: la méthode du déterminant
et la méthode "d’augmentation de la base". Ensuite, en trouvant les bandes passantes, nous
indiquerons les limites des fréquences propageantes possibles associées a chacun des modes
pour tout angle d’incidence donné. En dernier lieu, nous nous intéresserons a la
détermination des vitesses de groupe propres a chacun des modes. La aussi, deux méthodes
de calcul sont proposées: la méthode classique des pentes et une méthode dite
« perturbative » [20,24] plus récente.

2.2 - Modes Propageants

2. 2.1 - Etapes préliminaires

Contrairement au cas ¢€lectronique, il ne s’agit pas de résoudre une équation de Schrédinger,
mais une équation dynamique de type Newton. Nous considérons un réseau cristallin, de
structure parallélépipédique, formé de deux plans atomiques infinis. Aussi, les atomes, de
masses M, peuvent se mouvoir dans les trois directions cartésiennes de I’espace. Ce réseau
d’atomes « classiques », symbolisé par un assemblage de masses ponctuelles reliées par des
ressorts harmoniques, représente notre guide d’onde parfait quasi-tridimensionnel. La figure
2.1 schématise ce guide d’onde et introduit la convention de numérotation des atomes ainsi
que les différentes constantes de raideur des ressorts. Ces constantes de force de liaison entre
premiers et seconds proches voisins seront respectivement désignées par kq et K,. Pour des
raisons de simplicité, nous prendrons la méme distance a entre atomes adjacents dans les
trois directions cartésiennes de 1’espace ; ce qui engendre un réseau cubique simple.

Durant ce travail, seules les interactions de premiers et seconds voisins seront considérées
conformément a la théorie développée au paragraphe 2 du chapitre 1. Pour simplifier, la
distance inter-atomique sera toujours prise égale a I’unité (a=1). La masse m est également
normalisée a 1. D’autre part, le nombre de ressorts accrochés a chaque masse est le plus petit
compatible avec la stabilité de I’ensemble ; si on se contente de 1’approximation des plus
proches voisins (i. e. liaisons adjacentes), 1’édifice s’écrase sous I’effet du cisaillement. Les

ressorts obliques, auxquels nous attribuons la constante K, corrigent ce défaut [17,24]. Les

valeurs numériques des constantes Kk; et K, sont arbitraires ; au-dela de leur signification
géométrique, notre seul critére ayant été¢ d’éviter des dégénérescences accidentelles, nous les

avons fixées, une fois pour toutes, 8 k; =1 et k, =0.5.
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Fig. 2.1 : Guide d’onde parfait symbolisé par un réseau cubique simple constitué de
deux plans atomiques infinis. Les constantes de force de liaison entre proches et
seconds voisins sont désignées respectivement par k; et ko.

2. 2.2 - Ecriture des équations du mouvement

Comme déja mentionné, la dynamique du guide d’onde est décrite par les €quations de type
Newton qui définissent les amplitudes des déplacements u, (L) en un site (L) suivant les

différentes directions « de I’espace notées par X,y oU Z.

Dans le cadre de 1’approximation harmonique [26], ’équation du mouvement d’un atome est
habituellement donnée par la formule générale (équation 1.2.2):

o®m(Lu, (Lo?)=-F SK(LL) r‘(’;—rf[uﬂ(L,a)Z)—uﬁ(L',wz)] 2.1)
'l B

pour (a, ) € {x, y,z}, les trois directions cartésiennes de 1’espace. m(L) indique la masse

de I’atome du site (L), ua(L,a)z) le déplacement suivant la direction o ; I, représente la
composante du vecteur position relative entre les sites (L) et (L') , d la distance qui les
sépare et K(L,L") est la constante de force entre les atomes occupant ces sites. @ est la
fréquence de vibration de 1’atome considéré. Nous rappelons que la sommation sur (L")
porte sur tous les premiers et deuxiemes voisins du site (L).
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Tous les atomes du réseau parfait ayant des sites identiques sont équivalents. Ces
atomes sont dits reductibles. Dans notre cas, les équations du mouvement ne seront, par
conséquent, écrites que pour deux atomes et pourront étre déduites par simple translation
suivant les trois directions X, y et z pour n’importe quel autre. En considérant que chaque
atome est entouré de cing premiers voisins et de huit seconds voisins, les projections de
I’équation (2.1) suivant chacune des directions cartésiennes permettent de trouver les
équations ci-dessous. Suivant X(« = X), sa projection est :

2

o?m(Luy (L o?) =— Y K(L, |_')(';A2 uX(L,a)Z)—uX(L',a)Z)}
|l -

rely

d2

I
2

d

-3 K(L,LY)

e

-3 K(L,L)

e

:uy(L,a)z)—uy(L',a)z)], (2.2a)

[UZ(L,a)Z)—uZ(L',a)Z)}

qui s’écrit, sous forme développée, comme Suit:

M@2uy (L) = Ky (U (L) U (1 +1,m,0)) — kg (ux (L) ~ uy (1 -1 m,n))

—%(UX(L)—UX(I +1,m+1,n))—k72(ux(L)—ux(| +1,m-1n))
—%(UX(L)—UX(I ~1,m+1, n))—%(ux(L)—ux(l ~1m-1n))
—%(uX(L)—uX(I,m+1,n+1))—k72(uX(L)—ux(l,m—l,n+1)) - (2:22)
—%(uy(L)—uy(l +1,m+1, n))+k72(uy(L)—uy(l +1Lm-1n))
+k72(uy(L)—uy(I —1,m+1,n))—k72(uy(L)—uy(l —1Lm-1n))

_%(UZ(L)—UZ(l +1,m,n+l))—k72(uz(L)—uz(l -1,m,n+1))

La projection suivant y donne lieu a 1’équation :

26



Chapitre 2 Dynamique Vibrationnelle du Réseau Parfait

o*m(L)uy (Lo?) =Y K(L L')@[UX(L,QZ)—UX(L'@Z)_
I =l -

2

S KLY

2
I =l d

Uy (Led)-uy(Led)], @)

- 3 K(L,LY)

e

ry r,
d 2

[UZ(L,a)z)—uZ(L',a)z)}
qui, apres déeveloppement, devient :

ma)zuy(L) = —%(UX(L)—UXU +1,m+1, n))+k72(uX(L)—uX(l +1,m-1,n))

+k?2(uX(L)—uX(I -1m+1], n))—k?z(uX(L)—uX(l -1,m-1n))

—ky(uy (L)—uy(I,m+1,n))—ki (uy (L)—uy(l,m-1,n))

K, I K, I .(2.2b%)
—7(uy(L)—uy( +1,m+1,n))—7(uy(L)—uy( +1,m-1,n))

_%(uy(L)—uy(l _1Lm+l n))—%(uy(L)—uy(l “1m-1n))

_%(UZ(L)—UZ(I,m+1n +1))+k72(uz(L)—uz(l,m—l,n+l))

Enfin, la projection suivant z donne :

o?m(L)u, (L w?) =— > K(L L) rxgz[ux(L,a)z)—uX(L',wz):

|l d
- Y K(LLY) r;;Z[UY(L,a)Z)—uy(L',a)Z)_ , (2.2¢)
e -

2
7

- YKL by (L) -ty (L,0)|

| =l

qui devient sous forme développée,
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mew?u, (L) = —%(UX(L)—UX(I +1,m,n+1))+k72(uX(L)—uX(l ~1,m,n+1))

_%(uy(L)—uy(l,m+1,n+l))+k72(uy(L)—uy(l,m—l,n+1))
—kq(uy (L) —u, (I,m,n+1)) L (2.2¢7)

_%(UZ(L)—UZ(I +1,m,n+1))—k72(uz(L)—uZ(l ~1,m,n+1))

_%(uz(L)—uz(I,m+1,n+1))—k?2(uz(L)—uz(I,m—l,n+l))

ou le site (L) est assimilé a I’ensemble des trois coordonnées (I,m,n) et les paramétres kg
et ko représentent les constantes de forces de liaison entre premiers et seconds voisins,

respectivement. Notons que les liaisons diagonales qui couplent les déplacements parallele et
perpendiculaire sont nécessaires pour stabiliser le systeme relativement au cisaillement.

2. 2. 3 - Matrice dynamique - Equations propres

Les équations (2.2a’), (2.2b’) et (2.2¢”) doivent étre résolues pour tous les atomes considérés
avec des conditions aux limites appropriées. Dans le présent travail, nous utilisons les
conditions aux limites de diffusion [24,27] pour lesquelles nous obtenons des solutions
d’onde plane complexe :

G(L)=0 ¢ _ge'"", (2.3)

ol § est le vecteur d’onde réel, I désigne la position d’équilibre atomique et le vecteur U

décrit les amplitudes des déplacements de chaque atome :

Uy (L)
G(L)=|uy (L) | 2.4)

uz (L)

Dans la direction Ox du mouvement, I’onde peut étre atténuée en rencontrant le défaut. De
ce fait, il serait commode de relier les vecteurs déplacements de deux atomes adjacents par
un facteur d’atténuation Z, tel que:

u (1£1mn) =z uy (1,m,n). (2.5)
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Cette relation est une caractéristique essentielle de la méthode de raccordement [24,28],
initialement employée pour 1’étude des phonons de surface localisés et des résonances [voir
relations (1.3.2) et (1.4.1)]. Pour les ondes propageantes de I’équation (2.3), nous

iGxrx _ gldx@

avons Z =¢ , 1.e. le module de Z est égal a ’'unité. En nous rappelant de la

valeur du paramétre de réseau a, égale a ’unité, nous pouvons écrire simplement Z =¢'9.

Quant a la direction perpendiculaire au mouvement, c’est-a-dire suivant y qui est un

axe de symétrie pour tout le probléme, nous pouvons écrire, d’aprés la fonction de Bloch

[63], que :

uy(,mELn)=e"' % u,(,mn), (2.6)

ou ¢y =Qyry=Qya, gy ¢tant le vecteur d’onde unidimensionnel du réseau réciproque

dans la direction .

Compte tenu des relations (2.5) et (2.6) caractérisant les ondes planes et en divisant
les expressions (2.2) par la constante de force entre proches voisins k;, les équations du

mouvement se transforment alors en un systéme matriciel qui peut s’écrire :

0 D(7) -D® D@ D@ 0 |[uy(l,mn+)
-D®6) -D@ DO 0 0 DE® \u,(l,mn+l)

D) D(4) 0 DB 0 D(@®6)) ug(l,mn) 0
D(4) D(2) 0 0 D7) D@®)| uy(mn) 0
0 0 D@3) D@) D@ D@ || u(,mn) | |0 -
D(5) 0 -D®) DM D@ 0 |u(,mn+1)]| [0 @7
0
0

avec .
D(1) =2 -2-3n, —b+ I cos(¢y)](Z +%); D(6) :%(Z —%);
D(2) = 02— 2-3r, =141, cos(¢y){2+ I (Z +%)} cos(¢y); D(7)=r,cos(gy);
DB3)=0%-1-2r,; D(8) =ir,sin(gy) =0;
D) =irsin(4, )(Z —%); D(9) =1+, cos(g,) +%(z +%);

D)= 2(Z+2)
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1/2
ou Qz[ma)z/kl} =w/w, est la fréquence normalisée, sans dimension et r, =ko /ky

le rapport entre les constantes de force des deuxiéme et premier voisins du réseau parfait.

Wy = 1/kl/m est la fréquence propre de vibration de la structure sans défaut.

Ou de facon plus condensg,

[Qzl —D(¢y,Z,r2)MU>:‘O>, 2.8)

ou | représente la matrice identité et D la matrice dynamique du réseau parfait. L’égalité

(2.8) est I’équivalente de 1’égalité (1.2.6) du chapitre 1.
La matrice D est, par conséquent, une matrice carrée de dimension (6x6). Elle contient des
termesen Z et en (1/Z) que nous déterminerons apres avoir étudié la dispersion.

2. 2.4 - Relations de dispersion

2.2.4.1 - Courbes de dispersion

La résolution de I’équation (2.8) pour Z = ei¢x fixé permet d’obtenir les fréquences propres
de vibration Q,, et les vecteurs propres U,, qui leur sont associés. Les modes propageants du
guide d’onde quasi-tridimensionnel correspondent aux solutions \Z\ =1. Ils sont
habituellement donnés en fonction de ¢, . La fonction d’onde ¢, =a.qy =0y représente la
composante du vecteur d’onde suivant la direction X dans le réseau réciproque du fait que la
distance interatomique @ est égale a 1’unité, comme mentionné précédemment. Les
composantes (gy,#y) du vecteur d’onde definissent, par conséquent, I’angle d’incidence de
I’onde propageante.

Lorsque ¢, parcourt la premiére zone de Brillouin, soit ici I’intervalle [— r/a ﬂ/a], nous
obtenons les courbes de dispersion Q(gy ). Une telle relation, ou la fréquence Q se déduit
du nombre d’onde ¢y, est appelée relation de dispersion. C’est la facon la plus commode de

caractériser le comportement ondulatoire d’un systéme. Un milieu satisfaisant a la relation

simple €2 proportionnel a ¢, est dit non dispersif. Dans le cas ou le rapport Q/¢X dépend

de la longueur d’onde et donc de la fréquence, le milieu est dit dispersif. Dans 1’é¢tude des
structures périodiques, la connaissance des relations de dispersion est importante, puisque
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beaucoup des propriétés intéressantes des cristaux découlent plus ou moins directement de
ces relations (phonon focusing effect [73], negative refraction [74], ...). Grace aux relations
de dispersion, il est en particulier possible de déterminer les fréquences permises pour tout
vecteur d’onde incident.

L’allure des courbes de dispersion Q(g,), symétriques par rapport a 1’axe des
frequences, est montree sur la figure 2.2 pour différentes valeurs de I’angle d’incidence gy .

Ces résultats indiquent la tendance des branches de dispersion a se comporter comme des
fonctionnelles de ¢, .

Fréguence normalisée €

05 : i * 05
-rla nla -rfa

-2 0 2 zla

Composante du vecteur d’onde @y
Fig. 2.2 : Courbes de dispersion des six modes propageants du guide

d’onde parfait pour différentes valeurs de I’angle d’incidence @,. Les
modes sont numerotés de 1 a 6 de bas en haut.
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2.2.4.2 - Discussion des courbes de dispersion

Au point de vue technigue, cette simulation est réalisée par le logiciel MATLAB. Les calculs
numeriques sont menés pour r, =0.5. Ce rapport de constantes de force atomiques sera

systématiquement utilisé dans les applications a venir. Nous remarquons immédiatement
que, pour une incidence nulle, les trois premiers modes du double plan se rapportent aux
vibrations acoustiques (2 —0 quand ¢, — 0). Elles correspondent aux translations du

cristal entier dans les trois directions de 1’espace. Les trois autres modes dont les pulsations
sont différentes de zéro lorsque ¢, — 0 sont désignées par vibrations optiques. Cette

dénomination tire son origine du fait que quelques unes de ces vibrations peuvent étre
excitées par des techniques optiques (spectroscopie infrarouge ou de Raman). Pour les autres
valeur de ¢y, tous les modes deviennent optiques. Les figures indiquent également que les

branches de dispersion sont dégénérées au centre de la zone de Briouillin, ¢y =0 pour les
modes acoustiques et ¢y = 7z (dégenérescence par paire) pour les modes optiques.

Contrairement au cas électronique ou les courbes sont des sinusoides paralléles, nous
n’avons ici aucun espoir de trouver une expression analytique utilisable. Il faudra donc
recourir a des méthodes purement numériques pour intégrer ces relations de dispersion dans
le probleme général avec défauts. Nous constatons, sans grande surprise, que ces courbes
sont trés proches des courbes de dispersion des phonons dans les cristaux.

On appelle phonon le quantum d’énergie associé a un mode. La courbe de dispersion peut
également étre considérée comme donnant le spectre des énergies 7€) possibles pour les

phonons, en fonction de leur impulsion 7¢y. La connaissance d’un tel spectre, pour un

cristal réel, est tres importante. Elle permet de préciser les énergies et les impulsions que le
cristal est susceptible de fournir ou d’absorber lorsqu’il interagit avec un autre systéme.
Il existe des régions ou certaines courbes ont une dérivée négative. Cette dérivée a une
interprétation physique simple : il s’agit de la vitesse de groupe de 1’onde plane. Une
inversion du signe de la dérivée signifierait donc que la vitesse change de sens de
propagation. Cette particularité semble étre liée a des problémes d’instabilité, ce qui fait
penser a ’apparition de phonons mous a I’approche d’un changement de phase dans un
cristal.

D’autre part, les branches de dispersion se recouvrent sur un certain intervalle de
fréquence qui diminue avec ¢y. De ce fait, nous devons nous attendre a ce que les modes

soient simultanément excités dans cet intervalle.

Nous constatons que, dans le cas quasi-tridimensionnel, les relations de dispersion sont deja
quelque peu compliquees. Naturellement, a trois dimensions elles le seront encore davantage
puisque le nombre de modes augmente simultanément. Par exemple, pour un triple plan, il
atteint neuf [57-58,77-78] et passe a douze dans le cas de quatre plans, etc.
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2.2.4. 3 - Polarisations des modes de dispersion

Dans un cristal, les phonons sont décrits par des ondes planes (2, 5). Le modele considéré

possédant deux atomes par maille, la courbe de dispersion comportera donc six branches :
trois branches acoustiques (courbes de plus basse énergie), trois branches optiques. Alors
que le mouvement de chaque atome dans la cellule élémentaire est en phase pour les phonons
acoustiques, il est en opposition de phase pour les phonons optiques. Dans les directions de
haute symeétrie du cristal, les phonons sont qualifiés de transverses ou longitudinaux selon
que leur déplacement est respectivement perpendiculaire ou parallele a la direction du
vecteur d’onde. Dans un solide, les phonons acoustiques transverses (TA) correspondent a
une onde sonore en cisaillement tandis que les phonons acoustiques longitudinaux (LA) sont
associés a une onde sonore en compression. L’examen des vecteurs propres (Fig. 2.3a et Fig.
2.3b) montre que les courbes de dispersion obtenues correspondent essentiellement a ces
deux polarisations, longitudinale suivant X et transversales suivant y ou suivant z. Dans
chaque catégorie, nous rencontrons des modes acoustiques et optiques. Dans le cas
d’incidence nulle, la figure 2.3a indique, en substance, que les modes 3 et 5 sont polarisés
longitudinalement alors que les autres modes le sont transversalement suivant z pour 1 et 6,

suivant y pour 2 et 4.

Les modes propres de vibration du réseau sont des ondes vectorielles. 1l y a en effet trois
degrés de liberté par atome (déplacements [u,(a=X,youz)]), contrairement au cas
¢lectronique, ou la grandeur variable (la densité de charge) est scalaire. L’information
contenue dans les courbes de dispersion n’est donc pas suffisante pour décrire completement
les modes ; il faut aussi connaitre les vecteurs propres U,. Ces derniers possedent une

propriété intéressante : ils sont soit symétriques, soit antisymétriques par rapport a un axe

parallele a I’axe X passant au milieu d’une colonne, entre les deux plans.

Cette propriété des modes a une consequence directe sur les relations de dispersion : deux
branches de méme symétrie ne se croisent jamais. On le voit particulierement bien sur la
figure 2.2 : les modes sont dégenérés en un ou plusieurs points, tandis que les branches 3 et
6, toutes deux de méme symétrie, se repoussent et forment un anticroisement. Des structures
semblables se retrouvent pour n’importe quelle épaisseur du guide d’onde.

D’autre part, les vecteurs propres forment une base compléte de 1’espace des vecteurs

déplacements. Cette propriété permet de décomposer U=ch u, et donc de décrire le

|4

comportement de n’importe quelle onde propageante dans le systéme.
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vibration en fonction de la fréquence normalisée sans dimension dans
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34



Chapitre 2 Dynamique Vibrationnelle du Réseau Parfait

2. 2.5 - Bande passante du systeme

La loi de dispersion qui donne la pulsation Q associée a chaque valeur du vecteur
d’onde @y permet d’étudier la propagation des ondes dans le systeme. Une vibration de
fréquence Q ne peut se propager que si Q est contenue dans la «bande permise », les autres

valeurs correspondent naturellement a la « bande interdite » extérieure. Dans le cadre de nos
hypothéses, si un phonon dans un cristal est dans un état stationnaire, il ne peut avoir
d’énergie dont la valeur ne soit pas comprise dans cette bande. Autrement dit, toutes les
énergies possibles sont confinées dans une certaine bande qui s’étend entre deux niveaux
minimum et maximum.

La résolution numérique du systéme d’équations dynamiques (2.8) pour des solutions
itinérantes donne la bande énergétique des phonons de volume du guide d’onde parfait. Elle
est représentée sur la figure 2. 5. D’emblée, nous remarquons la présence de petites fenétres

dans la bande passante dont la largeur s’agrandit avec la constante de force K, qui symbolise

la liaison entre seconds voisins du réseau. Ces espaces correspondant aux fréquences
purement évanescentes sont évidemment interdits aux phonons de volume.

Sur la figure 2. 4, sont représentées separéement les bandes propageantes individuelles
(zone en pointillés) de chacun des six modes de vibration du cristal. La bande passante
globale du systéme est rigoureusement reproduite par superposition de ces derniéres. Les
petites fenétres évoquées precédemment se rapportent aux espaces qui ne sont pas recouverts
par superposition des bandes. Autrement dit, elles représentent bien des zones interdites aux
phonons de volume. Nous pouvons vérifier, par la méme occasion, la bonne correspondance
quant a 1’é¢tendue des plages fréquentielles de propagation obtenues dans les courbes de
dispersion (Fig 2. 2) pour n’importe quelle valeur de I’angle d’incidence ¢y.

La délimitation des bandes d’énergie peut particuliecrement servir a illustrer la relation entre
les amplitudes de diffusion des phonons en présence de défauts et les états liés qui y sont
induits. Cette relation constitue I’'un des fils directeurs les plus utiles dans les recherches
actuelles pour une meilleure compréhension des observations expérimentales. Par états liés,
nous entendons une association ayant une énergie inférieure a celle des particules libres.
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2. 3 - Modes évanescents

Pour décrire la diffusion en présence de défauts de structure, nous n’avons pas seulement a
connaitre les modes propageants définis précédemment (‘ZV‘ =1), mais aussi a considérer
les solutions évanescentes du systéme. En d’autres termes, pour une fréquence 0 donnée,
nous avons besoin de toutes les solutions Z, méme celles dont le module est inférieur a

I’unité (nous reviendrons sur ce point dans le prochain chapitre). Ces solutions peuvent étre
obtenues par différentes procédures [27,75-76]. Toutefois, seules les étapes principales de
calcul seront developpées.

2. 3.1 - Calcul des facteurs d’atténuation

Avant d’aborder le probléme général avec défauts, il reste une étape préliminaire a
accomplir : ’inversion des relations de dispersion. En effet, pour le moment, nous ne savons
que trouver les fréquences possibles en fonction du vecteur d’onde. Or I’expérience indique
que ce n’est pas le vecteur d’onde ¢, mais la frequence Q qui est conservee lors de la

diffusion d’une onde incidente par des défauts. En d’autres termes, les défauts couplent les
differents modes a fréquence constante ; il est, par conséquent, indispensable de considérer
celle-ci comme variable indépendante.

L’équation (2.8) permet de trouver les fréquences €2, & Z fixé, c’est-a-dire & ¢, fixé.

Nous voulons maintenant connaitre les facteurs de phase Z,, a la fréquence Q fixée. Pour
cela, deux méthodes de calcul peuvent étre utilisées.

2.3.1.1 - Méthode du déterminant

Elle consiste a trouver les racines du polyndme caractéristique de la matrice dynamique
(équation 2.8); une solution non triviale requiert que le déterminant de la

matrice |_Q2| - D((py,Z,rz)J s’annule. Ce qui donne lieu a I’équation séculaire
caractéristique (voir relations 1.3.3) de degré 12 en Z qui peut étre exprimée sous forme

polynomiale comme suit:

Ao+ AZ+AZ2+AZ3+AZY+AZ% + AZO

(2.9)
+ A2+ AZ8 + AgZ® + Az 0+ Az A7 =0
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ou les coefficients A, sont fonctions de €, ¢, et rp. Les facteurs de phase Z et Z -

vérifient symétriquement 1’égalité (1.3.9) (voir paragraphe 3 du chapitre 1) & cause de la
nature Hermitienne de la matrice dynamique ou symétrie d’inversion du temps [20,23,27,75].
Pour satisfaire les conditions d’évanescence, nous sélectionnons, cependant, uniquement les
six solutions physiquement acceptables pour Z a partir des douze racines de 1’équation

(2.9). Ensemble, ces solutions constituent dans 1’espace {Q,qﬁy} les modes

évanescents ‘Z(i)‘<l. Le champ évanescent du guide d’onde est alors rigoureusement

détermineé. Nous retenons les solutions dont le module de Z est égal a 1 (modes

propageants) ou inférieur a 1 (modes atténués). Les autres, de module supérieur a 1’unité,
correspondent a des modes divergents ; elles sont rejetées car elles n’ont aucune signification
physique.

2. 3.1.2 - Méthode de 'augmentation de la base

Comme son nom I’indique, cette deuxieme méthode consiste en 1’augmentation de la base
de I’espace des vecteurs propres. Ce qui conduit a linéariser le systétme en posant de
nouvelles variables [19,24] définies de la facon suivante :

Ip) == 0g 1), p=7....12. (2.10)

Nous pouvons alors réécrire 1’équation dynamique (2.8) sous forme d’un probléme aux
valeurs propres Z,

) ) (T (L)

AQW=ZBW avec W= , (2.11)
Up(L)

ou A et B sont des matrices (12 x12) qui sont obtenues en remplacant dans les équations du

mouvement (2.7) le terme (G, /Z) par U 3 €n respectant la correspondance. Par suite, nous

réécrivons chaque équation sous la forme (2.11) puis, par identification, nous aboutissons
aux formes explicites des matrices A et B ci-dessous:
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Chapitre 2

AG)

~A(6) —A(d)

~ A(6)

-A(6)

AB) -A(6)

0?2 —2-3ry +2c0s(¢y);

0%-2-3ry; AQQ)

AQL)

ou

(2.12)

1+ 1, cos(dy);

AQR)=0%-1-2r); A(4)

. A7) =rpcos(@y):

_h
2

AGB) =irysin(g,);  Ab)

et

~B(3) 00 00O0O

0

~B(3)

0
0
0

~B(2)

-B(4)

~B(1)

0 00 O0O0O

0
~B@3) 000000

0
-B@)
-B(@)
-B(2)

B(2)

0
~B(2)
~B(4)

0 00O0O0O
0 00O0O0OO
0 00O0O0OO
10000 Of
01 00O00O0
0 01 00O
0 00100
0 00010
0 00 0O01

0
0
0
0
0
0
0
0
0

B(3)

0
“B(3)

0

~B(3)

0

0

0

B(3)

irp sin(gy );

1+rycos(gy); B(2)

B(1) =

(2.13)

, B(4)=rycos(py)

P
2

B(3)

ou
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Notons que la dimension de ce probleme aux valeurs propres généralisé est le double de celle
du probleme initial.
La résolution de ce systéme donne 6 valeurs propres Z/J et 6 vecteurs propres de

dimension 6 qu’il s’agit de trier. Notons tout d’abord que les six derniéres composantes des
vecteurs propres proviennent de I’artifice mathématique utilisé et ne contiennent, par
conséquent, aucune information physique, le probléeme de départ étant un systeme non
linéaire de dimension (6x6). Nous appellerons désormais vecteurs propres les vecteurs

formés par les six premiéres composantes de W . L’obtention simultanée des directions

propres de la matrice dynamique constitue, sans aucun doute, le principal avantage qu’offre
cette méthode relativement a celle du déterminant.

2. 3.2 - Tri des valeurs et vecteurs propres

La résolution du systeme (2.8) permet d’aboutir a deux couples de valeurs propres Z,,
et 1/Z,, en utilisant I’'une ou I'autre des deux méthodes évoquées précédemment. Nous

pouvons les classer en trois catégories :

Zy ()

réel Imaginaire
Complexe de norme unité réel
Complexe Complexe

a) Solutions réelles

Les Z P réels correspondent a des modes atténués ou divergents. Les seules solutions

physiques sont les modes atténués. Nous retenons donc les valeurs propres telles
<
que ‘Z ﬂ‘ <1.

b) Solutions complexes

* Complexes de norme unité

Ils correspondent a des modes propageants. Ce sont ceux représentés par les courbes de
dispersion de la figure 2.2. Le critére de sélection est ici arbitraire : nous choisissons une fois
pour toutes de garder les modes propageants dans le sens gauche — droite. Pour cela, il faut
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généralement prendre le facteur Z P correspondant a une valeur de (¢X)H positive (voir

tableau ci-dessus), c’est-a-dire poser la condition Im(Z,) > 0. Cependant, comme nous

I’avons vu plus haut, la vitesse de groupe est négative en certains endroits des courbes de
dispersion alors méme que ¢, est positif. Dans ce cas, il faut prendre la valeur propre

donnée par la condition Im(Z, ) <O pour avoir un mode se propageant dans le sens
souhaité.

* Complexes de norme différente de I'unité

Ces racines sont aussi des modes atténués ou divergents. Nous retiendrons également les

valeurs telles que ‘Zﬂ‘ <1.

A la fin de cette procédure de tri, nous avons donc obtenu les valeurs
propres Z,, (v =1...,6), et les vecteurs propres correspondants. Plus tard, dans le chapitre

3, nous verrons que les deux solutions propageante et évanescente sont nécessaires pour une
description complete de la diffusion en présence de défauts.

2. 3. 3 - Représentation spatiale des modes de vibration

Pour avoir une vision compléte des courbes de dispersion, comprenant aussi bien les modes
atténués que les modes propageants, il est intéressant de représenter sur un graphique a 3D
les trajectoires parcourues dans le plan complexe par les facteurs de phase Z u en fonction
de la fréquence Q.

Sur la figure 2.6, sont représentés les comportements fonctionnels des six modes de
vibration caractérisant le double plan. Pour faciliter la comparaison entre les deux
représentations, les courbes de dispersion Q(g@y) sont reproduites juste au dessus des

courbes spatiales ©Q(Z), en marquant les points communs particulierement importants.

Comme mentionné plus haut, les solutions propageantes projetées sur le plan complexe sont
disposées suivant des cercles de rayon unité ayant pour équation |Re (Z)| 2 +[Im(Z)| 2_1,
c'est-a-dire les solutions dont le module du facteur de phase Z est égal a 1’unité. En

revanche, les solutions évanescentes correspondent aux courbes contenues a 1’intérieur des
cercles.

A ¢y =0, la représentation spatiale €(Z) indique que les trois premiers modes sont

dégénérés au point A (Z =1 Q= O) (Fig. 2.6). Au fur et a mesure que la fréquence Q croit,

les modes 1 et 2 se propagent suivant les deux branches acoustiques jusqu’aux points
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B(Z=1Q=1) et C (Z =1 Q~1.42) respectivement ou les fréquences sont maximum. Au

dela de ces valeurs, ils deviennent tous les deux évanescents.
En partant du point A, le mode 4 est immédiatement évanescent aux basses fréquences,
passe par le point A'(Z=0.55Q~0.47) ou le facteur d’atténuation Z présente un

minimum, puis rejoint le cercle unité au point | (Z =1 Qzl) pour emprunter la branche de
dispersion optique jusqu’au point J (Z =—1, Q= 2.45) ol il redevient évanescent. Le mode
5, évanescent entre les points H (Z :0.27,9:0) et I, adopte pratiguement le méme
comportement que le mode 4. Pour des frequences plus élevees a Q| et Qj, les deux
solutions suivent I’axe négatif des Z réels et restent évanescentes quand le module |Z| —0
(imaginaire) et la frequence QQ — .

Pour les modes 3 et 6, le comportement fonctionnel est quelque peu plus complique.
Ceci est essentiellement d0 au phénomene de non croisement des modes propageants
acoustique 3 et optique 6, de méme symeétrie, qui contraint les phonons a emprunter des
chemins évanescents pour sauter d’une branche a I’autre dans la zone d’interaction, entourée
d’un cercle sur les courbes de dispersion Q(¢@y) [24]. La solution débutant au point A

correspond au mode propageant acoustique jusqu’'en E (Z:—O.28,Q=1.78) ou la
fréquence est maximum sur cette branche. Il rejoint ensuite le minimum de la branche
optique (Z =0.28, Q:1.95) en empruntant un chemin évanescent avec (Z( #1.DeFagG,il

continue de se propager pour redevenir une fois de plus évanescent avec Z réel négatif. En
commencant sa progression a partir du point K (Z =-0.06, Q:O) avec une valeur réelle

négative de Z, la seconde solution reste évanescente pour des fréquences €2<1.95. Pour

des fréquences croissantes, elle suit I’axe des Z négatif en atteignant le point L’ de la branche
propageante optique, continue a suivre celle-ci jusqu’en E’ (Z =-1, Q=1.74) ou Q prend
sa valeur maximale sur cette branche. Elle emprunte ensuite le chemin évanescent E'F’ et
redevient propageante entre F’ et M et s’évanouit quand Z prend des valeurs réelles positives.

Pour des fréquences plus importantes, les deux solutions restent évanescentes avec (Z( —0
quand € — oo,

Les figures 2.7 et 2. 8 montrent les résultats des courbes de dispersion 3D des six
modes de vibration caractérisant le double plan pour différents angles d’incidence ¢y-

Qualitativement, les modes présentent pratiqguement le méme comportement fonctionnel que
dans le cas ¢, =0. Toutefois, les polarisations des modes changent pour des valeurs

de ¢y > 7z/2 . En effet, le phénoméne d’anti-croisement affecte maintenant les modes 2 et 4
au lieu de 3 et 6 (Fig. 2.8a) dans le cas d’une incidence ¢, =37/4. De plus, le cercle de

rayon unité est parcouru dans le sens inverse dans le cas de tout ou partie de certains modes.
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Ceci veut dire que I’onde se propage dans le sens opposé a celui choisi initialement.
Rappelons que dans le paragraphe 2. 2. 4. 2, nous avons déja expliqué que le sens de
propagation s’inverse quand la vitesse de groupe devient négative (courbes de dispersion,
Fig. 2.2). A ce niveau, les résultats obtenus ici confirment bien cette interprétation.

Fréquence Q

Composante du vecteur d’onde @y

Fréquence Q

Fig. 2.6 : Comportements fonctionnels des modes de vibration du double plan
pour un angle d’incidence ¢y =0. Pour comparaison, les courbes de dispersion

correspondant aux modes propageants sont montrées en haut de la figure.
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Fréquence Q

0
Imag (2)

b)

Fréquence Q
[yS]

0
Imag (2)

Fig. 2.7 : Comportements fonctionnels des modes propageants et évanescents
du double plan pour des angles d’incidence a) ¢y = 7/4 eth) Py = z/3.
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2.4 - Vitesses de groupe des modes propageants

Lorsque le module du vecteur d’onde § est de 1’ordre de 1/ a, a etant le paramétre de
réseau, la structure discontinue du plan intervient et Q(G) croit moins vite avec §. Le
milieu est alors dispersif et un paquet d’onde se déplace a la vitesse de

groupe Vg #0(T)/q. Le rapport ©(G)/q représente la vitesse de phase. Rappelons que

cette derniére est toujours constante et indépendante de G . En revanche, la vitesse de groupe

d’un paquet d’onde est, par définition, la vitesse a laquelle est transportée 1’énergie ou
I’information dans le milieu. Elle est reliée a la variation du nombre d’onde ¢ réel en

fonction de la fréquence :

o0 _
Vg = a soit Vg = gradq Q(q). (2.14)
Dans le cas ou q est différent d’un réel, nous imposons une vitesse nulle.

Pour déterminer cette vitesse, deux meéthodes peuvent étre utilisées ; toutes deux
exigent, d’ailleurs, la résolution du probléme du guide d’onde parfait dans le sens :

D(q) . G(q) = -Q*(d) - t(q). (2.15)

A G fixé, nous trouvons six valeurs propres de la fréquence Q,, (G) avec les vecteurs
propres correspondants U,, (G) . Nous rappelons 1’essentiel des deux méthodes mais, dans nos

calculs, nous opterons plutdt pour la deuxieme qui est plus élégante et probablement plus
précise que la premiere parce qu’elle comporte une étape analytique en plus. Elle requiert
néanmoins quelques calculs supplémentaires.

2.4.1 - Méthode des différences finies

La premiere méthode profite du fichier contenant les relations de dispersion calculées pour
plusieurs valeurs de § comprises entre 0 et 7. Ce fichier est indispensable, puisqu’il

permet de relier les couples (€2(G),Z) a la bonne courbe de dispersion. A partir de 13, la

vitesse de groupe peut se calculer de maniére classique comme la pente de la tangente a cette
courbe de dispersion :

_ Q11 -Q _ AQ

(2.16)
Gis1—0;  Ad

Vg
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Le résultat obtenu semble tout a fait correct mais s’aveére souvent étre moins précis que celui
donné par une résolution basée sur une interprétation physique de la vitesse de groupe.

2. 4.2 - Méthode perturbative

Cette approche, dite perturbative [24], consiste a utiliser la similitude formelle existant entre
1’équation D(g) u(g) = —Q? (G) G(q) et I’équation de Schrodinger
stationnaire HW = EW portant sur les perturbations indépendantes du temps en Mécanique
Quantique.

Supposons connus tous les ¢léments de 1’équation :

D(do) U (dg) =-Q*(do) U(do) - (2.17)

Le rdle de la perturbation est joué par un accroissement infinitésimal AQ tel que

gd=0dgp+Aq. En nous limitant au premier ordre, nous pouvons considerer que le vecteur

propre U(G)=1U0(qg) est constant. Par contre, D(G) = D(q0)+Aq% et,

_ a 00
Q2(d) =QZ(QO)+AQW- (2.18)

En tenant compte de ces approximations, la dérivée de 1’équation D(q).u =—Q2(q’).l]
permet de trouver la relation entre la dérivée de la matrice dynamique D et celle de la

2
fréquence Q. Elle s’exprime par Z—DUZ—O%U. Cette derniere relation peut s’écrire
q q
2
également sous la forme: Uta—Dﬂz—aaiUtU ou G' représente la transposée du
q q

vecteur U . D’ou,

el ¥ i y o (2.19)

La dérivée analytique oD/aq se calcule a partir de 1’équation (2.8) :
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o _| O 0 F3  Fs Fs Fe
8q I:v2 0 — 3 Fl I:vl 0
0 I:v4 — 5 |:vl I:2 0

-F3 -Rs FRg 0 0 K

ou
: (A : 1),
F =i b+ Iy cos(¢y)](z _Zj , Fro=in cos(¢y)(z —2j ;
Fs=F4=FRs=0;
. 1 (. 1 (2.20)
Fy=-rp8In Z+—|; Fpo=1=|Z-=1;
vi=—" (¢y)( ZJ v2 2( Zj
Iy 1. I 1
F=1—=|Z2+=|, Re=1=|Z2—=|
a=i(202)i RasiZ(z-2]
Finalement,
vg=—2> gt Ly, (2.21)

20 o9

2. 4. 3 - Courbes des vitesses de groupe

L’évolution des vitesses de groupe Vg, en fonction de la fréquence normalisée sans

dimension Q (z [ma)z/kl]llzj, pour différentes valeurs de I’angle d’incidence ¢y, est

représentée sur la figure 2. 9 pour les six modes de vibration du double plan. Globalement,
les courbes des vitesses présentent la méme allure pour 1’ensemble des modes.
Conformément aux courbes de dispersion (Fig. 2.2), la vitesse de groupe pour les modes
acoustiques présente un maximum a fréquence nulle, au milieu de la zone de Brillouin (le
vecteur d’onde 4 est nul), c’est-a-dire la ou la pente de la courbe de dispersion est

maximum. Elle s’annule a la limite de zone quand la courbe de dispersion devient parallele a
I’axe @y. Comme mentionne précédemment, les branches de dispersion de pente nulle ou
négative signifient que, dans certains cas, des ondes propageant deviennent stationnaires ou
inversent leur sens de propagation quand leur vecteur d’onde est modifié¢. Rappelons, d’autre
part, que la vitesse de groupe Vg n’a de sens que pour les intervalles de fréquences

propageantes, ¢’est-a-dire quand le module du facteur de phase Z est égal a 1’unité.
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Vitesse de Groupe
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Fig. 2.9 : Courbe des vitesses de groupe des différents modes de vibration
en fonction de la fréquence normalisée Q ainsi que leur évolution en
fonction de I’angle d’incidence @y.
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Nous pouvons relever les points caractéristiques suivants :

a) Lorsque ¢y s’approche des limites de la premiére zone de Brillouin (¢y — £7),
la vitesse de groupe tend vers zéro (Vg —0). Comme dans un guide d’onde

¢lectromagnétique, la vitesse de propagation s’annule dans le cas d’une onde stationnaire

lorsqu’on atteint la fréquence de coupure.

b) Pour nombre de valeurs de ¢y' les courbes de dispersion de certains modes de

vibration deviennent negatives en certains endroits alors méme que ¢, est positif.

Conséquemment, le sens de propagation du mode s’inverse. La vitesse de groupe devient
négative. Pour maintenir le sens de propagation souhaité, il faut prendre dans ce cas la valeur
propre donnée par la condition Im(Z,,) <O (courbes de dispersion 3D, Fig. 2.6).

c) Les courbes des vitesses se recouvrent sur un intervalle de fréquence qui diminue
avec ¢y comme pour les courbes de dispersion de la figure 2. 2. Dans cette zone de

recouvrement, les modes peuvent étre excités simultanément. Nous reviendrons sur ce point
dans le chapitre 3 lors du traitement de la diffusion par les défauts.

d) Pour certaines valeurs caractéristiques de 1’angle d’incidence ¢y, un mode de

vibration peut devenir complétement évanescent ; la vitesse de groupe qui en résulte est
nulle. C’est le cas du mode 5 a ¢y =37 /4. Ce phénoméne n’apparait pas sur les courbes de

dispersion (¢, ) a cause du non croisement des modes de méme symétrie, comme le sont

dans ce cas les modes 2 et 4.

2.5 - Conclusion

Les propriétés dynamiques du double plan atomique infini, assimilé a un guide d’onde
cristallographique parfait, sont décrites par les équations de la mécanique Newtonienne dans
le cadre de I’approximation harmonique. Le systéme, modélisé par un assemblage de masses
ponctuelles reliées par des ressorts, contient suffisamment de paramétres pour décrire un
systeme réel. Cependant, ce travail ne cherche pas a obtenir une adéquation parfaite avec des
grandeurs expérimentales qui ne sont d’ailleurs pas disponibles pour I’instant.

En premier lieu, les courbes de dispersion des modes vibrationnels propageants sont
obtenues. La caractérisation de ces derniers par des facteurs d’atténuation a contribué a
I’¢tude de leur comportement fonctionnel en représentation spatiale et a permis de

déterminer les modes évanescents associés. Bien qu’ils ne contribuent aucunement au
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transport d’énergie, ces derniers sont néanmoins neécessaires pour une description plus
compléte de la diffusion en présence de défaut. En faisant varier 1’angle d’incidence, nous
avons delimité les bandes passantes de chacun des modes de vibration. Nous avons montre,
par ailleurs, que la bande passante du systeme est le résultat de la superposition des bandes
individuelles propre a chacun des modes. Enfin, les vitesses de groupe nécessaires pour la
normalisation du champ de phonons ont également été calculées. Ainsi, 1’évanescence du
champ vibrationnel du guide d’onde parfait est rigoureusement déterminée. L’ensemble de
ces résultats sera appliqué dans les chapitres qui suivent pour traiter la diffusion de phonons
dans un guide d’onde comportant des défauts réticulaires variés.
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Chapitre 3

Diffusion de Phonons par les
Défauts de Volume

3.1 - Introduction

Lorsque la température d’un cristal s’¢léve, les atomes le constituant, en particulier ceux de la
surface, quittent leur position d’équilibre ; ce qui génére des excitations thermiques. Les
modes caractéristiques de vibration des atomes, appelés phonons, dépendent de la structure
du cristal et leur amplitude de la température. Les atomes de surface vibrent avec des modes
spécifiques : les phonons de surface. Pour une température donnée, les amplitudes sont plus
grandes en surface qu’en volume a cause des liaisons coupées. Au cours de leur vibration, les
atomes migrent parfois sur un autre site d’équilibre, créant des défauts de structure. Les
principaux défauts (Fig. 3.1) sont les atomes manquants (adlacunes), les atomes de
substitution ou interstitiels (impuretés) et les atomes adsorbés en surface (adatomes). Ces
derniers peuvent se grouper pour former des marches dont les bords présentent parfois des
décrochements ou des crans. De leur présence dépendent beaucoup de propriétés des
surfaces, c’est pourquoi 1’on accorde de I’importance a leur étude [15,27]. L’état
morphologique de la surface influence le comportement en frottement, les propriétés
d’adhérence, le phénomeéne de catalyse, etc. Aussi, le desordre modifie considérablement les
propriétés physiques et vibrationnelles de la structure : il crée, d’une part, de nouveaux états

52



Chapitre 3 Diffusion de Phonons par les Défauts de Volume

localisés dans son voisinage et il diffuse des phonons dans le volume et a la surface du
matériau, d’autre part.

Dans ce chapitre, nous étudions 1’influence des défauts de structure nanoscopiques sur les
propriétés de diffusion d’ondes élastiques dans le cadre de 1’approximation harmonique.
Notre approche se base essentiellement sur les travaux de Landauer [18] qui a proposé une
méthode particulierement intéressante pour traiter les phénomenes de transport dans les
systémes mésoscopiques désordonnés. Elle consiste a représenter 1’échantillon étudié par une
série de diffuseurs, ou défauts, incorporés dans un guide d’onde parfait. Ce point de vue a
acquis ces derniéres années une certaine importance pratique en raison des progres de la
nanotechnologie. En effet, il permet de mieux comprendre ce qui se passe dans des composés
de tres faibles dimensions tels que les fils quantiques. Il se préte tout naturellement a un
traitement numérique.

Décrochement
\ Adlacunes Atomes de
N\ Terrasse substitution
|
Marche Adatomes

Fig. 3.1 : Principaux defauts de structure dans les cristaux

De nombreux résultats intéressants sont obtenus [2,23-26] ; certains ont méme pu étre verifiés
expérimentalement [4,12,13]. Dans ce sens, plusieurs auteurs [14-17,19, 20-25] ont examiné
les effets de I’interaction entre les états électroniques de diffusion et les états liés induits par
les défauts. Leurs observations se caractérisent par 1’apparition de résonances de Fano et
d’oscillations de Fabry-Pérot dans les spectres de transmission et de conductances. Par
ailleurs, pour des énergies proches de la résonance, Berthold et ses collaborateurs [17] ont
mis en évidence la formation de tourbillons de courant au voisinage d’une impureté dans une
double chaine quantique.

Dans toutes ces études, les modeles utilisés sont toujours traités relativement a une direction
cristallographique choisie telle que le systeme mésoscopique désordonne est considérée
comme quasi unidimensionnel.
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3. 2 - Description du modéle

La figure 3. 2 illustre la situation a laquelle nous nous intéressons. C’est une vue en coupe du
double plan de la figure 2.1, assimilé & un guide d’onde quasi-tridimensionnel perturbé par
des défauts de structure surfaciques (adatomes) ou volumiques. Cette derniere catégorie
comporte trois différents types de défauts dits de substitution, interstitiel et lacunaire (voir
Fig. 3.1). Le premier consiste a remplacer certains atomes du réseau par des atomes étrangers
(impuretes), le second a disposer ces atomes aux centres des faces de la maille de la structure
ou en son centre et le dernier a laisser vacants certains sites du réseau. Dans tous les cas,
chaque atome ou impureté contenue dans la région perturbée est reliée au réseau par des
constantes de force additionnelles symbolisées par des ressorts harmoniques ayant des
constantes de raideur différentes de celles du réseau. De méme, la masse m' de I’'impureté est

généralement considérée comme differente de la masse m des atomes du double plan. Dans

ce travail, seules les interactions de premiers et seconds voisins seront prises en compte
comme mentionné au paragraphe 2 du chapitre 1.

Les rangées d’atomes défaut de la région perturbée M, qui s’étend de la colonne 0 a la
colonne N, sont toujours disposées suivant la direction y (Fig. 3.2), perpendiculairement a la

direction de propagation x. A gauche et a droite de la région M, s’étendent deux guides

d’onde parfaits semi infinis non perturbés G (gauche) et D (droit). Les quatre colonnes
d’atomes, (-1), (-2) d’une part et (N+1), (N+2) d’autre part, représentent les régions
intermédiaires entre la zone du défaut M et les deux guides d’onde parfaits G et D. Ces
colonnes frontalieres serviront plus tard a raccorder les déplacements des atomes de la région
perturbée du défaut a ceux des deux régions parfaites.

Onde Onde Onde
incidente réfléchie transmise

\4

Régions de raccordement

Fig. 3.2: Représentation schématique a 2D d’un guide d’onde quasi-3D formé de
deux plans atomiques infinis perturbés par un défaut de volume. La région grisée
M représente le défaut, G et D deux guides d’ondes parfaits semi infinis.
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En plus des constantes de forces k; et ko du guide d’onde parfait, les nouvelles constantes

introduites par la présence des différents défauts sont indiquées sur la figure 3. 2.

3.3 - Mise en forme du probléme

Dans cette partie, nous présentons les bases du formalisme mathématique utilisé pour traiter
la diffusion d’ondes vibratoires par un cristal comportant des défauts. Ce modele peut aussi
bien s’appliquer a des défauts volumiques que surfaciques. En premier lieu, nous étudions le
cas du défaut isolé ; nous 1’étendrons, par la suite, a d’autres types de défauts plus complexes.

Comme les guides d’onde parfaits ne couplent pas différents modes propres de
vibration, nous pouvons traiter le probléeme de diffusion pour chaque mode séparément. Mais
nous pourrons généraliser, sans trop de difficultés, a une perturbation incidente qui serait une
combinaison quelconque des modes propres du guide d’onde. Pour des raisons de simplicité,
nous prendrons toujours comme onde incidente un seul mode propre de vibration.

Pour une onde se propageant de la gauche vers la droite dans le mode propre v, ou la

barre indique le mode entrant, I’incidence est décrite par le vecteur :
7 [ .
Vin =(Zy) . Gy, i<-1, (3.1)

ou Z designe le facteur de phase générique du mode entrant et Ui son vecteur propre.
L’exposant 1 indique I’abscisse du site occupé par I’atome suivant la direction de
propagation OX.

Les ondes diffusées résultantes, issues de la diffusion élastique par le défaut, se composent
d’une partie réfléchie et d’une autre transmise ; elles engendrent des déplacements U, et Ut

dans les deux demi-espaces G et D (voir Fig. 3.2). Les composantes cartésiennes des
déplacements peuvent étre exprimées simplement comme une combinaison des modes
propres du guide d’onde a la méme fréquence :

i 1 _ :
a'=>r,. - |- uv[%], I<-1 (3.2a)
v 14

pour I’onde réfléchie (région G), et

a' =>t-.[z,]" 6,(z,), i=N+1, (3.2b)
1 %

55



Chapitre 3 Diffusion de Phonons par les Défauts de Volume

pour I’onde transmise (région D).

Les quantités r,;; et t ;; determinent les coefficients de réflexion et de transmission sur
lesquels nous reviendrons plus tard. Avec les définitions (3.2a) et (3.2b) précédentes, nous
sommes en mesure d’établir les équations du mouvement du guide d’onde perturbé pour
construire la matrice dynamique du défaut.

Comme les régions G et D de la figure 3. 2 appartiennent au réseau parfait, probléme
déja étudié au chapitre 2, nous avons encore besoin de résoudre 1’équation (2.1) pour les
masses de la zone perturbée M et pour celles situées aux frontiéres sur les colonnes (-1) et
(N+1); les déplacements des unes et des autres sont raccordés aux deux guides d’onde
parfaits semi infinis par les équations (3.2a) et (3.2b), d’ou le nom d’atomes de raccordement.
Les équations du mouvement régissant les atomes de raccordement et ceux constituant la
zone du défaut sont indépendantes et ne peuvent étre, par conséquent, déduites 1’une de
I’autre comme dans le cas du réseau parfait. C’est pour cette raison que ceux-Ci sont appelés
atomes irréductibles.

Pour trois degrés de liberté par site, le nombre total d’équations s’éléve & SN, (N +2) pour

le défaut de substitution et & S(N, +1)(N+2) dans le cas des défauts surfacique ou
interstitiel. L ’écriture de ces derniéres fait intervenir les déplacements des atomes voisins du
cluster formé par le défaut proprement dit et les colonnes d’atomes frontaliéres (-1) et (N+1).

Ce qui donne lieu a un systeme linéaire de SN, (N +2) [respectivement L(N, +1)(N +2)]
équations avec SN, (N +4) [respectivement ,B{(NZ +1)(N +2)+2NZ}] inconnues ou S

désigne le nombre de degrés de liberté par atome, N, le nombre de plans atomiques
composant la structure et N se rapporte au nombre de colonnes défaut. Ces inconnues
représentent précisément les SN, (N +2) [respectivement LN, +D(N +2)] composantes
déplacements u,, (I,m,n) des atomes irréductibles de la région M ainsi que les 25N,

coefficients de réflexion r,;; et de transmission t ;.

Pour résoudre ce systéme d’équations linéaires, il faut impérativement le réduire & un
systéme avec autant d’équations que d’inconnues par l’intermédiaire de la méthode de
raccordement [27,28]. Comme son nom I’indique, cette méthode est utilisée pour raccorder
les déplacements des atomes du défaut avec ceux du réseau parfait par I’intermédiaire des
¢quations du mouvement des colonnes d’atomes (-1) et (N+1) situées aux frontiéres. Ceci
peut étre réalisé en isolant les termes inhomogenes décrivant 1’onde incidente sur celles-Ci.
Les résultats obtenus sont rassemblés dans une matrice R, dite de raccordement, dont les

éléments seront determinés par les relations (3.2).
Finalement, le systéme d’équations linéaires inhomogénes [27] se met sous la forme:
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[B(Q, r2,¢y,/1)] [R] X = —[6(9, r2,¢y,}t)]\7in, (3.3)

ou r désignent toutes les constantes de force de liaison, D la matrice dynamique du défaut
et R la matrice de raccordement; X est le vecteur regroupant toutes les inconnues du

probleme, V;, le vecteur incident. Dans le cas du défaut de substitution, les dimensions des

matrices sont 5{[ﬁNZ(N +2)]><[ﬂNZ(N +4)]} et R{[ﬂNZ(N +4)]>< [,BNZ(N +2)]}. Pour
davantage de précisions, nous reviendrons sur la signification de chacun des termes de cette
équation générale.

3. 3.1 - Déplacements

Les solutions de 1’équation (3.3) donnent le vecteur X dont les composantes représentent
tous les déplacements u, (I,m,n) des atomes de la région du défaut ainsi que les six
coefficients de reflexion r,_ et les six de transmission t,;;. Ces douze coefficients sont

nécessaires pour la détermination des déplacements atomiques aux frontieres ainsi que dans
les régions non perturbées G et D du guide d’onde.
Pour les colonnes d’atomes de la région D, les expressions des vecteurs déplacements en

fonction de ces variables, d’apres 1’équation (3.2b), s’écrivent
UN+) =0, =>t.Z,.q,, (3.4a)
14

GN+2)=>n,.22.0, . (3.4b)

14

et pour ceux de la région G,

(-1 =0, +Vin => 1.2, .0, +iav, (3.5a)
1% ZV
- 1
U(-2)=> ny.2; .0, +— Uy , (3.5b)
v z;

ou les deuxiémes termes des seconds membres des égalités (3.5a et 3.5b) se rapportent a
I’onde incidente et les premiers a la partie réfléchie.
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3. 3. 2 - Coefficients de transmission et de réflexion

Le comportement de diffusion est habituellement décrit en termes d’une matrice dite de
diffusion. Ses éléments sont donnés par les amplitudes relatives de transmission 7, et de

reflexion p,,;; des ondes diffusees dans le mode v quand le mode incident est . Par suite,

nous nous concentrerons sur les probabilités de transmission et de réflexion. Elles sont
données par les racines carrées des valeurs absolues des eéléments de la matrice de diffusion
[17]. Pour normaliser ces coefficients, les ondes diffusées doivent étre multipliées par le
rapport des vitesses de groupe. Explicitement, pour des ondes incidentes dans le mode v
avec une vitesse de groupe Vg;, ces probabilités s’expriment [20,24,25] comme suit:

2 Vo, 2 | -
ty =| 77| =y |7,i7|” pour la transmission, (3.6)
9y
\Y
rW=|pW|2:Vg—V |§V17|2 pour la réflexion, (3.7)
9y

ou ng représente la vitesse de groupe du mode sortant v. Rappelons que la vitesse de

groupe, déterminée au chapitre 2, n’a de sens que pour les modes propageants.

Par analogie au courant électrique, la conductance ou transmittance peut étre définie
simplement comme la capacité plus ou moins grande d’un milieu de laisser passer une onde ;
elle peut étre assimilée a I'inverse d’une résistance. La transmission totale des systemes
mésoscopiques désordonnés (ou conductance), importante pour la détermination
expérimentale de quantités physiques mesurables, est caractérisée en sommant les
probabilités de transmission sur tous les modes propageants a la méme fréquence,

A=Y Tty , (3.8)

ou la somme se rapporte a tous les modes propageants a la frequence o.

Par analogie a la description de Landauer du transport €électronique, 1’énergie du courant dans
un faisceau mesoscopique suspendu reliant deux réservoirs thermiques maintenus a des
températures légérement différentes Ty et T, est donnée par I’expression [17,24,27]:
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K2T keT x| e*
e _BTJ)XZA[ Bh ](ex_l)z(l'l—Tz)dx, (3.9)

oll Ty <T <T», kg est la constante de Boltzman, h représente la constante de Planck et

h= ZL . Ladivision par (Ty —T5) conduit a la conductivité thermique K, du faisceau. Par
T

ailleurs, la diffusion réduit considérablement la conductivité [79-81], surtout a basses

. . : 1ﬁ2k§T
fréquences ou elle tombe au dessous de la valeur universelle, K, =3

a basses

températures.

3. 3. 3 - Matrice dynamique du défaut

Il faudrait maintenant écrire les équations du mouvement pour les atomes irréductibles du
défaut ainsi que pour les atomes des colonnes frontalieres (N +21,0,0), (N +1,0,)

et (-1,0,0), (—-10,1) représentant la zone de raccordement de part et d’autre de la région

perturbée M (Fig. 3.2). Ces atomes constituent 1’ensemble des sites du cluster de la structure.
En dehors de cette zone, nous retombons en effet sur le probléme déja résolu du guide d’onde
parfait. Comme il y a trois degrés de liberté par site pour chaque atome, le systeme a résoudre
sera composeé de (3)(2)(1+2) =18 (dix huit) équations avec trente (3)(2)(1+4) =30 (trente)

inconnues dans le cas d’un défaut isolé composé uniquement les deux
atomes (0,0,0), (0,0,1) . Avant de passer a I’écriture laborieuse de ces équations, divisons

toutes les constantes de force indiquées sur la figure 3. 2 par kj et posons 0?2 :a)z/a)g

ou ey est une fréquence caractéristique du réseau donnee par a)g =ki/m et m'=am

ou & représente une constante positive ou nulle.

D’apreés 1’équation (2.1) et en tenant compte de la symétrie du probleme par rapport a
I’axe Y, ’ensemble des 18 équations du mouvement avec 30 inconnues se présentent comme

un systéme linéaire homogeéne qui peut étre mis sous forme d’une matrice [5(r2,¢y, Z,/i)]
de dimension (18x30). Cette derniére est la matrice dynamique appropriée du défaut figurant
dans I’expression (3.3). Conséquemment, la matrice de raccordement R(30x18) aura la

forme suivante :
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r o 0
0 Ay O

R=|0 0 3| (3.10)
0 A, O
0 0 3,

La sous matrice diagonale I'(6x6) se rapporte aux déplacements des sites irréductibles du
defaut ; les sous matrices de transmission A1, Ao d’une part et de réflexion X1, £, d’autre
part, toutes de dimension (6x6) et composées d’éléments ujj Zj (i, j =1a6), représentent les
termes inhomogeénes décrivant ’onde incidente respectivement sur les atomes (N +1,0,0)
(N+2,0,0) et (-1,0,0), (—2,0,0).

La matrice de raccordement doit évidemment avoir une dimension (30x18) de sorte

que le résultat du produit matriciel [D] [R] engendre une matrice carrée de dimension

(18x18). Le vecteur colonne X de ’équation 3.3 regroupera alors 18 composantes dont
chacune représente une quantité physique bien déterminée : les six premieres sont associées
aux déplacements des atomes irréductibles du défaut et les douze restantes indiquent
directement les différents coefficients de transmission (six) et de réflexion (six). Le nombre

d’inconnues a déterminer est ainsi réduit a 18. Par exemple, si le mode incident est représenté

par le mode acoustique 1, le vecteur X pour le défaut isolé de substitution s’écrit:

X1 =[u,(0,0,0), uy(0,0,0), u,(0,0,0), uy(0,01), uy(0,01), u,(0,03),

.
11, 11, 131, ta1, t51, te1s 111, 21 Y31 T 510 Tl
(3.11a)
ou I’exposant T indique la transposée du vecteur.

Pour appliquer I’équation (3.3), il ne manque évidemment que le vecteur incident \7in

a exprimer par I’intermédiaire de 1’équation (3.1). C’est un vecteur colonne (39 x1) dont les
composantes s’écrivent comme suit:

7. U11 Upp U3 Ujg Ui Ulp
Vin)1 =1[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 7 7 7 2

0.00.0.0.0 U112’ U1221 U132, U142, U152’ U162 T,
(Z1)° (Z° (Z1)° (“Z)° ) (Z1)

(3.11b)
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si, comme précédemment, le mode incident est représenté par le mode 1.
Les composantes ujj pour (i, j=1a6) sont les composantes du vecteur propre du premier

mode entrant 1 et Z; son facteur de phase.

Maintenant que tous les termes de 1’équation (3.3) sont identifiés, la mise en forme du
probléme est terminée. Remarquons au passage que les défauts ne sont contenus que dans la
région M et que la structure de la matrice défaut sera trés avantageuse pour les généralisations
futures. La résolution du systéme proprement dite est confiée a des programmes
informatiques utilisant le logiciel de calcul MATLAB.

3. 4 - Résultats numériques et discussions

La diffusion des phonons par le défaut est analysée relativement a un phonon incident venant
de la gauche de la figure 3. 2, avec une amplitude unité et un déphasage nul sur la
colonne d’atomes (-1). Pour appliquer le modele, le programme de calcul confié au logiciel
MATLAB est exécuté pour une valeur ko =0.5 de constante de réseau, en considérant que
les interactions entre seconds voisins sont plus faibles que celles entre premiers voisins. En
outre, pour tenir compte de la modification du champ des déformations dans la région
perturbée, nous introduisons un parametre A dénotant le rapport entre les constantes de forces
modifiées du défaut et celles du réseau parfait [82] pour des atomes situes en des sites séparés
par des distances équivalentes. Les différentes liaisons entre impuretés et entre ces dernieres
et les atomes du réseau seront symbolisées par des ressorts de constantes de raideur de
valeurs raisonnables dans le contexte de la matiere condensee. Nous présentons, en premier
lieu, le cas ou la propagation de I’onde se fait paralléelement a 1’axe X dans le sens positif,

¢’est-a-dire avec un angle d’incidence nul.

3.4.1 - Défaut de substitution

3.4.1.1 - Défaut de masse

La configuration la plus simple a étudier consiste en un defaut de masse localisé sur les deux
sites d’une colonne du réseau (Fig. 3.2). Les résultats numériques obtenus pour les
coefficients de réflexion et de transmission en fonction de la fréquence normalisée Q sont
représentes sur la figure 3. 3 pour un mode acoustique et un optique. Les courbes en tirets se
rapportent au défaut Iéger (m'=0.5 m) et celles en trait continu au défaut lourd (m'=3m) ; la

constante de rigidité A est égale a 1.05. La présence du défaut donne lieu a un décroissement

généralis¢ de 1’amplitude de probabilité. Comme attendu, 1’influence du défaut est
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relativement faible en régime acoustique. Pour Q—0, nous trouvons que t; —1

indépendamment de la perturbation. L’onde est quasi totalement transmise a tres faible
fréquence (Fig. 3.3a) et le coefficient de réflexion augmente ensuite progressivement pour
toujours tendre vers [’unité a la limite de zone ou le vecteur d’onde devient plus important.
En d’autres termes, le défaut n’oppose pratiquement pas de résistance au passage de 1’onde
dans la gamme des basses fréquences, tout se passe comme si la colonne défaut n’existait pas.
Une autre caracteristique intéressante, représentée par un defaut spécifique, se manifeste par
de fortes résonances asymétriques (Fig. 3.3a et b). L’origine de ces structures peut étre
attribuée a la présence d’états résonants induits par le défaut dont la fréquence dépend de la
valeur de la masse perturbatrice. Cette dépendance se comprend aisément : les défauts avec
m'>m (courbes en continu sur la Fig. 3.3a) donnent naissance a des états localisés dans la

plage des fréquences acoustiques alors que les défauts avec m'<m (courbes en tirets de la

Fig. 3.3a) engendrent des modes locaux dont les fréquences peuvent parfois étre supérieures
aux fréquences maximales des modes optiques [24] (Fig. 3.3b). La présence de ces états
localisés dans I’intervalle des fréquences propageantes induit des structures additionnelles
dans le spectre de transmission ; elles peuvent étre identifiées a des résonances de type Fano
dont les pics sont indiques par des fleches sur les figures 3. 3.
La situation est quasi similaire au cas du guide d’onde électronique dans la référence 17.
Dans ce dernier cas, il était possible de décrire la position des transmissions nulles
analytiquement. Alors que dans la situation présente d’ondes vibratoires induisant des
phonons, chague site possede déja au moins trois degrés de liberté et la dimension du systeme
d’équations linéaire (3.3) devient beaucoup plus large. Pour le cas le plus simple d’un défaut
isolé de substitution, la dimension du systeme linéaire atteint déja (18x30); elle passe a
(27x39) pour le défaut isolé interstitiel ; ceci rend impossible I’obtention d’expressions
analytiques compactes des coefficients de diffusion ou des positions de transmission nulles.
D’apres les arguments précédents, nous concluons que les résonances Fano observées ont lieu

aux basses fréquences pour les défauts lourds et qu’elles se déplacent vers la gamme des
hautes fréquences dans le cas des défauts légers.
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Probabilités de transmission
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Fréguence Q

Fig. 3.3 : Probabilités de transmission en fonction de la fréquence dans les modes a)
acoustique 1 et b) optique 5 pour deux défaut de masse légere m'=0.5 m (en tirets)

et lourde m'=3 m (en trait continu). Les fleches indiquent les pics de résonance.
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Enfin, fort heureusement, le principe de conservation de 1’énergie exprimé par la
relation théorique bien connue entre les coefficients de réflexion et de transmission,

el + 2 b =1, (3.12)
|4 14

est toujours vérifiée pour chagque fréquence. Cette condition constitue, par ailleurs, un moyen
efficace de contrdle des résultats. Nous pouvons Vvérifier sur la Fig. 3.4 que la somme des
coefficients de réflexion et de transmission donne toujours 1. Ceci est une consequence de la
normalisation de ces coefficients par les vitesses de groupe. Tant qu’un seul mode est excité,
le probleme de normalisation ne se pose pas; en effet, la somme des coefficients de
transmission et de réflexion du mode propageant donne directement 1. La résolution du
systeme linéaire (3.3) fournit certes des coefficients non nuls pour les modes atténués, mais
ces modes, de par leur nature, ne peuvent pas transporter une vibration sur une distance
importante ; on ramene donc ces derniers coefficients a 0 en raison de cette considération
physique. Il faut rappeler toutefois que les modes évanescents sont nécessaires pour une
description compléte du systéme et des amplitudes du guide d’onde méme s’ils ne contribuent
aucunement au transport d’énergie. En revanche, quand deux modes propageants avec des
vitesses de groupe différentes sont excités, il faut faire intervenir une autre considération
physique : la conservation de la quantit¢é de mouvement. Pour simplifier, supposons qu’une
onde vibratoire d’amplitude A arrive sur un defaut dans un mode avec la vitesse (Vg )i, et

qu’elle soit entierement transmise dans un autre mode avec la vitesse (Vg)oyt- La quantité de
mouvement incidente est proportionnelle au produit A-(Vg)jn. La conservation de la quantité

de mouvement de cette grandeur implique que P’amplitude de sortiec B est exprimée
(Vg)in
Vg)out
réflexion sont normalisés relativement aux vitesses de groupe.

Par ailleurs, il faut noter que nous avons toujours une transmission totale ou une réflexion
totale dans le mode entrant a trés faibles fréquences et pour les fréquences maximales
atteignables, i. e. aux limites de zone.

par B = A. C’est la raison pour laquelle les coefficients de transmission et de
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Fig. 3.4 : Coefficients de transmission et de réflexion dans le mode 3 dans le cas
d’un défaut lourd (m'=2 m). Le mode 6 est excité a certaines fréquences alors

méme que 1’onde incidente se trouve dans le mode 3.

Les résultats se rapportant a la conductance phononique A(£2) sont montrés sur la Fig.

3.5. En plus des courbes de conductance relatives a chacune des masses de défaut, nous avons
aussi représenté celle du réseau parfait (courbe en tirets cadratins). Notons que dans ce cas
idéal sans défaut de masse ni de ressort, la probabilité de transmission est totale dans chacun
des modes. La conductance du systeme devient alors importante dans les plages de
fréquences propageantes communes, c’est-a-dire 1a ou les modes se recouvrent. C’est pour
cette raison qu’elle atteint, par exemple, la valeur 3 dans la plage comprise entre Q=0
et Q=1 puis 4 dans celle située entre Q=1 et Q=1.41. Dans ces courbes, nous retrouvons
également toutes les résonances Fano dues au couplage continuum états discrets induits par le
défaut.

Du fait que la résistance opposée au passage de I’onde dans la région perturbée devient plus
importante quand la masse de défaut est lourde, I’amplitude spectrale relative a cette derniere
est plus affectée que celle se rapportant a la masse légere. Cette influence se traduit de plus
par un nombre de résonances plus élevé car certains états liés, propres au défaut léger, se
trouvent a des fréquences supérieures a celles des modes propageants impliques. Un
argument simple en faveur de cette explication est contenu dans la définition méme de la
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fréquence d’oscillation, @ =/k/m, de l’oscillateur harmonique isolé qui stipule qu’une

masse faible correspond bien a une fréguence de vibration élevée.

Conductance A

45 1 1 ] ] 1
4L oo e o .
i |
35| i ! 1
B !
]| PPN BT .

1
0 0.5 1 1.5 2 246 3
Fréquence Q

Fig. 3.5 : Conductance A(€2) en présence d’un défaut de substitution isolé ayant une
masse légére m'=0.5m (en pointillés) et une masse lourde m'=3m (en trait

continu). La courbe en tirets points se rapporte a la conductance idéale du réseau
parfait. Comme précédemment, Les fleches indiquent les différents pics de résonance.
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3.4.1. 2 - Défaut de ressort

Les défauts peuvent aussi étre introduits en changeant les valeurs des constantes de ressorts
du guide d’onde. Comme les défauts de masse, les défauts de ressorts agissent simultanément
sur les sites voisins. Nous pouvons donc nous attendre a de nouvelles caractéristiques dans le
spectre de transmission. Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur certains exemples de
défauts de ressort simples qui révélent déja leur nature assez particuliere.

3.4.1. 2. 1 -Ressort longitudinal k|

Le changement des ressorts horizontaux kj (voir Fig. 3.2), reliant deux colonnes adjacentes
suivant la direction de propagation x, n’affecte que les modes de vibration 3 et 5 polarisés

suivant cette direction (voir paragraphe 2.2.4.3 du chapitre 2); les modes 1 et 6, en
particulier, pour lesquels la polarisation est plutdt prédominante suivant la
direction z demeurent pratiquement inaltérés.

L’influence de la variation de la constante de force k| sur le comportement spectral de
la transmission est présentée en Fig. 3.6. Pour k; <1, un comportement résonant est observé
dans les deux modes de vibration (Fig. 3.6a). Avec I’augmentation de K|, les résonances se
déplacent vers les hautes fréquences pour disparaitre quand la valeur de k; —1 ou la
transmission devient totale.

Pour les grandes valeurs de K| (Fig. 3.7b), la résonance genérée précédemment dans le mode
3 réapparait en continuant toujours a se déplacer vers les hautes fréquences. Mise a part une
petite perturbation, due probablement a 1’interaction des modes 3 et 6 voisinage de Q= 2, les
courbes de transmission adoptent une allure décroissante et monotone avec la fréquence.
Contrairement au défaut de masse, le changement local du ressort longitudinal k; induit des

pics de résonance qui se déplacent vers les hautes fréquences quand k; augmente.

67



Chapitre 3

Diffusion de Phonons par les Défauts de Volume

(HRE)

0.8

t3, tg 0.7

Probabilités de transmission

t3, tg

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.8

0.6

0.4

0.z

Fig. 3.6 : Influence de la variation locale des constantes k| des ressorts horizontaux
sur les probabilités de transmission des modes optiques 3 et 5 ; ena) k; =0.1k; et
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b) kj =5k;
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3.4.1. 2.2 - Ressort vertical k,

La constante de raideur k,, du ressort vertical symbolise la constante de force de liaison entre

les atomes d’une méme colonne (Fig. 3.2). Hormis les spectres de transmission des modes
symétriques 3 et 6, le spectre des autres modes n’est aucunement affecté avec le
remplacement de la constante k, par d’autres valeurs plus ou moins importantes. En fait, les

deux atomes de la colonne se déplacent de la méme quantité dans la direction z alors qu’ils
se déplacent dans des sens contraires suivant la direction de propagation x. Par conséquent,
le ressort vertical n’est ni utilisé pour le mouvement suivant z , qui maintient la distance entre
les deux masses, ni pour le mouvement suivant X du moment qu’aucune contribution
harmonique n’est n’apportée par la nouvelle force. Dans le spectre de transmission du mode 3
(Fig. 3.7), en revanche, le remplacement du ressort vertical contribue au mouvement, le long
de I’axe z, des deux atomes qui se déplacent dans des sens opposés.

Pour les valeurs de k,, <kp, il se produit un comportement résonant dont la fréquence croit
avec la valeur de la constante. Cette résonance s’évanouit a Kk, =kq pour réapparaitre plus

tard dés que k, dépasse legérement cette valeur puis disparaitre de nouveau a k,, = 2.7 kj.

Par suite, I’onde ne rencontre aucun obstacle pour se propager librement. La transmission
totale s’installe alors dans tous les modes hormis le mode 6 ou I’amplitude de probabilité est
amoindrie.

08 .

06 .

05 .

03 .

Probabilité de transmission t3

01 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Fréquence Q

Fig. 3.7 : Influence d’un changement local du ressort vertical sur la probabilité de
transmission dans le mode optigue 3. La nouvelle constante du ressort
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3.4.1. 2. 3-Ressort diagonal kj,

L’effet du changement des deux ressorts obliques en un seul site, correspondant a une
instabilité locale contre le cisaillement, est représenté sur la Fig. 3.8 dans le mode acoustique
1. Aux faibles valeurs de la constante de raideur k), i.e. quand elle tend vers zéro, le spectre
de transmission présente un comportement plutdt etrange ; la probabilité de transmission
demeure fortement affectée méme dans la limite des fréquences extrémement basses et

1 . .
s’approche de la Valeuri plutét que de I’'unité quand la fréquence Q —0 (Fig. 3.8).

Pourtant, en régime basse fréquence, la transmission du son n’est généralement pas altérée
par la présence de défauts locaux. Cet étrange phénomene peut, cependant, étre expliqué si
nous reconsidérons le comportement fonctionnel particulier des modes antisymetriques 1 et 4
dans la plage des basses fréquences. Dans la limite Q — 0, il existe deux modes, un

propageant et 1’autre évanescent, mais avec un facteur de phase Z4, —1 (voir Fig. 2. 6) pour

ce dernier.
1 _ T T T T T T T T T |
. i
0 Lo — ky—0
08 ——— kjy =0.002k, .
o7f - | Ky = 0.01k; |

Probabilité de transmission t;

| 1 |
a 0.1 0.2 03 04 os 0B 07 s 0% 1
Fréquence Q

0 . 1 1 1 1

Fig. 3.8 : Probabilité de transmission dans le mode acoustique 1 pour différentes
valeurs de la constante du ressort diagonal kj,, = 0.

Le mode évanescent devient alors de plus en plus étendu et a Q =0, il est dégénéré avec le

premier mode acoustique de propagation. Puisque la transmission n’a lieu qu’avec des états
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propageants, la probabilité de transmission demeure approximativement égale a 1/2 pour des

fréquences faibles mais finies.
Comme attendu, aux faibles valeurs de la constante de ressort k;, <k,, le spectre de

transmission se caractérise par deux résonances de Fano en régime acoustique (Fig. 3.9) ; la
fréquence de résonance augmente avec Ky, . Les deux positions de transmission nulle (Fig.
3.8) n’atteignent pas, dans ce cas, nécessairement la valeur zéro. A 1’approche de Kk, =K»,
les deux résonances s’évanouissent complétement et la transmission devient totale dans tous
les modes.

Pour des valeurs de kj, légérement supérieures a k, (Fig. 3.10), une des résonances se
retrouve dans le mode optique 5 (courbe en tirets) alors que les deux continuent de coexister
dans le mode acoustique 3 a des fréquences plus élevées (courbes en continu). Ces
résonances, dues a un couplage cohérent continuum états discrets, continuent de se déplacer
vers les hautes fréquences avec kj, . En augmentant encore K}, , nous obtenons pour chacun
de ces modes une résonance supplémentaire qui peut apparemment étre attribuée a un second
état résonant dans ces régions. De plus, les bandes de résonance s’élargissent et I’amplitude
du coefficient de transmission devient de plus en plus faible.
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Fig. 3.9 : Evolution de la probabilité de transmission dans le mode acoustique 1
pour différentes valeurs de la constante du ressort diagonal kj,. Les fleches

indiquent les résonances de Fano.
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Fig. 3.10 : Evolution du spectre de transmission dans les modes acoustique 3 et
optique 5 avec la nouvelle constante kj,, du ressort diagonal.

3.4.1.3 - Angle d’'incidence quelconque

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que la diffusion issue d’une onde incidente se
propageant perpendiculairement au défaut, ¢’est-a-dire sous un angle d’incidence nul. Dans
ce paragraphe, nous tiendrons compte de la diffusion d’onde vibratoires sous un angle
d’incidence quelconque. Les calculs numériques seront effectués pour une constante de
réseau r, =0.5 et le paramétre A, qui tient compte de la souplesse ou de la rigidité des
constantes de force dans la région du défaut, sera égal a 1.2. L’onde incidente se propage
toujours de la gauche vers la droite. D’autre part, nous étudierons uniquement le cas du défaut
lourd (m'=2.5m) du fait que son spectre de transmission comporte plus de structures que le
spectre du défaut léger.

La figure 3.11 montre les amplitudes relatives des coefficients de transmission ty3, t33, tg3

ainsi que leur somme t3 en fonction de la fréquence de diffusion Q dans le mode 3 pour un
angle d’incidence ¢y =7x/4. Rappelons que t,; et r, pour v#v représentent

respectivement les contributions dans la transmission et la réflexion du mode v quand le
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mode incident est le mode v . Ces coefficients n’existent que dans la plage de propagation

commune aux deux modes a chaque fois, c¢’est-a-dire dans la zone de recouvrement (voir les
courbes de dispersion, Fig. 2. 2 ou celles des vitesses de groupe, Fig. 2. 9) et S’annulent en
I’absence de couplage. Comparativement au cas d’incidence nulle (Fig. 3.4) ou seul le mode
6 est excité, le mode 2 devient aussi excité a certaines fréquences quand le mode entrant est

représente par le mode 3 pour ¢y = %. En effet, les angles ¢y >0 induisent plus de couplage

entre les modes qui se recouvrent sur des plages de fréquence plus importantes. L’étendue de
cette zone de recouvrement diminue avec 1’angle d’incidence. Comme attendu, le spectre de
transmission est toujours marqué par deux résonances de type Fano résultant des couplages
continuum de propagation et états discrets du défaut.

0.4

0.2

Probabilités de transmission relatives
[}
[R]

0.1

| 1 - 63
1 1.2 1.4 16 1.8 2 22 2.4 2hb
Fréquence Q

Fig. 3.11 : Amplitudes relatives des probabilités de transmission dans les modes 2,
3 et 6; le mode entrant est le mode 3. La masse du défaut est m'=2.5m. Les

fleches indiquent les résonances.

Par ailleurs, les plages des fréquences propageantes diminuent considerablement quand
I’angle d’incidence augmente. Les courbes des conductances phononiques représentées sur la
Fig. 3.12 pour différentes valeurs de ¢y le montrent clairement.
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Fig. 3.12 : Probabilités de transmission totale due a la diffusion par un défaut isolé
de substitution pour une masse du défaut m'=2.5m. L’histogramme en tirets

points se rapporte a la conductance idéale.

74



Chapitre 3 Diffusion de Phonons par les Défauts de Volume

3.4.1.4 - Interaction de deux défauts

Nous considérons maintenant le cas de deux colonnes défaut isolées séparées par une portion
de guide d'ondes parfait et situées aux positions | et r. La distance entre les défauts
est 6=(I-r)a. Pour des raisons de simplicité, nous présentons les résultats pour deux

colonnes perturbatrices identiques, symétriquement disposées relativement a I'axe y. La Fig.
3.13 montre I'évolution de la probabilité de transmission en termes de la fréquence sans
dimensions dans les modes acoustique t; et optique tg pour différentes distances &. En

premier lieu, nous considérons une masse de défaut légére (m'=0.5m). La courbe en tirets se

rapporte a la probabilité élastique de transmission dans le cas d'un diffuseur isolé ayant la
méme masse. Pour une distribution de tels défauts, des oscillations additionnelles de Fabry-
Pérot dues a l'interférence entre les multiples ondes diffusées dans la région perturbée sont
attendues. On peut voir sur la Fig. 3.13 que leur nombre dans un intervalle de fréquence
donné augmente pendant que la distance ¢ du gap s'élargit. Ce nombre dépend étroitement

de la largeur totale & de la région du défaut qui représente toujours un multiple entier du
parameétre de réseau a. L'amplitude des oscillations devient plus significative a I’approche de

la limite de zone (ligne verticale en tirets points). Les résultats montrent clairement que les
deux diffuseurs placés a distance possédent toutes les caractéristiques d’un résonateur de
Fabry-Pérot. De plus, la courbe de transmission ne présente aucune résonance de Fano dans
le mode 1. Ceci peut étre explique par le fait que toutes les fréquences propres du défaut sont
positionnées au dela de la bande de propagation de ce mode [38]. L'énergie totale est
quasiment transmise a faible fréquence, comme mentionné précédemment.

Dans le mode optique, en revanche, le spectre de transmission est perturbé par une résonance
prononcée de Fano pour o =a & Q=1.3; mais pour §>a, une resonance de Fano

supplémentaire fait son apparition, comme attendu. Les deux résonances sont associées aux
deux états localisés induits par les deux colonnes d’impuretés. Pour des perturbations
adjacentes (6 =a), le second pic de résonance est repoussé au-dela du minimum du mode

optique 4 et ne peut donc apparaitre sur le spectre de transmission [83] de la Fig. 3.13. Les
deux états localisés se rapprochent 1’un de 1’autre avec la distance o . Notons que I’intervalle

de fréquence entre pics de résonance se réduit progressivement pour ensuite disparaitre aux
grandes distances (voir, par exemple, le cas 6 =10a). Alors, les deux résonances deviennent

dégenérées. Ce qui explique l'influence de la distance sur la position relative des minima
respectifs de transmission. De plus les minima de transmission n’atteignent pas
nécessairement la valeur zéro, comme c’est habituellement le cas.

Par ailleurs, le nombre de pics donne directement la distance entre défauts. La distance entre
deux pics successifs varie a cause de la forme des relations de dispersion. Si la courbe de
transmission était représentée en fonction du vecteur d’onde et non de la fréquence, ces
maxima auraient été réguliérement espacés.
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Fig. 3.13 : Probabilités de transmission en fonction de la fréquence normalisée Q
pour deux colonnes défaut, de masse lourde (m'=0.5m), séparées par une

distance o variable. Les courbes en tirets montrent la probabilité de transmission
dans le cas d’un défaut isolé de méme masse.
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L’importance du couplage entre les états localisés induits par le défaut et les modes
propageants du guide d’onde est révélée par la présence d'une masse plus
lourde (m'=3m)du défaut. Comme attendu, le spectre de transmission devient tres affecté

(Fig. 3.14). L’amplitude des oscillations est considérable, ce qui réduit d’autant la largeur de
bande des résonances. Ce phénomeéne est certainement di a 1’inertie individuelle de chacune
des masses composant la colonne défaut. Néanmoins, le nombre d’oscillations est toujours lié
au nombre de parameétres de réseau que renferme la distance entre colonnes. Comme
précédemment, les deux colonnes défaut ainsi disposées peuvent étre assimilées a un
résonateur de Fabry-Pérot. De plus, les résonances Fano viennent se superposer aux
résonances Fabry-Pérot et il devient souvent difficile de déterminer 1’origine exacte des pics
dans les courbes de transmission. Le maximum de résonance n'atteint pas nécessairement la
valeur unité, comme c’est habituellement le cas. Le nombre d'oscillations de Fabry-Pérot
parait également inférieur au nombre de parametres de réseau contenu dans la largeur & de la

région perturbatrice mais ceci est simplement li€é a un probléeme de résolution dans la
fréquence utilisée. Notons qu’en moyenne, les oscillations de Fabry-Pérot suivent une courbe
dont la forme globale est similaire a celle du défaut isolé de méme masse.
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Fig. 3.14 : Probabilités de transmission en fonction de la fréquence normalisée Q
pour deux colonnes défaut, de masse lourde (m'=3m), séparées par une

distance o variable. Les courbes en tirets montrent la probabilité de transmission

dans le cas d’une colonne défaut unique de méme masse.
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3.4.1.3 - Séquences de défauts

Les courbes de transmission dans les modes acoustique 1 et optique 5 pour quatre séries de
colonnes défauts régulierement espacées sont montrées sur les figures 3.15. La masse du
défaut est m'=m/3 . Les schémas des différentes structures correspondantes sont représentés

au-dessus de chaque figure. L’augmentation du nombre de défauts n’apporte rien de
qualitativement nouveau par rapport au cas de deux défauts séparés. Les effets décrits
précédemment se retrouvent mais ils sont encore plus difficiles a isoler en raison du plus
grand nombre de résonances proches en fréquences. C’est la raison pour laquelle nous ne
considérons pas les régions ou se produisent les résonances Fano ; nous nous limiterons a
présenter un changement plus global des spectres de transmission provoqueé par les
interférences Fabry-Pérot.

Les oscillations de Fabry-Pérot, issues de l'interférence entre les multiples ondes
diffusées dans la région perturbée, donnent lieu a une séparation en bandes de hautes
probabilités de transmission, deux dans le spectre du mode acoustique et trois dans celui du
mode optique. Ces bandes dépendent étroitement de la distance entre colonnes de défauts
(0 =3a, dans cet exemple). En revanche, les petites oscillations dans les fenétres entre

bandes dépendent directement de la largeur totale de la région de défaut. Si p indique le

nombre de colonnes défauts contenues dans la séquence, les structures apparaissant dans
chaque spectre de transmission se subdivisent en (p—21) sous structures. Cette subdivision

s’effectue de telle sorte que le nombre de sous structures soit toujours €gal au nombre
d’intervalles que comporte la séquence de défauts toute entiére. Des résultats semblables ont
été obtenus lors de la diffusion de phonons par une double chaine quantique perturbée par des
séquences de défauts adatomiques régulierement espacés (guide d'ondes quasi-1D) [24,77].
En étudiant le spectre de transmittance d'un nano fil contenant un ensemble de faisceaux
linéaires séparés par différents espacements, V. Pouthier et al. [84,85] a aussi observé des
résultats similaires. 1l est clair que les bandes caractéristiques pour chaque type de défaut
résultent de la distribution spatiale de ces derniers dans la zone perturbée. A mesure que le
nombre de colonnes défauts augmente, une nouvelle structure périodique, caractéristique de
la largeur de bande, est obtenue. Elle peut étre considérée comme une signature de cet
arrangement structural. Il faudra, cependant, recourir a la détermination des courbes de
dispersion pour une telle distribution périodique de déefauts afin de comprendre toute la portée
de ce phénomene.

Il convient de noter que la forme globale de ces courbes de transmission est tout a fait
semblable a celles obtenues dans le cas de deux colonnes défauts séparées par une
distance 6 =3a (courbe en tirets sur la figure 3.15).
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Fig. 3.15: Probabilité de transmission en fonction de la fréquence normalisée Q
dans les modes acoustique 1 et optique 5 pour 4 séquences de défauts séparés. La
structure est montrée en haut de chaque figure. La courbe en tirets se rapporte a
deux défauts isolés séparés par la méme distance 6 =3a.

79




Chapitre 3 Diffusion de Phonons par les Défauts de Volume

3.4.1.5 - Défaut étendu

L'augmentation du nombre N de colonnes defaut a comme conséquence une taille plus
importante du systéme linéaire (3.3), mais la matrice D garde sa structure. Néanmaoins,

I'analyse spectrale devient de plus en plus complexe. C’est pourquoi nous avons limité nos
calculs @ N =20 colonnes, ce qui engendre déja une matrice de dimension (132x144). Du

fait que qualitativement, les coefficients de transmission dans les modes de vibration
acoustiques ou optiques indiquent les mémes caractéristiques spectrales, nous présentons
seulement les résultats relatifs a un mode acoustique. La Figure 3. 16 présente le spectre de
transmission dans le mode 2 pour différentes valeurs de I'épaisseur N de 1’échantillon
considéré dans le cas d’un défaut lourd de masse m'=2m. Pour les mémes raisons que celles

mentionnées pour les deux distributions précédentes de défauts, le coefficient de transmission
approche I'unité pour ¢ —» 0 et est indépendant du nombre N de diffuseurs contenus dans la

région délimitée du défaut. La probabilité de transmission t, diminue alors graduellement au

détriment du coefficient de réflexion en respectant toujours la complémentarité entre les deux
courbes comme I’exige le principe de conservation de I’énergie. De plus, le nombre
d'oscillations de Fabry-Pérot issues de I'interférence entre les multiples ondes diffusées dans
la région perturbée, correspond exactement au nombre N de colonnes défauts,
indépendamment de leur distribution spatiale. En fait, leur nombre apparait comme égal
a (N —1) mais ceci est d0 uniquement a un probléme de résolution. Des résultats semblables

ont été observés dans la référence [24] lors de la diffusion d’ondes vibratoires dans une
double chaine quantique comportant des impuretés de substitution.

Du fait que la résistance opposée au passage de I’onde dans la région perturbée devient plus
significative pour le défaut de masse lourde, I'amplitude des spectres de transmission est plus
affectée que celle se rapportant au défaut de masse légere. Le nombre de structures augmente
et I’¢tendue de la plage de propagation diminue (dans le cas du mode 2, elle passe de 1.5 a
1.2, voir Fig. 3.16). Cette influence a également comme conséquence un nombre plus élevé
de résonance en raison de certains états localisés, propres au défaut léger, situés au-dela des
plages de propagation impliquées, comme souligné précédemment dans le cas du défaut isolé.
Ce phénomeéne a également été observé dans la référence [61] en variant la valeur du
parametre de rigidité A . Ainsi, la variation de la masse joue-t-elle le réle inverse de celui du

paramétre 4. Notons que les résonances Fano peuvent se superposer complétement aux

oscillations de Pérot-Fabry. Comme attendu, nous constatons que 1’augmentation de
résistance dépend intimement de la taille et du nombre N de défauts, indépendamment de la
distribution locale de ces derniers.
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Fig. 3.16 : Probabilités de transmission dans le mode acoustique 2 en fonction de la
fréquence de diffusion Q pour un défaut étendu comportant un nombre N de
colonnes variable. La masse du défaut est m'=2m.

3. 4. 2 - Défaut interstitiel

Pour un défaut interstitiel isolé, le cluster se compose d’un nombre d’atome deux fois et demi
plus élevé que pour le méme défaut isolé de substitution. De ce fait, la dimension du systéme
d’équations linéaire inhomogéne (3.3) devient beaucoup plus importante et le nombre
d’inconnues plus ¢levé. Ce qui nécessite un temps de calcul relativement long. Nous gardons,
par ailleurs, les mémes valeurs que précédemment pour la constante de réseau k, et le
parameétre de rigidité A dans la zone perturbée. Les constantes additionnelles qui symbolisent
les liaisons du défaut avec les premiers et les seconds voisins du réseau auront respectivement
pour valeurs K|, =4 et K, =0.5 4. Nous supposerons que 1’onde incidente se propage
toujours de la gauche vers la droite avec une amplitude unité et un déphasage nul sur la
colonne d’atomes frontaliére (-1) [voir Fig. 3.2]. Ici aussi, nous nous intéresserons au cas ou
la propagation de 1’onde s’effectue parallelement a I’axe X dans le sens positif, ¢’est-a-dire
sous un angle d’incidence nul.
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La Figure 3. 18 montre les résultats relatifs aux probabilités de transmission (en continu) et
de réflexion (en tirets) dans les six modes de vibration du double plan dans le cas d’un défaut
interstitiel isolé (la structure est représentée au dessus de la Fig. 3.18). Les résultats étant
qualitativement les mémes pour les deux masses de défaut, nous présentons par conséquent
ceux obtenus pour la masse légere (m'=0.5m). La courbe en tirets points indique clairement

que les deux spectres de transmission et de réflexion sont bien complémentaires, ce qui
confirme parfaitement le principe de conservation de 1’énergie.
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Fig. 3.18 : Probabilités de transmission et de réflexion en fonction de la fréquence
normalisée Q dans les six modes de vibration du double plan pour un défaut
interstitiel de masse légere (m'=0.5m). La courbe en tirets points indique la

complémentarité parfaite entre les courbes de transmission et de réflexion.
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D’autre part, la probabilité de transmission t; demeure fortement affectée dans la limite des
fréquences extrémement faibles et s’approche de la valeurl/2 plutdt que de I’unité quand la
fréquence Q — 0. Ce phénomeéne étrange, déja mentionné plus haut, s’explique par le

comportement fonctionnel particulier des modes antisymétriques dans la plage des faibles
fréguences ou il y a coexistence de deux modes, un propageant et 1’autre évanescent avec un
facteur de phase tendant vers une valeur trés proche de 1’unité. Sinon, les différents spectres
sont marqués par des résonances Fano, comme attendu.

La figure 3.19 montre les probabilités de transmission totale en fonction de la
fréquence sans dimension dans le cas de deux défauts interstitiels séparés par différentes
distances & pour une masse lourde (m'=1.5m) du défaut. Comme attendu, le spectre de

transmission est dominé par les oscillations Fabry-Pérot issues des interférences entre les
multiples ondes diffusées dans la région perturbée. Leur nombre est toujours égal au nombre
de parametres de réseau a contenu dans la distance . Pour des distances importantes, la

résolution graphique devient relativement difficile. Cependant, la forme globale des courbes
de conductance est, en moyenne, tout a fait semblable a celle obtenue dans le cas d’un défaut
interstitiel isolé de méme masse (courbe en tirets sur la Fig. 3.19). Pour comparaison, nous
avons représenté également I’histogramme de la conductance idéale du double plan.

Dans cette catégorie de défaut, nous avons aussi considéré quelques séquences de
défauts. La figure 3. 20 présente les probabilités de transmission en fonction de la fréquence
normalisée Q dans les modes acoustique 2 et optique 4 pour trois séquences de defauts
interstitiels. Chaque paire de défauts isolés est séparée par la méme distance 6 =4a. Les

oscillations F. P, issues de I'interférence entre les multiples ondes diffusées dans la région
perturbée, donnent lieu a une séparation en bandes de hautes probabilités de transmission. Le
nombre de bandes est donné par le nombre d’intervalles inter défauts isolés moins un
(4 —1=3, dans cet exemple). Si, comme dans le cas du défaut de substitution, p désigne le
nombre de défauts isolés de la séquence, les structures apparaissant dans les spectres de
transmission se subdivisent toujours en (p—1) sous structures [24,77,84-85]. Une nouvelle
structure périodique, caractéristique de la largeur de bande, est obtenue pour tout nouvel
arrangement structural.

I convient de noter que la forme globale des courbes de transmission est trés semblable a
celles obtenues dans le cas de deux colonnes défauts séparées par la méme distance 0 =4a

(courbe en tirets de la Fig. 3.20).
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Fig. 3.19 : Probabilités de transmission totale en fonction de la fréquence Q pour
deux défauts interstitiels de masse m'=1.5m, séparés par une distance ¢ variable.

Les courbes en tirets montrent la conductance dans le cas d’un défaut isolé de
méme masse ; I’histogramme en tirets points se rapporte a la conductance idéale.
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Fig. 3.20 : Probabilité de transmission en fonction de la fréquence normalisée Q dans
les modes acoustique 2 et optique 4 pour trois séquences de défauts interstitiels. La
structure est montrée en haut de chaque figure. La courbe en tirets se rapporte a deux
défauts isolés séparés par la méme distance 0 =4 a.
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3. 4. 3 - Défaut lacunaire

La Fig. 3.21 montre les résultats numériques relatifs a la conductance dans le cas d’un défaut
lacunaire de largeur L variable (la structure est schématisée au dessus de la figure). Ce spectre
illustre le comportement type d’un guide d’onde quasi-3D perturbé. Pour des raisons de
simplicité, 1’étendue du défaut est limitée. Néanmoins, les resultats doivent étre
qualitativement similaires pour des défauts de plus grandes largeurs ainsi que pour des guides
d’ondes d’épaisseur plus importante [78]; la seule différence est que la densité des
oscillations dans le spectre de transmission totale augmente avec le nombre de modes
propageants et la résolution graphique devient plus compliquée.
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Fig. 3.21 : Evolution de la probabilité de transmission totale due a la diffusion par
un défaut lacunaire de largeur 6 sous un angle d’incidence nul. L’histogramme en
tirets points se rapporte a la conductance idéale.
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Pour comparaison nous montrons aussi la conductance du guide d’onde non perturbé (en
tirets points sur la figure). Comme attendu, la résistance opposée a la propagation des
phonons par le défaut est toujours proportionnelle a I’étendue de ce dernier. En conséquences,
le nombre d’oscillations de Fabry-Pérot est plus élevé et le nombre de résonances aussi,
comme souligné précédemment.

3. 7 - Conclusion

L’existence ou [D’introduction d’un diffuseur (ou défaut) dans une structure modifie
considérablement ses propriétés physiques et vibrationnelles, particulierement, par la création
de nouveaux états localisés et par une diffusion des phonons dans le volume [21,24,57] et a la
surface du matériau [20,21,58,78,85]. Dans les spectres de transmission ou de conductance,
cette influence se traduit généralement par des diminutions plus ou moins brutales
d’amplitudes provoquées par les résonances de type Fano attribuées a la présence d’états
résonants induits par le défaut et/ou a des oscillations de Fabry-Pérot issues des multiples
ondes diffusées dans la région du défaut.

Les fréquences de résonance dépendent intimement de la valeur de la masse de
I’impureté : les défauts lourds donnent naissance a des états localisés dans la plage des
fréquences acoustiques alors que les défauts légers engendrent des modes locaux dont les
fréquences peuvent parfois étre supérieures aux fréquences maximales des modes optiques.
Les positions de résonances se déplacent le long de I’axe des fréquences. Ces déplacements
ont lieu a basses fréquences pour les défauts lourds et inversement pour les défauts légers. De
plus, les spectres de transmission dans le cas du défaut lourd sont toujours plus affectés que
ceux du défaut léger a cause de I’'inertie individuelle de la masse des atomes perturbateurs.
Conséquemment, la résistance opposée au passage de 1’onde par ces derniers est beaucoup
plus importante et 1’onde ne réussit a traverser la zone perturbée du défaut qu’apres un temps
relativement long.

Comme dans le cas du défaut de masse, 1I’influence des constantes de force de liaison
sur le spectre de transmission se résume également par un déplacement des pics de résonance
mais cette fois dans le sens contraire, i. e. vers les hautes fréquences. La bande des pics de
résonance s’élargit avec les différentes constantes de raideur symbolisant les forces de
liaison. Le spectre de transmission est, d’autre part, caractérisé¢ par une baisse plus ou moins
importante d’amplitude. Par ailleurs, nous pouvons obtenir des courbes ou la résonance
disparait totalement du spectre. Pour le défaut léger, ’onde devient alors transmise quasi
totalement a faible fréquence.

Le changement de 1’angle d’incidence agit directement sur les étendues des plages de
propagation et les fait se déplacer vers les hautes fréquences. Plusieurs modes se recouvrent

alors sur un intervalle de fréquence qui diminue progressivement avec 1’angle pour
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disparaitre, parfois, a certaines valeurs caractéristiques. Dans cette zone de couplage, les
modes interagissent fortement. Ceci explique les rapides variations du spectre enregistrées
dans ces régions. Cependant, la somme des coefficients de transmission et de réflexion est
toujours égale a 1'unité conformément a la relation de conservation de 1’énergie traduite par

I’équation Y| ri| + D[t =1.

v 14
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Chapitre 4

Etats d’Energie Localisés au
Voisinage du Défaut

4.1 - Introduction

En superposant des modes normaux de vecteurs d’onde { proches, il est possible de créer

des paquets d’onde correspondant a une amplitude de vibration localisée dans 1’espace. Ces
“paquets de modes normaux” peuvent se propager dans le cristal et ainsi transférer de
I’énergie thermique. Dans le langage des phonons, cela revient a considérer des “phonons
localisés” dans une région de dimension faible par rapport aux dimensions macroscopiques et
grande par rapport aux distances inter atomiques. En fait, ces “phonons localisés”
correspondent a la superposition de modes normaux de vecteurs § contenus dans un

intervalle AG. Chaque mode normal correspondant & un nombre d’occupation de phonon

bien defini. La perturbation du milieu associée a ces phonons est localisée dans un intervalle

Ap  hAQ  Aq

Dans un cristal parfaitement harmonique, les modes normaux (phonons) sont des états
stationnaires de 1’hamiltonien du cristal. Ainsi si une distribution de phonons ayant une
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vitesse de groupe non nulle se crée, celle-ci ne sera pas modifiée au cours du temps lors de sa
propagation dans le cristal. C’est une situation analogue a celle d’un paquet d’onde se
propageant dans un milieu sans perte (par exemple une onde sur une corde). Conségquemment,
I’énergie thermique transférée par unité de temps et de surface est non nulle méme pour un
gradient de température nul.

En revanche, la conductibilité thermique du réseau n’est pas infinie pour des raisons liées aux
imperfections du cristal :

- impuretés, défauts structuraux, présences d’isotopes qui brisent la symétrie de
translation

- surface de D’échantillon dont I’effet devient non négligeable lorsque le libre
parcours moyen des phonons (voir annexe) est de [’ordre de grandeur des

dimensions de I’échantillon.

Cependant, méme dans un cristal parfait de dimension infinie, les états stationnaires de
I’hamiltonien harmonique ne sont pas des états stationnaires de 1’hamiltonien réel du cristal
qui contient des termes anharmoniques. Ainsi, une superposition de phonons correspondant a
un nombre d’occupation bien défini pour chaque mode se modifiera au cours du temps. C’est
le phénomene intrinséque qui conduit a une conductibilité finie.

Notre objectif est de déterminer ces états localisés induits par le défaut pour interpréter
les structures apparaissant dans les spectres de transmission et de conductance résultant de la
diffusion.

4. 2 - Principe de calcul

La présence d’états localisés du défaut fait apparaitre des résonances de type Fano dans les
courbes de transmission. Le calcul et I’étude d’un grand nombre de ces courbes ainsi que le
mouvement des atomes aux fréquences de résonance permettraient sans doute de classer et de
caractériser les modes locaux de vibration. Il est aussi possible d’obtenir des informations sur
ces modes en imposant au probléme des conditions aux limites plus adaptées a I’étude des
modes localisés au lieu de le traiter comme un probléme de diffusion.

Un mode de vibration de la région du défaut dont la fréquence tombe en dehors du
continuum de propagation est alors localisé, ce qui signifie que :

. T i
!lm u = _Ilm u = O, 4.2)
| — o0 | — —o0
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et les déplacements des atomes sont symétriques par rapport a I’origine :
u'=u". (4.3)

Nous réécrivons les équations dynamiques pour les atomes de la région perturbée sous ces
nouvelles conditions. Aprés quelques transformations, les énergies des états localisées sont

déterminées en annulant le déterminant du produit des matrices défaut D et
raccordement [R], i.e. :

Det{ [D(Q.¢,.12.4.2] [R]}=0. @4

Les valeurs QQ qui satisfont 1’équation de compatibilité précédente sont les fréquences,

réelles, des modes propres de vibration des états liés. En effet, si on se place a une fréquence
ou existent un ou plusieurs modes propageants et qu’on effectue le méme calcul sous des
conditions de bord similaires pour tous les modes, les résultats obtenus sont complexes. Les
valeurs Q=Q, +iQ, qui satisfont I’équation (4.4) caractérisent toujours les états localisés,

mais le fait qu’elles soient complexes traduit leur nature résonante ; & cause de la présence
des modes propageants auxquels ils sont couplés, ces états ont une durée de vie finie dont la
partie imaginaire de la fréquence de vibration indique la mesure. Concrétement, plus la

quantité Q, est éloignée de I’axe réel, plus I’amplitude de 1’onde plane diminue rapidement

en fonction du temps. En d’autre termes, la largeur de la résonance de Fano, a laquelle on a
acces par des mesures de diffusion, est aussi une mesure du temps de vie de I’état résonant.
Consequemment, la partie imaginaire €, de la fréquence qui annule le déterminant (4.4)

doit étre extrémement petite de telle sorte que la partie réelle Q. se confonde avec la

fréquence de transmission nulle. Dans le cas contraire, ces deux fréquences n’ont rien avoir
I’une avec I’autre, le zéro du déterminant est alors approximé par la fréquence correspondant
au maximum de la transmission.

4, 3 - Résultats et discussions

Les branches de phonons Rayleigh [43,87], engendrées par la brisure de symétrie suivant la
direction normale a la surface, representent les courbes de dispersion des phonons localisés
induits par le défaut. La résolution numérique de 1’équation de compatibilité (4.4) permet de
trouver leurs fréquences en fonction de I’angle d’incidence. En pénétrant dans le continuum
de propagation, les phonons Rayleigh interagissent fortement avec lui. Ce qui donne
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naissance a des résonances issues de la dégénérescence des modes du défaut avec ceux du
continuum. Naturellement, les fréquences de résonance dépendent des valeurs des constantes
de force, de I’angle d’incidence de 1’onde plane et de la nature du défaut.

Les Figures 4.1 a 4.3 présentent les résultats des états localisés relatifs a quelques
défauts simples de substitution, interstitiel et lacunaire étudiés lors de la diffusion au chapitre
précédent. La région hachurée, délimitant la bande passante du systeme, est donnée par la
relation (2.8) pour des solutions itinérantes des phonons de volume du guide d’onde parfait
[voir § 2.2.5 du chapitre 2]. La présence des petites fenétres [25], interdites aux phonons de
volume, est engendrée par la superposition des bandes passantes individuelles des six modes
de vibration qui caractérisent le double plan.

4. 3.1 - Défaut de substitution

Sur la Fig. 4.1a, sont indiguées les branches de phonons Rayleigh (en tirets) pour différentes
masses dans le cas du défaut de substitution. Pour un angle d’incidence donné, les fréquences
de résonance de type Fano issues du couplage continuum-états discrets du défaut se
déterminent par les intersections de ces branches avec la verticale issue de ’angle ¢, . Notons
que les positions des résonances se déplacent vers les basses fréquences quand la masse du
défaut augmente, en conformité avec la relation w = ,/k/m donnant la fréquence de vibration
d’un oscillateur harmonique isolé. L’ensemble des résultats obtenu est aussi en conformité

avec ceux obtenus lors de la diffusion. L’évolution de ces courbes en fonction de la constante
de rigidité A dans la région perturbée (Fig. 4.1b) indique, au contraire, que les fréquences de

résonance augmentent avec A . Ainsi, la constante de rigidité A joue-t-elle un role inverse de

celui de la masse. Ce phénomeéne a déja été observé par J. Szeftel et ses collaborateurs [88].
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Fig. 4. 1a : Modes localisés (en tirets) d’un défaut de substitution pour une masse de
défaut différente de celle des atomes du réseau (défaut de masse). La région hachurée

se rapporte aux limites de la bande passante en volume du double plan pour une
constante de réseau r, =0.5.

93



Chapitre 4

Etats d’Energie Localisés au Voisinage du Défaut

Fréquence Q

Fréquence Q

Défaut de ressort

35

35

Composante du vecteur d’onde ¢y

Fig. 4.1b : Branches de dispersion des modes localisés (en tirets) d’un défaut de
substitution de masse m'=m pour différentes valeurs de la constante de rigidité A4
(défaut de ressort). La région hachurée se rapporte aux limites de la bande passante en
volume du double plan pour un paramétre de réseau r, =0.5
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4, 3. 2 - Défaut interstitiel

Dans ce cas de défaut, le nombre de branches d’états localisés devient plus important a cause
de I’étendue du défaut composé de cinq atomes (voir schéma de la structure représentée en
haut de la Fig. 4.2 pour un seul site interstitiel occupé) et des nombreuses interférences dans

cette région. La matrice de défaut possede déja une dimension (27X39) relativement
importante.
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Fig. 4. 2 : Branches de dispersion des états localisés (en tirets) d’un défaut interstitiel
pour différentes masses de défaut avec une constante de rigidité 4 =1.15. La région

hachurée représente la bande passante du double plan pour une constante de
réseau I, =0.5
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4. 3. 3 - Défaut lacunaire

La figure 4.3 s’intéresse a 1’évolution des branches des états localisés en fonction de la
largeur du défaut réticulaire en considérant la méme constante de rigidité A =1.2 dans la

région perturbée. Le nombre d’états localisés augmente avec la largeur du défaut a cause de
la multitude d’ondes qui interférent dans la zone perturbée.
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Fig. 4. 3: Branches de dispersion des modes localisés (en tirets) d’un défaut
lacunaire pour différentes largeur L de défaut dans le cas d’une constante de
rigidité 4 =1.2. La région hachurée représente la bande passante du double plan

pour une constante de réseau I, =0.5
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4. 4 - Conclusion

La présence ou I’introduction d’un défaut réticulaire dans un cristal modifie considérablement
ses propriétés mécaniques et vibrationnelles par une diffusion d’onde de vibration, en volume
et en surface. De tels effets peuvent avoir une influence substantielle sur diverses
caractéristiques, en particulier, dynamiques, thermodynamiques et cinétiques de la matiere.
Les états localisés induits par le défaut donnent alors lieu a des résonances dans le spectre de
transmission en interagissant avec le continuum de propagation. Par contre, I’inverse n’est
pas toujours vrai : il arrive trés fréquemment, en effet, que les états prétendument séparés
interagissent entre eux et avec le continuum de maniére telle qu’aucune structure claire ne
soit visible dans les courbes de transmission.

Par ailleurs, la connaissance des modes évanescents du défaut, se mouvant
perpendiculairement a la direction de propagation de 1’onde incidente, est nécessaire pour une
description plus compléte de la diffusion par les systéemes mésoscopiques désordonnés.
Néanmoins, ces modes ne transportent aucune énergie. L’étude de I’interaction des phonons
avec le défaut réticulaire [1-8] présente un intérét considérable puisque les caracteristiques
cinétiques dans les cristaux ou aux interfaces peuvent étre observées expérimentalement. De
plus, la méthode développée jette un éclairage nouveau sur les états résonants étudiés car elle
permet d’interpréter en termes de temps de vie la largeur du pic de résonance.

Contrairement a ce que peuvent laisser croire les cas traités précédemment, le
probléeme de I’existence et du nombre d’états localisés créés par un défaut quelconque est loin
d’étre trivial. Dans le monde des phonons, il est en fait I’équivalent du probléme électronique
de I’existence et du nombre d’états li€s créés par un potentiel quelconque.
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Chapitre 5

Densités Spectrales et Densités
d’Etats des Phonons

5.1 - Introduction

La définition de la "densité d'états” est une fonction de I'énergie, notée p(E), telle que pour

toute fonction f ne dépendant que de I'énergie, on ait (f}zj‘ f(E) p(E)dE. Or, en

considérant les états d'une bande E(IZ) repérés par leur vecteur d'onde IZ, avec des

conditions aux limites périodiques et un espace de dimension donnée d, on a aussi

d
<f> | L J'ddk f[E(E)J qu'on peut reécrire sous la
2

d
forme <f>=[zij jddkjdEf(E)5[E—E(IZ)}. On en extrait la formule générale de la
T

densité d'états

d
p(E)=Y {%} 0 ddk5[E—E(IZ)] (5.1.1)
n
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ou on a rajouté I’indice n qui désigne chacune des bandes contribuant. Elle présente donc une
singularité a chague minimum de bande E;,.

Dans I'hypothése d'une masse effective isotrope, E(K) = Eo +7%k2/2m” et d’une

degénérescence ggde spin seulement, on obtient:

gs (2m)%? ——
3D P3D (E) =V 2 3 E - EO ; (512)
A h
2D pop (E) = S$m—2 Y (E.Ep) ; (5.1.3)
27 h

1D Pip (E) = - =
—Eo

(5.1.4)

Alors qu’a trois dimensions dans un cristal massif, la densité d’états est une fonction continue
variant comme la racine carrée de 1’énergie, a une dimension elle varie comme 1’inverse de la
racine carrée de 1’énergie. On remarquera que la densité¢ d'états est nécessairement
proportionnelle au "volume" de matériau envisagé (V, S ou L, caractéristique de la

dimensionnalit¢ du systéme; de facon générale, L 9). Ensuite, par un simple argument

d'équation aux dimensions (au sens, unité a utiliser, en I'occurrence la densité d'états est un
nombre par intervalle d'énergie), on s'attend a ce que la densité d'états soit proportionnelle

a [L /2m E/h/E} d et seul le facteur numérique sans dimension reste a calculer.

Les formes de ces densités d'états ont des conséquences sur toutes les propriétés physiques
(électroniques, optiques, magnétiques...) du systeme étudié.

5.2 - La matrice de Green G(Cf)z)

Si la matrice dynamique D constitue ’outil de base pour 1’étude des états vibratonnels,
certaines grandeurs physiques, comme les densités spectrales, peuvent étre calculées plus

simplement a 1’aide de la matrice G(a)z) des fonctions de Green [75,86] :
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-1
G(a)z):[wzl —D} . (5.2.1)

Pour expliciter les éléments des matrices D et G(coz), de rang 3N, considérons la base des

3N vecteurs |ep,) définis comme suit :

len)=|Snm | M soit |em>:(_ S

5nm

Désignons leur produit scalaire par (en|em) =2 nj Sim -
i
Alors, la relation d’orthonormalité et la matrice identité sont simplement notées :

{en|em)=Smm (5.2.2)

1=>"ex) (ex]. (5.2.3)
k

Car, en tenant compte de la relation (A2), les éléments de | ey ){ex | dans la base des
k

vecteurs | e s’expriment par :
n p

\en>[§\ek><ek\}\em> (enlex) (eclen)
5nk 5km :5nm

=2
k

=2
K

Soient ‘up>(p=1,-~-,3N) les vecteurs propres de la matrice dynamique D et a)% les

valeurs propres correspondantes. La base formée de ces vecteurs propres est
normalisée (( €| ey ) =1). Nous pouvons, de ce fait, crire :

_ 2 ,
(up'|Jup)=wp(upup).
Comme la matrice D exprimée dans la base principale est diagonale, le produit scalaire entre

les vecteurs ‘up-> et ‘up> est nul dans le cas ou ‘up-> ¢‘up>.D’ou 1égalité :
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<Up"Up>:5pp'. (5.2.4)
En reliant les deux bases \en> et ‘up> par les matrices de passage B et B™ (voir annexe

Al) et en tenant compte de la symétrie de la matrice dynamique D, les éléments de G(a)z)

s’écrivent :

S
<en\G(a)2)\em>:ZZ <en‘up> Lz<em‘up>
pp

(a)2 —wp)
(5.2.5)
(en|G(@) |em) =3 < ‘ 2> <2‘ >
D (0” —wp)

5. 3 - Densité spectrale du systeme
Désignons par v(w) le spectre de fréquence (densité d’états) du systéme :

v(o)=, 5(o-wp). (5.2.6)

p

La quantité physique v(w) représente le nombre d’états vibrationnels dont la fréquence est

égale a . Comme la matrice B est unitaire, v(@) peut étre exprimée de la fagon suivante :

1
V(@) =~=3 vn(@), (52.7)
3N 5
ou V,(w) est la densité spectrale de vibration atomique. Elle est définie par :

Vp(@)=> ‘<en‘up>‘2 S(w—wp) (5.2.8)
p

Physiquement, v, (w) désigne la somme des carrés des amplitudes de vibration de tous les

modes propres de fréquence Op =@ auxquels est soumis un atome qui se deplace suivant

une direction cartésienne donnée.

gln

lim = 5(0? —wp) ; (5.2.9)

e—0T (a)2 - a)%) + 82
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Vp (@) :—27")|m<en|e(a)2)|en>. (5.2.10)

Rappelons que les valeurs propres a)% de la matrice dynamique D représentent les p6les des

éléments de G(a)z). Afin d’éviter toute divergence dans les calculs, une partie imaginaire
infiniment petite & est ajoutée a la variable w® . Ce qui engendre la densité spectrale :

Vi (@) = =22 lim {Im<en‘G(a)2 + jg+)‘en>} . (5.2.11)

T &0

L’¢lément (e, | G(w? + je*) |e,) désigne la diagonale de la matrice G(w? + je*)

5.4 - Densité spectrale dans la région de volume

Comme la région de volume du double plan possede une structure diatomique a deux atomes
par maille élémentaire, le systeme linéaire (2.8) établi pour les deux atomes de volume du
réseau parfait suffit amplement a décrire les différentes densités spectrales associees aux

modes vibrationnels d’un réseau infini de méme structure. Le calcul peut étre mené a 1’aide

de I’opérateur de Green G(¢y,a)2 + j&) en utilisant la méthode de raccordement [75] :

-1
G(py,0” + j&) = [(a)z +je)l - D(¢y,r2,/1,2)} , (5.2.12)

ol D(g,,r;,4,2Z) est la matrice dynamique [de dimension (6X6) ] du réseau parfait.

Pour déterminer la densité spectrale v, (@) (n=X,Y,z), on remplace le complexe Z
par exp(jk,a) ou a représente le paramétre de maille du réseau cubique simple puis intégrer,

en utilisant la relation (5.2.11), sur la premiére zone de Brillouin 3D :

V(@) =— 22 lim 3 Im<en‘G(Zv,kz,a)2+jg)‘en> . (5.2.13)
T e50" | zB
(3D)

La symétrie de la région de volume de la structure donne lieu a des densités spectrales
identiques suivant les trois directions cartésiennes de 1’espace. Cette caractéristique permet
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d’identifier, a une constante pres, les densités spectrales v,(w) a la densité d’états

vibrationnelle du réseau cubique simple illimité.

Une deuxieme méthode de calcul de densités spectrales de volume [23] consisterait a

utiliser la matrice G(Z,a)2 + j&), définie précédemment par 1’équation (5.2.12), en
identifiant pour chaque point (E,a)) les différents modes vibrationnels de volume par les n,
triplets (Iz,a),ZV) en prenant Z, =1. Dans ce cas, ’intégrale dans (5.2.13) est remplacée ici

par une intégrale portant sur les vecteurs d’onde k de la premiere zone de Brillouin du réseau
réciproque 2D puis sommeée sur les n, lorsque Z, =1. Les valeurs de Z, sont déterminées

préalablement par 1’équation de compatibilité (2.8).

n@=-22 lim 13 % Im<en‘G(Zv,kz,a)2+jg)‘en> . (5.2.14)
T e50" |y zB
(3D)

Cette deuxieme méthode (2D+1D) offre 1’avantage d’étre plus économique en temps de
calcul et donne des résultats assez proches de ceux obtenus par intégration sur la premiére
zone de Brillouin 3D. Ces résultats sont aussi en bon accord avec la densité spectrale
déterminée par la méthode de diagonalisation directe [43,72].

5.5 - Résultats et discussions

5.5.1 - Défaut de substitution

Les figures 5.1 et 5.2, se rapportant au défaut simple de substitution, donnent respectivement
les densités spectrales suivant les trois directions de I’espace et la densité d’états de chacun
des deux atomes composant le défaut (schématisé en haut de la figure 5.1). Deux masses de
défaut, légére m'=0.5m (en trait continu) et lourde mM'=2.5m (en pointillés), sont
considérées en imposant une méme constante de rigidité A =0.8. Par ailleurs, nous montrons
sur les figures les densités spectrales ainsi que la densité d’états (en tirets points) pour les
deux mémes atomes dans le cadre du réseau parfait pour mettre en évidence la perturbation
introduite par le défaut.

Comme déja mentionné précédemment, les résonances se produisent toujours aux
basses fréquences pour les défauts lourds ; d’ou le confinement des densités relatives a ce
type de défaut dans la plage des basses fréequences [82,89] (Fig. 5.1 et 5.2), indépendamment
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de la direction. Ce comportement se retrouve, par ailleurs, pour les autres types de défaut
étudies.

Les d’atomes (A) et (B), situés I’un au dessus de 1’autre (voir schéma de la structure en haut
de la Fig. 5.1), présentent une grande similitude dans leur spectre suivant les axes x et y. A
cause de I’extension finie du cristal suivant le troisiéme axe z, le spectre correspondant a cette
direction differe. La courbe du défaut lourd (courbe en pointillés) se caractérise par une
résonance prononceée aux fréquences Q~ 0.9 suivant x et z, et QQ =1.2 suivant y. Dans le cas

du défaut léger (en continu), en revanche, le nombre de résonances augmente (voir
particuliérement la courbe des densités d’états s’y rapportant en Fig. 5.1). Ces résonances
sont dues aux interactions des états localisés induits par le défaut avec le continuum de
propagation (voir les branches de dispersion des états localisés au chap. 4).
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Fig. 5.1 : Densités spectrales des phonons suivant les trois directions de 1’espace pour
les atomes de substitution de masses m'=0.5m en continu et m'=2.5men pointillés

pour une valeur de A4 =0.8. La courbe en tirets points se rapporte a la densité spectrale
des phonons de volume du guide d’onde parfait suivant les mémes directions.
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Fig. 5.2: Densités d’états des phonons d’un atome de substitution de
masse m'=0.5m en continu et m'=2.5m en pointillés (4 =0.8). La courbe en

traits points se rapporte a la densité d’états des phonons de volume du guide
d’onde parfait.

5. 5. 2 - Défaut interstitiel

Les densités spectrale et d’états du défaut interstitiel sont représentées sur les figures 5.3, 5.4,
5.5 et 5.6. Les courbes spectrales pour les atomes irréductibles du défaut (A) et (B) ainsi que
(D) et (E) localiseés en des sites équivalents, placés I’un au dessus de I’autre (voir schéma en
haut de la Fig. 5.3), présentent des spectres identiques [72,90]. L’allure des courbes suivant
les trois directions semble, d’autre part, relativement perturbée comparée a celle des courbes
de volume du réseau parfait (courbes en tirets points). Cependant 1’atome (C), a cause des
liaisons avec le réseau toutes de type deuxieme voisin, indique une évolution spectrale
remarquable pour les deux masses de défaut. Dans tous les cas, les courbes relatives a cet
atome présentent un comportement doublement résonant pour la masse lourde (en tirets) et
simplement résonant pour la masse légére (en trait continu) dans la direction y de plus grande
symétrie. L’apparition de ces pics s’explique par 1’existence des branches optiques localisees
qui interagissent avec le continuum (voir Fig. 4. 2 du chapitre 4). Le nombre de résonances
devient nettement plus important pour les atomes (A) et (B) ou (D) et (E) du fait qu’ils ont
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probablement plus de liberté de mouvement dans leurs déplacements suivant les directions
longitudinale et transversales particulierement. Une plus grande amplitude des courbes
confirme bien ce comportement. Les résonances observées résultent du couplage des états
d’énergie de la bande passante et des états induits par le défaut [87,91], d’une part, et des
interactions entre modes [25] qui se trouvent excités simultanément, d’autre part.

30

20

10

30
©)

20

10+

Densités Spectrales (U. A.)

20 I T
(D) (E)

20

10

Fréquence Q

Fig. 5.3 : Densités spectrales des phonons suivant la direction de propagation X pour

I’ensemble des sites atomiques composant le défaut interstitiel isolé pour une masse de
défaut m'=m (en continu) et une masse lourde m'=m (en tirets). La courbe en
pointillés se rapporte a la densité spectrale des phonons de volume du guide d’onde
parfait suivant la méme direction.
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Sur la figure 5.3, nous présentons les résultats se rapportant a la densité d’états de
I’ensemble des cinq atomes irréductibles constituant le défaut interstitiel. Nous observons
alors une grande similitude des courbes densités des atomes ayant des sites équivalents (A) et
(B) et (D) et (E), comme attendu. Le spectre relatif a 1’atome (C) est beaucoup plus affecté
dans le cas du défaut lourd (courbe en tirets) a cause d’une liberté de mouvement restreinte
dans ses déplacements suivant les trois directions. Il faut noter que les symétries géométrique
et physique de la configuration ainsi que des liaisons jouent un réle extrémement important
dans ce comportement.
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Fig. 5.4 : Densités spectrales des phonons suivant la direction y pour I’ensemble des
sites atomiques composant le défaut interstitiel isolé pour une masse de défaut m'=m
(en continu) et une masse lourde m'=2m (en tirets). La courbe en pointillés se

rapporte a la densité spectrale des phonons de volume du guide d’onde parfait suivant
la méme direction.
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Fig. 5.5 : Densités spectrales des phonons suivant la direction z pour ’ensemble des
sites atomiques composant le défaut interstitiel isolé pour une masse de défaut m'=m
(en continu) et une masse lourde m'=m (en tirets). La courbe en pointillés se rapporte

a la densité spectrale des phonons de volume du guide d’onde parfait suivant la méme
direction.
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Fig. 5.6 : Densités d’états des phonons des sites atomiques composant le défaut
interstitiel isolé pour une masse de défaut m'=m (en continu) et une masse lourde

m'=m (tirets). La courbe en pointillés se rapporte a la densité d’état des phonons

de volume du guide d’onde parfait.
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Chapitre 5 Densités Spectrales et Densités d’Etats des Phonons

5. 5. 3 - Défaut lacunaire

Les résultats relatifs aux densités spectrales et densités d’états des atomes composant le
défaut lacunaire, de largeur 2a, sont indiquées sur les figures 5.7, 5.8 et 5.9. Nous retrouvons
toujours une certaine similitude dans le comportement des atomes occupant les sites (A) et
(E), (B) et (D) équivalents (schéma en haut de la Fig. 5.7). Dans la cavité, représentant la
région perturbée, une multitude d’ondes incidentes et réfléchies interférent. Ce phénomeéne
régit les résonateurs de Fabry-Pérot dont notre systéme posséde bien toutes les
caracteéristiques.

Trois pics de résonances sont observés pour toutes les courbes le long de 1’axe x (Fig.
5.7) dans la plage des hautes fréquences. Dans La Fig. 5.8, sont montréees les spectres obtenus
le long des axes y et z simultanément. Suivant la direction de plus grande symétrie y plusieurs
pics de résonance (Fig. 5.8a), survenant a des fréquences autres que celles correspondant a
I’axe X, sont observes.
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Fig. 5.7: Densités spectrales des phonons suivant la direction de
propagation X pour 1’ensemble des sites atomiques composant le deéfaut

lacunaire pour 2=1.2. La courbe en tirets se rapporte a la densité spectrale
des phonons de volume du guide d’onde parfait suivant la méme direction.
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Fig. 5.8 : Densités spectrales des phonons suivant les directions y (a) et z (b)

pour I’ensemble des sites atomiques composant le défaut lacunaire pour une
constante de rigidité 2 =1.2. La courbe en tirets se rapporte a la densité spectrale

des phonons de volume du guide d’onde parfait suivant les mémes directions.
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Cependant, les couples de sites équivalents présentent un comportement similaire, comme
attendu. Les deux résonances de I’atome (C) se produisent aux fréquences respectives
de Q~1.65 et Q~2.35 (5.8a). Ces résonances se sont déplacées vers les basses fréquences

dans les courbes de densité suivant 1’axe z, le pic correspondant a la fréquence de
résonance 2~ 0.6 devenant beaucoup plus prononcé. Les états résonants sont engendrés par

la dégénérescence des états localisés induits par le défaut et des états énergétiques de volume
de la structure (Fig. 4.3, chap. 4).
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Fig. 5.9 : Densités d’états des phonons des sites atomiques composant le
défaut lacunaire pour 2=1.2. La courbe en tirets se rapporte a la densité

d’états des phonons de volume du guide d’onde parfait.

5. 6 - Conclusion

La méthode de raccordement combinée aux fonctions de Green a été utilisee pour calculer les
densités spectrales ainsi que les densités d’états des phonons se propageant dans un nano
cristal comportant différents types de défauts réticulaires localisés en volume. Des densités
spectrales et d’états typiques sont présentées numériquement pour I’ensemble des sites
atomiques irréductibles composant le défaut, qu’il soit substitutionnel, interstitiel ou
lacunaire.

112



Chapitre 5 Densités Spectrales et Densités d’Etats des Phonons

Des résultats précédents, 1’on peut alors comprendre et analyser les comportements
spectraux des atomes du défaut ainsi que leur évolution en se référant aux trois régions
distinctes du réseau perturbé, des liaisons inter atomiques et de la symétrie du systeme.
L’interprétation des courbes repose essentiellement sur 1’apparition de structures hyperfines
visibles dans les spectres de transmission et des densités spectrales. Elles sont induites
principalement par I’interaction des branches de dispersion des phonons localisés au
voisinage du défaut avec le continuum de propagation ou/et par l’interaction des modes
excités simultanément.
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Conclusions
& Perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié I’influence des défauts réticulaires de volume sur les
propriétés de diffusion d’ondes élastiques par les systemes mésoscopiques désordonnés,
multicanaux et quasi-tridimensionnels. Le modele considéré consiste en une structure cubique
simple composée de deux plans atomiques infinis formant ainsi un guide d’onde parfait.
Notre approche numérique, basée sur le principe de Landauer, s’appuie sur la méthode de
raccordement pour calculer les probabilités de transmission et déterminer la conductance en
résolvant 1’équation dynamique de Newton avec des conditions aux limites de diffusion. La
combinaison de cette méthode avec les fonctions de Green a permis également de déterminer
les densités spectrales et les densités d’états de I’ensemble des atomes irréductibles de la
région perturbée.

Bien que la méthode présentée s’inspire des travaux menés sur les guides d’onde
électroniques, le cas d’ondes vibratoires demeure beaucoup plus compliqué que le cas de
I’¢lectron. La différence essentielle étant que les fonctions d’onde dans 1’équation de
Schrodinger sont des scalaires complexes (densités de charge), alors que les fonctions d’onde
vibratoires sont des vecteurs complexes. Dans ce sens, notre travail constitue une base pour
I’é¢tude des phénomenes d’interférence impliquant des vecteurs d’onde polarisables tels que
les ondes électromagnétiques. En fait, le mode induit par un défaut couplant des modes
propageants joue un réle important dans la théorie des guides d’onde électromagnétiques et a
fait 1’objet de plusieurs investigations. Particuliérement, en régime micro-onde, les
résonances de Fano sont communément utilisées pour la construction de filtres de frequence
[92]. Aux fréquences optiques, cependant, les effets d’interférence sont évacués a cause d’un
fort couplage entre les ondes électromagnétiques guidées et des modes de radiation a
I’extérieur du guide d’onde [93]. Ces effets sont par ailleurs exploités pour les performances
et la conception des transducteurs ainsi que le controle du bruit [94]. D’autre part, en
composant des défauts simples, nous avons pu fabriquer des résonateurs appelés Fabry-Pérot
par analogie aux cavités résonantes optiques.

Nos résultats numériques montrent que, malgré leurs différents caractéres, la diffusion
d’ondes vibratoires et la diffusion d’ondes ¢€lectroniques présentent beaucoup de similitudes
et peuvent étre décrites essentiellement en termes d’oscillations de Fabry-Pérot et de
résonances de type Fano. Ces deux phénomenes sont d’ailleurs basés sur le méme mécanisme
d’interférences entre la multitude d’ondes diffusées dans la région perturbée. Les oscillations
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de Fabry-Pérot impliquent une diffusion multiple d’ondes propageantes, alors que les
résonances de Fano n’interviennent que pour décrire I’interférence entre un mode propageant
transmis et un mode localisé créé par le défaut par dégénérescence avec des états évanescents
du guide d’onde. Il est, par conséquent, évident que les modes évanescents sont nécessaires
pour une description complete de toute la dynamique et des amplitudes de diffusion dans un
systéme a plusieurs canaux, méme s’ils ne contribuent aucunement au transport d’énergie.
Les résultats montrent également que les défauts réticulaires laissent une empreinte
caractéristique dans les courbes de transmission. De ce fait, les spectres de transmission
obtenus par des expériences de diffusion peuvent servir a identifier des défauts de structures
spécifiques et étre alors utilisés pour leur caractérisation. Les ondes vibratoires peuvent
aboutir a une alternative intéressante dans 1’investigation des propriétés structurelles des
matériaux dans le cas ou les probabilités de diffusion inélastique peuvent étre gardées
suffisamment petites.

Par analogie au cas électronique, les ondes vibratoires sont responsables du transport

de chaleur dans les isolants. Dans ce cas, nous pouvons exprimer facilement la conductivité
thermique en fonction des probabilités de transmission de ces ondes [voir ég. 3.8]. La
différence avec les électrons réside essentiellement dans le fait que les phonons obéissent a la
statistique de Bose-Einstein. Par conséquent, la conductivité est donnée par une moyenne des
probabilités de transmission dans tout 1’intervalle de fréquence, plutot que par la somme des
probabilités de transmission calculée a une fréquence unique. Bien que les mesures de
probabilités de transmission soient plutét laborieuses, des mesures directes de transmission
totale A(Q) devraient étre faisables. L’expérience type consisterait & coupler un receveur et
un émetteur avec des caractéristiques de fréquence connues aux extrémités du guide d’onde

en évitant les retours éventuels de réflexion aux jonctions.

Les phénomeénes d’interférence discutés dans ce mémoire dérivent des équations
dynamiques qui peuvent s’appliquer a n’importe quelle échelle de longueur, a condition que
la cohérence de phase ne soit pas détruite par des effets dissipatifs. Concernant la dépendance
sur le systéme et ’intervalle de fréquence, la cohérence de phase peut souvent étre gardée
plutot large. En d’autres termes, les résultats du spectre de transmission obtenus dans le cas
des ondes vibratoires ne se limitent pas a 1’échelle nanométrique, comme pour la diffusion
d’électron cohérent, mais peuvent aussi intéresser les effets d’interférence induits par un
défaut dans les systemes macroscopiques (assemblages de masses et de ressorts).

Quoique nous ayons restreint notre présente discussion au cas de guides d’onde quasi

plans, notre approche peut étre étendue sans difficultés a la description des guides d’onde a
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plusieurs degrés de liberté telles que les structures infinies bidimensionnelles ayant une
certaine épaisseur cristalline. Ceci serait bien pratique dans le calcul des spectres de
transmission des systemes réels; d’ailleurs nous ne nous attendons pas a des différences
notables.

De nombreuses voies sont maintenant ouvertes : nous pourrons d’abord approfondir
cette étude ou certains éléments restent mal, voire pas du tout compris. Il suffit de penser a la
forme des relations de dispersion du guide d’ondes non perturbé, a la détermination du
nombre d’états localisés, sans parler des coefficients de transmission et de conductance pour
des défauts complexes. D’autre part, il faudrait passer a des systémes plus étendus et
introduire la troisieme dimension. On pourrait également s’intéresser au probléeme de la
transmission de la chaleur afin d’aborder le transport thermique.

Comme nous le voyons, les possibilités de développement ne manquent pas, et il n’est
pas interdit d’espérer arriver a des résultats numériques comparables avec des mesures
expérimentales sur des composés de faibles dimensions. De récents progrés dans le domaine
des ondes acoustiques [95,96] laissent a penser que des mesures d’une grandeur proche de la
conductance vibrationnelle devraient étre réalisables dans un futur pas trop éloigne, du moins

pour des fréquences correspondantes.
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Annexe Al

Calcul des éléments de la matrice de Green

Les éléments <en|G(a)2)|em> de la matrice G(@?), fonction des valeurs et des vecteurs
propres de la matrice dynamique D, peuvent étre déterminés en utilisant la matrice de passage

qui relie les deux bases |ey, ) et ‘up> ;
‘up> =Bllen)| < ||en) =B ‘up> : (AL.1)

Conséquemment, le vecteur propre ‘ u p> constitue une combinaison linéaire des 3N vecteurs de

base |ep). Do,
3N
Up)=2 (ep|Blen)|en), (AL.2)
n=1

ou I’élément <ep| B|en> de la matrice de passage B représente la projection du vecteur

propre ‘ u p> sur la direction du vecteur | ey, ). En effet, d’aprés légalité (A2),

No No
<ek‘up>: > <ep‘ Blen) (ex|en)= g <ep‘B\en>§kn,

n=1 n=1
= <ek|ep>=<ep|B|ek>. (AL.3)

En utilisant les expressions (A1.3) et (Al.2), I'unitarité de la matrice B peut s’exprimer alors par
I’écriture du produit scalaire <u p' ‘ u p> en fonction des matrices B et B,

<up"up>:%z (en| B+‘ep'> (en|Blem) Snm

= <up-‘up>=% <ep-‘ B|em> <em| B+‘ep>=<up|‘up>=<ep-‘ B B+‘ep>.

Et (ep|BB™|ep)=dpp- (A1.4)
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La relation précédente indique que la matrice B, définie dans (A1.1), vérifie bien I’identité
BB"=l = B =B". (A1.5)
Cette propriété permet aisément d’établir, dans la base propre, la relation de fermeture :

'Z%‘Up><“p" (A1.6)

qui peut aussi s’écrire, compte tenu des expressions (A1.3) et (A1.4), comme :

) o )= {3 )

Y P

(ep|Blen) (ep|Blem)”

(em|B™ ‘ep> <ep‘B|en>.

-3
p
-3
P

=(em|B"Bem)

—5nm

Soit L la matrice diagonale dont les éléments sont définis comme suit :
_ 2
{en|L|em)=an nm. (AL.7)

A T’aide la relation identité (A1.3), les éléments de la matrice B*L B peuvent étre explicités de
la maniére suivante :

(en|BTLB|ey)=(en|BTILIB|ey)
:Zi: ZJ: (en|B |ej) <ei|L‘ej> <ej‘B|em>
=Z Z (ei|B|en>* a),2 5“' <ej‘B|em>

J

=iZ of (i Blen)” (ei|Bem)

D’autre part, les équations (5.2.3) et (Al.6) combinées a la définition des vecteurs \en>
permettent d’écrire aussi que :
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(en|BTL Blem>=; of (em|ui) (uilen)
=Zil (em|D]ui) (uilen) .
=(em|Den)
Finalement, si la matrice D est symétrique, elle vérifie automatiquement I’ équation

D=B*LB. (A1.8)

D’apres les équations (5.2.1) et (Al1.6), la matrice G(a)z) peut s’exprimer en fonction des
matrices B, B et L :

G(w?) =(a)2| —D) = G(0?) =(C‘)2| -B'L B)_l

-1
= G(w?) :(B+ (0?1 —L) B)
On en déduit
G(w?)=B* (0’1 -L) ' B. (AL.9)
Et en utilisant (A7), les éléments (e | (0?1 —L)7 e ) de la matrice (0?1 —L) deviennent :

5[1 m

21 - Ye ) =
<eﬂ|(a) ) |em> (wz _a)rz])

(A1.10)

En fin de compte, en combinant ’ensemble des trois équations (5.2.2), (A1.9) et (A1.10), les
éléments de G(a)z) s’écrivent comme indiqué dans la relation (5.2.5).
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Annexe A2

Approximation Harmonique des Forces Centrales

Dans un référentiel galiléen, muni d’une base cartésienne orthonormée (O,éx,éy,éz), nous

considérons un solide composé de N atomes dont le centre de gravité est supposé immobile. A un
instant t donné, la position d’un atome (I) sera repérée par le vecteur position

F(,t) =1 (1)+a(,t), (A2.1)

ou le vecteur Fb(|) indique la position de 1’atome (I)dans la configuration d’équilibre et

u(l,t) son déplacement. Par la suite, les déplacements G (l,t) seront considérés comme des
variables dynamiques en supposant que le systéme électronique n’est pas perturbé par les
oscillations des atomes autour de leur position d’équilibre. L’énergie d’une vibration du réseau ou
onde élastique étant quantifiée, le quantum d’énergie est appelé phonon par analogie au photon,
quantum d’énergie électromagnétique.

Si ¢(r) désigne 1’énergie potentielle des interactions atomiques du solide, la force de rappel

F (I,t) exercée sur I’atome (I) par le reste du systéme s’écrit :
F(l,t)=-Vg(r). (A2.2)

La fonction @(F) assure la cohésion des particules du solide et entretient les vibrations

atomiques. Elle peut alors étre décomposée, dans le cadre de I’approximation des forces
centrales, en une somme d’énergies potentielles a deux atomes,

¢(r)=% S T (1. (h23)

['=l |

Chaque terme @(I,1") ne dépend que des positions relatives des deux atomes (1) et (1).
Explicitement, @#(I,1") est une fonction des trois composantes I (l,1",t), (i=X,y,2) du
vecteur

Fd 1) =1 (0 —F(,1). (A2.4)

D’ou la variation élémentaire du vecteur T'(l,1',t) en fonction des déplacements des atomes (1)

et (1)
dr(l,1',t) =adl",t)—ad,t). (A2.5)
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Si le déplacement des atomes autour de leur position d’équilibre est suffisamment petit, le recours
a I’hypothése de 1’approximation harmonique permet de négliger les termes d’ordre supérieur a 2

dans les développements de Taylor des fonctions ¢ (I,1") :

$(1,1)0 do (L1 + X6 (1,1 [ui (1,0 =y (1Y)
1 ! . (A26)

+5 Wy 0 -u 0] U0 -u; LY |

Cooa do(L 1)
avec ¢ (11 )[ml (A2.7a)

d24(1,1")
dr; (1,1 dr; (1,1") O'

Wi (1L1) = (A2.7b)

L’indice zéro indique que les fonctions sont calculées dans la configuration d’équilibre, ce qui
annule les constantes #;; (1,17) et (i, j =X,Y,2). Le premier terme g (I,1"), se rapportant a

un potentiel statique, est sans intérét dans le cas de la description dynamique.
La relation fondamentale de la dynamique stipule que la force de rappel qu’exercent les atomes

du systéme sur 1’atome (|), de masse M (|) , s’exprime comme :

du; (1,t)
—

F(,t)=M() (A2.8)

En utilisant (A2.2), (A2.3) et (A2.6), la composante F; (1,1) peut aussi s*écrire :
R =3 w1 uAh)-u;Ly |. (A29)

l#l" |

Dans cette équation, \Pij (I,I") a la méme dimension qu’une constante de force K(I,I")
définie, en général, par :

k(1) = 200

I'=1). .
dr2(|,|') 0 (I'=1) (A2.10)

L’établissement de la relation entre les constates ‘F'j; (I,17) et K(I,17) s’obtient, en procédant

par décomposition des dérivees de (A2.7), de la fagon suivante :
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. d d | dr , ) )
La relation = permet d’exprimer successivement que
dr j dr j dr j

d?¢(1,1) _ d (dg(,I') dr
didrj dg( dr dr

d2¢(|,|')_r_ji(d¢(|,|')}+(d¢(|,|')ji I’_J
didrj rodg( dr drJdr(r
d2p0,1) _nrj (d240.0) ) (dga1)) d (1)
didrj 2 | drdr drJdr|r

1
our :(rx2 + rf +r22)2 est le module du vecteur position 1

alors que I’indice i désigne les
directions cartésiennes X, Y, Z.

dg(l,1")

dr

d’ou Y (1,1 = [ J k(l,1"). (A2.11)
r

A la position d’équilibre, le deuxiéme terme du membre de droite contenant s’annule,

En tenant compte des relations (A2.8) et (A2.9), I’équation du mouvement de I’atome (|) peut
alors s’écrire :

M (D)

du; U—ZZ( Jj K(L) u; (0,0 -u;(1Lt) . (A2.12)
dt? |21 ™~ Jo

Dans le cadre de I’approximation harmonique, ’excitation d’un mode propre de vibration du
réseau cristallin ayant une fréquence angulaire @ engendre des oscillations régulieres qui

peuvent se décrire, pour une température donnée, par des équations de la forme :
u; (1,t) =u; (I, @) exp(jot), (A2.13)

o U; (I, ) est I’'amplitude du déplacement de I’atome (I) suivant la direction i.
En insérant I’équation (A2.12) dans (A2.13), nous déduisons I’expression

MO ui(o) =Y KA | [uj0h o) -ujle)] @

=" ]

Dans le cadre de I’approximation harmonique associée aux forces centrales, cette équation traduit
les corrélations entre les déplacements induits par 1’agitation thermique des atomes.
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Annexe A3
Déplacement quadratique moyen

La description des vibrations atomiques engendrées par les variations thermiques doit tenir
compte de I’ensemble des modes propres du systéme considéré. Les déplacements seront alors
exprimés comme une superposition des 3N oscillateurs harmoniques propres.

Soit ‘u D (t)> le vecteur déplacement généré par le p-ieme mode dont la variation temporelle est

donnée par 1’équation
jopt
‘up(t)>:e P ‘up>. (A3. 1)

@p désigne la fréquence de vibration du p-ieme mode.

Le vecteur déplacement \u (t)> résultant s’exprime par une série de la forme

u)=>C, ‘up(t)>. (A3.2)
p

La projection de \u(t)> suivant les directions \en>, (n=1,...,3N) permet de déterminer les

fonctions U ,(t) =(e,|u(t)) des déplacements atomiques dans les trois directions

un(t):z<en‘up> (Dp(t)’ (A3.3)
p
Pp étant la fonction temporelle du p-iéme oscillateur propre dont I’accélération est

(1) =—0f @, (). (A3. 4)

En exprimant ¢, (t) en fonction des opérateurs de création ag (t) et d’annihilation & (t) des

phonons du mode p, ’équation (A3. 3) permet d’écrire le déplacement \un ('[)> d’un atome de
masse M, sous la forme suivante :

N[

h

un(t)=%<en\up> T

jont —jopt
(a*ejwID +ape P j (A3.5)
pMn

p
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H
1 1 ket
Si H =Zha)p (agap +§j désigne 1’Hamiltonien du solide et nge BT g
Y

distribution canonique, les moyennes des opérateurs se déduisent :

<a;§ a};->:<ap ap->:0, (A3. 6a)
<a’|; ap-> =Tr p(ap ,ap) =Spy N@p), (A3. 6b)
a, ay)=Tr p(a,,a))=35,, (n(a) )+1) (A3. 6¢)
pp p=p pp p :
5 -1
avec n(w) = {exp [—G)J — 1} (A3.7)
kgT
D’aprés les relations (A3. 5) et (A3. 6), les déplacements quadratiques moyens < ‘Um('[)‘z >
s’écrivent
2
€n|U
<\um(t)\2 > :iZ [n(a)p +1)M. (A3. 8)
Mm 5 2 @p

Cette derniere expression indique que les moyennes <‘Um (t)‘ > sont indépendantes du
temps. Ainsi, nous pouvons les désigner par < ‘ Up ‘ >. Pour les transcrire a 1’aide des éléments

de la matrice de Green G(w?), il faut introduire les fonctions V(@) définies dans (A2. 18).

Alors, si @y, symbolise la fréquence de vibration maximale possible dans le solide, 1’équation
(A3. 8) devient :

ho oy 1
<‘um ‘2 >:M—m IO+ (n(a))+§j v, (0) do. (A3.9)

En utilisant (A2. 21), I’équation précédente peut s’écrire sous la forme

2
<|up[*>=

2h o

M, 0* (n(w)+%) Im (| G(@® + j0%) [e) dav. (A3. 10)
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