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Introduction

L’étude de processus de Markov (X,,), engendrés par des produits de
composition de fonctions aléatoires indépendantes F;, est intensément étudié
ces derniéres années. Le modéle le plus simple de ce type de processus est
constitué par les marches aléatoires. La généralisation introduite par rapport
aux marches aléatoires tient dans le type de fonction F},. Ce qui est nouveau
depuis quelques années, c’est qu’en général ces fonctions F), ne sont pas li-
néaires et donc le modéle des marches aléatoires ne convient pas tout a fait.
Depuis les travaux de Furstehberg dans les années 80, de nombreux auteurs
se sont intéressés a ce type de Processus: Letac, Diaconis, Guivarc’h, Bouge-
rol, Mirek,..De nombreux travaux sont consacrés chaque année a ’etude des
propriétés de ce type de processus.

L’absence d'une théorie générale pour ce type de processus, fait qu’au
niveau des méthodes d’étude, un appareillage mathématique élaboré et varié
est necessaire. Furstenber utilise des algébres et des groupes de Lie; Diaconis
developpe l'analyse de Fourier; Guivarc’h les operateurs de Doeblin-Fortet;
Mirek la théorie ergodique,...

Les problémes posés par I’étude de ces processus sont la recherche de
conditions sur les F,, pour assurer la convergence du processus itéré F} o
Fy--- o F,. Souvent la question principale est de préciser les conditiions de
récurrence ou de transience pour la chaine de Markov (X,)p,.

Nous nous interessons a ce type de processus dans le cas ou les fonctions
sont des fractions continues. Dans le premier chapitre, nous donnons une
synthése sur les fractions continues arithmétiques et complexe. Le deuxieéme
chapitre introduit ’étude de systémes dynamiques (X,,),, définis par la don-
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née d’une variable aléatoire X et
Vn>0 Xn:FnoXn—l

ou F), sont des fonctions aléatoires indépendantes, nous nous plagons dans le
cas oul F,, est de la forme

ou (Y,,), est une suite de variable aléatoire indépendantes et identiquement
distribuées et alors le processus (X?) pour = donné est de la forme

1
Xop = Yo + Xz
Dans le troisiéme chapitre nous appliquons le théoréme ergodique de Birkhoff
sur les fractions continues arithmétiques. Le quatriéme chapitre est cansacré
a I'étude de comportement de la marche aléatoire dans N.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES FRACTIONS
CONTINUES

Chapitre 1

(Généralités sur les fractions
continues

1.1 Fractions continues arithmétiques

Définition 1. Une expression du type

b
ag + 2b3

ast i

ot (an)n €t (bp)n sont des suites de nombres réels ou complezes, est ap-
pellée fraction continue. Le nombre de termes n pouvant étre fini ou infini,
la fraction continue sera dite alors finie ou infinie.

Définition 2. On appelle fraction continue arithmétique une expression de
la forme

N 1
ay+~ ————1
1
as + i
a3+a4+,_,

Le premier terme ay appartenant a 7, les autres termes ag,a3,a4, -+ ap-
partenant tous a N*.



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

Notation: Remarquons que I’écriture d’une telle fraction continue limitée

. 1
ai
1
a
ST
est encombrante, on utilisera 1’écriture
[a17a27a37 T Jan]'
Les termes aj,as,--- ,a, sappellent quotients partiels de la fraction

continue.

Théoréme 1. Toute fraction continue arithmétique finie est un nombre
rationnel, et réciproquement tout rationnel peut s’exprimer sous forme de
fraction continue arithmétique finie, et cette représentation est unique.

Démonstration. La premiére partie du théoréme est évidente.
Démontrons la réciproque. Soit un nombre rationnel de la forme

p/q avec (p,q) € Z x N*

a)Divisons p par ¢
p=aq+r 0<r <q aveca, € Z
Si ry = 0 la fraction continue est

p/q = [a1].

Sir; #0, on a:
1
p/q:al—l—z a1 € 7.

T1

b)Divisons ¢ par r.

g=asr1+12 0<1ry <1y
q>0 et r1 >0 donc ay > 0.
Sire =0, on a:

1
p/q = a1 + — = [ay,a9].
a2

10
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Sire # 0, on a:

=a + .
p/q = a1 P
2

c¢)Divisons 1 par rs.

rir=asrg+1r3 0<r3<ry.

ry >0 et ro >0 donc az > 0.

Deux cas se présentent alors r3 =0 ou r3 # 0 et ainsi de suite jusqu’au
dernier reste nul supposons 7,,.

Tn—3 = Qp-1Tn—2 + Tn—1 0< Tp—1 < T'p—2.
Theo = QpTp_1+71n Tn=0.

En effet ce calcul se termine au bout d’un nombre fini de divisions puisque
les restes successifs 1,79, -+ ,r, forment une suite décroissante d’entiers
positifs majorée par ¢ entier positif donné.

Le rationnel p/q peut s’écrire sous la forme

p/q = [a17a’27 e 7a’n]-
L’unicité du développemment en résulte. []

Définition 3. Les diverses fractions

[a1] 5 [ar,a2] 5 [ar,az,as] 5 -
sont respectivement la premiére, la seconde, la troisieme réduite.
la n'™° réduite étant
[a17a’27 Tt 7a’n]-

Théoréme 2. Le numérateur p; et le dénominateur q; de la réduite [ay,az, - - -

de la fraction continue [ay,ag, -+ ap, -] satisfont auz égalités

{ Pi = Q;iPi—1 + Pi—2 pour tout entier n > 3

Qi = a;qi—1 + G2
avec
P11 = p2=a2a1+1
@ =1 G2 = Qa2

11



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

Démonstration. En effet:

b1
[al]:alzq_ avec pr =ap; ¢ = 1.
1

1 aras + 1
[alaa2]:a1+_:L:@ avec py =aiaz+1; ¢ = as.
a2 ) q2

a1a2a3 +a; +as  ps3

a1,a92,a3| = .
m azaz +1 q3

a1a20304 + Q109 + Q1G4 + A304 + 1

ay,a2,03,04] =
1:012:13,04] A2a304 + Ao + a4
On a
la1,a2,a5] = ag(arag +1) +a1  aspa+p1  p3
1,%2,03] — - -
az(ag) +1 asqs + 1 q3
d’ol

P3 = azpz + p1
qs = asqa + 1

De méme on peut écrire pour [ay,as,a3,a4):

as(arasaz +ay +az) + (aag +1)  asps+pa pa

[a17a27a37a’4] —

as(azas + 1) + ay ags+ 9 qu
d’ou
D4 = a4P3 + P2
g4 = a4q3 + Do

Supposons que:
[a17a27 tee 7ai] - &

qi
avec

Di = Q;Pi—1 + Pi—2
Qi = a;q;—1 + G2

12
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et démontrons que

Pi+1
[alaa’Q: s ,az'+1] = .
qi+1
avec
Pi+1 = Qi+1Pi + Pi—1
Qi+1 = Qiy1G; + Qi1
On a
1
[ai,ag, -+ ai11] = [a1,a9, -+ a;-1,(a; + )]
Qit1

que 'on peut écrire

_ lat G )Pint + Pica _ (@iis1 + D)pic1 + @i1piog
[a17a27 o 7ai+1] - 1 = .
(ai + Q41 )Qi—l + di—2 (aiai—i-l + 1>Qi—1 + a;114;—2
(s, ais] = i1 (@ipi—1 + Pi—2) + pic
o m air1(aigi—1 + qi—2) + gi—1
Ce qui donne
_ GipaPi tPic1 Pt
[a17a27 U 7ai+1] = =

a;41q; + qi—1 Giv1

La démonstration par récurrence est donc effectuée. [J

Théoréme 3. Le développement en fraction continue d’un irrationnel est
illimité.

Démonstration.

Soit x un irrationnel donné positif.

ay la partie entiére de x.
a; = E(x)

13



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

On a ) )
r=au+— 0<—<1.
T )
Donc
1
To = > 1
r — Qq

est un irrationnel, x étant irrationnel.
ay = E(x3), on peut écrire x5 sous la forme

1 1
To = Qo + — as > 1 0< — <1
T3 xT3

Donc
1

T — Q2

> 1

T3 =
est un irrationnel, x, étant irrationnel.

On peut répéter indéfiniment ce calcul, on obtient

T =a + — To > 1.
T2

1
To = Qo + — I3>1, as > 1.
T3

1
T3 = as+ — g4 >1, a3 > 1.

T4
1
Ty = Qp + Tn+1, Gn > 1.
Tpt1
avec  (ap,as, - ,an,---) entiers positifs  (zy,x9, -+ ,x,,--+) quotients
complets irrationnel. Cette suite  (ay,a9,- -+ ,a,,--+) ne pouvant pas étre

finie, sinon un entier serait égale & un nombre irrationnel.

14
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Pour trouver le développement en fraction continue de l'irrationnel x, on
remplace dans I’expression

1
r=a + — T > 1

T2
To par la valeur donnée par
1
To=as+— a>1 x3>1 ect,
Z3
On obtient
1
r=m+—=a+ T = a1+
2 27T o 2T oo
T = [a17a27 Qs
O
Exemple:

Programme R qui détermine la n?™¢ réduite de développement en fraction
continue d’un irrationnel positif (v/23).

Programme

n =20

y = numeric(n)

x = numeric(n)

x = 1/sqrt(23)

for(i in 1:n){

y = floor(1/z)
x=1/x — floor(1/z)
print(y)}

15



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

UG NG AT VT T T AT G G

— = = = = = =

—
— W = 00 = W 00— W 00 W 00 W

——r———r— ————— — ——— — — — — —
[ o o g i

—_

> On remarque que v/23 = [4,1,3,1,8 |.

Propriétés des réduites:
Propriété 1:

i

Vi>0  pigio1 — picagi = (—1)".
En effet:

Pogo1 —Pp-1@o=1x1-0x0=1x = (=1)° pour i =0.
Pigo—pogi =a; Xx0—1x1=-1=(=1)" pouri=1.
p2qi — p1ge = (ayay +1) x 1 —ajay = 1 = (=1)*  pour i = 2.

Supposons que p;g;—1 — pi—1¢; = (—1)"
et démontrons que p;11¢; — PiGiv1 = (—1)
On a:

i+1

Pigi—1 — Pi—1q; = (—1)i

16
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et
Pi41Gi — PiGi+1 = (@ix1Pi + Pic1)q — Pi(@is1Gi + Gi—1)
= _(pi(b'fl _pifl%‘) = —(—1)i = (_1>i+1-
D’ou

i

Vi>0  pigi-1 — piigi = (—1)".

Propriété 2:

Pn Pn—1 _ <_1)n
dn In—1 qngn—1

Divisons les deux membres de

n > 2.

Prndn—-1 — Pn—14n = (_1)n Vn > 0.
Par le produit ¢,q,_1 # 0, on obtient

Pn Ppo1 _ (CD)"

= n > 2.
an Gn—1 dnn-1

Propriété 3:

_1\n—1
LI VS S

An gn—2 dnqn—2 -

En effet:
p_n - Prn—2 _ Pnln—2 — Pn—24n
Gn qn—2 qndn—2
Or
Pn = GpPn—1 +pn—2-
n = GnGn-1 + Gn-2-
On aura:

Iﬁ . Pn—2 o (anpnfl +pn72>an2 - (ananl + anQ)pan

dn qn—2 Gndn—2

17



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

Pn Pn—2 _ an(pn—1Qn—2 _pn—ZQn—l)

dn gn—2 dnqn—2

D’ou en supposant les ¢, > 0

& . Pn—2 _ an(_l)n_l n>3

Qn qn—2 qnGn—2 o

Théoréme 4. Soit [aj,az, - ,an, -] une fraction continue infinie alors
les suites de réduites pairs et impairs sont tel que

Don+1 1 Don
d2n+1 qon
Et on a Vn, Pani1 @

q2n+1 G2n

Démonstration.

Montrons par récurrence Vn > 1

]ﬂ<@<z£<...<p2n_l<@<...<@<Z&<@ (1)

q1 qs q5 q2n—1 Gon de g4 q2

Montrons que (1) est vraie pour n = 1.
D’aprés la 2™¢ propriété:

pi  pie1_ (=)

= 1> 2.
4 gi-1 4iqi—1
En supposant tous les ¢, positifs, on a
1
P~ oy
2 41 a2q1
d’out
PP
q2 q1

18
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Montrons que (1) est vraie pour n = 2.
D’aprés la 3¢ propriété:

) ) (—1)1
& . Di—2 a/’L( 1) Z Z 3
qi qi—2 q:9i—2

on a: )
ps  p1 az(—1)*  ag

q3 q1 q3q1 _Q3Q1.

a
3 50 donc b3 > &.
q3q1 qs a1
D’aprés la 3¢ propriété:
P P2 _ as(—1)3 _
q4 q2 qaq2 4442
a
~ 1 <0 donc i) > ]2.
4442 q2 g4

D’aprés la 2¢ propriété:

ps ps (1) 1

G @3 Qg3 Qugs

PPy
4443 44 qs3

d’on
PL_Ps _DPi_ D2
q1 qs q4 q2

Supposons que (1) est vraie & 'ordre n.
Montrons que (1) est vraie a l'ordre n + 1.

b1 b3 Ds p2n71<p2n+1<p2n+2<@<.”<@<]£<

1.e — =< K
q1 q3 g5 qon—1 q2n+1 q2n+2 qon 3 q4

19



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

Montrons que
Pon+1

qon+1

D’aprés la 3¢ propriété:

Pon+1 . Pon—1 o

> P2n—1

q2n—1

agny1(—1)%"

G2n+1 q2n—1 d2n+192n—1 .
a'2n+1(_1)2n _ A2n41 < 0.
Qon+192n—1 q2n+192n—1
D’ou
DPon+1 > p2n—1'
don+1 don—1
Montrons que
Pan+2 < @ .
q2n+2 Qon
D’aprés la 3¢ propriété:
Pant2  Pan _ Gang2(—1)*"H
don+2 don q2n+292n
02n+2(—1)2"+1 A2n+4-2 < 0.
q2n+292n 42n+292n
D’ou
Pan+2 < Dan ‘
don+2 Gdon
Montrons maintenant que
DP2n+2 Pon+1
> .
qon+2 qon+1
D’aprés la 2™¢ propriété:
P2nt2  P2nt1 (—1)2n+2
q2n+2 q2n+1 q2n+292n+1
(_1)2n+2 1
= > 0.

G2n+292n+1 q2n+292n+1
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CONTINUES
D’ou »
2n+2 > p2n+1.
q2n+2 q2n+1
Donc

Pon—1 < Don+1 < DPon+2 < Zﬁ

q2n—1 qon+1 q2n+2 G2n

On a par hypothése:

&<@<E<...<p2n*l<@<... Ps p4<p2_
qQ1 q3 qs qon—1 qon de q4 q2

En conclusion

&<Z§<Z£<...<p2”—1 <p2'n+1 <p2"+2 <@<...<@<&<@.
q1 q3 ds q2n—1 d2n+1 q2n+2 d2n ds 44 a2
U

Théoréme 5. Soit [ay,as, - ,a,, | le développement en fraction conti-

nue d’un nombre irrationnel z, et soit

Pn . Pn
—= la reduite d'ordre n, alors == — x, n — 00.

an dn
Démonstration.
La suite de reduites 22**L est une suite croissante majoree par P2 e converge
d2n+1 a2
donc vers une limite [.
1< 2
42
La suite de reduites Pan est une suite decroissante minoree par b Elle converge
Q2n q1
donc vers une limite [’
r>2
4

Montrons maintenant que ces deux suites sont adjacentes, c’est-a-dire que

I e N G VS |

Gon q2n—1 G2nq2n—1 B C]2nQ2n—1.

21



1.1. FRACTIONS CONTINUES ARITHMETIQUES

tend vers zéro lorsque n tend vers +oo ce qui est évident car lim,, o, ¢, = 00
doul=1".

Montrons maintenant que cette limite [ coincide avec x.

x ::[a&7a27--'7an—1ﬁxn}
avec
1
Tpn = [an7a'n+1aan+27 .- ] = ap + (1)
Tn+1
et donc
Tntr1l = [an+1,an+2, .. ] (2)

d’aprés (1) x, > a,, car z,,1 >0 deméme x,.1 > a,.1

1 1
donc <
Tp+1 An+1
or
Ty = Qp + < Gy +
Tn41 Ap+1
d’ou
Ay < Ty < Ay + (3).
an+1

Il s’agit de montrer que z est compris entre deux réduites successives

Pn Pn+1
— et .
an dn+1
Soient les trois expressions
Pn
- — [a17a27 st 7an—17an]'
4n
T = [a17a’27 s 7an717$n]-
pn+1__
_‘[alaa27 "'7an7an+1y
qn+1
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D’aprés (3)

x est donc toujours compris entre deux réduites succesives.
Mais on sait que

Pan—1 < Dan
qon—1 qon
d’on » »
ol cp < pe{123...4,...}
don—1 don
c’est-a-dire
]2<]§<@<...<p2n_1 <"-<IL’<'--<@<"-<]E<]2<@.
q1 q3 qs qon—1 qon d6 44 q2

Or lorsque n tend vers l'infini les réduites

Pn—1 ot &

Gn—1 Gn

ont la méme lilmite [. Donc z =1{. O

1.2 Fractions continues complexes

1.2.1 Transformations homographiques

Nous rappelons ici les notions de bases sur Les transformations classiques
du plan affine euclidien.

Soit, (O; W, v )un repére orthonormal dans le plan affine euclidien, soit
f:C — C une fonction complexe. Si M est le point d ’affixe z, soit M'le

point d’affixe 2z’ = f(z). On définit ainsi, dans le plan, la transformation
géométrique associée & f qui, a tout point M fait correspondre le point M’.

Si f est la fonction

z+—— f(z)=2z4+h avec h=a+if «o,f€R

23



1.2. FRACTIONS CONTINUES COMPLEXES

Pour z € C
Z=fz)=a"+iy z=x+1y avec .2 yy €R
on a

'—x+ « —_— a
z’—z+h<:>{ rex <:>MM’_w_( >
y'=y+ 3 B

La transformation géométrique associée a f est donc la translation de

vecteur
w _ a
3 )

2 f(2) =€"’2

Si f est la fonction

avec 0 fixé. Pour z € C on a

oy o 2] = |z]
=1k =lr = { arg z'=arg z+0[27]
OM' =0M OM' =0M
— — —
(W,0M') = (7,OM) + 0[27] (OM,OM") = 0[2r]
La transformation géométrique associée a f est la rotation de centre O
et d’angle 6.

Si f est la fonction:
z+— f(2) = kz EeR, k#0
Pour z € C on a

2] = [K||=]

OM' =k OM
argz'=argz+argk = - )

z’:f(z):kz%:){
arg k =0 ou 7 selon que £ > 0 ou k < 0.
La transformation géométrique associées a f est donc 'homothétie de

centre O et de rapport k.

Si f est la fonction
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Pour z € C on a
Ed :é OM' = 5+
2 =f(2)=- = =
/ — A — A7
argz’ =-argz (v, OM'") = —(w,OM)[27]

Cette transformation, associé a la fonction inverse définie dans C — {0},
est appelée inversion complexe .

Remarque:

Le point O n’a jamais d’image par cette transformation. Contrairement
a toutes les transformations précédentes, 'image d’une droite n’est générale-
ment pas une droite.

Expression analytique:

, 1 ;o 1 r—1y w24y’
=<ty = — = <~

z x4y 22+ y? P
y_$2+y2

Transformations homographiques:

Les transformations homographiques sont les transformations de la forme

az+b
cz+d

(5 a)

est appelée matrice de la transformation.

z —

ab,c,d € C.
avec ad — be # 0.

La matrice

Propsition 1. Soit S l'ensemble des transformations homographiques muni
de la loi de composition o, alors (S, o) est un groupe.

Démonstration.

Soient T et T" deux transformations homographiques, définies par:

az+b
T() = cz+d

25



1.2. FRACTIONS CONTINUES COMPLEXES

aw—+ b
T’ = .
(w) dw+d
On a rasth
a' == 4 b
)= S
Cosrd T
_d'(az+b) +b'(cz +d)
- d(az+b) +d(cz+d)
_ (da+Vc)z+ (a'b+Vd)
- (da+dc)z+ (db+dd)
Comme

a v a b\ ([ da+lc db+Vd
d d c d) \ da+dc b+dd

Il en résulte que T o T' est une homographie de matrice

a v a b
d d c d

Donc la loi de composition ” o” est une loi interne.

Si T4, 15, T3 sont des transformations homographiques, alors on:

(TlTQ)Tg = T1 (TQTg)

bM

donc la loi de composition ” o” est une loi associative.

L’élément neutre de la loi 7 o7 est la transformation homographique

T(z) =z

Le symetrique de la transformation homographique

_az+b
ez +4d

T(z)

par apport a la loi de composition ” o” est la transformation homographique

dz—0b
—cz+a

T z2) =
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CONTINUES

Ces propriétés montrent que les transformations homographiques forment
un groupe. [J

Les translations, les rotations, les homothéties, les inversions sont des cas
particuliers de transformations homographiques. les matrices associées sont
respectivement :

i) (01 G (o)

Conclusion:

Si ¢ # 0 on peut écrire

az+b  bc—ad +g
cz+d cA(z+dfc) ¢

Ceci montre qu’ une homographie est la composition de tansformations
classiques: translation, inversion, rotation, et homothétie suivie par une autre
translation.

Si ¢ = 0 ’'homographie est la composition de transformations: translation,
rotation, et homothétie.

Fonctions analytiques:

Définition 4. Soient O un ouvert non vide de C, f une application de O
dans C et zg un point de O.

On dit que f est analytique au voisinage de zy, s’il existe un réel r > 0
tel que
D(zy, r) C O et une suite (a,)nen de nombres complezes tels que :

+oo
Vz € D(zp, 1), f(2)= Zan(z — 2)".
n=0

Définition 5. On dit que [ est analytique sur O si elle est analytique en
tout point de O.
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1.2. FRACTIONS CONTINUES COMPLEXES

Propriétés des fonctions analytiques:

Propriété 1:
La somme de deux fonctions analytiques sur O est analytique sur O.
En effet

Si
+oo
f(z) = Zan(z —2z9)" et g(z Zb z—2)" Vz€ D(z, )
n=0
on a alors .
F(2)+9(z) = (an+bn)(z — 20)"
n=0

Propriété 2:
Le produit de deux fonctions analytiques sur O est analytique sur O.

En effet
Si
“+o00
:Zan(z—zo) et g(z Zb z—2z0)" Vz €& D(z, )
n=0
on a alors

400 n
= E cn(z — 2z0)" avec ¢, = E abp_k.
n=0 k=0

Propriété 3:
La composée de deux fonctions analytiques sur O est analytique sur O.
Ce sera une conséquence des définitions et proppriétés suivantes.

Fonctions holomorphes:

Définition 6. Soient O un ouvert non vide dans C, et f une fonction de
O dans C, on dit que f est dérivable ou holomorphe au point zy si

o 1) = )

Z—20 z — ZO

existe.
On note f'(zy) cette limite.
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CONTINUES

Théoréme 6. Si f : O —— C est holomorphe sur O,0" est un ouvert de
C contenant f(O) et g : O —— C est holomorphe sur O, alors go f est
holomorphe sur O avec (go ) = (g o f)f'.

Démonstration. Méme démonstration dans le cas réel. [J

Théoréme 7. Siz = x+ iy, f(z) = u(z,y) + iv(z,y) une fonction de O
dans C alors f est dérivable au point zog = xo + 1yo si et seulement si:

1) f est differentiable au point (zo,yo)

ou ou o0 o0
Ox’ Oy’ 0z’ Oy

existent et sont continues au voisinage du point (xg,yo)-

7.€

%(%JJO) =

2) les fonctions u et v verifient les conditions de Cauchy-Riemann.:

g_;j (x07y0) -

Théoréme 8. Toute fonction analytique f sur un ouvert non vide O de C
est holomorphe sur cet ouvert.
Démonstration.

Soit f une fonction analytique sur O. Pour 2y € O, ou bien f est constante
et dans ce cas le théoréme est trivial. Ou bien f est non constante et dans
ce cas, il existe un disque ouvert D(zp,r) avec r > 0, contenu dans le disque
de convergence de la série entiére définssant f (car f est analytique) i.e.

+oo
f(z)= Zan(z —29)" Vz € D(z,r)CO.

Et alors d’aprés les théorémes sur les séries entiéres f est dérivable en tout
point de D(z, r), comme somme d’une série entiére de rayon de convergence
positif, et sa dérivée pour z € D(z, 1) est

+o0o
f'(z) = Z ann(z — z)" L.

Donc f est holomorphe sur O. [J
Enfin nous acceptons sans démonstration, le résultat important suivant.

(CLl6] )
Théoréme 9. Toute fonction holomorphe f sur un ouvert non vide O de
C est analytique sur cet ouvert. On a donc :
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1.2. FRACTIONS CONTINUES COMPLEXES

f est analytique sur O <= f est holomorphe sur O.

Démonstration de la propriété 3:

On a:

f est analytique sur O <= f est holomorphe sur O

donc d’aprés le théoréme 6, on en déduit que la composée de deux fonctions
analytiques sur O est analytique sur O.
Propsition 2. Soient O un ouvert non vide de C, et T" une fonction homo-
graphique

az+b

T(:)= 20 i (9\{—‘5}.

Alors T est analytique sur O\{—4} .
Démonstration. Soit 7" une fonction homographique

T(z)

Montrons que T est analytique sur O\{—2} .

Pour cela on démontre que 7" est holomorphe sur O\{—2}.

On a:

az+b et cz+ d sont des fonctions holomorphes sur O\{—4¢} et comme T est
le rapport de deux fonctions holomorphes , il en résulte que 7" est holomorphe
sur O\{—4}. O

_az—i—b
x4+ d

1.2.2 Théoréme de convergence

Pour p =0, 1, 2,--- soient les transformations homographiques définies
par:
a,w + 3,
Tp(w) = —, avec « 0, € C 0.
p( ) o~ "‘51;7 > Bp> Vps Op Yp #
On considére maintenant la composée de (n + 1) transformations
T0©T1O+--0Th.
Si on écrit
ayp Ap/ 75

Tp(w) = PRy ST Ay = by — Bypyp-
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CONTINUES
On a
ANy
Qp 0/
om0 om,(w) = 22 - 2
Yo S0 4+ X A/
Y ' m o1 o2
71 Y2
o An—l/%%fl
dn—1 M_%”/WTQL
Tn—1 Tn #4,10
Quand n tend vers oo et pour w = 0o, THoT0---0T, est appellée

fraction continue complexe.

Si la limite de
lim mpor0---07,(00) =v

n——aQo
existe et finie, la fraction continue complexe est dite convergente, v est la
valeur de cette fraction continue.

Soient les transformations définies par:

to(w) = by +w, ty(w)=-—2—, p=1273,...
o) =bo 1, tyfw) = -2 p
La fraction continue complexe obtenue est
ai
bp + ————.
bl + bz-i...

On remarque que

tootlo...otn(O) :tootlo...otn+1(oo).
La valeur de la fraction continue complexe est

lim tgotyo...0t,(0) = lim tyot;o...o0t,(c0).
—00 —00

n n

Définition 7.

a
tootioot,(0) =by+ 7 -
1F T

est appellée le n'™° approximant.
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Propsition 3. Avec ces notations on a

An—lw + An

L n=012,...
Bn—lw + Bn

tootio...ot,(w) =

avec A,_1, A, Bh_1, B, sont indépendantes de w et
A_lzl, B_1:O, A():bo, B(]:]_

Ap+1 = p+1Ap + ap+1Ap—1 P = 0,1,2, .
Bp+1 = p+1Bp + ap+1Bp_1 P = 0,1,27 e
Démonstration.
Montrons par par récurrence
An—lw + An

=0,1,2,... :
Bn_1w+Bn7 19 (**)

toOtlo...Otn(UJ):

Pour n = 0 (%) est vraie car to(w) = by + w.

On suppose que (kx) est vraie pour n = k et on démontre (#x*) est vraie
pour n =k + 1.
Ap+1

toOtIO...Otk+1(w):tOOtlo...Otk(m
k+1

 Apw A (b1 Ap + ap 1 Ar1)
 Brw + (bry1 Br + ax11Bi1)
 Ayw+ Aga
~ Byw+ Biyy
Donc (x%) est vraie pour n = k + 1 par conséquent (xx) vraie pour tout
n. U
Remarque

A, est appellée le n"™* numérateur et B, est le n’™¢ dénominateur. Le
n"m¢ approximant est donnée par

|

tootio...0t,(0) =

Propsition 4. Awvec ces notations nous avons:

An—an — Aan_l = (—1)”a1a2 . Qp n = 1,2, c.
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CONTINUES

Démonstration. Calculons le déterminant de la matrice

Anfl An
anl Bn
det ( Anfl An ) — det ( Anfl bnAnfl +anAn72 ) — —andet ( An72 Anfl )

Bn—l Bn Bn—l ann—1+aan—2 Bn—Q Bn—l

On itére cette relation jusqu’a n = 1 et comme

A_l AO .
det( B, B, ) =1
Nous avons donc A, 1B, — A, B,—1 = (-1)"a1ay...a, n=12,...0
Définition 8. La fraction continue compleze
ai

0+—a
b + 50

b

est dite convergente s il existe un nombre fini de ses dénominateurs B, nuls,
et la limite

existe et finie. La fraction continue complexe est dite divergente sinon.

Théoréme 10. Si la série Y |b,| converge, alors la fraction continue com-

plexe
1
1
bl + b2+ delr

diverge. Les suites de ses numérateurs et dénominateurs pairs et impairs
(A2p)p, (A2pt1)p, (Baop)ps (Bapy1)p convergent wers les limites Fy,Fy,Go,Gq
respectivement, avec

FlGQ - F()Gl = 1

Démonstration. Nous avons d’aprés la proposition (3)

Agp = bopAop1 + Agp_o

car les a,, sont égaux a 1
Agp = bopAop1 4 bop_9A9y_3+ Aoy
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1.2. FRACTIONS CONTINUES COMPLEXES

Aoy = bopAop 1+ bop0Agp 5+ ...+ b2 Ay

donc

p
A2p = Z b2rA2r71-
r=1

Nous avons d’aprés les hypothéses la série Y |by,| est convergente.
Pour montrer que la suite (Ajy,), est convergente il suffit de montrer que
|Ag,—1| < C avec C est une constante indépendante de p.

Montrons par récurrence que si M > |A_1| et M > |Ao| alors
| A, | < M1+ |by|)(1+|ba]) .. (14 |by]) (% % %),
Pour n =1
[Ax] < [ba[[Ao] + [Aa] < M(1 + b))

donc (* * ) est vraie pour n = 1.
Pour n =2
|Aa| < [ba|[Ax] + [Ao| < M[ba|(1+ [b1]) + M

|[Az| < M(1+ |b1])(1 + [b2])

donc (* * %) est vraie pour n = 2.

supposont que (% * %) est vraie pour n = k — 1 et montrons que (* * *) est
vraie pour n = k.

Nous avons

| Ak < [bk|[Ag—1] + [Ar—2]
| Ak < [or M (L+{b1 [) (1+[b2]) - - - (L [bge—1 [)+M (L[] ) (1+[Da]) - - - (1+]br—2])
| Al < M1+ [b1|)(1 4+ |ba]) ... (14 |bx])
donc il suffit de prendre

C= Mﬁ(l +1b,))

car la série Y |b,| est convergente par hopothése donc

[e.9]

H(l + |by|) converge

1
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par conséquent la suite (Ay,), est convergente.

De la méme maniére on démontre que (Agpt1)p, (Bap)p, (Bapt1)p sont conver-
gentes.

D’apres la proposition (4) on a:

Aopy1Bop — AgpBopy =1
en passant a la limite on aura
Gy — FyGi = 1.

La fraction continue est divergente car ses approximants oscillent entre les

deux limites
Fy Fy
- et P

Go Gy
U
Nous acceptons sans démonstration le résultat suivant (Cf [3]).

Lemme 1. Soient 1

b1 + gt

b2+b3+...

une fraction continue complexe, (A,), est la suite de ses numérateurs et
(By)n et la suite de ses dénominateurs.

r=p
Sp = E err
r=1

k
p— n _—
Tk H(l + bontop+1Sntp) avec |boyi18,| <1 pour p>n

p=1
k=123,...
Et soient
Uy = A2n+2k+1, Vor = Ban okt
T Tl

Usi1 = (Aontakt2 — Sntk+1Aont2kt1) Tk

V2k+1 = (B2n+2k+2 - Sn+k+1B2n+2k+1)7Tk
k=0,1,2,... ,(7r0 = 1)
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b2n

+2k+1 2

Cok = ————,  Cokt1 = —Donyort18, xTh-1Tk k=123,...
Te—1Tk

Alors on a
Uk = cxUp—1 + Up—a.

Vie = V-1 + Vi—a.
k=234,...

Théoréme 11. S7 les séries

Z ‘b2p+1|

et

Z |b2p+15;2)|; ol S = ZZ? by
sont convergentes, et
lim infls,| < oo,

p—00

alors la fraction continue complexe

1
by +

1

b2+53-1-.“

diverge. Les suites de ses numérateurs et dénominateurs impairs (Aspi1)p
(Bapt1)p convergent vers les limites finies Fy et Gy respectivement.

Si la suite (s,), converge vers une limite finie s alors les suites (Asp), et
(Bsay), convergent vers les limites finies F(s) et G(s), respectivement et

F1G<S) - GlF(S) =1.

finalement, si
lim s, = oo

p—o0
alors on a 4 P
: 2 1 - o
lim =2 = — (finie ou infinie).
p—00 ng Gl

Démonstration. Montrons que la série Y |by,115,| est convergente.
e Si |s,| < 1 alors on a

‘b2p+15p‘ < ’b2p+1 .
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e Si|s,| >1ona
|bapr15p| < ‘b2p+13120‘-

Comme les séries Y [bypy1] €t D [bopy157| sont convergentes (par hypothese),
il en résulte que la série Y by, 115, est convergente.

La série Y |bapt15,| est convergente i.e il existe un indice n > 1 tel que

|bapr18p| <1 pour p > n.

Par suite i
T = H(l + b2n+2p+13n+p) k=1
p=1
sont différents de zéro et
o
kh_f)noo Ty = 1_[1(1 + bont2p+15n4p)
p:

converge et sa valeur et différente de zéro.

Soient A B
2n+2k+1 2n+2k+1
Up = ——, Vop =—"
Tk Tk
U2k+1 = <A2n+2k+2 - Sn+k+1A2n+2k+1)7Tk
V2k+1 = (an+2k+2 - $n+k+1an+2k+1)7Tk
k=0,12,... ,(7r0 = 1)
b2n
+2k+1 2
Cop = —, Coky1 = —b2n+2k+1sn+k7rk,17rk k= 1,2,3, Ce
Te—1Tk

D’aprés le lemme (1) nous avons
Uk = cxUp—1 + Up—2

Vie = ¢ Vie—1 + Vi—o

k=234 ...
Comme .
kILmOO Ty = 1_[1(1 + bont2pt+15ntp)
p:
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est convergent et les séries Y [bypi1], Y |bopy155| sont convergentes (par hy-

pothése), il en résulte que

>l

est convergente.

Nous avons d’aprés le théoréeme (10) les suites (Usk)r » (Usks1)k, (Var)k,

(Vag41)x sont convergentes, et donc les limites

pEHOO Agpi1 = I, p@m Boyypi1 =Gy (1)
et
lim Agp — SpAgp_l =X (2)
p—00
lim ng - Spng_l =Y (3)
p—00

exitent et sont finies.
D’aprérs la proposition (4) on a

A2p—1(B2p—8pBQp—1)—B2p—1(A2p—SpA2p—1) = A2p—1B2p—B2p—1A2p =1
En passant a la limite on aura

Y -G X=1
Soit s la limite finie de la suite (s,), , nous avons d’aprés (1),(2),(3)

lim Ay, = sFy + X = F(s).

p—00

lim By, = sG1 +Y = G(s).
p—00
D’aprés (4) on a
F1G<S) - GlF(S) =1.
Montrons maintenant
Azp F1

lim == = —

p—00 ng G1 .

On a lim, . s, = 0o (par hypothése).

Usp—1
Aspiap Aongop_1 + T 15mis

Vap_
Bantap Bopyop—1 + —2=

Tp—1Sn+p
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En passant a la limite on aura

AQ F
lim =2 = — finie ou infinie).
p1—>oo By, G ( ! )
]
Théoréme 12. Soit |
bl + b2+ 14.4

b3+

une fraction continue complexe et soient les séries

r=p
Z |b2p+1|7 Z |b2p+18127| avec s, = Zbgr.
r=1

Si
1. 37 |bopsa| et 37 [bapyasy| sont convergentes.
2. lims, = oo
8. R(b1) >0et R(by) >0 p=234,...
Alors

1. la fraction continue
1
by +

b2+b3i4.4

est convergente.

2. la valeur v de la fraction vérifie linégalité

1 < 1
Ry = R0y

v —

Idée de la démonstration

Nous avons d’aprés les hypothéses Y- [bypy1| et - |bopy1s7| sont conver-
gentes et lim s, = oo , donc d’aprés le théoréme(11)

Ay Fy lim Agpi1 o Fy

=2 = = —  (finie ou infinie).
p—o0 sz Go p——oo sz+1 Gy
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Pour montrer que la fraction est convergente il suffit de montrer que

A F
lim =2 = =1 est finie.
p— Bp G1
Soient les transformations homographiques définies par

B 1
b tw

tp(w)

Avec les hypothéses R(b1) > 0 et R(b,) > 0 on a admet I’ inégalité suivante

1
t — < .
) = SR = R
On a 4
tlotgo...tp(()) = gi
donc
A, 1 1
il 4 p>1.

B, IR0 = IR0

En passant a la limite il en résulte que la fraction continue est convergente
et sa valeur v vérifie 'inégalité

1 < 1
Ry = RO

v —
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CHAPITRE 2. INTRODUCTION A L’ETUDE DE SYSTEMES
DYNAMIQUES

Chapitre 2

Introduction a ’etude de
systémes dynamiques

2.1 Introduction

Si Fi,Fs,--- F,,--- sont des fonctions aléatoires indépendantes, nous
nous s’interessons au comportement asymptotique de systémes dynamiques
(X,)n définis par la donnée d’une variable aléatoire X et

Vn>0 X,=F,0X,

A T’heure actuelle, il n’existe pas de théorie générale pour ’étude de ce type
de processus. Dans le cas ou les fonctions F;, sont générées par des variables
aléatoires Y,, indépendantes de nombreux travaux ont été effectués ces der-
niéres années. Dans le cas de fonctions affines ou linéaires cela débouche sur
I’étude des Marches aléatoires, branche trés active en Calcul de Probabilités
et dont I'étude est avancée. En général, les fonctions Fj, s’expriment sous
forme de fonctions non linéaires des Y,,. Les travaux actuels se concentrent
sur le comportement limite de (X,,),, dans ce cas( Cf. travaux de Marius,
Bougerol, Letac, Guivarch’s,...).

Pour z,y € R, soit f(x,y) = f,(x) une fonction réelle. Si (Y,,), est une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, soit
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F, = fy,. Dans ce cas (X,), est la chaine de Markov, définie par:X, une
variable aléatoire donnée et

Vn > 0, Xy = fYn o X, 1

On peut envisager par exemple les cas ou  f,(z) = y z(1 — z) ou le cas
fy(x) =| —y |. Nous disposons de quelques observations, résultat du travail
de B. Bessad sur le ler cas. Le 2éme cas est intensement étudié(Cf. Feller
p.208).

Nous nous placons, dans le cas ot les fonctions f, sont non linéaires
tout en ayant quelque propriétés de contraction. Plus exactement, nous nous
posons la question de savoir a quelles conditions sur les Y;, ou f,(z) (X,)»
admet une limite, dans un sens a préciser. Et si cette limite n’existe pas
que peut-on dire de la récurrence de la chaine de Markov associée (X,),.
Dans le cas de la chaine de Markov associée (X,),, avec X,11 = | X, —
Y,i1|,0on a lim X,, n’existe dans aucun sens. Cependant d’aprés Feller, la
chaine de Markov associée (X,,), sur R est récurente car elle admet une
mesure stationnaire bornée.

Cependant nous avons la proposition suivante qui montre que dans cer-

tains cas la limite de la suite (X,,), existe.
Propsition 1. Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées et soit f,(z) =y + g(x), la fonction réelles des
variables réelles x et y, avec g est une fonction dérivable sur R et tel que
| ¢ |< k<1. 80 (X,), estla chaine de Markov définie par: Xy une variable
aléatoire donnée et indépendante des Y, et pour n > 1,

Xn - fYn (Xn—1>7

alors lim,, X,, existe p.s.
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DYNAMIQUES

2.2 Systémes dynamiques et fractions continues:
NPT _ 1
Cas de l'itération de f,(zr) =y + -
Soit pour tout x € [a,b[C [1,00],
1
fylw) =y +g(z) avec g(z) =~
La chaine de Markov dans ce cas est définie par

Xy =fv,oX, , pourn>1 avec Xj=1x

Xr=Y,+ 1 :
Yoo1 + Yoot t+1
Nous avons:
/(@) = |-~ <~ <1
T a

D’aprés la proposition (1) la chaine de Markov définie par I’algorithme aléa-

toire
1

fy(z) =y + -

converge p.s
Soit, le processus (H?),, définie par:

H =fy,ofy,o...fy,(x) pourn>1 avec Xj=uz

HY converge p.s vers la variable aléatoire H
conséquence:
la chaine de Markov

(X2), avec X¥=fy oX¥ | et Xj=ux
converge en loi vers la loi de H,
En effet
les processus (X7),, (H?), ont méme loi car Yn, L(HY) est déterminée
par les lois de Y7 ... Y, et L(X7Z) est déterminée par les lois de Y, ... Y;. Mais
LYr...Y,)=L(Y,... Y1)

Nous nous appuyons dans notre étude sur le Principe de Contraction (
Cft. [5]).

Théoréme 1 (Principe de contraction). Soient (E,E) un espace locale-
ment compact, (F,F,Q) un espace de probabilité, et f : E X F' — E une
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2.2. SYSTEMES DYNAMIQUES ET FRACTIONS CONTINUES:
CAS DE L'ITERATION DE Fy(X) =Y + &

fonction tel que pour tout y fizé v — f(xy) = f,(z) est continue, et soit
(HE), le processus définie par:

H? = fy, 0o fy,o... fy,(x)

avec (Yy,)n est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées et de méme loi () et indépendante de x.

Si lim, oo HY = H eziste p.s et ne dépend pas de x alors m = L(H) est
une loi stationnaire pour le noyau P .

Pour démontrer ce théoréme on a besoin de la proposition suivante.
Propsition 2. avec ces notations nous avons st X\ le processus défini par

Xop=Iv,oX,

(m5),, = L(XT), et si (7F), converge vaguement vers m, et ne dépend pas de
x, alors w est une loi stationnaire pour le noyau P.

Démonstration. Soit C'(F)={ les fonction continue bornées sur F }

On a 7 converge vaguement vers m

ie Vge C(E) /Eg(x)ﬁﬁ(da:) —>/Eg(x)7r(dx).
Montrons que:
[ stamtan) = [ gtn@nm @ )
On a:

mp(de1) = PIX;) € dui] = P[fy,(X;_y) € dua] = P[X;_, € [, (d1).Y, € dy]
soit @ la loi des (Y},), on a donc

PX7_y € f ' (dz1).Yn € dy] = PIX;_y € f, (d2)]Q(dy) = 7 (f, " (d1))Q(dy).

donc
[ stanmztan) = [ [ attwm @i = [ o) (dn)Qs)

Montrons maintenant que:
r, — / g(fy(x1))Q(dy) est continue.
F

44



CHAPITRE 2. INTRODUCTION A L’ETUDE DE SYSTEMES
DYNAMIQUES

En effet
xr — f,(z) est continue (par hypothése), donc si (z,,), converge vers z; alors

fy(@n) = fy(1).

et d’autre part g est continue car g € C(E) donc
T g(f, (@) = g(lim f,(2.) = g(Jyo0).

et comme g est bornée on a:

i [ g(f,(2.))Q(dy) = / lim g(f, (2,))Q(dy) = / 9(f () Q(dy).

donc

xlﬁ/g(fy(xl))Q(dy) est continue.
F

En passant a la limite dans la relation (%) on aura:

[ stwmta) = [ st leridna (s
En effet
Tim | gl (dr) = /E g(z1)m(dz1) (car g € C(E) et 7 converge vaguement vers 7)
et

im [ o)) (d)Q) = [ ghen)elden)Qldy

= JExF ExF

(car 1 — [, g(fy(21))Q(dy) est continue et 7 converge vaguement vers )
En posant
g = lim g, avec g, =1p, B € Bgr

dans la relation (**) on aura

(k%) < lim g, (zq)7(dxq) —/E lim g, (f,(z1))m(dz1)Q(dy)

E n—oo < F n—~o0

(xx) <= lim [ g,(x1)7(dxy) = lim Gn(fy(x1))m(dz1)Q(dy)



2.2. SYSTEMES DYNAMIQUES ET FRACTIONS CONTINUES:
CAS DE L'ITERATION DE Fy(X) =Y + &

(#%) <= lim [ 1p(z1)7(dz;) = lim 1p(fy(x1))m(dz,)Q(dy)

n—od E n—oo ExXF

(%) = 7w(B) = /EP(B,xl)W(dxl)

i.e m est stationnaire pour le noyau P. [
Démonstration. (théoréme (1))

lim HY = H= lim L(H}) = L(H)

n—oo n—oo

comme

L(HY) = LX)

n

et d’aprérs la proposition (2) m = L(H) est stationnaire pour le noyau P. [J
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE DE BIRKHOFF ET
FRACTIONS CONTINUES

Chapitre 3

Théoréme ergodique de Birkhoft
et fractions continues

3.1 Transformation de Gauss

Rappelons que si (€2,.4,P) un espace de probabilité et T : Q@ — Q une
transformation , on dit que 1" préserve la mesure si T est mesurable et

VA€ A, P[T7'(A)] = P[A].

Un évenement A est dit alors invariant si 77!(A) = A. On note alors par
J, la tribu des événements invariants. La transformation 7" est dite ergodique

si VAeJ
P[A] =0 ou 1.

Rappelons maintenant le théoréme ergodique de Birkhoff

Théoréme 1. Si f est une fonction de L'(Q,A,P), et si T est ergodique
alors

n—1
lim Zf(Tkw) :/ fdp ps
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3.1. TRANSFORMATION DE GAUSS

Propsition 1. Dans lespace de probabilité (|0, 1[,By, 1[,m), ot m est la

mesure définie par
1 1

m(dx) = mals :de’
soit T Uapplication définie pour x €)0,1] par:
1 1
T(x) = = — E(=).
@) =2 - B

T est appelée Transformation de Gauss.
Alors T préserve la mesure m.

Démonstration. Commencons par expliciter ’action de 7" sur les fractions
continues arithmétiques. On a: si x = [ay,a9, -+ ,ay, - - -] alors

T(z) = [aj,a3, - ,an, -]

En effet: a1 = F(x) =0 car x €]0,1].

1 1 1
R z a5+
1 1 1 1
— E(_) — — 1 = a + 1
P a5+ oo
Donc T'(x) = [a1,a3, -+ ,@n," -]

Montrons a présent que T est mesurable.
Pour montrer que 7" est mesurable il suffit de montrer que T est continue sur

10,1].
Soient f et g les fonctions définies pour x €]0,1[ par,

f) = et gla) =z~ B).

Alors on a

f est continue sur ]0,1].
g est continue sur ]0,1] car g(z) =2 Vx €]0,1].
Donc T = gof est continue sur |0,1[ et par conséquent 7" est mesurable.
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE DE BIRKHOFF ET
FRACTIONS CONTINUES

Rappelons que la mesure m définie sur (]0,1[,Bj91[) par:

1 dx
m(A) / s A € 8}071[
A

:E 1+2x

est appelée la mesure de Gauss.
Montrons a présent que 1" préserve m. Il suffit de verifier que T préserve
la mesure des intervalles de la forme ]0,af, « < 1.

ie m(]0,af) = m(T~1(]0,al)).

Montrons que
_ 1 1
T71(J0,0]) = U]H—a%['

k>1
Soit z € T7(]0,a(), il s’agit de montrer que

1
Jk>1 tel que z € ]——,

kE+1 g

T =

r€ T7'(0,a]) <= z €]0,a] <= T(z) € |0,q]

en posant
1
k=FE(—
)
On aura
1 1
——kello<—= 0<-—-k<a<= <x< -
x x k+ « k
D’ou T
—1 - =
- (0al) € Ul 7l ()

k>1
Montrons maintenant
1 1
—— [ cT7]0,a]).
Ul 77 (0.aD
k>1
Il s’agit de montrer que Vk > 1
1 1
]

L+ a»E[ C Tﬁl(]O’O‘D
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3.1. TRANSFORMATION DE GAUSS

1

soit gce]k:—i——a’%[
x € | ! ,l[<:> <x<l<:>k<l<k+a.
kE+a'k k+a k x
Comme
k<£<k—|—a donc E(i):k car a <1
Donc

0< é — E(%) <a<+=T(z) €]0,a] donc =z €T *(]0,al)

D’ou

Ul L < T (0al) ()

De (%) et (xx) en déduit que

7(0.00) = Ul

k>1

On a
(= (0a) = m(Jl— 7D = Y mll——7 D)
donc _ _
1 1 oo dx
el = 3 [ 155
m(T-1(0,a]) = ﬁ ;mu F )= In(1 4+ )

Or

1 E+1 k+ a _ k+a E+1

1
ln(l—i-E)—ln(H—

k+a’

k+ « k+1
ln(( k )(k—l-a—i-l

) =In(l+—)—In(1l+ T)
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE DE BIRKHOFF ET
FRACTIONS CONTINUES

donc .
_1 _ g _ «
m(T7(0,0) = — ;m(u )~ (14—
d’ou
_ 1 ¥ dx
m(@ (ol = o> [ 15
k>1Y 5ra
et comme o0 o
]0,0é[: U]k + 1aE[
k>1
finalement: | o
_ x
m(r=00]) = 5 | 155 = maD.
O

Avec ces notations, nous admettons le théoréme suivant (Cf [4]).
Théoréme 2. (Billingsley 1965)
T est ergodique pour la mesure m.

3.2 Application du théoréme de Birkhoff aux
fractions continues

Propsition 2. Soit x €]0,1] tel que

: | |
r=——7—# F "—=/|a,a2,a3,. ..
ay + L b
azt o
alors
1 > 1 Ink
lim (a1aq...a,)" = 1+ In2 —
avec m la mesure de Gauss.
Démonstration.
Soit T la transformation de Gauss
1 1
ie T(z)=--—FE(-
(0) == - B(-)



3.2. APPLICATION DU THEOREME DE BIRKHOFF AUX
FRACTIONS CONTINUES

Nous voulons appliquer le théoréme de Birkhoff pour la transformation de
Gauss T'. Montrons que si

: | |
r=——"—-+737— = [a1,a2,a3, . ..
ap + a2+a3-1----
alors
1
xr = |ay,a9, ... ,an—1 +T"(z)] avec a, = E(Tk—l(x))’ k=12,
En effet, si 2 €]0,1] alors > 1, et:
1 1
—=FKE(—)+T
L= B+ T()
Par conséquent
1 1
Tr = [al + T(Q;)] = m, avec a; = E(E) (1)
Si T'(z) = 0, alors x = [ay,0,0, .. .], sinon
1 1
() +T? 2).
o~ P+ @
Il suit de (1) et (2) que:
r = lay,ay + T%(z)] = _ avec as = E( ! ).
’ L+ o) (@)
donc si T(x),T*(z),...,T"(x) sont non nuls, on obtient par récurrence:
1
x = |ay,a9,...,a,_1 +T"(x)] avec aj = E(Tk—l(x)>’ k=12,
Montrons maintenant que si
o 1
ak(x> = 0k = E<Tk_1($)) (3)
alors
ap(z) = ar, = a)(T* () (4)
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE DE BIRKHOFF ET
FRACTIONS CONTINUES

d’aprés (3)
(T (2)) = apr (2)

et donc
ar(z) = a (T (z))
Soit alors la fonction f définie par f(z) = In(ay(x)).

D’aprés (3), nous avons

ar(x) =a; = E(i)

On remarque que a;(z) = k pour

1 1
x e]kf——f—l’ EL k= 1727 )
car
€] ! 1[<:>k;<1<k+1d E(l)— (r) =k
Tl - onc ~)=ai(z) =k
Donc f(x) = In(k) pour
1 1
—_— =12
xe]k+17k[7k b

Par suite, f € L} (]0,1]). En effet

0

On a: . . -
n
Inkln(l+ ———)~1Ink = )
nkIn(l+ o) Ik o = ok
On pose
B Ink
PR 2k
et

1
V’“:E’ l<a<?2

23

1

1 [e'e) 1 00 1 o0
f(z) /k f(z) /k Ink
1+$x Z Ll—FZL':E Z Ll—l—l’x anln(1+k2+2k‘
k=1" k+1 k=1" k41 k=1

).



3.2. APPLICATION DU THEOREME DE BIRKHOFF AUX
FRACTIONS CONTINUES

On a
. U ’ Ink
kggovk boee In k2o

o0
Comme Z Vi converge donc Z Uy converge
k=1 k=1
Par conséquent, cela montre que nous avons bien f € L} (]0,1]).
Appliquons & présent le théoréme ergodique de Birkhoff. Nous avons,
d’aprfes la relation (4)

n—1 n
%Zf Zln a (TF (x Zln ax(z %Zln a
k=0 k=1

Comme cela vient d’étre montré, f € Ll (]0,1]), T présérvant la mesure m et
ergodique, Nous avons donc

1 1 /!
—Zlnak—>— /() dx m — pp.
n

— n2 f, 1+
Mais
1 n n L nooy
N ha = 0
nz n ay, Zlna/,C ln(Hak)
k=1 k=1 k=1
et

L f(x / lnk Ink 1
ln2 0 1—|—91; IHQZ _ZIHQ k2+2k)

Ink 1 1 nk = 1
l ]_ == l 1 _— 1n2 1
kzlnz U+ o) ; ()™ ng o)

donc

. T2 M 1w
g o] Loy =t [0+ gy mmp 9
k=1

k=1
finalement
n 1 oo 1 N
() <= exp(Ji_)n;o ln(]!_I1 ap)) = exp(ln(]}_[l(l + m)%)) m — pp
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE DE BIRKHOFF ET
FRACTIONS CONTINUES

m —pp
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3.2. APPLICATION DU THEOREME DE BIRKHOFF AUX
FRACTIONS CONTINUES
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CHAPITRE 4. MARCHE ALEATOIRE DANS N ET FRACTIONS
CONTINUES

Chapitre 4

Marche aléatoire dans N et
fractions continues

4.1 Préliminaires et définitions

Soit (X,), la marche aléatoire d’espace des états N, de probabilités de
transition (p;;);jen définies par Vi,j € N, p;; = p[X,41 = j | X, = i] avec
pn=Lpii1i=g etpii=1l—giavec0<g <1l =12 ... etp; =0
si j # ¢+ 1. 11 est immeédiat que (X,,), est irréductible, i.e. tous les états
communiquent.

Pour j € N, soit T} la variable aléatoire a valeurs dans N, définie par
T; = inf{n > 0, X,, = j}, s'il existe n > 0 tel que X,, = j et T} = 400
sinon. 7} est donc le premier instant ou la chaine rentre dans I’état j. Soit
fi = PIT; = n| Xy = ).

Soit pgb) = P[X,, = j|Xo = i] et soient Fy(z) et Go(z) les fonctions définies
par:

Fo(2) =Y feg"2"

k>1

Go(2) = Y pi) 2"

k>1
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4.2. ETUDE DE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

. Fy(z) et Go(z) sont les fonctions génératrices des lois conditionnelles &
Xo =1 de Tj et X,, respectivement.

4.2 Etude de comportement asymptotique

Nous avons avec ces notations, d’aprés Gerl (Cf. [2] ) la proposition sui-
vante:

Propsition 1 (Gerl 1984).

a1z
V() = T g
1— (171972)932

1
b)Go(z) = FE—E—

1— (1—g2)932

I1 nous sera utile pour exposer la démonstration de proposition (1) (Gerl
1984), d’établir la proposition suivante

Propsition 2. Soient
GL(z) =Y plm et FL(z) =Y fon
n>0 n>1

alors

G;y(z) = 0yy + ij(z)G;y(z)

Démonstration.
Nous reproduisons la démonstration du cours de 3¢ A.

k=n

i) = plXa | Xo = 2] = p[{X0 =y} 0 (| (T, = k) | Xo = 4]

k=n k=n
S pl{Xa =y} 0 {T, =k} | Xo=2] = > p[{T, =k} | Xo =]
k=1 k=1

En tenant compte, grace au caractére markovien, que

pXn=y|Ty=kXo=z|=plr,=y| X =y,Xs—1 #vy,.... X1 #y,Xo=1] (%)
() =p[Xn =y | Xp = y] = pln7h).
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CHAPITRE 4. MARCHE ALEATOIRE DANS N ET FRACTIONS
CONTINUES

On a donc
n

n—k)
) = Zfzy i H.

Nous avons:

3

n

)= ) =+ T R

n>1 m=1

m>1 n>m
)=y X 54 S )
m>1 k>0

ie Giy(z) = 0py + F;y(z)G;y(z)

g

Idée de la démonstration de la proposition 1 (Gerl 1984)

Gerl donne en référence R.A Howard: Dynamic probabilistic systems,
pour la formule suivante:

(1 —gi-1)9:z
=R

Nous n’avons pas pu acceder a cette source. En admettant cette formule, le
(a) est immédiat.
Montrons maintenant le (b), pour cela il suffit de montrer que:

1

G =

o) = TR
D’aprés la proposition (2), si x = y, on aura

Gra(2) = L+ Fp,(2) G (2) (1)

On remarque que:

Zpg;)z” = Zpgfyn)z% car p%”H) =0, n>0

n>0 n>0
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4.2. ETUDE DE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

e si Guy(z Zp )2 alors Guy(z) = G,,(7) avec 2% =z
n>0
et
S S o f 0, 30
n>0 n>0
le si Fpy(z Zfﬁ")z" alors Fy,(z) = F,, (2) avec 2" =2z
n>0

D’aprérs (1) on a

Gra(?) = 14 Fp ()G, (2)

1
: 1 N
ie G, ()= T i FL () (4)
D’aprérs (2), (3),(4) et pour z =0 on a:
Go() = )
%)= 1— F()(Z)
D’aprés le (a) et (5) on obtient:
1
Go(z) = I —T—

-9z
1- 1972.4%73

ce qui achéve la démonstration.

Remarque:

Les séries Go(z) et Fy(z) convergent pour |z| < 1.

En effet
\p ] < |2¥|, la serie Zz converge si |z] <1

k>0
donc si
. 2k
|z| <1 alors la serie E P ZE converge.
k>0

idem pour la serie

k
> g

k>0
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CHAPITRE 4. MARCHE ALEATOIRE DANS N ET FRACTIONS
CONTINUES

Théoréme 1 (H.S Wall). .
Sotent §1,92,93, . .. des constants tel que 0 < g, <1, p > 1 alors:

a) la fraction continue
g1

14+ (1—g1)g2x2

(1—g2)g3z3
1+ 1f...

converge uniformement pour | x, |[< 1, p > 2

b) Les valeurs de la fraction continue sont dans le disque

1
Z|1<1——
1Z121- ¢
avec 910
S: 1+ 142 - -«
;(1—91)(1—92)---(1—9;0)
La valeur de la fraction continue pour x, = —1, p > 2 est
1
i
S

Corollaire 1. (X,,), est recurrente (respectivement transiente) si

Fo(1) =1 (respectivement Fp(1) < 1).

i.e p; = gl)(lg—lg;).... =g =00 (respectivement < oo)
Démonstration.
Nous avons d’aprés le théoréme (1) (b) [H.S Wall]
R(1)=1- e —
+ 221 Tognge) T ay)

Mais

Fp(1) = Zfég) = foo

n>1
=1 = )T

p>1
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4.2. ETUDE DE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

. 919 ..
<1l < Q.
oo ;(1—91)(1—92)-.-(1—913)

Par définition de la recurrence, un etat = est recurrent si f;, = 1 et, tran-

sient si fr, < 1. Comme (X,), est irréductible, il en résulte que (X,,), est

recurrente (respectivement transiente) si

qag2. .- .
= 00 (respectivement < 00).
2 T gi-g (=g )
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CHAPITRE 4. MARCHE ALEATOIRE DANS N ET FRACTIONS
CONTINUES

Conclusion

Nous avons exploré les possibilités d’étude de chaines de Markov obtenues
par une procédure basée sur les fractions continues. Les conditions testées sur
les F;, (conditions de contraction) sont idéales. L’étude directe de la chaine
de Markov (X,,), par la recherche d’une limite, n’est pas possible en général.
Un exemple est la chaine de Markov (X,,),, de noyau de transition P défini
pour g mesurable et bornée par

Pote) = [ s h@n(dy
ou fy(z) =yz(l —z), plaloides Y, et X,11 =Y, 11X, (1 — X,,); les Y, iid.

Les pérspectives ouvertes sont 1’étude de la récurrence de Chaines de Mar-
kov sur le modeéle de fractions continues questions nous semblent pas suffisa-
ment étudiées dans la literature actuelle et meritent qu’on s’y attachent.
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