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Nomenclature

Nomenclature utilisée est la suivante :

t : Temps

to - Instant initial

tr : Instant final

T : Horizon de commande

X(t) € IR" : Vecteur d’état

X : Etat initial

X : Etat final

X" : Optimum

X*(t) : Trajectoire extrémale

u(t) : Vecteur de commande

u*(t) : Commande optimale

P . Contrainte intégrale

J : Critére de performance

j : Colt optimale

b Y . Partie terminale

1, . Partie intégrale

M, R,h;  : Matrices symétriques semi définies posgiv
m : Masse

f : Force

fr : Force de rappel d’'un ressort

K : Constante du raideur du ressort
Vv . Vitesse de la masse

A : Multiplicateur de Lagrange

H : Fonction d’Hamilton

h : Le pas du temps

On+1 : Erreur de troncature locale



Nomenclature

: Taux de croissance de la ume
: Dose du médicament
: Gain
: Densité de la tumeur
: Densité initiale de la tumeur
: Densité finale de la tumeur
: Fonction de croissance géissral

: Pharmacocinétique et effetarptaco-médicales du médicament
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Introdueti générale

La théorie de commande optimale s’inscrit dansolatinuité de calcul des variations.
Elle est apparue apres la deuxieme guerre mondiates le but de répondre a des besoins
pratiques de guidage, notamment dans le domain@aétenautique et de la dynamique de
navigation. La théorie de contréle optimal est tiée a la mécanique classique [1], en
particulier aux principes variationelles (équatialegsLagrange et Hamilton). Le point clé de
cette théorie est le principe du maximum de Pamtiree formulé par Pontriaguine en 1956
gui donne une condition nécessaire d’optimalitguetpermet ainsi de calculer les trajectoires

optimales.

Un probléme de contréle optimal se décompose er paties : premiérement, il faut
déterminer une trajectoire optimale joignant uneemgle initial & une cible. Pour se faire, il
faut tout d’abord vérifier si une cible est attepte, il s’agit donc d'un probleme de
contrblabilité. Par la suite une fois le probléneeadntrélabilité est résolu, il faut déterminer

parmi toutes les trajectoires possibles celle gan@ un colt minimum ou maximum [2].

Pour la résolution d'un probleme de contréle optjntm dispose de deux grandes
classes de méthodes a savoir les méthodes direttaslirectes. Les méthodes directes
consistent a discrétiser le probleme de contrOlemab pour le ramener a un probléme
d’optimisation non linéaire. Puis pour résoudreplebléeme obtenu, on peut utiliser les
méthodes d’optimisation numériques comme la métlieddewton. Les méthodes indirectes
consistent a appliquer le principe du minimum qunme des conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre ou bien le calcusdariations qui conduit a une équation
différentiels d’ordre 2 qui nécessite une transfation a un systeme d’équations d’ordre 1
associées de conditions aux limites. On chercheaauite, les trajectoires vérifiant ces
conditions ce qui revient généralement en pratégeeercher le zéro d’'une certaine fonction

de tir associée au probléeme originale.

La commande optimale est utilisée dans divers doesai technique, économique,
sociale et médicale. Ces dernieres années, I'agpplic de la commande optimale aux
problémes médicaux est trés répandue. Elle es$édilpour la détermination des thérapies
optimales de certaines maladies.

L'objectif de ce travail, consiste a étudier laalésion d’'un probléme de commande

optimale par la méthode de tir. Cette méthode’'@se Ides méthodes les plus utilisées vue sa
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simplicité et son efficacité. Il consiste a rameunerprobléme aux limites a un probléme avec
des valeurs initiales (probleme de Cauchy). Comream@le d’application, on considére le

calcul d'une thérapie optimale d’'un cancer.
Ainsi, le mémoire réalisé est réparti en qualrapitres :

Le premier chapitre expose les étapes de formuladian probléme de commande
optimale en définissant 'ensemble des élémentsleywonstituent et quelques notions de

base.

Le deuxieme chapitre expose deux méthodes deutésd d'un probleme de

commande optimale qui sont le principe du minimuiaenéthode de calcul des variations.

Le troisieme chapitre a pour but de présentendthode de tir qui est utilisée pour la
résolution des problemes aux limites et quelquethogés numériques de résolutions des
éguations différentielles d’ordre 1, dites méthodam pas, qui contournent les difficultés de

la résolution analytique .

Le quatrieme chapitre a pour but d'appliquer lahnée de tir pour déterminer une
thérapie optimale pour minimiser la densité d’'uaméur en prenant en considération les

effets secondaires éventuels du médicament suatikenp.

En fin ce travail se termine par une conclusiomégale et des perspectives de

continuité.
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Chapitre 1 : Forration d’'un probleme de commande optimale

1.1 Introduction

La théorie de commande optimale fait partie detbmatique et des mathématiques
appliguées (Optimisation des processus). Cettaith§généralise le calcul des variations, elle
a également un champ d’application en physique énadlique.

Pour bien synthétiser une loi de commande optinilafaut bien poser le probléme et
savoir le formuler. Dans ce chapitre, on s’intéeessla formulation d’'un probleme de

commande optimale en mettant 'accent sur I'enserdbt éléments qui le définissent.
1.2 Notion de lI'optimum et de la commande admidsie
1.2.1 Notion de l'optimum

Soit f(x) une fonction définie sur un intervale: IR" —» IR" et soit VC D. On

définit 'optimumx*comme suit :
1.2.2 Minimum local
On dit quex™ est un minimum local si et seulement si :
VvV X e V:f(x*) < f(x) (1.2)
1.2.3 Minimum global
On dit quex™ est un minimum global si est seulement si :
Vv x €D: f(x*) < f(X) 1.2)
Remarque
On écrit mathématiquement un probleme d’optimisatiomme suit :
k() = min, f(x) (1.3)
x* =argmin f £*) 1.4
1.2.4 Maximum local
On dit quex™ est un maximum local si est seulement si :

VvV XeV:f(x*)=>1(x) (1.5)
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1.2.5 Maximum global
On dit quex™ est un maximum global si est seulement si :
vV x €D: f(x*) = f(X) (1.6)
Remarque
Mathématiquement, on écrit :
%) = max, f(x) a.7)
x* =argmax fx") (1.8)
1.2.6 Commande admissible

Une commande est dite admissible si elle peutstéaer le couple (t, X) de la
condition initiale €, ,x,) @ une condition finalet¢, x;) avec X {r ) =x¢ et X (ty) = X,.

X représente |'état du systeme.
1.3 Commande optimale
1.3.1 Définition

On définit la commande optimale comme suit : Cles¢ commande admissible qui

respecte les conditions suivantes :

> Vérifie les conditions initiales et finales exigges
» Satisfait les différentes contraintes imposées glécation limite, vitesse
limite, volume d’un réservoir limite....... etc.),

» Optimise un critére choisi.
Remarque

Pour appliquer une commande sur un systemeutibi@il soit commandable.

)
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1.4 Formulation d’un probleme de commande optima
1.4.1 Systeme dynamique et ses caractéristiques

Un systéme dynamique est un ensemble trés gédérabmposants en interactions
(Systéme) réparti sur plusieurs états et structatén certaines propriétés. Il est caractérisé
par trois variables :

Les variables de commande représentées dans wurdetdimension m,
2. Les variables internes qui caractérisent I'étatsygteme représentées dans un
vecteur x(t) de dimension n,

3. Les variables de sorties représentées dans uruvegaimension r.
1.4.2 Mise en équation (modele mathématique)

On modélise I'évolution d'un systeme dynamique par ensemble d’équation
(équation différentielle, équation d’état ...etgi doit étre simple pour la résolution
mathématique et numérique. Généralement, on uldiseprésentation d’état explicité sous la

forme suivante :
x =f(x(t), u(), t) (1.9)
y® = hx@®) (1.10)
X (t) € IR™ : vecteur d'état.
y(t) € IR" : vecteur de sortie.
u(t) e IR™: vecteur de commande.
1.4.3 Conditions terminales
Les conditions terminales comportent deux états :
1.4.3.1 Etat initial X (o)

C’est I'état du systeme a l'instant initial noté, (C’est I'instant au moment ou on

appligue la commande sur le systeme).
1.4.3.2 Etat final x (ts )

C’est I'état du systeme a l'instant final noté;;
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Remarque

» L’état initial noté x f,) est toujours connu.
» L’état final peut étre connu ou libre.
* Letempst;-t, estappelé horizon de commande, il peut étresfin} est fini ou

infini si t¢ est infini.
1.4.4 Contraintes

Une contrainte est une condition que doit satesféa solution d’'un probleme de

Commande optimale, on distingue deux types de aionés :
1.4.4.1 Contrainte instantanée
C’est une contrainte qui doit étre satisfaiteespectée a tout instant.

Exemple: dans un circuit électrique i(t) ne doit pas dfggm une certaine valeur

maximale :
(1) < Imax (1.11)
1.4.4.2 Contrainte intégrale

C’est une contrainte qui doit étre satisfaite sutorizon de commande Tt - t, et

hY

elle ne doit pas dépasser une certaine valeur. ddtesouvent liée a une limitation de

ressources (exemple un réservoir contient une géaimitée du produit a utiliser).

Ce type de contrainte s’exprime sous la formeasus :
L2 p(x(9,u(®), D) dt <0, pe IR (1.12)
1.4.5 Critere a optimiser
On choisit le critére a optimiser selon les exaggndu cahier des charges et les

performances désirées, il peut étre lié a I'détabe a la commande.

L’expression générale du critére est donnée conuite s

3 (UM (tr ), te ) g @(x(D,u(), 0 dt (1.13)

Avec :
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Y(x(tf ),tf ) :estappelé la partie terminale.

fttofcp( x(t), u(t), t)dt : est appelé la partie intégrale.

Parmi les criteres qu’on peut optimiser, on joiet :
1.4.5.1 Commande en temps minimale

La commande en un temps minimale consiste a geersfétat d’'un systeme d’'un état
initial x (ty) vers un état final x{; ) dans une durée plus courte possible (minimisaten d

I’lhorizon de commande).

L’expression mathématique de la commande en temipsnale est donnée comme

suit :
J (u) =, 1dt (1.14)

Remarque

On pose généralement ce genre de probléems kanproblémes de sécurité et la
minimisation des colts liés a la durée. Les apiptina principales se rencontrent dans le
domaine de la production continue, la médecina défense.

* La production continue : s’agit de fabrication riégne des produits finis par une
industrie.

Exemple : Fabrication des produits alimentaires.
1.4.5.2 Commande a consommation minimale

La commande a consommation minimale permet de ndieni les colts de
fonctionnement pour les systémes de productiotiraog De point de vu physique elle est

liée a 'amplitude de la commande.

L’expression mathématique de ce critere est hzasite :

3 (UYL hilui())dt (1.15)

Avec :
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Pour un systeme monovariable on a hi =1 et lererita s’écrire comme sulit :
tf
J (u®)zlu®ldt (1.16)
1.4.5.3 Poursuite

La poursuite s'agit de maintenir I'état x(t) d'\wystéme proche de(t)¢ dans un
horizon de temps T #¢- t,, donc on doit avoir I'erreur e(t) x(t)%-x(t) plus faible

possible. L’'expression mathématique pour ce typeridére est la suivante :

3 D) Fo(x® = x®)™[x(®% x(t)] dt (1.17)
Avec: M =MT, M>0
1.4.5.4 Reégulation
La régulation est un cas particulier de la poteswiar dans ce cas orf:t))? = 0.

L’expression mathématique pour ce critere est dermomme suit :

tf

J (u(t)) fgo x(1)™ [x(1)] dt (1.18)
Avec : M =MT, M > 0.
1.4.5.5 Commande a énergie minimale

La commande a énergie minimale consiste a treersfétat d’'un systeme d'un état
initial : X (ty) vers un état final : xt(; ) en minimisant I'effort de la commande. De paiet
vu physique, I'énergie est liée a I'évolution decommande donc pour minimiser I'énergie,

on doit minimiser le critére suivant :
J (u(®) =[5 u®™ Ru(t) dt 19)
Avec R =RT  R> 0.

Pour le cas monovariable nous avons : R=1.

Donc le critére devient :

J (u@) 5 u(®)? dt @2
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1.4.5.6 Commande terminale
Il s’agit de minimiser a I'instant certaines fonctions des variables d’états.
Remarque

 La mise en ceuvre d’'un critere quadratique intetviedans les problémes de
minimisation de I'énergie mise en ceuvre, de stHtibn, et de suivie de la
trajectoire. Il concerne essentiellement les pmoele de régulation et
d’asservissement en générale ainsi que les probldm@rocessus mettent en ceuvre
des énergies importantes. L'intérét apparait @is &u niveau de la qualité et des
colts de mise en ceuvre.

« A partir des critéeres de base cités, on peutteoine d’'autres critéres qui

optimisent  plusieurs critéres et satisfissémsipurs contraintes.

Exemple : on peut définir un criténé gnpose les conditions suivantes : poursuite

+ commande terminale + commande a consommationmale sous la forme suivante :
tf tf tf
J (ut) F,x®O = x()™M [x(O-x(®)] dt + [ 1dt+ [ [u(D)]|dt (1.21)

On pose e(t) £x(t)4 — x(t)) . (1.22)

Donc le critere se résume ainsi :

(ul) = fo(1 +e(®TM e(t) Hu(®dt (1.23)
1.5 Classification des problemes de commande optihe

Selon la forme du critere, on peut classifes problémes d’optimisation en trois

classes :
1.5.1 Probleme de Mayer

Pour ce type de probléme, nous avons le critdrecestitué que de la partie terminale

qui exprime I'objectif & optimiser a I'instant fihg.
L’expression mathématique pour ce type de cristalonnée sous la forme suivante

J e W(x (te ). te ) (1.24)
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1.5.2Probleme de Lagrang

Ce probléme est constitué de la partie intégraiexprime la condition a satisfaire <

I’horizon de commande son expression mathématique est doanéee su :

3 ()= o(x(), u(®), Hdt

1.5.3 Probléme de Bolza

(1.26)

Dans ce type de problé, on combine la partie terminale et intégrale doeccritere

s’écrit comme suit :

J(U() = x (tr ), tr ) + [ o&®,u®, Ddt

1.6 Exemple d’application

(1.27)

Ondésire concevoir une loi de commande f(t) qui peérdeetransférer la masse m

un temps minimatle sa positon initia x (t,) a une position finale xt( ) égale a 3 fois sa

positon initiale x {,) en toute sécurité.a vitesse de la masse m ne doit pas dépas:

vitesse limitée Vmax. @ prend l'instant initiat = 0 et on considérdes coordonnées (O,

y) comme indiqué sur la figure si dess:

Figure (1.1) : masse avec ressort

1. Modéle mathématique
En applicant |#oi de newtol on obtient :

n(t) = ), Forces.

>/

(1.28)

o
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Pour ce systeme nous avons deux forces :
f(t) : la foce avec la quelle on tire la masse
fi (1) : la force qui applique le ressort sur la neass
Donc, on aura :
() = (1) - fi (1) (1.29)
avec : fi(t) = k x4(t) (1.30)
ou :
k : longueur du ressort.
x4 (t) : la position initiale de la masse .
Donc : &y (1) = f(t) - kx,(t) (1.32)
Sous forme d’état, on a :
x1() = x,(Y) (1.32)
1) =% == x @) += 1) (1.33)
oux,(t) représente la vitesse de la masse m.
2. Conditions terminales
» Condition initiale (t = 0)

A t = 0, nous avons la position initiale de lagse estx,(t) = | +§ et sa vitesse

initiale est nulle x,(t) = 0 .

Doncat=0

X(0) ilggi] [1 + l (1.34)

» Condition finale (t = t;)

A t = t;, nous avons la masse m doit atteindre la posi@igh % ) avec une vitesse

nullex,(t) = 0.




Chapitre 1 : Forration d’'un probleme de commande optimale

Doncat=s,ona:

X(tf) Xl(tf)] _ I (3(10+ g)l (1.35)

X5 (tf)
3 Contraintes

On doit déplasser la masse avec une vitessenguioit pas dépasser la vitesse

maximale Vmax imposée, alors :
X5(t) < Vmax— x,(t) —Vmax <0 (1.36)
4 Criteres a optimiser
4.1 Commande en temps minimal
Nous devons déplasser la masse tg x(x, vers x{;) =x¢ en un temps minimal.

L’expresion du critere est la suivante :

Ju®)E 1 d (1.37)

4.2 Minimiser I'’energie de commande

Le transfert doit se faire en minimisanenkrgie mise en ceuvre, le critére

correspondant est le suivant :
JU®YEF2 dt (1.38)
Ainsi, le probléeme de commande optimale peut é®umé comme suit :
mingodU®) =f; (F2 + 1 )dt 1.39)
Sujet a
X1(t) = %3 (1) (1.40)

%0 == x, (0 + (1)

X(0x [1?] (1.41)




Chapitre 1 : Forration d’'un probleme de commande optimale

XX= l (3(10+ g)l (1.42)

1.7 Synthese de la loi de commande optimale
Pour synthétiser une loi de commande optinildig,t suivre les étapes suivantes :

1. Modéliser le systeme a étudier : cette étape niéealss connaissances a priori a propos
des différentes parties du systeme et les difféeernelations qui régissent leurs
fonctionnements.

Déterminer les différentes contraintes a satisfair

3. Choisir un critére a minimiser.

Résoudre le probleme en satisfaisant les difféseatmtraintes et déterminer la loi de
commande optimale.

5. Implémenter la commande.
1.8 Conclusion

Savoir poser un probléme constitue la moitié aesalution et la facon de le poser
influence la précision et la justesse de cettaider. Un probléme bien posé admet toujours

de solutions .

bY

Dans ce chapitre, on a défini la démarchecjpiale a suivre pour formuler un
probleme de commande optimale tout en définissamsémble des éléments qui le
constituent. La question suivante concerne la wéisol d'un probléeme de commande
optimale. Le chapitre suivant présente deux prexignportants utilisés pour la résolution

d’un probleme de commande optimale .




o
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Chapitre 2:
Résolution d’'un probleme

de commande optimale.
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2.1 Introduction

La résolution d’'un probléme de commande optimalesiste a trouver une commande
qui transfére le systéme d’'un état initial a utretat tout en minimisant un critere et
satisfaisant un nombre de contraintes exigées. Danshapitre, on présente deux principes
important de résolution d’'un probleme de commang@male qui sont: le calcul des

variations et le principe du minimum.
2.2 Calcul des variations

En mathématique et exactement en analyse fomailenle calcul des variations s’est
développé pour résoudre des problemes nécessadrduler une fonction rendant extrémale
une quantité donnée comme la trajectoire, tempsnmim...etc. Donc, il ne s’agit pas de
trouver les extrémums d'une fonction mais de trouuae fonction inconnue rendant

extrémale la valeur d’'une fonctionnelle.
2.2.1 Définition d’'une fonctionnelle [3]
Une fonctionnelle en mathématique est définie corauite:

Soit V un espace vectoriel. Une fonctionnelle J\éwrst une application de V dans IR son

expression est la suivante :
t
J(x (@)= ftof x(t) dt N $%
X(t) : est une fonction supposée continue surdiveille [t, , t¢ ].

2.2.2 Variation d’'une fonctionnelle [3]

Considérant deux fonctions continues x(tpxt) pour les quelles la fonctionnelle J est

définie, alors la variation de J not&e est donnée ainsi :

A] = J (x(t) +8x (1)) — I(x(1)) (2.2
ox(t) : est la variation de la fonction x(t).
2.2.3 Extremum d’une fonctionnelle [3]

Soit une fonctionnelle définie comme suit :

J @x)fttof G (x(t), % (),t) dt (2.3)
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x (t) est une fonction numérique dérivable et sa déregteontinue et G une fonction (
classe 2.

Si x(t) et (x(t) +ox(t)) sontdes fonctions pour les quelles la fonctionnellestidéfinie, alor:

la variation A] est calculée ain:

AJ = J (x(t) +5x(1)) = I(X(1)) (2.4)

Le probleme qui se pose est de troi une fonctionx*(t) pour laquelle la fonctionnells

J(x(t)) admet un extremum relatif. Pour se 1, on considére les différents cas particul
suivants :

Cas 1: état initial X (o) et état final x (t;) sont fixés

Figure 2.1 Bssembles des trajectoires admis:s pour X {,) et X (¢)) fixés.

Dans ce cas le problenss résumcomme suit :

Jx®) = [ ttof G(x(D), % (£),t) dt (2.5)
X (tg) = X (2.6)
X (tf) = Xf (27)

Supposant qué& admet dedérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 cores et soit x(t)

une trajectoire admissible. Calculons la varie 5(x(t), 6x(t)) a partir de\](x(t), ox(t)) :
AJ(x(1), dx(1) = I(x(t) ®x(t)) — I(X(1)) (2.8)

:ft;fG(x(t) + 8x(0) , X()+ 8%(0).1) dt - ftzf G(x(t), x(t),t) dt. (2.9)
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Appliqguant la formule de Taylor a l'ordre 2 auimo (x(t), %x(t)) pour le terme

L5 GOx(®) +8x(D), % (B +5% (1), 1) (2.10)

On aura :

AJ(x(1), 8x(1) —f (Gx(0), %(1),t) + a—()(X(t) X0, 1) 3x(D) + - (t) (x(1), x(1), t) 5%(t)

+0(2)) dt - f;f G(x(D), X(D), 1) dt (2.11)

On considére seulement les termes linéaires pgora@ o6x(t) , 6x(t) et on néglige les

termes d’ordre (2) : O(2), on aura ainsi :

8] (x(t), 8x(1)) :ftt [ (t) (x(t), %(), £)5x(t) + (x(0), %(0) , ©d%(D] dt (2.12)

6()

Nous remarquons que le premier terme dépendd @ par contre le deuxieme dépends
dedx(t), alors nous devons faire une intégration par @gtiur le deuxieme terme ce qui
nous donne:

[ =25 (x(0), %() , Dx(Dde =

d x(t)

td aG 5 .
d X (t) '];o dt[a ) (x(t),%(t) , 1) [ ox(t)dt

(2.13)

Donc :

B(x(1), 8x(1) = |55 (x(1), %(1), () | F — ttof [axm (x(t), %(0), 1) | 8x(O)dt

a x(t)

f orstx(®, %0, 1) sx(D)de (2.14)

Puisque x €,) et x tf) sont fixés alors :

T (0, %(0,98x(®) | (=0 (2.15

3)(x(), 8x(9) =1 (XX, ) 8x(0) -5 [0~ (x(0), %0, DIsx(D)ee (2.16)

Si x(t) est extrémale (x(t) =(t)* ) alors :

&
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8 (x* (0, 3x(0) =f! G (" (0, X (0, 08%() — g [555- 0 (©,x°(®), 0] 3x(©)de = 0
(2.17)
Selon le lemme suivant :
Lemme :si ¢ est une fonction continu sur l'interva [ty,t¢], et si : [3]
[ o 8x(©) dt=0 (2.18)

Pour toutedx(t) # O sur l'intervalle t,, t¢ ], alors ¢ est identiquement nulle s[t,,t].

En appliquant ce lemme sdji(x*(t), 6x(t)), on trouve la condition pour quex*(t) soit nulle

comme suit :

G X » _ i G . ., B

SO0, - §|Es GO, £ 0,0]d=0 (2.19)
Cette équation est appeléquation d’Eul¢ - Lagrange.

Cas 2 : état initial x (g ) fixe et état final x ) libre

Dans ce cas, ononsidére que l'instant itial et final sont donné Etat initial est

donné par contre I'état final est libre donc lelppeone se résume ail :

J(x(t) = fttOfG(X(t), %(6) 1) dt (2.20)
X (to) =Xo (2.21)
X (tg) est libre (2.22)

o) 4

.i":lr':. _| — .-I"U

¥

Figure 2.2 Bsemble des trajectoires admissibles : état initial fixe eta final est libre.
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En suivant les mémes étapes que précédemment,oomitad la variation (2.14), pour que
cette derniére soit nulle pour une trajectoire éxtale x*(t), il faut que les deux termes
soient nulles comme x¢ est libre.

Donc pour résoudre le probléme dans ce cas, on gbudre un probléme a deux limites
suivant :

G

T3 KO, %(0), HIx() |tf: 0 (223
%(X* ®,x*®,0 - % [axa((t;) (" (0,x*() ’t)] de=0. (234

2.3 Résolution d'un probléeme de commande optimalear le calcul des variations

Pour résoudre un probléeme de commande optimaléilesant le calcule des variations,
il faut d’abord le transformer en un probleme ddcal des variations.

Soit le probléme de commande optimale suivant :

mptu(t)ue =[5 g0, u®), Hdt (2.25)
Sujeta:
x(t) = F(x(t) u(t) ,t) (2.26)
)= % (2.27)
%) = x; (Elle peut étre libre) (2.28)

Pour transformer un probleme de commande optirealeun probleme de calcul des
variations, on suit les étapes suivantes :

1. Exprimer u(t) en fonction de x(t) et ddt) :
u (1) = F(x®®) , ) (2.29)

2. Remplacer I'expression de la commande dans lererit

Ju®) =[ gx®, Fx®), %, 1), Ddt (2.30)
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a f .
Jx() =[) gx(®),%(t) , H)dt (2.31)
On aramené le probléme de commande optimale @nolséeme de calcul des variations.

Donc le probleme se résume ainsi :

] (x(9) =fy g&x(1),%(0), Ddt (2.32)
Sujet a:
K = Xo (2.33)
%] = x (Elle peut étre libre) (2.34)

Selon la nature de I'état final, on doit résoudiequation d’Euler-Lagrange avec les
conditions aux limites imposées pour détermindrdgectoire optimale*(t) puis on déduit

I'expression de la commande optimalg)* en utilisant la relation (2.29).
2.3.1 Exemple illustratif

Soit le probléme de commande optimale suivant :

min J (U@)[ (2x(t) +u?() ) dt (2.35)
Sujeta:
x(t) = u(t) (2.36)
Ox(= 1 (2.37
® =2 (2.38)

1. Transformation du probleme de commande optimaleen un probleme de calcul des

variations

Pour transformer ce probleme de commandinale en un probleme de calcul des
variations, il suffit de remplacer u(t) p&aft) dans le critére, donc le probleme devient un

probleme de calcul des variations donné comme suit

min J (X())3 (£ x(6) + (x(D)?) dt (2)39

0

Sujet a:
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x(0) =1 (2.40)
x(1)= 2 (2.41)
2 Deétermination de la loi de commande optimale

Pour déterminer la commande, on doit résoudre dbl@me de calcul des variations.

Comme I'état final est fixe, dans ce cas on dabuglre I'équation d’Euler - Lagrange.

On pose G(x) £t2x(t) + x*(1)) (2.42)
az?t) i %GZ(Gt) =t? - %(ZX(t)) =t?-2%1)=0 (2.43)

De (2.43),0n a:

() =+ %tz (2.44)

On intégre I'équation (2.44) et on aura :

(1) :+§ 3+ c;. (2.45)
X() =k t*+ cit+c, (2.46

On détermine les constantgset ¢, en appliquant les conditions aux limites :
x(0)=2% ¢, =1 (2.47)

X(1)2=> ¢ == (2.48)

x ()" =+ i t+ % t + 1 (trajectoire optimale)

Et la loi de commande optimale est donnée cosuite

23

u® = XM=+ 3+ = 2.49)

2.4 Principe du minimum de Pontriaguine

Le principe du minimum de Pontriaguine est une wathelégante facilitant d’avantage
la détermination de la loi de commande optimaldteCméthode élégante est basée sur le

calcul des variations et conduit & une solutiorégéle du probleme de commande optimale.
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2.4.1 Résolution d’'un probleme de commande par [@incipe du minimum [4]

Prenant 'exemple de commande optimale défini corauite:

min J (UO)E (X (t), te) + [5 o(x(D),u(®),t) dt. (2.50)

Sujet a:
x(t) = f (x(t),u(t),t) (2.51)
Qu'on peut écrire :
min J (u(t)) 2P(x (t¢), t; ) + ftzf(p(x(t),u(t),t)dt. (2.52)
Sujeta:
f(x(t),u(t),t)-x(t) =0 (2.53)

En appliquant la méthode de Lagrange et en intsadt le vecteur des variables adjointes
Mt) qui est de méme dimension que le vecteur x.&)probleme de commande optimale avec

contraintes se raméne ainsi a un probleme sarmsagtdres défini comme suit :
F(u () =¥ (x (t),te) +," o(x(),u(®), 1) dt +7 27(®) [f (x (0, u(®,t) — %(v) ]dt

=P(x (te). te) +ftt0f<P (x (), u(®), ) + A7 (©) [f (x(), u(®), 1) - X(t) ] dt (2.54)

Pour simplifier I'étude de la minimisation de noauecritéerg (u(t)), on introduit la fonction

d’Hamilton qui est définie comme suit :

H (x (th(®), u(t), ) =o(x(0), u(®), ) + 1" (1) f (x(t), u(D),t) (2.55)

L’équation (2.54) devient :
() = WO (te)t) + [ [HOX(,A0,u(0,0 = AT (© () ] de

=W (X (tg), tr) + fttof[H( x(8), A1), u(t),t) 1dt -f;f[xT(t) x(t) |dt  (2.56)
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Faisant une intégration par partie pour le terrﬁ:éo T (©) %(t) ]dt, 'équation (2.56) devient

comme suit :
(u() = POx (tf), 1T+ [ HEO,A0,u0,9]1dt - DT OxOF [ AT Ox(dt]

= [ (< (t),te) - 2O xO] 1 +[TH(x(®, 10, u(0, ) + 17 (© x(9)] dt (2.57)

Pour minimiser le criterg on va utiliser le calcul des variations, donc dnit calculer la

variation suivante :

Aj =j(x + ox,u + du, A + oA, t + 6t) — j(x,u, A, t) (2.58)

Le calcul de la premiére variatiadj(x, u, A, 8%, du, 6A, t) conduit a :

8 = (X" (O) [V W(X (1), ) ADD " +ftt0f(5XT(t) [Vx ey Hx (0, A0, u(®), ©) + 27 (0]

+8u” (t) Vi Hx (1), M), u(t), t))dt (2.59)
Donc la résolution du probleme défini dans (2.88)ent & minimiser le critere (2.59).
2.4.2 Conditions d’optimalité

Pour déterminer les conditions d’optimalité, ontdaaposersj = 0 pour n'importe

guelle variatiordx(t) et du(t), on aura :

Vuw HE®), A1), u(t),t) =0 (2.60)
Ve oHE®), M0, u(), ) +17(®) =0 (2.61)
Vi H(x(®), A1), u(t),t) —x(t) = 0 (2.62)
Qu'on peut écrire :
KT (1) =-VyoHE®), M), u(t), t) (2.63)
x(t) = Vo H(x (), A(1), u(t), t) (2.64)

Avec les conditions aux limites suivantes :
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8xT () [V P(X (1), 1) MDD =
Remarque pour les conditions aux limites :
« Sil'état final xt¢) est fixe alors, on aura les conditions suivantes
(%) =x%o
(tf) =x¢

» Sil'état final x ¢;) est libre alors, on aura les conditions suivantes
o) = Xo
En plus, on doit imposer la contrainte suivante :

A (tr) = Viep (X (&p),te)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

2.§9)

Notons que les équations (2.63) et (2.64) s’appeéiguations de Hamilton - Pontriaguine.

Remarque

Pour étudier la nature de la commande optimaledait étudier la positivité de la

matrice Hessienne suivante :
Vﬁ(t) H (X(t)! 7\'(t)l U(t), t)
2.4.3 Exemple illustratif

Soit le probléme de commande optimale suivant :

min J(UENLI2[, [x, () + u(t)]? dt
Sujet a
%1(8) = x2(1)
X,() =x,(t) +u(t)
X (0) =(7).

X (2)=(%).

(2.70)

(2.71)

(2.72)
(2.73)

(2.74)

(2.75)
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» L’Hamiltonian

H (x(), Uth(t) = Q +A°(D) f(x(1) ,u(®), v @7

H2 (x, () + u®)” + A, (D%, (©) + 4,(0) %,(0) (2.77)

£2(ix, (6) + u(®)” + A (Ox,(0) + 4, (D) (x, +u®)) (2.78)

» Commande optimale

Vuo HE®, u(®,M(0) = (3,0 + u(®)) + 2, () =0 (2.79)

= u" (1) = —x1 (D) +1,(t) (2.80)

H* = H(x(0), u” (), M0) = Hlyc—x, (0 + 1,0

'1/€X1 (0 —x1(0 + (2 (t))z"'xl (Ox2(0) + A (D (x1 (1) —x1 (D) +21,(0)) (2.81)

H' = H(x(0,u' (©,10) = (3) 3,©)* + 2O © (2.82)

> Equations d’Hamilton - Pontriaguine

%,(t) = ai—H(t) = %, (t) (2.83)
k2(8) = s = ha () (2.84)
MO =-72s=0 (2.85)
K (t) = — ai:‘(*t) = - (0 (2.86)
En intégrant les équations, on aura :
M@ =c, (2.87)
M) = —cit+ ¢y (2.88)
X, (t) = —%tz +ct4cy (2.89)
X, (t) = —%t3 + C2—2t2+c3t +c, (2.90)




Chapitre 2 :

$ddution d’'un probléme de commande optimale

En imposant les conditions terminales, il vient :

Pourt=0:

x1(0) =c, =0

XZ (0) = C3 = 0
Pour t=2 :

X1(2) = _gcl + 2C2 =2

X2(2) = _2C1 + 2C2 =1

A partir de la résolution des 2 équations, on aura

En remplacantc,, c,, c5, ¢, dans les équations on aura :
3
M) = >
3
A () = —st+ 2
3.2
X,(t) = -t 2t

x, () = — 2 + t?
L’expression de la commande optimale est :
u' () = —x,(t) + 2, (t)

w®) =t -2

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)
(2.96)

(2.97)
2.98)
@9

(2.300

(2.101)

(2.302
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté deux méthodes stdutién d'un probleme de
commande optimale. On remarque que la résolutiom pkobléme de commande optimale
revient a résoudre des équations différentielleso@ses de conditions aux limites qui
présentent des fois des cas difficiles a résouté/aquement. Par conséquent la synthese de
la loi de commande est aussi difficile ce qui npassse d’aller au domaine discret. Dans ce
cas on utilise des méthodes numériques de résoludiéquations différentielles qui
contournent la difficulté de la résolution analyiq Le chapitre suivant est consacré aux

méthodes numeériques de résolution des équatiokésatifielles ordinaires.

&
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3.1 Introduction

La résolution numérique des équations difféeremsekést le domaine de l'analyse
numérique ou les applications sont tres nombregsesse soit en mécanique des fluides, en
transfert de chaleur ....etc. L’avantages des cdBadés c’est que elles permettent d’étudier

des problemes qui sont tres complexes dont lautgplanalytique est difficile.
3.2 Equation différentielle d’ordre 1 [5]

La forme générale d’'une équation différentiellerdie 1 avec condition initiale est

donnée ainsi :

y () =f(ty®) (3.1)

y (to) = Yo (3.2)

f : est une fonction quelconque a deux variablgpesée différentiable.
y (ty) =y, estla condition initiale.
3.3 Résolution d’une équation différentielle

La résolution d’'une équation difféerentielle s’adge trouver y (t) pour & t,. Cette
solution peut étre déterminée analytiguement odaesant une approximation @ (t) en

utilisant les méthodes numeériques.
3.3.1 Solution analytique

Prenons deux exemples simples pour la résolutiomedquation différentielle d’ordre

1 avec condition initiale.

Exemple 1 :soit I'équation différentielle d’ordrel suivante

{y ©® =5t (33)

v ©@= - (3.4)

Pour obtenir la solution y(t) de cette équationjraégre chaque coté :

[y@®=] 3t dt (3.5)
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Ce qui donne : y(t) = it2+ c (3.6)
(3.6) représente la solution générale de I'équalitigrentielle ou c est une constante.

Pour déterminer la solution particuliére, il suffiiste de déterminer la constante ¢ en

imposant la condition initiale :

y (0= c =3 (3.7)

2

Donc la solution particuliére est la suivante :

y (t)j;:sh% (3.8)
Exemple 2
Soit I'équation différentielle suivante :
y® = t*y® (3.9)
y( =1 (3.10)

Dans ce cas, il ne suffit pas d’intégrer les deaté mais il faut d’abord séparer les variables

comme suit :
Nous avons : % =t2 y(t) (3.11)
% = t?dt (3.12)
i % = [ 2 dt. (3.13)
Iny(t) =t3+ ¢ (3.14)
y fest+e (3.35

lt3 c
y(es" e

1
OnposeC=¢e€ = y()= est ¢ (solution générale)

En imposant la condition initiale, on détermineclanstante C et on trouve la solution

particuliere :
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y(@= 1 (3.16)
C z (3.17)
alors : y (t)e:%t3 (solution particuliere). (3.18)

3.3.2 Solution numérique

Comme on vient de voir pour des cas simples lduBsn analytique est facile, mais il
existe des cas ou il est difficile de déterminesd&ution analytiquement. Dans ce cas, on fait
appel aux méthodes numériques. Dans ce qui syitésente quelques méthodes numériques

de résolution des eéquations différentielles divesthodes a un pas.
Définition [5]

Une méthode de résolution d’équation différentiel dite a un pas si elle est de la

forme suivante :
Yn+1 = Yn + h@ (tn' Yn) (3-19)
@ : est une fonction bien déterminée.

La méthode est a un pas si pour obtenir la solwion =t,,,;, on doit utiliser la solution

numerique a, seulement.
Parmi ces méthodes numériques, on peut citer :
3.3.2.1 Méthode d’Euler explicite

La méthode d’Euler explicite est une méthode a a® ge résolution numérique des
éguations différentielles. Son emploi est facildsrale n’est pas trés utilisée car elle a une
faible précision. Elle est qualifiée de I'expleitar pour le calcul de la solutiontgn,, on a

besoin juste de la solution a I'instant,.
Exemple : soit I'équation différentielle suivante :

y = f(t) (3.20)
En approximant la dérivée par la différence firvarat, on obtient :

Y(tn+Z)t—y(tn) =f(t,) (3.21)
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Alors :

Ygrn = Y (tn) + AT (ty) (3.22)
Comme nous voyons la solution a l'instanf, dépends que de la solution a I'instgnt
3.3.2.2 Principes de la méthode d’Euler expliciteb]

Pour montrer le principe de la méthode d’Euler a@rant I'équation différentielle du

premier ordre a deux variables suivante
y® =fty®) (3.23)
%() = Yo (3.24)
Le but consiste a trouver une approximation delat®nen : t; = t, + h.

Pour aller det(,y,) vers le point t(,y;), il faut déterminer tous d’abord dans quelle ctign
gu’il faut avancer. Pour cela comme I'équation decdurbe y (t) n'est pas définie alors la

pentey (t) ent = t, peut étre exploitée, en effet I'équation différeld assure que :
y(®)  =f(to,y (o)) =f (to.yo)- (3.25)
Remarque

f (ty,yo) €st une approximation de la solution analytid(g, y (t,)). Donc, il faut
suivre la droite notée, (t) qui est une droite de pente f,§,) qui passe par le

point (ty,yo) = (to, Y (tp)) avec dy (ty) =y, Son expression est la suivante :

do (1) =yo + f(to.yo) (t-to) (3.26)
On pose h = tt,.
h : estle pas dutemps.

Alors : do () =yo + hfity,vo) 3.2y
Pour trouver I'approximation de la solution en t,7 il suffit juste de remplacer t par

dans I'équation (3.27) ainsi :
do(t1) =yo + (t1 -to) f (to,¥0) (3.28)

yot+ hfoye) = Y1) =1 (3.29)
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Pour trouver I'approximation de la solution au rgot, c’est a dire yt,), il faut refaire

I'analyse précédent en allant du pointy;).

Onremarque quey (t) = f(ty,y1) (3.30)
di (© =y + f(ty,y) (t-tq) (3.31)
di(tz) =y1 + f(ty,y1) (t2-ty) (3.32)

Donc pour trouver I'approximation de la solutiont&que instantt,,; =t, + h
On utilise cette equation :

Yn+1 = ¥Yn + h f (tn' Yn ) (3-33)

L’équation (3.33) est la base de la méthode diEedplicite pour la résolution numérique
des équations différentielles d’ordre 1.

3.3.2.3 Précision de la méthode d’Euler explicite

Pour étudier la précision de la méthode d’Eulelieite, on peut utiliser la définition
de I'erreur de troncature locale utilisée powdér la précision des méthodes numériques a

un pas de résolution d’équations différentielles.
Définition [5]

L’erreur de troncature locale au point t/est définie par :

n+1) - Yty )
Oner(h) = S0 ot y(ty ) (3:34)

Remarque
L’erreur de troncature locale mesure la précisieti@pproximation de dérivée.

3.3.2.4 Calcul de I'erreur de troncature pour la méode d’Euler explicite

Nous avons : ope1(h) = y(“‘+m“) -ty y(ty ) (3.35)
Sachantque : o (t, y(tn, )) = ftnyn) (3.36)
D’autre part nous avons : ty{1) = y(t, +h) (3.37)
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Faisant un développement de Taylor autour du peint, :
: h? ..
y (tn+1) = Y( th + h) =y (tn) +Y(tn ) h +7y (tn) + O(hg)

=40+ f (6, ¥ () h+2 5 (t2) + O (%) (3.38)
Puisque y(t,) = fn, Yy tn)
En remplacant (3.36) et (3.38) dans (3.35)dlar devient :
Ons1(h) = h§(ty) +0 0?) (3.39)
Ou plus simplement :

on+1(h) =0 () (3.40)

On conclue que l'erreur est d’ordre 1 et qu’ellenidue d’'un facteur d’ordre 2 a chaque fois

gue le pas diminue d’un facteur de 2.
Exemple illustratif
Considérons I'équation différentielle suivante :
y) =-y() +t+1 (3.41)

Avec la condition initiale :

y@)=1 (3.42)
La solution analytique pour ce systéeme est la siiéva

y (et +t (3.43)

En utilisant la méthode d’Euler explicite, on accéé la solution numeérique avec les
différents pas h = 0.1, h = 0.05, h = 0.025, etoau les solutions numériques présentées sur
la figure (3.1) avec la représentation de la smhutanalytique :
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4 T T T T T
*  Solution numérique avec h=0.1
*  Solution numérique avec h=0.05 L
3.5F Solution numérique avec h=0.025 -
solution analytique
3r 4 .
< *
o 25F i
B *
=
*
2+ =%
*
* *
* * *
15- * -
* *
*
* *
o R
1 e | | | | | |

Figure (3.1) : Méthode d’Euler explicite pour h=0h%0.05, h=0.0025.
Remarque

Nous remarquons qu'a chaque fois que le pas demida solution numérique

s’approche de la solution analytique ce qui prdaseésultats trouves théoriquement.
3.3.2.5 Méthode d’Euler implicite [5]

Differemment a la méthode d’Euler explicite doat formule de difféerence avant
d’'ordre 1 est utilisée pour faire approcher lavi&iy(t) en t =t,,. Une formule de différence

arriere peut étre utilisée pour synthétiser unehoud d’'Euler dite implicite.
La formule d’Euler implicite est donnée comme suit

Yner = Yo thflnss, Yorr) (3.44)
h et y,, sont connus.

Nous remarquons que cette équation est une équain linéaire donc a chaque pas, on doit

résoudre une équation sous cette forme :
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FO)=xn - hftnir x) (3.45)

Pour résoudre cette équation on peut utiliser léthades de résolutions des équations non

linéaires, par exemple la méthode de Newton.
3.3.2.6 Précision de la méthode d’Euler implicite

De méme que la méthode explicite, on calcule lierrge troncature locale pour la

meéthode implicite :

Nous avons : Onpa(h) = 02 (e, y(t, ) (3.46)
Dans ce cas : (p(tn, Y(tn )) = f (tn+1: Yn+1 ) (3-47)
D’autre part nous avons : ty{1) = y(t, +h) (3.48)

Faisant un développement de Taylor autour du paint, ce qui donne :
Y (tne1) = Y(ta +h) =Y €0) +¥(ta ) h+2§ (tn)h? +O03)

=40 +f (ta, ¥ () h+5§ (ta)h? + 0 () (3.49)
Puisque y(tn) = fn+1,Y (tns1))
En remplacant (3.47) et (3.49) dans (3.46),w0m a

Ons1(h) =+ (tn)h +O (2 (3.50)

Ou plus simplement :

on+1(h) =0 () (3.51)
Remarque

Nous remarquons que l'erreur de troncature poundshode d’Euler implicite est de
méme ordre que celle d’Euler explicite, mais comaenéthode d’Euler implicite résout a
chaque itération une équation non linéaire celanped’avoir plus de précision par rapport a

la méthode explicite.
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3.3.2.7 Stabilité de la méthode d’Euler implicitest explicite [5]

Pour étudier la stabilité des deux méthodes prtemma exemple simple d’'une équation

différentielle d’ordre 1 définie ainsi :

{S'(t) = By(®) (3.52)
y (0) = yo (3.53)

Avec 3 = Br + ip; est un nombre complexe.

La solution analytique de I'équation différentiefR254) avec la condition initiale (3.53) est la

suivante :
ty€ yoeft (3.54)
On considere trois cas pour la solution analytique

1. Br > 0: la solution pour ce cas croit d'une maniére exmbielle, c’est un probleme

instable.
2.Br = 0: la solution est périodique et ne pose pgzdeleme.

3. Br < 0: dans ce cas la solution décroit d’'une maniéere mapielle, c’est un probléme

stable et on voudrait que la solution numériquedda méme chose sa veut dire :

[Yns1l < lynl (3.55)

Pour satisfaire la condition (3.55) on doit imposis conditions sur h Btce qui définie la

zone de stabilité de chaque méthode.
1. Stabilité de la méthode explicite
On applique la méthode d’Euler explicite pour I'atjan différentielle (3.52), on aura :
Yne1 = Ynthfln, yn) =ynt hByn =(1+hB)y, (3.56)
Pour que la solution numérique soit décroissasig [a solution analytique) il faut que :
|1+ hp| <|1] (3.57)
On pose z =hf3,onaura:

|1+ 2/ <1 (3.58)
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Donc la zone de stabilité est I'intérieure du tede centre-L+ 0i) du rayon 1.
Remarque
Dans le cas o8 est un réel inferieure a zéro alors la zone aeilge vérifie :

-1<1+ hf<1-> -2<hf<O0 (3.59)

Nous remarquons que pour assurer la stabilité deethode dans ce cas, il faut quec % .

Donc comme nous voyons en étudiant la stabilittadeéthode d’Euler explicite le choix du
pas h ne se fait pas au hasard mais en posanbaésians sur la convergence de la solution

analytique.
2. Stabilité de la méthode implicite

On applique la méthode d’Euler implicite pour I'égjon (3.52), on aura :
Yn+1 = ¥Yn + hBYn+1 = Yn+1 (1' Bh ) =¥n
= (3.60)
yn+1 - (1_ Bh) yn "
La stabilité absolue est donnée comme suit :

|(Bhl_1)|<1 = |(Bh-1)|>1 (3.61)

On pose3h =z donc on aura :
[((z—1|>1 (3.62)
Sachant que z est un nombre complexe.

Donc la zone de stabilité pour la méthode d’Eulemplicite est I'extérieure du cercle de

centre (1+0i) et de rayon 1.
Remarque

» Dans le cas oy est un réel inferieure & zéro, la méthode d’Eugalicite est stable
pour tous choix de h c’est a dire que toute vatbuh donnera des résultats correctes mais
d’autant plus précises que h est petit.

» La méthode d’Euler implicite est plus stable @gport a la méthode explicite.
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Comme la méthode d’Euler explicite est faible eécfmion et la méthode d’Euler implicite
présente l'inconvénient de résoudre a chaque ib@raine équation non linéaire. Les
méthodes de Taylor sont développées pour contouase inconvénients de ces deux

meéthodes. Parmi les méthodes de Taylor, on ptentoelle qui est d’ordre 2.
3.3.2.8 Méthode de Taylor d’ordre 2 [5]
Considérant I'équation différentielle du premiedmar définie précédemment comme suit

y(® = f(ty®) (3.63)

y(to) = Yo (3.64)

\

Nous savons bien que pour la solution de I'équaliéférentielle a t =,,,, est:

(1) = y(tn +h) (3.65)

Le développement de Taylor au point tE=pour I'équation (3.65) donne :

Y &) +hy(tn) +2§ () +O ) (3.66)
fn, Yy ) (3.67)

Y ths1) = y(tn +h)

Comme y(tn)

En remplacant (3.67) dans (3.66) donc I'équatievient

Y bas1) = y(ta+h) =y &) + Bf (e, y () +2 (6 y () +O 0P (3.68)

f(t,,y (t,)) peut s’écrire comme suit :

. Af (ty v (tn Af (ty v (tn
tn,y (6)) = ZC00tR + 220D £ (1, y (5y) (3.69)

En remplacant (3.69) dans (3.68) I'équation (3.6&crit comme suit

Y (tns1) = y(ta+ 1) =y E) + Bf (6, y (t) +o L))

h?  f (ty,y (tn
+ 2 FETE f(t,, y () + O 0% (3.70)

En négligeant les termes d’ordre supérieur ou &@al
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h? of (tn y (tn))
2 at

Y (tas1) = y(ta +h) =y ) + bf (ty, y (ta)) +

h?  af (ty,y (tn
+ o L (6, () 1)

Cette equation est la base de la méthode de Taigialre 2.

3.3.2.9 Calcul de I'erreur de troncature pour la néthode de Taylor d’ordre 2

Nous avons : Onga(h) = 02 o, y(t, ) (3.72)
of (tn,y (tn) of (ty, n
Ots, y(tn)) = fln,y () +3h 2] o HOIG) (@ y )  (373)

en remplacant (3.70) et (3.73) dans (3.72), on aura

on+1(h) =0 (7) (3.74)

Nous remarquons que l'erreur est d’ordre 2 doile @st plus précise par rapport aux
méthodes d’Euler. Nous pouvons obtenir des méthao@eTaylor encore plus précises en
poursuivant le développement de Taylor jusqu'atdenes encore plus élevés donc on doit
encore évaluer des dérivés de la fonction dg fy (t,)) d’ordre de plus en plus élevés. Pour
cette raison, les méthodes obtenues sont diffiéilatiliser. Des méthodes dites méthodes de

Runge-Kutta Sont développées pour contournedifesultés des méthodes de Taylor.
3.3.2.10 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 [5]

Comme on a vu précédemment la méthode de Tagkseppar la résolution de cette

l h2 of (tn y (tn))
2 at

équation : y41) = y(ty +h) =y {tn) + hf(ty, y (ta)) +

of (tn,y (tn
+ 3h? TR £ (6, y (6)) + O () (3.75)

La méthode de Runge-Kutta consiste a remplaceudion (3.75) par une équation

équivalente qui est la suivante :
Y (tnt1) = y(tn +h)

=yt + aihf (t,, y (tn)) +axhf(ty +ash,y () +ash) (3.76)
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Les paramétres,, a,, as,a, doivent étre définis, mais avant il faut faire développement
de Taylor a deux variables pour tf *ash, y ¢,) ta,h) au point€,, y (t,)) ce qui

donne :

of (tn,y (tn) Of (tn ,y (tn
f(tn +ash,y @) +ash) =F 6,y (6) +agh T2 4o A3 ) 4o 02) (377

Remplacant (3.7) dans (3.76), I'équation (3.76)iel&yv :

Y (tnsn) = Y ) *+ (@1 +22Dbf (b, (1)) +aza; b2 a2 o)

of (tn,y (tn
+ aja, h? % + O B3) (3.78)

L’identification de (3.78) a (3.70) conduit asofidre un systeme d’équation qu’il faut

résoudre afin de déterminer les paramétresa,, as, a,:

e (aq+ay)=1 (3.79)
. a, =1 (3.80)
o aza; = S (t,y (tn) (3.81)

3.3.2.11 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 [5]

Le développement de Taylor pour I'équationt,f ¢ ash, y {,) +a,h) au point ¢, ,
y (ty)) jusqu'a I'ordre 5 en suivant le méme raisonngngee celui de la méthode de Runge-
Kutta d’ordre 2 méne a résoudre un systéme de 8tiégs non linéaires avec 10 inconnus.
Le résultat final est la méthode de Runge-Kuttadi®4 dont I'algorithme est le suivant :

1. pour 0<n <S,(S=¢—ty)/h) (3.82)
2. kl=hf,yn) (3.83)
3. k2=hf(ty*+>,y, +5) (3.84)
4. K3=hf(ty+5,yn +=) (3.85)
5. k4=hft,+ h,y, + k3) g6)

6. Vns1 = Vn +61 (k1+2k2+2k3+k4) (3.87)
7. the =ty +th (3.88)
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Application sur exemple

On prend la méme équation différentielle, étudiéwec la méthode d’Euler explicite,

suivante:
yO=-y®+t+1 (3.89)
Avec la condition initiale suivante :
y(0)=1 (3.90)
On prend le pas :
h =0.01 (3.91)

En appliquant la méthode de Runge-Kutta pour Béiga différentielle précédente en a eu la
solution numérique présentée sur la figure (3a®)ec la solution analytique.

1.4 \

Solution numérique
1.35F Solution analytique ||

131 7

1.25¢ 7

y(t)
N

1.15 7

1.1 7

1.05 7

1 1 1 1 1 1 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

t

Figure(3.2) : solution numeériqgueeawéthode de Runge-Kutta d’orde 4

Comparéena solution analytique (h=0.01)

&
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Remarque

Nous remarquons que la solution numérique secitiEnavec la solution analytique.
Donc la méthode de Runge -Kutta d’ordre 4 avec am d¢hoix du pas donne de meilleurs
résultats .
3.3.2.12 Stabilité de la méthode de Runge-kutta d'dre 4 [5]

Appliquant la méthode de Runge-Kutta d’ordre drde méme exemple étudié dans le
cas de la stabilité des méthodes d’Euler. Les daonduisent a :

Yas1=  ya (L+hp+ R OB LR (3.92)

On pose z -+ 3, on aura :

N2 "3 N4
Va1 = Y (Irz+ R +LE L2 (3.93)
On pose aussi k = (1zrf+(z)2A2 +(Z)6A3 +(ZZ)4A4) (3.94)
= (1p+ L2 L3O (3.95)

Pour que la méthode de Runge-Kutta soit stab&uil que :
k| <1 (3.96)
Remarque

* Nous remarquons que k contient les premiers teduaveloppement de Taylor de la
fonction exponentielle donc son domaine de stabést plus vaste que celui d’Euler
explicite.

* Pour assurer la stabilité de la méthode de Rung&K il faut poser une valeur de h

qui assurelk| < 1.
3.4 Résolution d’équations différentielles d’orde n avec les méthodes numeériques

Dans tous ce qui est précédant on a montré atibn des méthodes numériques pour
la résolution des équations différentielles d’ortinmais la question qui se pose si nous avons

une équation d’ordre n comment procéder ?

La réponse est simple: on doit transformer cetjeatton différentielle d’'ordre n avec

condition initiale en un systeme de n équatioifééréntielles d’ordre 1.
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Soit I'équation différentielle d’ordre n suivante :

y™O = fyQ.y 0, y® ©,....y"VO) (3.97)

Avec les conditions initiales suivantes :

Yol = ¢4 (3.98)
yP) (to)) =c; (3.99)
vy (t)) =c3 (3.100)
vy (t) = cny (3.101)
y® D (to) = ¢ (3.102)

Sachant que® (t) est lai®™¢ dérivée de la fonction vy (t).

Pour transformer I'équation différentielle préedtk en un systéeme d’équations

différentielles d’ordre 1, on pose les changemeid variables suivants :

yi) =y () (3.103)

y2(t) = y& (t) (3.104)

y3(t) =y@® () (3.105)
Yn-1 () = y®2) (1) (3.106)
yn () =y®™1) (1) (3.107)

Ce qui donne :

y1(® =yP O = y2 (3.108)
y2 © =y@ @ = ys(0) (3.109)
ys@®=y® 0 = y. () (3.110)
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yn-1()) =y®70M) = ya (1) (3.111)
y®) =y™® = fty ©),y2 ©),.... ya ©) (3.112)

On détermine une condition initiale pour chaqueagigun en raisonnant de la méme fagon que

précédemment, alors :

yi(to) =Yy (o) =1 (3.113)
y2 (to) = vy (t)) = ¢, (3.114)
V3 (to) =y® (to) = c3 (3.115)
V-1 (to) =y (t)) =cn_y (3.316
Vn () =y @ (tg) =cq (3.117)

Pour résoudre ce systeme d’équations, on doiigap une des méthodes de résolution
numérique présentées précédemment pour chaqueiodquiiférentielle.

Exemple
Soit I'équation différentielle d’ordre 2 suivante :
(@A) =—-57({t)-6y(t)+t (3.118)
Avec les conditions initiales suivantes :
y1(0) = 1/9 (3.119)
y2(0)=0 (3.120)

Transformant cette équation en un systeme d’'émuatordre 1 avec conditions initiales en

posant ce changement de variables :

yi®) =y ® (3.121)
y2() =y () (3.122)
y1 (1) =y2(1) (3.123)
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y2(t) = -5y2 () - 6y, () +1 (3.124)

Donc on aboutit & un systeme d’équation d’ordre’'brypeut représenter ainsi :

yi(® =y
{1. ) = 170 (3.125)

7,(t) = =5y,(t) —6y,(t)+t
{23"2( ) ;’22(0) _ 0Y1 (3.126)
Pour résoudre ce systeme, il suffit juste appligliene des méthodes présentées

précédemment pour chacun de ces systemes.
3.5 Probléme aux limites

Un probleme aux limites est constitué d'une @équadifférentielle (ou plus
généralement au dérivées partielles), dont on rebbeune solution prenant de plus des
valeurs imposées aux limites du domaine de résolu€ontrairement au probléme analogue
de Cauchy ou une ou plusieurs conditions en un m&rdeoit sont imposées (la valeur de la

solution et des ces dérivées successives en uh poirt données).

Les problémes de commandes optimales sont géndaledes problémes a deux

limites et pour les résoudre on utilise généraldrieeméthode de tir.
3.6 Méthode de tir [6]

La méthode de tir est une méthode qui est utilipéar résoudre les équations
différentielles d’ordre 2 de la forme :

y© +p® y(®O + QMO y(») = f(ty,y) (3.127)

soumise a des conditions aux limites du type Dieictie la forme :

ban = @129




Chapitre 3 : Résolution numeériqades équations différentielles ordinaires

3.6.1 Rappel sur les conditions aux limites de Dahlet

En mathématique, on dit qu'une équation difféedlgi est une équation avec
conditions aux limites de Dirichlet lorsque I'onésjfie des valeurs que doit vérifier la

solution aux limites du domaine de résolution.

3.6.2 Résolution d’'une équation différentielle d’odre 2 avec conditions aux limites de
Dirichlet

Soit u(t) la solution particuliére pour 'équati(®127) donc u(t) satisfait I'équation:
i +pOu®+QM®u® =f(tyy) (3.129)
Et v(t) est la solution homogéne pour 'équatiBrip7) (sonsf(t,y,§) ), c'est-a-dire :
V@) +p®vVE) + Q) v(t) =0 3.130)
La soustraction de I'équation (3.127) et (3.129)mk
¥y +p@® y(® + QM) y(® — f(ty,y) — (i + p(Ou® + Qu(®) — f(ty,y)) =0
= (y® —u@®) +p® (y® —u®) + Q) (y(®) —u(®)) =0 (3.131)
Remarque

On remarque que I'équation (3.131) est une équatomogene équivalente a I'équation
(3.130) par conséquent la solution de I'équatiod3B) qui est (y(t)-u(t)) et la solution de

I'équation (3.130) qui est v(t) sont proportioneslc'est-a-dire :
y (tuHt) =a v(t) (3.132)
y (tu(t) +a v(t) (3.133
On remplace I'équation (3.133) dans I'équati®i?29), on aura :
i(t) + p(ut) + Q) u(t) = f(t,u(t) + av(t),u(t) + av(t)) (3.134)
On remargue que u(t) ne doit pas dépendre dentanate de proportionnalité on doit

exiger quef(t,y,y) soit indépendante de y(t)gt), ainsi la méthode de tir est applicable

aux équations de la forme :

JO+pOy®O+QM®y (B =f(1) (3.1)35
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L’objectif de la méthode de tir est de mettre telgeme aux limites sous la forme de deux

problémes a conditions initiales. Le principe essuivant :
Probleme en u(t) :

i(t) + put) + Q () u(t) =f(v) (3.136)
Probleme en v(t) :

VO +p V) +QM®v(t) =0 (3.137)
Pour compléter les deux problémes, on doit sp&ddis conditions initiales.
A partir de I'équation (3.133), on a:

y£tu () +av(t)
Donc :
y(t) = u(t) + av(t) (3.138)

Par conséquent, les conditions des problémes uritdoivent étre identifiees en utilisant

linformation y (t,) =y, onaura:
(ty) = u (to) + av(to) 139)
Donc :
y(to) = ul(ty) + av(ty) (3.140)
Pour identifier la condition initiala (t,) nous avons :
Commey(t,) est connue et n'est pas connue, on profite de prendre :
u(tp) =yo et v(ty) =0.

Pour identifier la condition initiale (t,), commey (t,) n'est pas connu et n’est pas connu,

on profite d’identifiery(t,) aa on posantu(t,) = 0 etv(t,) =1.

En résumé, les deux problémes sont donnés comine sui
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1. Probleme en u(t) :

i(t) +p® u® + QM u® = f(t)
u (to) =yo (3.141)
U(ty) =0
2. Probleme en v(t) :

VO +pO VO +QM V() =0
v(ty) =0 (3.142)
v(ty) =1

Les deux probléemes u(t) et v(t) qui ont les cdndg initiales peuvent étre résolus par la

méthode de Runge-Kutta dordre 4 a partir de ldgquehous déterminons

{uy,...,up}et{vy, ..., vy }.
Siv, # 0, la condition de Dirichlet pour y) devient :

Yn =Up +avy (3.143)
Puisqueu,, etv, sont connus et, est spécifiée par la condition aux limites, oraaur

o= (3.144)

Vn
Exemple illustratif
On considere I'équation :
¥ + ty() + ty (t) = —4 exp (—1) (3.145)

Avec des conditions aux limites de Dirichlet :

y(1) = 2exp (—1)
{y(?:) = 6 exp (—3) (3.146)

La solution analytique pour I'équation (3.145) est
y () =2texp (-t) (3.147)

Avec dt<3 (3.148)
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Pour résoudre ce probleme aux limites, on apelig méthode de tir et en le transformant

en deux problemes avec conditions initiales comshexpliqué précédemment : Ainsi, on a:
1. Probléme en u(t) :
i(t) —tu(t) —tu(t) = —4exp (—t) (3.149)

Avec des conditions initiales :

u (1) = 2exp (-1) (3.150)
u(1) =0 (3.151)
Probléme en v(t) :
V() —tv() —tv(t) =0 (3.152)
Avec des conditions initiales :
v(1)=0 (3.153)
V(1) =1 (3.154)

Pour résoudre ces deux problemes, on utiliseeldes méthodes présentées précédemment
par exemple la méthode de Runge-Kutta d’ordre ganfde les résoudre, il faut transformer
chaque probleme en un systéme d’équations diffiéikst d’ordre 1 pour pouvoir appliquer

la méthode.
Le changement de variable pour I'équation (3.149) :

On pose :
ug (t) = u(t) (3.155)
uz () =u(t) (3.156)

On dérive les deux équations (3.155) et (3.15@nehura le ¥ systéme de deux équations
du I* ordre
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Systeme(1)

(1) = uy ()

U, (t) = tuy(t) + tuy (t) — 4 exp(—t)

Le changement de variable pour I'équation (3.152) :

On pose :

vi() = v (1)
Vo (t) = v(t)

(3.157)

(3.158)

(3.159)
(3.160)

On dérive les deux équations (3.159) et (3.16@nadura 1e2¢™¢ systeme de deux équations

du I* ordre :

Systeme (2) :

Vi (t) = v, (1)

V2 (1) = tva () + tvy (1)

(3.161)

(3.162)

Pour résoudre ces deux systéemes d’équations, otilig€ la méthode de Runge-Kutta

d'ordres 4 avec un pas h= 0.01: les résultatemist sont résumés dans les tableaux

suivants :

Solution u(t) :

t 0 0.01 0.02 0.03 0.04

u 0.7358 0.7357 0.7356 0.7354| 0.7352
Solution v(t) :

t 0 0.01 0.02 0.03 0.04

Y 0 0.0101 0.0202 0.0305 .0408
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Détermination dex:

a partir de I'équation (3.144), on a:

a = 2.3692e-010

Solution y(t) :

t 0 0.01 0.02 0.03 0.04
y 0.7358 0.7357 0.7356 0.7354 0.7352
Solution analytique : (3.147)
t 0 0.01 0.02 0.03 0.04
V_exact 0.7358 0.7357 0.7356 0.7354 02735

Le graphe représentant la solution numeérique sbliation analytique est donné par la figure
(3.2):

0.75 a T T T T T

T ** *  solution numérique
0.7+ *%\R solution analytique(y xact ||
0.65+ |
0.6+ |
0.55+ |

y(tet y(tn)
o
o

0.45] )l
0.4] —
0.35] w
-
0.3l s
0.25 | | | | | | | | |
1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Figure (3.2) : Solution numérique avec lahnde de tir et solution analytique.
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Nous remarquons que la solution donnée par lagdétke tir se consoide avec la solution

analytique .
3.7 Conclusion :

Dans ce chapitre on a exposé quelques méthodesriquies, dites méthodes a un pas
pour la résolution numériques des équations diftéeles ordinaires. On a constaté que la
méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est la plus perédmte pour résoudre ces derrieres. La
méthode d’Euler explicite est faible en précisitmméthode d’Euler implicite est précise
mais elle présente l'inconvénient de résoudre gwhaération une équation algébrique. Les
méthodes de Taylor malgré gu’elles sont précisas mécessitent d’évaluer des dérivées
d’ordre supérieures ce qui rends les méthodegcildi a appliquer.

On exposé aussi la méthode de tir pour la résaldes problémes aux limites qu’on
va utiliser dans le chapitre suivant pour résoudne probleme de commande optimale
concernant la minimisation de la densité d’une tumet les effets secondaires éventuels du

médicament.
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4.1 Introduction

Apres avoir consacré les chapitres précédentsesepter les outils mathématiques
nécessaires pour la formulation et a la résolutdon probleme de commande optimale,
dans ce chapitre on s’intéresse a concevoir umenamnde optimale qui permet de minimiser

la densité d’'une tumeur tout en minimisant lesteffecondaires éventuels du médicament.
4.2 Généralité sur le cancer

Le corps est composé de millions de cellules tesmnLes cellules normales du corps
croissent, se divisent et meurent d’une faconmmde. Pendant les premieres années de vie
d'une personne, les cellules normales se diviséms papidement pour permettre a la
personne de se développer et grandir, apres quersanne devient adulte, la plupart de ces
cellules se divisent seulement pour remplaceréd#iales qui meurent, réparer les dommages,

assurer la continuité de vie.
4.2.1 Définition du cancer

Un cancer est une maladie liée a un déréglementedaines cellules du corps:
certaines cellules deviennent anormales et seenieitse diviser et a se multiplier de fagon
anarchique et sans contréle. Un cancer peut djygadans n’importe quel organe ou tissus
(ensemble de cellules) du corps. Il existe divarscer : cancer de la peau, de I'estomac, du

sein, d’ovaires.
4.2.2 Croissance d’un cancer [7]

La croissance des cellules cancéreuses est diféémdm la croissance des cellules
normales. Au lieu de mourir, les cellules cancésuontinuent a se développer et de former
de nouvelles cellules anormales. Les cellules cansés peuvent aussi envahir d’autres
tissus, quelque chose que les cellules normalgeueent pas faire. Les cellules deviennent
des cellules cancéreuses a cause de I'endommddddide Ce dernier se trouve dans chaque
cellule et dirige ces actions, dans une cellulenade lorsque il est endommagé soit la cellule
répare les dommages soit meurt par contre la eetlahcéreuse continue a se développer et

donner autant de cellules anormales.
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4.2.3 Méthodes de traitement du cancer [7]

Les méthodes de traitement traditionnelles du gandacluent la chirurgie, la

radiothérapie, la chimiothérapie, mais il existesawdl’autres techniques.

4.2.3.1 Chirurgie

La principale approche pour ce type du traitengensiste a retirer chirurgicalement la
tumeur, autrefois cela impligue également 'ablatde tous tissus et organes qui risquaient

d’étre atteindre, y compris les tissus adjacentssegianglions de la région.

Malheureusement, de nombreux cancersdgmuuverts a des stades trop avancés pour
étre opérable, c’est le cas lorsque I'extensiaeirdtdes organes vitaux ou que les métastases
sont déja apparus. Il arrive cependant dans tel gques les chirurgiens choisissent
d’interventions afin de diminuer les symptémes, rdduire la taille de la tumeur et de

faciliter 'action pour d’autres traitements.

4.2.3.2 Radiothérapie

Les rayonnements ionisants, électromagnétiquesdicylaires détruisissent les tissus.
Les rayonnements électromagnétiques comprennentrdgens gamma émis par la
désintégration de noyau ou de particules radigaetifes rayons X résultants du choc entre un
faisceau d’électrons et d'une surface métalliques. rayonnements particulaires incluent les
électrons, les protons, les neutrons et les p&8calpha. La sensibilité des tumeurs aux
rayonnements est trés variable mais elle est géméeat plus importante que celle des tissus
sains normaux environnants. Cette technique doh@eas nocive pour les tissus sains, a
condition que le rayonnement soit bien dosé. Oecaurs a la radiothérapie dans les cas de
tumeur de l'utérus, de cancer de peau, de larynxletissus lymphoide et en particuliers
contre les métastases. La radiothérapie est corepl@ime de la chirurgie notamment lorsque

celle-ci risque de Iéser les tissus voisins.

4.2.3.3 Chimiothérapie

La chimiothérapie est le traitement du cancer ¢@s substances chimiques. Les
médicaments sont véhiculés dans tous l'organisnrel'pdermédiaire de la circulation
sanguine. Il existe un tres grand nombre de médinaranticancéreux, mais presque tous
fonctionnent selon le méme mécanisme : ils interféavec les synthéses ou I'expression de

’ADN ou avec le méme mécanisme de division ceitela Les cellules les plus sensibles a
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ces substances sont celles qui se divisent Eefpdguent ou les tumeurs possedent une plus
forte proportion de cellules en cours de divisior tgs cellules sains. Ces derniéres sont donc
plus résistantes au traitement, mais certains @¥eeux, dont les cellules proliferent

rapidement (moelles osseuses, tissus du tubetiflige=ic.). Restent relativement sensibles.

Les risques d'effets secondaires indésirables diges tissus et organes limitent les
doses que l'on peut administrer au cours de la ictiv@rapie. Notons que pour que le
traitement soit efficace, il faut que la tumeuit sensible au traitement que la plus part de
cellules saines. Certains types de tumeurs santsgrsibles aux molécules anticancéreuses
sont particulierement désignées pour le traitensbithiothérapique. Il s’agit notamment du
cancer de l'utérus, des leucémies aigues, surth#® les enfants. Ces types de tumeurs ne
peuvent étre traités autrement que par la chirérafiie. Mais il existe deux principaux
problémes qui limitent l'utilisation de la chimiditapie : qui sont la toxicité sur les tissus
sains et I'apparition d’'une résistance des cellolscéreuses. Pour cela, il est nécessaires de
commencer le traitement aussi tbt que possible eetdéterminer les doses optimales

nécessaires.

4.2.4 Effets secondaires de la chimiothérapie [8]

L’existence des cellules saines qui proliferenpidament (divisent) permet a la
chimiothérapie d’entrainer des effets secondaiegsirables sur la santé de I'étre humain.
D’une maniere générale, la fréquence de survenuseseffets secondaires est variable en
fonction du type de protocole de la chimiothéragieles informations peuvent étre obtenues
aupres des médecins. Il existe par ailleurs unedgraariabilité entre les individus en ce qui
concerne la tolérance de la chimiothérapie donmételte sorte qu’il n est pas possible de
prédire de facon fiable sa tolérance pour un inldivdonné et parmi les effets secondaires qui

peuvent étre survenir on peut citer :

1. Les troubles digestives : parmi les effets liées maubles digestifs, on peut citer les

nausees et les vomissements, les modificationgad ....etc.

2. La modification des cellules sanguines : la chilmdoapie peut altérer la production des
globules blancs, des globules rouges et des pl&guet qui provoque une anémie chez
le patient en cas de chute des globules rougefailrie défense du corps vis -a -vis des
infections dans le cas du chute des globules bldacfaiblesse et les troubles de

températures en cas de chute des plaquettes.
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Les troubles de la peau, des marqueuses, des chelesuongles.
Des troubles neurologiques.

Des troubles rénaux.

Des troubles cardiaques.

La fatigue.

Les diminutions de la fertilité.

© © N o 0o &~ w

La toxicité hépatique.

Comme nous voyons les effets de la chimiothéragi¢ gdivers, donc il faut toujours essayer
de trouver une dose optimale du médicament quingardes bon résultats et qui contourne

ces effets indésirables.
4.3 Commande optimale et la chimiothérapie [9]

Les techniques de commande optimale sont d’'unedgratilité dans I'élaboration de
stratégie optimale pour la chimiothérapie. Ainsi tmaitement optimal permettant de
minimiser la densité d’une tumeur et les effetoadaires du médicament sur un intervalle de
temps donné peut étre élaboré. Cette techniqué engployée par Fister et Panetta dans les
anneées 60. Plusieurs modéles ont été développéd @aiution des cellules tumorales sous
I'effet d’'un traitement. Parmi ces modéles on rewe le modele de Fister-Panetta dont la

tumeur est supposée avoir une densité Gompertzian.

4.4 Modeles mathématique de Fister et Panetta pole traitement du cancer :[9]

Pour mettre un traitement optimal et stratégigusteF et Panetta ont développé un

modele général décri par I'équation différentisiigvante :

%: r N F(N) - G (N(©), 1) (4.1)

Ou:
r : est le taux de croissance de la tumeur.

N(t) : est le volume ou la densité de la tumeumEea).

G (N(t), t) : décrit la pharmacocinétique et lefetsf pharmaco-médicales du médicament sur

le systeme.

F(N) : est la fonction de croissance généralisée.
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Fister et Panetta ont supposé que F(N) croit sehencroissance Gompertzian définie comme

suit :

F(N)=In (3) (4.2)
Dans leur étude Fister et Panetta ont développgdton en considérant trois problémes

parmi eux celui qu’'on va considérer dans notreiegpbn. Ils ont mis en échelle I'équation
en considérant que = g lIs ont considéré les hypotheses de skipperKilbgkipper) pour

définir la pharmacocinétique et les effets pharrmaéalicale du médicament sur le systeme

comme suit :

G M) =p u(t) N() (4.3)
Avec :
p: la dose du médicament

u (t) : décrit la pharmacocinétique du médicamenbms que u(t) = 0 impligue aucun effet du
médicament sur le cancer et u(t) > 0 signifie fidecité du médicament.

D’ou le modéle suivant :

dN(t
FE =N In (@) —u (t)p N() (4.4)

4.5 Application numeérique [10]

Notre objectif dans cette application est duélre un probléeme de commande
optimale qui consiste a trouver une commande @értraitement) qui minimise la densité
d'une tumeur et les effets secondaires du tratem(trouver une commande qui peut
ramener la densité d’une tumeur d’'une densitéainiy = 0,975 a une densité plus petite
bien défini Ny = 0,35) dont le model de I'évolution de la dengisé celui de Fister - Panetta.

Sachant que la période de traitement suggéré gsuf Les parametres du modele sont :

e=3, p=0,45r=0,1.
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:> 6-0

Densité initiale d’'un cancer Densité finale d’un cancer

4.5.1 Formulation du probléme

Selon les données et les exigences du cahiectagges, le probleme de commande

optimale est donné comme suit :

minyg, f, (N(®? + u(®)?) dt (4.5)
Sujeta:
N =1 N In g5) - u (Op NG &.
N (0) = N, = 0,975 (4.7)
N (tg=20)=0,35. (4.8)
UE)0 (4.9)

Remarque
Pour résoudre ce probléme et déterminer la cordenaptimale, on utilise la méthode
de calcul des variations présentée au chapitre 2.
4.5.2 Résolution du probléme en utilisant le caltules variations

4.5.2.1 Transformation de probleme de commande optiale en un probléeme de calcul des
variations

De I'équation (4.6) nous avons :

1
p N(t)

u :@t)% In (@) - N(t) (4.10)

Calcule de(u(t))?:

2r

U2 =S In (=) 2 - =2 In (2 N[ +——
p? N(t) pZN(t) N(t)

PZN(t)2

N(t)? (4.11)
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On remplace (4.11) dans (4.5), le probleme dewvienfprobléme de calcul des variations qu’on
définit comme suit :

r? 1

minyg, f, (EN(D? + S (1) 2 - s 1N G N + i N(©? dt (4.12)
Sujet a

N(0) = 0,975 (4n3

N (20)= 0,35 (414

4.5.2.2 Calcule de I'équation d’Euler-Lagrange

On pose G (t) ©N(t)% + —ln (@)2 er@ (W)N(t) ZN(UZ N(t)2 (4.15)
L’équation d’Euler -Lagrange est donnée comme:suit
23—8 %% =0 (4.16)
» Calcul de 23—&3:
=28 NO -5 In () + oo In (G )N + 5o N -2 N2 (4.17)

d aG(t) .
» Calcule de — HIND -
d aG() _ 2r (_) 2
dt aN(t) pZN(t) N(t) p2N(t)2

N(t) 18)

En remplacant (4.17), (4.18) dans (4.16), unaa

9G(H) _d 3G _ 2r

N “arang - 26N 2N(t) (m) SN2 (@ IN() + T(t)z N(t)
- 2 2r 1 _
PZN(t)3 N pZN(t) (N(t) ) - pZN(t)Z N(t) = (4.19)
Pour résoudre I'équation d’Euler-Lagrange, on dofoser
6 _d 36O _ o 4.20)

ON(t) dtaN(D)

Ce qui donne I'équation suivante :

N =—

4, (_T ")) N3 2. 1 VN2
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+rln @)N(t) . 4.21)

Nous remarquons bien que I'équation difféerentiede non linéaire et d’ordre 2, donc notre

probléme revient a résoudre cette équation amedittons aux limites suivantes :
N(0} 0,975 (4.22)
N (20)= 0,35 (4.23)

Pour résoudre le probléme on utilise la méthodirde

4.5.2.3 Transformation de I'équation différentielled’ordre 2 en un systeme d’équations
d’ordre 1

Pour transformer I'équation (4.21) en un systémgquhtions d’'ordre 1, on considére le

changement de variable suivant :

y1(t) =N() (4.24)
y2(t) =N(b) (4.25)
y1(D) = y2(t) (4.26)

. - _ 1 4 + r 3

+ef1(0) P2 I (07 + 10 (=) ya() (4.27)
Avec : N (0) =0,975 (4.28)
N (20)= 0,35 (4.29)

La résolution du systéme conduit aux résultatdigases suivantes :
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Figure (4.2) Evolutiate la densité de la tumeur au cours du traitement

chimiothérapique.

Nous remarquons que la quantité du médicanstntenstituée entre H)~3 et 1,24.
Notons aussi que la quantité du médicament ésefat constante pendant les 5 premiers
jours et que nous devons commencer a 'augmeng@rdénent a partir d6¢™¢ jour (la

commande croit d’'une maniére exponentielle).
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Nous remarquons aussi que la densité du cancer enogma diminuer a partir du
6°™¢ (une légere diminution) et continue a diminuern&umaniere exponentielle jusqu'a

atteindre au 28 jour la densité minimale souhaitée.

Essais 2 on garde les mémes valeurs paeyrr, mais on augmente la dose du

médicament, on la prendp = 0,85 :

0.7

0.5

0.4

u()

0.3

0.2

0.1

N(t)

Figure (4.4) Evolution dedeensité de la tumeur au cours du traitement

chimiothérapique aveg = 0,85.

&
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Nous remarquons que lI'augmentation de la doseéhlicament jusqu@a= 0,85
entraine la diminution de la quantité du médicamanittiliser au cours de la chimiothérapie
de 1,24 20,52 au 28 jour. Nous remarquons aussi que nous devons emITEN a
augmenter la quantité du médicament a part#<dif jour, on peut expliquer tout cela par le

fait que la dose a été augmentée deux fois plus.

Pour la densité nous remarquons qu’elle commerdiengauer a partir de 4¢™€ jour

d’'une maniere exponentielle.

Essais3 : on gardee = 3, p = 0,45 et on essaye d’augmenter le taux de croissance en

prenant r =0,2.

25r

0.5F

Figure (4.Bvolution de la commande pour r = 0,2.

=
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0.9f---

0.8F---

0.7f---

0.6 ---

N

0.5 -~

0.4 -~ -

0.3F---

0.2 ---

0.1f---

Figure (4.6) Evolution kdedensité de la tumeur au cours du traitement
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chimiothérapique avec= 0,2.

=
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20

Nous remarquons que l'augmentation du tauxrdissance de la tumeur entraine une

augmentation de la quantité du médicament a utilgendant le traitement jusqu'a 2,52 au

20°™ jour comme nous remarquons que l'augmentationadx te croissance du cancer

ralentis

le traitement jusqu’dB®™¢ jour.

Essais 4 on gardee =3, p = 0,45, r = 0,1, mais on diminue la duré du traitemamtqju'a 10

jours (T=10)

u()

1.4

Figure (4. Evolution de la commande pour T = 10.

=
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N

Figure (4.6) : Evolution de dnsité de la tumeur au cours du traitement
chimiothérapique avet = 10.

Nous remarquons que la quantité du médicamentajuiétre utilisée au cours de la
chimiothérapie reste la méme mais cette fois cirnerta durée du traitement est réduite a 10
jours donc on doit commencer 'augmentation du wedent des les premiers jours et la

densité commence a diminuer aussi trés tot.

Essais 5 0n essaye de pousser la densité a diminuer avkuR encore plus bas, on
prendN; = 0,25.

ut)

Figure (4.9)vdiution de la commande pol§ = 0,25.

=
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Figure (4.10) : Evolutida la densité de la tumeur au cours du
traitement chimiothérapique avég = 0,25.
Nous remarquons que :

* Ladensité peut étre tirée a un niveau encoreljdss
« La valeur de la quantité du médicament utiliségnaente jusqu'a 2,22 au®20 jour

et la densité de la tumeur commence a diminuerta da 5°™¢ jour.

Essais 6 :on garde les méme valeurs des parametres maasigonente la dose du
médicament, on prena= 0,85

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5F

0.4F

0.3F

0.2F

0.1f

Figure (4.9) : Evolution declammande pou¥; = 0,25 e = 0,85.

&
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cancer

[

solution y
© o o o © © o o
N w B 6] [} ~ @ [{e}

o
-

o

Figure (4.10) : Evolutida la densité de la tumeur au cours du

traitement chimiothg@icpe avecN; = 0,25 efp = 0,85.

Nous remarquons cette fois ci que la valeur dgukntité du médicament diminue jusqu'a
0,9 au 20™ jour par rapport aux résultats obtenu précéderhne¢nla densité de la tumeur

commence a diminuer rapidement.
4.6 Conclusion

Dans le but de montrer l'utilisation de la métaode tir pour la résolution d’'un
probleme de commande optimale, une applicationapbiur la minimisation de la densité

d’'une tumeur et les éffets secandaires du trai¢est étudiée .

En effet, pour déterminer la loi de commande oplénua a transformé tout d’abord le
probleme de commande optimale en un probléeme Idelaies variations pour lequel on a
calculé I'équation d’Euler-Lagrange avec les cdndg aux limites. Cette derniere a été
transformée en un systeme de deux équations ddrgour les quels on a utilisé la méthode

de tir pour trouver leur solutions .

Les résultats de simulation obtenus montrent Féttedle la commande optimale et

I'éfficacité de la méthode de tir pour la déterntimia d’'une thérapie optimale pour un cancer.
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Conclusion genérale




Conclosigénérale

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dansadre de la résolution d'un
probléeme de commande optimale par I'approche intiird_'objectif est d’étudier la méthode
de tir utilisée pour résoudre des problémes auitdsn En effet, la résolution d’'un probleme
de commande optimale se raméene a résoudre desoguatix dérivées ordinaires avec des

conditions aux limites.

Ainsi en premier, on a présente les étapes patespde formulation d’un probléme de
commande optimale en définissant 'ensemble desefiés qui le constituent expliquées par
un exemple. Puis, deux méthodes de résolution gfableme de commande optimale ont été
présentées : la méthode du principe de minimunekg de calcul des variations. Pour les
deux méthodes, la résolution d’'un probléme de comdmabptimale revient a résoudre des
equations différentielles ordinaires. Dans le dada méthode de principe de minimum, on
aura un systeme d’équations différentielles olidisa Dans le cas de la méthode de calcul
des variations, on a une équation différentiellesé¢aond ordre avec des conditions aux
limites. Puis par la suite, on a présenté la nuEhde tir utilisée pour la résolution des
problemes aux limites et quelques méthodes nunesiglites méthodes a un pas de
résolution numérique des équations différentielies contournent les difficultés de la
résolution analytique et a la fin nous avons n®itutilité de la méthode de tir pour la
résolution d’'un probleme de commande optimale. dpplication portant sur la synthese
d'une loi de commande optimale, qui minimise la gi#n d’'une tumeur en prenant en
considération les effets secondaires éventuelsé@ilicament, en utilisant la méthode de tir a

été réalisée.

L’étude réalisée montre I'utilité de la méthodetilgoour la résolution d’un probleme

de commande optimale.

Comme nous dans notre travail on s’est intéregg@&grammer la méthode de tir pour
la résolution d'un probleme de commande optimalarpm systéme linéaire et que la
majorité des systémes qui existent dans la réatitd des systemes non linéaires, il est
intéressant de penser a programmer la méthode geur la résolution des probléemes de

commande optimale pour les systémes non linéaires.

67
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