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Introduction générale

La commande optimale consiste & concevoir des lois de commande permettant :

— De transférer un systéme d’état initial vers un état final,
— De respecter un certain nombre de contraintes,
— D’optimiser un certain critére de performances, par exemple I'énergie mise en ceuvre,

le temps de la consommation.

Un probléme de commande optimale est un probléme d’optimisation dynamique dont

la solution est un ensemble de trajectoires optimales (état et commande).

La résolution d'un probléme de commande optimale consiste & déterminer une loi de

commande optimale qui répond a certaines conditions.
En général, on distingue deux approches pour la synthése d’'une commande optimale :

L’approche directe : elle consiste a écrire les conditions d’optimalité, souvent c¢’est un
ensemble d’équations différentielles (équation d’Euler-Lagrange, équations d’Hamilton-
Pontriaguine et équation de Jacobi-Hamilton-Bellman), puis de les résoudre analytique-

ment ou numériquement tout dépend de la complexité de ces équations.

L’approche indirecte : elle consiste a convertir le probléme de commande optimale
en un probléme d’optimisation statique, puis la commande optimale est déterminée sous

forme d’une séquence de commande & appliquer (commande numérique).

Ces deux approche peuvent étre appliquées avec sucées pour un systéme dont les para-
metres sont constants. Pour le systéme a paramétres incertaines le probléeme de synthése

d’une commande optimale reste un probléme difficile.

Pour le systéme incertains, 'approche directe reste difficile & appliquer. Par contre
I’approche indirecte peut étre appliquer mais elle conduit & un probléme d’optimisation

robuste dont la solution est trés difficile & obtenir.
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Dans ce mémoire, on va proposer une approche indirecte pour la synthése d’une com-
mande optimale pour un systéme incertain. L’idée consiste & utiliser I’approche des scé-
narios pour résoudre le probleme d’optimisation robuste obtenu a partir de la conversion

du probléme de commande optimale.

Le mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre présente des généralités sur la commande optimale et les différents

étapes a suivre pour la formulation d’un probléme de commande optimale d’application.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution d’un probléme de commande optimale
en utilisant le calcule des variations. Ainsi deux approche ont été présentés : la méthode

directe et la méthode des multiplicateur de Lagrange.

Le troisieme chapitre est consacré a l’optimisation robuste. Le chapitre commence
par un rappel sur certaine notion de 'optimisation standard, puis aborde I'optimisation

robuste, c’est-a-dire 'optimisation en présence des incertitudes.

Dans le dernier chapitre, on développe une approche indirecte pour la résolution d’un
probléme de commande optimale d'un systéme incertaine. L’idée consiste a convertir le
probléme de commande optimale en un probléme d’optimisation robuste qu’on propose

de résoudre par ’approche des scénarios.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Formulation d’un probléme de

commande optimale

1.1 Introduction

La théorie de la commande optimale couvre toutes les activités dynamiques ol une
performance optimale est exigée. Les systémes & commander peuvent donc étre d’origine
diverses : mécanique, électrique, électronique, chimique, économique. Chaque probléme
de commande nécessite une description des propriétés dynamiques du processus a com-

mander.

Pour introduire la notion de commande optimale, on trouve parmi les commandes

admissibles celles qui permettent a la fois [2] :

— De vérifier des conditions initiales et finales donnés.
— De satisfaire diverses contraintes imposées [8].

— D’optimiser un critére choisi.
La théorie de la commande optimale a un champ d’application extrémement vaste :

— Régulation de la température d’une piéce ou d'un four en utilisant le minimum
d’énergie.

— Probléme de poursuite : on souhaite que la sortie du systéme suive le mieux possible
la consigne désirée ou prévue. Il s’agit dans ce cas de déterminer la commande qui

minimise 1’énergie de poursuite.

D’un point de vue formel, le probléme de commande optimale est un probléme de

minimisation ou de maximisation d’une fonctionnelle.
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1.2 Détermination du modéle mathématique de la com-

mande optimale

1.2.1 Mise en équations

En commande optimale, on utilise un modéles de procédés »  qui est définit par trois
ensembles de vecteurs et deux fonctions.

— u vecteur d’entrées ou de commandes,

— y vecteur de sorties,

— x vecteur d’état,

— f 2 x u —x fonction de mise a jour,

— h : x xu — y fonction de sortie.

Dans une modélisation de 1’évolution du systéme, les vecteurs u , y et x sont liées par

les équations suivantes :

#(t) = [ (x(t), u(t), 1) (1.1)
y(t) = h(x(t),ult),t) (1.2)

Ou z(t) € R, u(t) € R™, y(t) € R et ¢t > 0.

Les équations (|1.1]) et (1.2)) représentent respectivement 'équation d’état et 1’équation

de sortie.

Remarque 1.1

Lorsque le systeme est linéaire, le modéle d’état prend la forme suivante :

(1.3)

A(t) : matrice d’état de dimension (n X n),

B(t) : matrice de commande de dimension (n x m),
C(t) : matrice d’observation de dimension (r X n),
D(t) : matrice de transmission directe de dimension (r X m).

1.2.2 Conditions terminales

Les conditions terminales comportent deux états [2] :
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Etat initiale

C’est I’état du systéeme a 'instant ot on commence a agir sur le systéme, noté ¢y, et

I'état initiale zo = x(to).

Etat final

C’est ’état du systeme apres application de la commande a I'instant final, noté ¢, et

I'état final xy = x(ty).
Pour I'état final, on distingue deux cas :

— Imposé : toute les états sont spécifiées.

— Libre : pour toute variable non spécifiée, I’état est libre.

En commande optimale le temps T' = ty — ty est appelé horizon de commande. Il peut

étre fini si ¢y est fini ou infini si ¢; est infini.

1.3 Contraintes physiques et critére de performances

1.3.1 Contraintes physiques

En général, une contrainte est une condition que doit satisfaire la solution admissible
du probléme de commande optimale, on distingue alors deux types de contraintes [I] :
1.3.1.1 Contrainte instantanée

C’est une contrainte qui caractérise dans la plus part des cas les limitations physiques
sur la commande ou sur I'état du systéme. Cette contrainte doit étre vérifie Vit € [to, ts].

Ce type de contrainte s’exprime par des inégalités de la forme :

q(z(t), ut),t) <0; g € R™ (1.4)

n, : nombre de contraintes.

Remarque 1.2
On peut changer les contraintes du type inégalités a des contraintes du types égalités

par lajout d’une fonction auziliaire v(t),

U1

U3
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POUT AVOIT :
q(z(t),u(t),t) +v*(t) =0 (1.6)

1.3.1.2 Contraintes intégrales

C’est une contrainte qui est caractérisée par une limitation de ressources. Elle doit
étre satisfaite sur I’horizon de commande 7' et ne doit pas dépasser une certaine valeur

[1]. Mathématiquement, elle prend la forme suivantes :

/tf (@), u(t) ) dt < 0; p e R (1.7)

to

n, : nombre de contraintes.

Remarque 1.3
On peut aussi remplacer la contrainte inégalité par une contrainte égalité, avec l’ajout

d’une fonction auziliaire w(t).

w1y
w3
Comme suit :
p(z(t),u(t),t) dt +w* =0 (1.9)

1.3.2 Critére de performances

Les objectifs a optimiser doivent correspondre a un choix d’expressions, qui peut étre
liée aux valeurs des conditions aux limites du systéme.

La forme générale du critére est :
ty
optI(u(t) = ¥(r(ts). 11) + | ottt ute). 1) a (1.10)
u(t to

avec Y (z(ty),tr) est appelée partie terminale et ﬁif o(x(t),u(t),t)dt est appelée

partie intégrale, on peut distinguer trois cas :

— Probléme de Mayer :
J = p(x(ty), ty) (1.11)
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— Probléme de Lagrange :

J= /t " s(a (), ut), ) dt (1.12)

— Probléme de Bolza :

T = w(a(ty), t) + /t " (), u(t), 1) dt (1.13)

Remarque 1.4
Généralement la partie terminale est considérée nulle, (x(tf),ty) = 0 lorsque x(ty) =

xy est imposé.
Différents critéres rencontrés :

1.3.2.1 Temps minimal

L’objectif revient a transférer I’état d’un systéme d’une valeur initiale x (o) vers une
valeur finale x(t;) en minimisant le critére d’optimisation. Dans ce cas le critére & optimiser

est de la forme :
ty
J = / 1dt (1.14)
to
qu’on peut mettre sous la forme suivante :
J=t;—to=T (1.15)
Ou T est ’horizon de commande.

1.3.2.2 Minimiser une consommation

L’objectif revient & minimiser le cotit de fonctionnements du processus (minimiser

I'amplitude de la variable commande). Le critére s’écrit :

t ty ty
J:rl/ | uy(t) | dt+r2/ | ua(t) | dt+---—|—rm/ | um(t) | dt (1.16)

to to to

qu’on peut écrire sous forme :

m tf
=) ri/ | u;(t) | dt (1.17)
i=1 to

1.3.2.3 Minimiser une énergie

L’objectif revient & minimiser I’énergie mise en ceuvre pour transférer le systéme d’une

valeur initiale () vers une valeur finale x(ts) .



Formulation d’un probléme de commande optimale 13

Mathématiquement, on doit minimiser 1’énergie du signal de commande

Uy
u(t) = | uy (1.18)
u3
donnée comme suit :
ty ty ty
J:ru/“uﬂﬁ+m2/ @dﬁ%-ﬁﬂhm/mu%ﬁ (1.19)
to to to
qu’on peut écrire :
ty
J::/qqmwTRu@yﬁ (1.20)
to
Ot R est la matrice de pondération :
11 .- 0
R=R'=| : -, + |>0 (1.21)
0 Tmm

1.3.2.4 Commande terminale

L’objectif revient a minimiser une fonction de variables d’état a 'instant final ¢.

Dans le cas linéaire, la partie terminale J = 9 (z(ts),ts) s’écrit sous la forme suivante :

T = S @ty) — alt))" H (2(t) — (1)) (122

Ou H est une matrice de pondération :

hiy ... O
H=H"=| + . >0 (1.23)

1.3.2.5 Poursuite

L’objectif est de maintenir 'état proche d’'un état désiré. Mathématiquement z;(t) —
zd(t); (i=1,...,n).
La forme du critere est :

7= [0 - 20)" Qat) — a0 (120

to

Ou @ est une matrice de pondération :
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qi1 - - 0
Q=Q" =] : . [=>0 (1.25)
0 ... Gmm

1.3.2.6 Reégulation

L’objectif est de régler I’état du systeme afin d’avoir une état proche de zéro (a:d(t) = 0),

La forme du critére, est :

J:i/fx@FQQdﬂ)ﬁ (1.26)

to

1.4 Reéalisation de la commande optimale

Un probléme de commande optimale [3] est décrit comme suit :

opt J = [ p(x(t), u(t),t) dt
u(t)

Sujet & :
(1.27)
ZL’(t) = F(J](t), u<t)7 t)
I(to) = To
x(ty) = x s ou libre

Remarque 1.5

Pour résoudre le probleme de commande optimale, on peut utiliser les méthodes sui-

vantes :

Calcul des variations [{)]
Le calcul des variation peut résoudre un probléme d’optimisation d’une fonctionnelle
sous contraintes du type égalité f(x,u,t) — 1 = 0.

Ce probléeme sera traité dans le 2™ chapitre .

Principes du minimum de Pontriaguine [6]

Dans ce cas, la commande optimale est obtenue en mazimisant ’hamiltonien H =
o+ ATf.

Commande linéaire quadratique
On parle de commande linéaire quadratique (L Q) lorsque le systéme est linéaire et

la commande est quadratique. La commande optimale est un retour d’état.
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Commande linéaire quadratique gaussienne
On parle de commande Linéaire Quadratique Gaussienne (L Q G) lorsque la
commande présente l'intérét de s’appliquer a des systemes dont [’état n’est pas mesuré.
Le régulateur (L Q G) est une combinaison entre un régulateur (L Q R) et un
estimateur de Kalman [2]. La synthése du régulateur (L Q G) est basée sur le prince de

séparation [2].

Programmation dynamique (Principe de Bellman )[7][3, 8]
La programmation dynamique est une commande adaptée aux problémes d’optimisa-

tions séquentielles. Le principe de Bellman s’énonce comme suit :

Si le point C est un point intermédiaire reliant deux états A et B, alors la position C

B est la trajectoire optimale reliant le point C' a B.
Ce principe est exploiter pour développer :

— L’équation fonctionnelle de Bellman.

— L’équation d’Hamilton-Jacobi Bellman

FIGURE 1.1 — Principe de Bellman

1.5 Exemple d’application

Pour le systéeme mécanique de la Figure . Initialement (& ¢ = 0), les longueurs des
ressorts kq, ko et ks sont respectivement !/2, I/2 et [. Les deux masses ont la méme largeur
a. On désire déterminer la force F' permettant de transférer le systéme d’un état initial a

un état final, a I'instant ¢4, en minimisant I’énergie potentielle totale du systéme.
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Py ‘ICI-.‘-

——ANMAMN——

k] ‘[5‘2

ms —» [

AP 4

2

2

FIGURE 1.2 — Systéme mécanique

Mise en équation

16

Pour modéliser ce systéme, on utilise le formalisme de Lagrange comme suit :

9 (0E,\ 0E, oV oD
§<8$i>_8xi+8@ o5, = 2

avec

— FE. est I'énergie cinétique,
— V; est I'énergie potentielle,

— D; est 'énergie dissipative.

Pour la Figure (1.2)), on a :

EC = Ecl + E1c2 = %mlx% + %mgl'%
V = "N+W= %/ﬁx% + %ké(xz —x1)? + %kﬂ%
D = 0 (pas d’amortisseurs)
— Masse m; :
0 (0F, 0F, 8V 1
0
8t (mlxl) -0+ kl.ilﬁl k’g(%g — .Tl) =0
donc :
mlil — ]{TQZL‘Q + 1‘1(1{32 + k’1) = 0
Ou encore :
ko (ko + k1)
1 — —T2 — T
mq my

— Masse my :

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)
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o (0E.\ OE, av :
_ — 1.34
0
815 (m2x2> -0+ k?gl'z + kz(&?g — 1'1) F (135)
donc :
mgig + k’gxl — l‘g(k’g + k’Q) =F (136)
Ou encore :
k ks + k F
Gy = —aq — M:@ + — (1.37)
mo mo Mo

En utilisant le changement de variable suivant :

X1 = I
Xo= 1
2= (1.38)
X3 = @
X4= Iy
Conditions terminales :
— Etat initial
X1(0) 5
X5(0 [+ 4
X(0) = 2(0) 1 | 043 (1.39)
X3(0) 0
X4(0) 0
— Etat final n’est pas imposé, donc il est libre.
Contrainte :
Dans ce cas, on a pas de contrainte.
Critére :
L’énergie totale est & instant ¢y est :
1 2 1 2 1 2
J =5 hXi(ty) + 5 ke(Xa(ty) — Xa(ty))” + 5 ks X5(tp) (1.40)

Le probléme de la commande optimale est donné comme suivant :
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1 1 1
min J = = ki X7(t;) + = ka(X3(ty) — Xu(t5))? + = ks X3 (ty) (1.41)
F(t) 2 2 2
Sujet & :
Xi(t) = Xo(t)
X)) = X - B (1.42)
Xs(t) = Xa(t)
Xa(t) = B2 X () - Bt (r) + 20
X,(0) = He
X5(0) = [+¢
2(0) e (1.43)
X30) = 0
X400 = 0

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des notions de base de la commande opti-
male. Nous avons préciser les différentes éléments d’un probléme de commande optimale
(modele, conditions terminales, contraintes et critére). Puis, nous avons illustrer par un

exemple d’application comment formuler un probléme de commande optimale.

Le prochain chapitre sera consacré au calcul des variation utilisé pour résoudre des

probléme de commande optimale.



Chapitre 2

Calcul des variations

2.1 Introduction

Le calcul des variations est une branche importante des mathématiques. Il a été dé-
veloppé dés le 17°™¢ siécle par plusieurs mathématiciens notamment les fréres Bernoulli,
Euler, Gauss, etc... Le calcul des variations a été également utilisé pour la résolution des
problémes d’optimisation dont la solution posséde une certaine régularité. Le calcul des
variations dans le sens le plus large concerne ’étude des problémes d’extrémum impli-
quant des fonctionnelles. Il est analogue a la théorie des minima et maxima de ’analyse
réelle. La seule difficulté supplémentaire est que les inconnues ne sont pas des nombres
mais des fonctions. L’objectif de ce chapitre est de reformuler le probléme de commande
optimale sous forme d’un probléme de calcul des variations sans contrainte , dont le but

est de le résoudre en utilisant I’équation d’Euler-Lagrange.

2.2 Conditions d’optimalité

L’univers de fonctionnalité ou le calcul des variations s’agit de déterminer les optimums
d’une fonctionnelle J : V — R oit V est un espace vectoriel. Le probléme consiste a
déterminer, si elle existe, une fonction x : V — R vérifiant des conditions terminales et
qui optimise une fonctionnelle J.

Dans ce qui suit, on s’intéresse a la résolution du probléme de calcul des variations

suivant :

19
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%gﬂ(ﬂc(t)) = [ gla(t), (), ) dt
Sujet a :

x(to) = 29

x(ty) = xg

g R xR x R* — R est une fonction a plusieurs variable.

Définition 1

20

(2.1)

Si z(t) + 0x(t) et x(t) sont des fonctions qui définisse J, alors la variation de la fonc-

tionnelle J, noté A.J, est donnée comme suit :

AJ (2(t)) = J (x(t) + 0x(t)) — J (x(1))

avec

dx(t) = x(t + 0t) — x(t)

0t est appelé la variation de la fonction z.

Définition 2
La variation de la fonctionnelle J peut s’écrire comme suit :

tf

AJz(t) = / " (@ (t) + Sx(t), #(t) + 6i(t), £) dt — / gz (t), &(t), t) dt

to to

qui peut étre écrite sous forme :

AJx(t) = / " (g (2(t) + 5(t), #(t) + 5(t),1) — g ((t), #(2),1)) dt

to

Exemple 2.1

Par la fonctionnelle J définie comme suit :

la variation NJ est :

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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AJ (z(t),0x(t)) = J(x(t)+o0x(t)) — J (x(t)) (2.7)
= /(x(t)—l—5x(t))2—|—2dt—/ 2*(t) + 2dt (2.8)

2
_ / 252 (t)2(t) + [dw (b)) dt (2.9)
0
Si z*(t) est un optimum de la fonctionnelle J(x(t)), alors ,

5.7 (*(t), 62(t)) = 0 (2.10)

Ou 6J est la partie linéaire en éx de NJ.
Par I'’exemple précédent :
0J =20x(t) z(t)
Le développement de Taylor a l'ordre 2 de J(z + dz) autour de dz(t), 0&(t)) donne :

AJ (z(t),0x(t)) = Y22 (2(t), @(t), )] O (t) + [22 (w(t), 3 (1), )] di(t)

to

<

+1 24 (a(0), 5(0), )] a(t) + L[ 28 (2(0), 5(0). )| #it) (211

Q

+ [fjggb (x(t), &(t), t)] 0x(t)di(t) + o ([0 ()], [02()]%) dt

En considérant les termes linéaires par rapport a dx(t) et 0z(t) dans AJ (x(t), 0x(t)),

ce qui donne :

5. = [g—i (x(t), i (t), t)] Sa(t) + [% (x(t), i (t), t)] 5i(t) (2.12)

Sont la premiére variation de J.

L’intégration par partie de second terme donne :

§J (x(t),6x(t)) = [%(m(t),:iz(t),t)éx(t)]z + [ [52 (x(t), & (1), 1)]
(2.13)

9 [52 (x(t), i (t), 1)) 6 (t) dt

T dt Loz

Pour que z*(t) soit un optimum, la partie linéaire en x(t) doit vérifier 6.J (z(t), 0x(t)) =
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0, ce qui implique :

O Cdt

to

Remarque 2.1

L’optimum d’une fonctionnelle J donné comme suit :

22

09 (o(t), (1) 1) W)r # [ 5w a0.0] - [ 5 @0.a0,0] o) ae =0

(2.14)

(2.15)

Les deuz cas possible sont donnés par les Figure[2.]] et[2.3 dépend de la nature de l’état

final x(ty).

X(t)

) t

0 f

FIGURE 2.1 - Etat final imposé (z(t;) = x;).
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X(t)

) t

0 f

FIGURE 2.2 - Etat final libre x(t).

2.3 Optimum d’une fonctionnelle

2.3.1 Etat final imposé

Dans ce premier cas, on suppose que les instants ¢y et £y sont imposés, et I’état initial
zo = x(to) et 'état final x; = z(t;) sont donnés [4]. Comme le montre la Figure

Le probléme peut se mettre sous la forme :

minJ (z(t)) = [ g(z(t),i(t),t)dt

z(t) to
Sujet a :
(2.16)
o = x(to)
xy = x(ty)

En utilisant ’équation ([2.14), toute trajectoire admissible doit vérifier les conditions
dx(to) = dx(ty) = 0 et donc d’apres (2.13) on doit imposer

dJ(x,dx) = /tf

to

d[@

{g_i (-T(t)wjj(t))t)] ~ 7 |3 (x(t),j:(t%t)} Sx(t)dt =0 (2.17)

Ce qui donne :

(m(t),:i:(t),t)] ~0 (2.18)
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2.3.2 Etat final libre

Dans ce deuxieéme cas, on suppose que les instants ¢y e t ¢y sont imposé, I’état initiale
zo = x(ty) est donné tandis que I'état final z est libre. Comme le montre la figure (2.2)).

Le probléme peut se mettre sous la forme :

mind (a(t) = [} gla(t).(0). )t

Sujet a :
(2.19)
o — l’(to)

xy = libre

En utilisant toujours la relation (2.13). Pour que cette derniére soit nulle, il faut que

les deux termes le soient.
Pour que I'équation ([2.20) soit nulle,

dg

= (a(t), (1), 1) (1) | =0 (2:20)

il faut que dz(ty) = 0 pour toutes les trajectoires admissibles. Et comme z(ts) est libre,
alors dx(ty) # 0. Pour cela, il faut imposer pour ¢ = ;.

99

o (@ (1), (1)) = 0 (2.21)

L’équation ([2.21]) est appelée condition a la limite.

Pour annuler I'équation ([2.17)), il suffit de vérifier 'équation d’Euler Lagrange ([2.18))

associé au probléme avec des conditions aux limites & définir selon la nature de 1’état final.

2.4 Meéthode de résolution d’un probléme de commande

optimale

On distingue deux méthodes [9] : la méthode directe et la méthode de lagrange comme

suit :

2.4.1 Méthode directe

La méthode directe est une méthode qui sert a convertir le probléme de commande

optimale en un probléme de calcul des variations.
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Théoréme 2.1
Si h est une fonction continue sur [to,tf] et si tif h(t)dx(t) dt = 0, alors pour toute

fonction dx continue sur [to, ts], h est identiquement nulle sur [to, t/] .

En appliquant ce résultat a (2.17), une condition pour que z* soit un extrémum ce
résume en équation appelée Equation d’Euler explicité sous la forme suivante :

L (1), 8(0),) - 2 |52 (@), °(0),1)| =0 (2.22)

Remarque 2.3
— L’équation d’FEuler doit étre satisfaite pour les deux cas de l’état final.
— Lorsque la conversion du probléeme de commande optimale en un probléeme de calcul
de variations n’est pas possible, la méthode de Lagrange est la méthode la plus

adéquate.

2.4.2 Meéthode de Lagrange

La méthode de Lagrange, est une méthode qui s’applique a la recherche du minimum
en présence de contraintes. Généralement, on ajoute le multiplicateur de Lagrange A(t)
pour insérer la contrainte modéle dans le critére de maniéré a résoudre un probléme de

calcul des variations & plusieurs variables.

Ainsi, le probléme de commande optimale est reformulé comme suit :

optJ (u(t)) = /f p((t),ult),t) + N (@) — f(x(t),ult),t))dt  (2.23)

u(t) to

Sujet a :
(2.24)
l‘(to) = Zo
x(tf) = xzsou libre

Dans ce cas, g = p(x(t),u(t), t) + AT(t) [z(t) — f(x(t),u(t),t)] et les conditions d’op-

timalité sont données sous la forme :
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-4 (3) =0

2 _ 0 (1) _ (2.25)

99 _ o (@) —0
L oy ot \ax) —

La résolution de ce systéme d’équations permet de déterminer la solution optimale
x*(t) et u*(t).

2.5 Application du calcul des variations & la commande
optimale

Notre objectif est de reformuler le probléme de commande optimale sous contraintes
vu dans 1¢" chapitre en un probléme de calcul des variations sans contraintes pour utiliser
les outils mathématiques classiques du calcul des variations. L’idée principale consiste a
incorporer toutes les contraintes a l'aide des multiplicateurs de Lagrange. S’il n’y a pas
de contraintes, le probléme est un probléme de commande optimale simple. La solution

du probléme doit satisfaire ’équation d’Euler-Lagrange.

Soit le probléme de commande optimale suivant :

T(Q?J(u(t) = /to o(x(t),u(t), t)dt (2.26)
Sujet a :
a(t) = [fla(t),u(t),t) (2.27)
x(ty) = xo
z(ty) = x5 oulibre

Pour transformer ce probléme de la commande optimale en un probléme de calcul des

variations, il faut tout d’abord exprimer u(t) en fonction de x(t) et de &(t), c’est-a-dire :

u(t) = F(x(t), @ (t), 1) (2.28)

Ensuite, on remplace ’équation (2.28) dans le critére pour avoir :
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J(u(t)) = / " g(w (), F(a(t), #(t),1), 1) dt (2.29)

to

Et qu’on peut écrire sous la forme suivante :
ty
Jalt) = [ gtalt). a(e). 1) d (230
to

Au final, le probléme de commande optimale ([2.26|) se raméne au probléme de calcul

des variations suivant :

() = / "o (t), #(t), ) dt (2.31)

to

Sujet a :
(2.32)
x(to) = Xy
x(tf) = xf oulibre
Puis, on utilise ’équation d’Euler-Lagrange pour déterminer la solution.
2.6 Exemple d’application
Un probléme de commande optimale est formulé comme suit :
1 /2
J(z(t)) = 5/ u?(t) dt (2.33)
0
Sujet a :
o (t) u(t)
[ 21(0) | 1] 2.34
o [0 (234)
i 1’2(0) ] i 1 |
)] o
22 — | 1P
i 1’2(2) ] i ]

En appliquant la méthode directe, le probléme de commande optimale prend la forme

suivante :
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Sujet & : -
a1(t) — 2a(t) =0
o ) - (0) 1 ) 1] (2.35)
i l‘g(O) | i 1 i
o _|m@ ] _[o]
(2) n2) o |

Dans ce cas, le probléme posséde la contrainte (Z(t) — z2(t) = 0), alors on utilise la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Ainsi, en introduisant la contrainte dans le
critére en utilisant le multiplicateur de Lagrange A(t), le probléme de commande optimale

prend la forme suivante :

T () = 5 /0 (1) + A1) [#1(1) — wa()] dt (2.36)
Sujet & : ] . o
z(0) = =
|0 ][] (2.37)
o] [o]
(2) = | 5(2) | 0
gl (t), ma(t), @1 (1), 2o (), M(t) = 5() + A(t) [#1(t) — 22(t)] (2.38)

dg 0 (9dg\ S

%‘&(%)‘0 > M)=0 s
dg 0 (0g\ . _
a@‘&(a@)‘o = Al = 2(H) =0 240)
dg 0 (9dg\ _ . .

5‘&(7)‘0 > Gl —mlf) =0 240
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Et 'équation (2.40), il vient :

At C C C
Fo(t) = MG do(t) = ——t + Cy = x9(t) = ——21% + Cot + C
2 2 2 4
L’équation (2.41)), donne :
C C
21 (t) = —1—21153 + 72152 + Oyt + Cy

Pour calculer le x*(¢), il faut déterminer les constantes C7,Co,C5 et Cy.

— Pourt=0,0n a:

ZE1(0)21:> Ci=1

et x2(0)21:> 03:1
— Pourt=2:

11(2)=0=—-%1 420, +3=0
et ZEQ(2):O:>—01+202+1:0:> 01:—6

et Cy=—T/2

La solutions du probléme est :

1, 7

Ti(t) = 5153 — Z152 +t+1 (2.42)
3, 7

Ty(t) = §t2 — 5t (2.43)

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté ’équation d’Euler-Lagrange qui permet de ré-
soudre un probléme calcul des variations. Puis, nous avons utilisé cette équation pour
résoudre un probléeme de commande optimale soit en utilisant la méthode directe ou la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Un exemple d’application est donné pour illus-

trer ces deux méthodes.

Le chapitre qui suit sera consacré aux généralités d’optimisation et on se focalisera sur

I'optimisation robuste pour résoudre des systémes basé sur l'incertitude.



Chapitre 3

Optimisation robuste

3.1 Introduction

Ce chapitre porte sur une méthodologie spécifique et relativement nouvelle pour le

traitement mathématique d’un probléme d’optimisation avec des données incertaines.

Nous rappelons d’abord quelques bases de ’'optimisation. Puis, nous présentons quelque
méthodes numériques d’optimisation statique, avec et sans contraintes, et les méthodes
évolutionnistes. La fin du chapitre aborde ’optimisation robuste et particuliérement 1’ap-

proche des scénarios.

3.2 Généralités sur Yoptimisation

L’optimisation est une branche des mathématiques qui s’intéresse a la détermination
de certains points particuliers, d’une fonction a plusieurs variables, appelés optimums

(maximums et minimums).

3.2.1 Outils mathématiques

Avant de développer les méthodes d’optimisation, il est nécessaire de présenter quelques
outils mathématiques relatifs au calcul différentiel.
3.2.1.1 Conditions d’optimalité

Soient X une partie de R, a € X et f : X — R une fonction numérique. On dit que

f admet en a un minimum global si f(z) > f(a) pour tout z € X.

On dit que f admet en a un minimum local s’il existe un voisinage V de a dans R"
tel que f(z) > f(a) pour tout x € VN X.

30
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On dit que f admet en a un minimum strict si les inégalités précédentes sont strictes

pour x # a.

Les définitions correspondantes pour maximum s’en déduites en inversant les inégali-

tés. Le terme optimum signifie maximum ou minimum.

3.2.1.2 Fonctions convexes

Définition 3.1
Un ensemble U C R" est dit convexe si Vo ; y € U on a [z; y] C U (quelque soit deux

points dans U, tous les points du segment qui les unit sont dans U).

Définition 3.2

Soit U C R™ un ensemble convexe et f : U € R une fonction.

1. On dit que f est convexe sur U si

fle+(1=Dy) < Uf(2)+ @ =0f(y), VayyeU;vie|o;1] (3.1)

2. On dit que f est strictement convexe sur U si

flz+ (1 =Dy) <Uf(z)+Q-0)f(y), Va;yeU;Vie]l0]] (3.2)

avec r # 1,
3. On dit que f est concave (respectivement strictement concave) si — f est convexe

(respectivement strictement convexe).

3.2.1.3 Minima et Maxima d’une fonction mathématique

Minimum et maximum local
Un point * est un minimum local (respectivement maximum locale) de la fonction f si
et seulement si : f(z*) < f(z) (respectivement f(z*) > f(z)), V€ V(z*) et z* # x.

D’ou V(2*) définit un voisinage de z*.

Un minimum local et un maximum local sont illustrés par la figure respectivement
par les points M1 et M2.
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Minimum et maximum global
Un point z* est un minimum global (respectivement maximum global ) de la fonction
f pour : f(z*) < f(z) (respectivement f(z*) > f(x)), Vo € V(z*) et si les inégalités

sont strictes, on obtient la définition d’un minimum (ot d’un maximum) global strict.

Un minimum global et un maximum global sont illustrés par la figure respective-
ment par les points M3 et M4.

09 A Mg

M2

M1

<V

FIGURE 3.1 — Les maxima et les minima d’une fonction.

3.2.2 Formulation mathématique d’un probléme d’optimisation

Un probléme d’optimisation prend la forme suivante :

opt f ()
zeC

Sujet a : (3.3)
gi(r) =0 i={1,2,...,p}

avec : f R > R, g: R* = RPet h: " - R, f(x) est appelée fonction de
cotit, fonction objectif, ou critére d’optimisation et C' est le domaine admissible

(ensemble des solutions possibles) définit par les contraintes.
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3.2.3 Résolution d’un probléme d’optimisation

On peut résoudre un probléme d’optimisation par différents algorithmes. Ces derniers,

peuvent localiser la solution adéquate de maniére itératives.

3.2.3.1 Optimisation sans contraintes

Cette classe de méthodes est la plus simple. Sa résolution peut étre effectuée par
application de différentes méthodes qui se divisent en deux grandes familles : les méthodes
déterministes (méthode des gradients, méthodes quasi-Newton, ...) et les méthodes non

déterministes ou stochastiques (méthodes Monte-Carlo, algorithmes évolutionnistes, . ..).

Remarque 3.1

Les méthodes déterministes possedent les propriétés suivantes : elles conduisent tou-
jours a la méme solution finale et elles nécessitent relativement peu d’évaluations de la

fonction objectif. Mais elles peuvent se bloquer sur un optimum local.

Par contre, les méthodes stochastique nécessitent un grand nombre d’évaluations de la
fonction objectif. Mais elles possédent la capacité de converger ver le voisinage de [’opti-

mum global.

3.2.3.2 Optimisation avec contraintes linéaire

La programmation linéaire est un probléme d’optimisation dont la fonction objectif et

les contraintes sont des fonctions linéaires.

La forme canonique d’un programme linéaire est donnée comme suit :

minf(z) = ctx

sujet a (3.4)

Ax <b
z >0

avec cet x € R", A € R™", et b € RI.

On peut résoudre ce type de probléme en utilisant par exemple la méthode graphique
et la méthode de simplexe.
3.2.3.3 Optimisation avec contraintes non linéaires

Dans cette section, on cherche a énoncer des conditions d’optimalité au premier ordre

pour des problémes d’optimisation avec contraintes du type égalité, inégalité et mixte.
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Il existe plusieurs méthodes de résolutions d’un probléme d’optimisation avec contraintes
non linéaires comme la méthode du Multiplicateurs de Lagrange, Méthodes de pénalités
et conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

3.3 Meéthodes d’optimisation déterministes

Les méthodes déterministes permettent de résoudre les problémes de maniére exacte en
un temps fini. Généralement, la fonction objectif doit étre strictement convexe et continue.
Les problémes d’optimisations peuvent étre résolus avec différents algorithmes. Dans ce
qui suit, on s’intéressera aux méthodes qui exploitent des conditions d’optimalités pour

trouver un minimum local d’une fonction.
Parmi ces différents algorithmes, ont peut citer;

— Meéthodes de recherche unidimensionnelle : elles sont utilisées dans le cas
d’une fonction mono-variable. Elles sont basées sur des techniques qui permettent
de localiser le point minimal de la fonction & partir de réductions successives de
I'intervalle de recherche. Parmi ces méthodes, citons la méthode de Dichotomie,
la méthode du Nombre d’Or.

— Méthodes déterministes multidimensionnelles : elles sont utilisées a ’optimi-
sation de fonction & un paramétre ou plus. Elles peuvent étre classées selon I'infor-
mation qu’elles utilisent sur la fonction . Elles sont dites d’ordre 0 si elles n’utilisent
que la valeur de la fonction. Elles sont dites d’ordre 1 si elles nécessitent en plus
le gradient de la fonction. Ces méthodes utilisent la notion de la direction de re-
cherche, souvent donnée par le gradient de la fonction. La plupart de ces méthodes
sont d’ordre 1 et exécutent successivement des recherches linéaires en faisant appel a
une méthode unidimensionnelle. Les exemples les plus significatifs de méthodes ana-

lytiques sont la méthode du Gradient Conjugué et les méthodes Quasi-Newton

3.4 Meéthodes d’optimisation stochastique

Les méthodes d’optimisation stochastique s’appuient sur des mécanismes de transi-
tions probabilistes et aléatoires. Cette caractéristique indique que plusieurs exécutions
successives de ces méthodes peuvent conduire & des résultats différents pour une méme

configuration initiale d’un probléme d’optimisation.
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On peut classer ces méthodes en méthodes heuristiques (la plupart de ces méthodes uti-
lisent des processus aléatoires, ...) et méthodes méta-heuristiques (comme les algorithmes

génétique, la méthode de Monte-Carlo et ...).

3.4.1 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques [13], introduits en 1975 par Jean Holland, sont relativement
récents et en cours de développement. De ce fait, ces derniers appartiennent a la famille
des algorithmes évolutionnistes (un sous-ensemble des méta-heuristiques). Leur but est

d’obtenir une solution approchée, en un temps correct, & un probléme d’optimisation .

Un algorithme génétique va reproduire ce modeéle d’évolution dans le but de trouver des
solutions pour un probléme donné. On fera usage, alors, de termes empruntés au monde
des biologistes et des généticiens et ceci afin de mieux représenter chacun des concepts

abordés :

1- Un individu (chromosome) sera une solution potentielle & un probléme donné,
2- Une population sera un ensemble d’individus ou de points de I’espace de recherche,
3- Un géne sera une partie d'une réponse au probléme donc d’un individu,

4- Une génération est une itération de ’algorithme.

Un algorithme génétique va faire évoluer une population dans le but d’en améliorer
les individus. Et c’est donc, a chaque génération, un ensemble d’individus qui sera mis
en avant et non un individu particulier. Nous obtiendrons donc un ensemble de solutions
pour un probléme. Ces derniéres solutions trouvées seront différentes mais de qualité

remarquable.

3.4.1.1 Descriptions des Algorithmes Génétiques

— Codages des données
Le codage des données c’est I'une des astuces qui assure l'utilisation des techniques de
la génétique. Chaque variable ou caractére est codée sous forme d’une chaine élémentaire

selon le codage informatique.
Les codages binaires ont été trés utilisés a l'origine ou alors que les codages réels
sont largement utilisés notamment dans les domaines applicatifs pour 'optimisation de

problémes & variables réelles.

— Génération de la population initiale
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La génération de la population initiale produit une population d’individus non homogéne
qui servira de base pour les générations futures. Le choix de la population initiale est im-
portant pour assurer la convergence vers l'optimum global plus rapidement. La population

initiale est répartie sur tout le domaine de recherche.

— Opérateur de croisement
Le croisement c’est la reformulation des nouveaux chromosomes. Cette opérateur est sub-

diviser en trois croisement :

1. Croisement en un point : il est tout a fait possible de faire des croisements

aléatoires. Illustré par la Figure suivante :

0110

Parent : [ 11101

}—> Enfant : {OHOl}

1110

FIGURE 3.2 — Croisement en un point d’un individu de 4 bits.

2. Croisement en deux point : une solution largement utilisée pour effectuer des

croisements multi-points. llustré par la Figure suivante :

orf10f0111] .o [01]01]0111

Parent : 11]01/0101 11]10/0101

FIGURE 3.3 — Croisement en deux point d’un individu de 8 bits.

3. Croisement uniforme : les bits de la chaine sont comparées entre les deux parents.
Les bits sont échangés avec une probabilité qui est en général de 0.5. Sa probabilité
d’apparition est un parameétre de ’algorithme génétique et dépend du probléme et
de la technique de recombinaison. La probabilité d’un croisement est alors comprise

entre 0 et 1 strictement. [llustré par la Figure suivante :

Pagent - | 011100t f1Lpi0o ] o o o [ 01[01]011]00]11
[ 11]01]010]00]01 ‘ 11[10/010[11]00

FIGURE 3.4 — Croisement uniforme d’individu de 11 bits.
— Opérateur de mutation

La mutation est un changement aléatoire qui introduit des variations dans une chaine d’un

chromosome qui est codée en binaire. La représentation se fait en changement réciproque
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des bits selon la probabilité afin d’avoir la diversité des individus dans la population.
Lorsque le taux de mutation est élevé, on se rapproche d’une recherche purement heuris-

tique. Alors, chaque bit a une probabilité de mutation Pm (taux de mutation).
Parent : [00010101] — Parent : [00000111]

FIGURE 3.5 — La mutation.

— Principes de sélection
L’opérateur de sélection se base sur ces probabilités pour créer une nouvelle population
ol les individus les mieux adaptés possédent un nombre plus important de descendants
(ou copies). Cet opérateur est une version artificielle de la sélection naturelle (c’est a dire,

les individus les mieux adaptés ont tendance a se reproduire plus fréquemment).

Ainsi, pour un individu = d’évaluation f(x), la probabilité d’avoir un descendant est :

_fl)
Z f(a¥)
ot N est la taille de la population, (z¥);—; x est I'ensemble des individus et ¢ est la généra-
tion courante. Cette sélection est nommeée sélection proportionnelle puisque la probabilité

d’avoir un descendant est proportionnelle a la valeur de 'adaptation de 'individu.

Quelques exemples d’utilisation de I'opérateur de sélection :

1. La roue de loterie : La roue est divisée en secteurs et chaque secteur est associé a
un individu. La superficie du secteur étant proportionnelle a la valeur de I'adapta-
tion de l'individu. Les meilleurs individus auront une probabilité plus grande d’étre

choisis.

1. L’élitisme basée sur la mémorisation : c’est la sélection des meilleurs individus
qui seront systématiquement conservés dans la prochaine génération et que les plus

mauvais individus seront éliminés.

1. Le tournoi : un tournoi est organisé entre deux (ou plus) individus et le meilleur
sera introduit dans le mating-pool. Une variante consiste a introduire une probabilité
p sur la victoire du meilleur dans le cas de tournoi binaire. Une valeur peu élevée

de p peut réduire la chance de la sélection.
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3.4.1.2 Le principe de l’algorithme génétique

Le principe de l'algorithme génétique est le suivant : simuler 1’évolution d’une po-
pulation d’individus jusqu’a un critére d’arrét. On génére initialement un grand nombre
d’individus (ou solutions) et I’algorithme les fait évolués en trois phases : reproduction,

croisement et mutation.

Le processus de sélection est basé sur une fonction d’évaluation (ou fonction objectif)
qui correspond a une performance de I'individu. On en déduit une probabilité pour chaque

individu de se reproduire ou de générer des clones (cette probabilité s’appelle fitness).

Finalement, ce processus contribue a produire une population ayant une meilleure

adaptabilité (convergence vers 'optimum).

Création et évaluation d’'une population initial

X

Sélection d’'une population des parents

v

Création d'une population d’enfants par reprodution

;

Sélection des solutions les plus prometteuses

Non Oui
Fin ? Arrét

FIGURE 3.6 — Organigramme d’un algorithme génétique.

La Figure représente 'organigramme d’un algorithme génétique qui résume les

différents étapes.
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Exemple 3.2

Le probléme posé est de trouver le minimum de la fonction f(x) = x+ 2 sur l'intervalle

[0, 40] :

e O
T
o (3.6)
sujet a :
0< =z <40

On fixe la taille de la population & N =4, puis le tirage des chromosomes se fait

aléatoirement sachant que chaque chromosome a 5 bits.
— Tirage et évaluation de la population initiale :

L’évaluation consiste a calculée ’adaptation pour chaque individu retirée, on utilise la
fonction d’adaptation ({3.5)).

| Numéro | Séquence | Individu | P(i) en % |

1 01011 11 18.84
2 10000 16 26.08
3 11001 25 39.13
4 01001 9 15.94

TABLE 3.1 — Calcul de la fonction d’adaptation pour la population initiale
— Sélection de parents :

A partir de la population initiale, on sélectionne les quatre nouveaux individus en
prennent en compte de la valeur de répartition. Par exemple, on prend deux fois 16, une
seule fois 11 et 25.

’ Numéro \ Séquence \ individu ‘

1 10000 16
2 11001 25
3 00111 11
4 10000 16

TABLE 3.2 — Sélection des individus

— croisement :

Le croisement coupe au hasard les chromosomes (individus-parents) en deux parties

et le croisement entre les parties obtenues permet d’avoir les individu descendants.
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16 : 10000 17 . 10001
Parents : Enfants :
25: 11001 24 . 11000
NS
7N
Parents : 11 0011 Enfants : 4+ 00100
16 : 10000 19: 10011
FIGURE 3.7 — Croisement en un point.
— Mutation :

C’est la modification de la valeur d’un bit dans un chromosome d’une maniére aléa-

toire :
19: 10011 — 23: 10111

FIGURE 3.8 — Mutation d’un individu.

— La nouvelle génération est résumée dans le tableau [3.3
— Le minimum obtenu est le nombre 4, nous sommes passé de 9 a 4 aprés une seule gé-
nération (itération). L’exécution de I’algorithme continue jusqu’a satisfaire la condi-

tion d’arrét.

| Numéro | Séquence | Individus | P(i) en % |

1 10001 17 25

2 11000 24 34.27
3 00100 4 78.94
4 10111 23 32.89

TABLE 3.3 — Reproduction d'une nouvelle génération.

3.4.2 Génération des nombres aléatoires
3.4.2.1 Nombre aléatoires

Théoriquement, un nombre aléatoire est un nombre imprévisible, autrement dit tiré
au sort parmi un ensemble de nombres. Les nombres aléatoires sont tres utilisés en ma-
thématiques dans les processus d’optimisation, mais aussi en physique, pour simuler nu-
mériquement des phénomeénes trés complexes. Toutefois, le probléme est qu’un ordinateur
est incapable de tirer un nombre au sort. Il est donc impossible de générer une suite vrai-
ment aléatoire : tout ce que 'on peut espérer, c’est de générer des suites qui vérifient les

théorémes de probabilité.
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3.4.2.2 Une suite pseudo-aléatoire

Une suite pseudo-aléatoire est une suite utilisable pour tout probléme de simulation,
c’est-a-dire qu’elle doit vérifier tous les théoréemes connus du calcul des probabilités. Une
telle suite est généraliste, et on peut 'appliquer a tout probleme avec la certitude qu’elle
fournira lentement mais surement la solution recherchée. Par contre, si on ne désire vérifier
qu’un petit nombre de théorémes de probabilité, on peut construire une suite spécialisée
qui donnera une solution rapide au probléme étudié, mais qui pourra totalement échouer

a d’autres pour lesquels elle n’est pas congue. Une telle suite est appelée quasi-aléatoire.

3.4.2.3 Générateur congruent linéaire

Le générateur congruent linéaire est un des générateurs de nombres aléatoires les plus
courants, certainement grace a sa grande simplicité. Depuis qu’il a été inventé en 1948

par D. H. Lehmer. Il est défini de la maniére suivante :

On choisit un entier m et on travaille dans le groupe Z,, des entiers modulo m . Soient
(a,b) € Z,. Le générateur congruent linéaire est défini par la relation de récurrence

suivante :

Yn+1 = (ayn, +b) modm ,n>0 (3.7)

On dit que :

— m est le module du générateur, a est son multiplicateur, b est son incrément et yq
est le germe du générateur.
— modm est le reste de division de ay, + b par m.
— Yo est initialisé avec une valeur différente a chaque génération, il est comprit entre
0etm—1.
On obtient alors une suite z; de variables aléatoires uniformes sur [0, 1] en posant :

Zi = ,pour1=0,1,2, ... (3.8)

SIs

Théoréme 3.1
Dans le cas ot m = 2", la période du Générateur congruent linéaire est maximale

(vaut m) si et seulement si b est impair et a = 1 mod 4

Théoréme 3.2
Dans le cas ou le module n’est plus nécessairement une puissance de 2. Nous avons le

résultat suivant :
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Soit la suite y,, produite par I'algorithme de I’équation ({3.7)), alors le cycle maximale

est de longueur m si seulement si les trois hypothéses suivantes sont vérifiées :

— Si m est premier, il existe une racine primitive pour m.
— a et m, c et m doivent étre premiers entre eux.

— Si 4 divise m, alors 4 divise a — 1.

Exemple 3.3

Choisissons les parameétres a, b et m comme suit 422, 987 et 2%, le générateur congruent

linéaire suivant ;

Yns1 = (422, + 987) mod 2'° (3.9)

génere les nombres aléatoires 9345,12417,63617,43137, 51329, 34945, 2177 a partir de

3.4.3 Algorithme du Recuit Simulé

L’algorithme du recuit simulé permet de résoudre le probléme d’optimisation. En effet,
son acceptation sera déterminée aléatoirement en tenant compte de la différence entre les
colits. Ainsi, cet algorithme est trés utilisé sur la base d’une analogie thermodynamique.
Le recuit simulé est une méthode d’optimisation importante historiquement. Grace a
son implémentation simple et ses propriétés de convergence intéressantes, elle trouve son
application dans de nombreux domaines dans lesquels on doit résoudre des problémes

d’optimisation difficiles.

3.4.4 Meéthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo [I1][12] a été fondée en 1947 par Nicholas Metropolis

et publié pour la premiére fois en 1949.

D’une maniére générale, la méthode de Monte-Carlo est une méthode d’approximation
par l'introduction de procédés aléatoires. Cela permet d’estimer des valeurs numériques
et de caractériser des systémes complexes.Cette méthode est lente, mais il existe des cas
ou c’est la seule technique accessible.

— Principe de la méthode de Monte-Carlo
Un algorithme d’optimisation concrétise également un choix entre ’exploration de l'es-
pace, nécessaire a la recherche de 'optimum global, et ’exploitation des résultats obtenus

pour réduire le cotit de la recherche de 'optimum local. Par exemple, la méthode de
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Monte-Carlo permet une bonne exploration de ’espace, puisque tout point a une proba-
bilité identique d’étre atteint, mais il n’y a pas d’exploitations des résultats déja obtenus.
La méthode se base sur un tirage aléatoire de solutions. L’algorithme a d’autant plus de

chance de trouver la solution optimale globale que le tirage est élevé.

Création et évaluation d’une population initial

)

Générer une nouvelle solution

!

Evaluer et comarer la nouvelle solution

!

Méttre a jour la base de donnée

Non Oui
Fin ? Arrét

FIGURE 3.9 — Organigramme de la méthode de Monte-Carlo

3.5 Optimisation en présence d’incertitudes

Souvent on a besoin d'un ensemble d’outils qu’on pourrait utiliser dans des situations
ou on connait quelque chose sur l'incertitude. Mais une distribution n’est pas connue car
une approximation du vrai probléme stochastique peut étre relativement plus simple a dé-
finir et & résoudre qu'un programme stochastique. Une approximation peut étre meilleure

qu'une formulation déterministe.

L’optimisation sous incertitudes comporte deux catégories de problémes :



Optimisation robuste 44

Les problémes d’optimisation robuste et le probléme d’optimisation semi-infini. Ces

deux catégories se différencient par la formulation des problémes.

3.5.1 C’est quoi 'optimisation Robuste

L’optimisation robuste consiste a rechercher 'optimum d’une fonction objectif dont

les paramétres sont incertains. Dans ce cas, 'optimum dépend des incertitudes.

3.5.1.1 Formulation d’un probléme d’optimisation robuste

La formulation générale d’un probléme d’optimisation robuste est de la forme :

minmazx f(a,x) (3.10)

avec a un parameétre incertain borné comme suit : @i, < a < Anaz-

Dans ce cas, on minimise la fonction f(a,z) par rapport a x lorsque l'incertitude a

maximise la fonction f(a,z), le pire cas de I'incertitude.

3.5.1.2 Probléme d’optimisation Semi-Infini

Un probléme d’optimisation semi-infini [10] est dit en anglais Semi-Infinite Programm-
ming, c’est un probléme d’optimisation dont le nombre de variable de décisions est infini

et le nombre de contraintes est infini.

Ainsi, en considérant un ensemble de valeur pour l'incertitude a soit :

{a(i) i=1,...400
Cette ensemble doit étre infini pour se rapprocher de la réalité.
Le probléme min maz de (3.10) peut s’écrire sous la forme suivantes :

min h

Suget a (3.11)

On constate que le probléme d’optimisation possédé x et h comme variables d’optimi-

sation et une infinité de contraintes f(a® , x) pour (i = 1,...,+00).
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3.6 Optimisation par ’approche des scénarios

Pour résoudre un probléme d’optimisation, on utilise deux approches :

3.6.1 Approche du pire cas

Dans ce cas, on essaie de prendre en considérations la totalité du domaine de I'incer-
titude. Cette approche consiste a résoudre un probléme d’optimisation semi-infini qui est

en général trés difficile a résoudre.

3.6.2 Approche des scénarios

Dans ce cas, on essaie de sélectionner un ensemble d’échantillons de I'incertitude pour
avoir un nombre fini de contraintes. Cette approche représente une relation de I’approche
du pire cas. Ainsi en choisissant N échantillons (¥, on obtient le probléme d’optimisation

suivant :

man h
Sujet a :
fa®W z) < h (3.12)
fla®.z) < h
fa™ z) < h

Ainsi, pour avoir une solution avec une probabilité de succés Pr, le nombre N doit

étre choisit tel qu’il est spécifie par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1

Pour déterminer le nombre d’échantillons V. Ainsi, si on choisit un parameétre de risque

e € [0,1] et un parametre de confiance 5 € [0,1]. Si :

2 1

avec d nombre de variables de décisions,
alors la probabilité Pr > 1 — (.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé des notions élémentaires de I'optimisation. Nous
avons, aussi, présenté quelques méthodes de résolutions. Ensuite, nous avons introduit
I'optimisation robuste et la méthode des scénarios.

Dans le chapitre qui suit, on s’intéressera a l'utilisation de la méthode des scénarios

par la résolution d’un probléme de commande optimale incertain.



Chapitre 4

Commande optimale d’un systéme

Incertain

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d’un probléme de commande optimale
d’un systéme incertain. L’idée consiste a transformer le probléme de commande optimale
en un probléme d’optimisation robuste. Puis, en utilisant ’approche des scénarios on

détermine la commande optimale.

4.2 Formulation du probléme de la commande optimale
Soit le probléme de commande optimale suivant :

min J (u(t)) =1 [V (2()TQa(t) + uT(t)Ru(t)) dt

u(t) -2t
Sujet a :
(4.1)
i = Ax(t) + Bu(t)
l'(to) = 29
w(ty) = xy

L’objectif consiste a déterminer u(t) lorsque les matrices A et B sont incertaines.
Comme le critére est quadratique et le modéle est linéaire, alors la loi de commande est

sous forme d’état :

u(t) = —kx(t) (4.2)

avec Amzn S A S Amax et Bmm S B S Bmam‘

47
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Ainsi le probléme de commande optimale peut s’écrire comme suit :

min mag J=1 [0 Q x(t) +uT(t)Ru(t))dt

2 Jto
Sujet a :
(4.3)
t = Axz(t) +Bu(t)
z(ty) =
x(ty) = g

4.3 Formulation sous forme d’un probléme d’optimisa-
tion
En remplagant la commande (4.2)) dans le modéle et le critére, on obtient :

#(t) = (A — Bk) (t) (4.4)

donc,

J = 3 [ (=)"Qu(t) + 2TKT(t) R ka(t)) dt

4.5
L[ [Q + KTRE] x(t)dt (45)
La résolution de I’équation (4.4) conduit a la solution suivante :
z(t) = eA BRIz (0) (4.6)
qu’on peut écrire sous la forme suivante :
z(t) = ® (A, B, k,t) z(0) (4.7)
Ot @ représente la matrice de transition.
On remarque pour t = ty, on a :
@ (A, B, k,t) 2(0) = 2 (4.8)
On remplace la solution (4.7) dans le critére (4.5)), il vient :
1 [
J= 5/ T (0)2T(A, B, k,t) [Q + k" RE| (A, B, k,t)z(0)dt (4.9)
to

Cette intégrale est facile a évaluer pour avoir :

J = f(A,B,k) (4.10)
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Ainsi, le probléme d’optimisation robuste est donné comme suit :

min n}ﬂgc f(A, B k)

Sujet a : (4.11)

@(A, B, k), tf).T(O) =Ty
Ou k est la variable d’optimisation, A et B sont des incertitudes.

Alors, en utilisant 'approche des scénarios présentée dans le chapitre précédent, on sé-
lectionne N échantillon A® et B® (i = 1,..., N) pour relaxer le probléme d’optimisation

comme suit :

min h
k

sujet a : (4.12)
f(AD BO By <h i=1,...,N

Pour la résolution de ce probléme d’optimisation, on utilise les algorithmes génétiques.

4.4 Exemple d’application

4.4.1 Exemple 1

Soit le probléme de la commande optimale suivant :

J:f02x2+u2dt

Sujet & :
(4.13)
r = —a x+bu
z(0) = 1
Oul<a<2et2<b<3. On doit concevoir une commande de la forme u = —kzx.
En remplacant cette commande dans le modéle, on obtient :
&= —(a+bk)x(t) (4.14)
La solution de cette équation est :
x(t) = e~ (@tR)! (4.15)

En remplacant cette derniére dans le critére, on obtient :
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2
J= / 672(a+bk)t + k2672(a+bk)tdt (416)
0

L’évaluation de l'intégrale donne :

J(a,b, k) = —(22(0) (1/exp(da + 4bk) — 1) (k2 + 1)) /(2(a + bk)) (4.17)

Donc le probléme min maz (probléme d’optimisation robuste) a résoudre est :
min maxJ (4.18)
k a,b

Le nombre d’échantillons donné par la relation (3.13]) est : N = 1782 pour un facteur
de risque € = 0.01 et un paramétre de confiance 8 = 1073 et un nombre de variables de

décision d = 2.

Donc pour avoir un correcteur robuste, on considére 1782 valeurs aléatoires pour les
incertitudes, c’est-a-dire 1782 contraintes.

Alors le probléme d’optimisation standard a résoudre est :

min h
k

Sujet a : (4.19)

J(as b k) —h <0 i=1,... 1782

La résolution de ce probléme d’optimisation en utilisant les algorithmes génétiques

conduit au résultat suivant :

o = [h* k*] = [0.3121 0.6303] (4.20)

L’évaluation de I'état du systeme pour 1782 autres incertitudes générées aléatoirement
est données par la Figure
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2.5 3

FIGURE 4.1 — La trajectoire du 1*ordre d'un systéme incertaines.

4.4.2 Exemple 2

Soit un probléme de commande optimale suivant :

J = [Zadt
jet a :
wese (4.21)
I =—ar —bxr+u
z(0) =1

Oul<a<2et2<b<3.0ndoit concevoir une commande de la forme u = kjz+ko.

Le probléeme min max d’optimisation robuste & résoudre est :

min max.J (4.22)
kike b

Le nombre d’échantillons donné par la relation (3.13) donne : N = 5206 pour un
facteur de risque ¢ = 0.01 et un paramétre de confiance 8 = 1072 et un nombre de

variables de décision d = 3.

Donc pour avoir un correcteur robuste, on considére 5206 valeurs aléatoires pour les

incertitudes, c’est-a-dire 5206 contraintes.
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Alors le probléme d’optimisation standard & résoudre est :

min h
k
Sujet a : (4.23)
J(Gi,bi,kl,kfg)—hgo Z:1,,5206

La résolution de ce probléme d’optimisation en utilisant les algorithmes génétiques

conduit au résultat suivant :

ot = [h* K k3] = [0.2349 — 21.8473 — 6.4552] (4.24)

L’évaluation de I’état du systéme pour 5206 autres incertitudes générées aléatoirement
est données par la Figure

FIGURE 4.2 — La trajectoire d’un systéme incertaines du 2°™¢ ordre

Remarque
On remarque que I’évaluation de I'état est presque la méme par les différents in-
certitudes. On note une légeére différence dans le régime transitoire du a l'influence des

parameétres a et b.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué I'approche des scénarios par la résolution d’un

probléme de commande optimale d’un systéme a paramétre incertain.

Nous avons considéré le cas de la commande linéaire quadratique. Pour ce probléme, on
a montré facilement comment concevoir le probléme linéaire quadratique en un probléme
d’optimisation robuste. Pour la résolution de ce dernier, nous avons adopté ’approche des

scénarios. Deux exemples illustratifs ont été présentés.

Les résultats de simulation obtenus ont montré ’apport du correcteur robuste.



Conclusion générale

Le probléme traité dans ce mémoire concerne la commande optimale d’un systéme
incertain. On s’est intéressé au probléme de commande linéaire quadratique. L’objectif
consiste a proposer une approche pour la détermination de la commande optimale pour

un systéme dont les paramétres sont incertains.

Aprés avoir expliquer les différents étapes de formulation d’un probléme de commande
optimale, nous avons présenté la méthode de calcul des variations utilisée pour la détermi-
nation de la commande optimale. Ensuite, nous avons présenté ’approche des scénarios
utilisée pour la résolution d’un probléme d’optimisation robuste. A la fin, nous avons
proposer une approche indirecte, basée sur 'approche des scénarios, permettant de ré-
soudre un probléme de commande optimale en présence des incertitudes. L’approche a

été illustrée par deux exemples d’application.

L’approche proposée consiste & convertir un probléme de commande linéaire quadra-

tique en un probléme d’optimisation robuste.

L’objectif est d’utiliser les méthodes d’optimisation classique pour déterminer les gains
optimaux d’un retour d’état. Ainsi, le probléme d’optimisation classique est obtenu en
relaxant le probléme d’optimisation robuste en utilisant I’approche des scénarios. Deux
exemples ont été développés et les résultats obtenus montrent clairement la robustesse de

retour d’état.
Dans ce mémoire, on s’est intéressé au cas de la commande linéaire quadratique, alors

il est intéressant de 1’étendre & d’autres problémes plus compliqués en utilisant d’autres

techniques indirectes.

o4
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Résumé

La résolution des problemes de commande optimale pour les
systemes incertains est tres difficile en utilisant les méthodes directes
(Equation d'Euler-Lagrange, Principe du minimum et programmation
dynamique). Une alternative intéressante consiste a utiliser les
méthodes indirectes dont le principe consiste a convertir le probleme de
commande optimale en un probleme d'optimisation statique.

Néanmoins, le probleme d'optimisation est du type minmax qui de
complexité NP. Dans ce mémoire, on propose d'utiliser I'approche des
scénarios pour résoudre un probleme de commande linéaire
quadratique d'un systeme incertain.

Mot clé :

Commande optimale, Optimisation robuste, Approche des scénarios,
Algorithmes génétique et Systéme incertains.
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