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Introduction générale

L’optimisation [5] est un concept qui fait partie intégrante de la vie courante. Citons
quelques exemples tout a fait banals, mais représentatifs :

a. Quel est le meilleur itinéraire pour aller d'un point A a un point B en voiture ?
b. Au tennis, comment maximiser 1'effet, la vitesse d’une balle de service ?

c. Peut-on gagner contre la banque a la roulette au casino ?

d. A la bourse, comment maximiser les profits tout en minimisant les risques ?

e. Pourquoi tel composant chimique réagit-il avec tel autre ? etc.

Une stratégie raisonnable est d’essayer de modéliser chacun de ces problemes, c’est-a-dire
de les reformuler sous une forme mathématique, puis de résoudre/optimiser les modeles
mathématiques ainsi obtenus, et enfin de tester les résultats sur les situations pratiques. De
fait, cette activité est du ressort du physicien, du chimiste, de I’économiste, du mathématicien

Parmi tous les problemes rencontrés par le chercheur, 'ingénieur, le gestionnaire ou
I’économiste, les problemes d’optimisation occupent une place de premier ordre. Ils ap-
pariassent dans divers domaines tels que la médecine, les télécommunications, le secteur
économique. Par ailleurs, parmi ces problemes d’optimisation discrets, un grand nombre,
difficiles a résoudre, se formulent aisément comme des programmes mathématiques avec un
objectif quadratique convexe.

L’ingénieur, a qui revient la charge de résoudre ces modeles, se doit de les bien connaitre,
notamment en ce qui concerne les hypotheses sous lesquelles le modele est valide, avant d’en-
visager leur résolution.

Le domaine de ’économie offre un large éventail d’applications. En effet, la mesure de I'effica-
cité des systemes étudiés s’exprime sous forme de rapport entre les critéres techniques et/ou
économiques, comme : Rendement /risque : Kallberg Ziemba (modele concave), Rendement
/risque : Harry Markowitz (modeéle convexe quadratique), Rendement/investissement :Hei-
nen, Mjelde (modele concave quadratique avec contraintes linéaires) ;

Cotut/temps : Derman, Klein (modele linéaire), Productivité : Gutenberg (modele linéaire).)

Exemples :
e Téléphonie mobile.
e Equilibre d’un fil pesant.
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e Gestion d’énergie.
e Optimisation de portefeuille.

Ce mémoire comprend trois chapitres, au premier chapitre nous présentons les bases théoriques
et numériques de I'optimisation convexe et quadratique car elle est tres utilisée dans les appli-
cations pratiques et théoriques. Au second chapitre, nous présentons le modele de Markowitz
pour la gestion de portefeuille. Une application est présentée au troisieme chapitre, nous
terminons ce mémoire par une conclusion et des perspectives.



Chapitre

La convexité et les problemes d’optimisation
convexe

1.1 Introduction

En général optimiser signifie le fait de chercher une configuration optimale d’un systeme,
c’est a dire, chercher la meilleure configuration parmi tous les configurations possibles du
systeme et ceci, par rapport a un critere donné.
Pour décrire (et éventuellement résoudre) un probléeme d’optimisation nous utilisons la modélisation
mathématique, donc 'optimisation est une branche des mathématiques. Dans la pratique, on
part d’un probleme concret, on le modélise et on le résout mathématiquement (analytique-
ment : probleme d’optimisation, numériquement : programme mathématique).

1.2  Quelques définitions :[5][8][14][15]

Définition1 :[14]
Dans les problemes d’optimisation, avec ou sans contraintes, une notion va jouer un role tres
important : celle de convexité. En effet, pour la plupart des algorithmes que nous décrirons,
la convergence vers un optimum global ne pourra étre démontrée qu’avec des hypotheses
de convexité ( qu’il sera parfois possible d’affaiblir en ayant recours a la notion de quasi-
convexité).
Définition2 :
e [’analyse convexe : est une théorie située entre I'algebre linéaire et ’analyse non Linéaire,
dans laquelle les objets étudies, bien que non linéaires, sont contraints de vérifier une condi-
tion particuliere qui leur confere des propriétés remarquables. Cette théorie et ses concepts
interviennent en optimisation pour de nombreuses raisons. Par exemple, I’écriture des condi-
tions d’optimalité passe par le linéarisé de l’ensemble admissible, qui est un cone; un objet
qui n’appartient pas a I’algebre linéaire mais a ’analyse convexe. Autre exemple : dans les
problémes d’optimisation convexe (critere et ensemble admissible convexes), tous les points
stationnaires sont des minima globaux, ce qui simplifie singulierement le probleme.
Définition3 :[14]
e Programmes convexes : on dit qu’un probleme de programmation mathématique est convexe
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sl consiste a minimiser une fonction convexe ( resp : maximiser une fonction convexe) sur
un domaine convexe fermé.

La propriété fondamentale des programmes convexes apparait alors dans le résultat suivant :
Théoreme3 :

Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global. Pour plus de détails,
on pourra se reporter a l'ouvrage de référence [14].

Définition4 :

e Fonctions convexes : soit £ un espace vectoriel sur R. On note R = R U {—o0, +00} la
droite achevée.

En analyse convexe et en optimisation, il est parfois intéressant de pouvoir considérer des
fonctions pouvant prendre des valeurs infinies. En analyse convexe, plutot que de définir une
fonction convexe comme un couple forme d’un ensemble convexe U et d'une fonction f définie
sur U ayant une propriété bien particuliere (une approche que I’on rencontre encore parfois),
il est préférable de dire que cette fonction prend des valeurs infinies en dehors de U. On évite
ainsi de devoir décrire U avant de définir f, en particulier lorsque f est construite par une
des opérations non triviales que nous verrons dans lesquels il est compliqué de déterminer
I’ensemble U'.

Ce travail se situe donc sur le terrain de 'optimisation non linéaire, et plus exactement de
I'optimisation convexe, comme le suggere son titre.

Remarque :

Comme on vient donc de le voir, I’objet principal est celui de I'optimisation :

e A un seul critére (sous contraintes),

e déterministe,

e en variables continues,

e ct dans un cadre convexe.

Ce dernier point signifie que les fonctions du probleme (cott et contraintes) seront supposées
convexes (et méme affines pour les contraintes d’égalité). On parle alors d’optimisation ou
de programmation convexe.

Ce sujet de recherche a connu un fort développement apres le succes initial de la program-
mation linéaire dans les années soixante[14] et il s’est constitué en une théorie cohérente
représentant la premiere incursion structurée dans le domaine de 'optimisation non linéaire.
Bien que la convexité ait une interprétation économique claire (phénomene des cotits mar-
ginaux croissants), beaucoup de problémes rencontrés dans la réalité ne sont pas convexes.
Cependant, puisque 'on s’intéresse a l'optimisation de fonctions disons a la minimisation
pour fixer les idées au voisinage immédiat de leur minimum, les fonctions ont nécessairement
une forme convexe. L’hypothese de convexité globale peut donc étre considérée comme une
idéalisation (nécessaire dans toute théorie mathématique) ou 'on pourra étudier sur tout
I'espace (globalement) des phénomeénes qui risqueraient de n’apparaitre en réalité que lo-
calement dans la région qui nous intéresse. Tant que ’on n’utilise que des concepts locaux
(variations infinitésimales autour d’un point), il y a peu de chances que l'aspect qualitatif
des phénomenes change radicalement du fait de cette extension a tout ’espace de propriétés
seulement locales. On s’est simplement placé dans un cadre mathématique plus agréable.
Cependant, des que 'on commence a tirer des conclusions globales d’hypotheses de convexité
(et on rencontrera plusieurs circonstances de cette nature), alors il y a fort a parier que
ces conclusions soient qualitativement différentes si on renonce aux hypotheses de convexité,
avant d’aborder le sujet de 'optimisation proprement.

En résumé, 'optimisation est une branche des “sciences de la décision” : son but est de
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spécifier la décision souhaitable parmi toutes les possibilités d'un espace de décisions, par le
choix d’un “critere” ou “fonction cott” et par le choix de contraintes. Ces choix préalables
sont “arbitraires”, mais une fois ceux-ci arrétés, une décision devient “meilleure” que toutes
les autres. Il s’agit alors de :

e caractériser cette décision pour la reconnaitre (conditions d’optimalité) car la définition
initiale de 'optimalité n’est pas utilisable de facon opérationnelle.

e puis de la calculer (algorithmes).

La théorie mathématique de 'optimisation est traitée de ces deux questions mais seule la
premiere qui est abordée.

La convexité est a la base une propriété géométrique, assez intuitive d’ailleurs, qui permet
de caractériser certains objets. On voit assez bien ce qu’est un objet convexe dans un espace
a deux ou trois dimensions. Nous allons maintenant montrer comment cette propriété peut
aussi s’appliquer aux fonctions de R™ dans R.[5][6][8][14]

1.3 Ensemble convexe[10]

Définitionl
Un ensemble U C R™ est dit convexe si pour tout couple (z,y) C U? et VA € [0,1] on a

A+ (1-NyelU

Ensemble non convexe

Ensemble convexe

FI1GURE 1.1 — La représentation d’un ensemble convexe et d’un ensemble non convexe.

D’une fagon équivalente, on peut dire que U est convexe si et seulement si, pour deux
points quelconque x et y pris dans U, le segment [z, y| est tout entier contenu dans U.

plus généralement, étant donné P points de R" (2!, z?%, ..., zP) on dit que z € R™ est combi-
naison convexe de ces P points s'il existe des coefficients Ay, Ay ..., A, (A, > 0,Vi=1,2,....p)
tels que :

—_— P %
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avec \; > 0et X2_ N\, =1

On vérifie aisément qu'un ensemble U C R™ est convexe si et seulement si tout point, combi-
naison convexe de points de U, est dans U. On peut citer quelques cas particuliers : R™ tout
entier est un ensemble convexe, de méme qu’un singleton {a}.

Par convention I’ensemble vide {¢} est convexe.

Propriétél :
Soit une famille {U;},—1., d’ensembles convexes et S = N, U; Alors S est convexe.

1.4 Cone convexe

Dans la formulation des contraintes d’inégalités, les cones joueront ultérieurement un role
essentiel.

Définition2

Un sous-ensemble U est un cone si :

Vee UVA> 0= x e U

Un cone est donc une union de demi-droites fermées issues de 'origine.

FIGURE 1.2 — La représentation d'un cone convexe.
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1.5 Fonctions convexes[10][14]

Définition3
e Soit U, U # ¢ C R" , convexe.
La fonction f : R" — R est dite convexe dans U si, VA € [0, 1],Vx,y € U,

fOz4+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1= N)f(y)

e Fonctions affines : une fonction f: U — R est dite affine si elle vérifie pour tout
rz,yceUettout A€ R: f((1—=XNzx+Ay)=(1-=Nf(z)+Af(y) ()

Remarque
Avec la convention (400) + (+00) = 400, (+00) + a = +00 pour tout a € R, et
(+o0)a = (a,/ | a|)oo pour tout a € R différent de 0.
e Soit U,U # ¢ C R", convexe.
la fonction f: R" — R est dite concave dans U si (—f) est convexe dans U.
e Par convention, la fonction identiquement égale & (—o0) ou +(c0) est a la fois convexe et
concave.

f(b)

Af(a)+(1-Nf(b) /
fia)

fira+{1-A)b)}

a Ma+(1-A)b b

FI1GURE 1.3 — la représentation d’une fonction convexe.

Soit U, U # ¢ C R",
e On appelle domaine de f noté par dom(f) le sous-ensemble de U ou f prend des valeurs
finies :

dom(f) ={z €U/ f(z) < +o0}

e L’épigraphe d'une fonction f, noté épi(f), est 'ensemble des vecteurs a (n+ 1) composantes
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(s,z) tels que f(x) < s:

{(s,z)/f(z) <s,x € R",s € R} C Rt

Propriété(épi(f)) :
Une fonction f est convexe si et seulement si épi(f) est un ensemble convexe.

FIGURE 1.4 — La représentation de I’épigraphe d’une fonction convexe.
On introduit maintenant les raffinements suivants.

e Une fonction f est strictement convexe si elle est convexe et si I'inégalité stricte a lieu
dans (¥ )desque x # y et A €]0, 1[.
Autrement dit, le graphe de la fonction n’a pas de partie affine.

e Une fonction f est fortement convexe (de module b) si, 3b > 0 : Vz,y € U,VA € [0,1] :

FOz+ (1 =Ny) <Mf(@) + 1 =Nfy) —bAL=A) [z =y [* /2

Une fonction fortement convexe est strictement convexe mais la réciproque n’est pas vraie.

e Enveloppe convexe :
Soit P une partie de U. L’intersection de convexes étant convexe, on peut parler du plus petit
convexe contenant P, qui est donc 'intersection de tous les convexes contenant P. C’est ce
que l'on appelle 'enveloppe convexe de P.

1.6 Fonctions convexes différentiables (on a deux cas)[10][14]

1.6.1 Rappels: (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)[9]

Soit K un convexe dans ) ouvert de U. Soit f : ) — R dérivable sur 2 C R.
1. f est convexe sur K si et seulement si : f(x) > f(z0) + f (z0)(z — 20),Va, 20 € K.
2. f est strictement convexe sur K si et seulement si : f(z) > f(20) + f (z0)(z — 20), VI, 20 €

10
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Py

Fy

FIGURE 1.5 — La représentation d'une enveloppe convexe.

K, x # x.

3. On suppose que f est deux fois dérivable dans €2. Alors f est convexe sur K si et seulement
si: f'(x)>0;Vr, € K.

4. On suppose que f est deux fois dérivable dans . Si f* > 0Vz € K, Alors f est strictement
convexe sur K.

Définitionl :

Convexité et Gradient : f fonction différentiable de U C R™ dans R, U ensemble convexe
ouvert :

e [ convexe <= Vr,y € U, f(y) — f(z) > (y — 2)Tg(x).

e [ strictement convexe < Vr,y € U, f(y) — f(z) > (y — x)Tg(x).

Interprétation géométrique : tangente au-dessous de la courbe.

Définition2 :
Convexité et Hessien : f fonction deux fois différentiable de U C R™ dans R, U ensemble
convexe ouvert :
e f convexe <= Vz € R", H(z) semi-définie positive.
e f strictement convexe <= Vz, € R", H(z) définie positive.
Définition3 :
» Définition de la matrice Hessienne :
En général, une fonction de deux variables admet quant a elle deux dérivées partielles, I'une
par rapport a la premiere variable et I’autre par rapport a la seconde. Il n’existe donc pas
un nombre dérivé comme avec une fonction d’une seule variable mais un couple de variables,
c’est-a-dire un vecteur que I’on nomme gradient.
Une fonction de deux variables admet elle aussi des dérivées secondes, mais cette fois-ci il y
en a quatre :
Soit une fonction f(z,y) définit sur un ouvert :
Supposons que f peut étre dérivée deux fois par x, deux fois par y, par x puis par y et enfin
par y puis par x.
La matrice hessienne est la matrice n X n de ces quatre dérivées partielles en un point. Elle
est symétrique puisque nous venons de voir que les deux dérivées croisées sont identiques.

11
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FIGURE 1.6 — La représentation d'une fonction différentiable convexe

Si f: R" — R est de classe C? alors on définit la matrice Hessienne de f par :

02 f 02 f
8_:C%<x) e 0x10xn <I>
Hy(z) =
9?2 0?2
() gr(@)

1.7 Fonctions quasi convexe :

Une fonction f définie sur un ensemble convexe U dans R" est dite quasi convexe si :
pour chaque z,y € U on a :f(x) < f(y). On ait :

VYA €0,1], f(x) < f(y) = flAz + (1 = Nyl < f(y)

Ceci nous amene a la notion moins restrictive de quasi-convexité.
Définition :[14)]
La fonction f : R® — R est quasi convexe dans un convexe U C R" :

fQz + (1= Ny) < maz{f(z), f(y)}

1.7.1 Les problémes d’optimisation non linéaire :[23]

Définition :
La dichotomie “linéaire/non linéaire” est assez classique en Mathématiques méme si elle

12
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FIGURE 1.7 — La représentation d’une fonction quasi-convexe

représente une partition faussement symétrique (dans le monde du “non linéaire” il y abeau-
coup de sous-catégories). En optimisation, on parle, du c6té linéaire, de programmation
linéaire. La programmation linéaire, qui pourrait n’étre considérée que comme un cas par-
ticulier de la programmation convexe, elle-méme sous-catégorie de la programmation non
linéaire, est bien plus que cela en fait. Historiquement, elle a occupé le devant de la scene
en optimisation dans les années soixante sous l'impulsion de George B. Dantzig[14], et on
peut dire que dans beaucoup decercles, “optimisation” a été pour un temps synonyme de
“programmation linéaire”. Techniquement, bien que cas particulier de la programmation
convexe, le contexte de la programmation linéaire permet des développements qui lui sont
spécifiques. Ce fut en particulier le cas sur le plan algorithmique avec le fameux algorithme du
simplexe[7] qui exploite un certain aspect combinatoire de la programmation linéaire méme
en variables continues. Les développements algorithmiques plus récents par les méthodes de
points intérieurs[14][15] ont sérieusement réduit 'écart entre programmation linéaire et non
linéaire. Toujours est-il que la programmation linéaire, par ses spécificités, constitue a elle
seule un objet de cours. Elle ne sera pas abordée explicitement ici, méme si les techniques de
dualité qui y seront développées s’appliquent aussi bien & son cas[5].

1.7.2 Formulation générale des problemes d’optimisation non linéaire :

La forme générale d’un probléme d’optimisation est la suivante :

Avec g désigne ce que nous appelleront des contraintes d’inégalité et h des contraintes
d’égalité.
I'objectif est la présentation de techniques permettant de résoudre le probleme (PC'), ainsi

13
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que des problemes ot soit un seul des deux types de contraintes est présent, soit des problemes
ou il n’y a pas de contraintes du tout. Nous noterons ces types de problemes ainsi :

a. (PM) probleme général, avec contraintes d’inégalité et d’égalité (mixtes),

b. (PCE) probleme avec contraintes d’égalité,

c. (PCI) probleme avec contraintes d’inégalité,

d. (P) probleme sans contraintes.

Il va de soi que la plupart des problemes réels ou industriels ne sont pas initialement sous une
des formes proposées. C’est pourquoi un des premiers travaux consiste en général a mettre
le probléme initial sous une forme (PC').

1.7.3 les problémes d’optimisation sans contraintes :[6][14]

Définitions dans le cas général :
On veut résoudre mingepn f(x) ou maz epn f(x) i.e. on cherche v valeur optimale et zq tel
que f(z0) = v.
Soit x € V(xy).
1. On dit que z( est un minimum local si : 3V (zg) tel que VY € V(xg), f(x) >
2. On dit que zy est un minimum local strict si : 3V (xg) tel que Vo € V(x9), f
3. On dit que zy est un minimum global si : Vx € R", f(z) > f(z0),
4. On dit que zg est un minimum global strict si : Vx € R" | f(z) > f(xo),
On définit de la méme fagon un maximum local, maximum local strict, maximum global,
maximum global strict, en renversant les inégalités.
Le probleme que 'on étudie ici est celui de la recherche du minimum (ou maximum) d’une
fonction f de n variables x1, %9, ..., %, avec f € C? non continue.
Soit f: R" — R qui & tout x € R", (21,3, ..., 2,7, associe la valeur réelle :
f(x) = (z1,29,...,2,)

On cherche & résoudre :

[ (o),
() > f (o),

z € R"

{ min f (z)

Il s’agit donc de déterminer un point x* de R™ tel que :
VeR": f(z%) < flx) (1)

C’est-a-dire un minimum global de f sur R".

Pour beaucoup de problemes d’optimisation sans contrainte, en I’absence de propriétés parti-
culieres (telles que la convexité et la quasi-convexité), les principales méthodes de résolution
connues ne permettent pas la détermination d’'un minimum global : il faut alors se contenter
d’optimums locaux, c’est-a-dire de points qui vérifient (I) seulement dans un voisinage de
x*.

Définitionl :

» Rappelons que la condition de semi-définie positivité s’exprime par :
Yy e R y" V2 f(a*)y > 0
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» Et la condition de définie positivité s’exprime par :

Vy € R",y #0,y"V?f(z*)y > 0

» Sous-gradients :

Définition2 :

On appelle sous-gradient de f au point z* tout vecteur y = (y1, %2, ...,yn)’ € R" vérifiant :
f(@) > f@*) +yT (¢ —a%), Vo € R".

On distingue deux cas :

1. Pour une fonction convexe f différentiable, le gradient V f(x*) en tout point z* vérifie
I'inégalité fondamentale : f(x) > f(x*) + VT (2*)(z — x*).

2. Et pour une fonction non partout différentiable, la notion de sous-gradient généralise celle
de gradient.

» Direction de descente :

Définition3 :

e Gradient de fenz € R" : g(x) = Vf(x),

e Dérivées directionnelle de f en z suivant d € R" : fy(x) = g(x)"d, avec d est une direction
de descente en z si : fy(z) = g(z)Td < 0.

e La direction de la plus forte monté d* est la direction du gradient : d™ = g(x).

e La direction de la plus forte descente d~ est opposée au gradient : d~ = —g(x).

vde R" | d|=[ld” |, g(x)"d" > g(z)"d” = — || g(=) ||

1.8 Condition nécessaires d’optimalité locale :[14]

On suppose ici que f est continu et a des dérivées partielles premieres 0f/0x; et secondes
0?f /Ox;0z; continues pour tout z € R", alors :
Théoremel :
Une condition nécessaire pour que z* soit un minimum (local ou global) de f est :
a).Vf(z*) = 0 (stationnarité).
b).le hessien V2 f(z*) = [0 f /Ox;0z;(x*)] est une matrice semi-définie positive.
Démonstration :
Soit z* un minimum local(ou global) de f, comme f est deux fois continiment différentiable,
le développement de Taylor a 'ordre 2 au voisinage de x* donne :

flx) = f(@*) + VT (@) (@ —a) + 3(2 = 2) V2 f(a*) (x — %) + |2 — %[ *e(z — 27)
Avec, e(x — 2*) — 0 quand © — z*.
e Si Vf(z*) # 0 alors en choisissant x = z* — 0V f(x*) on aurait, pour 6 > 0 suffisamment

petit : f(x) < f(z*) ce qui contredirait le fait que z* est un minimum local. Donc la condition
a) est bien nécessaire, et I’on peut écrire :
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fl) = F@*) 4 5@ = ) V) — o) + o — 2 Pe(e - o)

e Si la matrice V2f(z*) n’est pas semi-définie positive, c’est qu’il existe un vecteur d € R"

(d #0) tel que :

A"V f(z*)d <0

En choisissant alors © = z* + 6d, pour 6 > 0 suffisamment petit on aurait f(z) < f(z*) ce
qui contredirait encore 'optimalité locale de z*.

La condition b) est donc bien également nécessaire.

Un point z* qui vérifie la condition a) c’est-a-~dire : 0f /0x;(z*) = 0; (i = 1,...,n) est appelé
un point stationnaire.

La figure ci-dessous illustre le fait que les conditions a) et b) du théorémel ne sont pas suffi-
santes pour garantir un minimum local ou global. A fortiori la stationnarité seule, bien que
nécessaire, n’est pas une condition suffisante d’optimalité locale.

Exemple : f(r) = 2®, avec : f(0) = 0.

F1GURE 1.8 — Un point d’inflexion, mais ce n’est pas un minimum local.

1.9 Condition suffisantes d’optimalité locale :[6]

Théoreme?2 :
Sous les mémes hypotheses qu’au (1.8), une condition suffisante pour que z* soit un optimum
local de f sur R" est :
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a).Vf(z*) = 0 (stationnarité).

b).le hessien V2 f(z*) = [0?f/0x;0x;(z*)] est une matrice définie positive.
Démonstration :

Considérons un point z*, satisfaisant les deux conditions a) et b) du théoreme.

le développement de Taylor a I'ordre 2 au voisinage de z* s’écrit alors :

f@) = f@) + VT (@) (@ —2%) + 5z = 2) V2 f(2") (@ — 27) + ||lo — 2" [Pe (2 — o)
Avec, e(z — 2*) — 0 quand © — x*.

Pour toute direction de déplacement d € R™, (|| d [|= 1) on a alors :

f(z* 4 6d) = f(a*) + QQ%dTV2f(x*)d + 6%<(0)

avec, £(#) — 0 quand 6 — 0.

En vertu de la condition b) on a : dTV?f(z*)d > 0 et par suite, pour # suffisamment petit,
on aura : f(x* +0d) > f(x*).

Ce qui montre que z* est bien un minimum local de f. Remarquons que la condition b) du
théoreme?2 revient a supposer que f est strictement convexe dans un voisinage de z*.

La figure précédente montre un cas ou les conditions suffisantes d’optimalités ne sont pas
satisfaites puisque, f admettant un point d’inflexion, le hessien n’est pas défini positif mais
seulement semi-défini positif.

1.10 Cas des fonctions convexes :(Condition nécessaire
et suffisante d’optimalité globale)

Dans le cas d’une fonction convexe propre f définie sur R"™. Une condition nécessaire et
suffisante pour que z* soit un minimum global de f est que 0 soit un sous-gradient de f en
x*. Pour une fonction contintiment différentiable, on obtient donc :

Théoréme3 :[14]

Si f est une fonction convexe contintiment différentiable, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que z* soit un optimum global de f sur R™ est que : V f(z*) = 0 (stationnarité).
Autrement dit, dans le cas convexe, la stationnarité a elle seule constitue une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité globale.

1.11 Cas des fonctions quelconques (difficulté du probleme
général) :
Les conditions du 1.8), 1.9) sont pratiquement les conditions d’optimalité les plus générales
que l'on connaisse pour des fonctions contintiment différentiables sur R™.

Lorsque la fonction a minimiser est convexe, on arrive bien a se passer de la différentiabilité
en tout point en utilisant la notion de sous-gradient.
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1.11.1 Les problemes d’optimisation avec contraintes d’égalité, d’inégalité
et mixtes :[5][6]

Remarques3 :

Les conditions de Lagrange ont été étudiées par Lagrange dans le cas de fonctions différentiables
et pour des contraintes d’égalité uniquement. Les généralisations aux autres situations sont
partiellement dues aux autres auteurs tels que Karush-Kuhn et Tucker. En fait, ces condi-
tions constituent des conditions nécessaires dans le cas non convexe (sous des hypotheses de
qualification des contraintes qui prennent alors des formes diverses), et elles deviennent des
conditions suffisantes dans le cas convexe. En tout cas, elles peuvent étre considérées comme
des conditions “locales” en ce sens qu’elles font intervenir des notions de différentiabilité ou
de sous-différentiabilité. Evidemment, dans le cas convexe, on a vu que l'on passe assez fa-
cilement des notions locales aux notions globales. Cependant, cette partie suivante abordera
un autre point de vue spécifiquement global (c’est-a-dire ot on ne parle pas de dérivées ou
de sous-gradients mais seulement d’inégalités) sur les multiplicateurs et la dualité, Signa-
lons l'appellation “variables duales” pour ce que nous avons appelé “multiplicateurs” (de
Lagrange ou de Kuhn et Tucker).

1.11.2 Les problemes d’optimisation avec contraintes d’égalité :

Définition1 :[9]
» Définition de La qualification des contraintes :
La qualification des contraintes sera réalisée en tout point x € U si les fonctions g;(z) sont
soit linéaires, soit non linéaires convexe, et s'il existe T € U vérifiant ¢;(T) < 0 (pour tout g;
non linéaire convexe).
» Régularité : x* est régulier pour h si :
1. x* est admissible.
2. les Vh;(z*) sont linéairement indépendants.

» Définition de La matrice Jacobienne :

La différentielle de f en x est une application linéaire, elle peut étre représentée par sa ma-
trice dans la base canonique. On appelle cette matrice la Jacobienne de f en z.

Soit f: R" — RP telle que :

flrr,za, o xn) = {fi(zr, o, .o ), fa(@r, Toy oo @)y ooy (@1, Toy ooy ) }

La matrice Jacobienne de f en z s’écrit alors :

Avec 1 <i<pet1<j<n

of of1 ofi

Iy = | o (x) B, (x) ... 8xn(x)

9 9 9
a—fl’(;c) a—ii(:c) Tﬁ(x)

Remarque
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Le déterminant et le rang de la Jacobienne : on les définit par detJ; et rgJ;.

Si m = n (c’est-a-dire le nombre de lignes égale aux nombre de colonnes) alors J¢(x) est une
matrice carré.

SidetJ; # 0 donc le, rgJ; = m (o1 le nombre de vecteurs qui sont linéairement indépendant).
Si m # n, la matrice n’est pas carrée, donc la Jacobienne est dite de rang plein c¢’est-a-dire :
rgJp=m<n.

Définition 2 :
Un probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité est définit par :

minimiser f(x)
sc
PCFE :
( ) hj(x)=0,5=1,...,p
r e R"

Conditions d’optimalité avec contraintes d’égalités (multiplicateurs de Lagrange) :[11][15]

Définition3 :
Considérons le probleme de programmation mathématique suivant :
minimiser f(x)
sc
P .
PN hy@)=0,j=1,....p (11)
r e R"

Le lagrangien associé au probleme (I7) est obtenu comme suit, en associant un multipli-
cateur de Lagrange noté ; a chaque fonction de contrainte h; :

L(v,x) = f(x) + ¥_,v;h;(x).

Remarque :
Théoréeme de Lagrange (voir Minoux)[14]
Exemple numérique :
On a, minh(z,y) = * + 2y>.
Sc:hi(z,y) =x+y—0b=0.
L(y,2,y) = (z* +2y*) +v(z +y = b).
L convexe en (z). Donc le minimum atteint lorsque V, ,L(v,z,y) =0, d’ou :

VaoyL(v,2,y) = e +7,4y +7) = (0,0) & (y = —2z,7 = —4dy)) &z = 2y.
r+y—b=2y+y-b=3y-b=0<y=">b/3=x=20/3.

1.11.3 Les problemes d’optimisation avec contraintes d’inégalité :

Définition 1 :
» Contraintes actives et contraintes inactives (cas générale) :
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Soient g : R® — R eth: R — R.

Une contrainte d’inégalité g(z) < 0 est dite active en x* si : g(z*) = 0, et inactive en z* si :
g(x*) <0.

L’ensemble des indices des contraintes actives en z* sera généralement noté A(z*).

Définition 2 :
Un probleme d’optimisation avec contraintes d’inégalité est définit par :

minimiser f(x)
sc
PCDY ) <0,i=1,...,m
r € R"

Remarquel :
On notera S 'ensemble des solutions de (PCI) c¢’est-a-dire :

S={reR"/g(xr)<0,Vi=1,....,m}

Toutes fonctions f et g;(z) sont supposées continues et différentiables.

Remarque?2 :

on dit que la qualification des contraintes (QC') est vérifiée en tout point x € S, si 'une des
conditions a) ou b) soit réalisée :

a)Toutes les fonctions g; sont linéaire ou affines (Karlin 1959).

b) Toutes les fonctions g; sont convexes différentiables et il existe T € R™ vérifiant

(9:() < 0,i=1...m) (Slater 1950).

Aussi, pour (QC) soit vérifiée en un point x* € S, il suffit que I'on ait :

c) les gradients Vg, (x*) des contraintes saturées en z* sont linéairement indépendants (Fiacco
et McCormick 1968).

les conditions nécessaires et suffisantes de Karush-Kuhn-Tucker :[11]

Pour obtenir des conditions plus facilement vérifiables, il faut poser des hypotheses sur S
et sur les fonctions f, g;(x).
Si S est convexe, si f et g;(x) sont différentiables et convexes dans le probleme (PCT) suivant :

minimiser f(x)
sc
PODY @) <0i=1,...m
res

Alors le lagrangien L(vy,x) = f(x)+ X", 7:g:;(x) est aussi une fonction convexe sur S siy > 0.
Puisque v > 0 et g;(x) convexe = 7,g;(x) convexe.

f(z) + X 79:(x) Somme de fonctions convexes, d'ou si f et g;(z) sont différentiables et
convexes, alors le lagrangien est une fonction différentiable et convexe en z, et il s’ensuit qu’il

possede un minimum global en x* sur S lorsque v = +* si :

V. L(y*,x) = Vf(z)+ 5" 7 g:i(x) =0
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D’apres le théoreme de K K'T[14].

A. Conditions suffisantes de K KT :
Le théoreme précédant (K KT[14]), nous démontrer que les conditions de K KT sont suffi-
santes sous les hypotheses supplémentaires que S est convexe et que f et g;(x) sont convexes
sur S.
Nous pouvons démontrer ce résultat en utilisant plutot 'inégalité du gradient, on obtient le
théoremel suivant :
Théoremel :
Supposons que S est convexe et que les fonctions f et g;(x) sont différentiables et convexes.
Si les conditions de K KT sont vérifiées a x*, alors z* est un minimum global du probleme
(PCI).
Preuve : Le lagrangien étant convexe si A* > 0 (démontrer précédemment[14]), alors par
I'inégalité du gradient il s’ensuit que pour tout x € S :

f@) + SN gi(2) 2 f(o7) + DL i) + [V (") + S A V(@) (@ — 27)

Avec X" Mg (x*) = 0.
Et [Vf(x*) + 37, X\ Vg (x)]T = 0.
Alors, pour tout x € S : f(z*) — f(x) < X, Afgi(2*) <0, et f(a*) < f(2).

B. Conditions nécessaires de K KT :
Le théoreme suivant est fondamental et donne, sous I'’hypothese de (QC'), une condition
nécessaire d’optimalité locale pour un probleme d’optimisation avec contraintes d’inégalité.
Théoreme?2 : (Karush 1939, Kuhn et Tucker 1951).[14]

Interprétation géométrique des conditions de KKT :

Les conditions de K K'T' peuvent s’interprétés géométriquement (figure9). Sous ’hypothese
de (QC),I’ensemble des directions admissible y forme un cone convexe fermé C,, intersection
des |F| demi-espaces d’équation : Vgl (x*).d < 0(Vi € F).

Remarque2 :(C,, est encore appelé cone tangent en x* & .S).

1.11.4 Les problemes d’optimisation avec contraintes mixtes :

La définition d’un probléeme d’optimisation avec contraintes mixtes est :

minf(x)
sc
(PM){ gi(z)<0,i=1,...,m
hij(z)=0,7=1,...,p
r € R"

Remarque : les contraintes de K K'T' s’étendent sans difficulté a des problemes compor-
tant des contraintes mixtes.
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VE(X*)

F1GURE 1.9 — Illustration des conditions de KKT sur un exemple a deux dimensions.

Théoréme3[14] : on suppose que les fonctions f, g;(x) et h;(x) sont contintiment différentiable.
Et que (QC) est vérifiée en z*, solution de(PM). Alors, une condition nécessaire pour que
z* soit un optimum local de (PM) est qu’il existe des nombres (X; > 0) et (p;avec : p; non
contraints au signe) tels que :

V(") + S AiVgi(2®) + X511 Vhy(27) = 0
(P) et
Nigi(z*) =0,(Vi=1,...,m)

1.12 La dualité de Lagrange :[21]

Introduction :
forme générale d'un probleme d’optimisation (P) est défini par :

minimiser f(x)
sc
(PM)< gi(z)<0,i=1,...,m
hi(z) =0,j=1,....p
r e R"

Avec C' I'ensemble des contraintes ou I'ensemble des points admissibles ou réalisables tel
que :

C={zxeR"/hjzr)=0,j=1,....,pet gi(x) <0,i=1,...,m}.

Remarque (cas convexe) : si le probleme (PM) est convexe, les conditions de K KT sont
nécessaires et suffisantes en un point x* régulier.

1.13 La Dualité :[14]

e Lagrangien : le Lagrangien du probleme (PM) est la fonction :
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L(v, px) = f(z) + B2 vigi(x) + Zi_y by ()
Quand f, h et g sont différentiables, les conditions de K K'T' s’expriment par :

Vo L(y*, p*,2") = 0

Les v; et les p; sont les multiplicateurs de Lagrange (ou les variables duales) associés aux
contraintes.

e On défini la fonction duale de Lagrange par : D(vy, u) = inf. L(7y, p, x) .

Avec D est toujours concave (La concavité vient de la définition en tant qu’infimum de fonc-
tions affines).

Pour > 0, D(, ) < infrecf(x). D’ou le probleme dual (W) associé au probléme primal
(PM) est :

mazimiser. , D (7, j)
(W) sc
o Zoavjzlaﬂp

e On défini le saut de dualité par : infyec f(x) — max,>oD (v, 1)

Remarque :on appelle saut de dualité le fait que la valeur infyeo f(x) — maz,>0D(7, i)
soit non nul. C’est le cas lorsqu’un PM ne possede pas de point-selle pour sa fonction duale
associée. C’est le cas par exemple de la plupart des PM D.

e La définition d’'un point selle :

Symétrisation du probleme : (PM) est équivalent a (in fysupy >0L(7, i, x)).

Le probleme dual (W) est :(sup, ,>oinfoL(7, i, )).

D’ou le point selle est minimal par rapport a une variable, maximal par rapport a l'autre,
(v*, ¥, x*) est un point selle du Lagrangien si pour tout (v, i, z)(p* > 0, > 0)

Ly, p,x*) < L(v*, ", 2") < L(vy*, p1', x)

Propriétél. (La dualité faible)

Théorémel :(Théoreme faible de la dualité, Wolfe 1961)[14][22]

Soit F'(x) et L(k,y) les fonctions objectifs respectivement du probléeme primal et son dual.
On a alors :

L(k,y) < F(x),V(k,y) € V,Vz € 5.

Théoréme?2 :(Théoreme fort de la dualité, Wolfe 1961)[14]
Soit z* une solution optimale du probleme primal (PM). Alors il existe y* € R™, y* > 0, tel
que le couple (z*,y*) et une solution optimale du dual (PM D) et on a :

F(z*) = L(z*,y").

Remarque : Pour le premier théoreme de dualité faible, nous n’avons pas besoin d’hy-
potheses particulieres sur S ni sur les fonctions f et ¢;, (i = 1,...,m).
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Propriété2.(Théoreme de dualité)[14] : (v*, p*, z*) est un point selle avec p* > 0 si
et seulement si z* est une solution de (PM), (v*, 1*) est une solution de (W) et le saut de
dualité est nul, pour résoudre le probleme, on peut donc chercher un point selle du Lagrangien.

Remarque : un point selle du Lagrangien vérifie les conditions de K KT (sans hypothese
autre que f, h et g différentiable).[12]

Si le probleme est convexe : point selle < KKT.

a. Si le probleme (PM) admet un point selle :(v*, u*, 2*) alors, on a :

Max(W) = D(v*,pu*) = f(z*) = Min(PM).

Autrement dit, la valeur optimale du probleme (PM) est égale a la valeur optimale du
probleme dual(1V).

b. Réciproquement, s’il existe z* solution de (PM) et pu* > 0 tels que : D(u*) = f(z%)
alors (PM) admet un point selle.

1.14 la programmation quadratique :[19]

1.14.1 Définition :

a) Historiquement, Barankin et Dorfman furent les premiers a remarquer qu’en combinant
les conditions d’optimalité de Lagrange avec celles du systeme original, la solution optimale
d’un probleme quadratique était une solution de base d'un systeme élargi ayant la propriété
que seuls certain couple de variables figuraient dans la base. De son coté Markowitz montra
qu’il est possible de modifier le systeme élargi et d’engendrer paramétriquement une classe
de solutions de base ayant la propriété particuliere ci-dessus et convergeant vers I'optimum
en un nombre fini d’itérations. Enfin, Wolf montra qu’en modifiant légerement la méthode
de simplexe d’une fagon a ne pas autoriser I'introduction d’une variable dans la base si sa
variable complémentaire s’y trouvait déja, on parvenait aisément a I’optimum recherché.

b) Pour la grande plupart des problemes dans ce sous-ensemble, il faut que les fonctions qui
définissent les contraintes et 'objective soient convexes et h; linéaires (affines).

1.14.2 Probléeme quadratique avec contraintes d’égalités :[14][19]

Définition :
Un cas important ou les conditions sont suffisantes :
e () quadratique convexe.

minQ(z) = 307 Cx + Pl
sc

(PRE)S  Ar —p
x>0
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Avec C symétrique semi-défini positive.
Rappel :
e Matrice C carrée n X n,
e C est symétrique : C' = C7T e : C;; = Cj; Vi, j.
e 2"Cx >0, Vx.
C' symétrique semi-définie positive = () convexe.
) convexe = optimum local = optimum global.
Conditions de Kuhn et Tucker pour le probleme quadratique (PQFE) :

Az =b
Cr—v+ATu=—p
z>0,v>0

2T =0

(KT)

Remarque :
a part #7v = 0, les autres équations sont linéaires.

Définition de la méthode de Wolfe :[14]

La méthode de Wolfe s’applique lorsque le point de coordonnées nulles ne vérifie pas les
contraintes. Dans ce cas, on ne peut pas appliquer la méthode de Dantzig car celle-ci prend
I'origine comme point de départ. Il faut donc trouver un point de départ qui appartienne au
domaine réalisable. La méthode de Wolfe est tres similaire a la méthode des valeurs ajoutées
qui traite le méme probleme de point de départ dans le cas de la méthode du simplexe. Deux
formes pour la méthode de Wolfe ; la courte et la longue.

Forme courte : Suppose que p = 0 ou C' définie positive,

Forme longue : Pas de contrainte sur p ou C.

I’étude de la forme courte, revient a 'appliquer deux fois dans notre cas.

minQ(z) = 327Cx + PTx Az =10

sc Cr—v+ATu=—p
(PQE) Az — b — (KT) x>0,v>0

>0 2T =0

Idée de la méthode de Wolfe :[13][14]
Ajout de variables artificielles = solution réalisable des conditions de Kuhn et Tucker
Suppression de ces variables via 1’algorithme du simplexe = similaire a une Phasel du sim-
plexe excepté qu’on rajoute une régle pour assurer que x’v = 0.
Kuhn et Tucker vers une solution réalisable : (introduire des variables artificielles)
1 2

wl = (wy, ..., wy), 27T = (21,...,2)), 22T = (22,...,2%),

= nouveau systeme élargi :

Ar+w=1>

Cr—v+ATu+z2t —22=—p
(KT) x>0,v>0

21 >0,22>0,w>0

2Tv =0.

25



CHAPITRE 1. LA CONVEXITE ET LES PROBLEMES D’OPTIMISATION CONVEXE

Solution évidente du systeme :

(KT) 2l = —p;, si p; négatif
22 = p;, sip; positif.

La base réalisable : les w;, les z} ou 22 non nuls.
La méthode de Wolfe consiste & éliminer des z] et des w; de la base.

1.14.3 Probléme quadratique avec contraintes d’inégalités :[19]

Nous introduisons les différentes approches développées pour la résolution des problemes
de programmation quadratique convexe avec contraintes d’inégalités.
Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été développées pour la réalisation des problemes
de programmation quadratique. Elles sont généralement des extensions de celles développées
pour la programmation linéaire (PL).
Remarque :
On considere, pour simplifier, le probleme avec contraintes d’inégalités seulement, celles pour
lesquelles les algorithmes de points intérieurs ont été congus. On 1’écrit sous la forme :

minQ(x)
sc

x>0

Technique de la méthode de points intérieurs :[13][14]

En introduisant le vecteur des variables d’écart s = b — Ax, on peut réécrire les condi-
tions d’optimalité qui sont a la fois nécessaires et suffisantes pour l'optimalité de couple
(z,\) = (z*, \*) comme suit :

Dx+B\+c¢c=0
Ar+s—-b=0
(\,s)>0

Les méthodes de points intérieurs de type primal-dual calculent les solutions(z, A, s) du
systeme() en appliquant une variante de la méthode de Newton aux trois premieres équations
du systeme, en modifiant les directions de recherche et le pas de telle sorte que I'inégalité de
la quatrieme condition du systeme () restent satisfaites a chaque itération.
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La méthode de Newton :[13]

Définition :
La méthode de Newton consiste a approcher une solution z* de I’équation f(z) = 0 pour
laquelle D f(z*) est inversible en la regardant comme solution de f(z*) = 2* avec

F(z)=x—D7"f(z)o f(x)
Idée de la méthode de Newton :

Soit f : R — R une fonction deux fois différentiable. Le modele quadratique de f en z*
est une fonction mg«(z) : R" — R définie par :

M (r) = F°) + (0 = )TV 4 5 (o= 2) V) o o)

Ou Vf(x*) est le gradient de f en x* et V2f(z*) est la matrice hessienne de f en z*. En
posant d = x — x*, on obtient la formulation équivalente :

M (e + d)(x) = f(a%) + AV () + Sd V()

mingmy-(v) = f(z*) + (x — )V f(z*) + %(m — 2V f (2% (z — %)

e Condition suffisante d’optimalité (premier ordre) :

M (2" + d)(z) = f(z*) + Vf(2*) + V2f(2")d = 0

C’est-a-dire :

d= -V f(a") 'V (")

Ou encore :

x =" — V2 f(a*) 'V f(z*)

e Condition suffisante d’optimalité (second ordre) :
V2 f(x*) définie positive.
La méthode de Newton est intéressante car sa convergence est quadratique au voisinage de
la solution, c’est-a-dire lorsque la matrice hessienne de la fonction est définie positive en xy,
, une itération de la méthode de Newton revient a minimiser le modele quadratique de la
fonction en xy, et ainsi définit :

L1 = AT GMIN gnMy, (T)

Algorithme :
Trouver une approximation de la solution du systeme V f(x) = 0.
Initialisation

k=0.
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Itérations
1. Construire le modele quadratique :

Mg (2" +d)(z) = f(2*) +d'V f(z*) + %dTVQf(x*)d

2. Calculer : dyy1 = argmingmg(z* + d).
3. Tpy1 = T + dpq1.

4. k=k+1.

Critere d’arrét :

SL||IV f(zk| < e, Alors, x* = z.

1.14.4 Dualité en programmation quadratique convexe :[14]

Le concept de dualité joue un role tres important en programmation mathématique. Le
but est de trouver une formulation alternative équivalente du probleme de programmation
mathématique, qui convient le plus au calcul ou qui a une signification théorique importante.
Le probleme original est appelé probleme primal et le probleme transformé est le probleme
dual. Souvent, les variables du dual peuvent étre interprétées comme des multiplicateurs de
Lagrange pour le cas linéaire et prennent la valeur v* comme solution duale, quand v* est le
multiplicateur associé a la solution optimale primale x*. Cependant, dans le cas non linéaire
il existe toujours une fonction objective, souvent reliée a la fonction de Lagrange, qui doit
étre optimisée. Ici, on traitera de la dualité associée a un probleme de programmation qua-
dratique convexe comme probleme primal. Il est important de remarquer que si le probleme
primal n’est pas convexe, alors le probleme dual peut bien ne pas avoir de solution a partir de
laquelle la solution primale peut étre déduite. Donc ce n’est pas toujours possible d’appliquer
la dualité comme technique générale dans le but de chercher une solution.

1.14.5 Conclusion :

Dans cette partie, on a abordé les problemes d’optimisation convexe sous contraintes. Les
contraintes ont d’abord étaient décrites implicitement ou géométriquement par la donnée
d’un ensemble “admissible”, puis par une collection finie de contraintes explicites scalaires
sous forme d’égalités et d’inégalités a respecter.

Et nous avons présenté les résultats fondamentaux pour l'optimisation non linéaire, les
différentes méthodes de minimisation numérique essentiellement les méthodes de gradient
et la méthode de newton et enfin nous avons vu des notions sur la dualité.
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Chapitre

Le modele de Markowitz

2.1 Introduction [1]

Le terme "MARCHE” résume parfaitement la nature des marchés financiers dans leur
perspective historique.
Depuis des centaines d’années, les hommes ont choisi de se retrouver en des lieux donnés et a
des heures convenues pour échanger les produits les plus divers. Ces marchés furent d’abord
basés sur le troc puis avec 'apparition des monnaies, ils ont rempli le role de centralisation
de Doffre pour la demande.
Ce qui est vrai pour les produits de la vie courante, ’est aussi pour le secteur financier.
Depuis le milieu du siecle dernier, la gestion de portefeuille a subi une profonde mutation.
Il est loin, en effet, le temps ou le gestionnaire pouvait se contenter d’appliquer quelques
regles de bon sens et de bien connaitre les sociétés cotées. Ce sont les travaux de Markowitz
qui, au cours des années 1950, ont marqué le point de départ des développements théoriques
modernes relatifs a la gestion des investissements en actifs financiers et au fonctionnement
des marchés financiers.
A partir de la on peut entamer notre modele tel que : Le modele de Markowitz.

2.2 Les hypothéses du modele de Markowitz [1][17]

Le modele de Markowitz repose cependant sur des hypotheses fortes, relatives aux préférences
des agents ou a la distribution de probabilité des rentabilités (Markowitz, 1952).
Markowitz lui-méme avait déja mentionné que cette mesure a savoir la variance n’était peut-
étre pas la meilleure en suggérant une alternative, la semi-variance, qui tient uniquement
compte des rentabilités inférieures a la moyenne.

2.2.1 Les hypotheses relatives aux actifs financiers

H1 : <tout investissement est une décision prise dans une situation de risque; le return
(rendement) d’'un actif financier pour toute période future est par conséquent une variable
aléatoire, dont on fait I'hypothese qu’elle est distribuée selon une loi normale .

C’est-a~dire une distribution symétrique stable entierement définie par les deux parametres :
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E(R;) = p : espérance mathématique du rendement.

o(R;) = o : écart-type de la distribution de probabilité du rendement.

Tel que le (ROI : ou Return On Investment) c¢’est 1'accroissement de la fortune initiale que
I'investisseur cherche a Maximiser.

D’ou :
re = (P, — P(t—l)) + Cy

r= rendement de l'actif financier pour la période (se terminant au temps) ¢.

P,= prix de marche au temps ¢ de l'actif financier.

Cy= revenu liquide attache a la détention de l'actif financier durant la période (se terminant
au temps) t.

Remarque (Roi : en frangais Retour Sur Investissement).

H?2 : La rentabilité des différents actifs financiers ne fluctuent pas indépendamment les uns
des autres : ils sont corrélés ou, ce qui revient au meme, ont des covariances non nulles.
Chaque actif peut étre acquis en quantité illimitée.

2.2.2 Les hypotheéses relatives aux comportements des investis-
seurs

H3 : Le comportement de tous les investisseurs est caractérisé par un degré plus ou moins
prononcé d’aversion vis-a-vis du risque. Ce dernier est mesuré par ’écart-type de la distribu-
tion de probabilité du return.

H4 : Les investisseurs sont rationnels

Hb5 : <Tous les investisseurs ont le méme horizon de décision, qui comporte une seule périodes.

A partir des 5 hypotheses, Markowitz propose un modele de décision qui tient compte du
caractere hautement combinatoire du portefeuille.

2.3 Présentation du modele de Markowitz [7]|[17]

2.3.1 Introduction

La théorie du choix de portefeuille a été développée initialement par Harry Markowitz
dans un article publié en 1952.Cet article a posé les fondements de la finance moderne.
Son auteur s’est d’ailleurs vu attribué le prix Nobel d’économie en 1990. (Il a requ le Prix de
théorie John Von Neumann en 1989, et est lauréat du Prix de la Banque de Suede en sciences
économiques en mémoire d’Alfred Nobel en 1990).
Une dizaine d’année plus tard, Bill Sharpe et John Lintner publiaient (indépendamment l'un
de l'autre) leurs articles présentant le MEDAF.
Bill Sharpe a également recu le prix Nobel pour sa découverte, la méme année qu Harry
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Markowitz. En dépit de sa simplicité, ce modele résiste remarquablement a I'usure du temps.
Les vérifications empiriques du modele font toujours 'objet de recherches et de discussion
dans les milieux académiques [1] pour une synthese de la littérature. Une enquéte récente [1]
a cependant révélé que le MEDAF reste le modele le plus couramment utilisé en pratique
pour déterminer le cout du capital d’une entreprise.

Plusieurs modeles d’allocation d’actifs ont été étudiés pour faire de I'optimisation de por-
tefeuille a travers les années. Les premiers développements sont dus a Markowitz par ses
travaux sur la quantification et la diversification du risque. Il introduit la notion de frontiere
efficiente déduite a partir des portefeuilles a variance minimale pour une espérance de ren-
dement donnée, qui représente la combinaison optimale de rendement et de risque.
L’optimisation se fait en définissant une fonction d’utilité représentant les préférences des in-
vestisseurs en tenant compte de leur aversion au risque et en maximisant celle-ci étant donné
la contrainte représentée par la frontiere efficiente. Markowitz a cependant beaucoup tra-
vaillé son modele a travers les années, ce qui fait que sa référence aujourd’hui est surtout son
modele de moyenne-variance (1952). (Plusieurs mesures de risque peuvent étre considérées
par les modeles d’optimisation de portefeuille. Le cadre classique (Markowitz) considere en
particulier la variance. Cette mesure n’est cependant valable que si les rendements sont dis-
tribués suivant une loi normale ou si l'investisseur ne se préoccupe que des deux premiers
moments de la distribution des rendements de son portefeuille). La figure suivante donne un
apercu visuel de la théorie de portefeuille. Le cadre de Markowitz utilise une fonction d’utilité
quadratique convexe.

m
1

Pf a variance minimum

W

vanance
FIGURE 2.1 — Représentation du modele de Markowitz.

2.3.2 Rentabilité et risque : [3]

e La rentabilité financiere :
La rentabilité d’un titre financier ou d’un portefeuille est une mesure relative de la rémunération
totale de son détenteur calculée a une date t et pour une période de détention données.
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La rentabilité prend donc en compte :

a) le gain ou la perte en capital tiré de la détention du titre ou du portefeuille (la plus- ou
moins-value) et

b) les revenus réels versés sur la période.

La rentabilité dépend également de la durée de détention.

Nous allons passer en revue les rentabilités disponibles et comprendre que les conventions
de calcul induisent des représentations différentes des mouvements de cours. Nous étudierons
les éventuelles distorsions qu’elles pourraient induire les unes par rapport aux autres. Les
mesures de rentabilité que nous considérons n’integrent pas les cotits de transaction que 'on
supporte dans les opérations d’achat-vente.

e Les rentabilités ex post ou ex ante :
La différence entre les rentabilités ex post(Les rentabilités arithmétiques) et ex ante (Les
rentabilités géométriques) porte sur la nature de la période de détention considérée. Elle est
< passée > pour la rentabilité ex post et < a venir > pour celle ex ante. Par construction, les
rentabilités ex post sont observées et déduites des cours présents ou passés. De leur coté, les
rentabilités ex ante ne peuvent étre connues avec certitude puisqu’elles impliquent des prix
futurs.
Les rentabilités ex post ou ex ante vont aussi se distinguer par les méthodologies utilisées pour
les analyser. Pour décrire, comprendre et modéliser les rentabilités ex post, on peut exploiter
des outils statistiques et économétriques sur des données collectées en coupes transversales
ou en séries temporelles. Pour décrire, comprendre et modéliser les rentabilités ex ante, on
doit développer une théorie financiere qui implique le plus souvent des concepts probabilistes.
Parfois, le modele obtenu permet d’extraire la rentabilité ex ante moyenne a partir des prix
cotés. Mais la valeur estimée empiriquement dépend intimement du prix du produit financier
considéré et des hypotheses du modele.
Les rentabilités arithmétique et géométrique mobilisent des formules différentes.

e Mesure de Rendement :
Il existe plusieurs fagons de calculer le rendement.
— Le rendement réalisé au cours d’une période t, notér;, est donné en fonction du prix du
titre P, au temps t et du dividende D, versé entre les temps t et t — 1 par :

(pt — pt—1) + Dy

Rt =
Pi—1
— Le rendement arithmétique moyen :
R — 2T
! n

Ou n représente le nombre de rendements périodiques.
— Le rendement géométrique :

Ry = [ (1 +r)]7 — 1

Il constitue une meilleure mesure du rendement périodique moyen historique.
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e Le risque
L’évolution historique d’un actif financier permet de déterminer un rendement moyen et
un écart-type, lequel écart-type est considéré comme une mesure du risque. L’espoir d’un
gain substantiel, lors d’un investissement, est généralement proportionnel a 'incertitude du
résultat. Ce que les prudents appellent le risque, est qualifié d’espoir par d’autres. La mesure
du risque, donc de la difficulté — incertitude - de prévoir le rendement d’un investissement ou
d’un portefeuille est bien connue en statistique par : 'ECART-TYPE. Ainsi, Postuler une
diversification parfaite pour un portefeuille revient a supprimer l'incertitude existant sur la
variation relative du return (rendement) de ce portefeuille par rapport au return du marché

dans une telle hypothese, les variations aléatoires — par rapport aux variations de return du
marché - du return des éléments constituant ce portefeuille se compensent parfaitement, de
sorte que l'on a le méme rendement pour le portefeuille que le rendement du marché. Ceci
ne veut pas dire que 1’'on a supprimé toute incertitude sur le return du portefeuille considéré
mais que cette incertitude — écart-type — est identique a l'incertitude existant au niveau du
return du marché.

2.3.3 L’approche espérance-variance :[17]

e [’espérance mathématique : mesure de la rentabilité espérée
Placé dans un univers incertain, l'investisseur ne peut pas calculer la rentabilité d’avance car
la valeur du titre en fin de période est aléatoire, on utilise alors une rentabilité espérée qui
est la moyenne des Rentabilité possible pondérées par leur probabilité de réalisation.

Rentabilité espérée = Xr; P(r)
Ou :
r; . taux de rentabilité de I'action.
P(r) : Probabilité de réalisation du taux de rentabilité.

e La variance : outil statistique d’analyse du risque
Intuitivement, on congoit que, plus le risque d’un titre financier n’est élevé, plus son taux de
rentabilité ne variera.
Si le détenteur d’obligations du trésor est assuré de toujours percevoir ses coupons, il est
loin d’en étre de méme pour 'actionnaire d’une société qui intervient dans un -secteur pré
potentiel : il pourra perdre ou gagner.

2.4 Portefeuille optimal :( optimisation d’un portefeuille)[4]

2.4.1 Comprendre la nécessité d’une gestion de portefeuille :

L’attention grandissante accordée a la productivité et a la rentabilité oblige les sociétés
a concentrer leurs ressources limitées en développement de produits sur des projets assurés
de donner des produits gagnants. Mais la gestion des compromis en matiere d’investissement
entre les nouvelles opportunités, les services et produits existants et la propriété intellectuelle
présente sur le marché s’avere tres malaisée, surtout lorsque votre équipe utilise des outils
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manuels ou déconnectés. Lorsque vous gérez un portefeuille d’idées, de projets et de produits,
il est difficile de reconnaitre les produits réellement prometteurs de ceux qui sont a revoir ou
a abandonner.

Les portefeuilles présentent par conséquent un risque disproportionné par rapport a la renta-
bilité associée. Les décisions d’investissement se basent souvent sur une intuition, conduisant
a négliger des projets de grande valeur.

Dans ce scénario par trop connu, le processus de développement de produits est souvent

bien trop lourd par rapport aux capacités. Des projets sont ajoutés sans aucune visibilité des
capacités en ressources, ce qui a pour effet de surcharger des fonctions critiques ou des colla-
borateurs clés. Les projets de développement prennent du retard, manquent de prévisibilité
ou patissent de problemes de qualité dus a une implication fonctionnelle insuffisante. Les
priorités évoluent dans un flux constant. Les modifications apportées en milieu de projet
obligent a parer au plus pressé et a réorganiser massivement les ressources.
L’impact négatif de cette situation est tres important. Lorsque les prévisions de revenus et
de bénéfices se basent sur des calendriers de projet irréalistes et que le plan de projet n’est
pas aligné sur les objectifs stratégiques, les affectations budgétaires qui en résultent ne cor-
respondent pas aux objectifs commerciaux. Dans ces conditions, I’entreprise est incapable de
mettre en ceuvre sa stratégie commerciale générale.

e Meilleure rentabilité du portefeuille :
. Augmentation du pourcentage de produits ou projets qui atteignent les objectifs financiers.
. Equilibre des risques et des succes dans ’ensemble du portefeuille de projets, permettant
de maximiser la valeur du portefeuille des nouveaux projets.
. Augmentation de la valeur nette actuelle totale des produits déja sur le marché.

2.4.2 La diversification :[2][4]

L’approche de Markowitz permet de donner au concept de diversification une significa-
tion rigoureuse.au sens large, ce terme signifie : atténuation du risque par la combinaison au
sein du portefeuille de plusieurs actifs financiers ; le concept d’efficience permet d’énoncer la
proposition suivante : pour tout investisseur, le portefeuille d’utilité maximale, qu’il choisit
s’il est rationnel, est un portefeuille optimalement diversifié.

Le cadre < espérance-variance > permet de formaliser une démarche somme toute assez in-
tuitive : la diversification. La formalisation fournit néanmoins des résultats moins évidents
qu’il n’y parait.

Les résultats :
Les résultats de Markowitz en matiere de diversification peuvent se résumer par trois propo-
sitions :
1. L’ajout d’un actif dans un portefeuille diminue le risque de ce dernier, des lors que cet
actif n’est pas parfaitement et positivement corrélé au portefeuille.
2. Il existe une limite a la diminution du risque par diversification d’un portefeuille. Le risque
limite et résiduel peut étre appelé le risque incompressible par diversification ou risque
non diversifiable.
3. La volatilité du portefeuille le plus diversifié est la racine carrée de la covariance moyenne
qui prévaut en son sein.
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La propositionl, est conforme a ce que 1’on pouvait attendre du concept de diversifica-
tion. Plus formellement, elle nous apprend que la volatilité du portefeuille est inférieure a la
moyenne pondérée des volatilités individuelles.

La proposition2, est un résultat important qui précise ’existence d’une limite et,

la proposition3, la caractérise. L’existence d’une limite (non nulle) suggere que effica-
cité de la diversification par un n + 1 — ieme actif décroit a mesure que le nombre n d’actifs
déja dans le portefeuille est grand. Le cout engendré par la diversification ouvre la question
de 'optimisation de cette procédure. Combien d’actifs suffiront a diversifier de maniere signi-
ficative mon portefeuille ? Comment les choisir pour optimiser la diversification & un nombre
d’actifs fixé?

2.4.3 Les actions, les portefeuilles d’actions :[1][8][16][20]

Les actions : Une action est une part des capitaux propres d'une entreprise qui s’échange
sur un marché financier.

Les portefeuilles d’actions : Un portefeuille d’actions contient des actions de différentes
sociétés. Si I'on note Ng(t) le nombre de sociétés présentes dans le portefeuille a la date ¢,
n;i(t) Le nombre d’actions détenues de la société i et P! le cours de I'action de la ™€ société,
alors la valeur du portefeuille a la date t peut s’écrire :

PP = s, (t)pi N (1)

Et n;(t) sont a priori des fonctions déterministes dont les valeurs sont des décisions de
gestion.

=1 'ni(t) : est le nombre total de titres détenus dans le portefeuille.

Portefeuille composé de deux actions

Considérons un portefeuille P constitué de deux actifs. Les poids investis dans chacun
des actifs sont x; et x5 avec x7 + x5 = 1.Une valeur positive de x; représente une position
longue.
< Long > : on a acheté l'actif i. Une valeur négative représente une position a découvert
< Short> : I'actif 7 a été emprunté.

La distribution de probabilité du portefeuille est une loi normale. Elle est identifiée par deux
parametres :
—la rentabilité attendue :

Tp = X171 + TaT2

—I’écart type qui mesure le risque du portefeuille :

252 1 252
op = \/mlal + 2305 + 2(x1290109p12)
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Remarque :
Le coefficient de corrélation(p) : Notez apparition du coefficient de corrélation p dans
la formule de I'écart type du portefeuille. Les rentabilités des deux actifs peuvent étre liées
et la corrélation est une mesure de leur relation. Elle peut prendre des valeurs entre 1 et +1.
Une autre formulation de I’écart type du portefeuille fait apparaitre la covariance entre les
rentabilités, une autre maniere de mesurer la variabilité conjointe des titres :

— 2 .2 2 .2
Op = \/1'10_1 + X505 + 2(1’13320’12)

Nous commencgons par analyser trois cas particuliers avant d’aborder le cas général.
L’un des deux actifs est un actif sans risque :
Cela correspond a la situation ou I’on peut placer ou emprunter au taux d’intérét sans risque
7y L’actif étant non risqué, sa variance est nulle (o,, = 0).Désignons par A l'actif risqué (A
pour actions) et notons x la fraction du portefeuille investie en actions. Les formules générales
deviennent :
rp=1—x)rg+ara=r+(ra—rsx

Op = X004
Il en résulte une relation linéaire entre la rentabilité attendue du portefeuille et son risque :

ra — ’I"f
0A

Ty =75+ Op
Les deux actifs sont risqués et parfaitement corrélés positivement (p;; = +1)

Dans ce cas, la formule de la variance est un carré parfait : le risque du portefeuille est égal a

la moyenne pondérée des écarts types de ses titres, ce qui se traduit par :0, = —x101 + 2202

et 0, = 1101 — T2009.

Ces formules font apparaitre la possibilité de créer un portefeuille sans risque avec des frac-

tions investies dans chacun des actifs :

02
T =
01 +02
et
01
To =
01 +O'2

La relation entre le risque et la rentabilité attendue du portefeuille est donnée par deux
segments de droites d’équation :

I r2—T1 o g2
rp=T1+ 2 (0p — 01) pour x; > .
I r1—r2 o g2
rp=Ta+ 2 (0, — 09) pour x; < P

Les deux actifs ne sont pas parfaitement corrélés (—1 < pj» < +1) :
Dans le cas général, la relation entre le risque du portefeuille et sa rentabilité attendue est
non linéaire.

Généralisation pour un portefeuille composé de N actifs

Si le nombre de titres en portefeuille est N, la rentabilité attendue et le risque du Porte-
feuille s’écrivent :
rp = XN wr;
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2 __ N N _ 2 2
O'p = Eizlﬁjzlxixjaij = 21:162 g; —+ Eixj#xia:jaij

Les covariances entre les titres jouent un role prépondérant. Le calcul de la variance
du portefeuille comprend N? termes dont N termes sont des variances et N2N termes des
covariances.

Limites de la diversification [1]

Il existe deux limites a la diversification : une limite théorique et une limite pratique.

e Limite théorique :
Prenons des portefeuilles comportant des investissements égaux dans N actions. La propor-
tion investie dans chaque action est donc de % Dans chacune des cases de la matrice de
variance, nous aurons (~)? * (Var) la variance, et dans chacune des cases de covariances,
nous aurons (+)? * (Cov) la covariance. Il y a N cases de variances et (N?-N) cases de
covariance. Ainsi avec 'augmentation de N, la variance du portefeuille se rapproche de la
covariance moyenne. Si la covariance moyenne était nulle, il serait possible d’éliminer tota-
lement le risque en détenant suffisamment de titres. Malheureusement, les actions évoluent

ensemble, et non de fagon indépendante.

e Limite pratique : Au centre de la théorie de Markowitz, on trouve le postulat suivant :
< chaque titre comporte un risque que 1’on peut décomposer en deux catégories : le risque
spécifique de chaque titre, et le risque systématique, lié aux mouvements du marché >, donc
dans la limite pratique on constate deux types de risque tels :

a. Le risque systématique : Risque qui affecte le systeme financier dans son ensemble,
par opposition au risque associé a un ou plusieurs titres considérés individuellement. On
I’appelle aussi le <risque non diversifiables.

b. Le risque spécifique (non systématique) : Risque associé a une valeur en parti-
culier, est celui qui est uniquement dépendant du titre lui-méme, donc de la maniere et des
conditions dans lesquelles est gérée la société. On peut éliminer le risque non systémique par
la diversification du portefeuille.

Ce qui découle de cette représentation : Un portefeuille «bien diversifié>, une douzaine
de titres, a éliminé I’essentiel du risque non-systémique.

2.4.4 La frontiere efficiente :[1][7]

La frontiere efficiente regroupe les portefeuilles qui, a niveau de risque donné, maximisent
la rentabilité espérée. Ce sont les seuls portefeuilles qu’il est rationnel de détenir sur le marché.
On dispose de trois approches pour construire la frontiere efficiente.

1. La premiere approche consiste a construire I’enveloppe £ des portefeuilles de variance mini-
male a rentabilité espérée fixée, a repérer le portefeuille de variance minimale (0, E[Rpmin])
et a ne retenir que les portefeuilles de I'enveloppe & dont la rentabilité espérée est supérieur
2. La deuxieme approche consiste a résoudre le programme d’optimisation qui traduit fidelement
la définition d'un portefeuille efficient. On résout :
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FIGURE 2.2 — représentation d’un risque spécifique et risque systématique

mamxl,“.,ﬂst E[Rp] max R/X

sC SC '

0‘]2) = 00.2 = X,VX = CY()’2
/ —

Efvzsﬁi =1 e

Ou C,2 est une constante.

Et 7sc¢” signifie < sous contraintes ». Le systéeme a droite rappelle que la rentabilité espérée
E[R] et la variance 0]27 sont bien deux fonctions du vecteur poids X.

Chaque portefeuille solution est alors décrit par un vecteur des poids X (Cy2) qui assurent la
variance minimale (a rentabilité espérée fixée Cl2).

3. La troisieme approche consiste a construire ’ensemble des portefeuilles optimaux de tous
les investisseurs. Mais il convient au préalable de savoir caractériser les portefeuilles optimaux

de chacun d’entre eux.

Le concept de choix de portefeuille optimal :[22]

L’article de Markowitz publié en 1952 dans le (Journal of Finance) constitue le début
de la théorie moderne du choix de portefeuilles. Ce cadre d’analyse dit < espérance-variance
> donne une forte cohérence aux décisions financieres. Il aide encore aujourd’hui le gestion-
naire a formaliser et rationnaliser sa prise de décision.

Souvent, il s'impose comme outil d’analyse et de justification des décisions prises. La théorie
du choix de portefeuille est essentiellement normative.

Les portefeuilles efficients développé par Markowitz en 1959, sont des portefeuilles d’actifs
dont la composition permet & un investisseur d’optimiser le couple rendement /risque. Les
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portefeuilles efficients doivent donc avoir la plus forte rentabilité possible pour un méme
risque. Ils impliquent également, pour une méme rentabilité, de se voir associer le niveau de
risque le plus faible.

Deux définitions sont envisageables pour caractériser le portefeuille optimal d’un investisseur
donné. Les deux font appel a la notion d’utilité.

1. Est optimal pour un investisseur donné le portefeuille de la frontiere efficiente qui lui
procure l'utilité la plus grande.

2. Est optimal pour un investisseur donné le portefeuille réalisable qui maximise sa fonction
d’utilité.

Ces définitions suggerent deux approches différentes pour construire le portefeuille optimal.
Au préalable, on rappelle tres succinctement quelques concepts liés aux fonctions d’utilité.
Admettons que 'utilité des investisseurs soit bien décrite par une fonction quadratique des
coordonnées du portefeuille dans 1’espace (0,0, E[R]). On pose conventionnellement :

d P
U@ﬁﬂm%m&pzm&p-#:Rx_EXVX

9P

Avec ® un nombre positif qui capture I'aversion au risque de 'investisseur. Les porte-
feuilles vérifiant U(P) = ¢ procurent a l'investisseur la méme utilité. Leurs coordonnées
vérifient :

d
E[Rp] =c+ 5012)

Cette équation décrit les courbes d’indifférence ou d’iso-utilité.
La premiere définition suggere alors une procédure a trois étapes qui consiste a :
a) construire la frontiere efficiente,
b) identifier les courbes d’indifférence (c.-a-d. les ensembles de portefeuilles procurant le
méme degré de satisfaction) et
c) en déduire le portefeuille efficient le plus < utile ». Le portefeuille optimal se situe a la
fois sur la frontiere efficiente et sur la courbe d’indifférence de plus grande utilité. C’est le
portefeuille qui est tangent a la frontiere efficient et qui appartient a une des courbes d’in-
différence de l'investisseur.
Remarque : Si ® est nul, alors I'investisseur ne privilégie que I'espérance de rentabilité qu’il
cherchera a maximiser (sans considération aucune du niveau de risque pris). Si, au contraire,®
est treés grand, alors la variance (le risque) est son souci majeur, et maximiser son utilité est
pour 'essentiel un exercice de minimisation de la variance.

La seconde suggere de maximiser directement la fonction d’utilité en conservant la contrainte
N —

On cherche a résoudre ici :

MaTy,y ... .xN, (Upa E[RPD mazr.R'X — 2)(/‘/)(
x 2

SC
= SC
! —
S UV =1
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Rendement Frontiére efficience Markowitz
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Risque

FIGURE 2.3 — La représentation de la frontiere efficiente de Markowitz

La théorie du choix de portefeuille optimal :[1][22]

La gestion de portefeuille est un probleme de décision en incertitude. Seule la fonction
d’utilité quadratique permet une analyse algébrique et intuitive de la composition des por-
tefeuilles optimaux sans qu’on ait a la spécifier completement. Les autres fonctions ne per-
mettent d’identifier un portefeuille optimal que si elles sont completement spécifiées et re-
posent sur des méthodes d’optimisation numériques.

La plupart des idées vues précédemment proviennent de I'article ” Portfolio Selection” d’'Harry
Markowitz (Journal of Finance, 1952). Celui-ci a montré comment un investisseur peut réduire
le risque de son portefeuille a 'aide de la diversification. C’est la théorie moderne du porte-
feuille.

Pour aborder ce probleme rigoureusement, on doit d’abord le formuler mathématiquement
comme un probleme d’optimisation.

el ’espérance de rentabilité d’un portefeuille est donné par :

valeurdutitrei

~ waleuretotaleduporte feuille

Tel que XY x; = 1.
eLa rentabilité d’un portefeuille est égale a la moyenne pondérée des titres qui le com-
posent donc :

Ry=x1 xR+ .. +ay*x Ry = EfvzlxiR,-
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E[R,)) = E[S 2R = ¥ E[z;R;] = S 3, E[R;]

. Avec l'espérance de R; est simplement la moyenne arithmétique.

Calcul de la covariance et de la corrélation : nous supposerons que les rendements des
différents actifs financiers ne fluctuent pas indépendamment les uns des autres : ils sont
corrélés, c’est-a-dire ont des covariances non nulles : cov(R;, R;) # 0.

Covriance des rentabilités R; et R; est :

cov(R;, R;) = E[(R; — E[R])(R; — E[R;])]

e Calcul de la variance et de 1’écart type d’un portefeuille :

e Variance d'un portefeuille composé de deux titres :
var[R,| = cov(R,, R,) = cov(x1 Ry + 23R2, x1 Ry + 23Rs) ;

= z1x1c00( Ry, Ry) + m129000( Ry, Re) + x2x1000(Ra, R1) + 2229c00(Ra, Ry) ;
= x2var|Ry] + x3var|Ry] + 2x1w9c0v(Ry, Ry);
= x?var[Ry] + x3var[Ry] + 271290, 0 p,cov( Ry, Ry).
Avec o, = \/W.
e La volatilité d’un portefeuille composé de N actions :
var[Ry] = cov(R,, Ry) = cov(SX 2;R;, R,) = SN zicov(R;, Ry).
var[Ry| = XY zicov(R;, Ry) = B zicov(Ry, L 25 R;) = B 2,5 x5c00(R;, R;).

Donc :
var[Ry] = Eﬁileyzlxixjcov(Ri, R;).

e Formulation matricielle du systeme :
Notons X le vecteur des parts d’actifs et X? est son transposé donc :
X1
Xo
X

D’ou la matrice des covariances est :

cov(Ry, Ry) cov(Ry, Re) ... cov(Ry, Ry)

cov(Ry, Ry) cov(Re, Re) ... cov(Ra, Ry)
(Cig) = : : :

cov(R,, R1) cov(R,, Rs) ... cov(R,, R,)
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Une matrice qui ce simplifie directement en :

o? cov(Ry, Ry) ... cov(Ry, R,)

cov(Ry, Ry) o3 ... cov(Ry, Ry,)
(Cij) = : : :
cov(Ry,, Ry) cov(R,, Ry) ... o2

Car cov(R;, R;) = o2.

En résumé, la relation de la variance sous forme matricielle est :
V&T(Rp) = XT(CZ]X)

Sélectionner un portefeuille revient donc a résoudre le probleme de maximisation sous les
contraintes suivantes :

minVar(R,)

E(Rp) =C'
X, =1

En utilisant la programmation quadratique.
Dans la pratique, on cherche non pas un, mais tous les portefeuilles qui pour une espérance
donnée minimise la variance.

Définition :

La frontiere qui caractérise le polygone ou la courbe des contraintes s’appelle dans cette si-
tuation la ”frontiere efficiente (de Markowitz)” et dans le polygone/courbe se situent tous les
portefeuilles a rejeter dits ”"portefeuilles dominés”. Une autre maniere de formuler ceci consiste
a dire que les combinaisons (rendement, risque) de cette frontiere forment un ensemble d’op-
tima de Pareto, c¢’est-a-dire que si I'un des éléments augmente, ’autre doit augmenter aussi.
Maintenant, formalisons I'optimisation comme cela était fait au moment ot les gens devaient
encore développer les algorithmes eux mémes.

Soit Z la fonction économique définie par :

Z = (PE(RP) - V(Rp)

Qui doit étre maximisée sous la contrainte que X! ; X; = 1 et ou ¢ est un parametre qui
représente le degré d’aversion au risque des investisseurs (histoire aussi d’homogénéiser la
relation...).

Le probleme de maximisation sous contrainte consiste a déterminer le maximum de la fonction
économique Z définie par :

Z = QDZ?ZIXZE(Rz) - Z?ZIE?ZIXinCOU(RZ', Rj) + )\(1 — E?:lXJ

Cette fonction de n+ 1 variables (X7, Xy, ..., X, A) est maximisée si sa dérivée partielle par
rapport a chacune de ces variables est nulles, ce qui revient a poser le systeme suivant :
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(P& = pE(Ry) — 2X1c0v(Ry, Ry) — 2X5c00(Ry, Ry) — - - — 2X,,c00(Ry, R,) = A =0
F& = pE(Ry) — 2X5c00(Ry, Ry) — 2X5c00(Ry, Ry) — - -+ — 2Xpc00(Ry, Ry) — A = 0
88)?n = pE(R,) — 2chov(R;, Ry) — 2chov(_;%n, Ry) — -+ —2X,cov(R,,R,) — A =10

\ g—le—X1—X2—"'—Xn:0

Posont, cov(R;, Rj) = 0;; d’ou le systeme devient :
( 2X10’11 -+ 2X20'12 + -+ 2Xn01n + A= @E(Rl)
2X10’12 + 2X20'22 + -+ 2Xn02n + A= QOE(RQ)

2X10-n1 + 2X20n2 + - F 2Xn0-nn + A= (,OE(RTL)
X1+ Xo+ o+ X, =1

\

Soit sous forme matricielle :

20'11 20’12 Ce 20'1n 1 X1 QOE(R1>

20'21 20'22 Ce 20_271 1 X2 QDE(RQ)

20,1 20,9 ... 20,, 1 X, wE(R,)
1 1 0 A 1

Par conséquent, X = A~'B.

La détermination du poids de chacun des n actifs susceptibles d’entrer dans la composition
d’un portefeuille passe donc par I'inversion d’une matrice carrée de n + 1 lignes et n + 1
colonnes comportant (n? — n)/2 covariances (la diagonale comportant des variances seule-
ment et la matrice étant symétrique). Ce qui est relativement long a calculer pour de gros
portefeuilles.

Cependant, méme une fois la pondération des actifs terminée, le probleme lui ne 'est pas
completement. Effectivement, nous pouvons donc connaitre la frontiere efficiente mais le client
va lui imposer une contrainte bien logique au niveau du risque nul de son portefeuille et du
rapport rendement /risque maximum.

Il est donc possible de constituer une infinité de portefeuilles en faisant varier les propor-
tions investies dans chacun des titres. La prochaine étape consiste a sélectionner, parmi 1’en-
semble des portefeuilles disponibles, un portefeuille donné. Pour ce faire, on doit considérer
les préférences individuelles de 'investisseur.

Un investisseur rationnel ne devrait donc considérer que les portefeuilles se trouvant sur
la frontiere efficiente pour ses choix d’investissement. Son portefeuille optimal se situera donc
au point de tangence entre la frontiere efficiente et sa courbe d’indifférence la plus haute qu’il
serait capable d’atteindre. En procédant ainsi, chaque investisseur maximisera son utilité
espérée. En présence d'une économie ne contenant que des actifs risqués, la composition du
portefeuille d’actifs risqués varie d’un individu a un autre.

En pratique, les investisseurs ont également la possibilité d’investir dans des actifs financiers
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sans risques. Nous allons donc chercher a déterminer la nouvelle frontiere efficiente en tenant
compte de cette nouvelle opportunité d’investissement.

Considérons alors un portefeuille qui est une combinaison de I’actif sans risque et d'un por-
tefeuille de marché a risque.

Nous avons alors,

R, = X, R, + (1 — X)) Ry.
Ou X, est la fraction du portefeuille investie dans le portefeuille du marché (m), et Ry est
le "taux de rendement certain”.
Rappel : L’espérance d'une constante est égale a cette constante.
Dou: E(R,) = XpE(R,) + (1 — X)) E(Rf) = X E(Ry) + (1 — X)) Ry
Donc :
Var(R,) = E(R, — E(Ry))?)

= BE(Xn R + (1 = Xpn) Ry — X E(R) — (1 = X)) Ry)?)
= BE((Xin(Rm — E(Rpn)))?)
= X2Var(R,,)

Soit : o) = X702,
La dérivée de du rendement espéré par rapport a X,, nous donne :
OE(Ry)

X, E(R,,) — Ry

La dérivée de I’écart-type par rapport a X, nous donne :

Jdo(R,) B
ox,, ~ oUm)

En mettant ces deux résultats ensemble on aura :
OE(R,) E(R,)— Ry

9o(R,) ~  o(R)

Cette équation nous donne la pente de la ”capital market line” (C.M.L).

Définition de la C.M.L :[1]

La C.M.L est la droite formée par I’ensemble des portefeuilles composés d’actif sans risque
et du portefeuille risqué (mesuré par I’écart type des rentabilités des titres).

Elle est constante (la pente), comme la C.M.L est une droite, L’ordonnée a l'origine est
évidemment Ry.

Puisque :

E(R,) = X, E(R,) + (1 —X,,)E(Ry) = X0\, E(R,) + (1 — X)) Ry

L’équation de la C.M.L. se réduit alors a :
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Et puisque dans la finance l'intérét est de représenter graphiquement.
E(R,) = f(o(Ry))

E(Rm)—R
Donc, E(R,) = Gt Lo(R,) + Ry.
Par construction, cette droite associe donc a chaque niveau de risque, la rentabilité espérée la
plus élevé. Ainsi, étant donnée le rendement d’un actif sans risque il devient facile a partir de
cette équation de déterminer le point de tangence avec la frontiere d’efficience de Markowitz
ou de Sharpe pour obtenir le portefeuille le plus efficient sur la base du rendement sans risque.

E(r)
CML
E(rpp
rf
o]

FIGURE 2.4 — La représentation de la C.M.L

Les limites du Modéle de Markowitz :[17]

Depuis son apparition, le modele de Markowitz a pris une place tres importante dans
I’évolution de la finance moderne et il a réalisé beaucoup de succes avec son apport en
matiere de gestion de portefeuille.

Mais avec les ajustements récents, ce modele s’est trouvé plusieurs limites soulevées par
plusieurs praticiens de la théorie financiere. Parmi ces limites, on note :

- Le modele suppose la rationalité des investisseurs. Or, la réalité a prouvé qu’'une croyance
tout a fait irrationnelle peut étre vu légitime par le seul fait qu’elle soit collectivement admise
par un opérateur crédible;

- Le modele ne s’est pas intéressé a la décomposition du risque global du marché mais s’est
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limité a I'analyse et a I’évaluation du risque individuel ou spécifique ; d’ou 'apparition d’un
nouveau modele d’évaluation des actifs financiers (MEDAF) ;

- Le modele suppose également la normalité de la distribution des rentabilités, chose qui n’est
pas toujours vérifiable dans la réalité. Cette limite a été résolue par I'apparition du modele
de «<Dominance stochastiques qui s’applique a tout type de distribution ;

- La variance a été considérée comme une mesure simplificatrice de la fonction de la rentabilité,
tandis que la «<Dominance stochastiques> admet une comparaison de la distribution entiere ;
- La variance étant une mesure non parfaite du risque, une nouvelle technique de mesure a
été développée en 1993, appelé Value-At-Risk (VaR). Cette technique permet de déterminer
la perte maximale probabilisée sur un portefeuille quelconque.

-Le temps est concentré entre deux instants. Les mémes actifs financiers sont a la disposition
de tous les investisseurs et il y a un actif sans risque.

- Tous les investisseurs utilisent le modele de Markowitz pour constituer leurs portefeuilles.
- Tous les investisseurs ont le méme horizon de temps et les mémes anticipations.

- Les investisseurs ne peuvent pas influencer individuellement les prix (concurrence parfaite).
- Le marché est sans friction (pas de cout de transaction ou d’information, pas de taxe, les
ventes a découvert sont autorisées, les titres sont parfaitement divisibles).
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Chapitre

Application

Construction de portefeuille composé de deux actions :
Plan du travail :

e Espérance de rentabilité et écart type d’un portefeuille.
e Calcule de la covariance et de la corrélation.

e Choix du portefeuille efficient.

e Le portefeuille de marché.

Soient A, B, C' trois entreprises et a, b, ¢ leurs actions
1.L’espérance de rentabilité d’un portefeuille :

vy=valeur du titre
vp=valeur totale du portefeuille.

Ut
r; = —
Utp
Avec :X;x; = 1.
La rentabilité d’un portefeuille est égale a la moyenne pondérée des titres qui le composent.
Rp == Zz]illel
E[R)] = XX 2, E[R;].

2.L’écart type d'un portefeuille composé de deux actions :
Soit le tableaul suivant :
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Année A B C 1/2Ra+1/2Rg 1/2Re+1/2Rc
2003 21%% 995 -2%% 159 A%
2004 305% 21% -59% 26% 8%
2005 7% 7% 9% 7% 8%
2006 -5%% -29% 21% -81%% 1084
2007 -29% -59% 30% 20% 13%%
2008 996 3086 7% 209 199

Rentabilités 109 1096 10% 10% 1096
écart type 13% 13% 13% 12% 5%

3.Calcule de la variance et de la corrélation :

CO’U(RZ', RJ) = E[(Rz - E[Rl}xRJ o E[RJD]

Estimation de la covariance a partir de rentabilités :

1

cov(R;, Rj) = ﬁz;{:l(Ri,t —R;)(R;: — R;)
D’ou la corrélation est égale :
cor(R;, R;) = %i’alz)
Application numérique :
T = 6.
somme = ¥8_ (R;s — R)(R;: — R;).
Pour A et B somme = 0.0558.
Pour B et C', somme = —0.0642.
Covariance :
cov(R;, R;) = * somme = + * somme.

T-1 5

Covariance pour A et B, cov = 62%.
Pour B et C, cov = —71.33%.

Voir le tableau2.
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écart type AetB BetC
Année (Ra-Ra) (RE-RE) Rc-Rc) (RA-RA)(RB-RE) (RB-RB)(RC-RC)
2003 11% -1% -12% 0,00 0,0012
2004 20% 11% -15% 0,02 -0,0165
2005 -3% -3% -1% 0,00 0,0003
2006 -15% -12% 11% 0,02 -0,0132
2007 -12% -15% 20% 0,02 -0,03
2008 -1% 20% -3% 0,00 -0,006
somme= 0,0558 -0,0642
covariance= 0,0112 -1,0128
corrélation= 62%% -71%
Rentabilité
BEspereg
30 % -
Alcatel-Lucent
25 %
20 % Corrélatiom = =1 /r

’//‘"‘r—
15 % x
el

e
/./ﬂ-"'"-‘n’!ﬁn'-d
[/

\L/

Damocne

0% T T
D% B% 10%

T T
18% 20%

Volatilite (ecarit-type)

T
25 %

30 %

T
8% 40% 48% S0 W

FIGURE 3.1 — les différents niveaux de corrélation entre les rentabilités des deux titres.

4. Détermination d’un portefeuille efficient composé de deux actions :
On prend deux actions a et b des deux entreprises (A et B).

Avec :
a : c’est 'action Alcatel-Lucent.
b : c’est ’action Danone.

Soit le tableau suivant :
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CHAPITRE 3. APPLICATION

action rendement écart tvpe
a 26 % 50 9
b 6 90 25 %

On suppose que la corrélation est nulle :
Détermination de portefeuille efficient :

Portefeuille composé de 40% de I'action a et de 60% de 'action b donc :
E[R40_60] = o E[Ra] + 2o E[Ry).

var[Ry—¢0] = xiaéa + x%a%b + 2% T,k Tp *x OR, * O, * cor(Ry, Rp).
ORuo—co = \V/Var[Rao—_eo)-

Application numérique :

var[Rao_eo] = 0.4% % 0.50? 4 0.6% % 0.25% + 2 % 0.4 % 0.6 * 0.50 * 0.25 * 0 = 0.0625.

O oo = V0.0625 = 25%.

A partir du tableau 3 on aura le graphe qui montre les portefeuilles efficients composés
de deux actions a et b.

actions rentabilité Ecart- type
Xg Xy E[R] Og
100% 0% 26% S50%
80% 20% 22% 40%
60% 40% 18% 32%
40% 60% 14% 25%
20% 80% 10% 22%
0% 100% 5% 25%
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CHAPITRE 3. APPLICATION

Espérance
de rentabilité
30 %
Alcatel-Lucent
(100 % ; 0 %)
25 %
20 %
16 %+ (40 % : 60 %)
10 % (20 % ; 80 %)
Portefeuilles
nefficients
i Danone
5% (0% ; 100 %)
ﬂ % I I I I ] |
0% 10 % 20 % 30 % 40 % 50 % 60 %
Volatilité (écart-type)

F1GURE 3.2 — Les portefeuilles efficients composés de deux actions
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Conclusion générale

La conclusion du modele de Markowitz, c¢’est de conceptualiser et quantifier le couple
risque-rentabilité, rendant ainsi possible la détermination des proportions optimales a investir
dans les différents actifs financiers pris en considération par I'investisseur ou le gestionnaire de
fortune. C’est toutefois depuis le milieu des années 1960, avec les travaux de Sharpe, Lintner
et Mossin (sur les conditions d’équilibre des marchés financiers) et de Fama (sur Uefficience
de ces mémes marchés), que la littérature relative a la gestion de portefeuille connait un
extraordinaire développement qui semble encore loin de son terme. La communauté des in-
vestisseurs avait commencé a parler de risque sans pour autant pouvoir exprimer la notion de
risque en des termes spécifiques. Mais, pour construire leur portefeuille, les investisseurs ont
besoin de quantifier le risque qui est défini comme l'incertitude quant aux résultats futurs.
Harry Markowitz, a construit le modele de base d’un portefeuille avec la mesure du taux de
rendement espéré et du risque espéré. Il montre que la variance (ou I’écart type) du taux de
rendement constitue une bonne mesure du risque d’un portefeuille sous certaines hypotheses
et donne une formulation de la variance d’un portefeuille. Ainsi, il ouvre la voie a 'opti-
misation de portefeuilles. Un portefeuille est dit efficient s’il admet un taux de rendement
maximal pour un risque donné ou un risque minimal pour un niveau de rendement donné.
L’ensemble des portefeuilles efficients définit la frontiere efficiente.

Ensuite, pour palier le probleme de dimension, principal inconvénient du modele de Marko-
witz, Sharpe a développé un modele de marché a indice unique pour expliquer le rendement
des titres.

L’évolution des opportunités d’investissement peut avoir des effets importants sur les porte-
feuilles optimaux d’investisseurs avec différents horizons de placements (Campbell & Viceira).
Sur ce dernier point, plusieurs recherches empiriques (Fama & French (1971), Campbell &
al), dans (le modele de fixation de prix d'un actif Financier) de William Sharpe ont démontré
que l'espérance de rendements des titres semble varier avec le temps, ce qui implique donc
que les opportunités d’investissement ne sont pas constantes.

Ce sont ces méme professionnels qui par leurs travaux génerent et diffusent I'information
permettant aux marchés modernes d’approcher 1’état d’efficience.
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