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Introduction Générale

La notion d’optimisation est une notion primordialans la conception des systémes de
commande. En effet, ces systtmes commandés daisemter le fonctionnement désiré et les
performances souhaitées notamment la stabilité rndigs différentes incertitudes qui

peuvent se présenter sur le systeme.

La difficulté de commander un systeme a parameétresrtains ou en d’autres termes la
synthétise des correcteurs jugés optimaux réside kéafait que les paramétres de ce systeme

sont a valeurs incertaines et donc une male cosarage du systéme étudié.

La méthode de Kharitonov présente un outil permetiaanalyser les systémes incertains en
présence des incertitudes sur les parametres,latpee formation des quatre polynébmes
appelés polynémes de Kharitonov.

Le probleme de synthése de correcteurs robustegtietaux est un probléme de régulation
optimale peut étre formulé sous forme d'un probléd¥eptimisation généralement la
fonction objectif est, souvent,un critere de perfance, et les contraintes sont liées aux
limitations physiques exprimées sous formes de tfome mathématiques. La fonction
objectifa optimiseret les contraintes imposéessxutrimées en fonction des variables de
décision rassemblées dans un vecteur solution olblggne d’optimisation, pour notre cas,

cette solution représente les parametres du cetnect

L’objectif de ce travail est I'exploitation de lagthode de Kharitonov pour la synthése
d’un correcteuroptimal assurant la robustesseailis¢ de la boucle fermée en présence des
incertitudes sur les parametres du modeéle, baséelasuminimisationd’'un critere de

performance.
Ainsi,le travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre est destinéa présenter desaéés sur lessystemes, leurs classes
et leur représentation, la notion des systémesodamande, la notion d’incertitude et ses

sources et la théorie de la commande robustetsansai exposeées.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'analyse atsligé des systemes invariants en
utilisant le critére algébrique de Routh.Ensuite,imdtroduit la méthode de Kharitonov pour
'analyse de la stabilité des systemes a paramétresrtains.L’application de la méthode de
Kharitonov en boucle fermée et des exemples diegifbn seront aussi abordés.
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Le troisieme chapitre donne une petite introducsionl’'optimisation, dans laquelle on
trouve la formulation mathématique d’'un problémepdimisation, les étapes de modélisation
ainsi les deux méthodes d’optimisation sous camtai inégalités(méthode des variables

d’écart et la méthode de Kuhn Tucker). On présardes exemples sur la méthode de Kuhn
Tucker a la fin de ce chapitre.

Dans le dernier chapitre, on présente une apprdelsynthese de correcteurs robustes

basée sur la minimisation d’un critere quadratiduapproche proposée combine la méthode

de Kharitonov et la méthode d’Astromutilisée pdavaluation du critére de performance.

Ce mémoire s’acheve par une conclusion générale.

g



Chapitre | Généralités sur les systeésincertains

[.1 Introduction

Ce premier chapitre est destiné principalement &emter des généralités sur les

systemes et les différentes incertitudes qui petes conduire vers le disfonctionnement.

Dans une premiére partie, on donne un apercgu sisyltemesainsi sur les systémes
de commande.La notion d'incertitude et celle dectammande robuste seront aussi

abordées.Ces notions seront utilisées le long aeéreoire.

|.2Généralités sur les systemes
1.2.1 Définition d’'un systeme

Un systéme désigneen général un ensemble d'élécoemtinés pour effectuer une
tachespécifiée.

En automatique, un systeme désigne un procéedétdes rquelconque qui évolue sous
I'action de son entrégt) et dont I'évolution est caractérisée par sa s@itie

La grandeurd’entrée est indépendante du systefite, peut étre commandable
(consigne) ou non commandable (perturbation) quara grandeur de sortie, elle est

dépendante du systeme et de la grandeur d’engttsedoit étre observable.

l Perturbation

t s t
u(t) Systeme y(t)
entréedecommande sorme —uu systeme

Figure 1.1 Schéma fonctionnel d’un systeme.

|.2.2Classification des systemes

Pour étudier les divers systemes existants, il lest jpdicieux de les regrouper en classes

[1] :

Le systeme dynamique se divise en deux grandeseslas

1.2.2.1 Systeme a parametres localisés

-
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Un systeme dit a parameétres localisés s'il régi gas équations différentielles
ordinaires.
1.2.2.2 Systeme a parametres distribués

Un systeme dit a parametres distribués s’il est p&y des équations aux dérivées

partielles.

Le systeme a parametres localisés se divise enalasses :
* Systéme déterministe

Un systéme est déterministe si pour chaque enftane seule sortie possible y(t) peut

exister. Ce sont des systemes dont I'évolutionperetparfois parfaitement prédite.
Par exemple : systeme périodique, systeme quasdgire, systéme pseudo périodique.
» Systéme stochastique

Un systeme stochastique ou aléatoire posséde piasserties possibles, chacune d’elles
étant affectée d’'une certaine probabilité. Son @iamh dans le temps est imprévisible, il est

décrit par des observations statistiques (moyeraregnce, fonction de densité,...).

Le systeme déterministe de sa part se divise exnaasses :

e Systéme continu

Un systéme est continu si ses deux grandeurs d&ptrde sortie sont des fonctions d’'une

variable continue t.

» Systeme discret

Un systeme est discret si en un endroit ou moins dbaine des éléments le constituant,

le signal n’est transmit qu’a des instants disqoeitslégiés.

Pour le systéme continu, on trouve encore les etassivantes :

* Systéme linéaire
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Un systeme est linéaire s'il répond au principesdperposition ou sa sortie est décrite
par une droite proportionnelle & son entrée. Il d&strit par des équations différentielles

linéaires d’ordre fini a coefficients constants.

* Systéme non linéaire

Un systéme est non linéaire s'il ne satisfait gagrincipe de superposition, Par exemple,

amplificateur, pont de redressement, relai,..., etc.

Les systémes dynamiques sont aussi classés selmmlere d’entrées et de sorties. On
distingue :

* Systéme monovariable

Un systeme monovariable est un systeme possédarseure entrée et une seule sortie.

Exemple

Vitesse
—>

Tension d’indui
— >

Moteur a courant
continu

Dans cet exemple,la tension d’induitdésigne la dgan d’entrée et la vitessedésigne la

grandeur de sortie.

e Systéme multivariable

Un systememultivariable est un systéme possédarsiepks entrées et/ou plusieurs

sorties.

Exemple
l Etat de la route
Pagition
Automobile
Accélération____,) | Vitgsse

Volant )

Comme l'indique I'exemple, le systeme présente dmixees et deux sorties. L'état de la
route constitue une perturbation pour le systénjeuetle réle d’'une entrée secondaire.

Pour les systemes monovariables, deux classespgezivaare se présenter :
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e Systéme stationnaire

Un systemedit stationnaire c a parameétres invariargsune méme commande appliqt

a deux instants différents produit la méme souieiastants considért

* Systéme variant

Un systémea parametres variesestun systeme décrit par des eéquations différenti
linéaires et dont ses matrices de représentatiéatdiépendent'un parametre variant dai

le temps. Par exemple ne themorésistante, un capteur piéglectrique,...,el.

1.2.3 Représentation desysteme:

Pour réaliser une commande automatique d'un systémestilnécessaire d'établir ¢
schémas représentante systeme de décrire les relations existantentre les entrées
(variables de commande) et les sorties (variablesattie). L'ensemble de ces relati

s'appelle "modéle mathématique" du sy:e.

Le modele se défini comme étant une représentatiathématique qui exprime |
relations entre les varialdecaractéristiques du systemeette représentation est donnée ¢
forme d’équations mathématiques (différentielle /ou algébriques) ou intennnent les

parametres du systéme [2].

1.2.3.1 Repré&entation par schéma physiqgt

Une degeprésentatior qui va permettre d’étudier un systemelestchéma physiqgt

(schéma électrique, mécanique, électronigy[2].

Exemple

Le schéma électrique suivamprésente ucircuit RC

Figure 1.2 Circuit électrique RC.

o
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1.2.3.2 Représentation par des équations différerdiles

Un systeme dynamique lin€aire peut étre reprégmt@ine équation différentielle a
coefficients constants liant les grandeurs d’engtéde sortie.

L’équation différentielle générale d’'un systémethire est de la forme

DO TE O dy()
g T gt @ Fay(®
du™(t) du™1(t) du(t)
= b g b g by
+ bou(t)

Pour les systémes réels> m(degré du numérateur est inferieur au degré du

dénominateyf2].

1.2.3.3 Représentation par fonction de transfert

La représentation d’'un systéme dynamique linéabenips invariant par une fonction de

transfert constitue une représentation externe/shese.

On suppose que les conditions initiales sont nulless transformées de Laplace

respectives de I'entrée et de la sortie sont :

u(®) - Liu®] =U(s)  y@) = Lly©] =Y(s)

T | = s"F(s)

En appliquant la transformée de Laplace aux deuxlmnes de I'équation différentielle,

L [d"f (t)

on obtient ;

a,S"Y(8) + a1 S™Y(S) + -+ agY(s) = by s™U(S) + by 1s™U(S) + -+ + boU(s)

(ans™ + ap 18"+ -4+ byst + b)Y (s) = (byps™ + byp_18™ L+ -+ blst + by)U(s)

Y(s)  bps™ + by ys™ + -+ byst + by
U(s) aps™+ap_1s™ 1+ -+a;st+a,

G(s) =

g
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G(s)est la fonction de transfert ou transmittance gatéme. Elle permet de

déterminer les caractéristiques principales duesystsans résoudre I'équation différentielle.

La fonction de transfert caractérise la dynamiquesgsteme, elle ne dépend que de
ses caracteristiques physiques. Elle est largemtligée dans la théorie des systemes

linéaires continus et invariants[2].

La représentation qui sera adoptée par la suits da travail, considere que les
parameétres du systéme dynamique sont invariants ldatemps mais qui sont incertains vu
les différentes erreurs de modélisation qui rendest paramétres évalués entre une borne

inferieure et une borne supérieure.
La fonction de transfert du systéme dans ce casssess la forme ci-dessous :

b bh1s™ + [by—q, by 1™ + -+ [b7, b ]s + [bg, by |

" az,af]s™ + la,_q,a)_J]s™t+ -+ [a],af]s + [ag, af]

G(s)

avec

a; <aq;<a} ,i=1,..,n

b <bj<bh, j=1,..,m

1.2.3.4 Représentation par schéma fonctionnel

La représentation par le schéma fonctionnel, appaksi diagramme fonctionnel,
permet de représenter de maniere graphique unnsygt@ysique. C’est un moyen a la fois
utile et commode pour représenter les relationstionnelles entre les différents organes

d’un systeme de commande|[2].

U
(Y _—

1.2.3.5 Représentation par équation d’état
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La représentation par équation d’état constitue regpEésentation interne pour le

systeme. Elle est donnée comme suit :

x(t) =Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Avec :
A: La matrice d’évolution ;
B :La matrice de commande ;
C :La matrice d’observation ;

D :La matrice de transmission.

1.2.4 Notion de péles et zéros d’'un systeme

Soit la fonction de transfert du systeme :

On appelle respectivement les zéros et les pblasedonction de transfert les racines de
I'équationN(s) = OetD(s) = 0. L'ordre d’'un systeéme est défini par le degréDde) qui est,

en général, supérieur ou égal a celui dunumératmurles systémes physiques.

Remarque .1

Pour déterminer le modéle mathématique d’'un systateax méthodes peuvent étre

appliquées :

» La modélisation : ellese divise en deux approches :

- Modéle de connaissance:l met en coeuvre les loigsighes (électriques,
chimiques,...) pour expliguer le phénomene physiquar ples équations
mathématiques.Les parameétres généralement onharmphkgsique connu.

- Modéle de représentation(comportement) :il estrabten utilisant les lois physiques
et les parametres par identification a traversriesures entrées /sorties.

e L’identification : c’est une modélisation expérintaie, utilise les expériences pour

déterminer les parametres du modéle.
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|.3 Généralités sur les systemes de commande
[.3.1 Notion de la commande

La commande désigne la grandeur susceptible a ehdiggat du systéme et en
particulier I'état de lasortie.

Commander un systéme(asservir) veut dire syntrééispartir d'un modele de ce
systeme, un correcteur de sorte a ce qu’en boegieek, on puisse satisfaire les exigences du

cahier des charges essentiellement lastabilitéjgoé et rapidité.

1.3.2 Notion d’'un systéme commandé

Un systeme commandeé (systeme asservi) se définimeomtant un systeme
bouclé,c’est a dire possédant une rétroaction dsofde sur lI'entrée,il est calculé afin de
modifier les caractéristiques du régime transitagtecelles du régime permanent du systéme
original. Il copie le comportement de I'étre humdans les trois phases essentielles de son

travail schématisées par la figure suivante :

Tache a réaliser . - effet de 'action
- Réflexion » Action >

A 4

Observation

1.3.3 Diagramme général d’'un systtme commandé

La structure générale d’'une commande d’'un systémneomnée par la figure 1.3 suivante :

Chaine d’action

A(s)

v

Y.()E| comparateur Correcteur Systeme a
' commander

v

A 4
A 4

Détecteur Amplificateur
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Capteur

Chaine d'information

Figure 1.3 Commande d’un systeme.

Comme l'indique le diagramme, la commande d’'uné&yst fait appel a une diversité de

composants qui sont :

» Capteur: transforme la grandeur physiqi&s)en un autre type habituellement

électrique afin de la comparer avec la consignés)et agir par conséquence sur la

grandeur manipulég(s).

» Détecteur d’écart :organe comparateur, il a deux entrées : la conggteemesure.

* Amplificateur : délivre la puissance nécessaire a I'actionneur.

» Correcteur : il travaille & basse fréquence, sa fonction estraesformer le signal

d’erreure(s) afin de modifier la variable manipuléés) qui permet d’améliorer les

performances (précision, stabilité, rapidite,...)sgateme de commande.

L’ensemble constitué du correcteur et d’actionrfietme le systéme de commande.

|.3.4Etapes de synthése d’'un systémede commande

L’asservissement d’'un systeme quelconque se divideois etapes :

- Modéliser et/ou identifier

perturbations ;

le systeme a commaneer tenant compte des

- Synthétiser une loi de commande optimale a pauimiddéle obtenu pour pouvoir

respecter les contraintes spécifiées dans lercdésecharges ;

- Appliquer la loi de commande synthétisée sur léésge physique.

Ces étapes sont éventuellement répétées jusgquddetioon du comportement désiré du

systeme en bouclefermée afin de I'implémenter eéedint.

[.3.5 Structure de commande

)
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Quelque soit la nature du systeme a commandest itogljours possible de classer les
différentes structures de commande en deux grdadahles.Les structures de commande en
boucle ouverte et les structures de commande erlebfarmée.

[.3.5.1 Commande en boucle ouverte

On considere le schéma ci-dessous :

Perturbation .
Commande i £

—> Procédé | ——  »

Figure 1.4 Représentation d’un procédé en boucle ouverte.

La figure 1.4 donnela structure de commande ercleoouverte,cette structure présente les

inconvénients suivants :

- Correction impossible : N'ayant aucune informasanla sortie, I'opérateur ne peut
élaborer aucune stratégie d'ajustement pour odtesartiedésirée.
- Sensibilité aux perturbations : En admettant qusoltie soit conforme a la consigne;

une perturbation peut, a un moment donné, afféatsrtie.

[.3.5.2 Commande en boucle fermée

Cette structure est donnée par la figure 1.3,kactile la commande est assurée par la
rétroaction,la sortie est mesurée a l'aide d'unteap qui indique la valeur mesurée
ym(t).Cette derniere est comparée a la valeur de laigimsdésiréey, (t)d’ou I'écart
consigne - mesuee= y.(t) — y,,(t). La valeur de I'écart est fournie au correctetngpal
qui a pour fonction de modifier la valeur de laighte de commande(t) afin de réduire
I'écarte(t) .

Remarque 1.2

Le correcteur agit sur le procédé via un actionnean n’'agit pas sur ce dernier

gu’apres avoir constaté 'effet de la perturbasan la sortie.

)
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I.3.6Fonctions d’un systeme de commande

Les deux fonctions principales réalisées par umésys de commande sont la fonction

d’asservissement et la fonction de régulation [3].

» Fonction d’asservissement(poursuite)

Un systéme suiveur est un systéme de commandaéllaata entrée variable en fonction
de temps, destiné a maintenir une erreur nulleli{ég#e la sortie a I'entrée)quelques soient

les variations de I'entrée en fonction du tempddra[3].

» Fonction de régulation

Un systeme régulé est un systeme de commandell@avai entrée constante (ou variante
par palier de réglage), destiné a maintenir ldesodnstante quelque que soit les perturbations
(salle de chauffage) [3].

|.3.7R0les de la boucle fermée

Les objectifs assignés a une structure de commamtbeucle fermée sont :

- Amélioration de la précision en boucle fermée.
- Poursuite des consignes désirées.
- Amélioration du rejet de la perturbation.

- Robustesse du systeme vis-a-vis des variationsngangues.

Toutefois,la structure de commande a contre réactouffre de défauts qui rendent son

utilisation parfois délicate :

- Possibilité pour un systéme en boucle fermée derdeinstable,en effet, un systeme
stable en boucle ouverte peut devenir instableogrclb fermée si I'action correctrice
est mal choisie.

- Bruit de mesure qui s’ajoute au signal mesuré gmchpteurs entrainant des pertes de
précision.

- Cette structure pose également des probléemes deathats des signaux de
commande qui sont tres largement amplifiés paraatien correctrice de grand gain.

=)
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En général, une structure de commande doit répande@xigences du cahier des charges
d’'une maniére a assurer, lors de la synthése, mmpr@onis entre les performances désirées et
les contraintes a respecter.

[.4 Notion d’incertitude

Agir sur un systeme suppose au préalable connaitre comportement.Cette
connaissance est réaliséegrace a un modele d#ctes relations existantes entre les

grandeurs d’entrées et les grandeurs de sortisgsieme.

Le modele obtenu par modélisation et/ou par idieatibn des paramétres constitue
toujours une représentationimparfaite du procegdysiquequi est par définition ne peut

jamais étre connue parfaitement.

En plus,et par souci de simplicité, de nombrewamatres agissant sur le systeme
sont soit ignorées, soit mal interprétés en fortmamathématique,ce qui rend le modele
incertain.

D'ou la nécessité de concevoir des contrdleurs ssu pouvant atteindre les
performances voulues en prenant compte de ceditndes. Mais avant de concevaoir, il faut
commencer d’abord par définir et interpréter cegititudes.

Toutes les incertitudes sont regroupées dans &ifoAqui peut étre paramétriques

(incertitudes structurées) ou non parametrique(titudes non structurees).

1.4.1 Classes d’incertitudes

Il existe deux formes d'incertitudes qui peuvemidee le systéme dynamique un
systeme incertain.
1.4.1.1 Incertitude non structurée ou incertitude ¢ynamique

Ces incertitudes rassemblent les dynamiques néglidéns le modeéle et les bruits des
capteurs. On ne dispose en général que d'unebarpérisure sur I'amplitude de ces

dynamiques.
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Exemple .1

Considérons I'exemple d’'un bac de stockage suipgnt

?

| «
: 2

Qs

Figure IBac de stockage

La modélisation en utilisant le bilan de masse odradl’équation différentielle suivante :

dh

Sqr = Qe—0s 1.1

L'utilisation de la loi de Bernoulli conduit a avdiexpression de débit de sortie suivante :

Qs = avhl.2
Supposons que le débit de sortie est proportioanaliveau du liquide dans le lfac= ah
par conséquent
dh 1.3
SE = Qe — ah

Donc le modéle présente une incertitude sur latstre.

1.4.1.2 Incertitudestructurée ou paramétrique

Cette forme d’incertitude est liée aux variations @aux erreurs d’estimation sur
certains parametres physiques du systéeme, ou eacm® incertitudes de nature dynamique.
L'incertitude paramétrique intervient principalemdorsque le modeéle est obtenu a

partir des équations de la physique.
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Afin d'illustrer cette forme d’incertitudes, on csidére I'exemple d’un circuit

électrigue (RL) décrit par la figure suivante [4] :

Ur i
o— 1 0
R;
U :
L U;
o 0

Figure 1.6 Circuit électrique RL

Les équations électriques sont :

U = UR + UL
Ou I'expression ddJ, est :
T di
L™ ™ ae
Et 'expression dé&/zest :
UR = Rl
Ce qui donne
‘"R

L’équation différentielle reliant la sortié et I'entréelU est :

W Ry~
ac L -

En introduisant la transformée de Laplace a I'éguak6,0n obtient la fonction de transfert

de ce systeme comme suit :
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Uds) 1

= .7
U(S) ES-I_ 1

Si on considere que la résistanReest sensible a la température de I'environnement,
I'expression de la résistance prend la foRmeR,(1 + aT).

La nouvelle expression de la fonction de transfett

UL(S) _ 1 1.8
U(s) ——L
(s) R0(1+(xT)S +1
Si on pose maintenant une constante
L 1.9

= Re(1 +al)

Suivant la variation de la température T, la résisé R varie entre deux valeurs minimale et
maximale

Rmin <R< Rmax

On aura donc

_ L L
a” = et at =

Rmax Rmin

L’expression finale de la fonction de transferiaspar conséquent :

Uy(s) 1 1.10
U(s) [a-,at]s+1

On voit tres clairement a partir de cet exemple lgygarametre de la résistance varie
entre une valeur minimale et une valeur maximalsyistéme est devenu un systeme a
parameétres incertains.

A la suite de ce mémoire, on s'intéresse a cettmdode systéme dynamique, les
parameétres du modele sont connus d'une maniérgtanoe leurs valeurs exactes sont

bornées par deux valeurs minimale et maximale.

Remarquel.3
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Les incertitudes agissent sur le systéme de diffése maniéres, ces incertitudes
peuvent étre additives a la fonction de transfertultiplicatives directe en entrée,

multiplicatives directe en sortie, multiplicativieserse en entrée, inverse en sortie.

1.4.2 Représentation d’un systeme incertain

Les systémes incertains sont définit par la loiasgigue suivante dans I'espace d’état :

x = f(x(8),A(t))

OuA(t) représente l'incertitude.

[.4.3Commande robuste

La commande des systemes a modeéle incertain est des défis majeur de
'automatiquemoderne.

En effet,elle a concentré I'attention d’'un nombmgportant de chercheurs ala fin des
années 70, et ceci quand on s’est rendu comptelguemmande linéaire quadratique
optimale (commande optimale H2), le retour d’'étaravers des observateurs,et d’autres
meéthodes populaires pour la synthese de contrfleaosime la commandeadaptative,
manguaient des garanties de stabilité et de peafoces lorsque le systemeest soumis a des
incertitudes.

Le probléme de robustesse dans le cas d’inceritpdeamétriques a suscité un grand
intérét de la part des chercheurs. Par exempliélereme de Kharitonov, apparu aumilieu
des années 1980. Avec ce théoreme surprenant,niaine® de la commande robuste sous
incertitudes paramétriques a été reconsidéré anetear et I'on peut dire que le théoreme de
Kharitonov est une contribution importante génégait le critere de Routh-Hurwitz.

[.4.3.1 Définition de la robustesse

La robustesse est la propriété qui traduit I'ingade du comportement d’'un systeme
en présence des erreurs du modele, c'est-a-diaé e maintenir la stabilité du processus et
un certain niveau de performances en dépit de rdiffés incertitudes(erreurs sur les

parametres, dynamiques négligees,...etc).

1.4.3.2 Définition de la commande robuste

-
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La commande robuste est un type de commande quawgrantir les performances et
la stabilité d'un systeme face a des perturbationsilieu et les incertitudes du modéle.

En effet, le modeéle mathématique qui modéliseystesne réel est une représentation
qui essaye a approximer au mieux, avec des hypgtssplificatrices le systéeme qu'on veut
commander. Il existe donc un écart entre le compuweht observé du systéme réel et son
modéle interne.

La commande robuste vise a déterminer une loi agen@nde qui soit capable a
garantir des criteres de performance et de d@alplbur un systéme dont le modéle vari

autour du modele théorique ou nominal.

[.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a définir les systéhlaess classes et leurs différentes
représentations,ainsi que les systemes de comnedihele's structures.

Par la suite, I'étude a été axée sur les inceagugui affectent le systeme et leurs

sources, sur la notion de robustesse et de la cadmrabuste.

Dans le chapitre qui suit, on entame I'analysead&tabilité des systémes a parameétres

incertains par la méthode de Kharitonov.
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[1.1 Introduction

Le présent chapitre s’intéresse essentiellemerdanalyse de stabilité des systemes
linéaires continus a parameétres incertains et iawardans le temps. En premier lieu, on
aborde la notion de stabilité des systéemes continéaires a temps invariant avec le critére
de Routh, puis on présente la méthode de Kharitatibs€e pour I'analyse de la stabilité des

systemes a parametres incertains.

I1.2 Notion de stabilité d’un systeme

Chaque systéme, pour gu’il soit utilisable, il déite stable. En effet, la stabilité est
une exigence critigue dans la conception d'un assmment. Une perte de stabilité entraine
au mieux un comportement oscillatoire et donc meapacité a réguler ou poursuivre, au pire
la génération de signaux de grande énergie quiemmhdmmager ou détruire le systéeme.

Intuitivement, on dit qu’un systéme est stablel, €vient & sa position d’équilibre
apres avoir subir une |égere perturbation. Daras$econtraire, il est instable.

bY

On dit aussi qu'un systeme est stable si & uneéenbornée (entrée constante)
correspond une sortie bornéblne définition équivalente est qu’un systéme ealstsi la

réponse impulsionnelle du ce systeme tend vesqénd t tend vers l'infini.

Afin d'illustrer ces définitions, on se propose tddier I'exemple suivant qui
considére quatre réponses indicielles d’'un systdeeleuxieme ordre de pulsation propre

w, = 1rad/s et de coefficient d'amortissement de valeurs FA6.3 0.5 0.7 1].

La simulation des quatre systémes donne les rép@upeantes :




Chapitre I Analyse de stabilité par la méthode de Kharitnov

14 T

//\\\\ E —03
N,
1o / \ Z=05||
fﬁ N £=07
1 / \ — £€=1
HJ \\\ -
% osf /
o6l
oar
ozl |
O L L L L L L L
o 2 a 6 10 12 14 s
Tarps

Figure 1.1 Stabilité d’un systéme.

La courbe obtenue avec le coefficient d’amortisseinPsi = 1 est caractéristique d’'un

asservissement amorti et stable.

Les courbes 2 et 3 obtenues avec les coefficieamattissement Psi = 0.3 et Psi = 0.5 sont

caractéristiques d’un asservissement stable mais d@&passement.

La courbe 4 obtenue avec Psi = 0.7 est caradtgrest’'un asservissement oscillatoire qui se

stabilise avec le temps.

I1.2.1 Effet du signe des poles de la fonction deansfert sur la stabilité

Comme on a vu dans le chapitre précédent, la famcke transfert d’un systeme est le

rapport de deux polynbmes a&n Le numérateur représente les zéros et le démbeun

représente les péles du systaqmepeuvent étre réels (simples ou multiples) etmmplexes,

Le signe de ces pbles détermine si le systemeadse ou pas.

Pour des raisons de simplification, on considére tps pbéles de la fonction de

transfert G(s) du systeme sont simples, ce qui permet la décatipode G (s) en éléments

simples de la forme :

G(s) = Z S fial-

L
Poleels

*2,

BkS + Ck
k(s —br)* + ¢ ?
poles complexes

1.1
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A l'aide de la Transformée de Laplace inverse, una éa réponse impulsionnelle :

g(t) =X Aie®t + 3 DyePktsin(c,t + @) 1.2

Le premier terme de la réponse impulsionnelle spwad aux péles réels quant au deuxieme,

il correspond aux poles complexes.

A partir de cette réponse, on peut déduire ledtagsisuivants :

» Siles parties réelles des poles sont toutes nvégadi; et b, < 0, la réponse tend vers
zéro pour t tend vers linfini a cause de I'expaiele. En terme de la deuxiéme
définition de la stabilité, le systéme revient apsaition d’équilibre, le systeme est
donc stable.

e Si un des poles réels est positif, 'exponentigle lui est associée tend vers l'infini
lorsque t tend vers l'infini (sortie non bornée) slystéme est instable.

* Si une paire de pbles complexes est a partie rgelitive, le systéme est instable
avec un comportement oscillant qui diverge.

e Sila partie réelle des pb6les complexes est riylle 0, on aura des pdles imaginaires
purs, cela rend le systeme juste oscillant ou aiknlimite de la stabilité.

A partir des conclusions déduites des cas possitds péles, on voit que le signe des
parties réelles des pdles est responsable de Idlitéteou de linstabilité. Les parties

imaginaires sont responsables d’oscillations.

I1.2.2 Condition générale de stabilité

Pour qu’un systéme linéaire soit stable, il faut tpus les poles de sa fonction de transfert

soient a parties réelles négatives

[1.2.3 Criteres de stabilité

Parmi les criteres de stabilité les plus utilisgsa: le critére algébrique de Routh et le

critére graphique de Nyquist.
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11.2.3.1 Critére algébrique de Routh

Dans le cas ou les poéles peuvent étre mis sousrt@efd’'un produit de facteurs, la
conclusion concernant la stabilité du systemenestédiate par simple examen des signes des
parties réelles des pbles. Mais dans le cas oprission du dénominateur de la fonction de

transfert est une expression algébrique polynondialipe :
ApS™ + ap_1sV1 4+ ags +ag 1.3

Il n'est plus évident de juger la stabilité d’'urs®me par un simple regard. Dans ce
cas, le critere de Routh, permet par simple exatesncoefficients de I'équation algébrique,
de savoir si toutes ses racines sont ou non a&padelles negatives. Il permet donc de juger

la stabilité.

11.2.3.2 Application du critére de Routh pour les gstéemes bouclés

Pour savoir si les systémes commandés (régulésssends) sont stables, on se
propose d’étudier le schéma fonctionnel déidare 11.2. Le schéma représente un systeme

bouclé d’'une fonction de transfe@(s) et d’'un retour de fonction de transfer(s) .

Y.(s) ¥ E(s) o Y(s)

\4
A 4

v

R(s)

Figure 11.2 Systeme en boucle fermée

La fonction de transfert du systéme en boucle ferest :

_Y(s)  G(s)R(s) 1.4
T U(s) 14+ G(s)R(s)

H(s)

L’analyse de la stabilité se fait par I'étude dédep de la fonction de transfert en
boucle fermée, c'est-a-dire les racines de I'égnataractéristiquel + G(s)R(s) = 0.
Cette équation n’est généralement pas facile audésoque dans le cas ou le degré du

polynémel + G(s)R(s) est inferieure ou égal a deux.
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La résolution de ce polynbme se complique lorsquéepend d’'un parameétre (ou
plusieurs).

En effet, dans ce cas, il est difficile, voirepossible, de calculer les racines afin de
conclure sur la stabilité. Le critéere algébrique Rieuth forme une solution a ce type de
problemes.

La fonction de transfert en boucle fermée peutrs@sous la forme suivante :

H(s) = G(S)R(s)  Np(s)  bys™+bp_1s™ '+ ..+ bys+b, 1.5
YTy G(S)R(S) Dp(s) aus™+ a,_1s" 14+ a;s + a,

L’équation caractéristique est :
Dp(s) = aps™ + ap_1s™ 1+ -+ a;s+ay 1.6

[1.2.3.3 Condition nécessaire du critere de Routh

Pour que le systéme soit stable en boucle ferrhéayti que tous les coefficients de
I'équation caractéristique soient du méme signeléaronsidere positif). Cette condition est

une condition suffisante pour les systémes du eetidu second ordre.

Remarque 1.1

Avant toute mise en marche du systeme boucléuildassurer qu’il est dimensionné
d’'une maniere correcte, par conséquent, ce systidihétre stable. Une boucle instable est

une boucle inutilisable.

[1.2.3.4 Enoncé du critére

L'utilisation du critere de Routh commence par tnstruction du tableau appelé
tableau de Routh. Ce tableau est construit avecdefficients du polyndme de I'équation

caractéristique.
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s a, Ap_y Ap—s a, ao
s"t An-1 An-3 An-s5 aq
sn2 1 Cy o
sn3 dq d, ds

st my

s? 7

Tableau 1.1 Tableau de Routh.

Le tableau 1.1 contient au plustl lignes ( : ordre deD(s)), les deux premieres
lignes constituent les coefficients du polyndbmeactaristique, les éléments qui remplissent
les autres lignes du tableau sont calculés setmnragle similaire a celle du calcul des

déterminants des matrices.

co = —1 | an an—2| _ (@pan-3 — ap-1an-2)
L= = —
an-1 Apn-1 An-3 dp—1
C = -1 a, an—4| _ (an-3an-5 —an-1an-4)
, = = —
ap_q '4n-1  an-s ap—1

La quatriéme ligne s’obtient comme la troisiema&digen multipliant en diagonale les termes

de la deuxieme et de la troisieme ligne.

—1ap-1 an-3 (ap-1€2 —ap_3¢q)
dl = — = —

!l G C2 Cq

-1 dp—1 dp-s5 (an—1C3 - an—Scl)
d2 = — = —

C1 Cl C3 C1

On continue le remplissage de nouvelles lignesuiasgxtinction des éléments. La premiére

colonne est appelée colonne des pivots.
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Lorsque le tableau est achevé, on peut I'explgitenr juger de la stabilité du systeme bouclé

en analysant tout simplement les signes des élémeria premiere colonne
Par analyse de la colonne des pivots, on peut nérezdes cas suivants :

* Tous les termes de la premiere colonne du tableawe dRouth sont positifs (de
méme signe) alors, I'équation caractéristique ne possede dpge racines a partie
réelle négative et le systérast stable.

Dans ce cas, la réponse transitoire du systemeoegposée d’exponentielles amorties, la
réponse tend vers zéro pour t tendant vers l'infngystéme revient a sa position d’équilibre,
le systéme est stable.

* Il y’a n changements de signe dans la premiéere caipe, I'équation caractéristique
posseéde n racines a parties réelles positivesydterse est instable.

Un seul pole a partie réelle positive est suffisgour produire unedivergence

exponentielle, responsable de l'instabilité.

* Tous les coefficients de la ligne sont nyl$équation caractéristique posséde alors
des racines imaginaires pures conjuguées. Le sgstienfonction de transfeH(s)
contient une oscillation. Deux situations peuvenvar :

- ¢s'il n'a pas de changement de signe dans la prentgelonne, le systéme est un
systeme oscillant pur.

- s’ ya au moins un changement de signe, alorsylteme est instable mais contient
une oscillation.

Mais, pour décider de quelle situation il s’aglt,faut pouvoir continuer I'analyse de la

premiéere colonne du tableau de Routh.

Le tableau se présente sous la forme :

a, a, as

snl 0 0 0 0

Les racines a partie réelle nulle sont les racohegpolyndme de degré n dont les
coefficients sont les termag;s™ + a,s™ 2 + azs™*+ .- =0 de la derniére ligne non
nulle. On peut continuer le remplissage de ce #&blken reconstituant la ligne des zéros a
I'aide du polynéme

;S + ays™r +ags™ T+ =0
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Pour cela, on dérive ce polynébme par rapport ateable s, d’ou :
na; s+ (n—2)ays" 3+ (n—4azs" O+ =0

Si on veut déterminer dans ce cas le signe dessauticines de [|'équation
caractéristique, il faut continuer le tableau deitReen remplacant les coefficients nuls de la
ligne s™ par les coefficients du polynéme dérivé ; c.-adat.|ps coefficients

na, ;(n—2)ay; ... ..

aq a;y as 0

st na, (n—2a, (n —4)a; 0

Remarque 1.2

On peut multiplier ou diviser une ligne de la tab&eRouth par un nombre positif sans
changer les propriétés de celle-ci.

11.2.4 Exemples

Afin d’appliquer le critere de Routh, les exemplgsdessous comprennent deux cas de

systemes en boucle fermée.

Exemple 11.1

Soit I'équation caractéristique d’'un systéme encimtermée suivante :

Dp=s3+s?+3s+10 1.7

On construit le tableau de Routh

s3 1 3 0
s? 1 10 0
st -7 0 0
s° 10 0 0

Tableau Il:Rableau de Routh de I'équation I1.7.

sl



Chapitre I Analyse de stabilité par la méthode de Kharitnov

La premiere colonne du tableau contient un chaegewhe signe, ce qui donne que le

systeme en boucle fermée a retour unitaire estbiest

Remarque 11.3

Dans la colonne des pivots, on peut avoir le cascpéer suivant :
Un des pivots est nul, ce dernier doit étre rea®lzar un nombre > 0 trop petit avant de

continuer la construction du tableau.

Exemple 11.2

Soit I'équation caractéristique d’'un systéme est :

Dp(s) =s>+3s?+3s+1+K 1.8

avec K>0

Pour pouvoir juger la stabilité de ce systeme,amstruit le tableau de Routh

s3 1 3 0

2 3 1+K 0

st 8-K 0 0
3

P 1+K 0 0

Tableau 11.3 Tableau de Routh de I'équation 11.8.

. 8-K .
Le systeme est stable St > (0 cequidonneK<38

» Si K < 8, la premiere colonne du tableau de Routla @es coefficients tous positifs
(de méme signe). Le systeme est stable.

» Si K > 8, tous les termes de la premiere colonnesorg pas de méme signe. Le
systeme est instable. Il y'a un changement de sidjpé présence d’'un podle instable
(a partie réelle positive).
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» Si K =38, Il ya une ligne de coefficients tous swuC’est la preuve qu’il y'a des racines
imaginaires conjuguées. Ces racines sont solutiommlynéme précédant la ligne des
zéros. Le polyndéme est9s2 +9 =0

Les racines sonts; = j ets, = —j . Le systeme contient donc une oscillation.

11.3 Polyndme de Kharitonov

Le théoréme de Kharitonov vise I'analyse de laustbsse en stabilité des systemes
continus et incertains.

L’équation caractéristique du systeme a paraméteertains et invariants dans le
temps (les parametres de la fonction de transterhwes mais ils sont incertains a cause de
linfluence des perturbations parameétriques) défipar le dénominateur de la fonction de

transfert forme le polyndme de Kharitonov [5].

P(s,a) = [ay,a]s™ + [a,_q, af_(I1s™ 1 + -+ [a],af]s + [ag,al] 1.9

Avec

A ce polynéme, Kharitonov a associé quatre polyrd@iveés définis comme suit :

Pi(s)=ay +a;s+afs?+ais®+az;s* +azs®+ - 1.10
Py(s) =af +afs+azs>+a3sd +ajfst+als®+ - .11
Py;(s) =al +ais+a;s?+ats®+afs*+ags® + - .12
P(s) =ay +afs+als?+a3s®+a;s*+ats®+ - .13

1.4 Méthode de Kharitonov

La méthode de Kharitonov présente une approg@ébatue qui étudie la robustesse
en stabilité d’'un systéme dynamique a paramebesrtains invariant dans le temps en se

basant sur I'étude de polynéme caractéristiquesykieme.
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Kharitonov a montré qué(s,a) est stable si et seulement si les quatre polyndmes
associés sont stables. En effet, apres avoir eorestes quatre polynémes, et en se basant sur
le critere de Routh pour chacun de ces polynbmegeat déduire la stabilité ou l'instabilité

du systeme [5].

Remarque 1.4

L’analyse de la stabilité pour les systemes doottdie est inferieur a 5 peut étre
simplifiée a I'étude d’'un nombre réduit de polyn&ne
En effet :
* Un polynbmeP (s, a) d’ordre 3 est stable si et seulememgis) est stable.
e Un polynébmeP(s,a)d’ordre 4 est stable si et seulementPs{(s)et P;(s) sont
stables.
e Un polyndbmeP(s,a)d’ordre 5 est stable si et seulemen®gis), P;(s) et P,(s) sont
stables.
* Un polynéme d’ordre > 6 est stable si et seulementPg(s), P,(s), P;(s) et Py(s)

sont stables.

[1.4.1 Exemples illustratifs
Exemple 1.1

On considere un systeme linéaire a parametres tamerdonné par I'équation

caractéristique (polynédme caractéristique) suivant

P(s,a) = ag + a;s + a,s? + azs® + azs* + ags® .14

Avec
a, € [5,10] ; a; €[20,28] ; a, €[20,22] ; as €[4,20] ; a, €[7,10] ; as € [1,1]

Les quatre polyndmes de Kharitonov sont :

P;(s) =5+ 20s + 2252 + 20s3 + 7s* + s° .15
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P,(s) = 10 + 28s + 20s? + 4s3 + 10s* + s° .16
P3(s) =5+ 28s + 2252 + 453 + 7s* + §° .17
P,(s) = 10 + 20s + 20s2 + 20s3 + 10s* + s° 11.18

Comme le polynbme donné est du cinquiéme ordres &ostabilité de ce dernier est garantie

si les polyndéme®; (s), P,(s), P;(s) sont stables.

» Stabilité du polynbme;, (s) :

s® 1 20 20 0
st 7 22 5 0
s3 —16.85 19.85 0 0
s? 30.33 5 0 0
st 22.62 0 0 0
s 5 0 0 0

Tableau 11.4 Tableau de Routh de I'équation 11.15.

Il y'a un changement de signe dans la colonne dexsp cela implique qué; (s) n’est pas

stable, le systeme n’est pas stable.

Exemple 11.2
Soit I'équation caractéristique d’une fonction censfert donnée par :

P(s,a) = [1,2] + [2.2,2.5]s + [1,3]s2 + [3,4]s3 11.19

Les quatre polynémes de Kharitonov sont :

Pi(s) =1+ 22s+ 3s%+ 4s3 11.20

P,(s) =2+ 2.5s5 + 152 + 3s3 .21
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Py(s) =2+ 2.2s + 152 + 453 .22

P,(s) =1+ 255+ 3s% + 3s3 11.23

Le polyndbmeP (s, a) est de troisieme ordre, alors il suffit d’analytestabilité du polynédme
P5(s)
» Tableau de Routh pour le polyn6mig(s) :

s3 4 2.2 0
s? 1 2 0
st -0.27 0 0
s 0 0 0

Tableau 11.5 Tableau de Routh de I'équation 11.22.

I y'a un changement de signe dans la premiétenoe, alors le polyndme;(s) est

instable, par conséquent le polyn6R(@®, a) est instable.

Remarque I1.3

La méthode de Kharitonov constitue un des outdsples puissants pour I'analyse de
la robustesse en stabilité des systemes a paranmgteztains.

Néanmoins, cette méthode est applicable seulenoemtigs systémes continus.

11.5 Application de la méthode de Kharitonov pour kes systemes bouclés [5]

Afin d’analyser la robustesse en stabilité diedacle fermée, deux méthodes peuvent
étre appliquées: la premiere méthode concerndidation des 16 fonctions de Kharitonov,
guant a la deuxieme, elle se base sur I'analysintlavalles.

Ces deux méthodes visent essentiellement a dé&duirecorrecteur donné assure la

robustesse en stabilité en boucle fermée du syskqraeametres incertains
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Rappelons que la fonction de transfert du systemparametres incertains est décrite

comme suit :

__N(s,b) 11.24
" D(s,a)

G(s,a,b)

A cette fonction de transfert, on associe un obere C(s) dont le schéma

fonctionnel est présenté par la figure suivante :

Y (s) E(s) C(s) U(s) J  G(s,ab) Y(s)

v

Figure 1.3 Correction d’'un systeme a parameétres incertains.

[1.5.1 Premiére méthode

Kharitonov a défini quatre polynédmes associés amérateur et quatre autres
polyndmes associés au dénominateur de la foncedradsfert. Ce qui forme 16 fonctions de

transfert présenté comme suit :

N;(s)
D;(s)

11.25

Gi(s) =
avec :
i=1,.4 et j=1,..4

A cette fonction de transfert, on associe un ctered (s), d'ou, les 16 fonctions de

transfert obtenues en boucle fermée sont :

_ C(S)Gij(s' a,b) _ Ng;(s) 11.26
1+ C(s)G;j(s,a,b) B Dg;(s)

H;j(s,a,b)
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L’analyse de la stabilité en boucle fermée avec l6sfonctions de transfert de
Kharitonov se fait en utilisant le critere de Routbur les 16 équations caractéristiques

Dr;ij(s) =0

Remarque I1.5

Cette méthode nécessite beaucoup de temps et besscauisque elle demande

d’étudier la stabilité des 16 fonctions de trartsfe

Exemple 11.3

Considérons un systéeme donné par la fonction dsfaet suivante :

_ [3,5]s* +[10,12]s + [3,6] .27
s34 [3,5]s2 + [L4]s + [3,7]

G(s,a;b)

Les quatre polynébmes associés au numérateur sont :

N;(s) =5s*+10s + 3

N,(s) =3s2+12s+ 6

N3(s) =3s2+10s + 6

N,(s) =552+ 12s +3

Les polynémes associés au dénominateur sont :

Di(s) =s3+5s2+s+3

D,(s) =s3+3s2+4s+7

Di(s) =s3+3s2+s+7
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D,(s) =s3+5s>+4s+3

Ainsi, les 16 polynbmes de Kharitonov sont commnie:su

Ni(s) 55 +10s+3
D,;(s) s3+5s2+s+3

G11(s) =

Ni(s) 55> +10s+3

G = =
12(5) D,(s) s3+4+3s2+4s+7
c ()_Nl(s)_ 552+ 10s + 3
1313 " D3(s) s3+3s2+s+7
c ()_Nl(s)_ 552+ 10s + 3
1415 " Dy(s) s3+5s2+4s+3
c ()_Nz(s)_ 352+ 125+ 6
2188 " Di(s) s3+5s2+s+3
c ()_Nz(s)_ 352+ 125+ 6
2288 " Dy(s) s3+3s2+4s+7
c ()_Nz(s)_ 352+ 125+ 6
2318 " D3(s) s3+3s2+s+7
c ()_Nz(s)_ 352+ 125+ 6
2418 " Dy(s) s3+5s2+4s+3
c ()_N3(s)_ 352+ 10s+ 6
3115 " Di(s) s3+5s2+s+3
c ()_Ng(s)_ 352+ 10s + 6
3218 " Dy(s) s3+3s2+4s+7
c ()_N3(s)_ 352+ 10s+ 6
3315 " D3(s) s3+3s2+s+7
N5(s) 352+ 10s + 6
G34(s) = = =

D,(s) s3+5s2+4s+3

11.28

11.29

11.30

11.31

11.32

11.33

11.34

11.35

11.36

.37

11.38

11.39
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Ny(s)  4s®+12s+3
D;(s) s3+5s2+s+3

Gy1(S) =

Ny(s) ~ 4s®+125+3
D,(s) s3+3s2+4s+7

Gz (s) =

Ny(s)  4s®+12s+3
Ds(s) s3+3s2+s+7

Gaz(s) =

Ny(s) ~ 4s®+125+3

G = =
14(5) 4(s) s3+5s2+4s+3

On considére par exemple le correcteur
1
C(s) =1+ S

e L’étude de la stabilité déi,,(s) :

C(s)G11(s,a,b)
1+ C(s)G11(s,a,b)

Hy1(s) =
D’ou

553+ 1552 + 13s + 3
s*+10s3 + 14s2+3s+ 3

Hy(s) =

L’équation caractéristique est :

Dpi11(s) =s*+10s3 +14s2+35s+3 =0

On construit le tableau de Routh suivant

st 1 14
s3 10 3
s? 13.7 3
st 0.81 0
s 3 0

Tableau 1.6 Tableau de Routh de I'équation 11.47.

11.40

11.41

11.42

11.43

11.44

11.45

11.46

.47
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Aucun changement de signe dans la premiere cola@ngui permet de dire que le
correcteurC(s) stabiliseH, ;. Pour déterminer la stabilité du systéme en boigchaée, il faut
appliguer la méme procédure pour les 15 autregiforscde transfert construites. Si 'une de
ces derniéres n'est pas stable, le correafé€sy utilisé n'assure pas la robustesse en stabilité
du systeme a parametres incertains en boucle fefPa@eontre la robustesse en stabilité est

assurée dans le cas ou les 16 fonctions de trassfarstables.

[1.5.2 Deuxieme méthode

Cette méthode forme un outil d’analyse de stab#éméboucle fermée basé sur les
propriétés d’'analyse des intervalles. Elle permeddterminer I'équation caractéristique en
boucle fermée puis par la suite déduire les qumilgnémes de Kharitonov correspondant.

* Rappel

Considérons deux parametres incertainst b de valeurs minimale et maximale données

respectivement par~ ,at et b, b*
Les propriétés d’'analyse des intervalles sont :

Addition :

[a=,a*]+[b~,bT]=[a” + b ,at +b*]
Soustraction

[a,a*]—[b~,b*]=[a” —b*,a* —b7]
Multiplication :

[a=,a®] * [b~™,b*] = [min(E), max (E)]

aveC E={a b ,a *bt,at«xb",at xb*}
Division :
[a”,a™] a” a’
[b—,bt] [b+ 'b+]

Avec[b~,b*] # [0,0]

Multiplication par un scalaire
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ala”,a*] = [aa™,aa’] si a> 0

ala”,a*] = [aa™, aa™] Si

Exemple 1.5

On considere le méme exemple qui représente ugéadéfini par la fonction de transfert :

[3,5]s2 + [10,12]s + [3,6]

6. @D) = 3 35157 + [L4Ts + [37]

Commandé par un correctefl :
1
Cs)=1+-
S
La fonction de transfert en boucle fermée du systest :

B C(s)G(s,a,b)
~ 1+C(s)G(s,a,b)

H(s,a,b)

L’application des propriétés d’analyse des intdegationne :

[3,5]s3 + [13,17]s2 + [13,18]s + [3,6]
s* +[3,5]s3 + [1,4]s% + [3,7]s

C(s)G(s,a,b) =

s* 4+ 16,10]s3 + [14,21]s% + [16,25]s + [3,6
1+ C(s)G(s,a,b) = [ ] [ ] [ ] [3.6]

s* +[3,5]s3 + [1,4]s% + [3,7]s

D'ou

[3,5]s3 + [13,17]s2 + [13,18]s + [3,6]
s* + [6,10]s3 + [14,21]s2 + [16,25]s + [3,6]

H(s) =

Le polynédme de Kharitonov en boucle fermée est :

P(s,a) = s* +[6,10]s> + [14,21]s% + [16,25]s + [3,6]

11.48

11.49

11.50

.51

11.52

11.53

11.54
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Ainsi, les quatre polynémes de Kharitonov sont :

P;(s) =s*+10s3 + 21s?> + 165 + 3

Py(s) =s* + 653+ 1452+ 255+ 6

Py(s) =s*+10s3 + 1452+ 165+ 6

Py(s) =s*+ 653 + 2152+ 255 + 3

L’étude de la stabilité se fait par 'examen de gestre polyndmes a l'aide du critere de
Routh.

Le polyndbmeP(s,a) est du quatriéme ordre, alors il suffit d’étudierstabilité duP,(s) et

P;(s) avec le critere de Routh.

» Etude de la stabilité d@,(s) :

s* 1 14 6
s3 6 25 0
s? 9.83 6 0
st 21.33 0 0
s 6 0 0

Tableau 11.7 Tableau de Routh d&(s).

On remarque que le polynorig(s) est stable (aucun changement de signe).

e Etude de la stabilité d&g(s) :
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s* 1 14 6
s3 10 16 0
s? 12.4 6 0
st 11.16 0 0
s 6 0 0

Tableau 11.8 Tableau de Routh dB;(s).

Le polyndmeP;(s) est aussi stable, par conséquent le systé(eea, b) est stable, alors le

correcteurP] assure la robustesse en stabilité en boucle fdmsgsteme.

Remarque 1.6

L’analyse de la stabilité avec la méthode d’anabties® intervalles est plus intéressante
gue la méthode des 16 fonctions, car au lieu d'éxamla stabilité de 16 fonctions de

transfert en boucle fermée, il suffit d’analyses uatre polyndmes de Kharitonov.

[11.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la méthode detkhavi utilisée pour I'analyse de la
robustesse en stabilité des systemes a paranmatestins basée sur le critére algébrique de
Routh.

Les polynémes de Kharitonov ainsi que I'analyséadgtabilité ont été illustrés par des

exemples.

Le chapitre est consacré aux méthodes d’optinisattn se focalisant sur

I'optimisation en présence des contraintes in&ggli
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[11.1 Introduction

L’optimisation constitue une branche mathématiquei gherche a résoudre
analytiquement ou numériquement divers problemeasvgmant de la physique, de la
mécanique, de I'économie ainsi que de l'automatigqoiet en respectant d’éventuelles

contraintes.

Ce chapitre est consacré a présenter des géengmalitd’optimisation, la formulation
d’'un probleme d’optimisation, les étapes de modébs ainsi que la méthode d’optimisation
en présence des contraintes inégalités. La fin ltapitre est réservée a des exemples
illustratifs.

[1l.2 Formulation mathématique d’un probléme d’opti misation

Considérons une fonction scalaire continue et détesf(x) (plus souvent non
linéaire) appelée fonction objectif de plusieursiatdes x;, x,, ..., x, notées variables de
décision, définies sur un domairi® € R™. Ce dernier est défini par des relations de
contraintes qui imposent des restrictions sur lenaloe des solutions admissibles, elles

peuvent étre de type égalité [6] :

gi(x)=0,i=1,..,p 1.1

Et /ou de type inégalité :

hi(x)<0,j=1,..,q 1.2

L’optimisation de la fonction objectif consistedaterminer une solution particuliexee D

gui soit une solution globale® tel que :

fx®) < f(x),Vx 1.3
Ou encore une solution locateel qu’il existe un voisinage denoté V)

FEA<f(),Vx€E VEcCD 1.4

<
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Cette solution particuliere est appelée optimuminfporitique), il peut étre un minimum

(probleme de minimisation) ou un maximum (probléeemaximisation).
Mathématiquement, un probleme d’optimisation péng ormulé sous la forme suivante :

* Probleme de minimisation :
miny f(x)
Sujeta:
gix)=0,i=1,..,p

hj(x)<0,j=1,..,q 1.5

* Probléme de maximisation :

max, f(x)
Suget
gix)=0,i=1,..,p

hj(x)<0,j=1,..,q 1.6

Remarque I11.1

Un probleme de maximisation peut se ramener a olblggne de minimisation par la relation
suivante :

max f (x) = —[min — (f(x))]
.7

Pour quex™ soit un minimum, il doit vérifier les condition&gtimalité suivantes [7] :
* Condition du premier ordre :
Le gradient def (x) doit étre nul, C’est la condition d’existence dur critique

V. f(x) =0 1118

Il se calcule comme suit :
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df (x) df (x) o]’
Vif(x) = [—— -

ox; 0xp, =77 0xp

1.8

e Condition du deuxiéme ordre :

Selon la nature de la matrice Hessienne, on pegtiser la nature de I'optimum

*f(x) 9*f(x) d%f (%)

9x2  9xq0x; " T 0x10x,

*f(x) 9% f(w) 9%f(x)

2 — —J 7
Vif(x) = dnpax, ox3 %107, 1.9

*f(x)  9%f(x) 9%f(x)

0xp0x1 0x,0x; ax2

Le tableau ci-dessous présente les différents c&sngoeut rencontrer pour la matrice
Hessienne.

Matrice Commentaire Nature du point critique
Vif(x*) >0 Définie positive Minimum
Vif(x*) <0 Définie négative Maximum
Vif(x*) =0 Semi définie positive Point singulier (on ne pas

préciser sa nature)

Vif(x*) <0 Semi définie négative Point singulier

Vif(x*) =0 Posséde des valeurs Point selle
négatives et positives

Tableau I1l.1 Nature du point critique.

l11.3 Etapes de modélisation

Un probléme d’optimisation se modélise en suiVesietapes définies ci-dessous :

» L’analyse du probleme en définissant les donnéegrdbléeme et les variables de
décision regroupées dans un vecteur X,

e Spécification de la fonction objectif et les comitas qu’il faut satisfaire,

+ L'établissement du systéeme formulé avec contraigtgs)et h;(x) ,
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» Vérification de la possibilité de simplification dprobléeme d’optimisation par
élimination des variables ou des contraintes.

* Choix de la méthode de résolution selon le typprdbleme.

[1l.4 Méthodes d’optimisation

Dans ce qui suit, on suppose que toutes les dormhepsobléme d’optimisation sont
des fonctions différentiables (continument différailes), ce qui veut dire que la fonction

objectif est différentiable et les contraintes ssupiposées différentiables.

[11.4.1 Optimisation sans contraintes

L'optimisation en absence de contraintes=q =0 revient a trouverx € R"

minimisant la fonction objectiff (x). Le probléme prend la forme générale suivante :
min,epn f(x)

l11.4.1.1Méthode analytique

La recherche analytique de l'optimum suppose quen I'puisse résoudre

analytiguemenV f (x) = 0, et la définition de sa nature par le calculdé¢ (x) .

Vu que la fonction objectif est fortement non liméail est quasiment impossible de
résoudre analytiguement le systeme algébrique etéterminer directement I'optimum en
utilisant les deux conditions d’optimalité, d’oa hécessité de procéder avec les méthodes

numeriques.

111.4.1.2 Méthode graphique

Cette méthode est applicable seulement si le prabld’optimisation posé a deux
variables de décision. Pour se faire, on traceo®aine admissibl®, représenté par les
contraintes, et les contours de la fonction obfjekttintersection de ces contraintes détermine

la solution qui minimise f (x).

[11.4.1.3 Méthodes numériques

La recherche numérique de l'optimum de sa part ssp@mu’il ne peut pas étre

calculé & partir des conditions d’optimalité. Lenpipe consiste a utiliser des méthodes

)
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itératives pour déterminer une suite de valedits x@, ..., x* & partir d’un estimé de départ

de la solutionx(® connu de telle sorte a avoir dans le cas d’'un minm
F(x©@) > F(x®D) > F(x@) > o > F(xF) > > fF(x) .10

Comme cette suite générée est bornée inférieurgmaefifx™), alors elle est convergente.

Donc, en partant de'® et en faisant des itérations, on essaye d’apprddimum avec
une précision désirée contrblée par une toléraPaeni les méthodes numériques les plus

utilisées, on trouve :

[11.4.1.3.1 Méthode de gradient

Cette méthode constitue une méthode du premiee guirnécessite I'évaluation de la
fonction f (x) et V. f (x®).

L’algorithme est donné par :
x &) = x () _ gk £(x®) .11

Suivant cet algorithme, on passe d’un estimé danti¢f® de la solutionx* & I'estimé

suivantx®*V pourk = 0,1,2, ....

a® est le pas de descente, il peut étre détermieé deux méthodes :

1. Il est choisit tel quef (x** D) < f(x*)

2. |l représente le pas de descente qui miniffi{gé“+t1).

[11.4.1.3.2 Méthode de Newton

L’algorithme est donné par :
x*+D) = x () — [y2 £I~1y £ (x ) 11.12

Comme la méthode du gradient, la méthode de Nemdoassite I'évaluation g&(x®)

V. f(x®) et aussV2(f ).
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Cette méthode ne dispose pas de mécanisme pougdest les minimums des maximums ni

des points selles.

[11.4.2 Optimisation avec contraintes
[11.4.2.1 Contraintes de type égalité

La forme générale du probléme a résoudre :

minf (x)
e gx)=0i=1,..,p .13

On suppose que lgs(x) sont continues et continument dérivables.

Pour la résolution de ce type de probléme, omsaties multiplicateurs de Lagrange afin de

transformer le probléme posé avec p contrainteliti&ga un probleme sans contraintes [8].

Pour cela, on définit une nouvelle fonction objeafipelée fonction de Lagrange comme
suit :

L) =f)+ X 4g:(x); i=12,..,p .14
A l'optimum x*etA*, on aL(x*, A*) = f(x*) , par conséquent
min, (f(x)) = min, ,L(x, 1) .15

La solution demin, ,L(x,1) peut étre déterminée analytiquement ou numeriqgaeme

comme le cas de I'optimisation sans contraintes.

l11.4.2.2 Contraintes de type inégalité

Le probleme a résoudre se met sous la forme gi@suivante :

minf(x)
Suethj(x) <0;i=1,..,q 6.1
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On distingue deux méthodes pour la résolution dgpe de probléme [8] :

[11.4.2.2.1 Méthode des variables d’écart

L’objectif de la méthode des variables d’écart ¢stesa transformer un probleme
d’optimisation avec contraintes inégalité a un pEole d’optimisation avec contraintes
égalité, cela en ajoutant au variables de décidesnvariables adjointes positivas.; ou n

presente I'ordre de la fonction objectif.

X1, X2, Xn ) Xn+1 Xn+2, ""an+q

Variables de décision variables d’écart

hi(x) +x2,; =0 .17

Dans ce cas, le probléme revient a définir |la fiomctle la Lagrange et de résoudre :

min, f(x)
Sujeta g;(x)=0,j=1,..,q .18
L(x,2) = f(x) + Z?zl/ljgi(x) 119.1
L(x,2) = f(x) + X0, A (hy () + x74 () 111.20

La solution du probleme d’optimisation en présedeecontraintes inégalité est la
solution du probleme reformulé avec contraintedigainsi la résolution se fait a I'aide de
la fonction de Lagrangk(x, 4) [8].

[11.4.2.2.2 Méthode de Kuhn Tucker

Kuhn Tucker donne directement les conditions nétess et suffisantes a vérifier

pour que I'optimum soit une solution du problemamcs a des contraintes inégalité [8].
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Elle consiste a introduire des parametugg = 1, ...,q appelés parametres de Kuhn

Tucker et a résoudre le probléme défini par lationade Lagrange :

L(x,p) = f(x) + X7, ik (x) .21

Les conditions de Kuhn Tucker sont donné danshkda suivant les contraintes inégalités

inferieures et supérieures :

Min Max
1. V,L(x,u)=0 1. wiL(x,u) =0
h; <0 2. V,L(xu) <0 2. V,L(x,u) <0
1. V,L(x,u) =0 1. V,L(x,u) =0
hj >0 2. VML(X, w =0 2. VML(X,[J) >0
4. u; <0 4. u; =20

Tableau l11.2 Conditions de Kuhn Tucker.

Remarquelll.2

Pendant la résolution du probléme, il est possibdvoir plusieurs optimums locaux
(min ou max). Pour déterminer I'optimum absolu defdnction f(x), il faut I'évaluer aux
différents optimums relatifs et de choisir la smotqui donne la valeur (min ou max) de
f ().

Pour les deux methodes de résolution avec corgminégalités, les contrainteg(x)
sont souvent de type inferieures ou égales, siésiralles exprimer en contraintes de type
supérieures ou égales, il suffit de les exprimerlpar opposé pour se ramener au cas des

contraintes inégalités inferieures.
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[11.5 Exemples

Exemple 111.1

Considérons le probléme d’optimisation soumis a coetrainte inégalité formulé comme

Suit :

max 2x,x, + x5

Sujetax; —1<0 .22

Les variables de décision sont, x,
» Reésolution du probléme en utilisant la méthodev@dembles d’écart :

Ajoutons une variable d’écart , le probléme devient :

max 2x,x, + x5

Sujeta: g1(x)=x;,—1+x5=0 .23
La fonction de Lagrange :
L(x,A) =2x.x, +x2 + 4, (x; —14+x2) =0 111.24
Le gradient deL(x, 1) est :
rOL(x,A)7
P)
0 O 126
_ dx _ X1 + 2%, _ .
Vel Co ) =5 con = | 24, |0 .27
dx3 X, — 1+ x% 111.28
AL(x,2)
L al n

La résolution des quatre équations donne deuxisofut

x;=1; x, = —1 avec

f(a,-1)=1

£(0,0) =0
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La solution globale du probleme posé est celledqpumne la valeur minimale de la fonction
f(x). Dans ce cas, le maximum est le point critigfie= 0 ; x; = 0
Exemple 111.2

min, x? + x2

On se propose la méthode de Kuhn Tucker pouctzerehe de I'optimum :

min, x? + x2

j&a; hi(x) =2x;+x, +4<0 111.30

Le Lagrangien associé au probleme 111.30 est abtemme suit :

q=1

L) = £+ ) uihy()
j=1

Ce quinous donne :  L(x,u) = x + x% + u  (2x1 + x5 + 4) .31

Ainsi, la résolution du probléeme de minimisationfde) consiste a vérifier les conditions de

Kuhn Tucker (minimisation avec présence de corteaimégalité inferieures).

Ces conditions nous conduisent a avoir :

%zhﬁzyl —0 11.32
1. V. .L(x,pu) = !
A i) _ oy 4y = 0 11.33
axz
_ OL(xua) _
2.V Lx,py) = ~on = (2x;+x,+4)<0 111.34
1
3. Mlhl(x,‘ul) = l’ll(le + Xy + 4‘) =0 [11.35
4. uy =0 111.36
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D’apres la condition 111.36, on dispose de deuxpassibles soiy; =0 ou pu; #0

L’examen des deux cas donne deux minimumg= 0;x, =0

avec £(0,0)=0
-8 -4
X=X =
-8 —4 80
avec f(77) =5

Le minimum global est le point critiqug =0 etx; =0

[11.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un apercu géndrdloptimisation, sans et en
présence de contraintes, et le principe des méshaé résolution.

L’avantage de ces méthodes réside dans la sitépliei la facilité de leur
programmation, en plus de la rapidité de leur coyemece et leur application a des fonctions
dont le nombre de variables est grand, néanmadifeyti noter que ces méthodes convergent

vers I'optimum local.

Dans le chapitre suivant, on montrera qu’'un proleléha conception d’'un correcteur
robuste, basé sur la méthode de Kharitonov, peatfétmulé sous forme d’'un probléme
d’optimisation avec des contraintes inégalités.i@eomet de concevoir un correcteur robuste

avec des parametres optimaux minimisant un criteneerformance.

|
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V.1 Introduction

Ce dernier chapitre est consacré a I'applicationadenéthode de Kharitonov pour
concevoir un correcteur PID minimisant le critee performance d’intégrale du carré de
'erreur. L'optimisation de ce dernier permet ddedéniner les paramétres d’'un correcteur
PID satisfaisant les contraintes imposées. Nousviés dans un premier lieu, les criteres de
performances puis on entame la minimisation demi{erreur quadratique) obtenu avec la

méthode d’Astrom. La solution de ce probleme ctuesstiobjectif du travail.

IV.2 Critéeres de performance

Ces critéres peuvent étre définis comme étant deéses numériques permettant de
mesurer la qualité d’un réglage donnég, ils portgméralement sur une variable d’'éedlt)
qui tend asymptotiquement vers zéro, les critegeplus employeés sont :

IV.2.1 Critere IAE (Intégrale de la valeur absoluede I'erreur pondérée) [9]

Son expression est :

J = f|e<t)|dt

Oue(t) estl'erreur de poursuite.

I\V.2.2 Critére ITAE (Intégrale de la valeur absoluede I'erreur pondérée par le temps)

[9]

Son expression est :

jzftle(t)ldt

Les criteres IAE et ITAE sont difficiles a utiliseu qu’ils sont non continument
dérivables par nature, cependant ils ont donnédidaux méthodes de calcul des régulateurs
optimaux: la méthode de Ziegler-Nichols en ceanpricerne le critéere IAE et les polynbmes

de Graham-Lathrop pour le critere ITAE.
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I\VV.2.3 Critére ICE (Intégrale du carré de I'erreur) [9]
Son expression est:

] = fooe(t)2 dt

Ce critere est relativement peu sensible aux gesteeurs par rapport aux fortes
erreurs. Il conduit souvent a une réponse avec dqeuwlépassement mais un temps de
stabilisation assez long.

IV.2.4 Critere ITCE (Intégrale du carré de I'erreur pondérée par le temps) [9]

Il se définit par I'expression suivante:

— °° 2
]_fo te(t)?dt

IV.2.5 Critere IETCE (Intégrale de I'extension du arré de I'erreur pondérée par le
temps) [9]

Il se définit comme suit :

Ji =f tle(t)?dt,q =0
0

Ce critere privilégie une faible erreur statiquepait d’'un dépassement initial qui peut
étre important puisqu’il a lieu pour de faibleseuais de t.

Les deux critéeres ITCE et IETCE peuvent étre exsipar :

Jq =] tie(t)’dt, q=0
0

Avec J, lavaleur du critere ICE.

V.3 Structure de commande

La structure de commande adoptée pour la rechatebgparameétres optimaux du
correcteur est représentée dans la figure 1V.leoprocédé est commandé par le réseau

correcteur pour une entrée échelon unité. C'estirlecture en boucle fermée.
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e Réseau Procédé Y(s) .
Correcteu "

gbre Ill.1  optimisation indicielle.

IV.4 Synthése du Correcteur

L’objectif d’'un correcteur dans une régulation @stminimiser I'écart entre la sortie
du systéme et une valeur de consigne désirée.c@etati constitue le critére de performance
a optimiser est di aux différentes erreurs de iligad®n de ce systéme.

A travers la minimisation de ce critére par rap@ux variables de décisions formées
par les paramétres du correcteur, on pourra trol@gevaleurs optimales de ce dernier, par
conséquent un meilleur rejet des incertitudes &t nabustesse en stabilité du systéme en
boucle fermée.

Pour la synthese du correctdu , on se propose d’utiliser le critére ICE qui ntesu

I'erreur quadratique. Deux approches peuvent éilisées pour évaluer ce dernier :

IV.4.1 Approche transfert (approche polynomiale) [D]

Supposons que l'erreat) admet une transformée de Laplace sous la forme :

B(S) _ bO + b15‘ + + bn_lsn_l IVl
A(S)  ag+as+ -+ a,_S"+a,st

La valeur du critere est donné par :

+jeo V.2
J=— E(s)E(—s)ds
2mj

—jOO

Cette intégrale complexe peut étre calculée paplieation de la méthode d’Astrom

qui utilise la construction de tableau de Routhry-Ja partir des polyndmeX(s) etB(s).

=
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Ann Ann-1 Ann-2 b Ank—1 b n,0
Apn-1n-1 | An-1,n-1 An-Kg k-1 an-1,0

Ann Arke—1 L ag,o0
Ar-1,k-1 ak-1,0

Qo0

Tableau IV.1 Tableau du dénominateur.

bmn—l bnm—l b bnk—l L bnﬂ
bn—Ln—z e bn—Ln—k e bn—LO
bkk—l e bkﬂ
' b
1,0

Tableau 1V.2 Tableau du numérateur.
Les deux tableaux sont obtenus comme suit :

Pourk =0,..,n—1,a,, = ax ,byr = by ,a,, = a,; etalaide des recurrences
suivantes :

ag; Si k—1—1i estimpair;
i=k—1,..,0,a5_q; = a Ak .k

Ay k-1

Ay i-1 Sik—1—1iestpair

by; sik — 2 —iestpair;

by k-1 ; . . .

————ay,;Si k — 2 — i est impair.
Ak k-1

Nous obtenons le critere ICE sous la forme :

V.3
kk 1
/= Z
2ap k Ay k-1

=
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IV.4.2 Approche d’état [10]
Supposons qu’il existe une réalisation elg) sous la forme :
z(t) = 0z(t),z(0) = z,
e(t) = 0z(t)

Ou @ et O sont respectivement une matrice carrée et uneomdigne constante, ce qui

nous donne la valeur du critére :

] = —zlnz, V.4

Avecr une solution symétrique définie négative dedattegpn de Lyapounov :

¢'n+np =076

Dong, il suffit de prendré(t) = z(t)"rz(t) afin d’obtenir le résultat recherché.

Notons que, a partir de I'expressionEi&), on obtient une équation d’état sous la forme :

—% “ho
0 o0 = [an]
- -b
o) =|1 ol BT 0=[0 0 1]
1 —An—1 [—bn_lJ
an an

* Exemple d’application

Afin d'illustrer ces deux approches, on se propd&dudier I'exemple du double

.z 1 P P 1+aTs z
intégrateur commandé par le réseau correcteur de la foﬂ(mﬁg pour une entrée de

type échelon unitaire.

Le schéma bloc de la rétroaction est comme suit :

Ye(®) 3= e y(t)

1+ aTs 1
4 ® KT+7s 52 "

Figure IV.2 Commande d’'un double intégrateur.
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» Application de I'approche polynomiale

A partir de la fonction de transfert du systemédveucle fermée

C(s)G(s) K + aKTs V.5

H(s) = -
) = T3 C)6(s)  Ts? ¥ 52+ Kals £ K

On déduit I'expression de I'erreur :

s+ Ts? V.6

Es) = k + akTs + s%2 + Ts3

La construction du tableau de Routh- Jury pounuleérateur et le dénominateur 6&) :

T 1 aKT K
1 (a — 1KT K
(a — DKT K
K
Tableau IV.3 Tableau du dénominateur.
T 1 0
1 —KT
—KT

Tabledl.4 Tableau numérateur.

L'utilisation des récurrences présentées au pataeenduit a exprimer le critére de I'erreur

guadratique sous la forme :

1+ akT? V.7

= Ot =g

* Application de I'approche d’état

Une réalisation d’état possible pdis) est :
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2(t) V.8

e(t)=1[0 0 1]z(¢t)

L'utilisation de I'approche d’état revient a résoediéquation de Lyapounov :

—K —K

[00T 00 — 0 0 0

m[1 0 —ak|+|1 0 —ak|r=]0 0 0 IV.9
-1 -1

lo1—J [01 001

La solution de cette équation est une solution syque définie négative qui s’écrit comme
suit :

1
T g ° V.10
2K(1l—a){0 1 o0
-1 0 akK
La valeur du critere est donnée par :
. _ 1+aKT? V.11
=20 = 5 KT

e Optimisation du critére

La détermination des parametres optimaux du cauectevient a résoudre un
probléeme d’optimisation qui consiste a minimisecd&re soumis a la contrainte

0 < aK <1 formulé comme suit :
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1+ aKT?
My (@ — DKT
Sujeta:aK <1

V.12

Le probleme présenté est un probleme d’optimisati@t contraintes inégalités, pour

cela, on se propose de vérifier les conditions dérkKTucker
solution. Le Lagrangien de ce probleme est donnémo® sulit :

1+aKT?

L(a,K,T,u) :m

* Les conditions de Kuhn Tucker d’aprés le table&@ Hont:

Va,K,T L(a, K, T,) =0

V,L(a,K,T,u) <0

u@ak —1)=0
u=0
Avec :
V.L(a,K,T, ) =%+M(
Ve(a, K, T, p) = m-}-ua
aKT? -1

Vr(a,K,T,u) = >
Vﬂ(a,K,T,u) =aK—-1<0
ula@ak —1)=0

u=0

+u(aK — 1)

(a—1)KT

pour la recherche de la

V.13

V.14

V.15

V.16

V.19
V.20

V.21

V.22

V.23
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* Résolution du probleme :

L’équation 1V.23 donne deux cas possibles gait 0 oup # 0.
Casl:u=0

L’équation 2 donne-1 = 0 impossible, ce cas est rejeté.
Cas2:u+0

La résolution des équations conduit a :

a=0 ; K =% : T; =1 , etlavaleur du critére égalg & 0
La valeur dex trouvée est idéale, dans ce dasend vers l'infini.

On suppose qu¢ = 1.25. Cela conduita avoir.a =0.05 , 0<K <20 et T;=1

IV.5 Utilisation de la méthode de Kharitonov pour kb synthése du correcteur

Considérons un systéme du premier ordre a parasnigttertains décrit par la fonction de
transfert :

b :
G(s) = 0 V.24
a;s + ay
Avech, =[1 2]l;ap=[-1 1];a,=[1 2]

Pour contrdler ce systéme, on propose d’utilisercarrecteur PID de structure mixte de
fonction de transfert :

1 V.25
C(s) =K(1+—+Tys)
Tl'S
Qu’on peut écrire sous la forme incertaine suivante
[KTde KTde]SZ -|- [KTL KTL']S + [K K] |V26

C(s) =

[T; Tils
La fonction du systéme en boucle fermée est :

_ C(s)G(s)
HS) = 1 emem)
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_ [KTle ZKTle]SZ + [KTL ZKTL]S + [K ZK] V.27

[T;(1+KTyz) 2T;(1+KTy)]s?+[T;(K—1) T;(2K+1)]s+[K 2K]

L’expression de 'erreur est :

[T; 2Tils+ [-T; Ti

V.28
[T;(1+KTyz) 2T;(1+KTy)]s?+[T;(K—1) T;(2K+1)]s+[K 2K]

E(s) =

A partir deE(s), on construit les quatre polyndmes de Kharitongsoaiés au numérateur

ainsi que les quatre polyndmes associés au déntauaimds sont définis comme suit :

Numérateur Dénominateur
Nl(S) = —Tl‘+TiS Dl(S) =K+ TL(K - 1) + ZTL(]. + KTd)Sz
N,(s) = T;+2T;s D,(s) = 2K + T;(2K + 1) + T;(1 + KT,)s?
N3(S) = Ti+TiS D3(S) = 2K + TL(K - 1) + Tl(l + KTd)SZ
N,(s) = —T;+2T;s D,(s) =K+ T;(2K + 1) + 2T;(1 + KT,)s?

Tableau IV.5 Les polyndmes associés au numérateur et au déatuirdes (s).

Et les 16 fonctions de transfert de I'erreur ceprndantes sont :

E ( ) Nl(S) _Ti + Tl'S V.29
S = =
L1 Di(s) K+T;(K—1)s+ 2T;(1+ KT,)s?
E (S) _ Nl(S) . _Ti + Tl'S V.30
L2222 D,(s) 2K + T;(2K + 1)s + T;(1 + KT,)s?
E ( ) Nl(S) _Ti + TiS Iv.31
S = =
13 Dy(s) 2K+ T;(K —1)s + T;(1 + KT,)s?
N:(s —T; + T;s V.32
E1,4(S) — 1( ) _ i L

D,(s) K +T;(2K +1)s + 2T;(1 + KT,)s?




Chapitre IV Optimisation dgerformances
E ( ) _ NZ(S) _ Ti + 2TiS V.33
208 = D 5) T K+ T,(K — Ds + 2T;(1 + KTp)s?
E ( ) _ NZ(S) _ Ti + 2TiS V.34
228) =D (s) T 2K + T,(2K + 1)s + T,(1 + KT,)s?
E ( ) _ NZ(S) _ Ti + ZTiS V.35
238 =D (5) T 2K + Ty(K — Ds + T,(1 + KTp)s?
E ( ) . NZ(S) . Ti + ZTL'S |V36
2435) =D (5) T K + T,(2K + Ds + 2T,(1 + KT)s?
E ( ) . N3(S) _ Ti + TiS |V37
31 Z D ) T K+ Ty(K — Ds + 2T,(1 + KTp)s?
E ( ) . N3(S) . Ti + TiS V.38
328) = D (5) T 2K + T,(2K + 1)s + T,(1 + KT,)s?
E ( ) . N3(S) _ Ti + TiS V.39
338 T D) T 2K + T,(K — Ds + T,(1 + KTp)s?
E ( ) . N3(S) . Ti + TiS |V40
3435 =D (5) T K+ T,(2K + Ds + 2T,(1 + KT,)s?
E ( ) _ N4(S) _ _Ti + ZTL'S V.41
1) T D) T K+ T,(K — Ds + 2T,(1 + KTp)s?
E ( ) _ N4(S) . _Ti + ZTL'S V.42
4288) =D (5) T 2K + T,(2K + 1)s + T,(1 + KT,)s?
Eya(s) = 20) _ —Tit+ 2his V.43
3 Dy(s) 2K+ T;(2K + 1)s + T;(1 + KT,)s?
By o(s) = Nl _ T+ 2Tis V.44
b D,(s) K+T;(2K +1)s + 2T;(1 + KT,)s?
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Afin de trouver les 16 criteres associés a l'erreuwadratique, on généralise
I'expression deE(s), puis on identifie chaque fonction de transfertcaitere trouvé par
I'approche polynomiale.

Soit :

bis + b,

a,s? + a;s + ag

E(s) = V.45

A partir des deux polynédmes associés au numérateaur dénominateur d&s), on construit

les deux tableaux de Routh -Jury suivants :

a, a, Qo
a, 0 0
aq Qo

ao 0

Qo

Tableau IV.6 Tableau associé au dénominateugde).

b by
a, 0
bo

Tableau IV.7 Tableau associé au numérateude).

Apres avoir utilisé les récurrences mentionnéepaavent, on obtient la forme suivante du
critere :

bg bi

= + V.46
2a0a, 2a40a,

Par conséquent, pour les 16 fonctions de trand&fe2® jusqu’a V.44, on obtient :

e
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_ K+2T;(1+KTy)
Ji= 4K(K —1)(1 + KT,)

2K + T;(1 + KTy)

2 = K@K + DA+ KTy

2K+ T,(1+KTy)
J3 = 4K(K —1)(1 + KT,)

K +2T;(1 + KT,)

e = K@K + DA+ KT

2K+ T;(1+KTy)
Js = 2K(K — 1)(1 + KT,)

8K + T;(1 + KT,)

Jo = IK@2K + DA+ KTy)

_ BK+T,(1+KTy)
7T 4K(K — 1)(1 + KTy)

2K+ T;(1+KTy)
8 T 2K(2K + 1)(1 + KTy)

_ K+42T,(1+KTy)
T 4K(K — 1)(1 + KT,)

2K + T;(1 + KTy)

0T AKCK + D1+ KTy)

2K+ T(1+KTy)
7 4K(K — 1)(1 + KTy)

K +2T;(1 + KT,)

2T 4KCK + D1 + KTy)

V.47

V.48

V.49

V.50

V.51

V.52

V.53

V.54

V.55

V.56

V.57

V.58
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2K + T;(1 + KT,)

_ V.59
LE 2K(K — 1)(1 + KT,)
8K + T;(1+ KT,)
Jia = l d IV.60
4K(2K + 1)(1 + KT)
8K + T;(1 + KT,)
Jis = ‘ d V.61
4K (K — 1)(1 + KT,)
2K + T;(1 4+ KT,) N 62

16 = 3k GK + DA + KT,

Par conséquent, le critere exprimant I'erreur qatgne est la somme des 16 critéres :

.9 (5K +2Ti(1+KTy) V.63
/= ;]" T 2(K-1DCK+1)(1+KTy)

IV.5.1 Formulation du probléme d’optimisation

La recherche des valeurs optimales des paramg&irBset T; de telle sorte que le
critere J tends vers zéro revient & formuler un problémendeimisation ou la fonction

objectif a minimiser est donnée par I'expressior6B/ avec les contraintes suivantes :

Les parametres doivent étre positifs.
Les trois premiéres contraintes assurent la rdaligades parametres, par contre la
derniere contrainte assure des réponses modéléstsa-alire sans solicitation énergitique de

la commande (évite d’avoir un temps de réponsdaibke).
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Le probleme posé est un probléme de minimisati@t aontraintes inégalités de type

inferieures formulé comme suit :

_ (5K + 2T;(1 + KTy))
MK DK + )1 + KTy

—K<0
) -m<o
Suey <o

AT, —T; <0

Le Lagrangien est donné par :

4
LK T Ta) = FG+ )yt
J:

Lk O+ 2T+ KTY)
Ko ToTa k) = e @K + DA £ K1)
+u1 (=K) up -Ty) + ps(-Tq) + pa (4T — T) V.64

La résolution de ce probleme en utilisant la méthdd Kuhn Tucker conduit a avoir les

conditions suivantes :

Vi LK, T;, Tg, 1) = 0 V.65
Vr, LK, T;, Ty, 1) = 0 V.66
Vo, L(K,T;, Ty 1) = 0 V.67
Vi LK, T;, Tg,p) < 0 IV.68
Vi, LK, T;, Tg, ) <0 V.69
VLK, Ty, Tg, 1) <0 V.70
Vi LK, T;, Tg, ) <0 V.71
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po(=T;) =0

u3(=Tq) =0

na(4Tg —T;) =0

V.72

V.73

V.74

V.75

V.76

V.77

V.78

Les conditions IV.75, IV.76, IV.77, IV.78 nousr@uit a avoir 16 cas possibles représentés

dans le tableau suivant :

Numeéro du cas Cas
1 p1=0,p4=0,u3=0,u,=0
2 1 =0, =0,u3=0,u,#0
3 1 =0, =0,u3#0,u,=0
4 P =04 =0,u3#0,u, #0
5 =04 #0,u3=0,u,=0
6 p1=0,p 70,043 =0, #0
7 P =04 #0,u3#0,u,=0
8 p1 =0, 4 #0,u3 0,0, #0
9 P # 0,4 =0,0u3=0,u,=0
10 P #F0, 4 =0,u3=0,u,#0
11 P #F 0, =0,pu3#0, 0y =
12 W FO, Uy =0,u3 #0,u, #0
13 P #F 0,4 #0,u3=0,u,=0
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14 ,Lllio,,uzio,y3=0,[,l4¢0
15 Hlio,ﬂzio,ﬂgio,p‘i}:o
16 i FO, Uy #F0,u3 #0,u, #0

Figure IV.8 Cas possibles des paramétres de Kuhn Tucker.

Vu le nombre des cas élevé et les conditions dieégour chaque cas, la résolution
de ce probleme est faite numériquement par l'atii;@ de la fonctionfmincon de
MATLAB.

Les résultats de programmation nous a permet d’&eecteur solution suivant :

Kope = 1.2798 x 10°
Ty ope = 125.76
Ty opt = 503.04

Et la valeur minimale du critére egf,;,, = 7.6812 x 1075

Les parametres du correcteur PID trouvés sont eptkm Ce dernier garantit la
stabilité en boucle fermée malgré I'incertitudesysteme. Cela est prouvé avec la simulation
des 16 fonctions de transfert du systeme corrigélgpaorrecteur optimal pour une entrée

échelon unité.

Le résultat de simulation est illustré a la fgu¥.3 qui représente les 16 sorties du

systeme en boucle fermée :

&
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— Y11(t)
— Y12(t) [
—— Y13(t)
e Y14()
— Y21(1)

Y22(t)
—— Y23(1)
— Y24(1)
—— Y31()
— Y32(1)
— Y33(t) H
e Y34(1)

YAL1(t) [
—— Y4a2(t)
——— Y43()
——— Y44(t)

3%0)

15

temps[sec]

Figure IV.2 Les 16 sorties critiques du systéme incertain.

On voit clairement que la sortie du systeme suifagament la consigne imposeée,

avec une dynamique d’'un systéme de premier ordedgqge soit I'incertitude critique.

V.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé le cotneataction proportionnelle intégrale
et dérivée avec des parametres optimaux apres avioimiser le critere de I'erreur
guadratique construit a partir de la méthode derikdreov.

Vu le nombre des cas qu'il faut vérifier et leacaintes a satisfaire, la solution du
probleme, c'est-a-dire la recherche des paramégésmaux du correcteur PID, a été
déterminée d’'une maniére itérative par I'utilisatite la fonctiorfmincon de MATLAB qui
permet de minimiser la fonction objectif programns&eis forme d’un fichier de fonction
MATLAB.




Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur tehége d’'un correcteur optimal
robuste par la méthode de Kharitonov et I'analysdadstabilité des systemes a parametres
incertains. L'objectif de ce travail consiste a ocewvoir un correcteur PID optimal qui

garantira la robustesse en stabilité du systenaganetres incertains en boucle fermée.

Ainsi, aprés avoir défini quelques notions reladivaux systemes a parameétres
incertains et leurs représentations par fonctiotraiesfert, on a abordé la notion du systeme
de commande et celle d’'incertitude. Par la suiteagrésenté le critére algébriqgue de Routh
utilisé pour analyser la stabilité des systemepagametres invariants. La méthode de
Kharitonov a été présentée dans le cas de I'atadesystémes incertains. Cette derniere a été
utilisée pour concevoir un correcteur permettantnd@miser le critere de l'intégrale du carré

de I'erreur pondérée (ICE) dans le cas d’'un systi@certain.

Aussi, on a donné brievement les notions utiliséas optimisation notamment
I'optimisation en présence des contraintes inégmlitar I'application de la méthode de Kuhn

Tucker.

L’approche proposée consiste a calculer le crit€Eepar les 16 fonctions de transfert
de Kharitonov en boucle fermée en utilisant la roééhd’Astrom basée sur le critere de
Routh-Jury. La minimisation de ce critere permetideerminer les parameétres optimaux qui

garantissent la robustesse en stabilité et ennpeafce.
L’approche a été illustrée par un exemple d’apfibica

Comme perspective du présent travail, on peut aneg¢lie probléme d’optimisation
des parametres du correcteur PID en considéranttrd& contraintes sur les marges de

stabilité, le dépassement et le temps de réponse.

-
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