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Introduction générale

Cette these se situe a l'interface de deux grands domaines mathématiques : analyse
mathématique et la théorie des nombres. Plus précisément, nous montrons comment des
outils provenant de ’analyse interviennent dans I'étude de problemes d’arithmétiques.
L'introduction de ’analyse réelle et complexe en théorie des nombres, principalement dans
I’étude de la distribution des nombres premiers, sera encore le fait de Gauss mais aussi de
Euler qui, avant lui, découvrit la célebre fonction zéta ! et qui a eu le mérite de montrer,
pour la premiere fois, que ’Analyse permet de démontrer des résultats sur des nombres

entiers 2.

Bréve histoire sur la répartition des nombres premiers

A l'image des atomes pour les molécules, les nombres premiers sont les briques élémen-
taires des nombres entiers. Quantité de problemes sur les nombres premiers sont aussi
simples a énoncer que difficiles a attaquer. Les nombres premiers et leurs propriétés ont
été étudiés en détail par les anciens mathématiciens grecs. Les mathématiciens de 1’école
de Pythagore ( 500 av. J.-C. a 300 av. J.-C. ) étaient intéressés aux nombres pour leurs
propriétés mystiques et numérologiques . Ils ont compris I'idée de primalité et étaient
intéressés aux nombres entiers qui posseédent des propriétés arithmétiques tres particu-
lieres.

Au moment ou les Eléments d’Euclide sont apparus vers 300 av. J.-C., plusieurs résultats

importants sur les nombres premiers avaient été prouvé. Dans le livre IX des éléments,

1. La fonction zéta de Riemann nous vient en fait d’Euler. Il s’agit de la fonction qui & un exposant s
associe : {(s) =Y.' n""°.
2. Euler établit le théoreme d’Euclide sous une forme forte :

1
Y ==logyx—log2,Vx>2.
p

p<x
peP
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Euclide prouve qu’il existe une infinité de nombres premiers. C’est I'une des premieéres
démonstrations connues qui utilise le raisonnement par I’'absurde pour établir ce résultat.
Euclide donne aussi une preuve du théoréme fondamental de 'arithmétique a savoir, tout
entier peut étre écrit comme un produit de nombres premiers d’'une maniere essentielle-
ment unique.

A premieére vue, les nombres premiers semblent étre répartis parmi les entiers plutét
d’une facon désordonnée. Par exemple, sur les 100 nombres entiers immédiatement avant
10000000 il y a neuf nombres premiers, tandis que sur les 100 nombres entiers apres, il
n’y a que deux nombres premiers. Cependant, pour des grandes valeurs, la facon dont les
nombres premiers sont distribués est tres réguliere.

Basé sur les tables de nombres premiers et facteurs premiers des mathématiciens Anton
Felkel et Jurij Vega, Legendre et Gauss ont tous deux fait de nombreux calculs sur la
densité des nombres premiers, autrement dit, cela revient a chercher une formule asymp-
totique de la distribution des nombres premiers. Ces deux mathématiciens sont parvenus
a la conclusion que pour n assez grand, la densité des nombres premiers inférieurs ou
égaux a n est d’environ 1/logn. Legendre donne une estimation pour 7(n) qui est le nombre

des nombres premiers <n de :

n
log(n)—1.08366°
tandis que I'estimation de Gauss en terme de logarithme intégral est :

no1
= —dt.
#n) fz logt

Par ailleurs, dans deux articles de 1848 et 1850, le mathématicien russe Chebychev a tenté

m(n) =

de prouver la conjecture de Gauss sur la répartition des nombres premiers. Son travail est
remarquable pour son utilisation de la fonction zéta { dans I'attaque de ces probléemes et
ouvre la voie aux progres décisifs que feront Hadamard et Landau. Cependant, il a réussi

seulement a prouver une forme légerement plus faible de la loi asymptotique, a savoir,

7(x)
x/logx

égale a 1. Il était en mesure de prouver de maniere inconditionnelle que ce ratio est borné

que si la limite de quant x tend vers I'infini existe, alors elle est nécessairement
par deux constantes explicitement donnés proche de 1 pour tout x. Bien que le document
de Chebychev ne démontre pas le théoréme des nombres premiers, ses estimations pour
n(n) étaient assez fortes pour lui permettre de prouver le postulat de Bertrand affirmant
qu’il existe un nombre premier entre n et 2n pour tout entier n = 2.

D’un autre c6té, un document important concernant la répartition des nombres premiers

est apparu en 1859 oeuvre du mathématicien Allemand Riemann,intitulé " Sur le nombre
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de nombres premiers inférieurs a une taille donnée” (cf. [5]), le seul document qu’il a écrit
sur le sujet. Riemann a introduit de nouvelles idées dans le domaine, la plus importante
étant que la répartition des nombres premiers est intimement liée a celle des zéros non tri-
viaux de la fonction { dans le plan complexe (cf. [5], [15], [7], [8]). Finalement, s’appuyant
sur les travaux de Riemann, la conjecture de Gauss donne une formule asymptotique pour
nm(n). La fonction qui compte le nombre des nombres premiers inférieurs a une quantité
donnée, fit démontrée indépendamment par Hadamard (1865-1963) et de La Vallée
Poussin (1866-1962) en 1896 et devint ainsi le Théoreme des Nombres Premiers :

X
7m(x) ~ ——, quand x — +oo.
logx

Ainsi, durant le 20eme siécle, plusieurs preuves de ce théoréme ont été données, y compris
les preuves élémentaires de Selberg (cf. [9]) et Erdds (cf. [10]) en 1948 qui ont décou-
vert une voie d’acces a ce résultat fondamental dans le cadre de ’analyse. Nonobstant,
I’élémentarité de la preuve de ceux-ci, ce qui signifie qu’il ne nécessite pas d’outils sophis-
tiqués d’analyse complexe sauf pour les propriétés de logarithme népérien et entierement

arithmétique, la preuve de ce résultat semble problématique et est tres loin d’étre simple.

Un autre probleme important concerne la répartition des nombres premiers dans une pro-
gression arithmétique. Dirichlet a montré que si a et b sont deux entiers positifs premiers
entre eux, la progression arithmétique a,a + b,a +2b,a + 3b,... contient une infinité de
nombres premiers. De méme que le théoréme des nombres premiers qui affirme que pour
une valeur x donné, il existe asymptotiquement x/logx nombres premiers inférieurs ou
égaux a x. De méme, il a été prouvé que la suite a + kb,k =1,2,3,... contient asymptoti-

quement
n

¢(b)logn
nombres premiers inférieurs ou égaux a n,ou ¢(b) :=#{1<a < b :(a,b) = 1} est 'indicatrice
d’Euler. Cette estimation ne dépend pas du choix de a. Par ailleurs, nombre de mathéma-
ticiens ont étudié d’autres suites de nombres premiers et leurs propriétés. Cepandant, les
progres sont souvent partiels et limites, dans bien des cas les questions restent encore

ouvertes.




Plan de travail

Dans notre travail, on considére une relation d’équivalence définie dans 1’ensemble
des nombres premiers P. Cette relation sera construite en réitérant la fonction qui
compte le nombre de nombres premiers m(x) et nous avons déterminé ses classes
d’équivalence. A l'aide de théoréme des nombres premiers, nous avons pu déduire
le nombre de classes d’équivalence pour une quantité x donnée sous forme asymp-
totique. En outre, d'une maniere tres élémentaire, nous avons obtenu une formule
asymptotique de nombre de nombres premiers p avec nm(p) est aussi premier. Nous
avons également défini quelques fonctions arithmétiques et en s’appuyant encore sur

le théoreme des nombres premiers, nous avons établi la formule asymptotique de chacune.

Cette these comprend une introduction générale, trois chapitres et une partie contenant

un ensemble (non exhaustif) de problémes soulevés par notre travail.

Le premier chapitre commence par des rappels de notions élémentaires de théorie des
nombres et de 'analyse mathématique, suivie d’'une revue d’'un ensemble de définitions,
notamment les notions de base sur les fonctions arithmétiques (usuelles). Nous donnons
quelques théoremes de majoration les concernant ainsi que d’autres résultats qui relient

chacune des ces fonctions avec d’autres.

L'objectif du deuxiéme chapitre est de rappeler quelques résultats sur la fonction qui
compte le nombre de nombres premiers 7(x) comme par exemple, 'encadrement de
la fonction 7(x) obtenu par Chebychev qui est considéré comme la premiere avancée
significative dans ce sens. Deux conséquences du théoreme de Chebychev seront déduites,
le premier est 'encadrement du n’ieme nombre premier p, et 'autre, le postulat de Ber-
trand qui affirme 'existence d’au moins un nombre premier dans l'intervalle [x,2x],x € R.
Les sections suivantes de ce chapitre sont consacrées au théoréeme des nombres premiers

(TNP) et quelques estimations intéressantes des fonctions 7(x), p,,w(x) et (x).

Le troisieme chapitre reprend notre I’article (cf. [11]) publié dans Notes on Number Theory
and Discrete Mathematics. Nous avons obtenus des résultats encourageants en esperant
qu’il y ait un lien avec les grands problemes rencontrés actuellement en théorie analytique

des nombres. Deux autres articles, considérés comme une suite du premier, ont été soumis
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et sont en cours de révision. L'un est intitulé "A generalized type of equivalence relation in
the set of primes” et 'autre est intitulé "On some partitions related to the set of primes”.

Enfin, la derniére partie présente quelques questions restées ouvertes que nos travaux
ont soulevées. Malgré nos tentatives sur certaines, nous ne sommes pas parvenus a des
réponses satisfaisantes. D’autres questions n’ont pas encore recus notre attention, elles

constitueront certainement les bases de nos travaux futurs.

ooboad
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1 Les fonctions arithmétiques A,y et #

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions et quelques théoremes fondamen-
taux qui seront nécessaires pour comprendre les concepts de base de ce travail. Nous in-
troduisons ensuite la notion de fonction arithmétique, notamment la fonction de Von Man-
goldt, de Chebyshev, la fonction 7w qui compte le nombre des nombres premiers. Quelques
résultats élémentaires sont présentés concernant le comportement a I'infini de ces fonc-

tions, et d’autres montrent les relations existantes entre elles.

Préliminaires

Généralités sur les entiers

La lettre N désigne ’ensemble des entiers naturels {1,2,---} et P celui des nombres pre-
miers. Les ensembles des entiers relatifs, des nombres réels et des nombres complexes

sont désignés respectivement par Z,R,C.

Définition 1.1 (Divisibilité). Si a et b sont des entiers relatifs tel que a # 0, alors on dit

que a divise b s’il existe un entier naturel % tel que b = ka.

Notation et exemple. Si a divise b, on dit encore b est un multiple de a et on écrit a|b.
Si a ne divise pas b, on écrit a1 b. Par exemple 2|4 et 7|63, tandis que 51 26.

Définition 1.2 (PGCD). Soient a et b deux éléments de Z. Lensemble aZ + bZ est un
sous groupe de Z et il existe § € N tel que aZ+bZ =06Z. Le nombre 6 est appelé "le plus

grand diviseur commun" de a et b, on le note 6§ = pgcd(a,b).

Exemple 1.1. Dans N I'’ensemble des diviseurs de 15 est {1,3,5,15}. Dans N I’ensemble
des diviseurs de 12 est {1,2,3,4,6,12}. Lensemble des diviseurs communs de 12 et 15 est
donc {1,3}. On a alors pged(15,12) = 3.
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Définition 1.3 (PPCM). Soient a et b € Z, alors il existe pe N tel que aZnNbZ = uZ. p est

z N

appelé "plus petit commun multiple" de a et b. On le note par ppcm(a,b).
Exemple 1.2. ppcm(15,12) =4 x 3 x5 =60.

Définition 1.4 (Nombre premier). Un nombre premier est un entier naturel qui admet

exactement deux diviseurs distincts entiers et positifs qui sont 1 et lui-méme.

Exemple 1.3. Les quarante-six nombres premiers inférieurs a 200 sont :
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,
107,109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,193,197,199.

De telles listes de nombres premiers inférieur a une borne donnée, ou compris entre
deux bornes, peuvent étre obtenues grace a diverses méthodes de calcul (ex. Le crible
d’Eratosthéne 1). Mais il n’existe pas de liste exhaustive (finie) de nombres premiers, car
on sait depuis ’Antiquité qu’il existe une infinité de nombres premiers comme le prouve
Euclide dans un théoreme célebre.

Remarque 1.1. 0 et 1 ne sont pas premiers et 2 est le seul nombre pair qui est premier.

Définition 1.5. On dit que des entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si

leur plus grand commun diviseur est égal a 1.
Théoreme 1.1 (Euclide). I/ existe une infinité de nombres premiers.

Remarque 1.2. Nous devons la premiere démonstration a Euclide, il y a plus de 2000
ans maintenant. Depuis beaucoup de mathématiciens se sont amusés a trouver d’autres

démonstrations, par diverses méthodes.

Il y a de nombreux résultats qui traitent de I'infinité des nombres premiers dans une
progression arithmétique donnée. Le théoréme le plus fameux a ce propos est le théoreme
de Dirichlet.

Définition 1.6 (Progression arithmétique). On appelle progression arithmétique
(P.A.) une suite de nombres tels que chacun est égal au précédent augmenté d’'un nombre
constant appelé raison.

1. Crible d’Eratosthéne. - Algorithme qui permet d’obtenir la liste des nombres premiers inférieurs
a un nombre déterminé. Depuis longtemps, le criblage se fait dans un tableau de nombres en barrant
successivement, a la facon d’Eratosthéne, les multiples de 2, de 3, de 5, de 7, de 11, de 13,... demeurés sur
le tableau.
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Exemple 1.4. {3,7,11,15,19,23,...}, on ajoute 4 pour obtenir le nombre suivant.

Théoréme 1.2 (Dirichlet). Etant donné une progression arithmétique de terme an + b,
pour n=1,2,.... Si a et b sont premiers entre eux, alors il existe une infinité de nombres

premiers dans la progression an + b.

En 1785, Legendre, dans sa demonstration de la loi de réciprocité quadratique (cf. [12],
[14]), introduit ce résultat sans le démontrer. Il essaiera plus tard d’en établir une preuve
mais n’y parviendra pas. La premiére démonstration fut donnée par Dirichlet (cf. [13])
dans un mémoire présenté devant ’Académie des Sciences de Berlin en 1837. La méthode
de Dirichlet, sortant du cadre de la théorie algébrique des nombres pour exploiter des
résultats d’analyse, est la premiere de ce type. Elle repose sur 1’étude des fonctions L
de Dirichlet (cf. [33], [30]), définies au moyen de fonctions arithmétiques particulieres,
appelées caractéres (cf. [33], [30]), bien adaptées aux progressions arithmétiques dont il

est question.

Définition 1.7 (Nombre composé). tous les nombres entiers supérieurs a 1 et qui ne

sont pas premiers sont appelés nombres composés.

La notion de nombre premier est une notion de base en arithmétique élémentaire : le théo-
reme fondamental de 'arithmétique assure qu'un nombre composé est factorisable en un
produit de nombres premiers, et que cette factorisation est unique a 'ordre des facteurs
pres. Elle admet des généralisations importantes dans des branches des mathématiques
plus avancées, comme la théorie algébrique des nombres, qui prennent ainsi a leur tour
Pappellation d’arithmétique. Par ailleurs, de nombreuses applications industrielles de
Parithmétique reposent sur la connaissance algorithmique des nombres premiers, et par-
fois plus précisément sur la difficulté des problémes algorithmiques qui leur sont liés.
C’est le cas de certains systémes cryptographiques (cf. [31]) et méthodes de transmission
de 'information. Les nombres premiers sont aussi utilisés pour construire des tables de
hachage (cf. [32]) et pour constituer des générateurs de nombres pseudo-aléatoires (cf.

[38], [3], [35D.

Théoréme 1.3 (Théoréme fondamental de Parithmétique 2). Tout entier naturel n =

2 se décompose de maniére unique sous la forme :

— %1 @
n=py-p;,

2. Le théoreme fondamental de DParithmétique intervient explicitement dans ’étude des fonctions
additives et multiplicatives. En particulier, toute fonction complétement multiplicative est uniquement

déterminée par les valeurs prises sur les entiers premiers.
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ot les pp, sont des nombres premiers vérifiant :
2<p1<p2<--<pp,
et les ay, sont des entiers naturels non nuls.

Exemple 1.5. Par exemple, nous pouvons écrire :

6936 = 23 x 3 x 172 ou encore 1200 = 2* x 3 x 52,

et il n’existe aucune autre factorisation de 6936 ou 1200 sous forme de produits de nombres

premiers, excepté par réarrangement des facteurs ci-dessus.

Remarque 1.3. Par convention, le nombre 1 est le produit de zéro nombre premier (voir

produit vide), de sorte que le théoreme est aussi vrai pour 1.

Remarque 1.4 (Unicité de factorisation dans des structures algébriques plus gé-
nérales). On sait que le concept d'un nombre premier peut étre défini dans des structures
algébriques tres générales (polynomes a coefficients entiers). On peut alors se deman-
der si le théoreme fondamental de Parithmétique reste valide dans ces structures. Il
s’avere qu'une partie de ce résultat est vraie, c’est-a-dire 'affirmation que tout élément
(non-unité) dans la structure donnée a une représentation comme produit des éléments
premiers, reste valide dans des conditions trés générales. Par contre, I'unicité d’une telle

représentation n’est plus garantie et peut échouer, méme dans quelques exemples simples.

Définition 1.8 (Partie entiére). La partie entiére d'un nombre, notée [x], correspond a
I'unique nombre entier tel que [x] < x <[x]+ 1. On appelle aussi ce symbole le plus grand
entier inférieur ou égal a x. La partie fractionnaire de x, notée {x}, est alors définie par la

formule {x} = x —[x].

Outils d’analyse réelle

Définition 1.9 (Fonction dominée par une autre en un point). Soient f, g deux
fonctions de I —{a}, a valeurs dans R (ou C). On dit que f est dominée par g quand x tend

vers a (ou en a) si g est bornée au voisinage de a. On note alors f = O(g).
Définition équivalente. Il existe M > 0 tel que |f(x)| < M|g(x)| au voisinage de a.

Définition 1.10 (fonction négligeable devant une autre en un point). Soient f, g

deux fonctions de I —{a} a valeurs dans R (ou C). On dit que f est négligeable devant g

quand x tend vers a (ou en a) si lim,_., % = 0. On note alors f = o(g).
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Définition équivalente. Pour toute € > 0, il existe un voisinage de a (dépendant bien

str de ¢€) sur lequel on a I'inégalité |f(x)| < €|g(x)|.

Définition 1.11 (Fonction équivalente a une autre en un point). Soient f, g deux
fonctions de I —{a} a valeurs dans R (ou C). On dit que f est équivalente a g au voisinage
f(x)

de a (ouen a) silim,_., @ = 1. On note alors f ~ g.

Définition équivalente. Dire que f ~ g, c’est dire que f — g est négligeable devant g en
a.

Voici un exemple qui exprime la valeur d’'une intégrale en fonction du symbole O.

Exemple 1.6. Soient a et § des nombres réels, avec @ > —1. Alors,

f t*logP tdt = Oap (x“”logﬁx) ,(x=2).
2

La transformation d’Abel

La transformation d’Abel (ou sommation d’Abel) est un outil utilisé intensivement en théo-
rie analytique des nombres pour ces résultats intéressants. Etant donnée une somme de
la forme } , <, a(n)f(n), ou a(n) est une fonction arithmétique avec sa fonction sommatoire
A(x) =Y ,<.a(n) et f(n) est réguliére, la sommation par parties permet de supprimer le
poids f(n) de la somme ci-dessus et de réduire ’estimation de la somme a celle d’'une

intégrale sur A(¢). Sa formule générale est la suivante :

Proposition 1.1. Soit a : N — C une fonction arithmétique, soient 0 <y < x deux nombres

réels et f :[y,x] — C une fonction de dérivée continue sur [y,x]. Alors on a

Y a(n)f(n):A(x)f(x)—A(y)f(y)—f AWf(t)dt, (1.1)
y

y<ns<x
ot A(t) =Y, <;a(n).

En général, dans les applications, les sommes a estimer sont des sommes de la forme

Y n<x@(n)f(n). Nous donnons la formule dans ce cas particulier séparément.

Proposition 1.2. Soit a :N — C une fonction arithmétique, soient x =1 un nombre réel et

f :[1,x] — C une fonction de dérivée continue sur [1,x]. Alors on a

Y a(m)f(n) = A)f () fl A®F @t (1.2)

n<x
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Les fonctions arithmeétiques A,y,0 et #

Commencons par le premier exemple suivant.

Définition 2.1. La fonction de Von Mangoldt A est la fonction arithmétique définie en

fonction du logarithme log de la manieére suivante :

AG) logp sin=p* pour un nombre premier p et un entier % = 1,
n)=
0 sinon.

Définition 2.2. On définit les fonctions 0 et v de Chebyshev comme suit :

0:R" - R*
x— Y logp,

peP
psx

c’est la somme du logarithme népérien de tous les nombres premiers p inférieurs ou égaux
ax. Et,

v:RT —>R"
x— ZA(k): Z logp,
k<x p.k

ph<x

c’est le logarithme du plus petit multiple commun aux entiers naturels non nuls inférieurs

ou égaux a x.

3

Remarque 2.1 (Motivation). La principale motivation de I'introduction de la fonction de
von Mangoldt est que les sommes partielles Y, <, A(n) représentent un comptage pondéré
des puissances de nombre premier p* < x, les poids étant log p, les poids réels pour com-
penser la densité de nombres premiers. En fait, ’étude du comportement asymptotique
de la somme ci-dessus est essentiellement équivalente a I'’étude du comportement de la
fonction qui compte le nombre des nombres premiers 7n(x). Par exemple, le théoreme des

nombres premiers est équivalent a 'assertion

lim 1 Z A(n)=1.

X=OX p<x
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Par conséquent, la plupart des preuves du théoréeme des nombres premiers procedent
en montrant d’abord cette derniere relation, puis en en déduisant la forme originale du
théoréme. La raison en est que travailler avec A(n) est techniquement plus facile que de

travailler directement avec la fonction caractéristique des nombres premiers.

Définition 2.3. 1. Pour tout nombre réel x > 0, on définit le nombre de nombres pre-

miers inférieurs ou égaux a x par la fonction 7 de la maniére suivante :

n(x) =#{p €eN|p <x et p est premier} = ) 1.

peP
psx

2. On appelle logarithme intégral, noté par Li, la fonction définie par :

Li:[2,+00o] — R
¥ dt

X — .
2 log(?)

Remarque 2.2. La fonction logarithme intégrale ci-dessus est importante car elle re-
présente 'approximation la plus idéale de la fonction n(x). Cette intégrale ne peut pas
étre évaluée exactement (en termes de fonctions élémentaires), mais le théoréme suivant

donne une d’estimation asymptotique en termes de fonctions élémentaires.

Théoreme 2.1. Pour tout entier positif fixé k, on a

Li = kil il o( 1 ) 0
i(x) = — + 0y, , X = 2.
logx | /=5 log" x log® x
En particulier,
. x X
Li(x) = +O( 5 ),x>2.
logx log“x

Exemple 2.1. Par exemple,

A(9)=1log3 et A(6)=0,
0(10) = 1log2 +1log3+1logh +1log7,
w(10) =3 log2+2log3 +logh +1og7,

et, on remarque clairement que,
0(x) < y(x).

(1) = 0,7(2) = 1,7(10) = 4, 7(100) = 25,....
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Remarque 2.3. D’apres la définition 2.2, on a

= Y logp:Z( 5 l)logp.

pr<x k=1 Psx \k>1pk<x

. . : 1
Maintenant, p* < x,k € N si et seulement si 1 <n < logx Alors,

log p <n(x)logx.

w= £ ¥ 1)iosp- % [

psx\1<sks<x psx

D’autre part,

p@) = Y logx=Y Y logx= Y 6(Y™), (1.3)
p<x m=1pgxlim m=1

oum <\ 1 5. Notons que la somme ci-dessus est finie puisque pour un certain m, on a que
xlm <9 et alors 0(x™) =

Relations entre les fonctions v,0,7 et Li

Dans cette section, nous allons préciser comment les fonctions 8(x) , y(x), n(x) et Li sont
intimement reliées entre elles.

Commencons par la premiére estimation de produit de nombres premiers suivante.

Proposition 3.1 ([26]). Pour tout entier n=1, on a

[]p<4” (1.4)

psn

Une autre estimation est donnée pour la fonction 6 suivante.

Proposition 3.2 ([29]). On a
0(x) <(2log2)x.

Maintenant, voici un premier résultat qui nous donne un lien entre 6(x) et w(x) .

Théoreme 3.1 ([29]). Pour tout x =2, on a
0(x) < w(x) < 0(x) +2v/xlogx.

On peut maintenant donner le lien entre les fonctions 6 et 7.
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Proposition 3.3 ([29]). Pour tout x =2 on a

0(x) 0(x) x
— <7(x) < + .
logx logx —2loglogx  (logx)>2

Gréce a la formule de sommation d’Abel, on peut exprimer les fonctions 7(x) et 6(x) en

termes d’intégrales.

Théoreme 3.2 ([27]). Pour x=2, On a

O(x):n(x)logx—fx @dt
9 t
¢ 0x) [ 00)
m(x) = —2 4 f dt
logx Jo tlog?t

Le résultat suivant et important qui concerne les deux fonctions Chebyshev 6(x) et y(x)
affirme que si la limite de I'une des deux fonctions 8(x)/x ou y(x)/x existe alors la limite

de 'autre existe aussi bien et les deux limites sont égales.

Théoreme 3.3 ([27]). Pour x>0, on a

2
0< yx) 0k) < (logx) .
X X 2yxlog2

Théoreme 3.4 ([27]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1
lim 70187 _ 4 (1.5)
X—00 X
lim 2 _ (1.6)
x—00 X
lim Y% 1, 1.7
x—00 X
Théoréeme 3.5 ([27]). On définit
{1 =liminf () , L1 =limsup 7) ,
x—oo x/logx x—oo x/logx
0 0
lg = liminfﬁ, Lo =limsup ﬁ,
xX—00 X xX—00 X
¢ ) )
lg = liminfw—x, Ls= limsupw—x,

alorsl1=1lg=1lg3et L1 =Lo=Lsg.
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On termine ce chapitre par le résultat suivant.

Théoreme 3.6 (Relation entre v, 7 et Li). Pour tout x =2, on a

p(x) = (1(x) - Li(x))log x — f ’ wdt +0 (x% log? x) :
2

et

w(x)—x Tyt) -t
+
logx 2 tlog?t

(x) = Li(x) + dt+0 (x% 1ogx) .

ooooa




2 Le théoreme des nombres premiers (TNP)

Introduction

Comme on I'a mentionné dans l'introduction générale, c’est depuis que Legendre et
Gauss ont conjecturé une répartition harmonieuse des nombres premiers, alors que leur
apparition semblait aléatoire, que les théoriciens des nombres s’intéressent de plus prét

a 1’étude de ces nombres.

Ainsi, quelques dizaines d’années plus tard, Chebyshev améne quelques idées sur 1’étude
de la répartition des nombres premiers en s’'intéressant a la fonction 7m(x), qui donne le
nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Il essaya d’en trouver des encadre-

ments en cherchant deux constantes c; et cg, les plus proches de 1, telles que

X X
ci—— s<nx)<co—,
logx logx
pour x = xo,xo fixé. Cette recherche montra ainsi 'existence d’'un lien fort entre le compor-

X
logx?

de la conjecture de Gauss et Legendre.

tement de la suite 7(x) et la fonction ce qui constitua un argument de plus en faveur

Estimations de Chebychev

Trouver une borne supérieure et inférieure pour la fonction 7(x) est extrémement difficile.
Le résultat d’Euclide qu’il existe une infinité de nombres premiers montre que 7(x) tend
vers 'infini, mais les preuves standard de I'infinitude de nombres premiers sont indirectes
et ne donnent pas des bornes explicites pour 7m(x), ou elles donnent des bornes trop faibles.
Par exemple, 'argument d’Euclide montre que le n-iéeme nombre premier p, vérifie I'in-
égalité p,, < pi---pn-1+1. Par induction, on obtient p, < e pour tout n, dont on peut
déduire la borne 7m(x) = loglogx pour x suffisamment grand. Cette borne de 7(x) est loin

d’étre optimale, mais c’est essentiellement le meilleur que l'on puisse tirer de 'argument
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d’Euclide. Par ailleurs, obtenir une borne supérieure et inférieure non triviales pour m(x)

n’est pas facile non plus. Par contre, Chebychev a pu montré le résultat suivant.

Théoreme 1.1 (Chebychev). Il existe deux constantes ¢c1 =0.92... et cg =1.11.., telles

que
c1x S Y(x) < cox, 2.1)
cli <7(x) < czi, 2.2)

logx logx

pour x = xq,xq fixé.
De plus, il a démontré le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Pour tout x > 1

6 5
0(x) < gclx —c1x 2+ 21og6 log?x + Elogx +2
1 5
0(x)>c1x — gclxll2 - 81og6 log?x — Zlogx—3,

tel que c1=0.92....

Remarque 1.1. La question naturelle qu'on peut poser est: peut-on obtenir des
constantes c3,c4 > 0 meilleures que les précédentes et telles que, pour tout x = xg,
on ait,

c3x < P(x) < cqx?

Diamond et Erdds (cf. [2]) se sont intéressés a cette question et ont obtenu une réponse af-
firmative. Ils ont méme été plus loin en démontrant que 'on pouvait obtenir des constantes
arbitrairement proches de 1, c’est-a-dire démontrer le le théoréme des nombres premiers.
Est-ce a dire que Chebychev était en fait en mesure de prouver le TNP, quarante-cinq ans
avant Hadamard (cf. [7]) et de La Vallée Poussin (cf. [8]), et ce sans utiliser la variable
complexe ? - Cela n’est pas le cas, en effet, en démontrant que les constantes peuvent étre
choisies arbitrairement proches de 1, Diamond et Erdés ont utilisé le TNP. Ainsi, il n’y
avait aucun espoir que Chebychev puisse, par ses méthodes, le démontrer. Néanmoins,
ses idées ont été utilisées fréquemment dans les années qui ont suivi, et continuent a
étre étudiées, voire méme revisitées, encore a 'heure actuelle. De plus, elles ont permis a

Chebychev de détenir la premieére preuve du postulat de Bertrand.
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Conséquences du théoreme de Chebychev

Nous allons ici considérer une application de I'encadrement de la fonction 7(x). En 1845,

Bertrand énonca la conjecture suivante et démontrée par la suite par Chebychev.

Théoreme 2.1 (Postulat de Bertrand- théoréme de Chebychev). Pour tout x = 2, il

existe toujours au moins un nombre premier p tel que x < p < 2x.

Apres avoir trouvé ses encadrements, Chebychev alla plus loin dans I'étude de la fonction
7m(x), toujours guidé par la conjecture de Gauss et Lengendre, et démontra le théoreme

suivant.

Théoréme 2.2 (Chebychev). S’il existe un réel ¢ > 0 tel que n(n) ~ c@ alors nécessaire-

ment c=1.

Ce théoréme fut une avancée significative dans la recherche sur les nombres premiers,
puisqu’il fut un des premiers résultats sur ce sujet. Au fil des ans, il y avait diverses
améliorations sur la borne de Chebychev et en 1892, Sylvester (cf. [39]) a pu montrer le

résultat suivant.

Théoreme 2.3 (Sylvester). Pour x assez grand, on a

7(x)

0.956 <
x/logx

<1.045.

Estimations de Mertens

Les estimations de Mertens sont des théorémes démontrés par Mertens en 1874 liés a la

densité des nombres premiers.

Théoreme 3.1 (Mertens). On a

) % =logx +O(1),

ns<x

1
Y B2 _logx+0(D),

pPsx

1 1
—=loglogx+A+0|——
};x o808t (logx)’
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1 Y 1
1115~ [+l )
ps p) logx logx
ot A est la constante de Meissel-Mertens, et y est la constante de Euler-Mascheroni.

Remarque 3.1. Le théoreme des nombres premiers dans sa forme la plus simple est

équivalent au théoreme de Mertens ci-dessus.

Théoreme des nombres premiers (TNP)

Le théoréme des nombres premiers (TNP) est ’énoncé suivant, établi indépendamment

par Hadamard et de la Vallée Poussin en 1896 en utilisant I’analyse complexe 2

Théoreme 4.1 (Théoréme des nombres premiers). Lorsque x tend vers l'infini, on a

Théoreme 4.2 (Formulations équivalentes de TNP). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

- 71(x) ~ x/logx lorsque x — +o0.

- O(x) ~ x, lorsque x — +o0.

- y(x) ~ x lorsque x — +oo.

1. La constante de Meissel-Mertens (également nommeée dans la littérature mathématique constante de
Mertens, constante de Kronecker, constante d’ Hadamard-de la Vallée-Poussin ou constante des inverses des

nombres premiers) est reliée a la constante d’Euler-Mascheroni y par la formule suivante :

’

o0
A:}/+Z
=1

1 1
10g(1 - —) +—
b1J Dpi

ou p; est le [-ietme nombre premmier. Cette constante de Meissel-Mertens vaut approximativement
0,261497212847642783755426838608695859 (La suite A077761 (https://oeis.org/A077761) de 'OEIS
fournit 105 décimales).

2. Selberg puis Erdds puis Erdds et Selberg ensemble en 1948 ont développés des preuves élémentaires
du théoreme des nombres premiers en basant sur les travaux de Chebyshev. Toutes ces preuves dépendent
des estimations asymptotiques de la fonction von Mangoldt. Ces estimations asymptotiques sont mainte-
nant appelés formules de Selberg. La découverte de cette preuve élémentaire a mis fin a la discussion de
la profondeur relative de I'analyse complexe et de ’analyse réelle. Il y a maintenant beaucoup, soi-disant,
de preuves élémentaires et les techniques impliqués sont devenus la standard en théorie analytique des
nombres. Il se peut que dans le temps ces méthodes meéneront & une meilleure compréhension des questions

fondamentales sur les nombres premiers.
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Maintenant, voici un tableau de comparaison entre les valeurs de m(x) , @, et Li(x) , pour

de grandes valeurs de x.

x 7(x) @ Li(x)

10 4 4.343 5.12

100 25 21.715 29.1

1000 168 144.765 176.6

10000 1229 1085.736 1245.1
100000 9 592 8685.890 9628.8
1000000 78498 72382.414 78626.5
10000000 664579 620420.688 | 664917.4
100000000 5761455 5428681.024 | 5762208.3
1000000000 50847534 48254942.43 | 50849233.9
10000000000 | 455052511 | 434294481.9 | 455055613.5
100000000000 | 4118054813 | 3948131654 | 4118066399.6

X

Tableau 1. Comparaison des valeurs de 7(x) , et Li(x).

logx

Remarque sur le tableau. On remarque clairement que pour de grandes valeurs de x,

Li(x) est beaucoup plus proche de 7n(x) que @.

Li(x)
1004
n(x)
801 Inx
60

404

204

160 260 360 400 500
X

X

» Togx (dessous) et Li(x) (dessus).

FIGURE 2.1 : Graphe des fonctions 7m(x) (millieu)
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1.2°

() / ﬁ

W(x)//; ﬁdt

L —

1 10* 10% 102 10'® 102 10%

1.1}

1.0:

0.9

FIGURE 2.2

10%0+
10 ¢
1012

108 1

10*

1 10* 10® 10 10'® 10 10*
FIGURE 2.3

Le théoréme suivant donne une conséquence élémentaire de théoréme des nombres pre-

miers.

Théoreme 4.3 (Conséquence de théoréme des nombres premiers). Le théoréme des

nombres premiers implique que,
Le n°™ nombre premier p, satisfait p, ~nlogn quand n — oo.

Démonstration. Puisque p;, — oo quand n — oo, le théoréme des nombres premiers donne

n=mpa)~ ; Pr_ (5 o0). 2.3)
0gpn

Ce qui implique, pour tout € > 0 fixé et n assez grand, on a p,ll_g <n < py, et alors (1 -
e)logp, <logn <logp,. La derniére relation montre que logp, ~logn quand n — oo, et en
substituant cette formule asymptotique dans (2.3) donne n ~ p,/logn, qui est équivalente

a la relation p, ~nlogn.
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O

Des résultats de La Vallée Poussin de 1899, on déduit des développements asymptotiques

bien plus précis que cet équivalent.

Théoréme 4.4 (De la Vallée poussin). On a

n 1 1 2 .6 ( 1 )
p— o] ,
pn logp, (logp,)? (logp,)® (logpn)* (logpn)*

qui permet de démontrer le développement asymptotique de p, suivant (cf. [1]).

Théoreme 4.5 (De la Vallée poussin, [1]). Le développement asymptotique de p, est

donné par,

Pn _ logn +loglogn — 1+
n

loglogn -2 (loglogn)? —6loglogn + 11 . ( 1 )

logn 2(logn)? (logn)?

Théoreme des nombres premiers en progres-
sion arithmeétique

Soient g,a deux entiers avec q = 2,gcd(a,q) = 1. On définit
n(x,q,a) = Le nombre des nombres premiers p <x avec p = a(mod q).

Définition 5.1. Définissons les quantités suivantes :

0(x,q,a)= Z logp,
psx,p=a(mod q)
v(x,q,a) = Z logp = Z A(n).
p.k,pk<x,pt=a(mod q) n<x,n=a(mod q)

Alors, on a

Théoréme 5.1. On a
1. 0(x,q,a)=0(x),x — oo.
2. w(x,q,a)-0(x,q,a) = O(y/x),x — co.
3. v(x,q,a)=0(x),x — co.

Le théoreme de Mertens dans les progressions arithmétiques s’énonce comme suit :
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Théoreme 5.2 (Mertens). On a pour a,q premiers entre eux et x — +00

Aln) 1
2 T = ([)(q) logx + 0(1),

logp 1
=——logx+0(1),
;x p 9@

p=a(q)
1 1
Z I_) = Mlog2x+0(1)
p<x

p=a(q)
Le théoréme des nombres premiers pour les progressions arithmétiques peut alors étre

exprimé de la facon suivante :

Théoréme 5.3 (TNP pour les PA). Pour q,a > 0 fixés avec (q,a) =1,

n(x,q,a) Ln(x) L 1
PO 5™ gl logx ~ pla)

Par une constante absolue, le résultat suivant démontré par Walfisz en 1936, avec un

Li(x).

important travail préliminaire de Landau et Siegel.

Théoreme 5.4. Il existe une constante C1, et pour tout nombre réel A > 0 il existe un
nombre Co(A) tel que pour tout nombre réel x = 3, pour tout entier q avec 2 < q < (logx)? et

pour tout entier a avec ged(q,a)=1, on a

Li(x)| < Cyxe @2 Vloex,

1
P(q)

Il est a noter que les constantes C1,C2(A) ne sont pas calculables explicitement mais

ﬂ(x, q7a) -

seulement démontrer qu’elles existent.

Quelques estimations explicites

L'avenement des ordinateurs de plus en plus puissants a permis d’affiner les encadre-
ments des fonctions usuelles de nombres premiers 7,0,v,.... En 1962, deux chercheurs
américains, J. Barkley Rosser et L. Schoenfeld (cf. [37], [36]), ont établi de trés bonnes

bornes explicites de ces fonctions.

Théoréme 6.1 ([36]). On a

x 1 x 3
(1+ )<n(x)< (1+ ),
logx 2logx logx 2logx

(x=59) (x=1).
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Théoréme 6.2 ([36]). On a

bojeo

Théoréme 6.3 ([36]). On a
Li(x)—Li (\/E) < m(x) < Li(x),
11<x<108 2<x<108

Nous donnons aussi quelques estimations de n’iéme nombre premier, p,, la premiére a

été trouvée par Rosser et la deuxieme par Robin (cf. [40]).

Théoreme 6.4. On a
3 1
n (log(nlogn) - 5) <pp<n (log(nlogn) - 5) .

n=2 n=20
n(log(nlogn)—1.0072629) < p,, < n(log(nlogn)—0.9385.
n=2 n="7022

Les inégalités suivantes ont été prouvée pour la fonction 0(x) de Chebyshev (cf. [28]).

Théoréme 6.5. On a
0.998684x < 6(x) < 1.001102x,

1319007 < x 0<x
et pour des petites valeurs de x,

Théoréme 6.6. On a

0(x) > 0.985x si x=11927,0(x) > 0.990x si x =32057.

O(x) > 0.995x si x = 89387,0(x) > 0.998x si x = 487381.

Enfin, en 1998, Dusart, dans sa these (cf. [34]), prouve entre autres les résultats suivants.
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Théoréme 6.7 ([34]). On a

lw(x) — x| <0,006409——, x > exp(22).
logx

16(x) — x| < 0,006788%, x> 10544111,

ogx
x
|0(x) — x| < 3,965 5> X > 1.
log“x
x
|0(x)— x| <515 5, X > 1,
0g°x

6(x) — x| < 1717433 ———, x> 1.
log™x

Regroupons les résultats pour p; et 6(py) :

Théoréme 6.8 ([34]). On a

loglogk —2,0553
logk

) pour k = e?2,

O(pr)=Fk (logk +loglogk — 1+

10g2 k-2

O(pr)<k (logk +loglogk — 1+
logk

) pour k =198,
pr =k(ogk +loglogk — 1) pour k= 2.

pr < k(ogk +loglogk —0.9484) pour k =39017.

loglogk —1.8

pr<k (logk +loglogk — 1+
logk

) pour k =27076.

loglogk — 2,25
logk

Finalement, voici quelques résultats plus précis sur la fonction m(x).

Pk 2k(logk+loglogk—1+ ) pour k =2.

Théoréme 6.9 ([34]). On a
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m(x) =

1 1.8

1+ ——+ —o—|,x > 32299,
logx log“x

( N 1 N 2.51

logx logx  log%x

Remarque finale. Ces inégalités sont utiles quand il s’agit de 'analyse des stratégies

m(x) < )x > 355991.

pour 'optimisation de divers algorithmes de factorisation et les tests de primalité.

Sur la différence n(x)—Li(x)

Gauss ne semble pas avoir conjecturé explicitement que 7(x) < Li(x) vérifié pour tout x = 2,
cela est largement considéré comme vrai jusqu’au 1914 lorsque Littlewood [41] démontra

que

71(x) — Lix) = Qs (\/Xclog?’x)

logx

a partir duquelle que la différence change de signe une infinité de fois. Depuis lors, plu-
sieurs études ont porté sur la plus petite valeur de x avec m(x) = Li(x). La premieére limite
supérieure inconditionnelle sur x a été obtenue par Skewes [17] on 1955, qui prouva que
log;logyglogyglog o x < 3. Ceci a été réduit en 1966 par Lehman [16] 4 x < 1.65x 101165 En
1987 par te Riele [18] & x < 6.69x10%7°, et en 2000 par Bays et Hudson [19]a x < 1.4x 10316,
La premiere borne inférieure pour x a savoir x > 3000000, obtenue par les calculs faits par
Gauss. Ceci a été amélioré par Rosser et Schoenfeld [28] en 1962 & x > 108, en 1975 par
Brent [20] & x > 8 x 1019, et en 1993 par Odlyzko & x > 1.59 x 10'3. Par suite, cette valeur a
été amélioré par Kotnik [4] a x > 104,

Une autre ligne d’investigation a porté sur 'ordre de magnitude de 7(x)— Li(x). A ce jour,

la plus forte O—borne inconditionnelle est

02098 10g”°x
m(x) —Li(x) = O [ xe loglogl®x | |

obtenue en utilisant une méthode développée par Vinogradov [21] et Korobov [22] en 1958,
corrigée en 1963 par Walfisz [23], et avec une constante 0.2098 obtenue en 2002 par Ford
[24]. Sous I'hypothese de Riemann, ceci peut étre améliorée considérablement, et déja

dans ce cas en 1901 Von Koch [25] a montré que
n(x) — Li(x) = O (Vxlogx),

qui reste toujours le meilleur résultat de son genre.

Sans ’hypothése de Riemann, Dusart dans sa thése (1998) a démontré le résultat suivant :




Le théoreme des nombres premiers (TNP)

Théoréme 7.1 ([34]). Soient R =9,645908801 et K = ¥2i1% ~ 0,2196, alors

|7 (x) — Li(x)| < 2K%e‘ VIn</E 1 our 59 < x.
In**x

ooooa




3 Sur une relation d’équivalence dans P

Introduction

Dans ce chapitre, I'objectif est de définir une relation d’équivalence sur 'ensemble des
nombres premiers P. Cette relation nous permet de définir une partition de P sous la

forme suivante :

P={p11,p12," -} U{p21,p22," -} U - U{pr1,pr2, " }U-"

Ces sous ensembles ne sont rien d’autres que les classes d’équivalence de cette relation.
Les deux questions a lesquelles nous avons répondu sont : comment cette relation est
définie et quelles sont les propriétés ou conditions vérifiées par ses classes d’équivalence.
Maintenant, I'existence d’autres relations d’équivalence dans [P reste encore une question
ouverte. Par ailleurs, I'utilisation du fameux théoréme des nombres premiers ou encore
la fonction 7 est une facon de trouver et de prouver d’autres résultats sur les nombres

premiers.

Le plan de ce chapitre est comme suit. Dans la premieére section, on commence par la
définition de notre relation d’équivalence et de définir ses classes d’équivalence p ou p est
un nombre premier. Par suite, en s’appuyant sur le théoréme des nombres premiers, nous
énoncons un résultat qui compte le nombre de nombres de classes d’équivalence p tel que
p < x. Par ailleurs, comme une extension de ce travail, nous abordons ’étude de nouvelles

fonctions arithmétiques en donnant ses formules asymptotiques pour chacune.

Notation. 1. Rappelons que P désigne ’ensemble des nombres premiers et pour tout
x € R, la fonction 7(x) représente le nombre des nombres premiers inférieurs ou

égaux a x. Sa formule asymptotique est donnée par :
X
m(x) ~ —,x — 00, (3.1)
Inx

c’est le fameux théoréme des nombres premiers qui s’énonce de la maniere équiva-

lente :
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Pn~nlnn,n — +oo. (3.2)

2. Nous définissons la fonction suivante :

nlo-wconl sik<0
7* = { Tdn sik=0
To-+--07 sik>0.

3. Dans beaucoup de situations, nous cherchons a estimer }_,<, f(p), ou p € P. Alors,

nous utilisons le résultat suivant :
Lemme 0.1 ([36]). On a

Y o= Y LW 1D, 3.3)

pex s Inn 2 Int

1. Résultats Principaux

1.1. Les classes p et ses éléments
Nous commencons par le résultat suivant :

Théoréeme 1.1 ([11]). Soit % une relation binaire définie sur l’ensemble des nombres

premiers P comme suit :
Vp,g P, pRq < IneZ tel que p =n"(q).

Alors,
1. R est une relation d’équivalence.

2. La classe d’équivalence d’'un nombre premier p est
p={r"p),kez}. (3.4)
Démonstration. — 2% est réflexive car
Vp,qeP,3n =0, tel que p = no(p) =p.

Donc Vp e P,pZp.
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- X est symétrique car
p=n"(q) & qg=n"(p),
donc, il existe un entier —n € Z tel que g = 77 "(p), alors qZp.

— R est une relation transitive car

Vp,q,teP,(pRq)A(qRt)=> AneZ,p =7 (@) A@k € Z,q = 7*(t))
= p =n"(q)) = n"(x* (1)) = 7" (t)
>p=rnt),l=n+keZ
= pRt

par conséquent, Vp,q,t e P,(pRqg) AN(qRt) > pRt.
O

Remarque 1.1 (Comment distinguer entre les classes d’équivalence). Les élé-

ments de la classe d’équivalence p sont définis par :
L 2 -1 -2
p={...,n%(p),n(p),p,n " (p),n "(p),...}.

Donc la question qui se pose comment distinguer entre ces classes d’équivalence? On
remarque que pour n < 0, le nombre 7"(p) est toujours premiers et tend vers 'infini
lorsque n tend vers l'infini. Maintenant, pour n > 0 la fonction 7n"(p) est décroissante
et tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et personne nous garanti que les nombres
n*(p),k =0...n sont premiers. Par exemple, pour p =2 ona n'(2)=n(2)=1let 1¢2 et

a"(2)=0,n=2...00, dans ce cas la classe de 2 est donnée par '’ensemble suivant :
2={n2),7712),77%2),...} ={2,3,5,11,...}.

On remarque que 2 est le plus petit élément de la classe 2. Par suite, les nombres premiers
3 et 5 sont dans la classe 2 donc les classes 3,5 et 2 sont confondues. Le plus petit élément
de 3 et 5 est le nombre premier 2. Par ailleurs, pour le nombre 7 < 11, on constate qu’il
n’existe pas un nombre premier p € 2 tel que 7(p) =7 donc 7 ¢ 2. Par conséquent, 7 forme

une nouvelle classe. Ses éléments sont
7={n’0),x7(D),..} =(7,17,...}.

Maintenant, on a 7(7) = 4 ¢ 7 puisque 4 n’est pas premier, donc on ne peut pas continuer

le proccesus d’itération puisque 4 ¢ 7. Finalement, on peut tirer la conclusion que les
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éléments de la classe d’équivalence d’'un nombre premier p sont donnés par ’ensemble
suivant

p = {ﬂk(p)7nk_1(p)7'--7p77[_1(p)7n_2(p)7---7oo} ’

tel que pour un entier positif &, 7*(p) est premier et 7**1(p) n’est pas premier. Ou encore,
par commodité, puisque % est arbitraire dans N, on peut prendre %2 =0, alors ’ensemble p

se simplifie a
p=1{p,7 1 (p), 7 %(p),...,00} ,tel que n(p) n’est pas premier. (3.5)

On a alors le résultat suivant qui justifie I’écriture (3.5) ci-dessus de la classe d’équivalence

p du théoréme 1.1.

Proposition 1.1. Soit p un nombre premier. Alors, n(p) n’est pas premier implique que,

pour tout nombre premier q < p, il n’existe pas un entier n € N tel que p =17 "(q).

Démonstration. Soit p € P. D’apres le théoreme des nombres premiers, 7~ 1(p) représente
le p-ieme nombre premier; notons le par p, = xNp).
Par la suite, p, = n~Y(p), ceci implique que n_l(pp) =1~ Y 1(p)), qui est le 7~ L(p)-iéme

nombre premier, donc nous obtenons la formule :
7 pp) =17t () = 17H(D) = Pro1(p)- (3.6)
Maintenant, nous utilisons I’équation (3.6) composée par 7! donne :
D1 =7 2(p) = (Dy-1) =7 (2 (p)),
ceci est le 772(p)-iéme nombre premier. On peut écrire
T P-10) =71 HP)) = Pro2(py =7 O(D).
Par récurrence, nous obtenons la formule générale suivante :
Pr--py =7 "(p)n=1. 3.7
Associons pour chaque nombre premier p, 'ensemble A,
A, ={n""(p),n=0}={p,n 1 (p),n %(p),...}.

Maintenant, supposons que 7(p) n’est pas un nombre premier, montrons que Vq < p,4n €

N et tel que p = 77"(q). Pour montrer cela, supposons qu’il existe un entier positif 2 tel
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que 7 *(q) € Ay e, n7%(q) = n7(p),k = i +1,i € N, montrons que n(p) est un nombre

premier. Par conséquent, on a,
1M =" (p)e p=1""rM@) = a(p) =2z (@) = a V(@ k=i + 1.

Mais, pour tout & =i + 1,707V *(q) = 7(p) est un nombre premier, ce qui prouve ce que

nous avons voulu. O
On a la définition suivante.

Définition 1.1. Le plus petit élément de p, qu'on note par p( vérifie 7(p) n’est pas premier.

On l'appelle origine de la classe p et on écrit

p=Do=1{po,7 (o), *(po),...,00}.
Définition 1.2. On définit I’ensemble &2, par

Py ={po tel que p est une origine}
={p est premier et 7(p) n’est pas premier}

={2,7,13,19,23,29,37,.. }.

On note par 2%, I'ensemble de tous les origines po inférieures ou égales a x ou bien

Iensemble de tous les nombres premiers p < x tel que n(p) n’est pas premier.

Une question intéressante sur laquelle on a penché est le nombre de nombres de classes
d’équivalence p pour un nombre premier p < x inférieur ou égal a une quantité x donnée.

Pour faire cela, commencons par la définition suivante.

Définition 1.1 ([11]). 1. Notons par n.(x) le nombre de différentes classes p pour des

valeurs 2 < p < x. Formellement,

me(x):i= ) 1= > 1,

DOSX p<x
n(p)¢P

avec po€ % .

2. Notons par 6¢(x) la fonction définie par

Bo(x)= ) Inpo

DPOSX

Nous avons le résultat suivant.
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Théoreme 1.2 ([11]). On a,
lim 7.(x) = +oo.
X—00

Pour po€l2,x], on a

7e(x) = m(x) — 72(x). (3.8)

Démonstration. Supposons que le nombre de classes différentes est fini quand x — co. On
sait que

x 1
Y Pyt (3.9)
i=0 M1

Par suite, soit p’f € pr, ou k est fini par hypothése. On obtient

X1 1

g
|||

. k-
i=0Pi Pk finii=0P;

1

oF < 00, puisque la deuxieme somme posseéde un nombre fini de termes,
i

Donc, on a .72,
on déduit
x 1

Z _k < oo,
k finii=0 P;

qui contredit la formule (3.9).

Trouver la valeur de m.(x) signifie le calcul de nombre de nombres premiers p, qui consti-
tuent chacun l'origine d’une classe po. Clairement, le nombre premier p( est une origine
signifie que 7n(pg) n’est pas premier. Alors, soit po appartenant a [2,x], et soit pg, € P
le plus grand nombre premier dans I'intervalle [2,x], donc n(pg ) n’est pas un nombre
premier et pour tout entier [ = 1, ! (m(po,x) +1) > po,» cela signifie que nous chercherons
uniquement les nombres qui ne sont pas premiers et qui sont inférieurs ou égaux a n(po ),

par conséquent, on a,

e e pg p N p ~ 7(poyx)
- le nombre de nombres pairs inférieurs ou égaux a n(po ) égal a %.
n(pO,x)

- le nombre de nombres impairs inférieurs ou égaux a n1(po ) égal a —5= —n(n(po,x)) tel
que 7(m(po)) est le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a m(po ) .
Par suite, nous sommons les deux quantités ci-dessus, nous obtenons, puisque po . <x, la
quantité m.(x) qui est égale a
7e(x) = m(x) — m(m(x)).

Notons que, on a exclut p entre 2 et 7(x) car 7(p) n’est pas un nombre premier.
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Remarque 1.1. 1. Soit |py| le nombre d’éléments de la classe py avec un plus grand

élément < x. Alors, on a

ax) =) 1= |pol

p<x posx

2. Pour pg €[2,x], on a toujours |pg| = 1.
On obtient facilement la conséquence suivante.

Corollaire 1.1 ([11]). Soit p un nombre premier et supposons que pg = 7"(p) . Alors
n—2 .
po=n(p)-} e (n’(p)).

1=0

Démonstration. On a

7e(x) = m(x) — m(m(x))

7 (m(x)) = m((x)) — n(w(x))

T 2(x)) = (" () - (" (x)).

Maintenant, on additionne ces équations, on obtient le résultat désiré. O
Voici un résultat qui nous donne I’estimation de la fonction 6.

Proposition 1.1 ([11]). On a,

1.
1 Inlnx

x|1 )Seo(x)Sx(l ;) (3.10)

" Inx—Inlnx Inx " Inx—Inlnx

Oo(x) ~x,x — 0o
La démontration de cette proposition repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.1 ([11]). On a,

xInlnx N Ypo<zInpo  xlnlnx  Go(x)

2

< =
7e(%) In“x Inx In?x Inx

oll pg représente l'origine de la classe p.
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Démonstration. Puisque pour tout p = p,,n >0, on a p > poln” py, alors

Inx—1In
Z Inlnp > Z Inlnpg = Z Inlnpg = Z Inlnpg Tpo
n _ nin
p<x poln” po<x,n Po,nshﬁlr}g’;“ Po<x Po
~ Z (Inx —1Inpg) = (Anx)m.(x) — Z Inpg
pPosx posx
D’apres la formule (3.3), on a
xInlnx
Z Inlnp =~ ,
e Inx
donc, I'inégalité se découle directement en remplacant. O
Démonstration de la proposition. 1. On a
xInlnx

Inl <xIn
xInlnx + Lpo<zInPo = Z Inpg > (m(x) — m%(x)) Inx —

n(x) — 712(x) < 5
n‘x Inx po=x Inx

Par ailleurs, puisque
Y Inpo<lnx ) 1=n.(x)lnx.

POSX POSX
Et rappelons que
x
m(x) ~ —.
Inx
On obtient
( x X ) xInlnx ( 1 lnlnx)
posx Inx Inx(Inx-Inlnx) Inx Inx—Inlnx Inx

La deuxiéme inégalité est obtenue de la méme maniere,

1
5 1np0<1nx( x x ):x(l —)
Inx

Po=x " Inx(Inx—Inlnx) " Inx-Inlnx

2. Soit x — +oo dans l'inégalité 3.10 de lemme 1.1.

Le nombre de nombres premiers p avec n(p) est
premier

Dans cette section, en utilisant les idées de notre article précédent [11], nous avons obtenu
des partitions simples de ’ensemble des nombres premiers construites avec la fonction
n(x) et ses itérations 72(x),73(x),---. Ce nouveau concept nous permet de déduire d’une
maniere élémentaire le nombre de nombres premiers p avec n(p) est premier. On a alors

le résultat suivant.
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Théoreme 2.1. Soit p un nombre premier. Alors

1. Le nombre des nombres premiers p inférieurs ou égaux & x tel que p et - 1(p) sont
simultanément premiers est égal au nombre des nombres premiers p inférieurs ou

égaux a x, i.e.;
Card {p <x|pet ﬂ_l(p) sont simultanément premiers} =Card{p < x| p est premier}.

2. Le nombre des nombres premiers p inférieurs ou égaux & x tel que p et n(p) sont

simultanément premiers est donné par :

X

Card{p < x| n(p) est premier } = n(n(x)) ~ quand x — +oo.

Inx(Inx —Inlnx) - In2x

Démonstration. 1. C’est immédiat puisque 7~ 1(p) est toujours premier.

2. Notre nouvelle idée est basée sur la partition de I'ensemble des nombres premiers

inférieurs ou égaux a x comme

{p < x|p est premier} ={p < x|n(p) est premier}u

U{p <x|n(p) n’est pas premier} (3.11)

Par passage au cardinal, nous obtenons

Card{p < x|p est premier } = Card{p < x|n(p) est premier } +

+ Card{p < x| 7n(p) n’est pas premier}

Par suite, on a,

Card{p < x| n(p) est premier } = Card{p < x|p est premier } —

—Card{p < x| 7n(p) n’est pas premier}
Par conséquent,
Card{p < x| n(p) est premier } = m(x) — (m(x) — 1((x))) = w(7m(x)).
Finalement, il n’est pas difficile de voir, quand x tend vers +oo,

7((x)) = 72(x) ~ ﬁ
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Nous pouvons déduire une conjecture en utilisant une autre partition de P en utilisant

des sous-ensembles particuliers comme nous I'avons vu dans la formule (3.11).

Conjecture 1. Soit p un nombre premier. I’ensemble des nombres premiers P peut étre

partitionné comme

{p < x|p est premier} ={p <x| 7(p) et n(n(p)) sont premiers}u
U{p <x| n(p) n’est pas premier et 71(7w(p)) est premier}u
U{p <x| n(p) est premier et 7(7(p)) n’est pas premier} U

U{p <x| n(p) et 1(x(p)) ne sont pas premiers}

Ensuite, nous obtenons en utilisant les cardinaux

Card{p < x|p est premier} = Card{p < x| n(p) et 7(n(p)) sont premiers} +
+ Card{p < x| 7n(p) n’est pas premier et n((p)) est premier} +
+ Card{p < x| 7n(p) est premier et n(7(p)) n’est pas premier} +

+ Card{p < x| n(p) et n(7(p)) ne sont pas premiers}

Nous notons par m(x),m11(x), mo1(x), m10(x), Too(x) ces cardinaux. alors, I’équation est ré-
duite a

m(x) = mw11(x) + wo1(x) + 7w10(2) + 700 ().

On a conjecturé que
m11(x)7m00(x) = mo1(x)710(x) quand x — co.

Le tableau suivant résume les premieres valeurs de m11(x), mo1(x), m10(x), moo(x) et leur

7117700

i — 5 1081
Tomo? POUT les entiers p =600 a 10° .

correspondant

1. Les calculs sont faits avec PARI/GP : https://pari.math.u-bordeaux.fr/



https://pari.math.u-bordeaux.fr/
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117100
p T11 o1 710 o0 oL 10

600 10 19 19 61 1.6897
3x10* | 88 5561 369 2237 0.9668
2x10° | 310 2580 1752 13342 0.9150
108 977 8697 6725 62099 1.0377
2x10% | 1626 | 15700 | 12126 | 119481 | 1.0204
3x10% | 2191 | 22293 | 17158 | 175174 | 1.0034
4x10% | 2734 | 28456 | 21961 | 229995 | 1.0062
5x10°% | 3233 | 33549 | 26626 | 230494 | 0.8342
6x10% | 3717 | 39197 | 31116 | 284208 | 0.8661
7x10% | 4178 | 44824 | 35577 | 337458 | 0.8841
8x 108 | 4632 | 50112 | 39927 | 390495 | 0.9040
9x 108 | 5065 | 55575 | 44225 | 443013 | 0.9129
107 5492 | 60846 | 48419 | 495211 | 0.9231
2x107 | 9414 | 111548 | 88236 | 1006498 | 0.9626
108 33666 | 451908 | 363591 | 5257379 | 1.0772

Tableau 4.

Remarque 2.1. Nous pouvons généraliser ces types de partitions de ’ensemble des
nombres premiers en utilisant et en combinant la fonction 7(x) et ses fonctions d’itération
n"(x),n € N. Par exemple, nous pouvons partitionner ’ensemble des nombres premiers

comme suit : pour n € N fixé,

{p < x|p est premier} = {p < x|p est premier et 7" (p) est premier} U

U{p <xl|p est premier et 7"(p) n’est pas premier} (3.12)

O]

Autres résultats

Le résultat suivant nous montre que si on prend une suite de nombres premiers consécu-
tifs finie alors il existe au moins a I'intérieur de cet ensemble des classes d’équivalences p

qui contient un seul élément.

Théoreme 3.1 ([11]). Soit A un ensemble fini de nombres premiers :

A= {pl,pZa"-apn}a
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tel que p; < pi+1,1<i<net p;.1 un nombre premier consécutif de p;. Alors, il existe au

moins un ensemble p c A ot p € A, tel que p = {p}.
Avant de donner une démonstration de ce résultat , nous donnons un exemple illustratif.

Démonstration. Supposons que chaque classe p;,p1 < p; < p, contient au moins deux
éléments i.e., le cardinal de p; est supérieur ou égal a 2, et supposons que 7(p,) est
un nombre premier (sinon le théoreme est démontré). D’apres le théoreme des nombres
premiers, 'intervalle [n(p,), p,] contient 7(p,) — 7%(p,) = k nombres premiers. Ceci nous
mene aux deux cas suivants :

- Si k=1, 1i.e, il existe un seul nombre premier dans [7(p,), p,], notons le par q, donc,
nous obtenons 77 1(q) ¢ A et (q) n’est pas un nombre premier puisque cest le consécutif
de n(py). Alors, ¢ contient uniquement un seul élément dans A qui est le nombre
premier q.

- Sik>1,i.e, il existe au moins deux nombres premiers dans [7(p,), pr], notons les par
q1,---,q%. Supposons que q; ou t € {1,...,k}, est un nombre premier. Alors g;,1 n’est pas
un nombre premier et puisque 7 1(q11) ¢ A, donc, P'unique élément g;11 est g;1.

CONCLUSION :

Dans les deux cas, il existe au moins une classe p ou p € A, telle que (p = ¢ dans le

premier cas et p = g;+1 dans le deuxiéme) est I'unique élément de cette classe dans A, i.e.,

p=1{p} O
Exemple 3.1. Soit A un ensemble défini par
A=1{2,3,5,7,11,13,17}.

- Pour l'entier 2, on a, 2 =1{2,3,5,11}. Le cardinal de 2 est supérieur a 1.

- Notons que 7 ¢ 2, alors l'entier 7 constitue une origine d'une nouvelle classe qui est
7={7,17} et son cardinal est plus grand que 1. Il reste uniquement le nombre premier
13 qui n’appartient ni & 2 ni & 7, par conséquent, le nombre premier 13 constitue une
origine d’'une nouvelle classe qui est 13 et son cardinal est 1. Alors, on conclut que dans

I'ensemble A, il existe une classe 13, telle que son unique élément est 13, i.e., 13 = {13}.
On a la définition suivante.

Définition 3.1 ([11]). Soit A I'ensemble défini comme dans le théoréme 3.1 et p est un
nombre premier appartenant a A. On dit que p est une classe EXTERIEURE par rapport

aA,si

7(p) nest pas un nombre premier dans A et 7 X(p) ¢ A i.e., [p| =1 dans A.
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si|p| =2 dans A, on dit que p est une classe INTERIEURE par rapport a A.

Remarque 3.1. 1. D’apres la définition ci-dessus, le nombre p est le plus petit élément
de classe p dans A, par conséquent, c’est une origine de cette classe. i.e., p = py.

2. D’apres le théoreme 3.1, pour un nombre premier donné p, il y a toujours au moins
une classe extérieure, ce qui signifie 'existence d’'une infinité de classes DIFFERENTES

quand p — oco.

3.1. Etude de la suite x,.; = p(x,) = x,/Inx,

La fonction p(x) = 1, x € [e, +ool, est une contraction. Alors, la suite x,, définie par
x
Xpa1=Pploy) = ——,
Inx,

admet un point fixe. Puisque x, décroissante et minorée par e = 2.7182818, alors elle

converge vers l'unique point fixe e et on a p(e) =e.

k times

—_——t
Notation. p*(x)=popo...op(x), ol o est la loi de composition des fonctions.

Théoreme 3.2 ([11]). Soit xog = e une donnée initiale. Alors

plxo)=e[[Inpx;)=e[]Inp"*(xo), (3.13)
i=0 i=0

Démonstration. Nous posons Inlnx =1Insx et on a

Inx

X1
x2 =p(x1) = —— = Inxe =lnx; —Ingx;
1

X0
x1=p(xg) = —— —Inx; =lnxg —Ins xg
0

Inx

x
Xn+1=p,) = —— = Inx,+1 =1nx, —Ing x,,.
Inx,
Et par sommation, nous obtenons
n
Inx,+1 =Inp(x,) =lnxg— Zlnzxi. (3.14)
i=0
Qui est équivalent a
X0 n
=[] 1nx;. (3.15)
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Alors, par passage a la limite, nous obtenons

) . X0 nl
lim = lim = lim Inx; = hm Inx In p(x;).
n—+00xp41 100 pxy) n—’+°°1_[ l ° ,1_!) Pl

En conséquence,

|><
I:]8

Inx; =1lnxg H In p(x;),
0 1=0

i
et puisque

lim x,=e.
n—+oo

La formule (3.17) est clairement équivalente a

plxo)=e[]Inp(x;).
=0

D’ou le résultat désiré.

(3.16)

(3.17)

O]

Lemme 3.1. Soit x,.1 = p(x,) une suite décroissante et minorée par e, et soit p > e un

nombre réel . Alors, le nombre d’itérations tel que x, = p, qu’on note par nj.r, est dépend

de p et de la valeur initiale xo = x, et elle est donnée par :

 (x0) Inc N Inx N
Piterlh, P Inlné, lnln(fo’asx oo

ot ¢ > 0 est une valeur réelle finie, et &g = Ep(x) < x, i.e., &g dépend de x.

Démonstration. On a

lxg —x1] = |p'(€1)| lx1 — %0l ,¢1 € [x1,20], ot p’ est la dérivée de p.

lxg — 22| = |p'(€2)| Ix2 —x1] = |p"(€2)| | P'(€1)| lx1 — 0], €2 € [x2,21].

Par récurrence, on obtient

n
lxn —Xn+1l = (Hp,(él)) JAx1—x0l,$n € [xn,%n-11.
i=1
Par suite, il existe un nombre réel éy € [¢,,,E1], tel que

n
Xn+1—2nl = [P'(€0)|" .11 — x0l.

Ou bien, d’'une maniére équivalente, puisque, x, > x,+1,Vn e N et x > e.

Xp —Xn+1 = (p'(E0))" - (x0 — x1).

(3.18)




3.2.
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On peut faire sortir n de I'égalité ci-dessus :

_In(xy, —xp+1)  In(xo—x1)

Inp'(&o) Inp'(&) ’

et remplacant p’ par sa valeur, on obtient

I In(x, — xp+1) B In(xo —x1)
" T In(Inég — 1) - 2Inlnéy  In(Inég—1)—2Inlné&,

Maintenant, d’apres la définition de p, les suites x, et x,.1 sont bornées, alors il est
de méme pour la différence x, — x,+1, notons la par c, et on a, en posant xo = x et n =

niter(x, P) :

Inc B In(x —x71)
In(Inép—1)—2Inlnéy In(néy—1)—-2Inlné,

Finalement, puisque d’apres ce qui précede, noton que, ¢y < x et dépend de x. Il s’en suit

Niter(x,p) =

que ¢g — +oo quand x — +oo et

In(Inép—1)—21Inlnéy ~In(Inép) —2Inlnég = —Inlnéj et x —x1 ~ x.

Remarque 3.2. Dorénavant, nous travaillons avec la variable x au lieu de x.

Définition et estimation des fonctions r;,..,n, et 9

Posons la définition suivante :

Définition 3.2 ([11]). Soit x € R,x > 0. Nous définissons

Titer(x,p0) = Z 1= Z 1,/ eN.
bospsx pospsx
peCyp, p=n"(po)

Alors 7;s0r(x, po) compte le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a x appar-

tenant a la classe py.

Lemme 3.2. Nous avons

niter(xapo) ~ niter(xa P) ~ niter(xapo)’ quand X — +o0.
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Démonstration. D’apres la définition p, il existe n € N tel que x, = p™(x) = p. Par suite,
D’apres le théoreme des nombres premiers, nous avons
X
7(x) ~ p(x) = ——,x — co=> 1" (x) ~ p™(x),x — oo.
In(x)

Par ailleurs, supposons que 7" (x) = pg avec m(pg) n’est pas premier, il s’en suit que :

(po=n"(x)) ~(p"(x) = p),x — oo.

Et,
Titer(x,po)= > 1= > 1~ ) 1~ ) 1=
PosSp<x POSp<x p<p<x p<p<x
DPEDPo p:n*l(po) PEDO p~p_l(p)
n(x,p)

= Z 1=n4er(x,0) ~ niter(x,po),x — 0.
=1

Définition 3.3 ([11]). Soit x > 0. On définit la fonction 7(x, pg) comme suit :

n(x,po)= ) Inlnp.
PO<P<x,
PEPQ

Définition 3.4. Soit x > 0. On définit la fonction 9(x, po) par :

Inlnx

x,po)= ). Inlnp.

PSX,pEPO

Inlnp

Théoreme 3.3 ([11]). On a
n(x,po) ~Inx + o(Inx).

Démonstration. D’apres la preuve du lemme 3.2, nous avons,

n n
p ~po=7n"(x)~ p"(x) implique que, Inxg H In7z(x;) ~Inxg H Inp(x;) ~ %o _ i,
i=0 i=0 Po Do

qui est équivalent a
n n
Inlnxg + Z Inlnz(x;) =Inlnx + Z Inlnn(x;) = Z Inlnp ~Inx —Inpy.
1=0 i=0 Po<P<x,
PEpPQ
Finalement, pour tout p fixé et x — 0o, on a —Inpy/Inx — 0, alors
Z Inlnp ~Inx + o(Inx).
Po<P<x,
pPeEpQ

i.e. n(x, po) ~ Inx + o(Inx). O




Sur une relation d’équivalence dans P EX)

Remarque 3.3. Notons que 1’équivalence de 7n(x, pg) quand x — oo indépendant de py,
alors on peut écrire

n(x, po) ~ n(x),x — oo.
Théoréeme 3.4 ([11]). On a,

1.
(x,po)
Titer(x,p0) ~ nlnTx’
2.
Inx Inx
”iter(x,pO) ~ niter(x) ~ Inlnx + O(lnlnx)’x — OQ.
Démonstration.

1. Pour la preuve de la premiére formule, on a, d'une part

n(x, po) = Z Inlnp <Inlnx Z 1=1mjter(x, po)Inlnx.

POSPSX, POSPSsX,
PEDP) PEP)
Alors on obtient
n(x’ pO)

”iter(x7p0)> .
Inlnx

D’autre part, pour tout x > e,x% > po avec 0 <6 <1, nous avons

nx,po)=Inlnx’® Y 1
20 <p<x,
pepll(;

=(né +1Inlnx) Z 1

x0 <ps<x,

PEP)
= (In8 + InInx)(7Tirer(x, po) — Tizer(x?, Do)

> (Ind + Inlnx)(7mizer(x, po) — (Inx)?).

Alors
T](xapo)

| <(nx)’ + ————.
Titer(x, po) < (Inx)” + Ind +Inlnx

Maintenant, d’apres le lemme 3.2, (Inx)° = o(7;ze,(x, po)), et donc pour x suffisam-
ment grand (dépendant de ), (Inx)? < (1 —8)7jzer(x, po), €t par conséquent

n(x’po)
6(Iné +1Inlnx)’

Maintenant, pour tout € > 0, on peut choisir é plus proche de 1, pour ce 6, de sorte

”iter(xyp()) <

que 1/6 =1+ ¢, et pour x suffisamment grand, on a

(x,po)
Titer(x, po) < (1+6)77 207
Inlnx




Sur une relation d’équivalence dans P 40|

2. D’apres le théoréeme 3.3 et la remarque ci-dessus , on a

n(x,po)  nx) Inx Inx

Inlnz  Inlnz  Inlnz  ° lnlnx) ~ iter(%), x = 00.

Titer(X,p0) ~

Théoréme 3.5. o ) 1
x,Po L0 nx

Inlnx lnlnx)’x_)oo'

Titer(X,p0) =

Démonstration. on a

x, po) < Titer(x, po)Ininx.

Estimons maintenant la différence

Inl
Titer(x, po)Inlnx — Z nnx Inlnp.
DP<X,pEPO Inlnp
Alors
Inlnx Inlnx
Titer(x)Inlnx — Z ol Inlnp = Z Inlnx — I Inlnp
p<x,pepo L 1D P<x,p€po np
Inl Inl
= Z (lnlnx— nnx 1n1np)+ Z (lnlnx— nnx lnlnp)
PSVE,pEP Inp VX<p<x,pEPo Inlnp
Inl
Z {lnlnx }lnlnp + Z (Inlnx —Inlnp)
p<yx,pepy L \/_<p<x,p€p'o
<9
(\/9_C,po)+ y f e
VX<p<x,pEPo
dt
<19(\/9_6,p0)+f > 1{p<t}1_'
V¥ Jz<p<x,pepo tint
Cependant, pour ¢ € [/x,x] :
> lpa= Y lpa— ). lpe
VX<p<x,pepo P<X,PEPO P<VX,pEPo
Z 1- Z 1:”iter(t,pO)_niter(\/;;pO)sniter(t:po),
pst p<vVx
par conséquent
* Titer(t,p0)
Titer(x, po)Inlnx — (x) < 9(Vx, po) + ———dt
vz tint
*  2Int
<9 + _—
(V& po) ./:/ztlntlnlnt
X
<9 , +
(V& po) f\/;tlnlnt
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En utilisant 9(x, pg) < 21nx (puisque 9(x, po) < Titer(x, po)Inlnx < 9(x, pg) < hllrl‘%lnlnx =

Inx), on obtient

1
niter(x,po)lnlnx—f)(x,po)sO(ln\/a_c)+O( nx )

Inlnx

Alors 7;er(x, po) = 8po) o O n ).

Inlnx Inlnx

Généralisation de la relation d’équivalence #

Dans cette section, nous donnons une généralisation de relation d’équivalence &% définie
dans la section précédente. Nous présentons quelques exemples et résultats concernant
cette relation.

Au début, commencons a donner une généralisation du théoreme 1.1.

Théoreme 4.1. Soit ¢ une bijection définie de N dans N. Nous définissons la fonction
composée suivante par :
¢pom:N—N.

1. Nous définissons la relation Ry sur l'ensemble des nombres premiers P comme :
si p et q deux nombres premiers, pZyq si et seulement si il existe n € Z tel que

p= (([)o n)n (q). Alors, Z est une relation d’équivalence.

2. Les éléments de la classe d’équivalence p sont définis par :
p=1{p=@om’(p),(¢pom) (D), (pom) *(p),...}.

Lélément p de p associé a n =0 et satisfait (¢ o m)(p) n'est pas un nombre premier”

est le plus petit élément (nombre premier) de p et est appelé Origine de la classe p.

3. Lensemble quotient P/Ry est l'ensemble de toutes les classes d’équivalence p. En
d’autres termes, P/Z% est l'ensemble des nombres premiers p tel que (¢ om)(p) n'est

pas un nombre premier.

Démonstration. 1. Z est une relation d’équivalence car :
- R est une relation symétrique :

p=(pon)" (@)=q=(pon) " (p),

et —-ne”Z.
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- R est réflexive car il existe n = 0 tel que

p=(pom) ().

- R est transitive car

p=(pon)" (@) et g=(pon)™(s),
alors,
p=(pon)" ((¢pom)" () = (pon)""™(s),
alors, on peut prendre k. =n+m € Z tel que p = (gbon)k (s).

2. (2) et (3) sont les définitions de la classe d’équivalence et ’ensemble quotient.
O

nous obtenons le résultat suivant comme une conséquence immédiate du théoréme ci-

dessus.

Proposition 4.1. Soit p un nombre premier. Alors, pon(p) n’est pas premier implique que,

pour tout q < p, il n’existe pas d’entier k € N* tel que p = (nO(P)_k Q).

Remarque 4.1. - Le cas ou ¢(x) = x est exactement le résultat de théoreme 5.1.
— Il n’est pas difficile de constater que, les éléments de p sont les termes de la relation de

récurrence :
_1 _ _
Xn+l = (<P°7T) (xp)=m 10(/) 1(xn),

en choisissant la valeur initiale pg vérifiant ¢pon(p) n’est pas premier. Alors, on déduit

que, le nombre d’éléments de chaque classe d’équivalence p est +oo.

5. Cas particulier ¢(x)=2x+1

Nous commencons cette section avec le lemme suivant.
Lemme 5.1. Soit n un entier positif et soit v une bijection définie par :

wv: N — 2N+1
k — 2k+1.

Soit {x,} et {y,} deux suites définies par :

Xne1=2m(x,)+1

xo = 13 valeur initiale,
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et
Yna1 =71 (ynT_l)
yo > 13 valeur initiale.
Alors,
1. {x,} est décroissante pour x > 6 = 14 et admet un seul point fixe N pour x¢ = 13.

2. {yn} est croissante pour tout yy > 13.

Démonstration. 1. Il est évident puisque 7 et ¥ sont des bijections.
(a) Premierement, on a g(x) < s(x) =2n(x)+1—x < f(x), tel que

1.25506x
Inx

fx)=2 +1-x,x>1 et gx)= +1-x,x=3.

x
2Inx
La solution de f(x) = 0 et g(x) = 0 sont respectivement x =~ 3.85 et x = 14.76.
Alors, la fonction 27(x) + 1 — x < 0 pour tout x = 14

Par conséquent, on obtient que la suite x, est décroissante pout toute valeur
initiale xg = 14.

Deuxiément, on a 27(x)+1 = 1 et est décroissante pour x = 14, alors, 27(x,)+1 =
Xp+1 admet un unique point fixe. Choisissons par exemple xo = 14, donc, la

valeur de ce point fixe est x = 13.

(b) La suite {y,} est obtenue en inversant la fonction y = 27(x) + 1, et il n’est pas

difficile de voir que x = 14, la suite est croissante et tend vers +oo.
L]

Le résultat suivant affirme ’existence d’'une relation d’équivalence dans I'’ensemble P —

{2,3,5,7,11,13} qu'on notera par P.13.

Proposition 5.1. 1. On définit la relation R, sur l'ensemble des nombres premiers
P-13 par : si p et q sont deux nombres premiers, pRyq si et seulement si il existe

neZtel que p = (u/on)n (q). Alors, Zy, est une relation d’équivalence.

2. Les éléments de la classe d’équivalence p sont définie par :
p={p,wom)  (p),(wom) 2(p),...}.

Et
Ps13/%y = {17,29,37,41,...}

Démonstration. Voir le théoréme 4.1 ci-dessus. O
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La remarque suivante explique comment obtenir explicitement p et P-13/%,, de I'assertion

(2) de la proposition 5.1.

Remarque 5.1. Soit p > 13 un nombre premier. Le nombre premier apres 13 est 17. On
remarque que ¥ on(17) = 15 n’est pas un nombre premier alors, 17 est l'origine de la

premiére classe. Maintenant, on utilise {y,} pour obtenir les éléments :

L (17-1 L (19-1
yo=1Ty1=n"t|—o—|=19,pp=n"" = —|=23,...

Finalement,
17 =1{17,19,23,31,47,83,179,461...}.

Lorigine de cette classe est 17 car ¢pon(17) = 15. Remarquons que 29 ¢ 17 alors, il constitue

une nouvelle classe d’équivalence
29 ={29,43,73,151,...... },

tel que le nombre premier 29 est 'origine de cette classe car ¢pon(29) = 21. De la méme
maniére, on a 37 forme une nouvelle classe car 37 ¢ {17,29} et ¢po1(37) = 25 n’est pas un
nombre premier :

37=1{37,61,113,263,...}.

etc. Par conséquent, il suffit d’organiser les origines de ces classes pour obtenir Ps13/%y,.

Définition 5.1. Soit x un nombre réel positif. On note par 7, (x) le nombre de classes p
tel que 13 < p <x autrement dit, le nombre de nombres premiers tel que yon(p) n’est pas
premier ou bien le cardinal de /2. Précisément,

Tp)= ) 1

psx
won(p)¢P

On le résultat suivant.

Théoreme 5.1. Soit p > 13 est un nombre premier tel que 13 < p < x. Alors,
Vy(x) = m(x) — m(27(x) + 1).

Démonstration. Soit p, le plus grand nombre premier sur I'intervalle 113,x] tel que wo
7(p,) n’est pas un nombre premier. Alors, pour tout entier / > 1,

T - -

1),

Alors, pour estimer 7, on a seulement besoin de chercher les nombres impairs et qui ne

sont pas premiers inférieurs ou égaux a 27(p,)+1 . Donc, on a




Sur une relation d’équivalence dans P 45

21(py)+1
2

— Le nombre des nombres impairs > 13 inférieurs ou égaux a 27(p,)+1 égal a [
6 =m(py)—6.

— Le nombre des nombres premiers > 13 inférieurs ou égaux a 2n(p,)+1 égal a n1(2n(p,)+
1)-6.

Finalement, on soustrait les deux formules pour obtenir

Vy(px) = Vy(x) = 1(py) — n(27(py) + 1).

On peut généraliser ce théoréme pour la fonction ¢(x) = 2x + b.

Corollaire 5.1. Soit ¢ le plus grand entier qui vérifie ¢ = 2n(¢) + b = ¢(¢) tel que (2,b) =1

et soit p >t un entier. Alors,

Vop(x) = m(x) — w(2m(x) + b).

ooooa




Conclusion et perspectives

Il existe beaucoup de résultats sur les propriétés des nombres premiers. Il existe d'innom-
brables idées dans ce domaine concernant le caractére aléatoire des nombres premiers.
Cependant, il se trouve que les nombres premiers ne semblent absolument distribuer au
hasard, puisque Gauss et d’autres mathématiciens ont donné une relation asymptotique

qui calcule le nombre des nombres premiers inférieure a une quantité x donnée.

Dans cet article, nous avons étudié des suites de nombres premiers obtenues par la
relation d’équivalence %, a partir desquelles nous avons associé diverses fonctions arith-
métiques. Comme nous I’'avons vu dans les sections ci-dessus, de nombreux résultats
classiques énoncés dans la théorie élémentaire des nombres peuvent étre retraitées avec
ces suites. Aussi, il ya beaucoup d’autres formules asymptotiques peuvent étre déduites,

nous venons de présenter quelques unes a titre d’exemple.

En ce qui concerne la motivation, Les préoccupations sont notamment liées a la tentative
de développer de nouvelles idées pour résoudre les problemes et les conjectures restant

ouverts dans ce domaine.

A I’heure actuelle, permettez-moi de vous expliquer et de partager des idées et des ques-
tions générales sur mon travail futur. Tout d’abord, les questions soulevées sont de portée
tres large et ne peuvent étre adressées directement. Cela signifie que, il est préférable
de recourir a une méthode (le plan par étapes) pour faire face aux grands problemes de
maniere structurée.

Enfin, voici quelques questions et conjectures un peu plus directe, je pense sont impor-

tants.

Probléeme 1. Etudier l'infinité des nombres premiers définis par la relation de récurrence
{un <xlupsp =fWnip-1,-..,Un), et u, est premier}. (3.19)

et f une fonction a valeurs dans N. Ainsi, étudier la loi de distribution de ces nombres.
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Probleme 2. Etudier la conjecture 1 obtenue dans le dernier chapitre.

Nous poursuivons ces recherches pour prouver ces conjectures et questions avec rigueur,
en utilisant les résultats de cette étude et les techniques avancées dans la théorie des

nombres dans le prochain travail.
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Résumeé

Le théoréme des nombres premiers est un résultat en théorie des nombres concernant
leur distribution. On sait depuis Euclide qu’il en existe une infinité, pour tout réel positif
x, on note 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Le théoreme des
nombres premiers s’énonce de la fagon suivante :

x

JT(x) ~ m, quand X — +o00.

Parmi les mathématiciens ayant travaillé sur ce sujet, on peut citer Legendre, Gauss,
Hadamard et de la Vallée Poussin, Landau, Erdds et Selberg,...

Dans notre travail, nous nous servirons de ce théoréme pour étudier une suite particuliere
extraite de 'ensemble des nombres premiers P. Pour cela, nous allons définir une relation
d’équivalence notée Z et déterminer ’ensemble de ses classes p telle que 7(x), dans notre
cas, est la restriction de cette fonction sur ’ensemble N. Cette relation est la base et ’'objet
principal de notre modeste étude. Cela nous a permis de concevoir de nouvelles notions
mathématiques et de définir un ensemble de fonctions arithmétiques et de les étudier
de plus pres et d’obtenir des formules asymptotiques de chacune. Pour finir, nous avons
proposé quelques problemes (a les prouver ou a les réfuter) qui seront le but (éventuel) de

notre recherche a venir.

Mots clefs. Théorie élémentaire des nombres, fonction arithmétique, théoréeme des

nombres premiers, formule asymptotique, relation d’équivalence, récurrence.
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The prime number theorem is a result of number theory, it concerns the asymptotic distri-
bution of prime numbers, which we known since Euclid that there are an infinite of these
numbers. For any real x > 0, we note by 7(x) the number of primes less than or equal to x.

The statement of prime number theorem as follows :

x
In(x)’

m(x) ~ X — +00.

Among the mathematicians who worked on this topic include Legendre, Gauss, Hadamard
and de la Vallée Poussin, Landau, Erdds and Selberg,...

In our work, we will use this theorem to study a sequence extracted from the set of
prime numbers P. For this purpose, we will define an equivalence relation denoted by
2% and we determine all of its equivalence classes p, such that n(x), in our case, is the
restriction of this function to the set N. This relation is the basis and the main purpose
of our modest study. This allowed us to develop new mathematical concepts and define a
set of arithmetic functions and study them more closely and get asymptotic formulas for
each one. Finally, we have proposed some problems (to prove or disprove) that will be the

goal (prospective) of our future research.

Key words. Elementary number theory, arithmetic function, prime number theorem,

asymptotic formula, equivalence relation, recurrence.
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