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INTRODUCTION

Ce polycopie de cours est conforme au programme officiel du module "Introduction a la Topo-
logie", qui s’adresse aux étudiants de L2 mathématiques, enseigné par I'auteur pendant deux ans a
I'université Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou.

Le cours a pour objectif de donner les bases indispensables a toute formation en mathématiques. Les
notions abordées dans ce document sont largement utilisées dans de nombreux domaines des mathéma-
tiques modernes, pures et appliquées. Les universités integrent désormais I’étude de la topologie dans
leurs programmes de mathématiques, car cette discipline est devenue incontournable pour acquérir une
solide culture mathématique.

Cinq chapitres composent ce cours. A la fin de chaque chapitre, I'étudiant trouvera des exercices
d’applications dans le but de maitriser toutes les notions principales du cours.

e Le premier chapitre est consacré aux notions fondamentales d’espace topologique et d’espace
meétrique. Toutes les notions induites dans ce chapitre sont indispensables pour la suite.

e Le second chapitre est consacré & la notion de compacité qui joue un role trés important en
analyse mathématique.

e Dans le troisiéme chapitre nous exposons la notion de la complétude des espaces métriques. Des
propriétés fondamentales seront étudiées dans ce chapitre.

e Le quatrieme chapitre traite la notion de connexité qui est trés importante en topologie.
e Le dernier chapitre introduit quelques notions fondamentales des espaces vectoriels normés.

Pour que 'étudiant puisse facilement suivre ce cours, il faut qu’il ait une bonne maitrise de 'analyse
réelle et d’algébre linéaire.

Ce cours a plusieurs sources d’inspiration, dont principalement [Has|, [Ava96], [KF74], [Bou58| et
[Sch70].

Conseil important : Un cours ne s’apprend pas nécessairement de fagon linéaire. Aprés une pre-
miére lecture, on peut commencer & faire des exercices puis revenir sur le cours pour "approfondir puis
retourner vers les exercices et ainsi de suite. Il ne faut jamais perdre de vue que faire des mathématiques
c’est poser et résoudre des problémes (|[Rob05]).



CHAPITRE 1

ESPACES TOPOLOGIQUES

Les notions de limite, de convergence et de continuité sur R font intervenir essentiellement la
distance usuelle d(z,y) = | — y|, un peu plus subtilement les intervalles ouverts de R. Par exemple
une suite réelle (z,,),en converge vers un nombre réels [ on sait que cela revient & écrire, formellement,

Ve >0, dN. € N, Vn € Nyn > N, = d(zp, 1) < e.

Cette derniére est équivalente & | — e < x, < [ 4+ €, & partir d’un certain rang et pour un & donné,
montre qu’on peut écrire que

Ve >0, AN. €N, Vn e Nyn > N, = x, €]l —e,l + €.

En somme, le comportement de la suite est entiérement déterminé par les voisinages, au sens le plus
intuitif de .

A partir des propriétés de la distance usuelle de R, on a introduit une distance sur un ensemble
quelconque X. Cette approche permet de définir des parties, dites ouverts, pour caractériser les notions
sus citées sur R & des espaces de dimension supérieure. Cependant, il existe des ensembles pour lesquels
aucune distance ne peut exprimer ces notions. Dans tels cas, en abstrayant les propriétés des voisinage
de R, on peut inférer axiomatiquement, une structure sur un sous-ensemble de parties de ’ensemble
considéré. Cette démarche, axiomatique, est introduite pour 1’étude des espaces topologiques.

1.1 Ensembles ouverts, ensembles fermés

Soit X un ensemble quelconque. On désigne par P(X) l’ensemble de toutes les parties de X.

Définition 1.1.1 On appelle topologie sur X toute partie 7 de P(X) vérifiant
(A1) : T contient () et X,
(A2) : la réunion quelconque d’éléments de 7 est encore dans T,

(A3) : l'intersection finie d’éléments de T est encore dans 7.
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Définition 1.1.2 1. Le couple (X,7), o T vérifie les axiomes (Al), (A2) et (A3), est appelé
espace topologique. Les éléments de T sont appelés ouverts et les complémentaires des ouverts
sont appelés fermés.

2. Une partie F de X, ot X est muni de la topologie 7T, est dite fermée si F© = X\ F est un ouvert,
c’est-a-dire, F© € T. On note par F la famille de tous les fermés. Alors

FeF«F’cT.

En transformant par passage aux complémentaires les axiomes (Al), (A2) et (A3) des ouverts, on en
déduit des propriétés pour les parties fermées.

Proposition 1.1.3 Soit (X,7T) un espace topologique. Alors
(F1) 0 et X sont des fermés,
(F2) toute réunion finie des fermés est un fermé,

(F3) toute intersection d’une famille finie ou infinie des fermés est un fermé.

Démonstration 1.1.4 1. Les complémentaire )¢ = X et X = (} sont ouverts. Alors §) et X sont
fermés.

2. Soit (F})ier (on I C N) une famille quelconque des fermés. On a

C
(ﬂ Fz> = UFZ-C (FF est un ouvert).

il iel
. s C
Comme la réunion quelconque des ouverts est un ouvert, on déduit que (ﬂle I E) est un ouvert.
Ce qui prouve que (,c; F; est un fermé.

3. Soit (Fi)z-e{17.._7n} une famille finie des fermés de X. On a

n C n
<U Fz) = ﬂ Fic (FZ-C est un ouvert).

i=1 =1

Comme Dintersection finie des ouverts est un ouvert, on déduit que (UJ;-, FZ-)C est un ouvert.
Donc |J;, F; est un ferme.

Exemple 1.1.5 1. Soit X un ensemble. Alors {0, X} est une topologie sur X, appelée topologie
grossiére. Dans cette topologie les seuls ouverts sont () et X et comme ¢ = X et X¢ = (), on
déduit que 0 et X sont aussi des fermés.

2. Soit T = P(X) l'ensemble de parties de X. Alors 7 est une topologie sur X, appelée topologie
discréte. Pour cette topologie toute partie de X est a la fois ouverte et fermée.
3. Soit X = {a,b,c}. On a

P(X) = {0,{a},{b, c},{b},{a, c},{c},{a, b}, X}.
Alors Ty = {0, {a}, {b}, {a,b},X}, T2 = {0, {b}, {a, b}, {b,c}, X} et T3 = P(X) sont des topologies
sur X.

Dans la topologie 7; les ouverts sont (), {a}, {b}, {a,b} et X. Les fermés sont ¢ = X, {a}° =
{b,c}, {b}¢ = {a,c}, {a,b}¢ = {c} et XC =0}, i.e., les fermés de la topologie T sont

F1= {@, {6}7{0”0}7 {b7 C},X}.

Dans cet exemple on remarque que I’ensemble {b, ¢} est un fermé pour la topologie 77 cependant,
c’est un ouvert pour la topologie T2 (i.e., {b,c} € Fi et {b,c} € T2). On peut déduire qu'un
ensemble peut étre un ouvert pour une topologie et en méme temps un fermé pour une autre.
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4. La famille de partie de R qui est un sous ensemble de P(R) qui contient toutes les réunions
d’intervalles ouverts et ’ensemble vide est une topologie sur R. On 'appelle topologie usuelle
sur R.

Remarque 1.1.6 Soit (X,7) un espace topologique.
1. Il existe des parties qui ne sont ni ouvertes ni fermées.

2. Une réunion quelconque de fermés n’est pas nécessairement un fermé. En effet, dans R muni de

la topologie usuelle, on a
1 1
U [—1+,1—] =] —1,1]
n n

neN*
n’est pas fermé.

3. L’intersection quelconque des ouverts n’est pas toujours un ouvert. En effet, dans R muni de la
topologie usuelle, on a

n’est pas un ouvert (dans la suite on montre que le singleton {z}, dans un espace topologique
séparé, est un fermé pour tout x).

Définition 1.1.7 Soit X un ensemble et soient 71, T2 deux topologies sur X.
e On dit que 77 et T3 sont comparables si 'une des deux est contenue dans 'autre.
e On dit que 77 est plus fine que 73 ou 75 est moins fine que 7; si 75 C T7.

e Les topologies 71 et T3 sont égales si et seulement si, chacune est plus fine que Iautre.

Exemple 1.1.8 La topologie discréte est la plus fine et la topologie grossiére, la moins fine de toutes
les topologies.

1.2 Voisinages et base de voisinages

Définition 1.2.1 Soit (X,7) un espace topologique.

1. Soient x € X et V C X. On dit que V est un voisinage de x si V contient un ouvert O (i.e.,
O € T) contenant x (c’est-a-dire, z € O C V). L’ensemble de tous les voisinages de x est noté
par Vx(z). Plus précisément,

Vi(z)={V e P(X),30 € T, x € O C V}.

Il est clair que X € Vx(x) et VV € Vx(z),ona x € V.

2. On dit qu'un sous-ensemble V de Vx(x) est une base de voisinage (ou systéme fondamental
des voisinages) de z si tout élément de Vx(x) contient un élément de V, ¢’est-a-dire

YV eVx(z) IV €V tel que V' C V.

Exemple 1.2.2 1. Dans un espace topologique (X, 7), tous les ouverts qui contiennent z € X sont
des voisinages de x

2. Soit X = {a,b,c}. On a

P(X) = {0,{a},{b, c},{b},{a, c},{c},{a, b}, X}.
La partie 7 = {0, {a}, {c}, {a, ¢}, X} est une topologie sur X.
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Dans l'espace topologique (X, T), 'ensemble {a, b} est un voisinage de a et ’ensemble {b, c}
est un voisinage de ¢ car il existe deux ouverts {a} et {c} tels que

a € {a} C{a,b} et ce{c} C{b,c}.
e Les voisinages de a sont
Vx(a) = {{a},{a,b},{a, c}, X}.
e Les voisinages de ¢ sont
Vx(c) = {{c},{a, ¢}, {b, ¢}, X}.

Le sous ensemble V = {{a}, X} de Vx(a) est une base de voisinage de a et le sous ensemble
V' = {{c},X} de Vx(c) est une base de voisinage de c.

La proposition qui suit donne une caractérisation d’un ouvert par les voisinages.

Proposition 1.2.3 Soient (X,7T) un espace topologique et A une partie de X. Alors A est un ouvert
si et seulement si il est voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire,

(AeT) < (Vz e A A€ Vx(x)).

Démonstration 1.2.4 e Si A€ T (ouvert), on a pour tout x € A,
re ACA

Donc

A e Vx(x).

e Inversement, Si A est un voisinage de chacun de ses points, alors pour tout x € A il existe un
ouvert O, C A tel que
ze O, CA

Ce qui donne

A= U{x}c UOQ;C.A.

reA zeA
On trouve donc
A= ] 0.
zeA

Comme la réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, on déduit que A = Uze 4O, est un ouvert.

Proposition 1.2.5 Soit (X,T) un espace topologique. L’ensemble Vx(x) de voisinages de x posséde
les propriétés suivantes

1. VV € Vx(z) et VW € P(X) tel que VC W, on a W € Vx(x).
2. YV, W € Vx(z) on a VW € Vx(x).

Démonstration 1.2.6 1. Soit V' € Vx(z). Alors par définition, il existe un ouvert O € T tel que
x €O CV et commeV C W, on déduit que

reOCW.

Donc
W e Vx(x)
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2. Par définition il existe deux ouverts O7 et Oy tels que
{z}CcO1CV et {x} CO;CW.

Alors
zef{z}COINO;C VN

Comme O1 N Os est un ouvert, on déduit que

VnWe Vx(:L').

1.3 Intérieur, adhérence, frontiére

Définition 1.3.1 Soient (X,7) un espace topologique et A une partie de X.

1. Un point = € X est dit intérieur a A si et seulement si, A est un voisinage de x, c’est-a-dire,

A € Vx(x).

2. L’intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A, i.e.,

A= |J o

0T, 0CA

3. L’adhérence A de A c’est Uintersection de tous les fermés contenant A.
4. On dit que A est dense dans X si A4 = X.
5. L’ensemble A\ A est appelé frontiere de A.

Proposition 1.3.2 Soit A une partie d’un espace topologique (X, T). Alors Uintérieur de A est l’en-
semble de tous les points intérieurs a A i.e.,

A={ze A Acvx(x)}
Démonstration 1.3.3 En utilisant la définition de voisinage, on obtient

A= |J 0={2€A30eT 2e0CA}={recAAcVx(z)}
OeT,0CA

Ce qui conclut la démonstration.

Proposition 1.3.4 Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. Alors
1. A=A si et seulement si A est un fermé.

2. A= A st et seulement si A est un ouvert.

Démonstration 1.3.5 1. e Si A= A, alors d’aprés la définition de I’adhérence, on a A est le
plus petit fermé contenant A. Donc A est un fermé.

e Réciproquement, supposons que A est un fermé de X. Comme A C A, on déduit, d’aprés
la définition de I'adhérence, que A C A. Or on a toujours A C A. Donc

A=A

2. e Si A= /(i, alors d’aprés la définition de l'intérieur, on a A est le plus grand ouvert contenu
dans A. Donc A est un ouvert.
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e Réciproquement, supposons que A est un ouvert de X. Comme A C A, on déduit, d’apreés
la définition de l'intérieur, que A C A. Or on a toujours A C A. Donc

A=A
Retenons la caractérisation suivante de ’adhérence et de la densité.

Proposition 1.3.6 Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. Alors
1. Un point x de X est dans A si et seulement si VV € Vx(z) on a ANV # 0 i.e.,

A={reX, VW eVx(z) ANV #0}.

2. A est dense de X (i.e., A = X) si et seulement si pour tout ouvert O de X non vide on a

ANO #0.

Démonstration 1.3.7 1. e Soit z € A. On montre que YV € Vx(x), on a VN A # (). On
raisonne par l’absurde et on suppose qu'’il existe un ouvert O contenant z (alors O € Vx(x))
et disjoint de A (i.e., z € O et ON A = (). Ceci implique

AcC O et ©Oc A°.

Puisque O est un ouvert, on déduit que O¢ est un fermé (x ¢ OF) contenant A (i.e.,
A C 0Y). Comme A est le plus petit fermé contenant A, on déduit que
AcoC.
Alors
x ¢ A
Ce qui constitue une contradiction avec ’hypothése.

e Réciproquement, pour tout V € Vx(z), on suppose que VN A # ) et on montre que = € A.
On raisonne par 1’absurde et on suppose que z ¢ A, alors x appartient & 'ouvert XC. Ceci
implique que A° e Vx(r). Comme AN A° = 0 et AC A, on déduit que

—C
AN A~ =0.

Cela contredit 'hypothése faite.

2. e Soient A une partie dense dans X (i.e., A = X) et x € X. Soit O un ouvert contenant z.
Alors z € A et O est un voisinage de z (i.e., O € Vx(z)). D’aprés le premier point de cette
proposition, on conclut que

ONnA#0.

e Réciproquement, on suppose que tout ouvert non vide rencontre A (c’est-a-dire, tout ouvert
O de X non vide, on a O N A # (). Soient = € X et V € Vx(z) un voisinage de z. Comme
V contient toujours un ouvert O tel que z € O C V, on déduit que

VNA#Q.
D’aprés le premier point de cette proposition, on conclut que =z € A. Alors
A=X.

Donc A est dense dans X.
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Remarque 1.3.8 1. Tout point = de A est adhérent & A, c’est-a-dire, z € A (car tout voisinage
V de z contient x, alors V N A # (), donc A C A.

2. On a toujours l'inclusion A C A.

Dans ce qui suit, on définit les notions des points d’accumulations et de points isolés.

Définition 1.3.9 Soient (X,7) un espace topologique et A une partie de X.

1. Un point 2 € X est un point d’accumulation de A si tout voisinage V' de x dans X contient
un point de A différent de x i.e.,

YV e Vx(x), (V\{z}) N A # 0.
2. Un point z € X est un point isolé de A s’il existe un voisinage V de x tel que

VNA={z}.

Remarque 1.3.10 L’adhérence de A est 'ensemble de tous les points d’accumulations et les points
isolés de A.

Exemple 1.3.11 1. Soit R muni de la topologie usuelle.
(a) L’intérieur d'un intervalle est un intervalle ouvert et I’adhérence d’un intervalle est un in-
tervalle fermé. Par exemple

—

e [0,1] =]0,1[ et [0,1] = [0, 1]

o
o — -

o |1, +oo[ =]1, 400 et |1, 4+00] = [1, 400
(b) Soit I'ensemble A =]0,2] U {3}
e Les points d’accumulations de A sont tous les points qui appartiennent a [0, 2]. En effet,
pour chaque z € [0, 2] et pour tout V € Vg(z), on a

(V\{z} n0,2]) #0.
o 3 est le seul point isolé de A. En effet, pour V' =|2,4] (il est clair queV € Vr(3)), on a
ANV ={3}.
o A=1[0,2]U{3} et A=]0,2[
2. Soit X = {a,b,c,d}. On a
T ={0,{a},{b,c,d}, {b,c},{a,b,c},X}
est une topologie sur X. Les fermés de cette topologie sont
F ={X,{b,¢c,d},{a},{a,d},{d},0}.

Alors

e {b,c} = {b,c,d} (Le plus petit fermé contenant {b,c}) et @ = {b,c} (Le plus grand
ouvert continu dans {b, c}).

o (b} ={bc,d}, {b} =0 et {a} = {a} = {a}.

e Les points d’accumulations de A = {b, ¢, d} sont b, c et d. En effet, on a
Vx(b) = Vx(c) = {{b,c}, {a,b,c}, {b,c,d},X} et Vx(d) = {{b,c,d},X}.
Alors pour tout V€ Vx(b), V' € Vx(c) et V" € Vx(d) on a
VA{B}NA#AD, V\{cJNnA#£D et V'\{d} NA#D0.
e Les points isolés de B = {a,b,c} est a car IV € Vx(a) tel que VN B = {a} (par exemple

V ={a}).
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1.4 Espace séparé

Définition 1.4.1 On dit qu’un espace topologique (X, 7)) est séparé (ou de Hausdorff) si pour tout
couple (z,y) de points distincts de X il existe un voisinage V' de x et un voisinage V' de y tels que
Vvnv' =0.

Théoréme 1.4.2 Soient (X, T) un espace topologique séparé et x un point de X. Alors l’ensemble {x}
est un fermé de (X,T).

Démonstration 1.4.3 Pour montrer que {z} est un fermé il suffit de montrer que son complémentaire
X\{z} est un ouvert (i.e., Vy € X\{z} = X\{z} € Vx(y) (voir proposition 1.2.3)). Soit y € X\{z},
alors y # x et ceci implique qu’il existe deux voisinages V € Vx(y) et V' € Vx(x) tels que

vVnv =0.
Comme z € V', on déduit que
x ¢ V.
Ce qui montre
V c X\{z}.

Alors d’aprés la proposition 1.2.5, on a

X\{z} € Vx(y).

Donc X\{z} est un ouvert.

Exemple 1.4.4 Soit X = {a,b,c}

1. Si X est muni de la topologie grossieére T = {(), X}, alors (X, 7) n’est pas séparé, car X est le seul
voisinage de ses points.

2. Si X est muni de la topologie discréte T = P(X) = {0, {a}, {b, ¢}, {b},{a,c}, {c},{a, b}, X}, alors
(X, T) est séparé.

3. Si X est muni de la topologie T = {0, {a}, {b}, {a, b}, X}, alors (X, T) n’est pas séparé, car pour
le couple (a,c), X est le seul voisinage de ¢ et quelque soit V € Vx(a), on a V NX # (.

1.5 Topologie induite
Définition 1.5.1 Soient (X, 7)) un espace topologique et A une partie de X. L’ensemble T4 des parties
O de A telles qu'’il existe O' € T vérifiant O = O’ N A i.e.,

TAa={0=0'NAO €T}

est une topologie sur A. On 'appelle topologie induite par T sur A.

Le couple (A, T4) est un sous espace topologique de (X, 7).

Exemple 1.5.2 Soient X = {a,b,c} et T = P(X) = {0, {a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X} une to-
pologie sur X. On suppose A = {a, b}. Alors la topologie induite est donnée par
TA={0=0'NnT,0 €T}
={0n{a,b},{a} N{a,b}, {b} N{a,b},{c} N{a,b},{a,b} N {a,b},
{a,c} N{a,b},{b,c} N{a,b},XN{a,b}}
={0,{a},{b},{a,b}} = {0,{a}, {0}, A}.
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Proposition 1.5.3 Soient (X, T) un espace topologique, A et B deux parties de X telles que B C A.
La topologie induite sur B par celle de X et la méme que la topologie induite sur B par la topologie
induite sur A par celle de X.

Démonstration 1.5.4 Par définition on a
Ta= {(’):(’)'ﬂA,OI €T}
On a aussi

Ts={01=07NB,0, €T}
={01=0'NANB,O, €T} (car BC A)
={0:1=(0O|NA)NB,O €T}
={01=0NB,0=0,NAE€ T4} (car pour tout O) € T ona O| NAE Ty)
— {01 =0ONB,0cTa).

1.6 Applications continues

Soient (X1, 71) et (Xg,T2) deux espaces topologiques. On note par F(Xj, Xs) l'ensemble de toutes
les applications définies sur X; & valeur dans Xo.

Définition 1.6.1 Soit A une partie de Xy, f € F(A,Xs), 790 € A et [ € Xo. On dit que f a pour
limite [ en xq si

vV e Vx,(1),3V € Vx, (x0), Ve e VN A= f(z) € %48
Proposition 1.6.2 Si (Xo,72) est séparé alors la limite est unique.

Démonstration 1.6.3 Supposons par ’absurde qu’il existe deux limites [ et Il de f quand z tend
vers xg telles que

I # s

Comme Xy est séparé, il existe un voisinage V; de [; et un voisinage V4 de s tels que
Vinvy =0.
D’apres la définition de la limite d’une fonction, on déduit que
V) € Vx, (x0), Ve e ViNA = f(z) € V{/

et
IV € Vi, (x0),Vr € VaN A = f(z) € V;.

Posons V = Vi N V4 € Vx(xg). Alors pour tout x € VN A on a
fl@)eVi et flx)eVy

Ce qui constitue une contradiction avec V{ NV = 0.

Remarque 1.6.4 Dans le cas d’un espace topologique non séparé la limite n’est pas toujours unique.

10
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Définition 1.6.5 Soient (X1, 77) et (Xo, 72) deux espaces topologiques, f € F(X1, Xs) et A une partie
de Xj. La fonction f est dite continue en un point x € A si et seulement si

VVe € Vx, (f(x)),3Vi € Vx, (x), f(ViNA) C Va.

Si f est continue en tout point de A, on dit que f est continue sur A.

Remarque 1.6.6 Sous les hypothéses de la définition 1.6.1, si de plus zg € A et f(xg) = [, on dit que
f est continue en z.

Proposition 1.6.7 Soient (X1, 71), (Xo, T2) deux espaces topologiques et f € F(X1,Xy). Les propriétés
sutvantes sont équivalentes

(i) La fonction f est continue sur Xy,

(ii) limage réciproque par f de tout ouvert de Xo pour la topologie Ty est un ouvert de X1 pour la
topologie Ty,

(iii) Iimage réciproque par f de tout fermé de Xo pour la topologie To est un fermé de Xy pour la
topologie T1.

Démonstration 1.6.8 1. (i) = (ii) Soit O un ouvert de Xg (i.e., O € Tz). Soit x € f~1(O).
Alors

flx) e f(f71(0)) co.
Ceci implique

O € Vi, (f(2)).

Comme f est une application continue sur X; (alors elle est continue en x) et O € Vx, (f(x)), il
existe V1 € Vx, () tel que
f(r) CO.

On a donc
Vic i (fv) c £710).
Ce qui prouve
FH0) € Vg, (x) (car Vi € Vg, (z) et Vi C f710O)).

Puisque x est quelconque dans f~1(O), on déduit que f~1(O) est un voisinage de chacun de ses
points. Alors, d’aprés la proposition 1.2.3, f~1(O) est un ouvert de X; (i.e., f~1(O) € T7).

2. (i) = (i) Supposons que (i7) est vérifiee. Soit © € X; et Vo € Vx,(f(z)). Alors il existe un
ouvert O de X3 tel que
f(x)e OCW.

Ceci implique
FTHf (@) € F7HO) C fHV).
Comme f~1(O) est un ouvert de X; (d’aprés (i7)), on déduit que
FHV) € Vx, (2).

Puisque on a toujours
F(FH (V) C Vo,

on conclut que

VVa € Vi, (f(2)),3V1 = f71(V2) € Vx, (), f(VinX1) = f(W1) = [ (F71(V2)) C Va.

Donc f est continue sur Xj.

11
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3. (i1) <= (i1i) Par passage aux complémentaires.

(a) Pour (ii) = (i7i), on utilise
(f710))° = f~1(0°) pour tout ouvert O de X,.
(b) Pour (ii1) = (i7), on utilise
(f4F)" = fY(F°) pour tout fermeé F de X».
Théoréme 1.6.9 Soient ((X,T;))icr, (X, T") des espaces topologiques ((T;)icr une famille quelconque

de topologies définies sur un ensemble X) et f : X — X' une application continue pour chaque Tj.
Alors f est continue pour la topologie intersection T := Nijcr7T;.

Démonstration 1.6.10 Soit O appartient & 77. Alors f~1(O) appartient & chaque 7;. Ainsi f~1(O)
appartient & l'intersection, c’est-a-dire,

fFHO0) e T =il

Donc f est continue pour la topologie T.

Théoréme 1.6.11 Soient (X1, 71), (Xa,T2) et (X3, 7T3) trois espaces topologiques. La fonclion compo-
sée fog : X1 — X3 d’une fonction continue g : X1 —> Xo et d’une fonction continue f : Xog — X3
est continue.

Démonstration 1.6.12 Soit O3 un ouvert de X3. Alors par continuité de f : X9 — X3, 'ensemble
Oy := f~YO3) est un ouvert de Xo, puis par la continuité de g : X; — Xy, I'ensemble O7 :=
g HO2) = g 1(f~1(O3)) est un ouvert de X;. En plus on a, pour tout ouvert O de X3,

(fog)~' (0) =g~ (f7(0)).

Alors pour tout ouvert O de X3 on a (fog)f1 (O) est un ouvert de Xj. Donc la fonction fog : X; — X3
est continue.

Définition 1.6.13 Soient (Xi,77) et (Xg,72) deux espaces topologiques. On appelle homéomor-
phisme toute application bijective f : X; — Xy telle que f et f~! soient continues.

Proposition 1.6.14 Soient (X1, 7T1), (X2, 72) deuz espaces topologiques et f : X1 — Xo une applica-
tion homéomorphisme. Si O est un ouvert de Xy, alors f(O) est un ouvert de Xj.

Démonstration 1.6.15 On a f~! : Xy — X; est continue. Alors pour tout ouvert @ de X,
(f_l)_1 (O) est un ouvert de X,. Comme (f_l)_1 = f, on déduit (f_l)_1 (O) = f(O) est un ouvert
de Xg.

Remarque 1.6.16 L’image d'une partie ouverte dans X; par une application continue f : (X1,7;) —
(Xq, 72) entre deux espaces topologique (X1, 77) et (Xg, 72) n’est pas nécessairement ouverte dans Xs.
Cependant, si f est homéomorphisme, alors elle transporte les parties ouvertes de X; en parties ouvertes
en Xg.

12
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1.7 Topologie initiale

Soient ((X;,7;))ier une famille quelconque d’espaces topologiques, X un ensemble et (f;)ier une
famille d’applications f; : X — X;. On désire munir I’ensemble X d’une topologie qui rend continues
toutes les applications f;.

Définition 1.7.1 On considére une famille constitue par les images réciproque de chaque ouvert de
chaque espace topologique (X;, 7;), ¢’est-a-dire,

o= J{r0), 0eT}.

el
La topologie sur X engendrée par © est appelée topologie initiale.

Les principales propriétés de la topologie initiale T sont énoncées dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.7.2 (i) Toutes les applications f; sont continues pour T .
(i) T est lintersection de toutes les topologies sur X rendant continues toutes les applications f;.

(7i7) T est la moins fines des topologies sur X pour lesquelles les applications f; sont continues.

Démonstration 1.7.3 (i) Pour toute application f; : X — X; si O € 7; alors
floyeocT.

Donc toutes les f; sont contenues pour 7.

(#4) Soit T’ l'intersection de toutes les topologies sur X rendant continues toutes les applications
fi- D’aprés le théoréme 1.6.9, toutes les applications f; sont continues pour 7'. Alors © C T'.
Comme 7T est la topologie engendrée par @, on a

TCcT.

Réciproquement, T est I'une des topologie pour lesquelles les f; sont continues. Alors

T CT.
Donc
T="T.
(#i) Soit (T;);es une famille de topologies sur X rendant continues toutes les applications f;. D’apreés
(ii), on a
T=T-
jeJ

Alors pour tout O € T on a
0eTj, Vi e J.

Ce qui donne
TCT;,, Vjeld

Donc T est la moins fines des topologies sur X pour lesquelles les applications f; sont continues.

13
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1.8 Topologie produit

Soit (X;)ier une famille quelconque d’ensembles et soit X = [[,.; X; le produit cartésien des ces
ensembles. Notons que X est formé des points X = (x;);cr ou x; € X;. Rappelons que pour tout j € T
la projection canonique p; définie par

;i [LearXi — X
g (a:i)iel — .’Ej

Ce sont ces projections qu’on utilise pour définir la topologie produit.

Définition 1.8.1 Soient (X;,7;)icr une famille quelconque d’espaces topologiques et X = [],.; X le
produit cartésien de X ;. La topologie la moins fine 7 sur X rendant continues toutes les projections p; :
X — X est appelée la topologie produit des 7;. Le couple (X, T) est appelé espace topologique
produit.

Remarquons que pour toute partie A; de X; on a
pit(A) =4 x [ X (1.8.1)
icl,itj
Si J est une partie de I, on a alors
mpj_l(.Aj) = H.Aj X H X;.
jeJ jeJ i€I\J

Si J est une partie finie de I, de tels ensembles seront appelés des ensembles élémentaires.

Définition 1.8.2 1. On appelle ouvert élémentaire de la topologie produit tout ensemble sous

forme
-1
mpj (0;),
jeJ
ot J est une partie finie de I et O; est un élément de 7;.

2. Une base de la topologie produit est formée par I’ensembles des ouverts élémentaires.

Remarque 1.8.3 Si on a une famille finie d’espaces topologiques (Xy,77),..., (X, Tn), un ouvert
élémentaire dans 'espace topologique produit X = X; x ... x X, est un produit O; X ... x Oy, ou
Oi S 7;

Proposition 1.8.4 Soit (X;,T;)i1<i<n une famille finie d’espaces topologiques séparés. Alors l’espace
topologique produit (X, T) est séparé.

Démonstration 1.8.5 Soient X = (z1,...,2,) et X' = (2),...,2},) deux points de X tels que X #
X'. Alors il existe un indice ¢ € {1,...,n} pour lequel z; # 2. Comme (X;,7;) est séparé, il existe
Ve Vx,(z;) et V' € Vx, () tels que

VNV =0.

Alors
U=X; x...xX;1 xVxXj x...xX,

est un voisinage de X et

U'=Xy x.ox Xiog x Vx X x ..o x X,

14
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est un voisinage de X’. En plus
UnU =0 (car VNV =0).

Donc (X, T) est séparé.

Proposition 1.8.6 Soient (X;, T;)i<i<n une famille des espaces topologiques et (X,T) un espace to-
pologique produit de ces espaces. Pour tout i € I, soit A; une partie de X;. Alors

(1) Tlicr Ai = Ilies A;.
(i1) Si I est fini, on a HTGI\'AZ = [Lic; A

Démonstration 1.8.7 (i) Comme p; est continue pour tout j € I, on déduit que

Dj (H A¢> C pj (H Ai) C A; (voir la solution de I’exercice 1.11.7).

icl icl
Alors
[TAcp;? (pj <H Ai)) cpyt (A)-
1€l i€l
Ce qui donne

[TA w4

i€l jE€I
En utilisant (1.8.1), on obtient

14 < Npyt (&) = T4 = [T 4

el jel jel il

mcHI

el il

Donc

Réciproquement, soient X = (z;)icr € [[;e; Ai (i-e., pour tout i € I, on a z; € A;) et O =
[Lic; Oi un ouvert élémentaire de X contenant X (i.e., pour tout i € I, on a x; € O;) tel qu'il
existe un sous ensemble fini J de I, tel que pour tout ¢ € I/J, on suppose O; = X;. On a

(HAZ) N (H 02-) =[[An0O).

il icl il

Comme z; € A; et O; est un ouvert contenant ce point, on déduit que
x; € A; N O;.

Ce qui donne
(H.Az> N (H 01') = H (.AZ N Oi) # 0.
il iel il
Ce qui prouve que le point X est adhérent a [[;c; A, i.e.,
X e H'A’
el

15
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Donc

ITA Cm.

icl icl
Ce qui prouve

T4~ T1%

il il

(ii) Soit X = (24)ier € [[;c; Ai- Alors il existe un ouvert élémentaire O = []
X et contenu dans [[,.; A;. D'ott

ier Oi de X contenant
xi € O; C A;.

Ceci implique que z; € A; et par conséquence X € [[,; Aj;. Donc
[T I 4
icl icl

Réciproquement, on remarque que Hie 7 .Az est un ouvert (produit cartésien fini des ouverts est

un ouvert) contenu dans [ [;; Ai. Comme [[;.; A; est le plus grand ouvert contenu dans [ [, A,

on déduit que )

il il
Donc .

—_—

[T4=T4

il il

1.9 Suites convergentes

Définition 1.9.1 On appelle une suite d’un espace topologique (X, 7)) toute application x de N (o
NN [p,+oo[, p € N) dans X. Elle est notée (zp)nen-

Définition 1.9.2 Soient (X,7) un espace topologique, | € X et (x,)pen une suite d’éléments de X.
On dit que la suite (zy)nen converge vers [ si pour tout voisinage V de [ il existe Ny € N tel que
xn, € V pour tout n > Ny i.e.,

YV e V(1) ANy €N, Yn > Ny => 2, €V

Proposition 1.9.3 Soient (X,T) un espace topologique séparé et (x,)nen une suite d’éléments de X.
St xy, converge alors la limite est unique.

Démonstration 1.9.4 On suppose par l'absurde qu’il existe deux limites Iy et lo de (z,,)nen telles
que

I # s

Comme X est séparé, il existe deux voisinages Vi € Vx(l1) et Vo € Vx(l2) tels que
VinVy, =0.
D’apres la définition d’une limite, on conclut qu’il existe N1 € N tel que pour tout n > Ny on ait

Ty, € V1

16
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et No € N tel que pour tout n > Ns on ait
Ty € V.
Posons N = max{Ni, Na}. Alors pour tout n > N, on a
z, €Vi et z, € Vs.

Ce qui constitue une contradiction avec V4 NV, = ().

Remarque 1.9.5 Dans le cas d'un espace topologique non séparé la limite n’est pas toujours unique.
En effet, pour un ensemble X contenant au moins deux éléments et muni de la topologie grossiére
T = {0,X}, les limites de toutes les suites convergentes de X ne sont pas uniques.

Proposition 1.9.6 Soient (X,T) un espace topologique, F un fermé de X el (zy,)nen une suite conver-
gente d’éléments de F. Alors la limite de cette suite est encore dans F'.

Démonstration 1.9.7 On suppose par absurde que la suite (x,)neny admet une limite [ dans le
complémentaire F¢ = . Alors O est un voisinage de [. D’apreés la définition d’une limite, on déduit
qu’il existe N € N tel que pour tout n > N on ait

r, € O.

Ce qui est contraire aux hypothéses car x,, € F pour tout n € N.

Proposition 1.9.8 Soit (X1,71) et (Xo,T2) deuz espaces topologiques, x € Xq et f: Xy — Xy une
application continue sur Xi. Alors pour toute suite (zp)nen d’élément de Xy converge vers x, on a
(f(zn))nen converge vers f(x).

Démonstration 1.9.9 Soit V5 € Vi, (f(z)). Alors il existe un ouvert O de Xj tel que
f(z) e O CVa.

Alors
z=fHf(x) € f7H(O) C fH(Va).

Comme f est continue, on déduit que f~1(O) est un ouvert de X;. Alors
Vi= f_l(Vg) € Vx, (1’)

. Comme x,, converge vers x et d’aprés la définition de la convergence d’une suite, on déduit qu’il existe
N € N tel que pour tout n > N on a z,, € V4. Alors

fan) € f1) = [ (f71 (W) C Va.

Ce qui donne
f(.rn) e V.

Donc (f(zy))nen converge vers f(x).

Proposition 1.9.10 Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. Si pour tout x € X il
existe une suite (xTy)nen d’éléments de A qui converge vers x, alors A est dense dans X.

17
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Démonstration 1.9.11 Par définition d’une suite convergente, on a
VYV eVx(x) INeN, Yn>N =z, V.

Ce qui implique
YOeT,2e® dNeN, Yn>N =z, € O.

Comme (x,)nen est une suite d’éléments de A, on déduit que
ANO # 0.

D’aprés la proposition 1.3.6, on conclut que A est dense dans X.

Définition 1.9.12 Soit (x,)nen une suite d'un espace topologique. On appelle sous-suite extraite
de la suite (7, )nen toute suite (T4(,))nen 0l ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Remarque 1.9.13 1l est clair que pour tout n € N, on a ¢(n) > n. En effet, pour n = 0, on a
#(0) > 0 car ¢(n) € N pour tout n € N. Supposons que pour tout n € N, on a ¢(n) > n et montrons
que ¢(n+ 1) > n+ 1. Comme ¢ est strictement croissante, on déduit que

¢(n+1) > ¢(n) = n.

Puisque ¢(n + 1) € N, on déduit que
¢p(n+1)>n+1

Alors on a montré par récurrence que pour tout n € N, on a ¢(n) > n.

Proposition 1.9.14 Soit (x,) une suite d’éléments d’un espace topologique séparé (X,T) converge
vers une limite | € X. Alors toute sous-suite de () converge vers l.

Démonstration 1.9.15 Soit (24())nen une sous-suite quelconque de (p)nen- On a (T )nen converge
vers [, alors pour tout V' € Vx(1), il existe N € N tel que pour tout n > N on ait

T, € V.
Comme ¢(n) > n, on déduit que pour tout n > N, on a
T(n) eV

Donc (x¢(n))neN converge aussi vers [.

Définition 1.9.16 Soient (X,7) un espace topologique et (zy)nen suite d’éléments de X. On dit que
a est une valeur d’adhérence de (z,),cn si pour tout voisinage de a et pour tout N € N, il existe
un n > N tel que z, € V i.e.,

VWV eVx(a), VYNeN3In>N, z,eV.

Plus exactement, pour tout V € Vx(a), V contient une infinité d’¢léments de la suite (zp)nen, noON
nécessairement distincts.

Théoréme 1.9.17 Soit (z,,) une suite d’éléments de l’espace topologique (X,T). Pour que a soit une
valeur d’adhérence de (), il faut et il suffit qu’il existe une sous-suite (T4(n)) de Tn qui converge vers
a.
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Démonstration 1.9.18 Soient V' € Vx(a) et N € N. Supposons qu'il existe une sous-suite (z4(,)) de
(xy,) telle que lim,,—, 4~ Ty(n) = Q- Alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait

To(m) € V-

Posons n1 = max{N,ng} et na = ¢(n1) > ni. Alors, pour tout n > ng, on a
To(m) € V-

Ceci implique qu’il existe ng > N tel que

Tn, € V.

Corollaire 1.9.19 Soient (X, T) un espace topologique séparé et (x,)nen une suite d’éléments de X.
Si (Tn)nen converge vers 1, alors | est unique valeur d’adhérence de cette suite.

Proposition 1.9.20 Soit (z,,)nen une suite d’élément d’un espace topologique (X,T). Pour n € N,
notons Sy, = {z,/p > n} et A Uensemble des valeurs d’adhérence de la suite x,,. Alors

A:ﬂ?w

neN

Démonstration 1.9.21 e Soient a € [),cy Sn et V un voisinage de a dans X (i.e., V € Vx(a)).
Alors pour tout n € N, on a a € S,,. Ce qui donne

Vs, #0.
Alors il existe p > n tel que
zp € VN S,.
Ceci implique
xp € V.

Alors a est une valeur d’adhérence de x,,. Donc

ﬂ?ncA.

e Réciproquement, soit a € A. Alors pour tout voisinage V' de a dans X et tout n € N, il existe
p > n tel que x, € V. Ce qui implique

xzp € VNS,

Il s’en suit
VNS, #0.

Alors, d’aprés la proposition 1.3.6, pour tout n € N, on a a € S,,. Ceci implique

neN
Donc
Ac () S
neN
Ce qui prouve
A= Sn
neN
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1.10 Espace métrique

Les exemples les plus intéressants de topologie sur un ensemble X sont donnés par des métriques.
Dans cette section nous donnons les notions des espaces métriques qui sont importantes dans la pra-
tique.

Définition 1.10.1 Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute application d :
X x X — R, vérifiant

1. Pour tout z,y € X, d(x,y) = 0 < x =y (Axiome de séparation).
2. Pour tout z,y € X, d(z,y) = d(y,z) (Symétrie).
3. Pour tout z,y,2z € X, d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) (Inégalité triangulaire).

Si X est muni d’une distance d, on dit que (X, d) est un espace métrique.

De la définition d’une distance, on peut déduire la deuxiéme inégalité triangulaire donnée par
Ve,y,z € X |d(z,y) —d(y, 2)| < d(z, 2).

En effet, d’aprés I'inégalité triangulaire, on a pour tout z,y, z € X

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y),

alors
d(z,y) —d(y,z) < d(z, 2) (1.10.1)
et
d(y,z) < d(y,z) + d(z,z) = d(z,y) + d(z,2) (car d(z,y) = d(y, x)),
alors

D’aprés (1.10.1) et (1.10.2), on a
’d(xa y) - d(y7 2)‘ < d(x7 Z)‘
On peut déduire aussi que la distance est toujours positive ou nulle. En effet, pour tout =,y € X

0=d(z,z) <d(z,y) + d(y,x) = 2d(z,y).

Exemple 1.10.2 1. Sur X = R, l'application d : R x R — Ry, (z,y) — d(z,y) = | — y| est une
distance sur R (appelée distance usuelle). En effet

(a) Ve,y e Ryonad(z,y) =0<= |z —y|=0<=z—y=0<=z=1y.
(b) \V/SU,yE]R, onad(:c,y): |.5ny|: |y*l’| :d(ya‘r)
(¢) Vo,y,z € R, on a

d(a,z) = |z —z[ = lx —y+y —z[ < |z —y[ + |y — 2[ = d(2,y) + d(y, 2).

2. Sur X = R, l'application d : R x R — Ry, (z,y) — d(z,y) = H‘j;ﬁ‘y' est une distance. En effet,

(a) Pour tout z,y € R, on a

[z — |

d(z,y) =0+ ————
(7,y) T

=0<=lz—y|l=0<=zr—-y=0<=z=y.
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(b) Pour tout z,y € R, on a

Xr — — X
lz—yl  |y—2 —d(y2).

d(z,y) = = =
(@) I+lz—yl 1+4y—z

(¢) Pour tout x,y,z € R, on a

=zl =lr—y+y—z <|le—yl+ly—=2

En utilisant la croissance de la fonction F' : Ry — Ry, F (X) (z’.e., si X <Y,

T X +1
alors F(X) < F(Y)) et en supposant X = |z — 2|, Y = |z — y| + |y — 2|, on obtient

|z — 2|

d :F — =

(@2) = F (o =2l) = T2

=yl + |y 2|
SF(lz—yl+ly—2)=
L S Ay
|z =y ly — 2|

<
T4yl tly—z 14|z —yl+ly -2

|z —y ly —z
< + =d(x,y) +d(y,z).
S Py Rk g (z,y) +d(y,z)

< %)

(Car si a,b,c >0, on a a

b+ c
Donc d est une distance.

3. Sur X = R2

1
2 2 2
d(X,Y) =Y |wi—yil, do(X,Y) = (Z(wi—yz’)2> , d3(X,Y) = max |z; -yl

i=1 i=1 ie{1,2}

(ot X = (z1,22) et Y = (y1,y2)) sont des distances dites trois distances usuelles de R?. En effet,
(a) Pour d;.
i. Pour tout X,Y, € R? on a

2
G(X,Y) =0 |o;— il = 0= [a1 — 1| + w2 — 3| =0
i=1
—|ry—y|=0et |22 —yo| =0<= a1 =y1 et 23 =y <= X =Y.

ii. Pour tout X,Y, € R? on a
2 2
(X, Y) = |z =gl =D lys — @il = da (Y, X) (car [z —y| = |y —=).
i=1 i=1
iii. Pour tout X,Y,Z € R?2 (Z = (21, %)), on a

2

di(X,Z2) = o — zi| = |11 — 21|+ |22 — 20] = |21 — y1 +y1 — 21| +]wa — go + 42 — 2]
=1
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22

En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

di(X,Z) =1 —y1 +y1 — 21| + |22 — Y2 + y2 — 22|
<z — | + [y — 21 + |22 — y2| + |y2 — 22
< (|z1 =l + w2 —y2|) + (ly1 — 21] + [y2 — 22])
2 2
i—1 i—1
(b) Pour ds.
i. Pour tout X,Y,€ R? on a

1
2 2 2
do(X,Y) =0 = (Z\mi—yf) =0 |zi—ul’=0

=1 =1

(:>|x1—y1|2+|x2—y2|2:0(:>|x1—y1|:0et ’$2—y2‘:0

S axi=yretara =y <= X =Y.
ii. Pour tout X,Y, € R?, on a

1
2 2

) !
d2<X,Y>=(Z|xiyi|2> (me?) — dy(Y, X) (car |o —y| = |y — a).
=1

=1

iii. Pour montrer 'inégalité triangulaire, on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwartz suivante

1 1
> Jaibi| < (Z a3>2 (Z bf) 2, Vai, b; € R.
1 =1 =1

Pour tout X,Y,Z € R%, on a

2

d3(X,2) =) |vi— 2l = o1 — 21 + |z — 22 = (21— 21)° + (22 — 22)°
=1

=@ -ty —2) + (@2 — g2+ y2 — 22)°
=(x1—y1)’+ (1 —21)? +2(z1 — 1) (11 — 21)
+ (w2 — 12)* + (2 — 22)* + 2 (w2 — 1) (42 — 22)
= ((1’1 — 1) + (22 — y2)2) + ((y1 — 1)+ (go — Z2)2>
+2((z1 —y1) (y1 — 21) + (22 — y2) (y2 — 22))
< (Jor =l + le2 = o) + (Jsr = =1 + y2 — =)

+2(Jzr — w1 lyr — 21| + |22 — yol ly2 — 22)

2 2 2
< wi—wlP )y w2 | — il v — 2l -
-1 i=1 =1

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, en prenant a; = |z; — y;| et b; = |y; —

zil,
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on obtient

2 2 2
A3 (X, 2) <Y i =il + > lyi — 2 + 2 i — il lyi — =il
=1 =1 =1

1\ 2 1
2 3 2 3
< (Z i — yi|2> + <Z yi — Zi2)

i=1 =1

2 3 /9 3
2 (z . yr> (z e |)
=1 =1

2 3 2 30
= (in—yz'\2> + ( \yi—zi\2> = (da (X,Y) +d2 (Y, 2)).
=1 i=1

Alors
d3 (X, 2) < (da (X,Y) + d2 (Y, 2))*.
Ceci implique
do (X, Z) < do(X,Y)+da(Y,Z).

(c) Pour ds.
i. Pour tout X,Y € X, on a

d3(X,Y)zO<:>gzli>§\xi—yi\:0<:>]a:1—y1\:0 et Jra—y2| =0
< x1=Yy et o=y X =Y.
ii. Pour tout X,Y € X, on a

d3 (X,Y) = ifg%!xi —yil = iﬂzl?>§|yi —x| =d3 (Y, X).

iii. Pour tout X,Y et Z = (z1,22) dans X, on a
d3 (X, Z) = max|z; — z;| = max|z; — y; + v;i — 2| < max (|z; — yi| + |yi — 2i)
1:1’2 ’L:1,2 Z:172
< m%m — il +m%11>§!yz- —z|=d3(X,Y) +d3(Y,Z).
i=1, i=1,

4. Soit X un ensemble non vide. En posant pour tout z,y € X

1 si x#y,
d(x,y)—{ Osixiy

on obtient une distance sur X.

Définition 1.10.3 Soient (X, d) un espace métrique, x un point de X et A une partie non vide de X.
le nombre positif
d(x, A) = inf d(x,
(. A) = inf d(z,)

est appelé distance de z a A.

23



1.10. ESPACE METRIQUE 24

Définition 1.10.4 Soit A et B deux parties non vides de I'espace métrique (X, d). On appelle distance
de A a B le nombre positif

d(A,B)= inf d(z,y).
(A, B) s (z,y)

Exemple 1.10.5 Supposons R muni de la distance usuelle d = |.|. Soient A = [0,1] et B =]3, 5] deux
parties de R. On a pour tout z € Aet y € B (i.e., (z,y) € A X B)

d(x,y) €]2,35].
Alors

d(AB) = inf d(z,y)= inf —yl=2
( ) (a:,y%lelAXB (:U y) (J:,y;I'ElAXBm y|

Définition 1.10.6 Soit A une partie de I’espace métrique (X, d). Le diameétre de A est définie par

0si A=0,
0(A) =
SUDP (5 )ca2 d(7,y) si AF# 0

On dit que A est bornée de X lorsque 0(A) < +00.

Définition 1.10.7 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X. On appelle dis-
tance induite par d sur A la distance d4 : A x A — R définie par

da(z,y) =d(z,y) Vr,y € A

On dit que (A, d4) est un sous-espace métrique de (X, d).

1.10.1 Topologie des espaces métriques
Dans cette partie nous donnons les notions fondamentales de la topologie sur un espace métrique

Définition 1.10.8 Soit (X, d) un espace métrique, xo un élément de X et r un réel strictement positif.

e On appelle boule ouverte de centre xg et de rayon r ’ensemble
B(xg,r) = {z € X,d(zg,z) < r}.

e On appelle boule fermée de centre z et de rayon r ’ensemble

B(zg,r) = {z € X,d(x¢,z) <r}.
e On appelle sphére de centre zg et de rayon r ’ensemble
S(zo,r) = {z € X,d(x9,x) = r}.
On a évidement

(z € B(wo,r) <= d(z0,z) <r) et (z € B(zo,r) <= d(zg,z) <T1).

Exemple 1.10.9 1. Dans R muni de la distance usuelle d = |.|, les boules ouvertes (respectivement
les boules fermées) sont des intervalles ouverts (respectivement intervalles fermeés).
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2. Dans R?, les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 pour les distances dy, do et d3 sont définies

par
Bi(Op2, 1) ={X = (z,y) € R?,di (02, X) < 1} = {X = (z,9) € R?, [z] + |y < 1}
=X =(z,9) eRYz+y<1}n{X = (z,9) eR} 2z —y < 1}
N{X = (z,y) eR?, —z+y <1} N{X = (2,9) €R?, —z —y < 1},
By (0p2,1) ={X = (2,9) € R?, dy(0g2, X) < 1} = {X = (2,9) € R?, 2> +¢* < 1}
={X = (z,y) eR* (x - 0)*+ (y - 0)* < 1}
et
Boo(Ogz, 1) ={X = (z,9) € R?,doo(Opz, X) < 1} = {X = (2,y) € R*, max (|z[, ]y[) < 1}
={X = (2,9) € R |z| < 1let |y| <1}
={X = (z,9) € R? |2| <1} N{X = (z,9) € R? [y| < 1}
=X =(z,y) eR*:, 1<z <1}nN{X = (2,y) eR} 1<y <1}

y W
D 4

1 'r'ilﬂ d .

FIGURE 1.1 — Les boules unités dans R2

Définition 1.10.10 On dit qu’'une partie A d’un espace métrique (X, d) est une partie ouverte (ou
est un ouvert de X) si A est vide ou si pour tout point x de A il existe un réel r, > 0 tel que

B(xz,r) C A.

Exemple 1.10.11 A = { (r,y) € R? / 2y > :z} dans R?. L’ensemble A est un ouvert. En effet, soit
Xo = (zo,90) € A, alors 2y > ¢ et ceci implique que 2yg — o > 0.

Posons € = @. Alors
B (Xo,¢) = {X — (z,9) €R? / dy (Xo, X) < 5}
:{X:(x,y)eRQ/\x—xo\+\y—yo\<a}
C{X:(x,y)€R2/|x—xo|<6 et |y—yo|<8}
:{X:(m,y)eRQ/xo—5<x<xo+€ et y0—5<y<yo+€}

= lxo — &, 20 + [ X |yo — €, y0 + €[

_ |40 —2y0 270 + 2yo o Yo + To DYo — o
3 ’ 3 3 7 3 '
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dxg — 2y 2 2 DY —
Onremarquequer*G} !EOS y07 170-3F yo{etVy*e]yO—;xo, y03 0 {, on a

2Yy > Ty

Alors
Xy = (74,9y:) € A

4xo — 2yo 270 + 2Y0 L + 2o SYo — o
3 ’ 3 3 7 3

Comme X, est quelconque dans ] [, on déduit que

4xg — 2 2 2 dYyg —
B(Xo,g)c} o Yo 2x0 + yo[x}%%—xo Yo — Xo

3 T 3 3’3[C“4‘

Donc A est un ouvert dans R2.
Proposition 1.10.12 Dans un espace métrique (X, d), toute boule ouverte c’est un ouvert.

Démonstration 1.10.13 Soient zg € X et r > 0. Notre objectif est de montrer que pour tout
x € B(xg,r) il existe un réel p > 0 tel que la boule ouverte B(z, p) incluse dans B(xg, 7).

Soit x € B(xp,r). Alors
d(xg,z) <.

Ceci implique
r —d(zo,x) > 0.

On pose p =1 — d(xg,z) > 0. Alors pour tout y € B(z,p), on a
d(z,y) < p=r—d(zo,z).

Ce qui donne
d(xo,z) +d(x,y) <.

Comme d(z9,y) < d(xg,z) + d(x,y) (I'inégalité triangulaire), on déduit que
d(zo,y) <.

Alors
y € B(xg,r).

Donc
B(z,p) C B(xzog,r).

Théoréme 1.10.14 Soient (X,d) un espace métrigue et O une partie de X. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes

(i) O est réunion de boules ouvertes.
(ii) Yo € O, 3ry > 0 tel que B(x,ry) C O.

Démonstration 1.10.15 1. i) = 1) Soit (B(x;,7;));c; une famille des boules ouvertes et O =
Uier B(xs,7i). Soit € O. Alors il existe i € I tel que x € B(x;,7;), c’est-a-dire,

d(x,z;) <.
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Posons r, = r; — d(x,x;) > 0 et montrons que
B(x,r) C B(xzi,r;) C O.

Pour tout y € B(x,r;), on a
d(y,z) <ry=r; —d(z,x;).

Alors
d(y,z) + d(x,x;) < ;.

Comme d(y, z;) < d(y,x) + d(z, x;) (U'inégalité triangulaire), on déduit que
d(y, x;) <r;.
Ceci implique que y € B(z;,7;). Alors
B(x,ry) C Bz, r) C O.

2. i1) = i) Soit O une partie de X vérifiant (ii), c’est-a-dire, pour tout x € O il existe r, > 0 tel
que B(z,ry) C O. Ceci implique

U B(z,rgy) C O.

zeO
D’un autre coté, on a

x € B(x,ry).
Alors
0= U {z} C U B(z,ry).

zeO €O

Donc

0= ] B(x,r).

zeO

Définition 1.10.16 Soit (X, d) un espace métrique. L’ensemble Ty des parties O de X vérifiant I'une
de deux assertions du théoréme 1.10.14 est une topologie sur X, dite topologie associée a la distance
d (ou topologie induite par d). Le couple (X, 73) est un espace topologique.

Lorsqu’on parlera de la topologie d’un espace métrique (X d) il s’agira toujours de la topologie associée
& la distance d. Un espace métrique est donc un espace topologique particulier.

Théoréme 1.10.17 Soit (X,d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont vérifiées.
1. X et 0 sont des ouverts.
2. Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

3. L’intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration 1.10.18 1. D’aprés la définition 1.10.10, on a I’ensemble () est un ouvert. Pour
tout = € X et pour tout 7 > 0, on a (la définition d’une boule ouverte)

B(z,r) ={y € X,d(z,y) <r} CX.

Alors X est un ouvert.
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2. Soit (O;)ier (ou I C N) une famille quelconque d’ouverts. Soit z € |J;c; O;. Alors il existe au
moins un ouvert O; de la famille (O;)icr (j € I, O C U;c; Oi) tel que x € O;. Par définition, il
existe r > 0 tel que

B(z,r) C O;.

Alors
B(z,r) C O; C UOZ"
el
Donc | J;c; O; est un ouvert

3. Soit (O))ieq1,...,ny une famille finie d’ouverts de X. Soit = € ﬂ?zl O;. Alors Vj € {1,...,n},ona
x € O;. Ce qui implique qu’il existe des réels strictement positifs r1,r,...,7, tels que

B(z,r1) C O1, B(z,r2) C O, ...,B(z,m) C O.
Posons r = min(ry, 72, ...,7,). Alors
B(z,r) C B(z,m1) C O1, B(z,r) C B(x,r2) C Og,...,B(z,r) C B(x,ry) C Op.

Ce qui donne

B(x,r) C ﬂ 0;.

j=1

n
Donc (j_; O; est un ouvert.

Remarque 1.10.19 L’intersection quelconque des ouverts n’est pas toujours un ouvert. En effet,
Dans R muni de la distance usuelle, on a, pour tout n € N*, B (0, %) = ]—%, %[ est un ouvert mais
Nnens B (0,2) = {0} n’est pas un ouvert.

'n
Remarque 1.10.20 Dans un espace métrique (X, d), on a
1. une partie V de X est un voisinage de z s’il existe un réel strictement positif r tel que

x € B(xz,r) CV,

2. tout ouvert de X qui contient x € X est un voisinage de z. Alors la boule ouverte de centre x € X
et de rayon r > 0 est un voisinage de =z,

3. l'ensemble des boules ouvertes B(x,r), (r > 0) est une base de voisinage de x, ¢ ’est-a-dire,
YV € Vx(x),3r > 0, B(xz,r) CV,

4. pour définir 'adhérence, I'intérieur et les frontiéres on peut remplacer les voisinages par les boules
ouvertes.

Exemple 1.10.21 Soient R muni de la distance usuelle d = |.| et A = [0, 1[ une partie de R.
1. On a o
ACc A et Vr>0,B(l,r)nA=]1-r,1+7rNA=]1-r1+7r[N0,1[#0.

Donc

A=Au{1} =[0,1[u{1} = [0,1].
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2. On a aussi .
A=100,1]={z €[0,1[,]0,1[€ Vr(z)} =]0,1].

Ici 0 ¢ A parce que
Vr(0) ={B(0,7),r >0} ={] —r,r[,r > 0}.

Et ce qui implique
[0, 1[¢ Vr(0).

3. Fr(A) =A/A=[0,1]/]0,1]= {0,1}.
Proposition 1.10.22 Tout espace métrique est un espace topologique séparé.

Démonstration 1.10.23 Soient (X,d) un espace métrique et x, y deux points distincts de X (i.e.,
x #y). Alors
d(xz,y) > 0.

d
Posons r = % et montrons que

B(z,r)N B(y,r) = 0.

Supposons par labsurde que B(x,r) N B(y,r) # 0. Soit z € B(xz,r) N B(y,r). Alors z € B(x,r) et
z € B(y,r). Ce qui donne
d(z,z) <r et d(y,z) =d(z,y) <r.

En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+r=2r=d(z,vy).

Alors
d(z,y) < d(z,y) (Impossible!).

Donc
B(z,7)N B(y,r) = 0.

Comme la boule ouverte est un ouvert (voisinage de ce centre), on déduit que (X, d) est séparé.
Corollaire 1.10.24 Le singleton d’un espace métrique est un fermé.
Démonstration 1.10.25 Découle du théoréme 1.4.2 et la proposition 1.10.22.

On désigne par F ’ensemble des fermés de X. On a donc

FeF+F’eT,

Proposition 1.10.26 Dans un espace métrique (X, d), toute boule fermée est un fermé.

Démonstration 1.10.27 Soient z € X et r > 0. Pour montrer que B(z,r) est un fermé il suffit de
montrer que EC(l’ﬂ”) est un ouvert (i.e., Vy € B?(x,r), Ec(x,r) € Vx(y)). Soit y € Ec(m,r). Alors
y ¢ By(x,r). Ceci implique

d(z,y) > .
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Posons p = d(z,y) — r et montrons que B(y, p) C EC(J},T). Pour tout z € B(y,p) on a
d(y,z) < p=d(z,y) —r.

Ce qui donne
r< d(xvy) - d(y7 Z)'

Comme d(z,y) — d(y, z) < d(z, z) (deuxiéme inégalité triangulaire), on déduit que
z ¢ B(z,r).
Alors
—C
z€ B (z,r).

Ceci implique
—C
B(y,p) € B" (z,7).

Conclusion. Ec(x, r) est un ouvert, Donc B(z,r) est un fermé.

Théoréme 1.10.28 Dans un espace métrique (X, d), les assertions suivantes sont vérifiées
1. X et () sont des fermés.
2. Toute réunion finie de fermés est un fermé.

3. L’intersection quelconque de fermés est un fermé.
Démonstration 1.10.29 Voir la démonstration 1.1.4.

Remarque 1.10.30 La réunion quelconque des fermés n’est pas toujours un fermé. En effet, Dans R
muni de la distance usuelle, on a, pour tout n € N*, B (%, 1) = [—1 + ;1” 1+ %] est un fermé mais
Unens B (£,1) =] — 1,1[ n’est pas un ferme.

Corollaire 1.10.31 Toute partie finie d’un espace métrique est un fermé.

Démonstration 1.10.32 Toute partie finie F' d’un espace métrique est la réunion finie des singleton.
Comme le singleton est un fermé dans un espace métrique, on déduit, d’aprés (3) de théoréme 1.10.28,
que F' est un fermé.

Définition 1.10.33 Soient (X, d) un espace métrique, x un élément de X et (x,)nen une suite d’élé-
ments de X. On dit que (z,)nen converge vers z si pour tout € > 0 il existe N € N tel que pour tout
n > N, on ait

xn € B(z,e).

Définition 1.10.34 Soient (X, d) un espace métrique et (zp)nen une suite d’éléments de X. On dit
que (xn)nen est bornée 'l existe z, € X et r > 0 tels que pour tout n € N on ait

Ty € Bz, 7).

Proposition 1.10.35 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Alors A est fermée dans
X si et seulement si, la limite de toute suite convergente d’éléments de A appartient o A.
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Démonstration 1.10.36 Seule la réciproque est & montrer, 'implication directe étant vraie dans
n’importe quel espace topologique (voir proposition 1.9.6).

Soit (2, )nen une suite quelconque d’éléments de A converge vers une limite appartenant a A.
Montrons que A est un fermé. Supposons par I’absurde que A n’est pas un fermé. Alors

AC A

Ceci implique qu'il existe au moins z € A\A. Alors on peut construire une suite (x,)nen d’éléments
de A converge vers x. En effet, on a z € A, ce qui implique que pour tout n € N,

B(z,27")N A # 0.

Donc
e Pour n =0, on a B(z,1) N A # (), alors il existe zg € B(z,1) N A.
e Pourn =1, on a B(z,3) NA#0, alors il existe 21 € B(z,3) N A
Ainsi de suite
e Pour tout n € N, on a B(z,27")N.A # (), alors il existe z,, € B(z,27™) N A.

Alors on a construit une suite (x,)nen d’éléments de A telle que pour tout n € N on a
Ty € B(z,27").

Pour n tend vers +o0, x,, converge vers x. Ce qui constitue une contradiction avec les hypothéses.

Exemple 1.10.37 On munit R? par la distance d; définie par
di(X,Y) = |21 —y1] + |22 — y2l,

ott X = (w1, 22) et Y = (y1,y2) deux points quelconque de R2. Alors 'ensemble A = {(z,y) € R?/2? =
y} est fermé dans R?. En effet, soit X,, = (2,,,¥,) une suite d’¢léments de A (alors pour tout n € N,
on a z2 = y,) qui converge vers X* = (z,,yx) de R Alors

lim di(X,, X*) = lim (|z, — 2*| + |yn — y*|) = 0.

n—oo n—o0

Ceci implique

lim z, =2, et lim y, = y..
n—oo n—oo

En utilisant la continuité de 'application f: R — R, x — f(z) = 22 et puisque pour tout n € N on a

2

X5 = Yn, O obtient

2 2 2
(lim xn) = lim z; = lim y, = z; = Y.

n—oo n—o0 n—oo

Donc X* = (x4, ys) € A.

Définition 1.10.38 Soient (X, d) un espace métrique et (zy)n,en une suite d’éléments de X. On dit
que a est une valeur d’adhérence de (zy,),en si

Ve >0, VN eN,In> N: d(a,z,) <e (ie., z, € B(a,c)).

Plus exactement, toute boule ouverte B(a, &) contient une infinité d’éléments de la suite (z,)nen, nON
nécessairement distincts.
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Proposition 1.10.39 Soit (z,)nen une suite d’éléments de Uespace métrique (X, d). Alors a est une
valeur d’adhérence de (zn)nen si et seulement si il existe une suite extraite (Ty(n))nen qui converge
vers a.

Démonstration 1.10.40 Seule I'implication directe & justifier, 'implication réciproque étant vraie
dans n’importe quel espace topologique (voir théoréme 1.9.17).

Supposons que a est une valeur d’adhérence de la suite (zy,)nen. Alors
1 1
VkEN,VNEN,EInZN:d(a,fcn)<2—k, e=— ).

Fixons N € N. Alors

1
Vk e N,3ng > N : d(a,zy,) < o

Donc
e Pour k=0, 3ng > N : d(a,zp,) <
e Pour k=1, Ing > ng:d(a,z,,) <
e Pour k=2, Ing > ny : d(a,zp,) <

=1.

= 1ol B2
. . ~

b Pour k: = m7 Elnm > nm—l : d(a‘7 xnm) < 2}VL

Alors on peut construire par récurrence une sous-suite (), telle que ¢ : N — N une suite strictement
croissante définie par ¢(m) = n,,, converge vers a.

1.10.2 Distances équivalentes, distances topologiquement équivalentes

Définition 1.10.41 Soient X un ensemble et dq, do deux distances sur X. On dit que dy et do sont
équivalente si et seulement s’il existe des réels strictement positifs C et C’ tels que, Vx,y € X, on a

Cdl(.fC,y) < d2($7y) < Cldl(x7y)‘

Définition 1.10.42 Soit X un ensemble muni de deux distances d; et ds. On dit que dj et do sont
topologiquement équivalentes si et seulement si elles induisent la méme topologie, c’est-a-dire, si
et seulement si elles vérifient les deux conditions suivantes

(i) Ve e X Vr >0 3" >0, Bg,(z,7") C By, (z,7).
(i) Ve e X Vp>03p >0, By (x,p') C Ba(z,p).

Proposition 1.10.43 Deuz distances équivalentes engendrent la méme topologie.

Démonstration 1.10.44 Soient d et d’ deux distances équivalentes sur 1’ensemble X. Par définition
il existe des réels strictement positifs Cy et Cy tels que, Vz,y € X, on a

Crd(z,y) < d'(x,y) < Cod(z,y). (1.10.3)
e Soient x € X et r > 0. Notre objectif est de trouver ' > 0 tel que
Ba/(z,r") C By(z,r).
Prenons ' > 0. Alors pour tout y € By /(x,r’') on a
d(z,y) <.
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D’apres (1.10.3), on a
Crd(z,y) < d(z,y) <.

Pour que y € By(z,r) il suffit de supposer que r’ < Cyr. Alors pour ' = Cir on a
By (z,7") C Bg(x,7).
e Soient x € X et p > 0. Notre objectif est de trouver p’ > 0 tel que
By(z, p") C By(z, p).
Prenons p’ > 0. Alors pour tout y € By(z,p’) on a
d(z,y) < p.

D’apres (1.10.3), on a
d'(z,y) < Cod(z,y) < Cap'.

Pour que y € By (x, p) il suffit de supposer que p’ < C%. Alors pour p = C% on a
By(z, p") C By(z,p).

Donc d et d’ sont topologiquement équivalentes.

Remarque 1.10.45 La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse. En effet, considérons les
distances dq et dy sur R définies par

di(z,y) |z -yl
L+di(z,y) 1+[z—y|

e Soient z € R et 7 > 0. Posons 7' = 1. Alors pour tout y € Bg,(z,7’) on a

dl(xay) = |.I _y| et d2(x7y) =

di(z,y) r
d r— WY T
2@ y) <7 1+d1(ar,y)<r r+1

Comme la fonction f: R* — [0, 1], z — f(z) = 17 est croissante (car f' > 0), on déduit que

dy(z,y) <.
Alors y € By, (x,y). Donc
Ba,(z,7") C By, (z,7).

Soient z € R et 0 < p < 1. Supposons p' = ﬁ. Alors pour tout y € By, (z,p) on a

di(z,y) <p' = ﬁ = di(z,y)(1 — p) <p=di(z,y) < p+ pdi(z,y).
Ceci implique
dl(‘ra y)

— 7 < p=da(z,y) < p.
T+ di(.9) p 2(z,y) < p

di(z,y) <p(l+di(z,y) =

Alors y € Bg,(x, p) Donc
By, (=, pl) C B, (.%', p)'

D’ou
Ve e RVr>0,3r' = L, By, (x,7") C By, (z,7)
r+1
et
Ve RVp>0,3p = 170{)7 Ba, (z,p') C By, (z,7p).

Donc les topologies associées aux distances d; et ds sur R sont les mémes.
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e Bien que ces deux distances ne soient pas équivalentes car pour y fixé, on a

A, y) = oo e lim dy(mgy) =1

Alors il n’existe pas une constante C' > 0 telle que pour tout x,y € R,

dl(l',y) S Cd?(may)

1.10.3 Continuité dans les espaces métriques

Définition 1.10.46 Soient (Xi,dy), (X3,d2) deux espaces métriques et A une partie de Xj. Une
application f: A — X5 est continue en z € A si et seulement si on a

Ve >0 30 = 6.0,y € A di(z,y) <6 = da(f(2), f(y)) <e.
D’une maniére équivalente

Ve >0 30 = 6z, Vy € By, (x,0) N A= f(y) € Ba,(f(z),e).

Si f est continue en tout point de A, on dit que f est continue sur A.

Exemple 1.10.47 Dans R muni de la distance usuelle d = |.|, la fonction f : R — R définie par
f(z) = 22 est continue. En effet, soient z € R et € > 0. Notre objectif est de trouver §, . > 0 tel que
pour tout y € R vérifiant
d($7y) = “T - y‘ < 590,57
implique
d(f(x), f(y)) = |2* —*| < e.
C’est-a-dire
VyeR, -0, <y<z+0ze,

on ait

x2—5<y2<x2+5.

ly| < Va2 +e.

Alors il suffit de poser 0, . + |z] = Va2 + ¢, c’est-a-dire, 0, . = Va2 + & — || pour avoir la continuité
de f sur R.

D’aprés cette derniére inégalité, on a

Proposition 1.10.48 Soient (X1,dy), (Xo,ds) deux espaces métriques et f: Xy — Xy une applica-
tion. Alors f est continue en un point x € Xy si et seulement si pour tout suite (x,)nen d’éléments de
X convergeant vers x, on a (f(xn))nen converge vers f(x).

Démonstration 1.10.49 Seule la réciproque est & montrer, l'implication directe étant vraie dans
n’importe que espace topologique (voir proposition 1.9.8).

Raisonnons par l'absurde et supposons que f n’est pas continue en x. Alors il existe € > 0 tel
que V§ > 0, Jys € By, (x, ) vérifiant f(ys) ¢ Ba,(f(x),€), c’est-a-dire, da(f(x), f(ys)) > €. Prenons
0= 2% Nous construisons une suite (z,)nen telle que

L) et f(an) ¢ Bay(f(2).2).

Vn € N, z,, € By, (z, o

En conséquence, (f(z,))nen ne converge pas vers f(x) bien que (x,)nen tend vers z. Ce qui constitue
une contradiction.
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On peut définir une notion plus forte de continuité, appelée continuité uniforme.

Définition 1.10.50 Soient (X;,d;) et (X3,d2) deux espaces métriques. On dit qu'une application
f: X7 — Xy est uniformément continue si

Ve > 07 30 = 5E,V($,y) € X%vdl(xvy) <= d?(f(x)a f(y)) <e.

Remarque 1.10.51 Il est clair que la continuité uniforme entraine la continuité. La réciproque est
fausse en général (mais vraie dans le cas d’espace métrique compact (voir chapitre 2)). En effet, soient
R muni de la distance usuelle d = |.| et f : R — R une application définie par f(x) = 22 (continue
sur R). Supposons 0 < & < 1 et 6 > 0 quelconque. Posons x = y + %. Alors

5 5
d(z,y) = r —y| = ‘y+2—y‘ =5 <d
Néanmoins
2o o\ _ 5
S £0) = 10) — )| = 2= 2] = (4 5) =22 = oo+ .

Prenant y = %, on obtient

(52

s S =1+ | > 1>

Donc f n’est pas uniformément continue sur R.

Définition 1.10.52 Soient (X;,d;) et (Xy, d2) deux espaces métriques. Une application f : X; — Xy
est dite lipschitzienne de rapport k& > 0 si

V(Sl?,y) € X%de(f(x)vf(y)) < kdl(xvy)

Remarque 1.10.53 Toute application lipschitzienne est uniformément continue. En effet, il suffit de
supposer 6 = ¢ dans la définition de la continuité uniforme. la réciproque est fausse en général.

Exemple 1.10.54 Soit Ry muni de la distance usuelle d = |.|. Soit f : Ry — Ry une fonction
définie par

f(z) = Va.

e Montrons que f est uniformément continue sur R,. Pour tout z,y € R?, on a

VE =yl < Vlz =yl

Alors pour tout £ > 0 il existe § = 2 tel que quelque soit z,y € R, tels que d(z,y) = |v — y| < 6,

AF@), 1) = 1£(@) ~ F)] = Ve - vil < VIe =yl < VT =e.

e Montrons que f n’est pas lipschitzienne. Supposons x € R% et y = 0, alors on a

d(f(z), fy) _ If(@) = f@Wl _ vz _

1
d(z,y) Je—yl oz Va

Pour z tend vers 0, on a % tend vers +oo. Alors

(), ()
e—0  d(x,y)

:+OO
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On déduit que pour tout x,y € Ry, il n’existe aucune constante strictement positive k telle que

d(f(z), f(y)) < kd(z,y).
Donc la fonction f n’est pas lipschitzienne.

Définition 1.10.55 Soient (Xi,d;) et (Xg,d2) deux espaces métriques. On appelle isométrie de X;
sur Xo toute application f :X; — X5 telle que

Yo,y € Xy, dao(f(2), f(y)) = du(z,y).

Proposition 1.10.56 Toute isométrie surjective f : X1 — Xy entre deuz espaces métriques (Xq,dy)
et (Xo,dz) est un homéomorphisme.

Démonstration 1.10.57 Il est clair qu’une isométrie est injective. En effet, si f(z) = f(y), alors

dy(f(z), fy)) = 0.
Comme da(f(x), f(y)) = di(x,y), on trouve
dy(z,y).
Ce qui donne
xr=uy.

Puisque f est surjective, on déduit qu’elle est bijective. Il en résulte que f et f~! existent qui sont
continues car elles sont k-lipschitzienne (k = 1). Ce qui montre que f est un homéomorphisme.

1.10.4 Espaces métriques séparables

Définition 1.10.58 Une partie A de I'espace métrique (X, d) est dense dans X si A =X i.e.,
Vo e X,Vr > 0, B(z,7) N A # 0.

Proposition 1.10.59 Une partie A d’un espace métriqgue (X,d) est dense si et seulement si tout
élément de X est une limite d’une suite d’éléments de A.

Démonstration 1.10.60 e Supposons que A est dense dans X et  un élément arbitraire de X.
Alors, d’apreés la proposition 1.3.6, on a pour tout n € N,
B(z,27™")NA# 0.
Il s’en suit que pour tout n € N il existe un élément x, tel que
Ty € B(z,27") N A.

Alors on peut construire une suite (z,,)nen d’élément de A qui converge vers x.

e Réciproquement, soient A une partie de X, x un élément quelconque de X et (z,)nen une suite
d’éléments de A qui converge vers x. Alors pour tout € > 0 il existe N, € N tel que quelque soit
n > N, on ait

x, € B(x,e).
Ceci implique
B(z,e)NA# 0.
Alors d’aprés la proposition 1.3.6, on a x € A. Ce qui donne
X=A.

Donc A est dense dans X.
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Définition 1.10.61 Un espace métrique (X, d) est séparable §'il contient une partie au plus dénom-
brable (fini ou dénombrable) qui est dense dans X.

Exemple 1.10.62 1. L’ensemble R avec la distance usuelle est séparable car Q est un sous ensemble
dénombrable de R et Q = R.

2. L’ensemble R? muni de 1'une des trois distances usuelles est un espace métrique séparable car le
sous ensemble Q? dénombrable est dense dans R2.

3. R™ est aussi séparable, avec Q™ dense.

1.11 Exercices

Exercice 1.11.1 1. Soit X = {a,b,c}. Déterminer toutes les topologies sur X qui contiennent 4
éléments au mazimum.

2. A et B étant deuzr sous-ensembles propres (c’est-a-dire, A G X , B ¢ X) non vide de X.
Sous quelles hypothéses la famille T = {0, A, B,X} définit-elle une topologie sur X ¢

3. Soit X un ensemble non vide. Montrer que T = {A C X/ A est fini} U {0} est une topologie sur
X.

Exercice 1.11.2 Soient X un ensemble et (T;),c; une famille quelconque de topologies sur X. Montrer
que lintersection quelconque T = NicrT; est une topologie sur X.

Exercice 1.11.3 Soient (X,T) un espace topologique et A, B deuz parties de X. Montrer les propriétés
susvantes

1. AcB=ACBet ACB.
9 AnNB=ANB et AUB= AUB.
9. AUBC AUB et ANBC ANB.
/. X/Z:X/;jétetX//(:X/j.

Exercice 1.11.4 Soient (X,T) un espace topologique et A une partie ouverte de X. Montrer que pour

toute partie B de X, on a
ANBcC ANB.

Exercice 1.11.5 Soient X un ensemble et T1, T deux topologies sur X telles que T est plus fine que
To. Montrer que si (X, T2) est séparé alors (X,T1) est aussi séparé.

Exercice 1.11.6 Soient Xy, Xy deuzr ensembles et f : X1 — Xo une application. Montrer que si Ty
est une topologie sur Xo, alors l'ensemble f~1(T2) = {f~H(O)\O' € T2} est une topologie sur Xi.

Exercice 1.11.7 Soient (X1,7T1), (X2,72) deuz espaces topologiques et f : X; — Xy une application
continue. Montrer que

1. Pour tout partie A de Xy, on a f(A) C f(A).
2. Pour tout partie B de Xo, on a

o
—

f7HB) C f1(B) et f71(B) C fH(B).
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Exercice 1.11.8 Soient (X1,71), (Xo,72) deuz espaces topologiques, A une partie de X1 et B une
partie de Xo. Montrer que

1. AxB=AxB.
2. Si A est dense dans X1 et B est dense dans Xy, alors A x B est dense dans X x Xo.
3. Si (X1, Th) et (Xo,T2) sont séparé, alors X1 x Xy est séparé.

Exercice 1.11.9 Soient (X1,71) et (Xo,72) deuzx espaces topologiques tels que (Xo,T2) est séparé.
Supposons que pour tout x,y € Xy, tels que x # y, il existe une application continue f : X1 — Xo
telle que f(x) # f(y). Montrer que (Xq,T1) est séparé.

Exercice 1.11.10 Soient (X, d) un espace métrique et d* : X x X — Ry une application définie par

. __d(=z,y)
&"(z,y) = 1+d(z,y)

1. Etudier la variation de la fonction f : Ry — R, définie par

2. Vérifier que d* est une distance sur X.

Exercice 1.11.11 Dans R™ on considére les applications di, do et d3 définies par

(SIS

n n
(X, Y) =) |z —yil, do(X,Y) = (Z(wz - yi)2> , d3(X)Y) = px }|5'32' — il
i=1 i=1 IS
ot X = (z1,...,xn) et Y = (Y1,.-.,Yn)-
1. Vérifier que dy, dy et ds sont des distances sur R™.

2. Montrer que ces distances sont équivalentes.

Exercice 1.11.12 Soient X un ensemble et f : X — R une application injective.
1. Montrer que l'application
d(z,y) = |f(z) — f(y)|
est une distance sur X.
2. Déduire que 'application d* : R — R définie par d*(z,y) = ‘x?’ — y?" est une distance sur R.
3. Pour X =R et f(x) = %, définir les boules de centre 2 et de rayon r.

Exercice 1.11.13 Soient X = C([0,1],R) et d1, da, ds trois applications définies sur X x X & valeurs
dans R par

|=

& <f,g>=/01 (2) — g@) dz, da(f,9) = (/01|f<x>—g<x>|2dx>2,

et ds3(f.g)= Jnax |f(z) —g(z)].

1. Vérifier que les applications di, do et d3 sont des distances sur X.
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2. On considére la suite de fonction (fn)nen+ définie par

1
n°x st 0<z < —
1 b
fn(x) =< —n’z+2n st —<ax<—
3 n
0 si —<x<l1
n

(a) Vérifier que f, € X.
(b) Calculer pour g =0, di(fn,9), d2(fn,9) €t doo(frn,9)-
(¢c) Déduire que dy, dy et ds ne sont pas équivalentes.

Exercice 1.11.14 Soient (X,d;) <;<, , (n € N), une famille d’espaces métriques. On considére le pro-
duit cartésien X = X1 X ... X X,,.

1. Montrer que les applications suivantes sont des distances sur X

n
Dy = Zdi et Ds = max d;.

1<i<n

Que peut-on dire sim = oo ?

2. Montrer que dans ce dernier cas on peut prendre comme distance sur X

S1d 1
d; r . )
El 21 et D, = r?zanlx (mln <2i’d7')> .

Exercice 1.11.15 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Montrer que

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Exercice 1.11.16 Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X.
1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) € A.
(b) Pour tout r > 0, la boule B(z,r)N A # (.
(c¢) 1l existe une suite (xy)nen d’éléments de A converge vers x.
2. Montrer que
(a) v € A<= d(A,x) = 0.
(b) z € A< d(x,X/A) > 0.

Exercice 1.11.17 Dans R, muni de la distance usuelle, donner 'adhérence, l'intérieur, les points
d’accumulations et les points isolés des parties sutvantes

A:{ 1 nEN}
+1’
1 1
B:}—oo,—l[U{O,}U{Q—,nEN*}.
2 n
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Exercice 1.11.18 1. Soit R muni de la distance usuelle. Les parties suivantes sont ouvertes ¢ fer-
mées ¢ (dans R)

1 1

2. On munie R? de l'une des trois distances usuelles. Les parties suivantes sont ouvertes ? fermées ?
(dans R?)

(a) A= {(z,y) eR?/x+1<y}.
(b) B={(z,y) € R?/2x +1 > ¥},
(c) C={(z,y) € R?/2z > y? y < 0}.

Exercice 1.11.19 Soient Ry muni de la distance usuelle (d =| . |) et f : Ry — Ry la fonction
définie par
f@)=an (n>2)

1. Vérifier que Uapplication di : Ry x Ry — Ry : définie par
1
di(z,y) =(z—y[)n, n=2

est une distance sur Ry.
2. Montrer que | di(x,0) — d1(0,y) |< di(x,y).
3. Déduire que | zw — y% I<|z-—vy |%

4. Montrer que f est uniformément continue sur Ry mais qu’elle n’est pas lipschitzienne.
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CHAPITRE 2

ESPACES COMPACTS

La notion de compacité joue un roéle trés important en analyse mathématique. Son intérét réside
dans le fait que certaines études globales peuvent étre remplacées par des études locales.

Nous étudions dans ce chapitre quelques notions de base et les propriétés élémentaires des espaces
compacts.

2.1 Espace topologique compact

Définition 2.1.1 Soient (X,7) un espace topologique, {O;,i € I} une famille d’ouverts de X et A
une partie de X.

1. On dit que la famille {O;,i € I} est un recouvrement de X si X = | J;; O;.
2. On dit que la famille {O;,7 € I} est un recouvrement de A si A C |J;c; O;.

Définition 2.1.2 1. Un espace topologique (X, 7)) est compact s’il est séparé et si tout recouvre-
ment de X par des ouverts admet un sous-recouvrement fini, .e.,

(sza) = (37 C I (J fini), X= ] 0,

il jeJ

2. Une partie A d’un espace topologique (X, 7) est compacte si, munie de la topologie induite, est
un espace topologique compact.

Proposition 2.1.3 Soit (X, T) un espace topologique séparé. Alors X est compact si et seulement si de
toute famille de fermés d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide,
c’est-a-dire, pour toute famille de fermés {F;,i € I} (I C N) telle que

(Fi=0,

el
il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

N F =0

jed
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Démonstration 2.1.4 e Soit (F;);es une famille des fermés de X telle que
() Fi=0.
el
Alors

0.

(ns)

UFf=x

iel

Ceci implique

Comme F; est un fermé de X pour tout ¢ € I, on déduit que FZ-C est un ouvert. Alors la famille

des ouverts (F);er est un recouvrement de X. Puisque (X, 7)) est compact, il existe un sous-

recouvrement fini de X, c’est-a-dire, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

UJF’=x
JjeJ

En passant au complémentaire, on obtient

c
UFJ‘C :m(FJ'C)C:ﬂFj:XC‘
jed jed jeJ
Donc
() F=0.
jed

e Réciproquement, soit (O;);cr une famille d’ouverts de X telle que

Joi=x

el

(of =0.

iel

Alors

Ceci implique

Comme O; est un ouvert de X pour tout ¢ € X, on déduit que OiC est un fermé de X. Alors
(O )ier est une famille des fermés d’intersection vide. Donc on peut extraire une sous-famille
finie d’intersection vide, c’est-a-dire, il existe J C I (J fini) tel que

()OS =0.
jeJ
En passant au complémentaire, on obtient

c

o5 | =UJoHe=[]o;=0°.

jeJ jeJ jeJ
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Alors

Jo=x

JjeJ
Donc (X, T) est compact.

Proposition 2.1.5 Soient (X,T) un espace topologique séparé et A une partie de X. Alors A est
compacte si et seulement si de toute famille d’ouverts de X recouvrant A on peut extraire un sous-
recouvrement fini, i.e.,

(ACUOQzﬁ-HJCIUﬁmLACLJQ

icl jed
Démonstration 2.1.6 e Soit (O))ier une famille d’ouverts de X (i.e., O} € T) telle que
Acl]o;
el

Alors O; = O, N A est un ouvert de A (i.e., O; € T4) et

A:Am<UOQ:LJAmO =Jo.

il icl il
Comme A est compacte, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que
¢4:: LJ C%u
JjeJ
Alors
A=Jo;=JO;nAc|]O; (car OjnACO)).

jeJ jedJ jedJ
e Réciproquement, soit (O;);er une famille d’ouverts de A (i.e., O; € T4) telle que
A=[]o
1€l
Par deéfinition de la topologie induite, pour tout ¢ € I, il existe O, € T (ouvert de X) tel que

6%22(920,4.

Ceci implique
A=Joi=J(0inA) c|JO] (car OjnAC O)).
icl icl icl
Donc il existe un sous-ensemble fini J de I tel que
/
Ac o
JjeJ
Ce qui donne

A=An|Joj| = (0;n4) =] 0.

jeJ jeJ jeJ
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Maintenant, on montre que (A, T4) est séparé. Soit z,y € A tels que x # y. Comme A C X on
a x,y € X. Puisque (X, T) est séparé, il existe deux ouverts O] et O) de X tels que

reQ], yeO, et O1NO,=1.
Ceci implique
AN(O]NOY) =(ANO) N (ANOY) =0).

Onaze ANO,ye ANOL et (ANOY), (ANOL) € Ta. Alors (A, Ta) est séparé.
Donc (A, T4) est compact.

Exemple 2.1.7 1. Soient (X,7) un espace topologique séparé et A = {z1,z2,..., 2y} une partie
fini de X. Alors A est compacte. En effet, soit (O;);e; une famille d’ouverts de X telle que
A C U,er Oi. Alors pour tout m € {1,...,n} il existe i, € I tel que

Tm € O

Tm

Ceci implique
A= U{mm}c U Oim-
m=1 m=1

Donc A est compacte.

2. Un espace topologique discret (X, T') est compact si et seulement si X est fini. En effet, on rappelle
que la topologie discret est toujours séparé.

e Si X est compact, alors la famille d’ouverts ({})zex de X recouvre X (i.e., X = (J,cx{z})
n’admet que la famille ({2 })zex comme un sous-recouvrement de X. Comme X est compact,
on déduit que la famille ({})zex est fini. Donc X = | J,cx{z} est fini.

e Réciproquement, si X est fini, alors d’aprés 'exemple ci-dessus on déduit que X est compact.

3. Pour R muni de la topologie usuelle, l'intervalle A = [0, 1] de R n’est pas compact. En effet, pour

tout z € A, on considére O, =|z— 1, ZH[. I est clair que A C |J,c 4 Op- Alors (Oy)zc. est un re-
couvrement de A. Soit {z1,z2,...,x,} un sous ensemble finie de A. Alors (”“2‘"1, “”22“, ..., Etd)

est aussi un sous-ensemble de A. Posons a = maxl-e{l’wn}{xijl}. Alors a € A et ]a,1[C A. On

plus, on a
Ja, 1[N (U o) = 0.
i=1

Alors (Oz)ze4 n’admet aucun sous recouvrement fini contenant A.

Donc A n’est pas un compact.

Théoréme 2.1.8 Soient (X, T) un espace topologique séparé et A une partie de X.
1. Si A est compacte, alors A est fermée.

2. Si A est fermée, et si de plus X est compact alors A est compacte.

Démonstration 2.1.9 1. Pour montrer que A est fermée, on montre que son complémentaire
A% = X\ A est un ouvert ou est un voisinage de tout ses points, c’est-a-dire, pour tout z € A¢
il existe un ouvert O, de X tel que

re 0, CA°.

Soit = € A°. Alors
x ¢ A
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Comme X est séparé, on déduit que pour tout a € A il existe deux voisinages disjoints V, et V/
(i.e., Vo NV =10) tels que
r€V, et acV,.

Alors il existe deux ouverts disjoints O, C V, et O, C V/ tels que
1€0, acO, et O,NO, =10.

Il est clair que

A= |J{a} c | 0.

acA acA

Alors la famille d’ouverts (O),)qc4 constitue un recouvrement de A. Comme A est compact, on
eut extraire un sous-recouvrement fini (O )i<;<, de A, c’est-a-dire
p [PUERSAS ) )

AC Oogi.

i=1

D’un autre coté, il est clair que (), Oq, est un ouvert tel que

T € ﬁ O, et (ﬁ Oai> N (O (’)gl> = 0.
i=1 i=1 i=1

Alors

—

n
T € ﬂ(’)ai et <
i=1

(’)ai> NA=0 (car AcCU",0)).

=1

Ce qui donne
n
ze()0 C A”.
i=1
Donc
AC € V().
Ce qui prouve que A est un fermé.

2. Soit (O;)ier une famille d’ouverts de X telle que A C (J;c; O;. Comme A est fermée, on déduit
que AY = X\ A est un ouvert. Puisque X = A° U A, on a

X=A% <Uoi) =J(0suA%).

il iel

Pour tout i € I, on a O; U A® € T. Alors la famille ((’)i U .AC)I. c; est un recouvrement de X et
comme X est compact, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

X:U(OjﬂAC):ACU UOJ
Jje€J jeJ
Puisque X = AU A®, on déduit que
AC U Oj.

JjeJ

Donc A est compacte.
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Exemple 2.1.10 Soit R muni de la topologie usuelle. L’intervalle ]0,1] n’est pas fermé. D’apres le
théoréme 2.1.8 cet intervalle n’est pas compact.

Proposition 2.1.11 Dans un espace topologique séparé (X, T), on a
1. Toute réunion finie des compacts est un compact.
2. Toute intersection quelconque des compacts est un compact.

3. L’intersection d’un fermé et d’un compact est un compact.

Démonstration 2.1.12 1. Soit (Ag)1<k<pn une famille des parties compactes de X. Montrons que
A= Jp_; Ai est un compact. Soit (O;)ier une famille d’ouverts telle que

AcC U O;.
el

Alors pour tout k € {1,...,n},ona
A C U O;.
el
Comme A;, est compact, il existe une sous-ensemble fini Jj, de I tel que

AkC U Oj.

JEJk

On pose J = (J;_; Ji (J est la réunion des sous-ensembles finis alors il est fini). Alors

n
A:UAkC UO] Uu...u UOJ :UO]'.
k=1 je j€JIn jed
Donc [J;_; Ay est un compact.

2. Soit (A;)ser une famille quelconque des compactes. On montre que A := (,.; A; est un compact.
D’aprés le théoréme 2.1.8, on a, pour tout ¢ € I, A; est un fermé (un compact est fermeé). Alors
A est un fermé (Iintersection quelconque des fermés est un fermeé). D’un autre coté, on a, pour
tout ¢ € I, A C A;. Comme A; est compacte et A est une partie fermée de A; et d’aprés le
théoréme 2.1.8, on déduit que A = (;c; A; est un compact.

3. Soient A; est un fermé de X et Az est un compact de X. D’aprés le théoréme 2.1.8 la partie Ao
est un fermé. Ceci implique que A := A; N Ay est un fermé. Comme A C Ay (Az compact) et
d’aprés le théoréme 2.1.8, on déduit que A = A; N As est un compact.

Proposition 2.1.13 Soient (X,T) un espace topologique compact et (F,)nen une suite décroissante

(au sens d’inclusion) des fermés non vides de X. Alors (), oy Fr n'est pas vide.

Démonstration 2.1.14 Soit (F},)nen une suite décroissante (au sens d’inclusion) de fermés non vides
de X. Montrons par ’absurde et supposons que

ﬂ&:@

neN

Comme X est compact, d’aprés la proposition 2.1.3 il existe N € N tel que

N
() F=0.
n=1
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Ceci implique

N
ﬂ F,=Fn =0 (car (F,)nen est une suite décroissante au sens d’inclusion de X).

n=1

Ce qui constitue une contradiction avec le fait que les F}, sont tous non vides.

Proposition 2.1.15 Dans un espace topologique compact, toute suite a au moins une valeur d’adhé-
rence. En plus s’elle est unique alors la suite est convergente.

Démonstration 2.1.16 e Soient (X, 7") un espace topologique compact et (x,)nen une suite d’élé-
ments de X. Pour n € N, notons par S,, = {z;,,/p > n} et par Al'ensemble des valeurs d’adhérence
de (zp)nen. D’aprés la proposition 1.9.20, on a

A= (S

neN

La famille (S, ),en est une suite décroissante de fermés non vides de I’espace compact X, alors,
d’aprés la proposition 2.1.13,

() Sn #0.

neN
Donc la suite (z,)nen @ au moins une valeur d’adhérence.

e Supposons A = (), oy Sn = {z}, c’est-a-dire, la suite (,,)neny admet une unique valeur d’adhé-
rence et montrons que (x,) converge vers z. Soient O un ouvert de X contenant x (O est un
voisinage de z). Alors F := O est un fermé de X et ne contient pas z. Ce qui implique

(ﬂ Sn> NF={)(SanF)=0.

neN neN

Comme l'espace topologique (X,7) est compact et (?n NF )neN une famille quelconque des
fermés de X, d’aprés la proposition 2.1.3, il existe IV € N tel que

N

() (SunF)=0.

n=0
Puisque (Sy,)nen est une suite décroissante de fermés, on déduit que

N
() (SnnF)=8ynNF=0.

n=0

Alors
Sy ={x,/p>N}cCF°=0.

Ce qui donne
{zp/p = N} C{zp/p > N} CO.

Donc
AN eN/ Vp>N, z,€O.

D’ou (xn)nen converge vers .
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Proposition 2.1.17 Soient (X1,71) un espace topologique compact et (Xo,T2) un espace topologique
séparé. Alors l'image de X1 par toute application continue de X1 dans Xo est compacte.

Démonstration 2.1.18 Soient f : X; — Xy une application continue et (O;);c; une famille d’ou-
verts de Xy telle que

fxy) cl o
i€l
Alors

Xr—f*ﬁ@ﬁﬂlfloj@>—L}FWOﬂ

icl iel
Par continuité de f, pour chaque i € I, on a f~(0;) € T. Alors (f_1 (Oi))iel est un recouvrement
de Xj. Comme (X1, 77) est un compact, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

xi= o)),

JjeJ
Alors
FEy)=flUsrtony|=UJrrt o)) cljo; (car f71(0)) co;vjeld).
jeJ jeJ jeJ

Donc f(Xj) est compacte.

2.2 Espace métrique compact

La définition de compacité des espaces métriques est la méme avec celle des espaces topologiques,
sauf que les espaces métriques sont toujours séparés.

Définition 2.2.1 Un espace métrique (X, d) est compact si tout recouvrement de X admet un sous-
recouvrement fini i.e.,

(\1(01-)1»6167;{, X:UC’)i) — (371 (J fini), X= ] O, |,
i€l jeJ
ou Ty est la topologie associée a d.

Définition 2.2.2 Une partie A dans espace métrique (X, d) est compacte si toute famille d’ouverts
de X recouvrant A on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e.,

(woi)ie] eTi, Ac/ a) = (37 C I (J fini), AC [ JO;
icl jeJ

Dans un espace métrique, on peut caractériser la compacité avec des suites. C’est 'objectif de théoréme
de Bolzano-Weierstrass suivant.

Théoréme 2.2.3 Un espace métrique (X,d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de
X admet une sous-suite convergente.
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Démonstration 2.2.4 1. Supposons que l'espace métrique (X, d) est compact. Alors, d’aprés la
proposition 2.1.15, chaque suite (zy,)neny d’élément de X admet une valeur d’adhérence et d’aprés
la proposition 1.10.39, (x,)nen admet une sous-suite convergente. D’on U'implication directe est
établie.

2. Réciproquement, soient (X, d) un espace métrique tel que chaque suite (zy,)nen d’élément de X
admet une sous-suite convergente et (O;);er € 7&1 un recouvrement de X.

(a)

Montrons d’abord qu’il existe un € > 0 tel que toute boule ouverte de rayon € soit contenue
dans I'un des O; (Lemme de la maille) i.e.,

Ve € X, Jip € I/ B(x,e) C O;,.

Montrons par 'absurde qu’un tel € n’existe pas. Alors pour tout n € N, il existe x,, € X tel
que B(z,,2~™) ne soit contenue dans aucun O, i.e.,

Viel, B(x,,27") ¢ O;. (2.2.1)
Alors on peut construire une suite (z,)nen telle que
VYneN Viel, B(z,,27") ¢ O;.

La suite (z)nen admet une sous-suite (4(,))nen converge vers x de X (d’aprés la proposi-
tion 2.1.15 x est une valeur d’adhérence de (z,)pen). Comme (O;);cr recouvre X, il existe
19 € I tel que O;, contient x et comme O;, est un ouvert contient x, par définition,

de >0, B(z,e) C Oj,.

Puisque x est une valeur d’adhérence de la suite (z,,)pnen, il existe n € N (n > [%] +1)

tel que
xn € B(z, %) et 27" <

DN ™

D’un autre coté, pour tout y € B(x,,27"), on a

d(z,y) < d(z,zy) + d(zn,y) < < +27" <

2 2 2 7

Alors
y € B(x,¢).
Ceci implique
B(z,,27") C B(x,e) C Oy,
Ce qui constitue une contradiction avec (2.2.1).

Montrons maintenant que X est recouvert par une famille finie (B(2,€));cq0,.. ) de boules
ouvertes de rayon €. Si ¢’est pas le cas, pour tout n € N et tout xg,...,z, de X, on a

n

U B(Q?Z‘,e’f) g X.

1=0

Alors il existe xp4+1 € X tel que

Tn+1 §E U B(.T}Z',E).

1=0
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Ce qui donne
Vie{0...,n}, xnpy1 ¢ B(xi,e).

Alors
Vm € {0,...,n}, d(xm,Tni1) > €.

Donc on peut construire un suite (z,)nen telle que pour tout n € N, on a

n

| B(zie) € X et Vm€{0,...,n}, d(@m, zns1) > e
=0

Pour tout sous-suite (T¢(n))nen de (Tn)nen on a
Vm € {0,...,n}, d(Tym), Tpmn+1)) =€ (car ¢ est bijective).

Alors ((n))nen n'est pas convergente (car elle n’est pas de Cauchy), en contradiction avec
I’hypothése.

(c) Conclusion. Dans la premiére étape on a montré qu’il existe € > 0 tel que toute boule
ouverte de rayon ¢ soit contenue dans un ouvert O; i.e.,

de >0 VzreX, Jiy €I, B(x,e) C O,,.

Dans la deuxiéme étape, on a montré que

Alors

Donc X est compact.

Proposition 2.2.5 Soient (X,d) un espace métrique et A une partie compacte de X. Alors A est
fermée bornée.

Démonstration 2.2.6 Soit A une partie compact de X. D’aprés le théoréme 2.1.8, A est fermée.
Montrons maintenant que A est bornée. Soit (B(z;,7));c;, o 7 > 0, une famille d’ouverts de X
recouvrant A, c¢’est-a-dire,

AC U B(zi,r).
el
Comme A est compacte, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que
AcC U B(zj, ).
jeJ

On a pour tout j € J, B(zj,r) est bornée. Puisque la réunion finie des partie bornées est bornée, on
déduit que A est aussi bornée.
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2.3 Produits d’espaces métriques compacts

Proposition 2.3.1 L’espace métriqgue X = X1 xXox...xX,, (muni de la distance produit) est compact
st et seulement si chaque X; est compact pour tout 1 < i < n.

Démonstration 2.3.2 Le produit X; x Xy x X3 est homéomorphe a (X; x X3) x X3. Alors nous
limitons au produit de deux espaces métriques compacts (Xi,d;) et (Xo, da).

e Supposons que le produit X = X; x Xs est compact. Comme les projections canoniques Xj X
Xy — Xj et X; x X9 — X5 sont continues, on déduit, d’aprés la proposition 2.1.17, que X; et
Xs sont compacts.

e Réciproquement, supposons que X; et Xy sont compacts. Soit (X, )nen (Xn = (Tn,yn) € X1 X
X9) une suite d’élément de X. Par compacité de Xj, la suite (z,)neny admet une sous-suite
convergente (m¢(n))neN. Par compacité de Xo, la suite (y¢>(n))neN admet une sous-suite convergente
(Yp(p(n)) Jnen- Comme ¢(n) > n et ¢ : N — N une suite strictement croissante, on déduit que
(Ty(g(n)))nen est une sous-suite convergente de (24, )nen (alors de(wn)nen). Alors la sous-suite
Xw(qb(n)))nGN = (x¢(¢(”))’yw(¢(”)))neN de (X, )nen est convergente. D’aprés le théoréme 2.2.3,
on déduit que le produit X; x Xy est compact.

Remarque 2.3.3 Le résultat de théoréme ci-dessus reste vrai méme dans le cas des espaces topolo-
giques compacts. En effet, supposons que (X, 71) et (Xo, 72) sont compacts. Soit (O;);er un recouvre-
ment ouvert de X x Xj. Soit z € Xj. Alors pour tout y € Xy il existe i(,,) € I tel que

($, y) € Oi(m,y)'

"

' de X; contenant x et un ouvert O(I Y)

Alors 1l existe un ouvert O(Iyy)

de Xy contenant y tels que
(.’If,y) S OEIJ”) X O(z,y) (- Oi(:ﬂ,y)'

Il est clair que ONI v) est un recouvrement ouvert de Xo et comme il est compact, il existe une partie
finie V,, de Xy telle que

Xy = U Oa)-
yeVs
Supposons O, = ﬂyevz (’)zx W) Alors O/, est un ouvert de X; contenant = (I'intersection finie d’ouverts).

Il est aussi clair que (O)zex, est un recouvrement ouvert de X et comme il est compact, il existe une
partie finie U de X telle que
Xy =] 0]

zelU

Puisque pour tout y € V, on a O, C (’)Zx ) on déduit que

X x %= J 0, x U 0L, = U U (00 x0,)

zelU yeVy zeU yeVy
/ 17
cJuU ( () ¥ O(z,w) c U U 9y
zelU yeVy zeU yeVy

Soit W ={(z,y) € X; x Xg;x € U et y € V.}. Alors W est finie de X; x X; et

Xl X Xg C U O(x,y)-
(z,y)eW

Donc X; x X5 est compact.
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2.4 Parties compactes de la droites réelle
Proposition 2.4.1 L’intervalle fermé borné [a,b] de R est compact.

Démonstration 2.4.2 Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R. Puisque R est séparé, alors [a, b] est
séparé. Soit (O;);er une famille d’ouverts de R telle que

la,8] € | Os.
el
Montrons qu’il existe un sous-ensemble fini J de I tel que
[a,0] € | 0.
jeJ
Soit X I’ensemble des points x de [a, b] tels qu’il existe une partie fini J; de I vérifiant
la,z] C U 0;.
NS

L’ensemble X n’est pas vide car a € X et majoré par b, alors il admet une borne supérieure y € [a, b|.
Comme y € [a, b], il existe un indice i, € I tel que y € O;,. Puisque O;, est un ouvert de R, il existe
€ > 0 tel que

ly —e,y+elC Oy

Comme y est la borne supérieure de X il existe = de X tel que
y—e<z<y.

Alors
[.T,y] C [y_67y+5] C Ozy

Supposons J = Jy U {iy }. Alors J est un sous-ensemble fini de I et on a

la,y] = [a, 2] Ulz,y] C | |J 05 |voi, =] 0;.
jeN jeJ

Donc y € X.
Maintenant montrons que y = b. Supposons que y < b. Alors pour tout z €]y, y + €[N]y,b] on a
[y7 Z] C Oly

Ceci implique
[CL, Z] = [avy] U [y7 Z] - U O;.
iceJ

Alors z € X, ce qui est impossible car y est la borne supérieure de X et z > y. Ce qui donne y = b, i.e.,

beX, [a,bc|]O:

i€J

D’ou tout intervalle fermé borné [a, b] de R est compact.
Remarque 2.4.3 Pour montrer la proposition ci-dessus on peut aussi utiliser le théoréme 2.1.8. Plus

exactement, pour toute suite (z,, )nen d’éléments de [a, b], on peut extraire une sous-suite convergente
en utilisant la méthode de dichotomie.
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2.5 Applications continues sur un compact

La continuité uniforme c’est une notion plus forte que la continuité. La proposition suivante établit
que dans un espace métrique compact, les deux notions sont équivalentes.

Proposition 2.5.1 Soient (X1,d1) et (Xo,ds2) deuz espaces métriques, le premier étant compact. Alors
toute fonction continue de Xy vers Xo est uniformément continue sur Xi.

Démonstration 2.5.2 Par définition de la continuité, pour chaque x € X; et pour tout € > 0, il
existe 0., > 0 tel que

Vy € Xy, di(z,y) < beo = da(f(2), f(y)) <
Par la compacité de X1, on peut trouver un nombre fini de points x1,...,x, tels que

_ " 5E7Ik
Xy = Ba, | 2k, )

k=1

(2.5.1)

| ™

Posons §; = minj <<y, ¢ »,. Pour tout couple (z,y) tel que di(x,y) < 6, il existe 2* € X tel que

)
x,y € By, (x*, ;) .

Comme z* € X et X = J;_, Ba, (mk, 55’;’“) on peut trouver un indice k tel que

1)
xt e By, <$k, E’;k) .

D’un autre coté, pour tout z € By, (:1:*, %5), on a
de 0, 0, 0
d(z,zg) < d(z,z%) +d(z*, x) < Eg + E’;k’ < E’;"' + E’;k =0z, (car 0 < 6cyp, V€ {1,...,n}).

Ceci implique que z € By, (v, 0z,z,, ). Alors

.0
Bdl <$ ’28) . Bdl (x/ﬁ(sf,zk) :

* 0,

Comme x,y € By, (:U ,75), on déduit que z et y soient dans By, (v, 0¢ s, ). Ce qui donne

di(x,x5) < e, € di(y, k) < 0c gy
En utilisant I'inégalité triangulaire et 'inégalité (2.5.1), on obtient

do(f(2), f(y)) < dao(f(2), f(xr)) + do(f (2k), f(y)) <e.

D’ou 'uniforme continuité.

Proposition 2.5.3 Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — R une application continue.
Alors f est bornée et atteint sur X ses bornes (inférieure et supérieure), c’est-a-dire, il existe x1,x9 € X
tels que

f(z1) =sup f(z) et f(zz) = inf f(z).

reX zeX
Démonstration 2.5.4 D’aprés la proposition 2.1.17, f(X) est une partie compacte de R. D’apreés la
proposition 2.2.5, f(X) est fermée bornée. Alors il existe m, M € f(X) tels que

inf f(z) =m et sup f(z)= M.
zeX zeX

Comme m, M € f(X), il existe x1,x9 € X, tels que
sup f(z) = f(z1) et inf f(z) = f(x2).
zeX reX
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2.6 Espaces localement compacts

Définition 2.6.1 Un espace topologique (X, 7T) est localement compact s'il est séparé et si tout point
de X admet un voisinage compact.

Exemple 2.6.2 1. Tout espace topologique compact est localement compact

2. L’ensemble R muni de la topologie usuelle est localement compact. En effet, pour tout x € R,
I'intervalle fermé borné [z — 1,z + 1] est un voisinage compact de x, car il existe un ouvert
]:r— %,x—i— %[ tel que

1 1
we}x—Q,x—i—Q[C [ — 1,z +1].

Proposition 2.6.3 Soient (X1, 71) un espace topologique localement compact, (Xa,72) un espace to-
pologique séparé et f: Xy — Xo une application continue, surjective et ouverte (i.e., l'image de f de
tout ouvert de Xy est un ouvert de Xo). Alors l'espace Xo est localement compact.

Démonstration 2.6.4 Soit y € Xy. Comme f est surjective il existe au moins z € X; tel que f(z) = y.
Soit V' un voisinage compact de z. Alors il existe un ouvert O € 77 tel que

reOCV.

Comme f une application ouverte, on déduit que f(O) est un ouvert de Xo contient y = f(z). D’aprés
la proposition 2.1.17, f(V') est un compact contenant f(O). Alors

y € f(O) C f(V).

Donc f(V) est un voisinage compact de y. D’ou 'espace Xy est localement compact.

2.7 Exercices

Exercice 2.7.1 1. Pour R muni de la topologie usuelle, montrer que lintervalle I =)0, 1] de R n’est
pas compact.

2. Soit N muni de la topologie discret. Montrer que N n’est pas compact.

3. Soient (X, T) un espace topologique séparé et (x,)nen une suite convergente dans X vers la limite
l € X. Montrer que A = {xn,n > 0} J{l} est un compact.

Exercice 2.7.2 Soient (X1,71), (Xo,72) deux espaces topologiques séparés et f : X3 — Xo une
application homéomorphisme. Montrer que si 'un de deux espace est compact alors ['autre est compact.

Exercice 2.7.3 Soient (X,T) un espace topologique séparé, A et B deuzx parties compactes disjoints
de X.

1. Montrer que si x € X\B, alors il existe deuz ouverts disjoints U et V tels que x € U et BC V.
2. Montrer qu’il existe deux ouverts disjoints U et V tels que ACV et BCU.

Exercice 2.7.4 Soient (X,d) un espace métrique et A ,B deuz parties de X.
1. Montrer que si A est compacte, il existe a € A tel que d(A,B) = d(a,B).
2. Montrer que si A et B sont compactes, il existe a € A et b € B tels que d(A,B) = d(a,b).
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3. Montrer que si A est compacte et B est fermée de X tels que ANB =10, alors d(A,B) > 0.

Exercice 2.7.5 Soient (X,T) un espace topologique séparé et (K,)nen une suite décroissante (i.e.,
K,y1 C K, Vn € N) de compactes non vides de X

1. Montrer que (e Kn # 0 et déduire que K = (), oy Kn est compact.

2. Montrer que si ) est un ouvert contenant K, alors il existe un indice ng tel que

K, CQ, VYn>ng.

Exercice 2.7.6 Montrer qu’un espace produit d’une famille finie d’espaces ((Xi, T:))i=f1, ..,n} e€st lo-
calement compact si et seulement si chacun des espaces (X;,T;) lest.
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CHAPITRE 3

ESPACES METRIQUES COMPLETS

Les espaces métriques complets jouent un réle crucial dans de nombreux domaines, tels que I’analyse
fonctionnelle, la géométrie et bien d’autre. Ils ont de nombreuses propriétés importantes; parmi les
application, signalons le théoréme de prolongement des applications uniformément continues et le
théoréme du point fixe.

3.1 Suites de Cauchy

Les suites de Cauchy c’est un outil essentiel pour étudier la complétude des espaces métriques. En
effet, dans un espace métrique complet, toute suite de Cauchy converge vers un élément de I'espace.

Sauf mention contraire, pour la suite (X, d) désignera un espace métrique.

Définition 3.1.1 On appelle une suite de Cauchy toute suite (z,,)nen d’éléments de X vérifiant

Ve>0, AN=N. €N, Vn >m > N = d(zp,xm) < €.

Exemple 3.1.2 On muni R de la distance de valeur absolut |.].

1. La suite (z,,)nen+ de terme général z,, = % est de Cauchy dans R. En effet, soit € > 0, et n > m.
Cherchons N, € N tel que
|Ty — x| <&, Vn>m> N..

On a
1 1 1 1 1 1 2
=l = |5 = —| < 2+ || <-4 - < 2
n m n m n m~- m
Pour que ‘% — %‘ soit inférieure & ¢, il suffit que % soit inférieur & e, c’est-a dire, m > g

En prenant N, = [%] + 1 on aura pour tout n,m > Ng, |z, — x| < &, c’est-a-dire,

2
V€>03NEEN(NE:[]+1)/Vn,m2N5:>\xn—xm\<5.
5
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3.1. SUITES DE CAUCHY o7

2. La suite (yn)nen de terme général y, = exp(—n?) est de Cauchy dans R. En effet, soit 0 < ¢ < 2
(pour € > 2 on a, pour tout n,m € N, |y, — ym| < €) et n > m. Cherchons N, € N tel que

[Yn — ym| <&, V¥n>m > N..

[Yn — Ym| = ‘exp(—ng) — exp(—mQ)‘ < exp(—n?) + exp(—m?) < 2exp(—m2).

Alors pour que |y, — ym| < € soit inférieure & ¢, il suffit que 2 exp(—m?) soit inférieur & e, c’est-

a-dire, m > /—1In(5).

En prenant N = [\/—1In(5)] + 1 on aura pour tout n,m > Ne, |yn — ym| < €.
Proposition 3.1.3 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration 3.1.4 Soit (zy,),en une suite convergente vers x dans X. Alors

Ve >0 3N. €N, VneN(nzNS):>d(a:,xn)<%.

En utilisant ’inégalité triangulaire et 1’inégalité ci-dessus, on obtient, pour tout n,m > Ng,

d(Xp, ) < d(Tp, x) + d(x, 20) < % + % =ec.

Donc (x,)nen est une suite de Cauchy.

Remarque 3.1.5 Une suite de Cauchy n’est pas toujours convergente. En effet, soient Q I’ensemble
des nombres rationnels muni de la distance de la valeur absolue et (x,),en une suite définie par

1 n
xn:<1—i—> n € N*.
n

1 n
lim 2z, = lim <1—|—> — lim e"(+3%) — ¢
n

n—>- 400 n—> -+00 n—-+00

Alors la suite (xy,)nen est convergente dans R vers la limite irrationnelle exp(1). Ceci implique que
(n)nen n'est pas convergente dans Q (car sa limite est irrationnelle). Comme (x,,),en est convergente
dans R, on déduit qu’elle est de Cauchy dans R, c’est-a-dire, pour tout € > 0 il existe N. € N tel que
pour tout n,m > N, on ait

|xy — x| < e.

Il s’en suit que (z,)nen est de Cauchy dans Q.
Proposition 3.1.6 Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

Démonstration 3.1.7 Soient (z,)nen une suite de Cauchy dans X et (z4(,))nen une sous sous-suite
de (zp)nen. Alors par définition d’une suite de Cauchy on a

Ve >0 dN. €N, Vn>m > N, = d(xp,xm) < €.
Comme ¢(n) > n et ¢(m) > m, d’aprés la remarque 1.9.13, on a
¢(n) > ¢(m) > Nq.

Alors
A& (n)s To(m)) < -
Donc (Zg(n))nen est de Cauchy.
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3.1. SUITES DE CAUCHY o8

Proposition 3.1.8 Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration 3.1.9 Soit (x,)nen une suite de Cauchy dans X. Soit € > 0, alors il existe N. € N
tel que Vn > m > N., on ait d(zp, ;) < . Pour m = N¢, on a

d(xn,zN.) <& VYn > Ne.
Posons r = max (d(zn., xo),d(zN., 1), ..., d(xN.,ZN.—1),€). Alors pour tout n € N on a
xn € By(zn,,T).
Donc (x5,)nen est bornée.

Proposition 3.1.10 Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est convergente.

Démonstration 3.1.11 Soit (z,)nen une suite de Cauchy dans X admet une sous-suite (24(n))nen
convergente vers un élément = dans X. Soit € > 0. Alors

IN.eN, Vn,meN, n>m > N, = d(xp, zm) <

o ™

et
IN. €N, VneN, n> N, = d(zy(n), ) <

| ™

Posons N, = maX{Ng/, NEN}. Comme ¢(n) > n, on déduit que pour tout n > N, on a

et d(Ty(ny, ) <

DO ™
| ™

d(Tn, Tm)) <
En utilisant ’inégalité triangulaire, on obtient, pour tout n > N,

g
< —+ - =¢c.
d(l’n,.’l?) = d(x'quﬁ(n)) + d($¢(n),$) < 2 + ) €

Donc la suite (x,)nen est convergente.

Théoréme 3.1.12 Soient (X1,d;1), (Xo,d2) deuz espaces métriques et f : Xy — Xy une application
uniformément continue de Xy dans Xo. Si (xy)nen est une suite de Cauchy de Xy, alors (f(xn))nen
est une suite de Cauchy de Xs.

Démonstration 3.1.13 Comme f est uniformément continue, par définition,
Ve >0 30. >0, Va,y € Xy, di(z,y) < 0. = da(f(x), f(y)) < e. (3.1.1)

Comme (2,,)nen est une suite de Cauchy de Xy, pour d, il existe N. € N (N dépend de . et comme
dc dépend de ¢ alors N dépend de ¢) tel que pour tout n > m > N, on ait

dy(xp, T) < de.

D’aprés (3.1.1), on a
da (f(xn)7 f(xm)) <e.

Donc (f(zn))nen est une suite de Cauchy de Xo.
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3.2 Complétude

Définition 3.2.1 1. L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments
de X converge.

2. Une partie A d'un espace métrique est dite compléte si, munie de la métrique induite, c’est un
espace métrique complet.

Exemple 3.2.2 1. R muni de la distance usuelle (i.e., la distance de la valeur absolue) est complet.
En effet, soit (zy)nen une suite de Cauchy de R. D’apreés la proposition 3.1.8, cette suite est
bornée, c’est-a-dire, il existe une constante positive M > 0 telle que Vn € N,

|z, | < M.
Ce qui donne
Tn € [-M,M] ¥n € N.

Comme [—M, M] est compact, d’apres le théoréme 2.2.3, la suite (z,),en admet une sous-suite
convergente et d’apres la proposition 3.1.10, la suite (xy,),en est converge.
Donc (R, |.|) est complet.

2. Pour X =]0,1[ muni de la distance usuelle d = |., la suite z,, = %, (n > 2), est une suite de
Cauchy et lim,,—, oz, = 0 (0 ¢ X), alors non convergente. Donc (X, d) non complet.

3. D’aprés la remarque 3.1.5, ’ensemble des nombres rationnels Q muni de la distance de la valeur
absolue n’est pas complet.

Proposition 3.2.3 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration 3.2.4 Soient (X,d) un espace métrique compact et (x,)pen une suite de Cauchy
de X. D’apres le théoreme 2.2.3, la suite (x,)pen admet une sous-suite convergente. Et d’apres la
proposition 3.1.10, la suite (x,)nen est converge. Donc (X, d) est complet.

Proposition 3.2.5 Soient (X;,dy) et (Xo,d2) deux espaces métriques. Supposons qu’il existe une ap-
plication bijective f : X1 — Xg telle que f et f=1 soient uniformément continues. Alors (Xi,dy) est
complet si et seulement si (Xg,ds) est complet.

Démonstration 3.2.6 e Soit (Yn)nen une suite de Cauchy de Xy. Soit € > 0. Comme f est
uniformément continue, il existe 6. > 0 tel que pour tout z,z" € Xy, dy(z,2’) < d, on ait

do(f(z), f(2) < e. (3.2.1)

Comme f~! est uniformément continue, d’aprés le théoréme 3.1.12, on déduit que (f~1(yn))nen
est une suite de Cauchy de X; et comme (Xy,d;) est complet, la suite (f~'(yn))nen converge
vers un élément f~!(y) de X;y. Alors pour J, il existe N € N tel que n > N on ait

dl(f_l(yn)a f_l(y)) < 0.

D’aprés (3.2.1), on a
da (F(F 1)) FUL @) < e
Comme f est bijective, on a f(f~ (yn)) = yn, F(f1(y)) =y et y € Xo. Alors

d2 (ynv y) <e.

Donc (yn)nen est convergente. D’ou (X, dz) est complet.
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e Soit (2,)nen une suite de Cauchy de Xj. Soit € > 0. Comme f~! est uniformément continue, il
existe d: > 0 tel que pour tout y,y’ € Xo, da(y,y’) < de, on ait

di(f(y), 7)) <e. (3.2.2)

Comme f est uniformément continue, d’aprés le théoréme 3.1.12, on déduit que (f(xy))nen est
une suite de Cauchy de Xy et comme (Xs,d2) est complet, la suite (f(xy))nen converge vers un
élement f(x) de Xo. Alors pour ¢, il existe Nz € N tel que n > N; on ait

da(f(wn), f(x)) < de.

D’apres (3.2.2), on a
di (f7(f (@), fH(f(2))) <e.
Comme f est bijective, on a f_l(f(mn)) = 2n, f_l(f(a:)) — 2z etz e Xy, Alors

Donc (2 )nen est convergente. D’ou (Xi,d;) est complet.

Proposition 3.2.7 Toute partie fermée munie de la distance induite d’un espace métrique complet est
compléte.

Démonstration 3.2.8 Soient A une partie fermée de I'espace métrique (X, d) et (x,)nen une suite
de Cauchy de A. Comme A est une partie de X, on déduit que (x,)nen est aussi une suite de Cauchy
de X. Puisque (X, d) est complet, la suite (z,)nen est converge dans X. Comme A est fermée, la limite
de cette suite est dans A. Donc A est compléte.

Proposition 3.2.9 Toute partie compléte est fermée.

Démonstration 3.2.10 Soient A une partie compléte de I'espace métrique (X, d) et (2, )nen une suite
d’élément de A convergente. Alors c¢’est une suite de Cauchy. Comme A est compléte, la limite de cette
suite est dans A. Donc A est fermée.

Proposition 3.2.11 Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques complets ((X;, di))z‘e{l o}
est un espace métriqgue complet pour la métrique produit

doo(X, Y) = sup di<xiayi>7
ie{1,....,p}

ot X,Y € [T, X;.

Démonstration 3.2.12 Soient (X, = (T1,,- -, ZTpn))nen une suite de Cauchy de X = [[¥_; X;. Soit
e > 0. Il existe N; € N tel que quelque soient n,m > N on ait

oo (X, Xim) < €.
On a aussi, pour tout i € {1,...,p},
di(a:im, in,m) < doo(Xn7Xm) < €.

Alors la suite coordonnée (z; ,)nen est de Cauchy dans (X, d;). Comme (X, d;) est complet, on déduit
que (x; n)neN converge vers un élément x; dans X;. Montrons maintenant que (X, = (Z1n,. .., Zpn))neN
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converge vers X = (x1,...,xp). Pour tout i € {1,...,p}, il existe N; . € N tel que quelque soit n > N; .
(n € N), on ait
di(xl-m,xi) < €.

Posons N = sup;c(y,. p}{Nie}. Ceci implique que pour tout i € {1,...,p}
di(xi,nwri) < €.

Alors
doo(Xpn, X) = sup di(zin,zi) <e.
i€{l,...,p}

Donc (X, )nen converge vers X. D’out (X, ds) est complet.

3.3 Prolongement d’une application uniformément continue

Proposition 3.3.1 Soient (X1,d1) et (Xo,d2) deux espaces métriques. Supposons (Xa,ds) complet.
Soit A une partie dense dans Xy et f : A — Xy uniformément continue. Alors il eriste une unique
application f : Xy — Xy continue sur Xy qui prolonge f sur Xy. De plus ce prolongement est unifor-
mément continu sur Xj.

Démonstration 3.3.2 Mountrons 'existence de prolongement. Soit x € X; arbitraire. Comme A est
dense dans X, d’apreés la proposition 1.10.59, il existe au moins une suite (zp)neny d’éléments de A
converge vers x. Alors cette suite est de Cauchy de A. Comme f : A — X uniformément continue,
d’aprés le théoréme 3.1.12, la suite (f(xy,))nen est une suite de Cauchy de Xsy. Puisque (X, d2) est
complet, on déduit que (f(xy,))nen converge vers [ € Xy. Posons alors

~ flx) sized
fla) = { l si z e X\A

Il est clair que f est continue sur X;. Montrons maintenant que ]? est uniformément continue. Soit
€ > 0. Par hypothése, f est uniformément continue sur A. Alors il existe § > 0, tel que quelque soient
z,y € A vérifiant di(x,y) < 0 on ait

do(f (), F()) < 5. (3.3.1)

Soient z,y € Xj tels que di(z,y) < 6. Comme A est dense dans Xj, il existe deux suites (xy)nen et
(Yn)nen de points de A telles que

lim dy(zp,2) =0 et lim di(yn,y) =0.
n—-aoo n——aoo

En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient
dy (xny yn) <d; (xnv fE) +d; (l’, y) +dy (ya yn)

En passant & la limite quand n tend vers 400, on aura

hmoo di(Tn,yn) < nlgnoo d1(n; yn) (d1(vn, ) + di(z,y) + d1(y, yn))

n—-r
< dl(:c,y) < 4.
Ce qui montre 'existence de N1 € N tel que, pour tout n > Ny,

d1 (a:n, yn) < 0.
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Alors, d’aprés (3.3.1), pour tout n > Ny, on a

Aa(Flan), F(un)) = dao(f (), fga)) < 5 (car @,y € A, alors f(wn) = F(zn) et f(un) = F(un)):

Comme J?est continue sur X1, on déduit qu’il existe No € N tel que quelque soit n > Ny on ait

do(f(zn), f(2)) <

et do(f(yn), fly)) <

Wl ™
w| ™

Posons N = max{Ni, Na} et en utilisant I'inégalité triangulaire on obtient, pour tout n > N,

do(f(2), f(9)) < da(f(xa), F(2)) + da(f (xa), F(yn)) + d2(f(9), F(yn)
+ % +

IA
Q.

=¢&.

w| ™
Wl ™

Donc f est uniformément continue.

Finalement, montrons ['unicité. Soient fl et fg deux prolongement de f. Alors par définition, pour
tout x € A, on a

fi(e) = f(x)
falw) = f(@).

Alors B B
fl(ﬂf) = fg(x) Vr € A.

On a aussi pour tout x € X;\A il existe une suite (z,,)neny d’éléments de A converge vers . Alors
Ji(zn) = fa(zp).
En passant a la limite quand n tend vers +oo (en utilisant la continuité de fl et fg), on obtient

h= lim fi(zn) = lim _fa(z,) = la.

Donc

fi(z) = fa(x).

3.4 Points fixes des contractions

De nombreuses questions, liées a ’existence et 'unicité des solutions de certains types d’équations
peuvent étre ramenées 4 la question d’existence et d’unicité d’un point fixe pour une applications de
I’espace métrique complet correspondant dans lui-méme.

Définition 3.4.1 Soient (Xi,d;) et (Xg,d2) deux espaces métriques. Une application f : X; — Xy
est dite contractante de rapport 0 < k£ < 1 si et seulement si

Va,y € Xo da(f(x), f(y) < kdi(z,y).

Théoréme 3.4.2 Soient (X,d) un espace métrique et f : X — X une application contractante.
Supposons (X, d) complet. Alors f admet un et un seul point fize i.e., il existe x € X unique tel que

f(z) ==z.
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Démonstration 3.4.3 Soit k €]0, 1] tel que

Vae,y € X d(f(x), f(y)) < kd(x,y). (3.4.1)

e Montrons d’abord 'unicité. Soient z,y € X tels que f(x) = z et f(y) = y. Alors I'inégalité (3.4.1),
assure que

d(x,y) = d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Ceci implique

Comme k£ < 1, on déduit que (1 — k) > 0. Alors
d(xz,y) =0.

Or d est une distance sur X, alors
T =y.

e Montrons maintenant 'existence. Soit zy € X. Nous partons de x et définissons une suite (2, )neN
par relation de récurrence z,4+1 = f(x,). En utilisant (3.4.1), on obtient

d(l‘n+1a mn) = d(f(l‘n) (:En 1))
< kd(zp, xp_1) = kd(f(zn-1), f(Tn-2))
< kkd(vp—1,Tn—2) = K2d(f(zn-2), f(¥n—3))

S knd<$1, 1'0).
En utilisant 'inégalité triangulaire et 1'inégalité ci-dessus et pour tout p € N, on obtient

d(@ntp, tn) < d(Tntps Tngp—1) + d(Tnap—1, Tnap—2) + . + d(Tny1, Tn)
< kn+p_1d(x1, xo) + kn+p_2d(x1, xo) +...+ k’nd<l‘1, 1‘0)
< (KM kPR K d (2, 20)

1—kP
< k" Tk d(z1,z0) (la somme de terme d’une suite géométrique k")
n
=3 kd(:cl,xo) (car (1 —kP) < 1)
Puisque 0 < k < 1, on déduit que
lim k" =0.
n—> 400
Alors .
< i =
ngriloo d(Zpqp, ) < ngrflkoo . kd(xl,xo) 0.

Il s’en suit que pour tout € > 0, il existe un N, € N tel que pour tout n > N, et pour tout p € N,
on ait
d(Zpqp, Tn) < €.

Donc (zp,)nen est une suite de Cauchy. Comme X est complet, cette suite converge vers un point
x dans X. En utilisant I'inégalité (3.4.1),on obtient

0 <d(f(z),z,) =d(f(x), f(xn-1)) < kd(x,z,).
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En passant a la limite quand n tend vers & 400, on aura

0<d(f(z),z)= lim d(f(x),z,) <k lim d(z,z,—1)=d(z,z)=0.

n—-+00 n—-+00
Alors d(f(z),x) =0 et ce qui donne f(x) = x.
Remarque 3.4.4 1. Si (X, d) n’est pas complet, alors le théoréme précédent n’est pas vrai. en effet,

soit X = Q% , muni de la distance de la valeur absolue. Alors (Q7, |.|) n’est pas complet (voir la
remarque 3.1.5 et 'exemple 3.2.2). Soit f : Q% — Q une application définie par

1
f(;v):$+1
On a, pour tout z,y € Q% ,
_ 1 _ 1 _ Yy—T _
1)~ 101 = |57 1| = [y | <l G @+ > )

Alors
(@) = fy)| <klr—y| (avec 0 <k <1).

Donc f est contractante de rapport 0 < k < 1. On a aussi

=r=1"+1-1=0=1=

(1+v5) ¢ Q.

NN

flz) ==

T+ 1

Alors f n’admet pas un point fixe.

2. Si f n’est pas contractante, alors le théoréme ci-dessus n’est pas vrai. En effet, soit X = R, muni
de la distance usuelle. Alors (R, |.|) est complet. Soit f : R — R une application définie par

f@)=a+1.
On a, pour tout z,y € R,
[f@)—fy)l=le+1-(y+D[=l|z—yl.

Alors f n’est pas contractante. Supposons maintenant que f admet un point fixe, c¢’est-a-dire, il
existe x € R tel que

flz)=r=12+1=2=1=0 (Impossible!!).

Alors f n’admet pas un point fixe.

3.5 Exercice

Exercice 3.5.1 Soit dy et dy deux distances équivalentes sur X. Montrer que une suite (x,,) d’élément
de X est de Cauchy dans (X, dy) si et seulement si elle est de Cauchy dans (X, da).

Exercice 3.5.2 Soient l’ensemble Q muni de la distance usuelle |.| et (xn)nen une suite des nombres
rationnels définie par

Vn > 1.
1+z,

ro=1 el zpy =

1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, on a 0 <z, < 1.

64



3.5. EXERCICE 65

2. Supposant que (x,)nen est convergente, calculer sa limite.
3. Déduire que (Tp)nen est une suite de Cauchy sur R et sur Q.

4. Déduire que (Q,|.|) n'est pas complet.

Exercice 3.5.3 Soient (X,d) un espace métrique et (F;);.r une famille quelconque des parties com-
plétes de X. Montrer que lintersection (\;c; F; est compléte.

Exercice 3.5.4 Soient X un ensemble, (Y,d) un espace métriqgue complet et B(X,Y) l'ensemble des
applications bornées définies sur X ¢ valeur dans Y. Considérons la distance de la convergence uniforme
définie par
Tre
1. Montrer que (B(X,Y),ds) est complet.

2. Supposons que X est muni de la distance d*. Soit Cp(X,Y) Uensemble des fonctions continues
bornées de X dans Y. Montrer que (Cp(X,Y), ds) est complet.

3. Déduire que (C([0,1],Y),ds) est complet, ou C([0,1],Y) l’ensemble des fonctions continues sur
[0,1] dans Y.

Exercice 3.5.5 Soient X = C1([a,b],R) et ds une application définie sur X a valeur dans R par

doo(fy9) = sup [f(x) —g(x)|.
z€|a,b]

Soit aussi (fn)nen+ une suite d’éléments de X définie par

fn(:z):\/<:c—a_2‘_b>2+;2.

Vérifier que doo c’est une distance sur X

Montrer que (fn)nen+ est une suite de Cauchy de (X, ds).
Pour tout x € [a,b] Calculer la limite de f,(x).

e e =~

Supposons que cette limite c¢’est f. Montrer que
lim doo(fn, f) =0.
n—aoo

5. Montrer que f ¢ X.
6. Déduire que (X,d~) n'est pas complet.
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CHAPITRE 4

ESPACES CONNEXES

La notion de connexité est trés importante en topologie. Si ’on cherche a s’en faire une représen-
tation intuitive, on retiendra qu’une partie connexe ne comporte qu'un seul morceau.

4.1 Connexité

4.1.1 Cadre général

Définition 4.1.1 On dit que un espace topologique (X, 7") est connexe si X et () sont les seules parties
ouvertes et fermées & la fois de X.

Définition 4.1.2 On dit que une partie A dans espace topologique (X, T) est connexe si A et () sont
les seules parties ouvertes et fermées de A (ici les ouverts et le fermeés au sens de la topologie induite

sur A).

Proposition 4.1.3 Soient (X, T) un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) L’espace (X,T) est conneze.
(i7) X et () sont les seuls ouverts et fermés de X.
(#i7) 1l n'existe pas de couple d’ouverts non vides de X, disjoints et de réunion égale a X,
(1v) il n'existe pas de couple de fermés non vides de X, disjoints et de réunion égale a X.
Démonstration 4.1.4 e (i) < (i1) Découle de la définition 4.1.1.

e (i1) = (7i7) On suppose par I’absurde qu’il existe deux ouverts O; et Oy non vides, disjoints tels
que
O1U0Oy =X,

Alors O1 = X\O3 et Oy = X\ O sont des fermés de X. Donc O et Os sont des ouverts et fermés
de X. Cela contredit la propriété (ii).
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o (iii) = (i) Soit O une partie ouverte et fermée de X. Alors O est un ouvert et fermé de X (O
et O sont disjoints) et O U O = X. D’aprés la propriété (4ii), il n’existe pas deux ouverts non
vides, disjoints et de réunion égale a X. Alors O peut étre I'ensemble vide, donc O¢ =X, ou O¢
doit étre I'ensemble vide, donc O = X. D’ott X et () les seules parties ouvertes et fermées de X.

e (i1i) = (iv) On suppose par absurde qu’il existe deux fermés F et Fy de X non vides, disjoints
et de réunion égale a X. Alors F¥ = X\Fy et FY = X\F; sont des ouverts non vides de X,
disjoints tels que FC U F{ = X. Cela contredit la propriété (iii).

e (iv) = (iii) On suppose par I’absurde qu’il existe deux ouverts O; et Oz de X non vides, disjoints
et de réunion égale a X. Alors O = X\O; et OF = X\ O3 sont des fermés non vides de X, disjoints
tels que OF U O = X. Cela contredit la propriété (iv).

Exemple 4.1.5 1. Soit X = {a,b}. Si

(i) X est muni de la topologie discréte T = {0, {a}, {b}, X}, alors la partie X n’est pas connexe.
En effet, il existe deux ouverts (aussi sont des fermes) {a} et {b} disjoints et non vide de X
tels que

{a} U} =X.

(i7) X est muni de la topologie 7' = {0, {a}, X}, alors X est connexe. En effet, X et () sont les
seules parties ouvertes et fermées de X.

2. Soit (X, 7T) un espace topologique séparé. Alors toute partie finie A de X ayant au moins deux
éléments de X n’est pas connexe. En effet, on suppose que A = {z1,...,x,} contient n éléments
de X, alors il existe des voisinages (V;);cq1,....n} disjoints de tous les éléments de A. Ceci implique
qu’il existe des ouverts (Oi)z‘e{l,...,n} disjoints et non vides de X tels que

U “no)=a
ie{l,...,n}

On a (AN O1) et (Uigga,..n} (AN O;)) (la réunion des ouverts est un ouvert) sont deux ouverts
disjoints et non vides de A tels que

Anonu| |J “Anoy|= |J “Ano)=A

1€{2,....,n} 1€{l,....,n}
Donc A n’est pas connexe.

3. Tout espace muni de la topologie grossiére est connexe.

Proposition 4.1.6 Soit (A;);c; une famille de parties connezes telle que

ﬂAi#@.

el

Alors la réunion de cette familles est connere.

Démonstration 4.1.7 Raisonnons par ’absurde et supposons que U;cr.A; n’est pas connexe. Alors il
existe deux ouverts O1 et O de U1 A; non vide, disjoints tels que

UiEI-Ai = 01 U OQ.

Pour tout ¢ € I, on a

A; = (Aiﬁ(’)l)U(Aiﬂ(Dg).
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Les parties A; N O1 et A; N Oy sont des ouverts disjoints dans 4; (topologie induite). Comme A;
est connexe l'un de ces ouvert est vide. Puisque O; et Os sont disjoints, on déduit que A; C O ou
A; C Oy. Posons I = I U I tels que

A;CcC Oy siiel; et A, C Og sl i€ .

Alors

NA=[NA4 N[ A]| cono,=0.

i€l i€l ISP

Ce qui contredit 'hypothése.
Proposition 4.1.8 L’adhérence de toute partie conneze est conneze.

Démonstration 4.1.9 Soient (X, T) un espace topologique et A une partie conneze de X. Montrons
par Uabsurde que A n’est pas conneze. Alors il existe deur ouverts Oy et Oy disjoints et non vides de
A tels que

O1U0y = A.

Comme O1 et Oy sont deux ouverts non vides de A, on a O1NA# 0 et OaN A # 0. On a aussi
(O1NA) et (02N A) deux ouverts disjoints A (topologie induite). En plus on a

(O1NA)UONA) =A.

Done A n'est pas connexe. Ce qui constitue une contradiction avec I’hypothése.

Théoréme 4.1.10 (de Bolzano) Soient (X1, T1), (Xo, T2) deux espaces topologies et f : X3 — Xo une
Uapplication continue. Alors limage de toute partie connexe de Xy est une partie conneze de Xs.

Démonstration 4.1.11 Soit A une partie de Xj. Raisonnons par I'absurde et supposons que f(A)
n’est pas connexe. Alors il existe deux ouverts O; et Oy disjoints et non vides de f(.A) tels que

01U, = f(A).

Comme O7, Oy sont des ouverts et f est une application continue, on déduit que f~1(01) et f~1(02)
sont des ouverts disjoints et non vides de X; tels que

AC fHf(A) = fHO1U0:) = fFH(O01) U fH(O2).
Alors AN f7HOq) et AN f~1(03) deux ouverts disjoints et non vides de A tels que
A= (AN fFHO))U (AN fFH(02)).

Donc A n’est pas connexe. Ce qui contredit 'hypothése.

Il est fréquent d’utiliser la caractérisation suivante pour établir la connexité d’une partie, car elle offre
une approche pratique et efficace pour démontrer ce type de résultat.

Proposition 4.1.12 Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. Alors A est connexe

st et seulement si toute application continue de A dans {0,1} est constante ot {0,1} est muni de la
topologie discrete T' = P({0,1}).
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Démonstration 4.1.13 e Soient A est connexe et f une application continue de A dans {0,1}.
Alors f(A) est connexe. Puisque {0,1} n’est pas connexe (voir I'exemple 4.1.5), la partie f(.A)
ne doit comporter qu'un seul élément 0 ou 1.
e Réciproquement, procédons par contraposition. Supposons que A n’est pas connexe. Alors il
existe deux ouverts O; et Oy disjoints et non vides de A tels que

O,U0; = A.
On définit la fonction f sur A par
0 pour tout z € Oy
flz) = { 1 pour tout x € Os

Il est clair que

{ FH)=01, ') =0y et fH0)=0
o) = oyu{ty) = o ui{i) = A
Alors f est continue et non constante.

Ce que conclut la démonstration.

Corollaire 4.1.14 Soit (A;)icr une famille des parties connexes d’un espace topologique telle que
AinA; #0, Yi#j.
Alors la réunion de cette famille est connezxe.
Démonstration 4.1.15 Soient f : U;erA; — {0,1} une application continue et z,y € U;crA; tels
que x # y. Alors il existe 4, j € I tels que
reA et yeA;.

Comme les restrictions f| 4, et f|4, sont continues et comme A; et Aj sont connexes, on déduit que f)4,
et fla,; sont constantes. Notons par a; € {0, 1} la valeur de cette constante pour f| 4, et par a; € {0,1}
la valeur de cette constante pour f4,- Alors

Va' € Ai, fla(2') = f(@') =a;i et VY € Aj, fia,(v) = f(Y) = a;.
Comme A; N A; # 0, il existe au moins a* € A; N A;. Alors
ai = fla,(a") = flana, (@) = fla, (@) = a;.
Ceci implique que, pour tout @’ € A; et y € A;, on a
(@) = fia, (@) = fla, () = f&).
Comme x € A; et y € A; on déduit que
f(@) = fia,(x) = fla;(y) = f(y).

Ce qui prouve que f est constante sur U;crA;. Donc U;er A; est connexe.

Corollaire 4.1.16 Soient (X,T) un espace topologique et A une partie conneze de X. Alors toute

partie B de X telle que A C B C A est conneze.

Démonstration 4.1.17 Soient f : B — {0,1} une application continue et b un point de B. Alors
[ restreinte a A est continue. Comme A est connexe, on déduit que f| 4 est constante. Supposons par
exemple que f(A) = {0}. Puisque B C A, on a b € A. Alors

0= 1@ =0

Ce qui prouve que f est nulle sur B. Donc f est constante sur B. D’oit B est connexe.
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4.1.2 Parties connexes de R

Proposition 4.1.18 Les parties connezes de R sont les intervalles.

Démonstration 4.1.19 (i) Supposons que A est une partie connexe non vide de R et montrons
que c’est un intervalle de R. Raisonnons par ’absurde et supposons que A n’est pas un intervalle.
Alors il existe deux points = et y de A tels que z < y et [z,y] ¢ A. Ceci implique qu’il existe
z € R tel que

z € [z,y]\A.

On remarque que AN| — 00, 2] et ANz, +00[ sont deux ouverts disjoints et non vides de A tels
que

(AN] — 00, z[) U (AN]z, +o0[) = A.
Alors A n’est pas connexe. Ce qui constitue une contradiction avec les hypothéses.

(74) Soit A un intervalle non vide de R. Montrons que A est une partie connexe de R. L’intervalle .4
peut s’écrire comme une réunion d’'une famille de la forme [a;, b;], i € I dont Uintersection est
non vide, i.e.,

A = U [aiu bz])
i€l
ou [aj, bs) N [aj,b;] # 0, Vi # j. Montrons d’abord que, pour tout i € I, U'intervalle [a;, b;] est
connexe. Raisonnons par I’absurde et supposons que [a;, b;] n’est pas connexe. Alors il existe deux
fermeés K et Ky (donc deux compacts) disjoints et non vides tels que

[ai,bi] = K7 UKos.
Ceci implique qu’il existe deux point z1 € K7 et x2 € K> tels que
d(K1, ko) = |x1 — x|,  (voir Pexercice 2.7.4).

Comme K1NKy # 0, on a xq1 # x9 et Uintervalle non vide |z1, xo[ si 21 < 22 ou |zg, x1[ si zo < 21
n’appartient pas a K; U Ko = [a;, b;]. Ce qui est absurde. Alors [a;, b;] est connexe.
D’aprés la proposition 4.1.14, on déduit que A = U;er[as, b] est une partie connexe de R.

Théoréme 4.1.20 Soient A une partie connexe d’un espace topologique (X, T) et f: A — R une
application continue. Alors f(A) est un intervalle de R.

Démonstration 4.1.21 D’aprés la proposition 4.1.10, f(.A) est une partie connexe de R. Et d’aprés
la proposition 4.1.18, f(.A) est un intervalle de R.

4.1.3 La connexité par arcs

Définition 4.1.22 Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie non vide de X. Soit (a,b) un
couple de points de A. on dit qu’une application ¢ : [0,1] — A est un chemin de A allant de «
vers b si elle est continue et vérifie (0) = a et ¥(1) = b.

Définition 4.1.23 On dit que la partie A de V'espace topologique (X,7) est connexe par arcs si
pour tout couple (a,b) de points de A il existe un chemin de A allant de a vers b.

Proposition 4.1.24 Tout espace topologique connexe par arcs est conneze.
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Démonstration 4.1.25 Soient (X, 7) un espace topologique A une partie de X, connexe par arcs et
f: A — {0,1} une application continue. Soient (a,b) un couple de points de A. Alors il existe un
chemin ¢ € C([0,1],.A) tel que ¥(0) = a et ¥(1) = b. L’application composée foyy : [0,1] — {0, 1} est
continue. Puisque l'intervalle [0, 1] est connexe, on déduit que foi est constante. Alors
foy(0) = foy(1).
Comme fop(0) = f(a) et foy(1) = f(b), on déduit que
fla) = fo(0) = foip(1) = f(b).

Alors f est constante. D’aprés la proposition 4.1.12, la partie A est connexe.

4.2 Composantes connexes

Définition 4.2.1 Une relation d’équivalence sur un ensemble X est une relation binaire ~ sur X
qui est a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Définition 4.2.2 On dit que deux points x et y d’un espace topologique (X, 7)) sont connectés, s’il
existe une partie connexe de X contenant a la fois x et y.

Proposition 4.2.3 La relation x et y sont connectés dans X est une relation d’équivalence dans X.

Démonstration 4.2.4 On a toute partie réduite & un élément est connexe, alors cette relation est
réflexive. 1l est clair qu’elle est symétrique. Elle est aussi transitive. En effet, si x et y sont connectés
dans X et si y et z sont connectés dans X, alors il existe deux connexes C et C' tels que z,y € C
et y,z € C'. La réunion C' U C’ est nécessairement connexe (car C' et €’ deux connexes dont leur
intersection n’est pas vide, contenant y, alors C'U C” est connexe (voir proposition 4.1.14)). Alors x et
z sont contenus dans le méme connexe, par conséquent, connectés. Ce qui la démonstration.

Définition 4.2.5 Une classe d’équivalence de X par rapport & la relation d’équivalence ~ s’appelle
une composante connexe de X. On la note par C(z).

Proposition 4.2.6 La composante connexe C(xz) d’un point x d’un espace topologique (X,T) est la
réunion de tous les connezxes contenant x ; c’est aussi le plus grand connexe contenant x.

Démonstration 4.2.7 Soit Bla réunion de tous les connexes contenant x. D’aprés la proposition (4.1.14),
B est connexe. Alors y € B entraine y ~ . Ceci implique que l'inclusion de B dans C'(x). Réciproque-
ment, y € C(z) entraine I'existence d’un connexe C' contenant = et y. Comme B est la réunion de tous
les connexes contenant x, on déduit que C(z) est contenue dans B. Donc

C(x) = B.

Corollaire 4.2.8 Un espace topologique (X, T) est connexe si et seulement si, pour tout x € X, on a
C(z) =X.

Démonstration 4.2.9 Soient X est connexe et x € X. Il est clair que X est le plus grand connexe
contenant x. D’aprés la proposition 4.2.6, C'(x) est le plus grand connexe contenant x. Alors

X =C(z).

La réciproque est évidente.
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Proposition 4.2.10 Une composante conneze de X est fermé dans X.

Démonstration 4.2.11 Nous montrons que C(z) = C(x). Il est clair que

C(z) C C(z).

D’apreés la proposition 4.1.8, Padhérence C(x) de C(x) dans X est encore connexe contenant . Comme

C(x) est le plus grand connexe contenant x, on a nécessairement C(z) C C(z). Ce qui donne

Donc C(z) est ferme.

4.3 Espaces localement connexes

Définition 4.3.1 Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que X est localement connexe si tout
point de X posséde un systéme fondamental (ou base) de voisinage connexes. Autrement dit, quel que
soit le point x de X et le voisinage V de z, il existe un voisinage connexe V' de x, contenu dans V.

Exemple 4.3.2 1. L’espace R est localement connexe. En effet, 'ensemble des intervalles
le—rz+r[, our>0

constitue un systéme fondamental de voisinages connexes du z.
2. Soit X = {a, b, ¢, d} muni de la topologie T = {0, {c}, {a, c},{a,b,c}, X}.

e Les voisinages de a sont {a,c}, {a,b,c} et X qui sont connexes. En effet, pour A = {a, c},
on a Ty = {0, A,{c}}. Alors les seules parties fermeées et ouvertes de A sont ) et A. Donc
(A, T4) est compact.

e Les voisinages de b sont {a,b,c} et X qui sont connexes.
e Les voisinages de ¢ sont {c}, {a,c}, {a,b,c} et X qui sont connexes.
e Le seul voisinage de d est X qui est connexes.

Alors (X, T) est localement connexe.

Proposition 4.3.3 Si un espace topologique (X, T) est localement conneze, alors toute composante
conneze est @ la fois ouverte et fermée dans X.

Démonstration 4.3.4 Soit C(x) une composantes connexe de z dans X et soit y € C(x) (alors y € X).
Comme X est localement connexe, le point y posséde un voisinage connexe. Alors tous les points de
ce voisinage sont connectés a y, et par conséquent aussi a x. Ceci implique que C(z) contient tout ce
voisinage. Donc C(z) est ouverte. Elle est aussi fermée d’aprés la proposition 4.2.10.

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1 1. Soient X = {a,b,c,d} et T = {0,{b},{c},{b, c},{a,c,d},X} une topologie sur
X.

(a) X est-il conneze ?

(b) Les parties {a,c} et {b,d} sont-elles connexes ?
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2. Démontrer qu’un espace topologique discret (X, T) est connexe si et seulement s’il est réduit a un
point.

Exercice 4.4.2 Soient (X,T) un espace topologique et A une partie connexe de X.
1. Soient O1 et Os deux ouverts disjoints de X tels que X = O1 U Q2. Monter qu’on a

AcC O ou bien AC Os.
2. Soient F1 et Fs deux fermés disjoints de X tels que X = F1 U Fo. Monter qu’on a

ACF ou bien AC .

3. Soit O une partie ouverte et fermée de X telle que O N A # (). Montrer que A C O.

Exercice 4.4.3 Soient A et B deux parties d’un espace topologique. Montrer que
1. Si A et B sont deux fermées et si AU B et AN B sont connexes, alors A et B sont connezes.

2. Si A et B sont connezes et si ANB ou AN B est non vide, alors AU B est connexe.

Exercice 4.4.4 Soient X = {a,b,c,d,e} et T = {0,{b},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d},X} une topologie
sur X. Montrer que (X,7T) est conneze et localement conneze.

Exercice 4.4.5 1. Montrer qu’un espace discret ayant plus d’un point est localement connexe.

2. Montrer que tout sous-ensemble ouvert d’un espace localement connere est localement connexe.
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CHAPITRE D

ESPACES VECTORIELS NORMES

Ce chapitre expose un cas particulier et fondamental d’espace métrique. Un espace métrique peut
étre un ensemble quelconque, alors qu'un espace vectoriel normé posséde une structure algébrique.

5.1 Normes

Définition 5.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une fonction ||.|| : E — R4 est appelée
norme sur E si elle vérifie les conditions suivantes

(i) ||z|| = 0 <= z = Og, ou Og est le vecteur nul de E.
(i71) YA e K, Yz € E, |Az||A] |-
(ii) Y(w,y) € B2, [z +yl < ll=ll + [ly]-

A partir de I'inégalité triangulaire, on peut déduire I'inégalité suivante

ezl =1yl < llz = yll-

En effet, on a
[zl = llz —y +yll < llz —yll + lyll-

Ce qui donne

]| = [lyll < llz = yll.- (5.1.1)
On a aussi

lyll = lly =z +zll < lly — 2l + |zl = llz =yl + [l=]| -

Alors

Iyl = Izl < llz =yl
Ceci implique

= (lzll = llyl) < llz = yll- (5.1.2)

D’aprés (5.1.1) et (5.1.2), on trouve

ezl = lylll < [l =yl -
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Définition 5.1.2 Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 5.1.3 1. La valeur absolue c’est une norme sur R. Le couple (R, |.|) est un espace vectoriel
normeé.

2. Soit [E = R™. Les applications suivantes

NI

n n
2
Mmzzmm|wm:@]m) et [|X]ly = max |ai],
=1 =1

-----

ou X = (z1,...,2,) € R"” sont des normes sur R".

3. Soit C([a, b], R) I'espace des fonctions continues sur [a, b] (a < b) & valeurs dans R. Les applications
suivantes

b b 3
= [ @lde 1= ([ 1@ ) 1l = s 1760)

z€[a,b]

ou f € C([-1,1],R) sont des normes sur C([—1, 1], R).

4. Soit B(X,R) l'espace vectoriel sur R des fonctions définie sur X, a valeurs dans R, et qui sont
bornées sur X. L’application

= \lfl = sup|f(z)]
zeX

est une norme sur B(X,R).

5.2 Distance associée A une norme

Proposition 5.2.1 Si (E,|.||) un espace vectoriel normé, alors la fonction d : E x E — R définie
par
d(z,y) = ||z -yl

est une distance sur E (On Uappelle distance associée a la norme).

Démonstration 5.2.2 On a,

(1) pour tout x,y € E,
dlz,y) =0<= |z —y[|=0<=zr—-y=0<=z =y,
(i) pour tout z,y € E,
d(z,y) = llz =yl = [[-1y — 2)[| = [-1ly — || = [ly — ]| = d(y,z),
(#i7) pour tout z,y,z € E,
d(z,z) = |z =z = lz —y +y — 2| < llz —yll + lly — 2[| = d(z,y) + d(y, 2).

Alors d ¢’est une distance de E.

Définition 5.2.3 Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.
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5.3 Normes équivalentes

Définition 5.3.1 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||.||; et ||.|[. On dit que ces deux

normes sont équivalentes s’il existe deux constantes C7 et Co strictement positives telles que

Ve € B, Crllzl); < llzly < Co ]y

Exemple 5.3.2 Dans R? les normes
Xy = [oa] + |z2| et [|X|[o = max (o], [22])

ott X = (z1,72) € R?, sont équivalentes. En effet, pour tout X = (x1,72) € R?, on a
[ Xy = |za] + |zo| < 2max (Jo1], [z2]) = 2] X[

et
[ Xl oo = max ([21], [22]) < [21] + |z2| = [ X]]; -

Alors
[X oo < 1XTl; <2 X -

Donc ||.||; et ||.]|o, sont équivalentes.

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1 1. Montrer que les applications suivantes sont des normes sur R"
(a) X1l = 225 |wil,
2
() X1, = (X0 fal®)

(¢) I Xl = supi—qy,...ny (|zil),
ot X = (z1,x9,...,2)

[N

2. Etablir que ces normes sont équivalentes.

Exercice 5.4.2 Fizons un réel p > 1. Soit ||.|| : R™ — Ry une application définie par

1
n P
X1, = (Z |x§’> (ot X = (x1,...,2,) € R ).
=1

1. Montrer les inégalités suivantes

(a) (Inégalité de Young) Pour tout a,b € Ry on a

alP bl
ab < — + —
q
ot p et q sont des conjugués (i.e., % + % =1).
(b) (Inégalité de Holder)
n
i=1
ot q est 'exposant congugué de p (i.e., 117 + é =1 etY = (y1,...,yn) € R".
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(c) (Inégalité de Minkowski) Pour tout X, Y € R", on a
X+ Y, < [1XIl, + Y], -
2. Vérifier que ||.||, est une norme.

Exercice 5.4.3 Soit E = C([a,b],R) (a,b € R, a <b).

1. Monter que les applications suivantes de E dans Ry sont des normes sur E.

(@) I, = [} ()] do.

() £l = (J7 1 (@) de)
(¢) [1flloe = suPreiap 1f(2)]

2. Comparer ces distances.

N

3. On consideére la suite de fonction (fn)n>1 définie sur [0,1] par

9 ) 1
n°x st 0Lz < —
n
9 o1 2
fn(x) =4 —n?z+2n st —<x<-—
n n
2
0 st —<x<l1.
n

(a) Calculer || fully, I fnllo et || fnllo-

(b) Déduire que les normes || fully, | fulla €t || fulloo ne sont pas équivalentes.

Exercice 5.4.4 Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Montrer que les applications suivantes
EXE—E, (z,y)—»x+y et KxE—=E (\z)— A\

sont continues.
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CHAPITRE O

CORRIGES DES EXERCICES

6.1 Exercices du Chapitre 1

Exercice 1.11.1
1. e Les topologies qui contiennent 2 éléments est seulement la topologie grossiére, c’est-a-dire,
la topologie T = {0, X}.

e Les topologies qui contiennent 3 éléments sont

Ti={0,{a}, X}, T2 ={0,{b},X}, T3 ={0,{c}, X}, Ta={0,{a, b}, X},
Ts = 1{0,{a,c}, X}, T6 = {0, {b, c}, X}.

e Les topologies qui contiennent 4 éléments sont
Ti ={0.{a},{a,0}, X}, To = {0,{a},{a, c},X}, T3 ={0,{a} {b,c}, X},
Ta={0,{b},{a,0}, X}, T5 = {0,{b}, {a, c}, X}, Ts = {0, {b}, {b, c}, X},
Tr ={0,{c},{a, 0}, X}, Ts ={0,{c},{a,c}, X}, To = {0, {c}, {b, c}, X},

2. Les hypothéses nécessaires pour que la famille 7 = {0, A, B,X} définisse une topologie sur X
sont

e AUB=Xet ANB=0.
e ACBouBcCA.
3. (i) OnaX e T, car X¢ = () est fini. Alors §,X € 7.
(7i) Soit (O;)ier une famille quelconque d’éléments de 7. Montrons que U;eO; € T, ¢’est-a-dire,
(Uig(’)i)c est fini.
Pour tout i € I, on a O; € T, alors (’)Z»C est fini. D’un autre co6té on a

C
(U a;) = or.
el el

Puisque 'intersection quelconque des ensembles finis est finie, on déduit que (Uj;e I(’)i)c est
fini.
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(73i) Soit (O;)1<i<n, (n € N) une famille fini d’éléments de 7. Montrons que N, O0; € T, ¢’est-
a-dire, (ﬁ?zl(’)i)c est fini.
Pour tout i € {1,...,n}, on a O; € T, alors OF est fini. D’un autre coté on a

n C n
(ﬂa>:uq1
=1 =1

Puisque la réunion finie des ensembles finis est finie, on déduit que (ﬂ;;l(?i)c est fini.

Donc T est une topologie sur X.

Exercice 1.11.2

(i) Pour tout i € I, on a 0, X € 7;. Alors 0,X € T.

(1) Soit (Oj)jcs une famille quelconque d’éléments de 7. Alors pour tout i € I, (O;)jes est une
famille quelconque d’éléments de 7;. Comme 7; est une topologie sur X, on déduit que pour tout

i1€1l,0na
JoeT.
JjeJ
Alors
U Oj S m% =T.
JjeJ 1€1

(iii) Soit (Oj)jequ,...n}> (n € N) une famille finie d’éléments de 7. Alors pour tout i € I, (O;)jeq1,....n}
une famille finie d’éléments de 7;. Comme 7; est une topologie sur X, on déduit que pour tout

i1€1l,ona
m Oj € 7;
j=1
Alors .
0;eTi=T.
=1 iel

Donc T est une topologie sur X.

Exercice 1.11.3

1. Soit A C B.

(a) Par définition A est le plus grand ouvert contenu dans 4. Alors A c B. Comme B est le
plus grand ouvert contenu dans B, on déduit que A C B.

(b) Par définition B est le plus petit fermé contenant B. Alors B contenant aussi A. Comme A
est le plus fermé contenant A, on déduit que A C B.

2. (a) e Premiérement, montrons que ANBc ANB. Soit © € AN B. Alors d’aprés la proposi-
tion 1.3.2, on a

AN B e Vx(z).

Ceci implique
A€ Vx(z) et Be Vx(z).
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Alors z € A et z € B. Ce qui donne
S .A N B.
Donc .
ANBc ANnB.
e Maintenant, montrons que ANB c ANB. Soit x € ANB. Alors 2 € A et = € B. il
s’en suit que A € Vx(z) et B € Vx(z). Alors

ANB e Vx(x).

Ce qui implique
re ANB.
Donc i
ANBc ANB.
Ce qui prouve
ANB=AnNB.
(b) e Premiérement, montrons que AUB C AU B. Soit x € AUB. Alors pour tout V &

Vx(z), on a
(AuB)NV £0.

Ceci implique

(ANVYU(BNV) #0.
Alors (ANV) # 0 ou (BNV) # (. 1l sen suit que x € A ou z € B. Ce qui donne

xre AUB.

Donc

AUBc AUB.

e Maintenant, montrons que AUB C AU B. Soit z € AUB. Alors x € A ou = € B. Ceci
implique que pour tout V € Vx(z),ona ANV £ 0 ou BNV # (). Alors

(ANVYU(BNV) #0.

Ce qui implique

(AUB)NV #0.
Il s’en suit
r€ AUB
Ce qui donne
AUBcC AUB
Donc
AUB=AUB
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3. (a) Soit z € AUB. Alors z € A ou z € B. Ceci implique que A € Vx(x) ou B € Vx(z). Alors

AUB € Vx(z).
Donc .
re AUB.
Ce qui prouve )
AUBc AUB.

(b) Soit z € AN B. Alors pour tout V € Vx(z), on a
(ANB)NV £0.

Ceci implique

ANV)N(BNV) #0.
Alors ANV # @ et BNV # (). Ce qui donne = € A et x € B. Donc
re ANB.
Ce qui montre -
ANBC ANB.
4. (a) e Premiérement, montrons que X\ A C 3(\,\4 On a A C A, alors X\ A C X\ A. Comme A

est un fermé, on déduit que X\ A est un ouvert contenu dans X\.A. Puisque X\ A est le
plus grand ouvert contenu dans X\.A4, on déduit que

X/A c X\A.

e Maintenant, montrons que X\.A C X\A. On rappelle que si x ¢ A, alors il existe un
voisinage V de x tel que

ANV =0.
Soit = € m Alors X\ A € Vx(z). Ceci implique qu’il existe un ouvert O de X tel que
r e O CX\A

Alors
ANO # 0.

Comme O est un voisinage de x (ouvert contient x est un voisinage de x), on déduit
que = ¢ A. Alors

r € X/A.
Donc .
3?\,\4 C X\ A
Ce qui montre )
X\A = X\A.

(b) e Premiérement, montrons que X\.A € X\\A. On a A C A, alors X\\A C X\/A. Comme
A est un ouvert, on déduit que X\ A est un fermé contenant X\.A. Puisque X\ A est le
plus petit fermé contenant X\A, on a

X\A c X\ A
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e Maintenant, montrons que X\ A ¢ X\ A. Soit = € X\\A. Alors = ¢ A. Ceci implique

A ¢ Vx(x).
Alors
X\A € Vx(z).
11 s’en suit que x € X\A. Donc )
X\A C X\ A.
Ce qui montre )
X\A4 =X\ A.

Exercice 1.11.4
Soit z € AN B. Alors z € A et z € B. Ceci implique que pour tout V € Vx(z), on a
BNV #10.

Comme A est un ouvert contenant z, on déduit que A € Vx(z). Alors

ANV e Vx(z).
Ce qui donne
BNANV #0.
Donc
re ANB.
Ce qui prouve
ANBcC ANB.

Exercice 1.11.5

Soit z,y € X tels que = # y. Comme (X, 73) est séparé, il existe deux ouverts disjoints Op et Oy
de 75 tels que z € O1 et y € Oy. Puisque Ty est plus fine que Ts, on déduit que Op et O sont aussi
des ouverts de 7;. Donc (X, 7;) est séparé.

Exercice 1.11.6
(1) On a Xy € Ty et 0 € To. Alors

X;=f X)) et et 0=f10) eT.

(ii) Soit (f~1(O!))ier une famille quelconque d’éléments de T; ot (O!);e; une famille d’ouverts de
T2. Comme 7Tz est une topologie sur Xy, on a

J O e T
el
Alors
U0 = A (Uier0) € Th.

iel
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(43) Soit (f~1(O!))1<i<n, (n € N) une famille finie d’éléments de 77 ou (O})1<i<n une famille finie

d’ouverts de 75. Comme 75 est une topologie sur Xs, on a

()0i€Ta
i=1
Comme N, f~1O}) = f~Yn?_,0}) € T1, on a

n

() f(0) eT.

i=1

Alors 'ensemble 77 = f*1(7'2) des ffl((’)’) lorsque O parcourt 75 est une topologie sur Xj.

Exercice 1.11.7

1.

2.

Pour montrer que f(A) C f(A) il suffit de montrer que pour tout z € Aon a f(z) € f(A). Pour
montrer cette derniére il suffit de montrer que VV' € Vx,(f(z)) on a

ANV £ 0.
Soit x € A. Alors pour tout voisinage V de x dans X (i.e., YV € Vx,(z)) on a
ANV #0. (6.1.1)

Soit V' un voisinage de f(z) dans X (i.e., V' € Vi, (f(x))). Comme f est continue en z, f~1(V’)
est un voisinage de = dans X;. D’aprés (6.1.1), on a

ANfHV) #0.
Ceci implique qu'’il existe y € AN f~4(V'). Il s’en suit y € A et y € f~1(V'). Alors
fy) e fF(A) et fy)e f(FHV)) V.

Par conséquence

ANV #£0.
Donc
f(x) € f(A).
Ce qui prouve
f(A) € f(A).

(a) On rappelle que I'image réciproque par une application continue d’une partie ouverte de X,
est une partie ouverte de Xj.

On a B et le plus grand ouvert contenu dans B. Alors f _1([;’) est une partie ouverte contenu

dans f~1(B). Comme ffl(\B) est le plus ouvert contenu dans f~1(B), on déduit que

o

F7YB) € f(B).

b) On rappelle que une image réciproque par une application continue d’une partie fermée de
pp q g proque p pPp p
Xs est une partie fermée de Xj.

On a B est le plus petit fermé contenant B. Alors f~!(B) est un fermé contenant f~—!(B).
Comme f~1(B) est le plus petit fermé contenant f~1(B), on déduit que

f~1(B) ¢ £71(B).
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Exercice 1.11.8

1.

e Comme les projections canoniques p; et po associées a X; X Xo sont contenues, on déduit
que
p1(AxB) Cpi(AxB)C A et py(AxB)Cp(AxB)CB.
Alors
AxBCpit(pi (AxB)) Cpi'(A) et AxBCp,' (p2(AxB)) Cpy'(B).
Ce qui prouve que - -
AxBcpt(A) npyt (B) =AxB.
Par conséquent,
AxBc AxB.
e Réciproquement, soient X = (z1,72) € A x B et O = O x Oy un ouvert élémentaire de
X; x X5 contenant X. On a
(.AXB)Q(Ol XOQ): (.Aﬂ@l) X (BQOQ)
Comme x1 € A, 29 € Bet O1 € T1, Oy € To, on déduit que
ANOL#0D et BNOy # 0.
Alors
(.AX B)ﬂ((’)l X 02) = (.Aﬁ(’)l) X (Bﬂ@g) #@
Ceci implique
X e AxB.
Ce qui prouve
AxBc AxB.
Donc
AxB=AxB.
. Si A est dense dans X et B est dense dans Xy, alors

D’aprés la premiére question on a
AXB:ﬁxgle XXQ.

Donc A x B est dense dans X7 X Xo.

Soient X = (z1,z2) et X’ = (2}, 2)) deux points distincts de X; x Xo. Alors 21 # ] ou x9 # x5,
Supposons que c’est x1 # 2}. Comme (Xy, T1) est séparé, il existe V' € Vx, (z1) et V' € Vx, (2))
tels que

Vv =9.

Alors
W=V xXs € Vx,xx,(X) et W =V"xX, € Vxlxe(X').

De plus W N W’ = (. Donc X; x X5 est séparé.
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Exercice 1.11.9

Soit x,y € X tels que x # y. Alors il existe une application continue f : X; — Xs telle que

f(x) # f(y).

Comme Xy est séparé, il existe deux ouverts O et Oz de Ty tels que f(z) € O1, f(y) € Oy et
O1NO0z # 0 (01 € Vx,(f(x)) et Oz € Vx,(f(y))). Et comme f est continue, on déduit que f~1(0)
et f~1(O3) sont deux ouverts de 77 tels que x € f~1(O01), y € f~1(O2) et

FHOINO) = f7HO) N fH(02) = F7H(0) = 0.

Donc (Xy,71) est séparé.

Exercice 1.11.10

1. Pour tout z € R4, on a
1

(x+1)%

Alors pour tout x € Ry, on a f'(x) > 0. Donc f est croissante.

fl(z) =

2. Veérifions que I'application d* est une distance

(a) Pour tout z,y € X, on a

d(z,y)

d* -0 LA il VN
(@9) =0 1+d(z,y)

=0<=d(r,y) =0<—=zx—y=0<=2x=y.

(Car d est une distance)

(b) Pour tout z,y € X, on a

. _ d=y) dy,x)
" (z,y) = 1+d(x,y) - 1+d(y,x) =d'(y2).

(¢) Pour tout x,y,z € X, on a

d(z,2) <d(z,y)+d(y,2).

En utilisant la croissance de la fonction F' : Ry — Ry, F (X) (ie.,si X <Y,

T X1
alors F'(X) < F(Y)) et en supposant X =d(,2), Y =d(z,y) + d (y, z), on obtient
d(z,z)
* - F _ a2
& (0.2) = F(d(o2) = 152

< d(z,y) d(y,z)
T 14+d(z,y)+d(x,y)  14+d(y,2)+d(y,z)
d(z,y) d(y,z)

~1+d(z,y) 1—|—d(y,z):d*(x’y)+d*(y’z)'

Donc d* est une distance sur X.
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Exercice 1.11.11

1. Vérifions que d; (i = 1,2,3) sont des distances sur R"
(a) Vérifions que d; est une distance sur R"
i. Pour tout X, Y € R", on a

n
d (X,Y) =0 |zi—u| =0
i=1
|-+ +|zn—yn| =0
<:>]xi—yi\:0 ViG{O,...,n}
— T; =Y Vie{(),...,n}
— X =Y.

ii. Pour tout X,Y € R", on a

n

di(X,Y) = |wi =il = o1 =]+ A+ en =yl = ly1 — 21 + o+ |yn — 7

i=1

= |y — | = dy (V, X).
=1

iii. Pour tout X,Y et Z = (z1,...,2,) dans R, on a

n
d (X,2) = |wi—z] = o1 — 2|+ ...+ |20 — 2
=1

=lz1—yi+y1— 2l +. . Tn — Yo+ Yn — 2l
< (lzr =yl +lyr — 210) + -+ (20 — Yul + |y — 2nl)
< (v =yl + oo lzn —yul) + (1 — 21l + o+ |y — 2al)

< (Z\Cﬂz _yi|> + (Z\yz‘ —%\) =di (X,Y)+di (Y, 2).
=1 i=1

Donc dy est une distance.
(b) Vérifions que ds est une distance sur R”
i. Pour tout X, Y € R", on a

ol

dy(X,Y) =0« (zn:\x - yi|2> =0

=1

<:>\/’$1—y1\2+--~+|$n—yn\2:0

<:>|ac1—y1|2:O,...,|xn—yn|2:0
= T1=Yl,---,Tpn =Yn
<— X =Y.
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ii. Pour tout X,Y € R", on a
n
Y) = (Z B —Z/z’|2> = \/|961 —yil + ot |z =yl
i=1
n
= \/Iy1 P4+ g~z = (Z!yz' —%\2) =dy (Y, X).
i=1

iii. Pour montrer 'inégalité triangulaire, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwartz suivantes

1 1
> aibi| < <Z a?) 2 (Z b?) 2 . Va;,b; € R.
1 =1

=1

N

N|=

Pour tout X,Y et Z = (z1,...,2,) dans R", on a
n n
d2 (X, 2) Z|$1*ZZ‘ Z’xi*ziﬁ:Z|xi*yi+yi*2i’2
i=1 i=1

< Z (Js = il + [yi — zi])°

=1
n n n

< Z | — il + Z lyi — 2 +22 |zi — il lyi — il
i=1 i=1 i1

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, en prenant a; = |x; — y;| et b; = |y; — zil,
on obtient

n n n
d3(X,2) <Y e —yil? + ) v =zl + 2> i — il lyi — 2]
i=1 i=1 i=1

< (ilm—w@é 2+ (i\yi—2i|2>;
+2<Z!wz yz> (Z!yz—zz\)
(oo

= (da (X,Y) +dy (Y, Z
Alors
(X, 7)< (dy(X,Y) +dy (Y, Z))%.
Ceci implique
dy (X, Z) < dy (X,Y) +do (Y, Z).

Donc dy est une distance.

(c) Vérifions que ds est une distance sur R"
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i. Pour tout X,Y € R", on a

d3 (X, Y)=0<«= max |x;—y;| =0

{i=1,...n}

|z, —y|=0 Vie{l,...,n}
==y Yie{l,...,n}
— X =Y.

ii. Pour tout X,Y € R", on a

d3(X,Y)= max |z;—y|= max |y —z|=d3(Y,X).

{i=1,...,n i=1,...n

iii. Pour tout X,Y et Z = (z1,...,2,) dans R, on a

d3 (X, Z) = {iflli%fn} |T; — 2| = {2'311?.}.{,@ |Ti — yi + yi — 2
< {igiffn} (lzi — il + lyi — zil)
< max |z —y|+ max |y —z| =ds(X,Y)+d3(Y,Z).
{i=1,...,n} {i=1,...,n}

Donc d3 est une distance.
2. Montrons que ces distances sont équivalentes
(a) Prenons d; et do. Pour tout X = (x1,...,2,) et Y = (y1,...,y,) dans R™, on a

2
P (X,)Y) = <Zyx yz>
n
= fmi—wl’+ D lwi—willr -yl D e — il | — gl
=1

1<i<j<n 1<j<i<n
n
= lwi—wl’+ D lw— il — vl
i=1 1<i#j<n
n
Z’ yz‘ +n—12|$z yz —TZZ’JIZ yz = (XY)
Alors
& (X,Y) < Viidy (X, V).
On a aussi
1
n 2 n n
d2 (X,Y) = (Z |zi — yil ) =D lwi—wil? <l -yl = di (X,Y).
i=1 i=1 i=1

Alors il existe deux constantes réelles positives a = 1 et 8 = /n telles que
ads (X,Y) <d; (X,Y) <Bdy (X,Y).

Donc d; et dy sont équivalentes.
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(b) Prenons d; et d3. Pour tout X,Y € R"” on a
n
d3 (X,Y) = max [o;—yi| <|z1— 1|+ +on —yol = D | —vs = 1 (X, Y).
i=1,...,n =1
On a aussi
n
dy (X,Y) =) |z — il <n max | —yi| =nds (X,Y).
pa i=1,...,n
Alors il existe deux constantes réelles positives v = 1 et § = n telles que
7d3 (Xay) < dl (l’,Y) < 5d3 (X7 Y) .

Donc d; et d3 sont équivalentes.

(¢) Prenons ds et d3. On a déja montré que pour tout X,Y € R™,
ady (X,Y) <dj(x,Y) < pdy (X,Y), (6.1.2)

et

D’aprés (6.1.2) et (6.1.3), on trouve

ady (X,y) < du (2.Y) < 6dy (X, Y) — dy (X,Y) < s (X, V),
8]

et
13 (X,y) < di (3,Y) < 5y (X,Y) = 5y (X,¥) €3 (X,Y).
Alors il existe deux constantes réelles positives ¢; = é et cg = % telles que
o

c1ds (X,Y) <dy(X,Y) <cad3 (X,Y).

Donc ds et d3 sont équivalentes.

Conclusion. les distances dy, do et d3 sont équivalentes.

Exercice 1.11.12
1. (i) Pour tout z,y € X, on a
dz,y) =0=|f(z) — f(y)|=0= f(z) = f(y) = x =y car f est injective.
(73) Pour tout z,y € X, on a
d(z,y) = [f(x) = f(y)l = [f(y) = f(2)] = d(y, ).
(7i1) Pour tout z,y,z € X, on a

d(x,z) = |f(x) = f(2)] = [f (@) = f(y) + fy) = f(2)]
<[f(@) = fFWl+ 1Y) = F(2)] = d(z,y) + d(y, 2).

Donc d est une distance sur X.
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2. Comme la fonction f: R — R, z — f(z) = 2® est une application injective, d’aprés la premiére
question, on déduit que d* est une distance sur R.

3. OPourr>%,ona
. R
B2r)={z eR}/|f(2) - fQ) <r} =z eRL/ |-~ 5| <r

" 1 1 L1 1 1

—{$€R+/—7‘<$—2<r}—{xeﬂ%+/2 T<l‘<2+r}
2 2 2 2

= R* —— = R* R
{xe +/1—27’<x<1+27’} {xe +/x€]1—2r’1+2r[}

_R A 2 2 _1o 2
oot =277 1420 | 1421 |

On suit les mémes étapes on trouve

B(2,r):}0,1f2r].

oPourr<%,ona
\ 1
B(2,7")—{a:eR+/]f(a:)—f(2)]<r}—{x€R+/‘x—2'<r}
\ 11 o1 1 1
—{$€R+/—r<x—2<r}—{x€R+/2—r<x<2+r}

2 2 2 2
_ R* - R* LI
{xe +/1—27‘<x<1—|—2r} {xe +/x€]1—2r’1+2r[}

2 2 2 2 2
RO = S > 0).
+ }1—27"1—%27“[ }1—27“’14-27“{ (car 35, >0)

On suit les mémes étapes on trouve

B(z,r):[ 22 ]

1—2r"142r

oPourr:%,ona

B<2,;) :{xeRi/|f(x)—f(2)|<;}:{xeRi/‘i—;’ <7~}
:{xeRi/—;<i—;<;}:{zeRi/0<i<l}
={z e R} /z €]1,400[}
=RI NJ1,4oo[ = |1, +00[.

On suit les mémes étapes on trouve

B (2, ;) = [1,4o00].
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Exercice 1.11.13

1. Vérifions que les applications suivantes sont des distances sur X

1 %
o= [ 1509w ao=([ 110 -ow] )
et dg(fg)—rg[gﬁ]!f z)—g(z) .

(a) Vérifions que l'application d; est une distance sur X

i. Pour tout f,g € X, on a

ii. Pour tout f,g € X, on a

1 1
g):/o f@) —g@lde= [ |g(@)— f(@)|dz=di (g, ).

iii. Pour tout f,g,h € X, on a

1 1
h)=/ If(ﬂﬂ)h(ﬁﬂ)ldl":/0 [f (2) =g (x) + g () — h(z)|do

/|f o)+ g (z) - h(2)| de
s/o f (@)~ |daz+/ l9(2) — h(2)|do = di (f,9) + di (g.h).

Donc dp est une distance sur X.
(b) Vérifions que l'application dy est une distance sur X

i. Pour tout f,g € X, on a

dg(f,g)=0<:>(/1!f($)—g(x)|2d$>é=0
<:>/ (@) — g (@) dz =0

= |f(@) =g @)’ =0, Vzel0,1]
= f(x)=g(x), vVeel01].

ii. Pour tout f,g € X, on a

o= ([ 11 rdx) ([ \d:c>é:d2(g,f)-

iii. Pour montrer 'inégalité triangulaire, on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwartz suivante

/'f dm<</ |f (@ !dx)é(/ollg(:c)ﬁdmf, Vf,g € X.
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Pour tout f,g,h € X, on a
B (f. 1) /|f rd:c—/ /(@ (2) - h (2) 2 da
/O(f(fv) 9 () +9 (@) — h () da
1
= /0 ((F @) = g @)+ (g (@) = h (@) +2(f () = g (@) (9 (2) = h (2))) da
1 1
- [U@-g@ar [ @ -ne)re
0 0
1
v2 [ (@)~ 9@ g(e) - h@)do
0

1
s/o f (@) - rdw+/ 9 (2) - h (@) de
1
+2/0 (F () — g(2)) (g () — h (2))] de

En utilisant l'inégalité Cauchy-Schwartz, on obtient

1
d%(f,h)é/o f (@) — g (@) dw+/ 9 () — h ()] da

+2(|f<a:>—g<x>|) (60~ h(ac>|2)é

(st} + ([ to-vioear))

v2(1f @ -g@P)* (lg (@) - hx>‘)2

([ vr-sera) ([ v

_d%(fa )+d2(97h)'

Alors

d3 (f.h) < (d2 (f,9) +da2 (g.h))*.

Ce qui donne

d2(f7h) §d2(f7g)+d2(g7h)

Donc dy est une distance sur X.
(c) Veérifions que 'application ds est une distance sur X
i. Pour tout f,g € X, on a
d3 (f,9) =0+ m[%f]lf( z) —g(z)| =0
—[f(x) —g(x)] =0, Vzel0,1]
<:>f(l‘):g(.%‘), Vl‘E[O,l]
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ii. Pour tout f,g € X, on a

ds(f,9) = Jnax, If (x) —g(x)| = Jnax lg(z) — f(z)] =ds (g, f)-

iii. Pour tout f,g,h € X, on a

() = maxc |1 () = (x)

= max |f(z) — g (x) +g(x) = h(z)|

z€[0,1]

< max (|f (z) —g(2)| +lg () — h(2)])
z€[0,1]

< max |f (z) — g (z)] + max [g(z) — h(z)| =ds(f,9) +ds(g, D).
z€[0,1] z€[0,1]

Alors

d3(f7h) §d3(f7g)+d3(g7h)'

Donc dy est une distance sur X.

2. Considérons la suite de fonction f,,n € N définie par

1
n2z pour 0<z < —
n
1 2
fn(x) =149 —n?z+2n pour — <z < —
n n
2
0 pour —<z<l1
n

et g =0.
(a) Vérifier que f, € X.
Il est clair que f, est continue sur [0,1]. Alors f, € X =C (][0, 1], R).

(b) Calculer dl(fmg)a dQ(fmg) et dS(fmg)
On a

1
b (fug) = | 1fn (@) — g ()] dz = / fo ()] de

1 2 1
= / n’zdx + / }—n2$ + 2n| dr + / 0dz
0 1 2

n n 1 2
= / n*rdx +/ (—n2x + Zn) dx, (ca,r 0< —n’x+2n, Vz e [, })
0 1 n'mn

Il
| — |
w‘sw
&
(3]
| IS
+
| — |
\
| =
8
(Y]
+
O
S
&
—_
3|
Il
—_
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On a aussi
2 ! 2 ! 2
Bhg) = [ 1fa(@) -9 @ de= [ 15, @) da
0 0
1 2 1
:/ niz?de + /1 ‘—n2x+2n‘2d:c+/ 02dx
- 2
0 - 2
1 2
= /n nt*x?dxr + /n (n4x2 +4n? — 4n33:) dx
0 1
4 12 4 2
= [nxﬂ + {nxg + 4n’x — 2n3$2] = 2—n
3 0 3 1 3
Alors
2n
d2 (fna g) = ?
Finalement

d3(fn,9) = Jnax, | fa(x) —g(2)| = Jnax, | fu(x)] = n.

Déduire que di, do et d3 elles ne sont pas équivalentes
On remarque que

lim dl (f'rug) =1 et lim d2 (fnag) = 0.

n—-4oo n—-4oo

Ce qui signifie, pour tout f,g € X, il n’existe aucun 5 > 0 pour que I'inégalité suivante

d2 (f?g) S ﬁdl (f?g) .
Soit vérifiée.
Donc d; et do ne sont pas équivalentes.
On remarque aussi que

lim dy(fn,g) =1 et lim d3(fn,g) = oc.

n—>-4oo n—>-4oo

Ce qui signifie, pour tout f,g € X, il n’existe aucun 5 > 0 pour que I'inégalité suivante

d3 (f?g) < ﬁdl (f7g)

Soit vérifiée.
Donc d; et d3 ne sont pas équivalentes.
Finalement on remarque que
d
n—>o0 d2 (fn’ g) n—»oo 2n

3

= OQ.

Ce qui signifie, pour tout f,g € X, il n’existe aucun 5 > 0 pour que I'inégalité suivante

d3 (f?g) < 6d2 <f7g) .
Soit vérifiée.
Donc ds et d3 ne sont pas équivalentes.
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Exercice 1.11.14

1. Montrer que les applications suivantes sont des distances sur X

n
1 Z d; e L) 1I£za§Xn d;
i=1
(a) Montrons que D; est une distance sur X

i. Pour tout X = (1,...,2,), Y = (Y1,--.,yn) € X, 0n a

n
Dy (X,)Y)=0+= ) di(ziy;) =0
i=1
—di (x1,y1)+ ... +dn (Tn,yn) =0
<:>di(l'i,yi):0, Vi<i<n
=y, VI<i<n, (car V1 < i < n,d; est une distance sur X;)
— X =Y.

ii. Pour tout X = (z1,...,2,), Y = (y1,..-,yn) € X, on a

Dy (X,Y) = di (@i, i) = dy (z1,91) + - .. + d (T, Yn)

i=1

= dy (y1,21) + ..+ dp (Yo wn) = Y di (yi, ) = Dy (Y, X).
i=1

iii. Pour tout X = (x1,...,2,), Y = (y1,---,Yn), Z =(21,...,2,) € X, on a

D1 (X, Z) = Zdz (Z‘Z‘,Zi)
=1

=di(x1,21) + ...+ dp (Tn, 2n)
< (dl (l‘l, yl) + dl (y1, Zl)) +...+ (dn (mna yn) + dn (yn7 Zn))
<(di(z1,y1) + ... +dn (Tn,yn)) + ...+ (d1 (y1,21) + - .. + dp, (Yn, 2n))

n n
< di(wiyy) + Y di (yi,z) = D1 (X,Y) + D1 (Y, Z).
i=1 i=1
Donc D; est une distance sur X.

(b) Montrons que Dy, est une distance sur X

i. Pour tout X = (21,...,20), Y = (Y1,--.,yn) € X, 0n a

Dy (X,Y) =0 <= max d; (z;,y;) =0
<n

1<e<

ii. Pour tout X = (x1,...,2,), Y = (Y1,--.,yn) € X, 0n a

Dy (X,Y) = max d; (x;,y;) = max d; (y;,x;) = Deo (Y, X) .

1<i<n 1<i<n
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iii. Pour tout X = (z1,...,2,), Y = (y1,.--,Yn), Z = (21,...,2,) € X, on a
Doo (X, Z) = Inax di (.7}1,22)

< max (d; (x4, ys) + di (s, 23))

~ 1<i<n
< %lzagxn di (i, yi) + 1I£zaéLdl (Yi, zi) o (X,Y) + Do (Y, 2)

Donc D4, est une distance sur X.
Que peut-on dire sin = oo ?
Si n =00, D1 et Dy ne sont pas des distances sur X' = R* car

(a) Pour Dy, il existe X, Y € X/, tel que Dy (X,Y) = +00, ce qui signifie que D; n’est pas une
application.
Donc D; n’est pas une distance sur X',

(b) Pour D, si d; i € N sont des distances quelconque telles que d; # d;j, Vi # j, alors
Do = maxi<i<ioo di (zi, y;) n'existe pas.
Donc D4, n’est pas une distance sur X’/

2. Montrons que dans ce dernier cas on peut prendre comme distance sur X’

+oo
1 d; 1
r L ) 1o . Lo
D = 2 5114, et D I?Zalx (mln <21’d1)> .
1=

(a) Montrons que D] est une distance sur X’

On pose
n
1 d
ln=> ——— V¥YneN.
1,n ; 201 + dz n
Comme —— (méme pour di ) est une distance (voir exercice (1.11.10)) et d’apres
1+ d; PO 91 a, o P

la premiére question, il est clair que D] ,, est aussi une distance.
k)
On remarque que D], est une suite croissante et majorée par 1. Alors
I

=14
. r = 7
nlll’éloDlv”_;2i1+d,»’

existe. Alors

i. Pour tout X,,Y, € X (avec X =X; x...xX,,), on a
(X Y>:O<:)§n:l di (@i, i) —0
1,n nyin — 2i1+di (xi;yi)
<:>di(l‘i,yi):0 Vi<i<n
— X, =Y,

Alors

Dy (X,Y) = lim D}, (X, Ys) =0 = X =Y.
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ii. Pour tout X,,,Y,, € X (avec X=X x ... xX,), on a

n

1 di (i)
1 (Xn; Yn) Z 201+ di (x4, y:)

1 yz, xz) /
E — = Yo, Xn).
g 91 y“xz) 1,n ( ns n)

Alors
D} (X,Y)= lim Dlln (X0, Yn)
= lim Dln(Y X,)=D|(YV,X).

n—o0

iii. Pour tout X,,,Y,,Z, € X, on a
Dll,n (Xn’ Zn) S Dll,n (X’m Yn) + Dll,n (Yna Zn) .

FEn passant & la limite, on obtient

Tim D, (X, Zn) < lim D), (X, Vo) + lim DY, (Yo, Za) -

Alors
Dy (X,Z) <Dy (X,Y)+ Dy (Y,Z).

Donc D] est une distance sur X'.

(b) Montrons que D/ est une distance X’
Pour tout € > 0 il existe N, € N, tel que

1 1
min<2N,d ><6 et min(zi,dz)Zs V1l <i<N..

Alors

1 1
Dl = max <min (., dz>> = max (min <., dz>> .
i>1 20 1<i<Ne 2

Cette derniére est bien définie.
Il est facile de montrer que D’ est une distance sur X'.

Exercice 1.11.15
En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Alors
inf d(m z) <d(z,y) + lnf d(l/, z).

z€A
Ceci implique
d(z, A) < d(z,y) +d(y, A).

Alors

(6.1.4)
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On obtient aussi
d(z,2) < d(y,z) + d(y, z) = d(z,y) + d(z, 2).

Ce qul donne
inf d z) <d(x + inf d(x, z).
;E‘(ya)—(ay) zlél(’)

Il s’en suit

d(y, A) < d(z,y) + d(z, A).

Alors

Ceci implique

— (d(z, A) —d(y, A)) < d(z,y). (6.1.5)
Donc d’aprés (6.1.4) et (6.1.5), on a

ld(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Exercice 1.11.16

1. e (a) = (b). Soit z € A. Alors pour tout V € Vx(z), on a VN A # 0. Comme, pour tout
r > 0, la boule B(z,7) est un voisinage de z, on déduit que

B(z,r)NA#0.

e (b) = (¢). On a, pour tout r > 0, B(x,r) N.A # (); en particulier pour tout n € N*,
1
Blxz,— ) NnA#0D.
n
11 s’en suit que pour tout n € N* il existe z,, € A tel que

1
d(zy, —.
(Tn, ) < -

Donc il existe une suite (x,)nen d’éléments de A converge vers x.

e (¢) = (a). Soit (zp)nen une suite d’éléments de A converge vers x. Alors pour tout V €
Vx(z) il existe ng € N tel que pour chaque n > ng, on ait

T, € V.
Alors pour tout V' € Vx(z), on a
Tpy €EVNAZD.
Donc B
x e A

£

2. (a) e Soit z € A. Supposons que d(z, A) =& > 0. Alors la boule ouverte B(z, §) ne contient
aucun point de A, c’est-a-dire,

Bz, g) NA=0.
D’aprés la question 1, on a x ¢ A (contradiction).
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e Réciproquement, supposons que d(x, A) = 0, alors toute boule ouverte de centre x
contient au moins un point de A, c’est-a-dire, pour tout r > 0, on a

B(z,r)nA#0.
D’aprés la question 1, on a = € A. Donc
re A+ d(Azx)=0.
(b) e Soit = € A. Alors A € Vx(z). Ceci implique qu'il existe r > 0 tel que
B(x,r) C A.
Alors pour tout y € X/A, on a d(z,y) > r. Ce qui donne
d(z,X/A) >r > 0.
e Réciproquement, soit « € A tel que d(z,X/A) > 0. Alors il existe r > 0 tel que
d(z,X/A) >r.

Ceci implique
B(z,r) C A.

Il s’en suit que A € Vx(z). Ce qui prouve
ze A
Donc i
r €A d(z,X/A) > 0.
Exercice 1.11.17
1. Pour la partie A

(a) Ona A = AU {0} = {n%rl,neN}U{O}. En effet, on a A C A et On a aussi 0 € A car

pour tout € > 0, il existe Nz € N (par exemple N, = [%] + 1) tel que

B A.
A € B(0,e) N

Alors
B(0,e) A # 0.

Donc 0 € A.
(b) On a A = (). En effet, pour tout z € A, on a A ¢ Vg(z). Précisément, pour tout € > 0,

B(z,e) ¢ A.

(c) Les points isolés de A c’est ’ensemble A lui méme. En effet, pour tout x € A il existe 7, > 0

tel que
B(z,ry) NA = {x}.
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(d) Les points d’accumulations de A est 0. En effet, pour tout € > 0, il existe N. € N (par
exemple N, = [%] +1) tel que

1
N: +1

€ B(0,e) NA.

Alors B(0,¢) contient un élément de A différent de 0.
2. Pour la partie B.
(a) OnaB =BU{-1,2} =] — 00, —1]U{0, 3} U{2 — 1, n € N*} U{2}. En effet, il est clair que
B C B. On a, pour tout € > 0,
B(—1,e) N B # 0.

Alors —1 € B.
On a aussi pour tout € > 0 il existe N. € N (par exemple N, = [%] + 1) tel que
21 BB
N1 ,E :
Alors
B(2,e) N B # (.
Donc 2 € B.
(b) On a B =] — 0o, —1[. En effet, pour tout = €] — oo, —1[ il existe €, > 0 tel que

x € B(z,e,) C] — 00, —1[=B.
Alors pour tout x €] — 00, —1[, on a
B e VR(l’).

(¢) Les points isolés de B sont {O, %} U {2 — %,n IS N*}. En effet, pour tout = € {0, %} U
{2 — %,n € N*}, il existe €, > 0 tel que

B(z,e;) NB = {x}.

(d) Les points d’accumulations de B sont | — 0o, —1] U {2}. En effet, pour tout x €] — oo, —1] et
tout € > 0, La boule B(x,¢) contient des éléments différents de x.

On a aussi pour tout € > 0 il existe N. € N (par exemple N, = [%] + 1) tel que

) 1
N.+1

€ B(2,¢) NB.

Alors B(2,¢) contient un élément de B différent de 2.

Exercice 1.11.18

1. (a) 1. Zn’est pas ouvert dans R. En effet, pour tout a € Z et pour tout € > 0, la boule ouverte
B (a,e) = Ja —€,a + €] contient des nombres réels qui ne sont pas des entiers relatifs

(exemplesi0<e<lonax= a—i—% € R/Z). Alors
B(a,e) ¢ Z.

ii. Z est fermé dans R parce que son complémentaire Z¢ = Ukez |k, k + 1[ est un ouvert
dans R (réunion quelconque d’intervalles ouverts est un ouvert).
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(b)

I.

ii.

ii.

ii.

ii.

ii.

Q n’est pas ouvert dans R. En effet, Va € Q et Ve > 0, la boule ouvert B (a,e) =
la — e,a + €[ contient des nombres irrationnels R/Q (car R/Q dense dans R). Alors la
boule B (a,e) ¢ Q.

Q n’est pas fermé. En effet, pour tout a € N, les suites des nombres rationnels suivantes
a\” n

Uy, = (1 + —) s Un =Y 1o T convergent vers exp (a) (exp (a) ¢ Q).
n !

D’une autre fagon, Q n’est pas fermé parce que son complémentaire R/Q n’est pas

ouvert, c’est-a-dire, Va € R/Q et Ve > 0, la boule ouverte B (a, ) contient des nombres
rationnels. Alors

B(a,e) ¢ R/Q.

. A =]0, 1] n’est pas un ouvert. En effet, pour tout € > 0, on a

B(l,e) =1 —¢,14+¢[Z A.

A =]0,1] n’est pas un fermé parce que la suite (x,)pen+ de A définie par z, = %
converge vers 0 (0 ¢ A).

. B =] — 00, 1] n’est pas un ouvert. En effet, pour tout € > 0, on a

B(1,¢) =]1 —&,1 +[¢ A.

B =] — 00, 1] est un fermé parce que son complémentaire B¢ =]1, +o0[ est un ouvert,
c’est-a-dire, pour tout z € BY, il existe r, (par exemple r, = IT_l) tel que
B(z,r.) C BC.

n+17

. C= {L S N} n’est pas un ouvert. En effet, pour tout € > 0, la boule B (1,¢) ¢ C

€
(par exemple, a = 1 + 3 € B(1,¢e) mais n’appartient pas a C).

C= {n%rl, n e N} n’est un fermé. En effet, la suite (x,)nen de C définie par x,, =

converge vers 0 (0 ¢ C).

_1
n+1

. L’ensemble D n’est pas un ouvert. En effet, pour tout € > 0, la boule B (1,¢) ¢ C (par

€
exemple, a = 1 + 3 € B (1,¢e) mais n’appartient pas a D).

1 1
L’ensemble I est un fermé, car son complémentaire D¢ = |—oo0, 0[U (UkeN ] Y D U

|1, 400[ est un ouvert (la réunion quelconque des intervalles ouverts).
L’ensemble A est un ouvert. En effet, soit Xog = (z9,40) € A, alors yo > z¢ + 1 et ceci
implique

Yo —xo — 1 > 0.

20— 1
On pose € = %. Alors

B(Xo,e) = {X = (2,y) €R? / dy (X0, X) <}
:{X:(m,y)eRQ/]m—x0\+]y—y0]<5}
C{X:(:c,y)e]R2/]:U—xo\<s et ]y—y0]<6}
:{X:(x,y)ERQ/xo—5<:r<xo+6 et yg—€<y<yo—|—6}

= |wo — &, 0 + €[ X Jyo — &, 90 + €[
]4x0—yo+1 2x0+y0—1[x]2y0+x0+1 4y0—:c0—1[

3 ’ 3 3 ’ 3
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dxo — 12 -1 2 1 4dyp—zp—1
Onremarquequer*e] 20 3y0+ ’ o +3y0 [etVy*e} Yo +3330+ 7 Yo ;0 {’

on a
Y > T + 1.

Alors
Xi = (24,y%) €A

4x0—y0+1 2$0+y0—1|:><:|2y0—|—.1‘0+1 4y0—x0—1[

C X, est quel d ) )
omme X, est quelconque ans} 3 3 3 3
on déduit que

dxg — 1 2 -1 2 1 4yg — -1
B(XQ,E)C:| o — Yo + Zo + Yo {x} Yo + xo + Yo — Xo

C A.
3 ’ 3 3 ’ 3 [
Donc A est un ouvert dans R2.
e D’une autre maniére, pour montrer que A est un ouvert, il suffit de montrer que
son complémentaire AC = { (v,y) €eR?/ 2 +1> y} dans R? est un fermé.

Soit Uy = (Zn, Yn),ey Une suite quelconque de A® (i.e., pour tout n € N, x, +1 >
Yn) qui converge vers (Z.,y), c’est-a-dire, limy, o0 Tp, = Zx €t limy o0 Y = Ys.
Alors

lim z,+1=2z,+1> lim y, =y = T« + 1 > .
n—oo

n—oo

Ceci implique (x4, y+) € A®. Alors A® est un fermeé.
Donc A est un ouvert.

ii. L’ensemble A n’est pas un fermé dans R?. En effet, soit (un),>; une suite de A définie

1 2 1 1 3
par u, = <—1,> (up, € A, carVn > 1,onal+ — — 1= — < —). On remarque
n n n n on

que
lim w, =(—1,0) ¢ A.

n——~oo

(b) i. L’ensemble B n’est pas un ouvert dans R2. En effet, le point X* = (0,0) € B. Pour tout
e > 0, la boule ouverte de centre X* et de rayon € dans R? donnée par :

B(X*e) = {X = (2.y) € R? / do (X, X") < £}
—{X = @y e R / max(le - 0], |y - 0]) < £}
:{X:(a:,y)eR2/ 2| < ¢ et ]y|<€}
:{X:(:c,y)eR?/ y:c|<5}>< {X:(x,y)eRZ/ \y|<5}

=] —¢g,e[x] —e,¢.

Maintenant, on pose Y = (O, %) Ilest clair Y € B(X*,¢) et Y ¢ B (parce que on a

0+1< e2(5) = ef), c’est-a-dire, la boule B (X*, ¢) contient un élément qui n’appartient
pas a l’ensemble B. Alors B (X*,¢) ¢ B.

D’une autre maniére Pour montrer que B n’est un ouvert, il suffit de montrer que
son complémentaire B¢ = {(z,y) € R?/2x + 1 < e*} n’est pas fermé. En effet, soit
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1 1
(un),~; une suite de A définie par u, = (— -1, —2> (up, € A, car Vn > 1, on a
= n n
1 1 1
1——=—1=—=<2"n). On remarque que
n n

lim w, = (0,0) ¢ A.

n—aoo

ii. L’ensemble B est un fermé dans R2. En effet, soit u, = (2, yn) nen une suite quelconque
de B (i.e., pour tout n € N, 2z, + 1 > e¥") qui converge vers (z4,ys), c'est-a-dire,
limy, o0 T = Ty €t limy, oo Yn = Ys. Alors

lim 2z, +1=2x,+1> lim €Y =¢e¥ = 2z, + 1 > e¥*.

n—0o0 n—oo

Ceci implique (x4, y«) € B. Alors B est un fermé.

(c) i. L’ensemble C n’est pas un ouvert. En effet, son complémentaire C¢ = {(z,y) € R?/2x <
yQ,y > 0} n’est pas fermé, parce que on peut construire une suite (Xn)n>1 de C¢
converge vers une limite X* = (z,,y.) qui n’appartient pas a C¢. Par exemple on pose
que (X, )nen- une suite d’éléments de C¢ définie par

1 2 2 2\? 4 2
On a
lim X, = (0,0) ¢ C°.

n—aoo

ii. L’ensemble C n’est pas un fermé. En effet, soit (X,,),~,; une suite de C définie par

X ! ! (Xn € C,car V >10a2> LY’ 1et 1<0)O
n — Ty T T = n ’ rvn = 1, o1 - - = = - = . n

remarque que

lim X, = (0,0) ¢ C.

n—aoo

Exercice 1.11.19
1. Vérifier que l'application d; définie par
1
di(z,y) =z —ylr, n=>2
est une distance sur R,.
1
(a) di(z,y) =0<= |z —y|" <= |z —y|=0<=z=y.
(b) Pour tout z,y € R4, on a
1 1
dl(xay) = |SC _y|n = |y_x‘n = dl(y’x)
(c) Pour tout z,y,z € Ry, on a
1 1
(e, 2) =la— =% = o~y +y — 2]
<(Jlxe—yl+ |y — z\)% (la fonction f(z) = 2" est croissante)
§|x—y\% +]y—z|% (car Va,b >0, on a (a—i—b)% <an +b%)

Sdl(x7y) + dl(y7 Z)'
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2. d’apres l'inégalité triangulaire, on a pour tout z,y € X

dl(i[), O) < d1($,y) + dl(ya 0)7

alors
dl(x70) - dl(oay) < d(.%, Z/) (car dl (yv 0) = dl (07 Z/)) (616)
et
dl(y7 0) < dl(.yvx) + dl(a"70) = dl(x7y) + dl(‘T? 0) (car dl(xvy) = dl(ya l‘)),
alors

dl(y70) - dl(l',O) = _<d1(w70) - dl(ovy)) < dl(xay)' (617)
D’aprés (6.1.6) et (6.1.7), on a

|d1(z,0) — d1(0,y)| < di(x,y).

3. On a dy(z,0) = :1:%, dy(0,y) = y% et di(z,y) = |z — y]%t Alors d’aprés la question précédente on
déduit que

1 1 1
wn | < o~y

4. On a pour tout z,y € Ry,

1 1 1
o — | < Jo — g7

d(f(x), f(y)) = |f(x) = f(y)| =

Alors pour tout ¢ > 0, il existe §. = £", tel que quelque soit z,y € Ry, tels que d(x,y) =
|z — y| < de, on ait

d(f(2), f®) = |f(@) = f)] = |7 —yr| < |z —y[7 < ()7

=E&.

Donc f est uniformément continue sur R;.
Maintenant, supposons que x # 0 et y = 0. Alors on a

d(f(z), fly)) _ |[f(@) = fy| _a= 1
d(z,y) |z — g x gl-n’

Pour n tend vers 0, on a acl%” tend vers +o0o. Alors

i AU @), f)

B0 dwyy)

On déduit que pour tout x,y € Ry, il n’existe pas k > 0 tel que

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Donc f n’est pas lipschitzienne.
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6.2 Exercices du Chapitre 2

Exercice 2.7.1

1. Pour R muni de la topologie usuelle, I'intervalle I =]0, 1] de R n’est pas compact. En effet, pour
tout = € A, on considére O, =]%, 2 + 3[. Il est clair que A C |J,c 4 Ox. Alors (Og)zea est un

recouvrement de A. Soit {z1,x9,...,z,} un sous ensemble finie de A. Alors (%1, T, ‘%") est

aussi un sous-ensemble de A. Posons a = min;cqy {5 }. Alors a € A et ]0,a[C A. En plus,

10, al) (U o) = .
i=1

Alors (O )zea n’admet aucun sous recouvrement fini contenant 4. Donc A n’est pas un compact.
D’un autre coté, on a toute partie compacte est fermée et comme A n’est pas fermé, on déduit
qu’il n’est pas compact.

2. L’ensemble ({n})nen est un recouvrement ouvert de N mais on peut pas extraire un sous-
recouvrement fini, sinon N serait fini.

3. Soit (O;)ier un recouvrement de A par les ouverts O; € T. Cest-a-dire
AcC U O;.
iel
Comme [l € A, il existe ig € I tel quel € O;,. Par définition de la convergence de la suite (,)nen,
il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait

Tn € Oio
. De plus, pour tout n < N, il existe i,, € I tel que
Ty € Oln

Alors on a
N—-1
ACOZ'OU <U O%).
n=0
Ce qui donne un sous-recouvrement fini de A. Donc A est compacte.

Exercice 2.7.2

e Soit (Xy, 71) un espace topologique compact. Soit (O});er un recouvrement de Xy par les ouverts
O} € Ty, c’est-a-dire,
X = JO;

1€l
Comme f est homéomorphisme, on a
Xi =1 (Xe) =/ (U 02) =Jr o).
iel iel
La continuité de f entraine que pour chaque i € I, on a f~1(O!) est un ouvert de X (i.e.,

F7HOL € T1). Alors la famille (f71(0%));er constitue un recouvrement ouvert de X; (X; est
compact) dont on peut en extraire un sous-recouvrement fini

X1 = U F7H0%).
j=1
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Puisque f est homéomorphisme, on a
Xo =) =f (U] =Ur©) =Jo;
j=1 j=1 j=1

Donc 'espace topologique (Xa, 72) est compact.

e Soit (Xy, 72) un espace topologique compact. Soit (O;);er un recouvrement de X; par les ouverts
O; € T1, c’est-a-dire,
Xy =[]0
i€l

Comme f est homéomorphisme (alors bijective), on a
Xeg=fXy)=f (U Oi) = .
iel icl

La continuité de f~! entraine que pour chaque i € I, on a (f~1)~1O;) = f(O;) est un ouvert
de Xy (i.e., f(O;) € T2). Alors la famille (f(O;))ier constitue un recouvrement ouvert de Xy (Xo
est compact) dont on peut en extraire un sous-recouvrement fini

Puisque f est homéomorphisme, on a

Xi=f'X) = Uron | =Urtwon=o;
j=1

i=1 j=1

<
Il

Donc 'espace topologique (X1, 77) est compact.

Exercice 2.7.3

1. Soit y € B. Comme = ¢ B, on a = # y. Par hypothése on a X est séparé, alors il existe deux
ouvert disjoints (deux voisinages) Uy et Vy tels que

relUy et yelV,.

il est clair que {Vj,y € B} est un recouvrement ouvert de B. Puisque B est compacte, on peut
extraire un sous recouvrement fini d’ouvert V,,,...,V,, tel que

BCV,U...UV,.
Pour tout i € {1,...,n} on a x € Uy,. Alors
z e Uy N...NUy,.

Posons U = Uy, N...NUy, et V =V, U...UV, . Remarquons que U et V sont des ouverts
(intersection et union finie respectives d’ouverts). De plus z € U et B C V. D’un autre coté on a

UnV = Uy,....U,)N...0V,, N...0Vy,) = Uy, NV, )U...U(Uy, NV,,)=0U...U0=0.

Conclusion. 1l existe deux ouverts disjoints U et V tels que z € U et B C V.
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2. Soit x € A. Comme A et B sont disjoints, on a x ¢ B. Puisque B est compact et d’aprés la
premiére question, il existe des ouverts U, et V, tels que

relUy,, BCV, et U, NV, =0.

11 est clair que {U,,x € A} est un recouvrement ouvert de A. Puisque A est compacte, on peut
construire un nombre fini de ces ouverts par exemple Uy, ,...,U,,, de sorte que

ACUz U...UU,,.
Pour tout ¢ € {1,...,n} on a B C V,,. Alors
BCcV, Nn...0V,,.

Posons U = Uy, U...UU,, et V =V, N...NV,, . Remarquons que U et V sont des ouverts
(union et intersection finie respectives d’ouverts). De plus A C U et B C V. D’'un autre coté on
a

UNV =0z U...UU )NV, NNV )= (U, NV ) U U (U, NV, ) =0U...UD=0.
Conclusion. Il existe deux ouverts disjoints U et V tels que A C Vet BC U.

Exercice 2.7.4

1. L’application d* : A — R définie par d*(z) = d(z, B) est continue (car on a |d(z, B) — d(y, B)| <
d(z,y)). Comme A est compact, on déduit que d* atteint sa borne inférieure, ¢’est-a-dire, il existe
a € A tel que

d*(a) = ;Ielid (x) = ;gﬁtd(:v,B) = d(a, B).

D’un autre coté, par définition on a
B) = inf d(x, B).
d(A,B) = inf d(z,B)
Alors
d(A, B) = d(a, B).

2. Dans la premiére question on a montré qu’il existe a € A tel que d(A, B) = d(a, B). Supposons
maintenant 0 : B — R définie par §(y) = d(a,y). Il est clair que ¢ est continue et comme B est
compacte, on déduit que § atteint sa borne inférieure, c’est-a-dire, il existe b € B tel que

— inf 6(y) = inf d(a, B) = d(a,b).
d(b) inf (y) inf (a,B) = d(a,b)

D’un autre coté, par définition on a

d(A,B) = ;gid(A, B) = ;gﬁ‘d(a, B).

Alors
d(A,B) =d(a,b).

3. Dans la premiére question on a montré qu'’il existe a € A tel que d(A,B) = d(a,B) et dans
I’exercice 1.11.16, on a montré que

r € B<+=d(z,B) =0.

Ceci implique
r ¢ B <= d(z,B) > 0.

Comme B est fermeé dans X et ANB =0 (i.e., Va € Aon a a ¢ B), on déduit que
d(A,B) =d(a,B) > 0.
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Exercice 2.7.5

Soient (X,7) un espace topologique séparé et (K,)nen une suite décroissante (i.e., K11 C K,
Vn € N) de compactes non vides de X

1. (a) Supposons que [,y Kn = 0. d’aprés la proposition 2.1.13, il existe J C N, par exemple
J=H0,...,n} (n € N), tel que

1=0
Alors
n
Kn=[)Ki=0
i=0
Ce qui contredit ’hypothéses. Donc
() Kn #0.
neN

(b) Pour chaque n € N, le compact K, est un fermé. Comme Dintersection quelconque des
fermés est un fermé, on déduit que K = [),cy K; est un fermé. Puisque K est un fermeé
inclus dans le compact K, (i.e., K = ;e Ki C Ky), on déduit que K est compact.

2. Raisonnons par ’absurde et supposons que ceci soit faux. Alors pour tout n € N il existe z,, € K,
mais x, ¢ Q. Alors
T, € K, N 0.

Par conséquence, on peut construire une suite (z,)pen telle que pour tout n € N, on a
C

Comme Kj est compact, on déduit que (z,)nen @ au moins une valeur d’adhérence. Alors on
peut construire une sous suite (Tg(,))nen de (Tn)nen qui converge vers x € K.
D’un autre coté, pour tout m € N et tout n > m (donc ¢(n) > n > m), on a

Ty(n) € K.
Puisque K, est fermé, on a x € K,,, qui est vraie pour tout m € N. Alors

T € ﬂKm:K.
meN

Mais puisque QC est fermeé, on a aussi que z € QF, c’est-a-dire, z ¢ Q. Ceci contredit que K C .

Exercice 2.7.6

e Supposons que l'espace topologique produit X = [[" ; X; est localement compact. Comme les
projections canoniques de X sur X; (i € {1,...,n}) sont continues, surjectives et ouvertes (prouver
le!), d’apres la proposition 2.6.3, on déduit que les X; sont localement compacts.

e Réciproquement, supposons que pour tout i € {1,...,n}, X; est localement compact. Soit z =
(x1,...,2,) € X. Comme X; est localement compact pour tout i € {1,...,n}, il existe un
voisinage compact V; de x; dans X;. Alors V = H?:l V; est un voisinage compact de x dans X.
Donc X est localement compact.
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6.3 Exercices du Chapitre 3

Exercice 3.5.1

On a dy et do deux distances équivalentes. Alors il existe deux constantes strictement positives Cq
et Cy tel que pour tout z,y € X on a

Crdi(z,y) < do(x,y) < Cod(z,y). (6.3.1)

e Soit (x;,) une suite de Cauchy dans (X, d;). Alors pour tout € > 0 il existe N. € N tel que pour
tout n,m > N, on ait

En utilisant (6.3.1) on obtient
€

CQ = E&.

dQ(xnvxm) < Cle(xnaxm) < Cf2

Alors elle est de Cauchy dans (X, da).

e Inversement, on suppose que (z,,) est une suite de Cauchy dans (X, dz). Alors pour tout & > 0 il
existe N. € N tel que pour tout n,m > N, on ait

do(Tn, Tm) < Cie.
En utilisant (6.3.1) on obtient
Cidy(Tn, zm) < do(zp, xm) < Cie.

Alors
dy (Ty, Tm) < €.

Donc (x,,) est une de Cauchy dans (X, d;).

Exercice 3.5.2

Soient ’ensemble @ muni de la distance usuelle |.| et (z,)nen une suite des nombres rationnels
définie par

Vn > 1.

.’EOZ]_ et Tn4+1 = 1tz
n

1. Initialisation : zo = 1 alors 0 < ¢ < 1. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons la propriété est vraie au rang n c’est-a-dire,

0<z, <1

et montrons qu’elle est vraie pour n+ 1. On a

0<xr, <1
Alors
1<x, <2
Ceci implique
1 1
— < <1
2 7 1+ax, —
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Donc
0 < Tn+1 < 1.

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1.

Par conséquent, pour tout n € N,
0<x, <1.

2. Supposant que (x,)nen converge vers [. On a

1
nh—r>noo Tntl = nh—r>noo 1+ x, '
Alors
P
1+1
Ceci implique
P+l-1=0.

SLEV5 o g, = S1oVS

5 comme solutions.

Cette équation admet deux racines différentes [y =
Puisque 0 < z,, <1, on déduit que [y est refusée. Donc

3. On a (x,)nen est une suite d’éléments de Q, alors c’est une suite réelle. Comme elle converge
vers _1%‘/5 € R, on déduit qu’elle est de Cauchy dans (R, |.|). Alors

Ve >0 IN. €N, Vn,m > N, |z, —xn| <e. (6.3.2)

Comme (zp)nen est une suite d’éléements de Q et elle vérifie le critére de Cauchy (6.3.2), on
déduit qu’elle est aussi de Cauchy dans (Q, |.|)

4. Comme (xy,)nen est une suite de Cauchy dans (Q,|.|) qui converge vers _142”/5 ¢ Q, on déduit

que (Q, |.|) n’est pas complet.

Exercice 3.5.3

Pour tout g € I, on a
ﬂﬂc%.
el
On a aussi pour tout ¢ € I, F; est un fermé dans X. Alors N;crF; est un fermé dans X. Comme Fj; est
compléte et N;erF; est un fermé inclus dans Fj,, on déduit que N;crF; est compléte.

Exercice 3.5.4

1. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans B(X,Y). Alors pour tout € > 0 il existe N. € N tel que
pour tout n,m € N, n,m > N¢, on ait

doo(fru fm) <E.

Il s’en suit que pour tout x € X on a

d(fn(2), fm()) <e. (6.3.3)
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Comme Y est complet, on déduit que pour tout & € X, (f,(x))nen converge vers un élément de
Y que l'on note f(x).
Posons f : X — Y une application telle que pour tout = € X, on a

lim d(fn(z), f(x)) = 0.

n——~oo

Pour montrer que (B(X,Y), ds) est complet il suffit de montrer que f est borné (i.e., f € B(X,Y))
et que (fn)nen converge vers f dans B(X,Y).
D’apres I’équation (6.3.3), pour tout z € X, on a

A(f(0), F@) = N d(ful(a), fin()) < <. (6:3.4)
Comme f, est bornée, il existe y € Y et r > 0 tels que pour tout x € X, on ait
fn(z) € B(y, ).
Ce qui prouve que pour tout z € X
f(z) € B(y,r +¢).

Donc f est bornée.

Finalement on montre que

lim doo(fn, f) = O.
n—o0
Comme f,, f € B(X,Y), on a pour tout € > 0 il existe z. € X tel que
doo(frs [) < d(fn(ze), f(2e)) + e

En utilisant (6.3.4), on obtient

doo(frs f) < d(fn(ze), f(ze)) + € < 26.

Alors
lim deo(fn, f) =0.
n——aoo
Donc (B(X,Y), d) est complet.

2. On rappelle que toute partie fermée dans un espace complet est compléte. Alors pour montrer
que Cp(X,Y) muni de la distance ds, est complet il suffit de le montrer que c’est un fermé dans
B(X,Y). Soient (f,)nen une suite dans Cp(X,Y) et f € B(X,Y) telles que

lim doo(fns f) = 0. (6.3.5)
Pour montrer que Cp(X,Y) est un fermé dans € B(X,Y) il s’agit de montrer que f € Cp(X,Y)

et comme f € B(X,Y), il suffit seulement de montrer que f est continue sur X. Soient € > 0 et
xo € X. Alors d’apres (6.3.5), il existe N = N, 5, € N tel que

doo(fNaf) <

Wl m

Ceci implique que pour tout z € X

d(fn(a), f(@) < 3.
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Puisque fn est continue, on déduit que

36 = 0emy >0, Vz €X, d'(z,20) < = d(fn(2), fn(20)) <

Wl m

En utilisant 1'inégalité triangulaire, on obtient

d(f(2), f(x0)) < d(f (@), fv(@) + d( (@), fu(w0)) +d(fiv (o), f0)) < 5 + 5+ % ==

Ce qui prouve que f est continue en xg, alors f est continue sur X. Donc (Cp(X,Y), ds) est
complet.

3. On a toute fonction continue sur [0, 1] & valeur dans Y est bornée. Alors
C([0, 1] = Gy([0,1].

Ce qui prouve que d’apreés la question 2, I'espace métrique (C([0,1],Y),ds) est complet.

Exercice 3.5.5

1. Soit f € X. Alors f est bornée (f est continue sur un intervalle borné, alors elle est bornée),
c’est-a-dire,

6(f)= sup |f(z)— f(y)| < +oo.

(z,y)€la,b]?

Soit xq € [a,b]. Pour tout x € [a,b] et tout f,g € X, on a

[f (@) = g(@)| <|f(z) = fzo)| + [f(w0) — g(zo)| + |g(x0) — g()]
<6(f) + [f (o) — g(zo)| + (g) < +o0.

Donc doo(f, ) = supepap) |f (%) — g(z)| est bien définie.
(i) Pour tout f,g € X, on a

d(f,9) =0+ ha |f(z) = 9(z)| =0 = |f(z) — g(z)| =0, V& € [a, b]
= f(x) = glx) Vo € [a,b].
(ii) Pour tout f,g € X, on a

doo(f,9) = sup |f(z) —g(x)| = sup [g(x) — f(z)| = ds(g, )

z€|[a,b] z€la,b]
(iii) Pour tout f,g,h € X, on a

doo(f, ) = Sel[lpb] |f(x) = h(z)| = Sel[lpb] |f(x) = g(z) + g(x) — h(z)|

< sup [f(z) —g(@)[+ sup [g(x) — h(z)| = d(f,9) + doo(g, ).
z€|a,b| z€[a,b]

Donc d, est une distance sur X.
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2. Pour tout n,p € N, on a

oo(fn+pafn) = Sup |fn+p(x)7fn(x)|

z€[a,b]
— (xa+b>2+ I <xa+b)2+1
_:EE[aI,)b] 2 (n +p)2 2 n?

= sup
] N e e (e

= sup

<ol (o~ =52)+ nwz+¢ )ik
= sup (n+p (CETOE n2
2 2
elotl | J(o 22"+ g+ o= #50)° +

(n* = np)(p* + 2np)
(2n3 + n2p)(n + p)?

1 1
wtp)?

1 1
) T

En passant a la limite quand n tend vers +o0o, on obtient

(n® —np)(p® + 2np) | _

li Aoo(frap, fn) < i
lm (f +p f) 1n (2n3+n2p)(n+p)2

n—-+ n—-—+o0o

Donc (fn)nen est une suite de Cauchy de (X, dso).
3. Pour tout = € [a,b] on a

bm f()= lim x_“+b2+i_ x_a—i—bQ_x_a—H)
n—s+oo”’ " C n—too 2 n? 2 n 2 |

4. Supposons que cette limite c’est f.

2
h_}IIl doo(fn, f) = lim sup \/<x—a+b> +1_‘$_a+b‘

=700 y¢(a,b]

(r =52+ % — (o4 58)°

’VL2
= lim sup 5
n—-ao0
<ol |y = 42)" 4 4 o — 24
1
. P . 1
< lim "T = lim —=0
n—oo = n—oo n
n
5. 0On a ) n ,
@) - f (e -t —(w-
lim ( ab2)_ lim ‘ a-2s-b = lim ( a2)2—1
1'*><'1‘2H7 T — =5 r—<atb g ) Ha‘{b T 5
et b +b +b
a a a
i flx)=fF(9%2) e D el
im z lim oy = lim ) =1.
et @5 et x-S0 peta— S

Alors la fonction f n’est pas dérivable au point x = “TH’. Donc f ¢ X.
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6. Comme (f,,)nen une suite de Cauchy de X qui converge vers f ¢ X, on déduit que (X, do) n’est
pas complet.

6.4 Exercices du Chapitre 4

Exercice 4.4.1

1. Soient X = {a,b,c,d} et T = {0,{b},{c},{b,c}, {a,c,d}, X} une topologie sur X.
(a) X n'est pas connexe car {b} et {a, ¢,d} deux ouverts disjoints non vides et X = {b}U{a, c, d}.

(b) i. La topologie induite sur {a,c} définie par

ﬁa,c} = {(Z)» {C}v {CL, C}}

On remarque que @ et {a,c} sont les seules parties ouvertes et fermées de {a,c}. Donc
la partie {a,c} est connexe.

ii. La topologie induite sur {b,d} définie par
Tway = {0, {0}, {d}, {b,d}}.

On remarque que {b} et {d} deux ouverts disjoint non vides tels que {b,d} = {b} U{d}.
Donc la partie {b,d} n’est pas connexe.

2. Soit (X, 7) un espace topologique discret.

e Supposons que (X, 7)) est connexe. Alors () et X sont les seuls ouverts et fermés. Comme il
est discret, on déduit que pour tout x € X, on a {x} est ouvert et fermé. Donc

X ={z}.
e Réciproquement, si X = {x}, alors la seul topologie qu'on peut définir sur X est (X, ) qui
est grossiére. Donc (X, T) est connexe.
Exercice 4.4.2
1. Ona ANO; et AN O3 deux ouverts disjoints de A (topologie induite) et
A=(ANO;)U(ANOs).

Comme A est connexe, on déduit que AN O =0 ou AN Oy = . Ceci implique que
e siANO; =10, alors on a A C Oy,
o si ANOy =0, alors on a A C Oj.

Donc

A C O; oubien AcC O,.

2. On a AN Fy et AN Fy deux fermés disjoints de A (topologie induite) et
A=(ANF)UUNEF).

Comme A est connexe, on déduit que AN F; =0 ou AN Fy = (. Ceci implique que
e si ANF; =0, alorson a A C Fy,
e si ANFy, =0, alorson a A C F}.
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Donc

ACF|, oubien AC Fs.

3. On a O% une partie ouverte X. Alors O et O¢ deux ouverts de X tels que X = QO UO. On a
ANO et ANOY deux ouverts disjoints de A (topologie induite) et

A=(ANO)U (ANOY),

D’aprés la premiére question, on a AN O = @ ou bien AN OF = ). Puisque O N A # 0 (les
hypothéses), on déduit que AN OY = . Ce qui prouve que

AcCO.

Exercice 4.4.3

Soient A et B des parties d’'un espace topologique.

1.

(a)

Supposons par 'absurde que A n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés non vides et
disjoints de A (topologie induite) Fy, F» tels que

A=F UF,.
Comme A N B est connexe, d’aprés 'exercice 4.4.2, on a
ANBC F, oubien ANBC Fs.
Supposons que AN B C Fy. Puisque on a
F1CA et ANB ¢ Iy,

on déduit que
BNF =0.

Alors Fy et BU F; sont deux fermés non vides et disjoints dans A U B (topologie induite)
tels que
AUB=F U(BUF;).

Donc AU B n’est pas connexe. Ce qui contredit I’hypothése.

Supposons par 'absurde que B n’est pas connexe. Alors il existe deux fermés non vides et
disjoints de B (topologie induite) Fy, Fy tels que

B=FUF.
Comme A N B est connexe, d’aprés 'exercice 4.4.2, on a
ANBCF oubien ANBC .
Supposons que AN B C Fs. Puisque on a
FLCB et ANB ¢ Fi,

on déduit que
AN =0.

Alors Fy et AU Fy sont deux fermés non vides et disjoints dans A U B (topologie induite)

tels que
AUB=FU(AUF,).

Donc AU B n’est pas connexe. Ce qui contredit ’hypothése.
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2. Soit f: AUB — {0, 1} une application continue. Les applications f4 et fiz sont continues sur
A et B respectivement. Comme A et B sont connexes, on déduit que les applications fj4 et fis
sont constantes. Supposons par exemple a,b € {0, 1} tels que

Ve €A, flalz)=f(z)=a et VyeB, fizly)=[f(y) =20
Supposons aussi par exemple A N B non vide. Soit z* € AN B. Alors 2* € A et 2* € B. Ceci
implique
f(z*)=a et {2*} CB.
La derniére inclusion implique que
BcBuU{z*} CB.

D’apreés le corollaire 4.1.16, on déduit que BU{x*} est connexe. Alors f est constante sur BU{x*}.
1l s’en suit que, pour tout y € B,

b= fis(y) = fiBugay (V) = fisugey (2¥) = f(2") = a.

Ce qui prouve que f est constante. Donc A U B est connexe.

Exercice 4.4.4

1. On a
T ={0,{b},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}, X}
et
F ={X,{a,¢,d,e},{c,d, e}, {d,e},{e},0}.
On remarque que X et () sont les seuls ouverts et fermés en méme temps de X. Donc (X, 7)) est
connexe.
2. Montrons que (X, 7) est localement connexe.
e Tous les voisinages de a : {a,b}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,b,c,d}, {a,b,c,e} et X sont
connexes.
e Tous les voisinages de b : {b}, {a, b}, {b,c}, {b,d}, {b,e}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {b,c,d},
{b,c,e}, {b,d,e}, {a,b,c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,d, e}, {b,c,d, e} et X sont connexes.
e Tous les voisinages de ¢ : {a,b,c}, {a,b,c,d}, {a,b,c,e} et X sont connexes.
e Tous les voisinages de d : {a, b, c,d} et X sont connexes.
e Tous les voisinages de e : X est connexes.
Alors (X, T) est localement connexe.

Exercice 4.4.5

1. Soit (X,7) un espace topologique discret ayant plus d'un point. Alors {{z}} est un systéme
fondamental de voisinages connexes de z. Autrement dit, pour tout x € X et tout V € Vx(x) il
existe un voisinage V' = {z} € Vx(x) tel que V' C V. Donc (X, T) est localement connexe.

2. Soient (X,7) un espace localement connexe et A € 7. Pour tout x € A et tout V € Vx(x), on a
ANV e Vx(x)

et
ANV e Vy(z) (car ona ANV €Ty, alors z e ANV C ANYV).

Puisque X est localement connexe, il existe un voisinage connexe V'’ de z contenu dans ANV et
comme ANV € Vy(x), on a V' est un voisinage connexe de x dans A.
Donc A est localement connexe.
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6.5 Exercices du Chapitre 5

Exercice 5.4.1

1. Montrons que les applications suivantes sont des normes sur R™
(a) i Soit X € R™. On a

n
X[, =0 = |zi| =0 = 2; =0 Vi€ {1,...,n} <= X = O».
i=1

ii. Soient X €e R" et A€ R. On a
n n n
IAX [y = [Asl = (Al = Al = [ALIX ] -
i=1 i=1 i=1
iii. Soit X, Y € R". On a

n n n n
IX+ Y= Jzi+yil <D lwil + lyal <D lwal + D il = Xy + 1Y ]l; -
i=1 i=1 i=1 i=1

Donc ||.||; est une norme sur R™.

(b) i. Soit X € R™. On a

n 2 n
|1 X]|, =0 < <Z|$Z’|Q> = ol =0z =0Vie{l,...,n} < X = On.
=1 =1

ii. Soient X e R" et A€ R. On a

1 1 1
n 2 n 2 n 2
IIAX\2=<§ IAwi\2> =<§ !AIQIxi!2> =M|<§ \xi|2> = [AHIX -
=1 =1 =1

iii. Soit X, Y € R™. On a

n

n n n n
IX+Y13= li+ul? =D (@i+u)? =) a7+ > v/ +2)  zws
=1 =1 =1

=1 =1
n n n

<Y il Y Dl 2> fal il -
i=1 =1 i=1

En utilisant I’inégalité d’Hoélder, on obtient

n n n
2 2 2
IX+ Y12 <Y il + 3 Il + 23 Jail i
1=1 1=1 =1

<3l S il 4 2 (z w) (z w)
i=1 i=1 1 i=1

1=

n 3\ 2 n 1\ 2 n 3 n 3
2 2 2 2
(zw) + (z ,y,.,2> 2 (z w) (z w)
=1 =1 =1 =1

2

(Z |33i|2> + (Z |y¢|2) = (1X1l, + 1Y 1l)*
i=1 i=1

IN

[NIES

IN
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Alors
X + Yy <Xy + 1Yl

Donc |||, est une norme sur R".
(¢c) 1. Soit X € R™. On a

|X] =0«<= sup (|z;])=0<=2;=0Vie{l,...,n} < X = Opn.

i={1,...,n}

ii. Soient X e R" et A€ R. On a

A X[loo = sup (JAzil) = sup  ([Alfzi]) = Al sup (Jzil) = A X -

i={1,...,n} i={1,...,n} i={1,...,n}
iii. Soit X, Y € R". On a

X +Yle= suwp (zitwl) < sup (i +[uil)

i={1,...,n} i={1,...,n}
< sup (lm)+ sup (juil) = [ Xl + Y]l -
i={1,...,n} i={1,...,n}

Donc |||, est une norme sur R".
Ou X = (x1,22,...,%y)
2. Montrons que ces trois normes sont équivalentes.

(a) Montrons que ||.||; et ||.||, sont équivalentes

Pour tout X = (z1,...,2,) € R", on a
n 2 n
2 2
2 = (Zm\) SRl Y Rl Y ke

i=1 i=1 1<i<j<n 1<j<i<n

n

=3zl D il |yl
i=1 1<i#j<n

n n n
2 2 2 2
<Yzl =1 Y Jzilf =0 ul* = n | X];3.
i=1 i=1 i=1

Alors
X1, < VrllX]l,.

On a aussi )
n 2 n n
2 2
uxuf(zrxi\) =S < S e = 151
i=1 i=1 i=1

Alors il existe deux constantes réelles positives a = 1 et 8 = /n telles que

a[Xlly < [1X[l, < BIXI, -

Donc ||.||; et [|.||, sont équivalentes.

b) Montrons que ||.||; et ||.||s sont équivalentes
q 1 3 q
Pour tout X € R” on a

n
1X 15 = max foi] < Jaa] + ...+l = Yl = X1,
i=1
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On a aussi

n
1XI = il <n max |zi = n|X]|;.
=1 1=1,...,n

Alors il existe deux constantes réelles positives v = 1 et § = n telles que

YIX < (1 < a1 X5 -

Donc ||.||; et [|.||3 sont équivalentes.

(c) Montrons que ||.||, et ||.||5 sont équivalentes
On a déja montré que pour tout X € R”,

a[Xlly < [1X]l < 81Xl (6.5.1)

et
YIIX s < X < 6 1X]]5- (6.5.2)

D’aprés (6.5.1) et (6.5.2), on trouve

1)
al Xl < Xl < 6lIX]l; = X, < — 1 XI5,
et

g
VIl < X1, < AIIX]ly = 3 X5 < 1XTl, -

)
Alors il existe deux constantes réelles positives ¢c; = — et co = il telles que
Q@

B
c1 [ Xlls < [ Xy < e [ X5

Donc ||.||, et ||.||, sont équivalentes.

Conclusion. Les normes |.||;, ||.|[5 et ||.||; sont équivalentes.

Exercice 5.4.2

1. Montrons les inégalités suivantes
(a) Inégalité de Young.

i. Sia=0o0ub=0, alors il est clair que

al b
ab < — + —.
b q

ii. Sia# 0etbF#0. En utilisant la concavité de la fonction logarithme népérien ” In” sur
10, 4+00[, on obtient

In(ab) = In(ab) + m(b%) = = In(a?) + ~ n(b9) < In (“p + bq) .
p q p q
En passant & 'exponentielle qui est croissante, on obtient
a? bl

ab < — + —.
p q
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(b) Inégalité de Holder.
i. Si [|X[[, =0ou [[Y]|, = 0 I'inégalité est triviale.

ii. [|X], #0et Y]], # 0. En utilisant I'inégalité de Young et pour tout i € {1,...,

p q
( i ) ( P ) <1( i ) +1< P ) Ll 1l
— - p q-
X1, ) \IvT,) = p \IXT,) " \IVT,) — 21X I

obtient

Alors

Z @l ium” pyo Ll Tl | Sl
X1, IV, = 2 pIXE 2 gVl pIX[Z T IV
) WX IR
AR TR

Ceci implique

n
D il lysl < 1XN, 1Y,
i=1

Donc
n
<l sl < IX N, 1Y, -

n
E TiY;
i=1

(c¢) Inégalité de Minkowski.
En utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

HX+YHP—Z!%+%\”—Z!fﬂﬂrw!!wﬁyﬂp '

=1 =1
n

< (il + Jyal) s + g7~

1

A

n
il s+ [P0 )yl s + 5P
1 =1

I
.M:

7

En utilisant I'inégalité de Hdlder, on aura

(Zmp) (Zmﬂh b1 )
(2: :Ci‘p)p (é\x +yj‘p>q — X, 11X + Y}

IN

n
> i s + g5
=1

et

Q=

n

n n n
3 lyil i + g5t < (Z lwlp> (Z i + 95 ”q)
=1 =1

Z |z +y; !p> =[]l 1X + Y5 .

n}, on
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Alors .
) .
1X + Y1 < (1K1, + 1Y) 1X + Y

Ceci implique

IX + Y2 pt
T x4 Yl < X, + Y-

IX + Yl

Pour tout X,Y € R”, on a
X + Y|, < [ X, + [[Y]], -

D’autre part, on a

1 1
,_|_,:1
P q
Ce qui donne
1 1 p—-1
Tl
q p p
Alors
p_
q
Ce qui prouve que
p_
p——=1
q

Donc .
p—2
X +Yp * =IX+YI, <X, + Y,

2. (i) Pour tout X € R"”, on a

n ? n
X, =0 <> <Z|xip> =0= ) |z =0z, =0Yi€{l,...,n} < X =0.

i=1 i=1

(77) Pour tout X ¢ R" et A€ R, on a

1 1
IAX]], = (ZIA%”) = (ZIM”I%I”) = [Al (lei|p> = [ALIXIL, -
i=1 1=1 i=1

(797) Pour tout X,Y € R", en utilisant l'inégalité de Minkowski, on obtient

X+ Y, < 1 X1, + Y1, -

Donc ||.[|,, est une norme.

Exercice 5.4.3

Soit E = C([a,b],R) (a,b € R, a < b).
1. Monter que les applications suivantes de E dans R sont des normes sur E.

(a) 1. Pour tout f € E, on a

b
uﬂh=0¢$/Wﬂmwx=0¢¢umn=0¢:f=o
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ii. Pour tout feEet A€ R, on a

b b b
||Af|1=/ |Af<m>|dm=/ Mllf(x)ldeW/ (@) dz = [\ IAF], -

iii. Pour tout f,g € E, on a
b
19+ gl = [ 17()+ gla)| o
a

b b b
s/ rf<x>|+|g<x>|dx=/ |f<x>|dx+/ l9() dz = 11l + llgly -

Donc ||.||; est une norme sur E.

(b) i. Pour tout f € E, on a

b 3 b
Hfulzo<=>(/ \f(w)\zdx> =0 [ @P dr =0 | = f=0

ii. Pour tout feEet A€ R, on a

= ( [ b|Af<:c>|2d:c)é -(/ AP |f<ac>|2dac)é
N (/b If(fv)de)% SN

iii. Pour tout f,g € E, on a
2 b 2
15498 = [ 1)+ 9@ d
a

b b b
g/ ]f(x)|2d:c+/ |g(1:)|2d3:+2/ |f(x)g()| dx

_ ((/;ﬂxﬂdm)é): ((/b g(w)de)é)zw/abf<:c>g<a:>dx.

En utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

I +13 < ((/abf@cﬂdx)%): ((/b g<w>2dm>%>2
2 </ab!f(x)|2dm>§ (/b W)edmf
_ ((/abf@c)?dac)é o/ g<x>2dx)é)2 = (171 + llgl,)?

1+ glly < {1 fllz +llgll2 -

Alors

Donc ||.||, est une norme sur R™.
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(¢) i. Pour tout f € E, on a

[flls = 0 <= s?pb] |f(z)| =0<= f=0.
z€Ja,

ii. Pour tout feEet A€ R, on a
Moo = sup [Af(z)] = [A] sup [f(z)] = A[flle

- z€|a,b| z€[a,b]

iii. Pour tout f,g € E, on a
If + 9l = sup [f(z)+g(x)]
z€la,b]
[f @)+ lg(2)]) = sup [f(z)|+ sup [f(z)] =[Sl + N9l

x€[a,b] z€la,b

Donc ||.||,, est une norme sur R".

2. (a) Pour tout f € E, on a
b
|f\|1=/ fElde< s |f |/ dr = (b— a) | ..

CEG(Z

(b) Pour tout f € E, on a

b :
HfH2=</ |f<x>|2dx> §<§[1pb]|f )2 / dx> — V=l fl.

(c¢) En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient, pour tout f € E,

Il = [ 1@l < (/ab\f@c)\?doc)é (de); Vol

3. Il est clair que f € C([0,1],R).

N[

(a) On a
L 2 2,275 2,2 2
e R R e R B
0 % 2 0 2 1
On a aussi
1 1 2 ) 1
||fn”§:/ |fn(3«°)|2d9€=/ n4x2da:—|—/ ‘—n2m+2n‘ dx—i—/ 0%dx
0 0 1 2
1 2
:/ n4m2dx+/ (n4m2+4n2—4n3x) dzx
0 1
4 1= 4 2
0l ™ n 2
= nfx‘% + £x3+4n2x—2n3x2 :—n.
3 0 3 1 3
Alors
2n
I Fulle = /5

Finalement, on a
[fallo = sup_|fu(z)] = n.

z€[0,1]
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(b) On remarque que

i [l =1 et dim [l = oo

Ce qui signifie, pour tout f € E, il n’existe aucun 8 > 0 pour que l'inégalité suivante

I1flls < BIf1

soit vérifiée. Donc ||.||; et ||.||, ne sont pas équivalentes sur E.

On remarque aussi que

Jm =1 et limfll = oo

Ce qui signifie, pour tout f € E, il n’existe aucun S > 0 pour que l'inégalité suivante

[fnlloe < Bl nlly

soit vérifiée. Donc ||.||; et ||.||., ne sont pas équivalentes sur E.

Finalement on remarque que

N O

= lim —
V 3

Ce qui signifie, pour tout f € [, il n’existe aucun S > 0 pour que l'inégalité suivante

[ fallo < B 11 full2

soit vérifice. Donc ||.||, et ||.||,, ne sont pas équivalentes sur E.

Exercice 5.4.4

1. La topologie produit sur £ x E est définie par les trois distances usuelles. Choisissons d; qui
définit par
(X, X) = [l = 'l + ly = ¢/g.

pour tout X = (z,y) et X' = (2/,3/) dans E x E. On a
1 = X' = [ y) = @yl < o = 2ll + |y = ¥'llg = da (X, X

Ceci implique que Uapplication E x E —, (z,y) — = + y est lipschitzienne, ce qui prouve qu’elle
est continue.

2. La topologie produit sur E x K est définie par les trois distances usuelles. Choisissons dy qui
définit par

di(X, X") = A= N|+ ||z — 2|,

pour tout X = (\,z) et X’ = (N, 2') dans K x E. Notre objectif est de montrer que pour tout
e>0et X =(\x) € KxE,il existe § = 0. x > 0 tel que pour chaque X' = (N,2/) e Kx E
vérifie dj (X — X') <dona || X — X'||p <e.
Il est clair que pour tout § > 0, si di(X, X") < §, alors |A — X | < d et ||z — /||y < 0. Il est aussi
clair que, si |A — N[ < 4, alors |N| < § + |A|
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Soite>0et X =(\,z) e KXE. Pourtout 0 <d<let X'=(N,2') e KxE, ona

X = Xl = [l a) = (8.2 = = N = e — Xz + X = X
< [P = 2l + [’ X < A= Xl + X [l — ]
<3 ([lzllg + [N]) < 6 (lzllg + 6+ A])
<Oo(zllg + 14 A]).

Alors pour que || X — X'||p < ¢ il suffit que § (||z||g + 1+ |A|]) < € et ceci implique

e

0 < rm—— .
[l + 14 [A]

Donc il suffit de choisir § = m pour montrer la continuité de ’application K x E —
E, (A x) — Ax.
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