MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI, TIZI- OUZOU
FACULTE DES SCIENCES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

THESE DE DOCTORAT (LMD)

FILIERE : MATHEMATIQUES.
SPECIALITE : ANALYSE MATHEMATIQUE ET APPLICATIONS.

Titre de La these : FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES
GENERALISEES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Présentée par :
Mme Yousra DJABRI

Devant le jury d’examen composé de :

Mr Mohamed Morsli Professeur UM.M.T.O  Président
Mme Fazia Bedouhene Professeur U.M.M.T.O Rapporteur
Mme Fatiha  Boulahia M.C.A U.A.M.Bejaia Co-Rapporteur
Mr Ahmed Berboucha Professeur U.A.M.Bejaia Examinateur
Mme Leila Rahmani Professeur U.M.M.T.O Examinatrice
Mme Manel  Smaali M.C.A UM.M.T.O Examinatrice

Soutenule:/ / /



ii



Remerciements

Avant tout, il apparait opportun de rendre grace a DIEU de m’avoir donné le
courage et la volonté pour réaliser et terminer ce travail.

Ma profonde reconnaissance s’adresse a ma directrice de theése Professeur Fazia
BEDOUHENE, pour la confiance qu’elle m’a témoigné en acceptant la direction scienti-
fique de mes travaux. Je lui suis reconnaissante de m’avoir fait bénéficier tout au long
de ce travail de sa grande compétence, de sa rigueur intellectuelle, de son dynamisme
et de son efficacité certaine que je n’oublierai jamais.

J’adresse mes plus sinceres remerciements a ma Co-directrice de these Madame
Fatiha BOULAHIA, Maitre de Conférences a ’'Université Abderrahmane Mira de Bejaia,
qui a cru en moi et su m’orienter par ses précieux conseils qui n’ont cessé de prodiguer
tout au long de ce travail.

Je voudrais exprimer également ma profonde gratitude a Monsieur Paul RAYNAUD
DE FITTE, Professeur a 'Université Rouen-Normandie, pour son accueil au Laboratoire
Raphaél Salem au cours de mes stages de courtes durées. J'ai apprécié ses grandes
qualités humaines et son sens aigu de la pédagogie.

Un grand remerciement s’adresse notamment a Monsieur Mohamed MORSLI,
Professeur a 'Université Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou, pour ’honneur qu’il m’a
fait d’avoir accepté de juger ce travail et d’en présider le Jury de soutenance.

Mes respectueuses reconnaissances s’adressent également a Monsieur Ahmed
BERBOUCHA, Professeur a 'Université Abderrahmane Mira de Bejaia et a Madame
Manel SMAAILI, Maitre de Conférences a 'Université Mouloud Mammeri de Tizi-
Ouzou ainsi qu’a Madame Leila Rahmani, Professeur a I'Université Mouloud Mammeri
de Tizi-Ouzou d’avoir accepté de participer a mon jury de these. Leur présence
constituent un grand honneur. Merci pour vos remarques, vos critiques, vos conseils
et simplement, pour I'intérét que vous avez porté a mon travail.

Ma gratitude est destinée a mes chers parents Nouara et Nabil qui m’ont supporté
dans tous les sens du terme durant toutes ces années. Leur amour, leur affection et
leur soutien sont au-dessus de tous les remerciements. Merci infiniment a mon frere
Houssem-Eddine et a ma soeur Naila.

A titre plus personnel, je remercie chaleureusement mon mari Abderrahmane,
pour la grande patience, 'encouragement et la confiance qu’il m’a témoigné. Je tiens
a le remercier surtout pour son soutien moral ininterrompu et ses nombreux conseils
tout le long de ma these.

iii



iv






vi



Table des matieres

I Préliminaires

Chapitre 1
La presque périodicité et la pseudo presque périodicité
[1.1 Fonctions presque periodiques| . . . . . . .. ... ... ...... 6
(1.1.1 Fonctions presque périodiques au sens de Bohr] . . . . . . . 6

[1.1.2 Dérivation et intégration des fonctions presque periodiques| 8

(1.1.3 Fonctions presque-périodiques a parametres|{. . . . . . . . . 9

1.2

Fonctions presque périodiques au sens de Stepanov| . . . . . .. . . 10

[1.2.1 Espace des fonctions Stepanov-presque périodiques SPAP(R, X)| 11

[1.2.2 Les fonctions mesurables presque périodiques (-AP (R, X))| 13

1.3

La pseudo presque periodicité | . . . . . ... ... ... .. ..., 14

(1.3.1 Définitions et proprietés des fonctions pseudo presque pe- |

riodiques PAP(R,X)| . . . . . . . . ... . ... 14

[1.3.2 Deérivation et intégration des fonctions pseudo presque pe- |

| riodiques| . . . . . ... e e e e e e e e 15
[1.4 Fonctions Stepanov pseudo presque periodiques SPPAP(R,X)| . . . 16
[1.5 Théoremes de superposition dans les espaces S’AP(RR, X) et SPPAP(R, X)| 17

16

Solutions presque periodiques et pseudo presque périodiques des |

équations abstraites a coefficients SPAP(R, X) et S'’PAP(R,X)|. . . . 18

vii



Table des matiéres

Chapitre 2

La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

2.1 Introduction] . . . . . . . ... ... 22
[2.2 Lesfonctionsde Young|. . . . . . . . . . ... 22
[2.3 LesespacesdOrlicz] . . ... ..... ... .. ... . ....... 24
[2.3.1 Espaces modulaires . ... .................. 24
[2.3.2 EspacesdOrliczl . ... ........... ... ...... 26
[2.3.3  Propriétes des espaces de Morse-Transue|. . . . . . ... .. 27
[2.4 Espaces de Stepanov-Orliczl . . . ... ... ............. 27
[2.5 Les fonctions Stepanov-Orlicz presque periodiques| . . . . . . . .. 29

II Contributions

Chapitre 3

|Autres caractérisations des fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques |

et leurs applications

3.1 Introductionl . . . . . . . . . . . e e e 34

(3.2 Fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques| . . . ... ... .. 34

13.2.1 Caractérisation des fonctions S?AP (R, X) via la transformée |

deBochner] . . . ... ... ... ... ... .. ... 34

13.2.2 Lien entre les espaces S’AP(R,X) et u-AP (R,X)|. . . .. .. 38

13.3 Opérateurs de Nemytskii dans SPAP(R,X)[ . . . .. ......... 40

[3.4  Solutions Bohr presque periodiques des équations d’évolution abs- |

| traites a coefficients SPAP (R, X)[. . . . . . . . ... vt 43

viii



Chapitre 4

ILes fonctions Stepanov-Orlicz pseudo-presque périodiques et applica-

tions

[4.1 Introduction| . .. ... .. .. ... . ... 48

[4.2 L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orliczf. . . . .. ... .. 48

[4.2.1 Les fonctions ergodiques au sens de Stepanov-Orliczl . . . . 50

[4.2.2 La caractérisation des fonctions Stepanov-Orlicz ergodiques |

I via la transformee de Bochnen. . . . . ... ... ... ... 56

[4.2.3 Exemplesinstructifs| . . . . ... ... ... .. ....... 58

[4.3 La Stepanov-Orlicz pseudo presque periodicite et applications| . . . 62

[4.3.1 L’espace de fonctions Stepanov-Orlicz pseudo presque pe- |

riodiques| . . . . ... e e e e e e e 62

14.3.2 Théoréme de superposition dans S’PAP (R,X)|. . . . . . . . 63

[4.3.3 Solutions pseudo presque periodiques d’'une equation d’evo- |

lution a coefficients S’PAP(R, X)[ . . . . ... ... ..... 65

Conclusion générale et quelques perspectives de recherche 69

Annexe

Bibliographie

ix




Table des matiéres




Introduction générale

U cours des deux derniéres décennies, la théorie des fonctions presque périodiques
A a été développée en liaison avec les problemes des équations différentielles, les
systemes dynamiques et la théorie de la stabilité et ses applications a la théorie du
controdle. Les ouvrages classiques de C. Corduneanu [25]], Fink [[49] , Yoshizawa [89],
Amério et Prouse [4], Levitan et Zhikov [65], etc... donnent une belle présentation
des méthodes et des résultats sur ce sujet.

Les fonctions presque périodiques ont été utilisées par des astronomes depuis
I’époque grecque antique. Ces derniers approchaient la fonction qui donne le mouve-
ment de la planete par un polynome trigonométrique ; mais leurs apparition formelle
revient au mathématicien danois H.Bohr [[17]] au début des années vingt (1923-1925).

Depuis, de nombreuses généralisations ont été faites sur cette classe, notamment

par Bochner [13]] qui, vers 1933, a donné une caractérisation d’une fonction presque
périodique en terme de la compacité de 'ensemble de ses translatés dans I'espace
des fonctions continues et bornées. Cette définition est équivalente aux définitions
données par H.Bohr a savoir : celle qui utilise les ensembles relativement denses et
celle qui définit ces fonctions comme limite uniforme des polynémes trigonométriques
généralisés. Ces caractérisations ont motivé d’importantes contributions dans ce
domaine, on peut citer par exemple celles de Besicovitch [9] et de Stepanov [83]].
Stepanov a donné naissance aux fonctions qui portent aujourd’hui son nom (fonctions
Stepanov-presque périodiques et notées S’AP(RR, X)). Cette classe de fonctions contient
celle de Bohr.
Amerio et Prouse [4] ont montré qu'une fonction f est Stepanov- presque périodique si
et seulement si sa transformée de Bochner f? est Bohr presque périodique, ce résultat
a permis de généraliser les résultats d’existence de solutions Bohr presque périodiques
de certaines classes d’équations différentielles au cas des équations différentielles a
coefficients Stepanov presque périodiques. Toujours dans son article de 1926 [|83],
Stepanov a défini les fonctions presque périodiques en mesure de Lebesgue notées
dans cette these u-AP (R, X).

Une autre généralisation connue des fonctions presque périodiques est la classe
des fonctions asymptotiquement presque périodiques introduite par Fréchet [[47,(48],
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ce sont les fonctions qui s’écrivent sous la forme
f=g+0

avec g presque périodique et ¥ une fonction continue vérifiant |9 (¢)| — 0 quand
t — oo.

Dans les années 1994 et 1995, Zhang [92,(93]] a introduit le concept de la pseudo
presque périodicité comme une extension de 'asymptotique presque périodicité. Ces
fonctions sont obtenues en perturbant la classe des fonctions presque périodiques de
Bohr par un terme ergodique (une fonction continue bornée de moyenne nulle).

Plus précisément, les fonctions pseudo presque périodiques sont les fonctions de
type
f=g+h

avec g une fonction presque périodique et 4 une fonction ergodique.

Diagana [31]] a introduit le concept de fonctions pseudo presque périodiques
avec poids comme une extension de la pseudo presque périodicité, en introduisant
une définition plus générale de la perturbation ergodique de Zhang.

L’idée principale consiste a mettre un poids p (p : R — (0,0) une fonction lo-
calement intégrable sur tout R) sur la composante ergodique apparaissant dans la
définition de Zhang, ce qui a permis d’obtenir I'espace des fonctions ergodiques avec
poids noté PAP (X, p). De cette facon une fonction f pseudo presque périodique avec
poids apparait comme étant une perturbation d’'une fonction presque périodique au
sens de Bohr par une fonction de PAP, (X, p).

En 2013, Blot et al. [11] ont donné une nouvelle approche (une généralisation
des fonctions pseudo presque périodiques avec poids introduites par Diagana dans
[[31]) en utilisant la théorie de la mesure.

Dans [35]], Diagana et Zitane (2014) ont introduit le concept de Stepanov-pseudo
presque périodicité dans le cadre des espaces de Lebesgue a exposants variables LP%)
qui sont un cas particulier des espaces de Musielak-Orlicz, [29]], [|73]].

Un tel concept est une généralisation naturelle de la notion de la Stepanov pseudo
presque périodicité introduite et étudiée dans [33]].

Bien qu'’il existe une abondante littérature consacrée aux différentes extensions
de la Stepanov presque périodicité dans le cadre des espaces de Lebesgue, que ce soit
dans le cas déterministe ou stochastique [14}[33], tres peu d’ouvrages sont consacrés a
I'étude des fonctions Stepanov presque périodiques dans le cadre des espaces d’Orlicz.

A notre connaissance, la seule référence qui introduit et traite les fonctions
presque périodiques dans le cadre des espaces d’Orlicz est le document de Hill-
mann [52]], dans lequel certaines propriétés structurelles et topologiques des espaces
de telles fonctions ont été étudiées. Mais, leurs applications a la théorie qualitative
des équations différentielles n’ont pas encore été examinées.



L’objectif de cette these est de généraliser les différentes caractérisations des
fonctions Stepanov presque périodiques et Stepanov pseudo presque périodiques au
cadre des espaces d’Orlicz.

Notre contribution a débuté par la caractérisation des fonctions Stepanov-Orlicz
presque périodiques introduites par Hillmann [52] via la transformée de Bochner.
Ensuite nous avons généralisé la caractérisation donnée par Stepanov [|83]], [|85], [28]]
ce qui nous a permis d’établir un résultat de superposition dans les espaces de
Stepanov-Orlicz presque périodiques et les Stepanov-Orlicz pseudo presque pério-
diques.

On s’est intéressé aussi a l'existence et a la nature de la périodicité des solutions
"mild" d’'une classe d’équations d’évolution linéaires et semi-linéaires a coefficients
Stepanov-Orlicz presque périodiques et Stepanov-Orlicz pseudo presque périodiques.

Le travail de cette these est réparti en quatre chapitres

Le premier chapitre fournit un exposé des différentes notions de la presque
périodicité en citant éventuellement quelques propriétés relatives a ces notions et qui
sont utiles pour la suite.

Le deuxiéme chapitre a pour objectif de faire une présentation des espaces de
Stepanov-Orlicz de fonctions presque périodiques tels qu’ils sont définis par Hillmann
[[52]. Pour se faire, des rappels sur les espaces d’Orlicz et des espaces modulaires
sont donnés. Une attention particuliére a été accordée au propriétés des espaces de
Morse-Transue qui sont indispensables dans la démonstration de nos résultats. .

Le troisieme chapitre est composé de trois sections.
Dans la premiere section, nous avons revisité la classe des fonctions Stepanov-Orlicz
presque périodiques définies par Hillmann dans I’espoir de pouvoir la caractériser
via la transformée de Bochner sans imposer aucune condition supplémentaire sur
la fonction de Young ¢. Mais contrairement a la presque périodicité de Stepanov,
celle de Stepanov-Orlicz ne peut pas étre équivalente a la presque périodicité de sa
transformée de Bochner sans imposer la condition-A; a la fonction de Young ¢.
Une autre caractérisation concernant la classe S?’AP(R,X) & été donnée en termes
de la Stepanov-presque périodicité en mesure de Lebesgue introduite par Stepanov
et d’'une propriété d’'uniforme intégrabilité. Notre résultat généralise ainsi celui de
Danilov [26] lorsque ¢ est la fonction puissance.
Gréce a cette caractérisation, nous avons établi dans la deuxiéme section un théoréme
de superposition dans I'espace des fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques.
Comme application nous avons étendu dans la troisieme section I'étude effectuée par
Andres et Pennequin en 2012 [7]] au cadre des fonctions Stepanov-Orlicz presque
périodiques.
Plus précisément, nous avons montré que les solutions bornées des équations différen-

3
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tielles ordinaires a coefficients Stepanov-Orlicz presque périodiques sont Bohr presque
périodiques et qu’il n’existe pas de solutions purement Stepanov-Orlicz presque pério-
diques.

Dans le quatrieme chapitre, nous avons introduit les espaces de fonctions Stepanov-
Orlicz pseudo presque périodiques, puis on a étendu les résultats du chapitre trois a
ces espaces.

Différentes caractérisations et résultats ont été obtenus a savoir;

1. En s’inspirant de [|35]], nous avons introduit trois différentes notions d’ergodicité
au sens de Stepanov-Orlicz et par suite, nous avons étudié leurs hiérarchies et
leurs diverses propriétés.

De plus, nous avons donné une caractérisation des fonctions Stepanov-Orlicz
ergodiques via 'ergodicité de leurs transformées de Bochner.

2. Nous avons fourni quelques exemples afin de mettre en évidence la hiérarchie
des fonctions ergodiques introduites.

3. Nous avons introduit un nouvel espace appelé " Stepanov-Orlicz pseudo presque
périodique (S?PAP(R,X))" qui généralise 'espace des fonctions Stepanov pseudo
presque périodiques i exposants variables L”*) donné par Diagana et Zitane [35],
ensuite nous avons caractérisé ces fonctions S’PAP(RR, X) via la pseudo presque
périodicité de leurs transformées de Bochner .

4. Un nouveau théoréme de superposition dans I'espace des fonctions du type
Stepanov-Orlicz pseudo presque périodique et un résultat d’existence et d’uni-
cité de solution "mild" pseudo presque périodique pour une classe d’équations
différentielles linéaires et semi-linéaires a coefficients Stepanov-Orlicz pseudo
presque périodique ont été établis.

Ce manuscrit est cloturé par une conclusion générale et quelques perspectives des
travaux présentés.
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

L’objectif de ce chapitre introductif est de faire une présentation sommaire des
fonctions presque périodiques au sens de Bohr et des fonctions pseudo presque
périodiques ainsi que leurs généralisations respectives au sens de Stepanov.

On énoncera leurs propriétés de base indispensable pour la suite de ce travail.

Enfin, on achévera ce chapitre par rappeler quelques résultats d’existence et
d’unicité des solutions de certaines classes d’équations d’évolution semi linéaires.

Dans toute la suite (X, ||.||) désignera un espace de Banach réel, u la mesure de
Lebesgue sur R et ¥ =X (R) la o-algeébre des sous-ensembles Lebesgue mesurables de
R.

On notera par C(R,X) I'espace des fonctions continues de R a valeurs dans X et
BC (R, X) I'espace des fonctions continues bornées de R dans X.

1.1 Fonctions presque périodiques

ES fonctions presque-périodiques apparaissent naturellement dés qu’on est en
L présence de plusieurs mouvements périodiques simultanés (par exemple deux
ressorts d’élasticité différentes accrochés a deux masses différentes). Elles ne sont pas
des fonctions qui sont presque des fonctions périodiques, mais sont des fonctions qui
possedent de nombreuses presque-périodes.

Les fonctions presque périodiques ont été introduites par des astronomes depuis
I'époque grecque antique et en particulier par E. Elsclangon en (1902). L’apparition
formelle de la théorie des fonctions presque périodiques remonte aux travaux du
mathématicien danois H. Bohr (1923).

En s'intéressant a la fonction Zeta de Riemann et aux séries de Dirichlet, H. Bohr était
emmené a les étudier en liaison avec des problemes de nature arithmétique.

Par suite, la notion de presque-périodicité a été généralisée dans diverses directions
notamment par Favard [[44,45], Besicovitch [9], Fink [49], Levitan et Zhicov [65] et
Corduneanu [25] etc.

1.1.1 Fonctions presque périodiques au sens de Bohr

Définition 1.1.1. Un sous ensemble E de R est dit relativement dense s’il existe un
nombre positif | (dit longueur d’inclusion) tel que

VaeR, [a,a+I|NE #0.

Remarque 1.1.2. Tout ensemble contenant un ensemble relativement dense est relative-
ment dense.

Définition 1.1.3. Pour une fonction continue f de R dans X et un nombre réel € > 0,
on définit :

T(r.6)={r ek, swplfe+e) - F0) <e .



1.1. Fonctions presque périodiques

T (f,¢€) est Uensemble des e-presque périodes de f.

Définition 1.1.4. Soit f € C(R,X), on dit que f est presque périodique au sens de Bohr
(ot X-presque périodique) si pour tout € > 0, T(f,¢€) est relativement dense dans R i.e.
Ve > 0, il existe un nombre | =1(€) > 0, tel que tout intervalle [a,a+ ] contienne un
nombre e-presque période T = T satisfaisant

sup | f(+17) = f(0)]| <e. (1.1
teR

On notera par AP (R, X), I'espace de ces fonctions. L'espace AP (R, X) muni de la
norme de la convergence uniforme

/1l = sup | f(£)]
teR

est un espace de Banach (C.f. [4] [65]]).
Proposition 1.1.5. [4]
L’espace AP (R, X) jouit des propriétés suivantes;
1. Tout élément de AP (R,X) est uniformément continu.

2. Tout élément de AP (R,X) est a image relativement compacte dans X et donc borné
sur R.

3. Soit f € AP (R, X)), si Y est un espace de Banach et si g : X — Y est une application
uniformément continue sur U'adhérence de l'image de f alors go f € AP (R,X).

4. AP(R,X) est stable par la limite uniforme.
5. AP (R,X) est invariant par translationEI
Du Théoréme de Bochner, ( voir ( [4, Chapitre 4, page9])), on déduit les propriétés
suivantes (C.f. [4,/16,/49,65]) :
Proposition 1.1.6.
1. Si f € AP(R,X) et y € AP(R,R) alors y.f € AP (R, X).
2. Soient f € AP (R,X) et g € LI (R,R) alors f+g € AP (R,X)

1. Un sous ensemble E C BC(R,X) et dit invariant par translation si pour tout ¢ € E, on a
¢ (.+s) € E pour tout s € R.
2. fxg désigne la convolution de deux fonctions f: R — X et g: R — R définie par

(Feg) )= [ 7(5)8lt~s)ds



Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

En plus des propriétés importantes citées précédemment, les fonctions presque
périodiques au sens de Bohr peuvent étre définies comme des limites uniformes de
suites de polynomes trigonométriques généralisés P, (1) = Y;_, arexp (i4t), ol t € R,
a; € Xet A, A, ..., A, sont des nombres réels mutuellement différents.

Ceci découle du fait que tout polynome trigonométrique est une fonction presque
périodique et de la propriété (4) de la proposition[1.1.5

D’ou 'obtention de la définition suivante dite d’approximation pour les fonctions
presque périodiques.

Définition 1.1.7. [4, Chapitre I, Page 15] AP (R,X) est la fermeture de Uespace des po-
lynémes trigonométriques Trig(R; X) dans BC (R, X) pour la topologie de la convergence
uniforme. i.e. f € AP (R,X) si et seulement si pour tout € > 0 il existe P; € Trig(R;X) tel
que

sup|| f () — Pe(t)]| <&.

teR

1.1.2 Dérivation et intégration des fonctions presque périodiques
Rappelons que la dérivée d'une fonction périodique dérivable est une fonction

périodique. Ceci n’est pas vrai lorsqu’il s’agit des fonctions presque-périodiques car

rien n’assure que la dérivée soit uniformément continue, ce qui est nécessaire pour

qu’elle soit presque-périodique.

La proposition qui suit assure la suffisance de cette condition.

Proposition 1.1.8. Si f € AP(R,X)NC! (R,X) et f' est uniformément continue sur R
alors f' € AP (R,X).

Pour une fonction périodique continue, la condition qu’elle soit de moyenne nulle
assure la périodicité des primitives.
Pour les fonctions presque périodiques, cette condition ne suffit pas comme le montre
I'exemple suivant (Cf. |66, Page 198]).

Exemple 1.1.9. Soit f la fonction définie par :

> t
Z (2k+1)? sin <2k+1)'

Cette fonction est presque périodique et de moyenne nulle.
En effet, pour tout € > 0, il existe N € N tel que :

1 t 1 t N 1 . s
@< | (kgo (2k+1)2s1n(2k+1) +e) dp(s)

AR |




1.1. Fonctions presque périodiques

En faisant tendre t — +o0, on conclue que f est de moyenne nulle.
D’autre part, si g est une primitive de f, alors on a

> 1—cos
/f $)du(s) = ), 2k+21k+1)

k=0
= i sin ! > 0.
=0 2k+1 2(2k+1)
Pour tout N € N et pour tout t € R, on a
N
| t
g(t) > sin :
];)2k+1 2(2k+1)
Prenons tp =1x3 x .. (2N—|—1)7r.
Si0< k<N alors s =3 Q2r+mottreN.
D’ot, on a pour tout N € N
1 N d 1
S CIm@2N+1).

f — > — =
800> Y 217 Jy 20412
Ainsi, g est non bornée et donc elle n’est pas presque périodique.

La proposition suivante montre que la compacité de I'image des primitives est
parfois nécessaire.

Proposition 1.1.10. [4] Soient f € AP (R,X) et F une primitive de f.

L’une des conditions suivantes assure que les primitives soient presque périodiques
1. L’image de F est relativement compacte.
2. F est bornée et X est uniformément convexe[]

1.1.3 Fonctions presque-périodiques a parametres
Définition 1.1.11. Soit F € C(R x X, X).

On dit que F est presque périodique en t uniformément par rapport a x, si pour tout
compact K de X, on a
Ve>0, Jl=1(e)>0, It€a,a+l] tels que
VieR, VxeX, |[f(t+7,x)—f(t,x)] <e.

AP (R x X, X)), désignera Uespace de telles fonctions.

3. [18] On dit qu'un espace de Banach X est uniformément convexe si : Ve > 0,35 > 0 tel que

rex <t bl <1 e ool > e+ (|52 <1-3).



Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

1.2 Fonctions presque périodiques au sens de Stepa-
nov

La presque périodicité de Stepanov, comme propriété structurelle, est une générali-
sation de la presque périodicité.
Cette théorie a débuté dans la premiere moitié du vingtiéme siecle par le mathé-
maticien russe V. Stepanov [83] et a été développée grace aux travaux de plusieurs
mathématiciens, ce qui est bien présenté dans les monographies de N. Wiener, P. Frank-
lin [46], A.S. Besicovitch [9], B.M. Levitan et V.V. Zhicov [|65]], Amerio et Prouse [4],
S. Zaidman [94]], A. S. Rao [[78], C. Corduneanu [25]], L. I. Danilov [27,28], S.
Stoinski [84] et J. Andres, A. M. Bersani, G. Grande [5].

Cette section est dédiée a la presque périodicité au sens de Stepanov.
Nous présentons les définitions et les propriétés essentielles de cette notion ainsi que
son lien avec la presque périodicité au sens de Bohr.

Soit M (R, X) 'ensemble des fonctions mesurables définies sur R a valeurs dans
I'espace de Banach X.

Définition 1.2.1. Soit f € M(R,X) et 1 < p < oo. On dit que la fonction f est localement
p-intégrable, (f € L (R,X)) si pour tout compact K de R la quantité

loc
J s du o)

est finie.

La norme de Stepanov d’une fonction f € L (R,X) est définie par

1 px+l P
Il =sup |1 [ Il au)] " 10

X

et la distance induite par la norme ||-”Sf est
1
1 x+1 P
%W@ZWﬂW:W&/HNFWWWM
xeR X

Remarque 1.2.2. Une propriété importante vérifiée par les normes de Stepanov ||. HS[]7 , 1>

0 est qu’elles sont toutes équivalentes. C’est a dire,
pour tout 11, 15 > 0 il existe o, 3 dépendant de 1, et 1, tels que

ol fllsr <Ifllsy <BIllsy -
1 2 1

En raison de cette équivalence, on peut supposer dans tout ce qui suit [ = 1. C’est a dire

1

Il =sup | [ 1@l auto)

10



1.2. Fonctions presque périodiques au sens de Stepanov

1.2.1 Espace des fonctions Stepanov-presque périodiques S’AP(R, X)

Proposition 1.2.3. [4]] On dit qu’une fonction f € LI’ (R,X) est presque périodique au
sens de Stepanov (et on écrit f € SPAP(R, X)) si elle vérifie U'une des propriétés suivantes :

1. f vérifie la propriété de translation : si pour tout € > 0, 'ensemble

SPT(f,e)={teR; |fr—flls <&}

est relativement dense dans R. Les nombres © € SPT(f,€) sont appelés e-Stepanov
presque périodes de f.

2. f vérifie la propriété de normalité : si la famille de fonctions {f (.+h), he€R}
est SP-pré-compacte, c’est a dire si pour toute suite (f (. +hy))qen on peut choisir
une sous-suite convergente au sens de la norme ||.||g,.

3. fvérifie la propriété d’approximation : U'espace des fonctions presque périodiques
est la fermeture de U'ensemble des polynémes trigonométriques dans BS? (R, X) par
rapport a la norme ||.||gp, ott BS? (R,X) est Uespace de Banach définit par :

BS? (R,X) = {f el (R,X); ||fllsr <o}

Un résultat important de Besicovitch [|9] (voir aussi Guter et al. dans [|50, Théo-
réme. 7, p.190 et Théoreme 4, p.191 ] et Pankov [74, p.26-27]) a permis de montrer
que toutes les définitions précédentes sont équivalentes. La preuve de ces équivalences
découle du fait que le concept de la presque périodicité au sens de Stepanov peut étre
vue comme la presque périodicité au sens de Bohr d’une certaine fonction a valeurs
dans un espace de Lebesgue L” ([0, 1];X), comme le montre le théoréme|[1.2.5

Définition 1.2.4 (La transformée de Bochner [13]]).

1. La transformée de Bochner f”lﬂ d’une fonction mesurable f : R — X est définie

comme suit : 0.1
f%{R%XvI

t= o) =f(t+.).

2. La transformée de Bochner F? (t,s,u), t € R, s € [0,1], u € X d’'une fonction F (t,u)
sur R x X a valeurs dans X est définie par :

Fo(t,s,u) = F (t +s,u)
Théoréme 1.2.5 ( [4]). Soit f €L
f € SPAP(R,X) si et seulement si f° € AP(R,L”(]0,1];X)).

1oc R, X). On a la caractérisation suivante :

De plus,
1l = %] = sup || @],
©  teR ([0.1],X)
4. La terminologie est due au fait que Bochner a été le premier a utiliser cette transformation pour
la presque périodicité au sens de Stepanov dans [[13]]
5. X[01 : Pespace des fonctions définies sur [0, 1] & valeurs dans X.
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

Notons que toute fonction presque périodique au sens de Bohr est presque pério-
dique au sens de Stepanov.
En revanche, la réciproque n’est pas vraie, comme le montre I'exemple suivant
(C.f. [64D).

Exemple 1.2.6. [64] Supposons que «,3 € R et a3~ est un nombre irrationnel bien
défini, alors les fonctions

1
t) =si teR
f) Sm2+cos(at)—|—cos([3t)’ €
et ]
t) = R
8(t) COSZ+cos(at)+cos([3t)’ PR

sont presque périodiques au sens de Stepanov mais ne sont pas presque périodiques au
sens de Bohr.

En outre, un résultat due a Amerio et Prouse dans [4] (on peut le trouver aussi
dans [|65, lemme. 4, p. 34] et dans [25, Théoreme 6.16]), assure que si f est Stepanov
presque périodique et uniformément continue alors f est Bohr presque périodique,
autrement dit :

AP (R, X) = SPAP(R,X)NC, (R,X)
ou C, (R, X) désigne 'ensemble des fonctions uniformément continues de R a valeurs
dans X.

Grace au Théoreme les propriétés de la presque périodicité au sens de Bohr
se transferent a la presque périodicité au sens de Stepanov, en particulier, on a le
résultat suivant

Théoreme 1.2.7. [4] Toute fonction presque périodique au sens de Stepanov est
1. SP-bornée (f € BS” (R,X)),
2. SP-uniformément continue, i.e.

Ve > 0,36 =0 (¢) telquesi |h| <O alors Dsp (fp,f) <E€.

Pour la suite on donnera la définition des fonctions Stepanov presque périodiques
a parametre :

Définition 1.2.8. [12}37] Une fonction f: R x X — X, (t,u) — f(t,u) avec f(.,u) €
BS? (R, X) pour tout u € X, est dite Stepanov presque périodique en t € R uniformément

pour u € X, si pour tout € > 0, et tout compact K C X, il existe un ensemble relativement
dense SPT (f,€,K) tel que

sup (/01 ||f<r+s+r,u>—f<r+s,u>||"du<s>)” <,

teR

pour tout T € SPT(f,€,K) et tout u € K. L'ensemble de ces fonctions est noté SPAPg (R x
X, X).

12



1.2. Fonctions presque périodiques au sens de Stepanov

1.2.2 Les fonctions mesurables presque périodiques (u-AP (R, X))

La notion de la presque périodicité pour des fonctions mesurables au sens de
Lebesgue (u-AP (R, X)) a été introduite par Stepanov [83], il ne les avait pas appelées
fonctions presque périodiques en mesure de Lebesgue mais des fonctions mesurables
presque périodiques.

Contrairement aux fonctions p-AP (R, X) qui sont seulement mesurables, les fonc-
tions SPAP(R, X) sont nécessairement localement intégrables. Par conséquent, la valeur
moyenne des fonctions p-AP (R, X) n’existe pas nécessairement, mais elles peuvent
étre approximer par une suite de polyndémes trigonométriques généralisés.

Signalons qu’une grande attention a été accordée a ces fonctions, on peut citer les
travaux de Stoinski [84]], Danilov [28], Bugajewski et al. [[19] et Kasprzak et al. [|59].
On note que, les fonctions u-AP (R, X) possedent une définition beaucoup plus com-
pliquée que celle de SPAP(R,X) (voir définition [1.2.9). D’ailleurs, leurs applications
dans la théorie des équations d’évolution n’ont pas encore été examinées.

Soit fig la sous mesure qui a tout sous ensemble mesurable A C R associe fis (A)
définit par :

ﬂS(A>=2u£u(Aﬂ[§,5+l])- (1.2)
S

La notation A¢ signifie le complémentaire de A dans R.
Définition 1.2.9 ( [|19,|59,83,84]). Une fonction f € M(R,X) est dite mesurable

presque périodique (et on écrit f € u-AP (R, X)), si pour tout €, § > 0, il existe [ (&, 6) >0
tel que tout intervalle de longueur [ (€, 0) contient au moins un nombre réel T satisfaisant

22%#(&6 S, S+ [l ft+7)—F ()l = €}) <8.

Remarque 1.2.10. [19,|84]

1. La notion de fonction mesurable presque périodique coincide avec la presque pé-
riodicité de Stepanov SPAP(R,X) lorsqu’on remplace la norme ||.|| par la norme
7 / .
tronquée ||| = min(||.||,1).
Autrement dit, nous avons la caractérisation suivante

u-AP(R,X) =S'AP (R, (X, |.][")) - (1.3)
2. En utilisant (1.3)), on déduit que
AP(R,X) C SPAP(R,X) C S'AP(R,X) C u-AP (R,X). (1.4)

3. Notons que la classe u-AP (R, X) jouit d’une propriété de compacité importante
qu’on notera par (D) (voir [28]) :
(D) :Si f e u-AP(R,X) alors pour tout € > 0, il existe un ensemble mesurable T de
R et un sous ensemble compact K¢ de X; tel que fig (TS) < € et f () € Kg; Vt € Te.
La propriété de compacité (D) joue un réle primordial dans la démonstration du
résultat de superposition.
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

1.3 La pseudo presque périodicité

Au début des années quatre-vingt-dix, Zhang [|92,/93] a donné naissance a une
nouvelle classe de fonctions appelées fonctions pseudo presque périodiques. Il les a
défini en perturbant la classe des fonctions presque périodiques par un terme ergo-
dique.

Avant de définir ces fonctions, commencons par une présentation des fonctions ergo-
diques.
Une fonction f € BC(RR,X) est dite ergodique si elle satisfait

tim [ 117 (0)]lde (1) =0, (1.5)

roe2r |,

Notons par & (R, X) I'espace de telles fonctions. Plus précisément,

&%) ={sepc®x): tma [ Ir0lan)=of.

Sous la condition de bornitude qui est de nature métrique, Blot et al. [[10] ont
retravaillé la définition de I'ergodicité en lui donnant une caractérisation élégante via
une propriété topologique dans le cas général d'une mesure de Borel.

En fait, d’apres Blot et al. une fonction f € BC(RR,X) est ergodique si pour tout
e>0

lim 2 y({r € [—rr, |lf(1)] > €}) =0 (1.6)

r—4o0 2r

ol y est la mesure de Borel sur R, vérifiant y(R) = +oo et y([a,b]) < 4o, pour tout
a,b eR, (a <b).

Remarque 1.3.1. L'espace & (R, X) est invariant par translation.

1.3.1 Définitions et propriétés des fonctions pseudo presque pé-
riodiques PAP (R, X)

Définition 1.3.2. [|11]] Une fonction continue f : R — X est dite pseudo presque pério-
dique si elle se décompose comme suit

f=g+h, ol g€AP(R,X) et he & (R,X). (1.7)

La fonction g (resp. h) est la composante presque périodique (resp. la composante
ergodique) de f.
L’ensemble des fonctions pseudo presque périodiques est noté par PAP (R, X).

Exemples 1.3.3. Les fonctions suivantes
1. @(t) = cos?(t) +cos® (v/3t) +exp (—t*cos® (1)),

14



1.3. La pseudo presque périodicité

2. y(t) = sin(t) +sin(7t) +|sin(m)" |, NE NN > 6.

K(y—1)

2 K()eL'(R) ,wyeR

oo
3. w(t,y) = sin (1) +sin () + /
sont des fonctions pseudo presque périodiques.

La proposition suivante résume les principales propriétés des fonctions pseudo
presque périodiques.

Proposition 1.3.4. [32,192]93]

1. (PAP(R,X),||.||) est un espace de Banach.
2. Soit f € PAP(R,X). Alors Uécriture f = g+ h est unique. i.e.

PAP(R,X) = AP(R,X) @ & (R, X).
3. AP(R,X) C PAP(R,X).

4. L’espace PAP (R,X) est invariant par translation.

5. Si(fn),en C PAP (R, X) telle que || fu — f||lo = 0 quand n — oo alors f € PAP (R, X).

1.3.2 Dérivation et intégration des fonctions pseudo presque pé-
riodiques

Théoreme 1.3.5. [92] Si f € PAP(R,X) et sa dérivée f’ est uniformément continue sur
R, alors f" € PAP(R,X).

Théoreme 1.3.6. [32, Théoréme 5.12] On suppose que lespace de Banach X est
uniformément convexe. Soit f € PAP(R,X), avec

f=g+h, g€ AP(R,X) et he &(R,X).

On définit les fonctions :

et on suppose que

1. G est bornée

2. Il existe ® € X tel que : H— P € &(R,X).
Alors la fonction définie par : t — F(t) = G(t) + H(t) appartient a PAP(R, X).
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

1.4 Fonctions Stepanov pseudo presque périodiques
SPPAP(R, X)

En 2007, T. Diagana [33]] a défini les fonctions Stepanov pseudo presque pério-
diques. Ces derniers sont concues a partir des fonctions Stepanov presque périodiques
introduites par Stepanov lui méme en 1926 [83]]. Plus précisément, on a la définition
suivante :

Définition 1.4.1. Une fonction f € BS” (R,X) est dite Stepanov pseudo presque pé-
riodique (SP-pseudo presque périodique) et on écrit (f € SPPAP(R, X)), si elle s’exprime
comme suit

f=g+h,

avec g® € AP (R,L7([0,1],X)) et k€ & (R,L7([0,1],X)).

En d’autre termes, une fonction f € BS? (R,X) est dite Stepanov pseudo presque
périodique si sa transformée de Bochner f”:R — LP ([0,1],X) est pseudo presque pé-
riodique dans le sens qu’il existe deux fonctions g,h : R — X telles que f = g+ h avec
g € SPAP(R,X) et

1

im o[ () - Ih6)17auts)) a0,

r—4e 2r J_,

Remarque 1.4.2. On note que
1. PAP(R,X) C SPPAP(R,X), V1 < p < oo.
2. S7PAP(R,X) C SPPAP(R,X), V1 < p < g <o

Dans [|34]], T. Diagana et M. Zitane ont généralisé le concept définit dans [33]] au
cadre des espaces de Lebesgue a exposant variables.

Avant d’énoncer les théoréemes de superposition dans ces espaces il est utile de
donner la définition des fonctions Stepanov pseudo presque périodiques a parametre.

Définition 1.4.3. [\33,|76] Une fonction F : R x X — X, (t,u) — F (t,u) avec F (.,u) €
L7 (R,X) pour tout u € X, est dite SP-pseudo presque périodique en t € R uniformément
en u € X si Uapplication t — F (t,u) est SP-pseudo presque périodique pour tout u € X.
Autrement; il existe deux fonctions G,H : R x X — X telles que F s’écrit comme
F=G+H avec G’ € AP (R x X,17 ([0,1],X)), et h” € & (R x X,17(]0,1],X)) avec

£ (R xX,X) = {feBC(]RxX,X); lim l/r (/j“ Hf(s,u)de/.L(s)) du(t)zo}.

r—r+oo 21’ —r

L’espace des fonctions F : R x X — X SP-pseudo presque périodiques est noté par
SPPAPk (R x X, X).
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1.5. Théorémes de superposition dans les espaces S’AP(R,X) et SPPAP(R, X)

1.5 Théoremes de superposition dans les espaces S’AP(R, X)
et S’PAP(R, X)

Soit f: R x X — X une fonction mesurable.

Définition 1.5.1. L’opérateur de Nemytskii (appelé aussi opérateur de superposition),
noté Ay construit sur la fonction f est défini comme suit

Nyt x(O)] = [t f(1,x(0))],
pour tout fonction x: R — X

Le role de cet opérateur s’est révélé crucial dans I'étude de I'existence de solutions
presque périodiques d’équations d’évolution.

Des résultats sur les propriétés de ces opérateurs entre divers espaces de fonctions
presque-périodiques ont été développés par, J. Blot, P. Cieutat, G.M. N’guérékata,
D.Pennequin et autres, (voir [12,22}24]).

Ces auteurs ont établi une condition suffisante sur la fonction paramétrique f a
savoir Bohr presque périodique qui permet a l'opérateur .#; d’envoyer un espace de
fonctions presque périodiques dans un espace de méme type.

Ce résultat a été généralisé par W. Long et al. [37] (voir aussi [67]]) dans le cadre
des espaces de Stepanov presque périodiques sous la condition de compacité suivante :

(COMP) Il existe un sous-ensemble mesurable A C R avec u (A) =0 tel que

K :={x(t):t € R\ A} est un compact de X,
I'opérateur de Nemytskii .#; envoie I'espace de fonctions Stepanov presque pério-
diques dans un espace de méme type. Dans l'article de 2009, J. Blot et al [12] se sont
intéressé a la continuité et la différentiabilité de cet opérateur. Notons aussi qu'une
étude approfondie a été faite par J. Andres et D. Pennequin sur ces opérateurs de
superpositions (pour plus de détails, voir [[7]])

Dans 'année 2018, en s’inspirant des travaux de Danilov [26] et en adoptant une
nouvelle approche, Bedouhene et al. [14]] ont amélioré le résultat de [[67, Théoréme
2.4] en supprimant la condition de compacité (COMP), voir le théoréme [1.5.2

Dans ce qui suit, supposons que = 1 + ; avec p,g et r> 1.

On notera (LIP) la condition de Lipschitz sur f: R x X — X. Plus précisément :
(LIP) : Il existe une fonction non-négative L € BS" (R, R) telle que

NlfCu)—fCv)|lo <L@)|lu—v|, Vt €R, u,veX.
Théoreme 1.5.2. [|14, Théoréme 2.10]. Soit f € SPAPk(R x X, X).
Supposons que f satisfait la condition (LIP), alors pour tout x(.) € S/AP(R,X), on a
N7(x(.)) € SPAP(R, X).
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité

T. Diagana [|33] a introduit le concept de fonctions Stepanov pseudo presque pé-
riodiques et a ainsi établi certaines propriétés, y compris le théoréme de composition
suivant (voir [[33, Théoreme 2.14]).

Théoreme 1.5.3. Soit f € SPPAPk(R x X, X). Supposons que f (.,u) est Lipschitzienne,
c’est-a-dire qu'il existe L > 0 tel que pour tout u,v € X

1F (o) = fCov)lleo < Lllue—v]]. (1.8)

Si x € SPPAP (R, X) alors, f(.,x(.)) € SPPAP (R, X).

1.6 Solutions presque périodiques et pseudo presque
périodiques des équations abstraites a coefficients
SPAP(R,X) et S"PAP(R, X)

La question de savoir si des équations différentielles avec un second membre
Stepanov-presque périodique admettent des solutions purement Stepanov presque
périodiques (c-a-d elles sont presque périodiques au sens de Stepanov et non presque
périodiques de Bohr) a attiré I'attention de plusieurs auteurs notamment Z. Hu et
A. B. Mingarelli [53-57], M. Tarallo [[87]. Ce dernier, en étendant des techniques de
Favard [|87]], a montré que ceci n’est pas possible pour les équations linéaires.

Considérons ici les équations différentielles suivantes :

u' (1) = Au(t)+ £ (1), (1.9)

et
W (1) = Au(t) + F (t,u(t)) (1.10)

ou f:R— X, F:RxX — X sont des fonctions Stepanov presque périodiques (ou
Stepanov pseudo presque périodiques) et A : Dom(A) C X — X est un opérateur
linéaire (non borné) qui génere un Cy-semi-groupe (7 (¢)),>0 exponentiellement stable,
c’est-a-dire il existe des constantes M > 0, @ > 0 telles que

1T (0)|| < Mexp(—ar), Vi=0.

Le but de cette section est d’énoncer quelques résultats concernant I’existence et
'unicité de solutions "mild" Bohr presque périodiques (ou pseudo presque périodiques)
des équations précédentes.

Ces résultats feront 'objet de généralisations (dans la partie contribution de cette
thése) au cadre des équations différentielles a coefficients Stepanov-Orlicz presque
périodiques et Stepanov-Orlicz pseudo presque périodiques.
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1.6. Solutions presque périodiques et pseudo presque périodiques des équations abstraites a coef

Commencons par rappeler qu’une fonction continue u : R — X est une solution
"mild" de 'équation différentielle semi-linéaire (1.10) signifie que

u(r) :T(t—s)u(s)+/S[T(t—6)f(6,u(6))d6 t>s, seR. (1.1D)

Théoréme 1.6.1. [33,37]] Si f € SPAP(R,X) (resp. f € SPPAP(R, X)), l'équation (1.9)
admet une solution mild unique Bohr presque périodique (resp. pseudo presque pério-
dique) donnée par :

u(t) :/t T(t—s)f(s)ds, teR. (1.12)

Le théoréme suivant (Cf. [37,/69]]) assure I'existence et 'unicité d’une solution mild
presque périodique de '’équation (1.10) dans le cas ot la fonction paramétrique F est
continue et Stepanov presque périodique.

Théoreme 1.6.2. Sous les hypotheses (LIP) et la SP-bornitude de F, U'équation (1.10)
admet une solution mild unique bornée donnée par

t
u(r) :/ T (t—s)F (s,u(s))ds, pour chaque t € R,

a condition que

QI

l—e @ wq I 1
Lilgp < c —+—-=1.
Il < o ()" avec © 42

Si de plus, F € SPAPg (R x X, X)), alors cette solution est presque périodique.

Le probléme d’existence et d’'unicité de solution "mild" pseudo presque périodique
de I'équation (1.10) est examiné par [33]].

Théoreme 1.6.3. Sous l'inégalité (1.8), 'équation (1.10) admet une solution mild
unique bornée donnée par

t
u(t) = / T(t—s)F (s, u(s))ds, pour chaque t € R,

a condition que % < 1. Side plus F € SPPAPk (R x X, X)), alors cette solution est pseudo
presque périodique.

La preuve du théoréme repose sur le théoréme du point fixe de Banach et le
théoreme de superposition (1.5.3
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Chapitre 1. La presque périodicité et la pseudo presque périodicité
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Chapitre 2. La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

2.1 Introduction

ES espaces d’Orlicz sont introduits pour la premiere fois par le mathématicien
L polonais W. Orlicz au début des années trente. Ils constituent une généralisation
naturelle des espaces de Lebesgue (L”,p > 1).

Orlicz a remplacé la fonction puissance qui définit les L” par une fonction dite de
Young (notée dans cette these par ¢) possédant des propriétés semblables a celles de
la fonction puissance.

Ces derniers sont aussi des espaces modulaires généré par la modulaire d’Orlicz
suivante : pour une fonction f: Q — X

po ()= [ 0UF O dr), QR 2.1

En s’inspirant du travail de Besicovitch [9]], T.R.Hillmann a introduit trois types
de presque périodicité & savoir : Stepanov-Orlicz presque périodique S?AP(R,X),
Besicovitch-Orlicz presque périodique B?AP(R,X) et Weyl-Orlicz presque périodique
W?AP(R, X). L’avantage de ces classes de fonctions et qu’elles jouissent des propriétés
des espaces normés et de celles des espaces modulaires [20], [61]], [63]].

Dans le cadre de cette thése on S'est intéressé seulement a la classe S’AP(R, X). Elle
constitue une extension naturelle de S’AP(RR,X) étudiée dans le chapitre précédent.

Le choix de S?AP(R,X) est motivé par

1. les différents résultats concernant 'application des SPAP(RR, X) dans la théorie
des équations différentielles et les équations intégrales [[7], [|331, [35].

2. Insuffisance des méthodes utilisant les espaces de types L” en théorie des opéra-
teurs, des équations différentielles et des équations intégrales (voir [62]], [[60]).

2.2 Les fonctions de Young

Définition 2.2.1. On appelle fonction de Young une fonction ¢ : R — R satisfaisant
aux axiomes suivants :
. ¢ est convexe

. ¢ est symétrique,

. 0(0)=0et ¢ (u) >0 pouru#0.
lim ¢ (1) = +oo.

Toute fonction de Young admet la représentation intégrale suivante (cf. [|62]; [80]) :
|ul
O (u) = / p(t)du(t), ot p est la fonction dérivée a droite de @. p et croissante pour
0

1
2
3. ¢ est croissante,
4
5

t # 0 et continue a droite.
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2.2. Les fonctions de Young

Une fonction de Young ¢ est dite N-fonction lorsqu’elle vérifie les conditions supplé-
mentaires suivantes :
u
0 _,

u

(a) lim
u—0
(b) lim ¢ () =
u—oo Y
A toute fonction de Young ¢, on associe une fonction y : R — R*, dite complémen-
taire de ¢ au sens de Young, définie par :

y(y) = silgx\y\ —9(x), yeR.

La fonction y possede des propriétés semblables a celles de ¢.
Elle est convexe, symétrique et telle que y(0) =0 et lim y (y) = +e. Mais elle n’est
y—reo

pas nécessairement une fonction de Young puisqu’on peut avoir y (xo) = 0 pour xg > 0.
Le couple de fonctions complémentaires (¢; y) satisfait a 'inégalité dite de Young :

xy<ox)+w(y) xyeR.

Exemple 2.2.2.
1. La fonction ¢ (x) = %, p > 1 est une fonction de Young, sa fonction complémentaire
y est donnée par : y(y) = %,

2. La fonction complémentaire de

ol q est telle que 11)+Cl] =1.

[ 0sixe[-1,1],
¢°°’1(x)_{ |x| — 1 sinon

est .
ly| si ye[-1,1]
+oo sinon.

lwﬂwzmﬁmz{

La formule explicite de la fonction complémentaire au sens de Young n’est pas
toujours simple. Les exemples suivants illustrent ce fait :
Exemples 2.2.3.
1. ¢ (x) = exp(|x]) —[x| =T et w(y) = (1+[y[)In(1+|y[]) = [y] .
2. ¢(x) =exp <|x|5> —1, 8 > 1 le calcul de y revient a résoudre Uéquation de la
variable x : |y| — 6x% lexp <|x|5> =0, 6> 1.
3. La fonction de Young suivante : ¢ (x) = exp(x) — 1 a pour complémentaire la

fonction y définie par

() = 0si |y<1
VOI= yinfyl—y+1 si |y > 1,
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Chapitre 2. La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

v n’est pas une fonction de Young. On remarque que lirr(l) M =0, et donc, y n’est
X— X

pas une N-fonction.

La condition-A,
La condition-A; est une condition de croissance sur les fonctions de Young. Elle
joue un réle primordial dans certaines questions concernant les espaces d’Orlicz.

Définition 2.2.4. [80] Une fonction de Young ¢ satisfait la condition-A; (¢ € A;) s’il
existe deux constantes k > 2 et ugy # 0 telles que :

0 (2u) < k¢ (u), ¥lu| > uo. (2.2)

Remarque 2.2.5. Si ¢ vérifie la condition-A, pour des constantes k > 2 et ug # 0 alors
Uinégalité (2.2) reste valable pour tout uo > 0. De maniére précise (Cf. [80]) :

Vu* > 0,3k > 2 tel que ¢ (2u) <k*¢ (u) Y|u| >u".

Exemples 2.2.6.
1. La fonction ¢ (x) = |x|* (In|x| + 1), & > 1 satisfait la condition-A,.
2. Lafonction ¢ (x) = (14 |x|)In(1+ |x|) — |x| satisfait la condition-A, mais sa fonction
complémentaire y (y) =exp(|y|) — |y| — 1 ne la satisfait pas.
3. ¢ (x) =exp(|x|) — 1 ne vérifie pas la condition-A,.
Remarque 2.2.7. Si ¢ est une fonction de Young vérifiant la condition-A, alors il existe

xo et deux constantes ¢ >0, o > 1 tels que ¢ (x) < c|x|*, ¥|x| > xo (Cf. [80]). C’est a dire :
une fonction de Young ¢ vérifiant la condition-A, est a croissance au plus polynémiale.

2.3 Les espaces d’Orlicz

Comme mentionnée dans l'introduction de ce chapitre les espaces d’Orlicz sont
des espaces modulaires congu par la modulaire (2.1]). Une littérature abondantes est
consacrée a ces espaces voir [20,/61,/63,/73].

Soient ¢ une fonction de Young, Q un ouvert borné de R, i la mesure de Lebesgue
sur R et M (Q) 'ensemble des fonctions p-mesurable définies de Q a valeurs dans R.

2.3.1 Espaces modulaires

Définition 2.3.1. Soit X un espace vectoriel réel ou complexe.
Une fonctionnelle p : X — R est dite pseudo-modulaire lorsque pour tout x,y € X, on a

1. p(0)=0,
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2.3. Les espaces d’Orlicz

2. p(=x)=p(x),
3. plax+By)<p(x)+p(y)sia,p=>0 a+p=1.
Lorsque la fonctionnelle p est convexe, c’est-a-dire :
p(ax+By) <ap(x)+Bp(y) si a,f=0 a+p=1,

elle est dite pseudo-modulaire convexe.
Si de plus, p (x) =0 implique x = 0, p est appelée fonctionnelle modulaire.

A la modulaire p, on associe Uespace modulaire suivant :
Xy, = X, li kx) =0
p {X S akl_rf(l)p( X) }
= {x€X,p(kx) < e pour un certain k>0}.

Définition 2.3.2. Soit p une modulaire convexe sur X. Alors la fonction définie par

||f||p:inf{k>0,p<£) gl} (2.3)

est une norme sur X, appelée norme de Luxemburg.
Remarque 2.3.3. Si p n'est pas convexe, |.||, nest pas une norme.

Topologie et convergence dans les espaces modulaires On peut munir I'espace
modulaire X,, de la topologie induite par la norme en considérant comme ouverts
élémentaires, les ensembles

B (xo,€) = {xEXp,Hx—onp <8}, x0 € Xp,€ > 0.

La convergence dans les espaces modulaires peut étre introduite de la maniere sui-
vante :

Une suite {x,}, C (X,p), sera dite modulaire convergente (ou p-convergente) vers
un élément x € X, lorsqu’il existe un nombre réel A > 0 tel que

lim p (A (x, —x))=0.

n—r—+oo

Remarque 2.3.4. [52,62,80] Le lien entre le concept de la convergence modulaire et
celui de la convergence au sens de la norme ||.|| , est clarifié par le résultat fondamental
suivant :

%0 — x||, = O si et seulement si p (A (x, —x)) — 0, VA > 0. 2.4)
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Chapitre 2. La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

Si ¢ vérifie la condition-A, alors

nl_ig_lf}(} %2 — x|, =0 si et seulement si 34 >0, ,,ETDOP (A (x,—x))=0. (2.5)

2.3.2 Espaces d’Orlicz

Définition 2.3.5. La fonctionnelle

;o )= oUW =o

est une modulaire convexe sur M (Q) dite modulaire d’'Orlicz.

Soit Eﬂc (R,X) (respectivement. Lflc (R,X)) le sous espace de toutes les fonctions

Lebesgue-mesurables f définies sur R telles que pour chaque intervalle borné Q C R
et tout o > 0, ( respectivement. il existe a := g ¢ > 0),

Les deux espaces sont des espaces modulaires.

Lorsque Q = [0,1], on obtient I'espace de Morse-Transue classique E? ([0, 1],X)
(respectivement, I'espace d’Orlicz L? ([0, 1],X)).

De plus, les deux espaces E? ([0,1],X) et L? ([0,1],X) munis de la norme de Luxem-
burg (Cf. [73], [[801)

: f
HfHU’([O,l}) = 1nf{k >0: Pro (jo,1)) (z) < 1} )

sont des espaces de Banach.
On a évidemment E? ([0, 1],X) c L? ([0, 1],X).
L’égalité des deux espaces a lieu quand ¢ satisfait la condition-A;.

L’inégalité de Holder dans les espaces d’Orlicz est donnée comme suit :
Soit f € L? ([0,1],X) et g € L¥([0,1],X) o1 ¥ est la fonction complémentaire au sens
de Young de la fonction ¢, alors fg € L' ([0, 1],X), de plus

1
|17 01 0) <21 o, el - @7)

Remarque 2.3.6. Si la fonction de Young ¢ dépend d’'un paramétre on obtient les espaces
dits de Musielak-Orlicz.
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2.4. Espaces de Stepanov-Orlicz

2.3.3 Propriétés des espaces de Morse-Transue

L’espace de Morse-Transue B¢ ([0,1],X) jouit de propriétés importantes (voir [63]).
Dans ce qui suit nous rappelons deux de ces remarquables propriétés, tres utiles dans
notre contribution.

Continuité en ¢-moyenne (voir [63, P 179, Théoréme 3.15.5 ])
Si f € E? ([0,1],X), alors f est continue en ¢-moyenne. Cest a dire, pour tout £ > 0
il existe 0 > 0 tel que || f, _f||L¢([O ) <&, pour h € R avec |h| < &, ou

| f(t+h) site]0,1]et t+he|0,1]
I (t)_{ 0 sinon.

L’absolue continuité en L?-norme (voir [63, P 172, Théoréme 3.14.2 1)

Si f € E? ([0,1],X) alors f est absolument continue en L-norme, c’est a dire, pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour A € X avec u(A) < §,ona ”flAHm([oJ]) < g, ou
14 désigne la fonction caractéristique de 'ensemble A.

2.4 Espaces de Stepanov-Orlicz

La théorie des espaces d’Orlicz s’est développée dans plusieurs directions. Celle
adaptée dans notre présentation est I'approche induite par la théorie des espaces
modulaires qui a permis la mise en évidence de nouvelles classes d’espaces d’Orlicz
généralisées : espaces de Stepanov-Orlicz, Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz (voir [[70]],
(711, [72]).

En 1994, dans son article [[70] M. Morsli s’est intéressé particulierement aux
propriétés des espaces de Stepanov-Orlicz.

Soit ¢ une fonction de Young, la fonctionnelle

peo: L (RX) — RY
t+1 8
Fooe s [ o)) duls) 28

teR Jt

est la modulaire convexe de Stepanov-Orlicz. L’espace modulaire associé a pgy est
appelé espace de Stepanov-Orlicz,

BS?(R,X) = {f € M(R,X),t.q. psy (af) < +oo, pour un certain o > 0}.

On munira I'espace BS? (R, X) de la norme de Luxemburg définie par :

1o =inf{k>o: Oss ({) < 1}
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Chapitre 2. La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

t+1
:inf{k> 0: sup/ 0 (M) du(s) < 1}. (2.9)
teR JiI k
Hillmann [52]] a montré que la norme de Luxembourg (2.9) peut étre reformulée
comme suit
1+1
1 flso :supinf{k>0: / 1) (M) du(s) < 1}. (2.10)
reR t k

On peut également définir le sous espace de BS?(R,X) du type Morse-Transue

1§§¢(R,X) ={feM(R,X): pgs (af) < 400, pour tout o > 0}.

Remarque 2.4.1.
1. L’espace Bs’ (R,X) muni de la norme (2.10) est un espace de Banach.
2. BS*(R,X) = BS’ (R,X) si et seulement si ¢ € A;.

En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans [|73]], on peut montrer
que la propriété suivante (du méme type que [52, Lemme 1.2]) est vérifiée :
pout tout f € BS?(R,X), il existe fy s > 0, tel que

1A llst < Bo.r 1 1lse (2.11)

ou la notation ||.||q1 représente la norme (2.9) lorsque ¢ = |.|.
Dans toute la suite et pour des raisons de clarté, nous posons

x+1
Py (D= [0S @I drs);

1 llse ::inf{k> 0% povie ({) < 1},

La norme de Luxemburg ||.||ss jouit de propriétés importantes en relation avec la
modulaire pgy (.) qu'on peut trouver dans [52,68].

Lemme 2.4.2. Soit f € M(R,X). On a
1. ||fllge < oo si et seulement si pgy (0 f) < +oo pour un certain o > 0, (voir [|68]]).

2. |fllse =09 1/ ss oy voir (52D,
xXe

3. |Ifllge <1 si et seulement si pgo (f) < 1.
Plus précisement, | f||so <1 implique pgo (f) <||fllso et [|fllge > 1 implique pgo (f) =
[RAIETS

Remarque 2.4.3.
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2.5. Les fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques

1. Lassertion 3 du Lemme [2.4.2]est un résultat bien connu dans les espaces modulaires,
(voir [|73]]).

2. La propriété 2 du Lemme joue un réle important dans nos résultats.
La remarque suivante nous sera utile dans la démonstration de certains résultats :

Remarque 2.4.4. Il est facile de vérifier que pour toute fonction de Young ¢, U'équivalence

suivante
fe&RX) <= ¢ (Ifl) € € (R,R)

est vraie.

2.5 Les fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques

En considérant la fermeture de 'ensemble Trig(R;X) relativement a des pseudo-
normes du type L” (||.|lsp» |-|lywr > H'”Bpﬁ)’ A.S.Bésicovitch [9]] a obtenu trois nou-
velles classes de fonctions presque périodiques contenant la classe AP (R, X) appelées :
espaces de Stepanov S’AP(R, X), espaces de Weyl WPAP(R, X) et espaces de Besico-
vitch B’AP(RR, X) de fonctions presque périodiques.

Suite aux travaux d’Albrycht [3]], ou la théorie des espaces de Marcinkiewicz-Orlicz
a été introduite et ceux de Besicovitch [|9], Hillmann [52]] a élargi cette théorie aux
espaces d’Orlicz mettant ainsi en évidence de nouvelles classes d’espaces : espaces
de Stepanov-Orlicz, espaces de Weyl-Orlicz et espaces de Besicovitch-Orlicz presque
périodiques.

Dans toute la suite, notre étude se restreindra aux espaces de fonctions Stepanov-
Orlicz presque périodiques.

Définition 2.5.1 ( [52]). Une fonction f € LY (R, X) est dite Stepanov-Orlicz presque

Toc
périodique, (f € S¢ ».(R, X)) si elle appartient a la fermeture de Uensemble des polynémes
trigonométriques généralisés Trig(R;X) dans Lﬁ)c (R, X) par rapport a la norme ||.||so.
Plus exactement :
S (R,X) = Trig(R;X) 5. (2.12)

Les fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques ont été aussi caractérisées en
termes de propriétés de translation ou de presque périodicité.
Définition 2.5.2 ( [|52]). On dit q’une fonction f € Lﬂ)c (R, X) satisfait la propriété de
translation au sens de Stepanov-Orlicz et on écrit f € Sf ». (R, X) st pour tout € > 0,

Uensemble
SOT(f, €)= {T R, ||fr — flige < £} (2.13)

P

6. 1l = fimsun (4 [ 1r P au)" e sl =T (5 [ Il ani)
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Chapitre 2. La presque périodicité dans les espaces d’Orlicz

est relativement dense dans R.
Les éléments de SPT (f, €) sont appelés e-S?-presque périodes de f.

Remarque 2.5.3. [52]
1. Les espaces (S?.p. (R,X), ||-||s¢> et <S$.p. (R,X), ||.||§¢> sont des espaces de Banach.

2. L’espace S;P.p. (R,X) contient lespace Sg’,p, (R,X) et lui est égal si et seulement si ¢
veérifie la condition-A;.
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Chapitre 3. Autres caractérisations des fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques et leurs ap

3.1 Introduction

A notion des fonctions Stepanov presque périodiques a été tres tot introduite, mais

L récemment entreprise au niveau de I’étude qualitative des systémes dynamiques.
Depuis, un grand intérét a été donné pour I'extension de certains résultats classiques
au cas des équations différentielles dans des espaces de Banach, (voir [[7]1, [33], [69],
[781, [57ID.
Toutefois, un récent résultat démontré en 2012 par Andres et Pennequin [7] sur
les solutions des équations différentielles ordinaires a coefficients Stepanov presque
périodiques indique que les solutions bornées sont Bohr presque périodiques et qu'’il
n’existe pas de solutions purement Stepanov presque périodiques.

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le résultat d’Andres et Pennequin au cadre
plus large des fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques introduites par Hillmann
[52].

Dans un premier temps, nous revisitons cette classe de fonctions presque périodiques
via la transformée de Bochner, différents résultats et caractérisations structurelles
seront donnés.

Nous généralisons notamment la caractérisation donnée par Stepanov [83].

Grace a cette caractérisation, nous établirons un nouveau théoreme de superposition
pour les fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques.

Dans un second temps, nous aborderons le probleme d’existence de solutions bornées
de I'équation différentielle semi-linéaire suivante

uW(t)=Au(t)+ f(t,ut)), t€R (3.1)

ouA :D(A) C X X est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe (7 (¢)),~q
exponentiellement stable sur 'espace de Banach X et f: R x X +— X est une fonction
paramétrique Stepanov-Orlicz presque périodique.

3.2 Fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques

3.2.1 Caractérisation des fonctions S?AP (R, X) via la transformée
de Bochner

Dans un théoréme important [52, Théoreme 1.1], Hillmann a montré I'inclusion

suivante :
S8, (R,X)CS!, (R,X).

L’égalité a lieu si et seulement si ¢ satisfait la condition-A;.

C’est le cas notamment lorsque ¢ = |.|”, p > 1. Dans ce cas, on obtient I'espace usuel des
fonctions Stepanov presque périodiques, noté SPAP(R, X). Cet espace est largement
étudié, voir par exemple [5,/57,/59,(74].
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3.2. Fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques

Soit f € L{LC(R, X), il est bien connu, voir [4,5,25}/74], que la presque périodicité
de f au sens de Stepanov est équivalente a la L” ([0, 1], X)-presque périodicité au sens
de Bohr de sa transformée de Bochner fb (voir Théoreme 1.2.5 Chapitre 1).
Une question naturelle se pose alors :
(Q) Peut-on caractériser les fonctions Stepanov-Orlicz presque périodiques définies
par Hillmann [|52] via la transformée de Bochner?
Dans le but de répondre a cette question et pour des raisons de clarté, on donne la

remarque suivante :

Remarque 3.2.1.

1. La norme de Luxemburg de f € BS?(R,X) peut étre vue comme la norme-sup de sa
transformée de Bochner f* : R — L% (]0,1],X). Clest-a-dire,

I£llse = supll £+ lo oy = ] (3.2)
teR o0

Grdce a cette identification, on conclut que la bornitude de f? est équivalente a celle
de f par rapport a la norme de Luxemburg ||.||so.

2. OnaST(f,e)=T(f ¢).
3. La suite (f,) converge vers f dans BS? (R, X) si et seulement si la suite (f) converge
vers f? dans L=(R,L?([0,1], X)).
Proposition 3.2.2. La réponse a la question (Q) est affirmative pour :
1. Sf » (R, X) si ¢ satisfait la condition-A ;
2. Sf,),p, (R, X) pour toute fonction de Young ¢.

Démonstration : 1. En utilisant la remarque les deux fonctions f et f? ont
les mémes e-presque périodes.
Pour avoir la presque périodicité de f?, il reste a vérifier sa continuité.
Soit tp € R. Comme ¢ € A, alors pour tout € > 0, il existe § = 0 (79, €) > 0 tel que
pour tout # € R avec |h| < §, on a

Hfh _f”L‘f’([tO,to—i—l}) <E&.

La continuité de f? provient de I'égalité suivante

|7 wo+m =1 (0)| , = 1= Pl g < &

L?([0,1])

combinée avec la continuité en ¢-moyenne de f dans L? ([rg, %o + 1]).

2. Soient f € s ».(R,X), (fu) une suite approximative de polynémes trigonomé-
triques généralisés, c’est a dire

(fu) C Trigs(R,X) = {P, € Trig(R; X) tel que nngrrl |lf = Pullse = 0}.
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Puisque pour chaque n, f’ appartient & Trig (R, X) C Trig(R, L’

1oc (R, X)) (voir
|74, Proposition 4.3]) et *

= lim ||f — fullse =

LO([0.1])  n—ee

tim || 7= 12|

n—soo

= hm suprb MG )H
“teR

on déduit que f* € AP(R,L?([0,1], X)).

La démonstration est ainsi achevée.

L]

Le théoreme suivant montre que sans la condition-A,, les fonctions appartenant aux
espaces S,? ». (R,X) ne peuvent pas étre caractérisées via la transformée de Bochner.
Ceci est dfi principalement au fait que les fonctions de L? ([0,1], X) ne sont pas
absolument continues en L?-norme.

Théoreme 3.2.3. Sans la condition Ay, il existe g € Sfp. (R, X) tel que g” ¢ AP(R,L?(]0, 1], X)).

Démonstration : Puisque les fonctions appartenant a 'espace L? ([0, 1],X) \ E? ([0, 1], X)
ne sont pas absolument continues en L?-norme (voir exple. Kufner et al. [63, Theorem
3.15.6]), il en découle alors qu’on peut trouver une fonction g € L? ([0, 1], X)\ E? ([0,1],X)
et & > 0 telle que pour tout o > 0, il existe un ensemble mesurable, A5, vérifiant,
u(As) <detlg 1A3||L¢ ) > €.

Supposons que Ag C [1 —06,1[etg=0sur[0,1—4].

Soit g le prolongement périodique de période 1 de g a 'ensemble R, alors g
€ Sfp, (R,X) (voir Hillmann [52]).

En outre, si on suppose que g” : R — L? ([0, 1],X) est continue, on peut choisir &’
suffisamment petit tel que & > ||g” (h) — g” (0) (0,17 Pour tout / €]0,5").

Soit 6* = min (8,6’). Comme g(6*+.) =0 sur [1 — 6*, 1], on obtient pour h = §*,

[# @) -2 040 = | =80 Yn-5nllyo o
= Jlg() ][1*5*71]HL¢([0,1])
= [lg() ag [lro o, > &0-
Ce qui contredit le fait que g” : R — L? ([0, 1],X) est continue. O

Notre objectif dans ce qui suit est de caractériser la presque périodicité de Stepanov-
Orlicz via la transformée de Bochner sans imposer aucune condition a la fonction de
Young.

L’idée consiste a restreindre I'étude a ’espace Morse-Transue EﬁC(R X).
Ceci nous permettra de bénéficier de la richesse de ce dernier, en particulier de la

continuité en ¢-moyenne et de I'absolue continuité en L?-norme .
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Désormais, on définit I'espace S?’AP(R,X) comme suit

SPAP(R,X) :=S¢, (R,X)NE

loc

(R,X). (3.3)

Les éléments de I'espace S?AP(R,X) ainsi introduits seront appelés les fonctions
S?-presque périodiques.

Remarque 3.2.4. On en déduit de (3.3) que Uespace S?AP(R,X) est un sous espace
fermé de S?p, (R,X). Ce qui sous entend que (S?AP(R,X), ||.|ls¢) est un espace de Banach.

Remarque 3.2.5. Il est important de signaler Uaspect suivant :

S2,.(R,X) =S{, (R,X)NE]

loc

(R,X).

Plus précisément, Uespace S, . (R,X) est invariant par intersection avec Ef;c (R,X), méme
si la fermeture dans (2.12]) est prise dans LY (R, X).

loc
Afin de démontrer Uinclusion S, ». (R, X) C Eﬁ)a
tout a >0, pgo (0t f) < oo,
Pour cela, soit f € Sf,),p, (R, X).
Fixons € > 0 et en choisissant P; € Trig(R;X) tel que || f — Pel|go < €.
En tenant compte de la bornitude de P, on aura, pour tout o > 0,

(R,X), il suffit de prouver que pour

1 1
pso (af) < P a(f—PF))+ 7P (2aP;) < H-o.
Ce qui achéve la démonstration.
Comme conséquence, nous avons :

Corollaire 3.2.6. Les propriétés suivantes sont vraies :

1. Si f €E? (R,X), alors 2 € C(R,E?([0,1]; X));

loc
2. SPAP(R,X) =S4, (R,X);
3. f € SAP(R,X) si et seulement si f* € AP(R,E?([0,1];X)).

Remarque 3.2.7. Item 3 du corollaire permet de déduire certaines propriétés
d’une fonction f € S?AP (R, X) via la presque périodicité de f”: R — E? ([0,1],X). En
particulier, le résultat de Bohr Bohl Amerio [4, Theorem II, p. 82] reste valable dans
S?AP (R, X), comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.2.8. Soient X un espace de Banach uniformément convexe, ¢ une fonction
de Young uniformément convexe vérifiant la condition-A; et f € S?AP (R, X). Soit F (t) =
o £ (s)ds. Si F € BS?(R,X) alors F est presque périodique au sens de Bohr:
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Démonstration : La preuve que F soit presque périodique provient du fait que si
¢ € A, et est uniformément convexe et 'espace X est uniformément convexe alors
L¢([O, 1];X) est uniformément convexe, (voir [58]]). n

La proposition [3.2.8] est établi dans le cas ou ¢ = |.|, [2}[7].

3.2.2 Lien entre les espaces S’AP(R,X) et u-AP (R, X)

Dans ce qui suit, nous allons établir une condition nécessaire et suffisante pour
que les fonctions mesurables presque périodiques soient dans S?AP(R, X).
Commencons par introduire la définition de I'absolue ¢-intégrabilité.

Définition 3.2.9. Une fonction f € Efgc (R,X) est dite absolument ¢-intégrable au sens
de fig si pour tout € > 0, il existe § = 6 (&) > 0, tel que pour tout sous ensemble mesurable
AcZXavec fis(A) <dona

1/ 1allse < e

L’ensemble de ces fonctions sera noté M? (R, X).

Pour f € EY (R,X), on définit la quantité suivante :

loc

6—0
A5(A)<8

()= Jimsup | Lalles. (3.4
ACR

Il est facile de vérifier que f est absolument ¢-intégrable au sens de jig si et seulement

si x(f)=0.

D’ol, on peut écrire

loc

M¢(R,X):{feE¢ (R,X) t.q. K(f)ZO}.

Le lemme suivant montre que les fonctions dans S?AP(R, X) bénéficient de I'absolue
¢-intégrabilité au sens de [is.

Lemme 3.2.10. L’inclusion :
S?AP(R,X) c M? (R, X) (3.5)

est vraie.

Démonstration : Commencons par montrer que les fonctions bornées sont absolu-
ment ¢ —intégrables au sens de figy, C'est-a-dire L™ (R, X) ¢ M? (R, X).

Soit€ >0, A€ Xet f:R— X une fonction bornée. Posons C = sup || f (¢)||. Nous
teR
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excluons par raison de simplicité le cas trivial lorsque fis (A) = 0. Clairement, on a

[ Tallse = P et [|fIallse <Cllallgo -
s(4)

—
= _

Comme la fonction r — (¢! (1 /t))_1 est continue et croissante sur |0, +oo[, on en

déduit en choisissant 6 := (¢ (9))71 que ||f1allge < € chaque fois que fig(A) < 8.

€

Supposons maintenant que f € S’AP(R,X). En utilisant le corollaire il existe
un polyndme trigonométrique Py € Trig(R;X) tel que

€

1f = Pellgo < 5 (3.6)

Comme P: € L” (R, X), il existe 6 > 0 tel que ||Pe 14]|so < 5 quand fig(A) < 8. Ainsi, on

a
1fallge < II(f —Pe) Lallgo + |Pe allse < |If —Pellgo +1|Pe Lallge < €.

Ceci compléte la preuve du lemme. O
Comme conséquence de ce lemme, nous avons la caractérisation suivante :
Théoreme 3.2.11. La caractérisation suivante est vraie
SPAP(R,X) = M?(R,X) N u-AP (R, X).

Démonstration : Premierement, en utilisant (I1.4) et le Lemme |3.2.10], on obtient
I'inclusion suivante

SAP(R,X) C u-AP (R, X)NM? (R, X).

Inversement, supposons que f € u-AP (R,X)NM?(R,X). Soit £ > 0. On peut trouver
un polynéme trigonométrique P; € Trig(R;X) tel que fis(A¢) < €, ou

Ae = {t € R tel que ||f(t)—Pe(t)|| > €9~ (1)}.

Soit 1 > 0. De I'absolue ¢-intégrabilité au sens de fig de f et P, on peut choisir € > 0
sufﬁsammer}t petit pour que max.(H f 1, H,SQ, s [1Pe 1, “S(p) <. .
Par conséquent, en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

1f = Pellgo < |(f = Pe) In, llgo + || (f — Pe) ag
<1 f L, llgo + [ Pe 1a.llgo + €
<e+n.

S¢

Cela signifie que f € S?AP(R,X), puisque 7 est arbitraire.
La démonstration est ainsi achevée. O
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3.3 Opérateurs de Nemytskii dans S?AP (R, X)

L’opérateur de Nemytskii est bien étudié dans la littérature dans les espaces de
Stepanov presque périodiques [7,23,/37] ainsi que dans les espaces d’Orlicz, voir par
exemple [[21].

Cette section est consacrée a 'étude de cet opérateur dans ’espace de fonctions
Stepanov-Orlicz presque périodiques. En s’inspirant de [|14], on montre que sous cer-
taines conditions sur F, les images de fonctions Stepanov-Orlicz presque-périodiques
par cet opérateur .47 sont aussi Stepanov-Orlicz presque-périodiques.

Pour des raisons de clarté, on commence par introduire la définition d’'une fonction
Stepanov-Orlicz presque périodique uniformément par rapport a un parametre ainsi
qu'une fonction bornée au sens de Stepanov-Orlicz :

Définition 3.3.1. Soit F : R x X — X une application.

a) On dit que F est presque périodique au sens de Stepanov-Orlicz si Uapplication
t > F (t, x) appartient a S’AP(R,X) uniformément sur tout sous-ensemble compact

K de X, c’est-a-dire que pour chaque x € X, F (.,x) € Eflc (R,X) et pour tout € >0
et tout sous-ensemble compact K de X, l’ensemble

{’C eR,sup||F(.+7,x) —F(.,x)|lgo < 8}
xeK

est relativement dense dans R.

L’ensemble de ces fonctions est noté par S? APk (R x X, X).

b) F est dite S?-bornée s’il existe une constante C > 0 telle que || (0)|lss < C.

Notons que item &) de la définition [3.3.1| coincide avec la propriété que 4% (0) €
BS? (R, X), voir Luxemburg [68, Définition 1, p 43].

Dans ce qui suit, on notera (lip) la condition de Lipschitz sur F : R x X — X. Plus
précisément :

(lip) 1l existe L > 0 tel que pour tout u, v € X

1F () = F () leo < Lllu—vl|.

Nous sommes maintenant en mesure de donner un théoreme de superposition pour
les fonctions S?-presque périodiques.

Théoréme 3.3.2. Soit F € S?APk (R x X, X).
Supposons que F satisfait la condition (lip), alors, pour tout x(.) € S’AP(R,X), on a
Nr(x(.)) € SPAP(R, X).

Démonstration : Montrons tout d’abord que F (.,x(.)) € E{ZC

(R,X).
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(R,X) et F(.,0) €E?

loc

Onax()eE¢

loc
et tout o > 0, on obtient

ps (5 (F(.x()) = / (SIF ex)l) dute)
<3 [ o(@llF @x)~F @Ol dui) -+ [ ¢ @lF @.0))dut)
<5 [ oaLlx@dut+ 5 [ o(alF w0l dut)

< 3Po (@Lx())+ 5pg (@F (,0)) < 4o

(R,X), alors pour tout ensemble borné U C R

Soit K un sous-ensemble compact de X, et soit x(.) € S?’AP(R, X). Fixons € > 0, en
vertu du théoreme|3.2.11]et la propriété de Danilov (D), on peut trouver 1 :=n(€) >0
et un sous ensemble compact K, ) C X tel que

€

< )
)lse = 12L° 3.7

[s (Tn(g)) <mn, et HX() 1T(11’(£

ou Ty ={r €R, x(t) € Ky}

La compacité de K, assure l'existence d’'une suite finie (x;);;,, dans K telle
que

Kn(g) - Ulmle <X,’, (3.8)

€
)
Maintenant, puisque pour tout i = 1,...,m, F(.,x;) € S’AP(R,X) et x(.) € S’AP(R,X),
on peut choisir une &-S?-presque période commune associée a x(.) et (F(.,x:)) <;<p,
(voir, par exemple, [|65, p.6, Property 7]). C’est-a-dire,

Ten” ST (F(.,xi), Z) NSPT (x<.), ﬁ) (3.9)

En utilisant la condition de Lipschitz (lip) et la croissance de la fonction ¢, on obtient
pour tout k >0

pos (L IFC+ 2 ) = FC 2O ) < s (490201

Par conséquent

{k >0, peo (’; Ix(.+7) —x<'>||) < 1}

e {k> 0.0 (IFCH a4 0) - Flt el <1) ],
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passant a la borne inférieure, on en déduit que
IF (47 () = F (47 x()llgo < Llbwe () —x(llgo (3.10)

En utilisant a nouveau la condition (lip), I'inégalité (3.10) et I'inégalité triangulaire,
on obtient

1F2 (oxe () = F (2 () g

SHIFCH+Tx(+7) = F(+7x()llge + [[F (-4 7,0() = F (x()) llso
<Llpe(+7) —x()llge + max [[F (- +7,2()) = F (4750

F( ) — F (i F(.xi)—F (.,x(.
+ max [F(.+7,x) = F (1) g0 + max [F () = F (x(.)) lgo

<L (-) =x ()llge +2L max lx(.) = xillgo + max [[{F (.+7,x:) = F (%) }Higo -
1<i<m 1<i<m
(3.11)
Notre but dans ce qui suit est d’estimer le terme [max ||lx () —xil|go. En utilisant (3.7)
iIsm

et le fait que la fonction est constante ¢t — x; (pour tout i) est dans M? (R,X), on peut
choisir n(¢€) suffisamment petit tel que

xi 17, gt Hx(') Iz,

€
max < —.
1§i§m{ S¢} — 6L

Comme conséquence de I'inégalité ci-dessus et I'inégalité ([3.8]), on en déduit que pour
chaquei=1,...,m

e () =illgs < |[fx() =} 1y |

€
< — . ¢ i
— 12L + Hx( ) 1Tn<£> HS¢ * sz lTn(£>

En combinant (3.9), (3.11)), et (3.12]), on obtient

S9
(3.12)

< .
S0 T 4L

€ e €
| Fr (cxe () —F (L, x(1)|lge < LE +2LE ty=¢
Finalement, la S?-presque périodicité de .#%(x(.)) est obtenue en utilisant 'inclusion

SOT (F (. x0), Z) ST (x(), %) C SOT (A (x()), ).
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3.4 Solutions Bohr presque périodiques des équations
d’évolution abstraites a coefficients S’AP (R, X)

Cette section est consacrée a I'étude du probleme d’existence et d’unicité de
solution "mild" Bohr presque périodiques des équations différentielles abstraites
linéaires et semi-linéaires suivantes :

u (t) =Au(t)+ f (1), (3.13)
et
W (1) = Au(r) + F (t,u(r)) (3.14)

respectivement, ol A : Dom(A) C X — X est un opérateur, f:R— X, F:RxX =X
sont des fonctions mesurables (leurs continuité n’est pas nécessaire).
Désormais, nous formulons les hypothéeses suivantes :

(H1) L'opérateur A génére un Cyp-semi-groupe (7'(¢)),>0 exponentiellement stable c’est
a dire, qu’il existe deux constantes M > 0 et @ > 0 telles que

1T ()| < Mexp (—wt), Vi > 0.

(H2) f e S?AP(R,X).
(H3) F € S?APk(R x X, X).

Un tel probleme est bien étudié dans la littérature lorsque f est continue et
Stepanov presque périodique, voir [37,75,94].

Notre objectif est d’étendre ce résultat au contexte des fonctions Stepanov-Orlicz
presque périodiques, sans imposer la condition de continuité sur f.

Le théoréme suivant établit le résultat d’existence et d’unicité d’une solution Bohr
presque périodique de I'équation (3.13) :

Théoréme 3.4.1. Sous les hypothéses (H1) et (H2), Uéquation (3.13]) admet une unique
solution "mild" Bohr presque périodique donnée par :

u(t):/:oT(t—s)f(s)d,u(s), {ER. (3.15)

Démonstration : Considérons, pour chaque n > 1, la fonction u, : R — X définie par
I'intégrale :

t—n+1 n

w= [ TE=9f6duls) = [ T(5)Fl=s)du(s), rer
t—n n—

Montrons que pour chaque n > 1, u, appartient a C (R, X).

Pour cela, fixons 7y € R. Soit (,,),, une suite convergeant vers .
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Utilisant 'hypothese (H1), 'inégalité de Holder dans les espaces d’Orlicz, ( voir
(2.7)) et le fait que

_ —1
IRy iy gnin) = (¥ (1)

on obtient pour chaque n > 1 et chaque m > 1

it () = (o) < [ TGS (tn =) = £ 10 = )| AR (o)
<M [ exp(=a9) £ (tn—5) = £ (10~ 5) | du(s)

=M H 1 HLW[IO—VM to—n+1] ”f(tm_lO) - f”L‘p[to—n7 to—n+1]
M

< ot Mo = sy, onin (3.16)

En vertu de (3.3), les fonctions de S?’AP(R, X) sont continues en ¢-moyenne.

Combinant ce fait avec (3.16]), on obtient que
lim ||uy, (1) — un (t0)]] = 0.
m-—yoo
Puisque 7y € R est arbitraire, on en déduit que u, € C(R,X).

Montrons maintenant que pour chaque n, u,(.) € AP (R,X). De méme que dans
(3.16)), on a pour chaque T € R

it (+7) — ttn (] < %(1) e Fllso

ce qui signifie que pour chaque € > 0,
—1 1
Sﬁ(ﬁg%%l)cﬂ%ﬁy

Ce qui signifie que T (u,, €) est relativement dense dans R. La presque périodicité de
u, est alors établie.

Enfin, montrons que la série Z uy (t) converge uniformément sur R.

n>1

En utilisant I’hypothése (H1) et I'inégalité (2.11)), il en résulte que pour tout r € R,
lutn (1) < MBye™ "V | fllgo - (3.17)
Gréace au test de Weierstrass et I'inégalité (3.17)), on obtient que la série Z up (1) est

n>1
uniformément convergente sur R.
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Pour chaque ¢ € R, soit u(¢) sa somme associée
u(t) = Z up (t).
n=1

Alors, u est presque périodique. De plus,

My

<
Jullo < 7222

£ llgo -

L'unicité est obtenue en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans le cas
des fonctions Stepanov presque périodiques ( [37]]). [

Maintenant, nous étudions I'existence et 'unicité de la solution d’'une équation
différentielle semi-linéaire ([3.14).
En utilisant le Théoréme [3.4.1, on montre facilement le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.2. Sous Uhypothése (H1), la condition (Lip) et la S?-bornitude de F,
léquation (3.14) admet une unique solution "mild" bornée donnée par

u(l):/_t T(t—s)F (s,u(s))du(s), pourtout t € R,

a condition que I < 1.

—0

Si en plus (H3) est satisfaite alors cette solution est presque périodique.

Démonstration : Pour chaques € R et n > 1, on considére les opérateurs non linéaires
définis par
t
Cw)(0) = [T (=5 F (s,u(s)du(s)

t—n+1

L) (0= | T<r—s>F<s,u<s>>du<s>=/n"_1T(s)F(t—s,ua—s))du(s)

—n

Montrons que pour chaque n > 1, I'opérateur I', envoie Eﬁ)c (R,X) dans C(R, X).
Soitu € Eﬁ)c (R,X). Pour simplifier les notations, on pose g := Az (u).
En vertu du Théoreme |3.3.2} g € Ef;c (R,X).
Par un raisonnement analogue a la preuve du Théoreme on obtient aisément
que, pour chaque n > 1, I',(u) € C(R, X).

Montrons que 'opérateur I" envoie E{Z:)C (R,X)NBS?(R,X) dans BC (R, X).

Commencons par prouver que pour chaque n > 1,

r, (BS¢ (R,X)) cL°(R,X).
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Soit u € BS? (R, X), en utilisant les hypothéses (H1), (H3), (lip) et I'inégalité ([2.11)),
on obtient pour chaque n > 1 et toutz € R

Il < e [ (5, s)) — F (5, 01 +1F (s, 0 s
t—n+1

< Me“"(”‘”/t (L llu ()] + 1 (s, 0)[]) dp(s)

—n

< Me= UV (L|ullsi +|IF (-, 0)lg1)

<Me "V (La, (-, 0)]lgo (3.18)

ou les constantes ¢ > 0 et Bry > 0 proviennent de (2.11)).
Selon la S?-bornitude de F et de I’équation (3.18)), il s’ensuit que la série Z I,u est

n>1
uniformément convergente sur R.
Clairement, I" (u Z I, (u) € C(R, X) pour chaque u € Eﬁ)c (R,X).
n>1
De plus,
M
IT(u) |0 < - — ( (- 0)lse) -

Par conséquent,
r (&

loc

(R,X) NBS? (R,X)) C BC(R,X).

Maintenant, montrons que si de plus F € S?APg (R x X, X), lopérateur I" envoie
S?AP(R,X) dans AP (R, X). Soit u € S?’AP(R, X). Par le Théoréme [3.3.2} on conclut que
g € SPAP(R, X). Par conséquent, en utilisant la preuve du théoréme [3.4.1, on obtient
que I'u € AP (R, X). Ainsi

r <S¢AP(R,X)> C AP(R,X).

Pour compléter la preuve, on a besoin de montrer que I" est une application contrac-
tante sur AP (R, X). Il suffit d’appliquer le théoréme du point fixe de Banach a 'opé-
rateur non-linaire I'. Les calculs sont semblables a ceux qui existent déja dans la
littérature, (C.f. [[37,941). Sous les hypotheses (H1) et (lip), on aura

LM
Tu—T.. < -

o lu=vl.

Ce qui implique que I" est une application contractante sur AP (R, X) a condition que
<1.

l—e @

Dong, selon le principe de contraction de Banach, il existe un point fixe unique
u € AP (R, X)), tel que T'u = u. De plus, en utilisant le raisonnement de [|37]], on obtient
que u est une solution mild de I'équation (3.14). O
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Chapitre 4. Les fonctions Stepanov-Orlicz pseudo-presque périodiques et applications

4.1 Introduction

Dans [35], Diagana et Zitane ont donné une généralisation de la notion de

Stepanov-pseudo presque périodicité étudiée dans [33] au contexte des espaces
de Lebesgue & exposants variables L”() lorsqu’ils sont munis de la norme de Luxem-
burg. Les espaces L”() ont I'avantage d’étre générés par une fonction particuliére de
Musielak-Orlicz ¢ (7,x) = |x|” ) satisfaisant la condition-A,.
Compte tenu de la définition de I'ergodicité de Zhang, qui est basée sur une propriété
topologique et une autre métrique (la bornitude), Diagana et Zitane [35]] ont étendu
cette définition aux espaces de Lebesgue & exposants variables L) en remplacant la
norme de I'espace X dans ([1.5) par la norme de Luxemburg et la bornitude usuelle
par celle utilisant la norme de Luxemburg.

Ceci nous a motivé  considérer le cas ot1 'espace LP) est équipé de la topologie
induite par la convergence modulaire. Il s’est avéré que le remplacement de la norme
dans par la norme de Luxemburg ou par la modulaire associée donne lieu a
deux concepts d’ergodicité identiques.

Cela nous a mis sur la voie pour définir trois notions d’ergodicité au sens de Stepanov-
Orlicz a savoir : ergodicité en norme ||.||g4, ergodicité modulaire et ergodicité fortement
modulaire au sens de Stepanov Orlicz.

L’'un des objectifs de ce chapitre est d’étudier la hiérarchie de ces différentes
notions.

4.2 L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orlicz

On montre que le remplacement de la norme de Luxemburg par sa modulaire
associée dans donne lieu a un concept équivalent a celui proposé dans [36, Defi-
nition 5.10].

Cette reformulation (Definition rend I'étude de I'ergodicité dans L7) plus
appropriée car la norme de Luxemburg est plus compliquée que la modulaire corres-
pondante.

Cependant, pour la cohérence et la clarté de ce qui suit, on présentera quelques
notations en relation avec les espaces de Lebesgue 4 exposants variables L?"). Pour
plus de détails, voir par exemple [29,35,36,/43].

Pour p(.) € M(R) := M(R,R), utilisant les notations

p~ :=essinf p(x) et p :=esssupp(x)
XER XER
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4.2. L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orlicz

Soit
C"(R)={peM(R): 1<p <p(x) <p" <e pour chaque x € R}.

Soit p(.) € C* (R). On note BSP() (R,X) I'espace modulaire de type Musielak-Orlicz
définit comme suit

BS"M (R,X) := {f e M(R,X) : ||fllgp0) <o},

ol ||.[|gp() €t pgy() (-) sont respectivement la norme de Luxemburg et sa modulaire
correspondante donnée par

1 fllspr = inf{k >0: SUD Pp() () (]—C> < 1},
xeR k

et

x+1 0
P (= [ IFOIP au(o). (4.1)

Définition 4.2.1. [136] Une fonction f € BSP() (R, X) est dite SP(')—ergodique en norme
et on écrit (f € &SP (R, X)) si

1o : f _
rl_l)gt_looﬂ /rlnf{k >0 Py () (%) < l}du(x) =0. (4.2)

En remplacant la norme de Luxemburg par sa modulaire Psr() (x) (.), on obtient la
définition suivante :

Définition 4.2.2. Une fonction f € BSP1) (R, X) est dite SP()-ergodique en modulaire,
et on écrit f € &sP) (R,X), st

mod

1 r

r—+o 2r J_

Le théoréme suivant di a Fan et Zaho [43] Theorem 1.3] permet de donner un
résultat sur 'équivalence des deux définitions précédentes.

Théoreme 4.2.3 ( [43]]). Soit f € BSP() (R,X). Alors, pour chaque x € R

11200 < Pesiogy () < 17180 (4.4)

et
1

LS
=

(pSp(-)(x) (f)> < ||f||Sp<<)(x) < (Psp(.)(x) (f)) ; (4.5)
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Chapitre 4. Les fonctions Stepanov-Orlicz pseudo-presque périodiques et applications

ou

0_ P+ St || fllgp (x)>1 ot O — p- st ||f||gp(-)(x)>1
i [ Fllaroy < 1 P st g < 1

Proposition 4.2.4. Soit f € BSP") (R, X). Alors,

fe @@Sn(()r)m (R,X) si et seulement si f € @@Sm(ozi (R,X). (4.6)

Démonstration : Nécessité : En utilisant 'estimation et 'inégalité de Holder il
s’ensuit que

lim _/ Psr() (x dp(x) <

r—+eo 2r
]
li ! / f k>0/x1 du(t)<1 dux)| =0
1m in = V.
r—roeo (2}")6 —r

Suffisance : On déduit, grace a I'estimation (4.5) et I'inégalité d’Holder que :

i g | Wyt < im ot ([ ([ o) uo) "o

O

L

k

Remarque 4.2.5. Les inégalités et (4.5) constituent la clé principale de lidentifi-

cation (4.6).

Malheureusement, ce type d’inégalités ne se produit pas dans les espaces d’Orlicz et de

Musielak-Orlicz (lorsque la fonction qui définie ces espaces ne vérifie pas la condition-A;).
On va voir que lUergodicité dans les espaces d’Orlicz se devise en au moins trois notions

différentes (voir Définition . Ergodicité en norme de Luxemburg, ergodicité modu-

laire et ergodicité fortement modulaire. Ces notions sont différentes, (voir Exemple

et Exemple .

4.2.1 Les fonctions ergodiques au sens de Stepanov-Orlicz
Compte tenu de ce qui précede, on introduit la définition suivante :
Définition 4.2.6. Soit f € BS?(R,X). On dit que f est

1. ||.||ge-ergodique ou norme ergodique au sens de Stepanov Orlicz si

rETW%/_r, (inf{k>0: /xx+1q> (H%H)dw) < 1}>du(x):
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4.2. L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orlicz

2. pgo-ergodique au sens large, ou modulaire ergodique au sens de Stepanov Orlicz
s’il existe oo > O tel que

din [ ([T et@lr @D au ) aut -

3. pge-fortement ergodique, ou fortement modulaire ergodique au sens de Stepanov
Orlicz si pour tout a > 0

tim o [ etals@lhau() ) aut ~o.

Les espaces de toutes ces fonctions seront notés par ESPorm (R,X), é"Sﬁmd

(R,X) et
éaSmod (R,X) respectivement.

Comme conséquence immédiate de la définition |4.2.6 nous avons

£s’ (R,X) C &S?

mod

(R,X).
L’étude des liens entre les trois espaces introduits se fera par la suite.

Proposition 4.2.7. Les espaces &Som (R,X), 5S¢ JRX) et éaSmod (R,X) sont
(i) des sous-espaces linéaires fermés de BS? (R, X).

(ii) invariants par translation.
(i) & (R,X) C ESpoq (R, X).

Démonstration :

— La propriété (i) est conforme a la proposition 2.11 dans [[11] et au lemme
2.14 dans [|51] de I'espace des fonctions ergodiques a I'espace des fonctions
ergodiques au sens de Stepanov-Orlicz.

— La propriété (ii) peut étre prouvée de la méme maniere que [42, proposition
24].

— En utilisant l'invariance par translation de & (R, X), propriété 2 du Lemme|2.4.2

et la remarque [2.4.4} on peut affirmer que, & (R,X) C gSzmd (R,X).
En effet, supposons que f € & (R, X). Pour chaque x € R fixé, en vertu de la
continuité de f et ¢ on obtient :

inf{k>0: /XXH(])(HJ%H)dtgl} 1nf{k>0 / (”fx“”)dsg}

ginf{k>0: maxd)(w) gl}

s€[0,1] k
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Chapitre 4. Les fonctions Stepanov-Orlicz pseudo-presque périodiques et applications

ginf{k>o: ‘P(M) gl}

_ Wl
o1 (1)
Du fait que I'espace & (R, X, 1) est invariant par translation, on obtient :
L (o= (1)
— T S xdl«lxé—/ f(x+s0)|ldu(x
) S W s < St [ e sl (o)

— 0 quand r — co.

Ce qui signifie que f € £S? (R, X).
[

Le théoréme suivant établit 'équivalence (le lien) entre les trois espaces introduits
précédemment.
A cet effet introduisons quelques notations.

Pour € >0, a >0, r € R et f € BS?(R,X), on définit les ensembles suivants :

e (f) = {xe (—rr]; inf{k>0: /xx+1¢ <w> du(r) < 1} zs};

x+1

s (n={xetn [ o@ls@hau) > e},

Théoréme 4.2.8. Soit f € BS?(R,X) et soient les propriétés suivantes :

(2)) Pour tout £ >0, lim —p (e (F)) =0,

r—+oo 2r ’

1
(Z,) il existe a > 0 tel que pour tout € >0, lim —pu (%;?;3 (f)) =0,

r—rteo 21

1
(273) pour tout € > 0 et tout o > 0, rLiTwz_r“ (%}ng‘"& (f)) =0.

Alors,
(P)) <= (P3) = (F2).

Remarque 4.2.9. Notons que si (Z),i = 1,3 est vraie pour & € |0, 1] alors elle restera
vraie pour tout € > &.

Preuve du Théoréme4.2.81 Montrons, tout d’abord, que (£3) = ().
Sans perte de généralité, on peut supposer que € € ]0,1].
Prenons o = é dans (%), en vertu de l'implication suivante (voir, par exemple [8,
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4.2. L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orlicz

Theorem 1.2.]).

/xx+1¢ (Hfg)n)du(t) <e<l1 :>inf{k>0: /xx+1¢ (%) du(r) < 1} <&,

on obtient que

s {re nrl 1Ol > e < o {r e lonrls poy (370) > e

Un passage a la limite permet de conclure 'implication désirée.
Maintenant, démontrons que (&) = ().

Supposons que la condition (7)) est satisfaite.

Soit & un nombre réel positif arbitraire. Pour chaque € €0, 1], on a

{xel=nri If Ol > =} > {x € [=n]: pas (@f () > £}

Par conséquent,

e [ pgey (@f()) > e} < ufxe [rrds 1Ol > €} =0

quand r — o. Ainsi est obtenue l'implication souhaitée.
La preuve que (#3) = (£%,) est immédiate. O

Remarque 4.2.10. Les propriétés (1), () et (Z3) sont de nature topologique, en
particulier, la premiére signifie que pour tout voisinage U de 0 dans L? ([0, 1],X) pour la
topologie induite par la convergence en norme de Luxemburg on a

i B rrlife ) Uy

r—yoo 2r

Théoréme 4.2.11. Soit f € BS?(R, X).
Alors les équivalences suivantes sont vérifiées :
1. fe ESLrm (R,X) si et seulement si f satisfait la propriété ().

2. fe &S? (R,X) si et seulement si f satisfait la propriété (2;).

mod

3. fe gSmod (R,X) si et seulement si f € Bs’ (R,X) et f satisfait la propriété (F3).

Démonstration : Il suffit de montrer la premiere équivalence. La preuve de la
deuxieéme et de la troisieme équivalence est la méme que la précédente.
Suivant des arguments analogues a ceux de [76, Lemme 2.7], on peut facilement
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montrer que

Fe &St m(RX)= Ve >0, lim ~u(Ae(f) =0.

r—+eo 2r

On va prouver maintenant I'implication inverse.
En se basant sur le fait que f € BS?(R, X) et en vertu de la propriété 1 du lemme
on obtient || f||gy < +-oo.
On suppose que f est une fonction qui satisfait la propriété (), c’est a dire que
1 . S
Ve >0 liI_P M (A6 (f)) = 0. Autrement dit, pour tout € > 0 il existe ry > 0 tel que
r—+oo 2r ’

pourr >rgona
1 €
U (e (f)) < :
2}’“( ,8( )) ||f||§¢

Ainsi, pour r > ry, on obtient en vertu de I'item 2. du Lemme et de I'inégalité
(4.7) que

o LI OREA Y e N L1y Y0
u

Nre su +—/ du(t
(e (sl eyt [l i)

4.7)

>
1
<%
= S e D s + 5 10y a0
2 2 e Y

et n(—rl\ He(f) <2e.

Ce qui implique que f € ESSom (R, X).

Théoréme 4.2.12. Soit ¢ une fonction d’Orlicz qui satisfait la condition-A,.
Alors
&s?

mod

(R,X) C &S%m (R, X).

Démonstration : Comme ¢ vérifie la condition-A,, il existe A > 1 et on peut choisir
uo > 0 satisfaisant ¢ (2"ug) < 1 tels que

¢ (2"u) < A™¢ (u) pour tout u>uy et me N. (4.8)

On a, pour chaque x € R,

I fllse o mf{k>o/ (”f )du(t)gl}

ginf{zm:/x 62" £ ()l <>g1}.
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4.2. L’ergodicité dans les espaces de Stepanov-Orlicz

Soit E, I'ensemble défini par E, = {r € [x,x+ 1], ||f(¢)|| > uo} et E{ son complément

dans [x,x+1].
De I'inégalité (4.8)), il s’ensuit que,

x+1
/x ¢ 2" f @) du) = /E¢(2’"Hf(f)\l)du(f)+/EC¢(2’"Hf(t)H)du(f)

X

1
< A"Pgor () +5-

Ensuite, on en déduit que, pour chaque x € R, et m € N,

1n<2PS¢(X) (f)) . 2m} |

1
”f”8¢(x) < lnf{zm lmpS‘f’(x) (f)_|_§ < 1} < 1nf{2m o) T

Par conséquent, on obtient

In2

[fllso ) < <2P§¢(x) (f)) " (4.9)
A ce stade, on distingue deux cas :
1. Premier cas A > 2 : L'utilisation de I'inégalité (4.9) nous donne
Lo .1
Jim _r||f||S¢(x)d:u(x) S}gg;/_fgmw (f)du(x). (4.10)

D’ot on en déduit immédiatement que f est ||.||go-ergodique.

2. Deuxiémecas 1 <A <2.0na:

In2

(2 etronann)” aue

([ saroman) (2 st onane)

Il en résulte que

3 [ o) < ose (5 [ ([T o ano ) auto
(4.11)

Comme f € BS?(R,X), le coté droit de I'inégalité (4.11) tend vers zéro quand
F — oo,
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Il s’ensuit que f est norme ergodique au sens de Stepanov-Orlicz.

]
Corollaire 4.2.13. Pour tout fonction d’Orlicz @, les inclusions suivantes sont vraies :
=<9
ESmod (R, X) C ESporm (R,X) € &80, (R, X). (4.12)

L’égalité de ces espaces a lieu lorsque ¢ vérifie la condition-A;.

Remarque 4.2.14. La relation entre les différents concepts d’ergodicité dans les espaces
de Stepanov-Orlicz est récapitulée dans le tableau dans lequel la nécessité de la
condition-A; pour avoir les inclusions inverses dans (4.12]).

La nécessité est mise en évidence dans ce dernier.

Sa?
__ — &S R,X) | <= | (Y
é[’Sf;od (R, X) ({@3) mod ( ) ( )
7= ) )

I See Example |4.2.20 ) &st R,X) | < | (2))

gSg’orm (R, X) <~ ('@1)

) )
|ff See Example |4.2.19 St
’ @@Sﬁlod (R,X) | <= | (#2)
&S g (R, X) = | (S)
TABLE 4.2 — Cas ou ¢ € A ou bien les fonc-
TABLE 4.1 —Casou ¢ ¢ As. tions appartiennent a BS’ (R,X).

TABLE 4.3 — La relation entre les différents concepts de '’ergodicité dans les espaces
Stepanov Orlicz.

4.2.2 La caractérisation des fonctions Stepanov-Orlicz ergodiques
via la transformée de Bochner

Diagana et Zitane ( [34-36]) ont donné une caractérisation aux fonctions Stepanov
ergodiques et Stepanov pseudo presque périodiques via l'ergodicité et la pseudo
presque périodicité de leurs transformées de Bochner respectivement.

Notre but est d’étendre ces résultats aux cas des espaces de Stepanov-Orlicz.

Notons que contrairement a la définition de 'ergodicité donnée par Zhang [|91]
pour des fonctions continues et bornées, on trouve une définition d’ergodicité intro-
duite par Ait Dads et al. [[1] pour des fonctions Lebesgue mesurables.
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Dans tout ce qui suit, on ne s’'intéressera qu’a la définition de la pseudo presque
périodicité définie par Zhang.

Définition 4.2.15. On dit qu’une fonction f € BS? (R,X) est fortement ergodique au
sens de Stepanov-Orlicz (f € ;@vanod (R,X)) si

FP R (10([0,1).%) 9o (1)
est ergodique. Autrement dit :

FeESt J(RX)) o ff e &RL([0,1]:X),pso (). (4.13)

Remarque 4.2.16. Dans le théoréme nous avons montré que la transformée de
Bochner d’une fonction f € BS?(R,X) n'est pas absolument continue en L?-norme.

Ceci nous a permis de déduire que, contrairement a les fonctions dans éanorm (R,X)
ne peuvent pas étre caractérisées via la transformée de Bochner.
Pour cela, nous avons donné une condition suffisante pour qu’une fonction f” soit dans
&(R,E? ([0,1]5X),||.|lge)- Ceci est le cas si f € BS?(R,X) ﬂEﬁ)C(R,X) ou f satisfait la
condition-A,.

Il est important de signaler que le choix de la condition est dii a la continuité en

¢-moyenne des fonctions de Eﬁ)c(R, X) et de la bornitude au sens de Stepanov-Orlicz des

fonctions de BS? (R,X), (voir Luxemburg [68, Definition 1, p43]).

[ . = ) (s .
Désormais, on notera BS" (R, X) I'espace définit comme suit :

8BS’ (R,X) = BS? (R,X)NE?

loc

(R,X).

Commencons par donner le lemme suivant :

Lemme 4.2.17. Soit f € Bs’ (R,X). Alors f” € &(R,E? ([0,1];X)) si et seulement si f
satisfait la propriété ().

Démonstration : La démonstration est analogue a celle du théoréme |4.2.11 O

Par conséquent nous avons :

Corollaire 4.2.18. Soit f € 1§§¢ (R,X). Alors la propriété suivante est vraie pour toute
fonction de Young ¢

f € EStom (R,X) < f° € &(R,E? ([0,1];X), |- lse)
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4.2.3 Exemples instructifs

Dans tout ce qui suit, on choisit ¢(r) = el’l — 1 une N-fonction qui ne satisfait pas la
condition-A,. L’exemple suivant fournit une fonction modulaire ergodique au sens de
Stepanov Orlicz mais pas norme ergodique au sens de Stepanov Orlicz.

Exemple 4.2.19. Soit f : R — R définie par :

Z n1[3n 3n+e2"| ) =

n>1

n, 3n<t<3n+e " avecnecN*;
0, ailleurs.

La fonction f appartient @ BS? (R, R) car
x+1 3nte 2" —on ¢ 2
sup [ ¢ (2] f(s)])du(s) = sup ¢ (2n)dpu(s) = sup e ™" (e —1) = L.

xeRJx neN*J3n neN*

Montrons que f € &S?
T < 3n. Ainsi,

o [ psog D < st [T ([ oo ) anco
- s kzl / Z“l ([ etsemane )auco,

(R,R). Pour chaque T > 0, il existe n € N* tel que 3(n—1) <

mod

IN

Par conséquent,

%f%wmmw

n 3k—14e" 2k 3k 3k4e~ 2k x+1
T 32(/3“ S )(/ o170 ) du(s)au (o).

1T n
ﬁ/TPSrp(x) (f)dp(x) < 5 Gn _3 1;1 k) +Jr (k) +J3(k)).

Donc,

Estimons les quantités J;(k), i=1,--- 3.
On aura, pour chaque k > 1

= L ([T eusemane )anco

k—1
3k—14e 2%

= <ek )/3 (x+1—=3k)du(x) < ek,

k—1
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) = [0 () <||f<s>||>du<s>)du<x>
B = /;k ( / o (156D di(s)) duto)

= (e — e 3k+e 2k —x)du(x) <e 3k,
() )dnts) <

Alors,

n

imsop o [ ([0 U an() ) duto) <timsup Yot -

T—o0 e =1
Ce qui signifie que f € & Smod

Maintenant, prenons T, =3n+e
Nous avons

1 (T 1 & 3k—1+e 2 3k 3k+e 2k
37 |2 o dns) = L AT R A [T e
1 n
> o= d .
= o7 ;’/31« . [ llso oy di(x)

Nous allons estimer || f|so(,) pour x € [3k — 1+~ ,3k] .
Nous avons

[ eelsendut = [ (1) duts) e (1) > 1

D’ott U'on déduit que

(R,R).
72n.

1 fllso(x) > 5+ pour tout x € [3k—1+e’2",3k].

FN.

Par conséquent

1 n n
sz [ W oo > 7= 3 [0 gt > 7 3

Cela montre que f ¢ &SSm (R,R).

1
) s L
( > ~ o

NIH

L’exemple suivant donne une fonction qui est ||.||¢-ergodique et pgy-ergodique au
sens large mais pas pgy-fortement ergodique.
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Exemple 4.2.20. Soit f : R — R définie par :
n, n?<t<n?’+e" avecneN*

FO) =Y n Ly o en(t) = { 0, ailleurs.

n>1
La fonction f appartient @ BS? (R,R), car
x+1 e "

sup [ ¢ (lf(s))du(s)=sup [ ¢ (n)du(s)=supe (" —1)=1.

xeRJx neN*Jn neN*

Par contre f ¢ BS? (R,R) parce que
x+1 n24e"

sup [ 9 (2]1£(s)[)dpe(s) = sup 0 (2n)dpu(s) = sup e (2 — 1) = +oo.

xeRJx neN+ J/n? neN*
Montrons que f € ESPom (R,R). Pour chaque T > 0, il existe n € N* tel que (n—1)* <
T < n?.
Ainsi,
1 /T
57 | I lsoc dn)

s ([ etrnan) ) aut

k24ek

- n_lzz/ 1l AR)

1 n KP—14e* K ke
= —— +/ +/ nd
2(n_1)221 Lo Lot L ) e du)

= n—l i k)+L(k)+L(k)).

IN

Evaluons 1 £llgo () POUr x € Uf = [I2 = 1,k* = 14e7*], xeUf = [ —1+e "] et
xeUS:= [k, k2 + e K], respectivement.
Ona

— pour x € U{‘,

x+1 k2 4ek X
flleoy =inf< A >0, er —1)du(s) <13 <inf< A >0, erdu(s) <1
S (x) K2 k2
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— pour x € U§,

) k24ek & k
IFllsoig =inf 3220, [ (eF =R <1 0= e <1

— pour x € UX,

k24ek « k24ek X
inf{ A >0,/ (ef —du(s) < 1% <infl 2 >o,/2 efdu(s)<1b=1.
X k

D’oti Uon déduit que

1 3n
hmsu —/ d <limsup—— ) 3 =limsup—>5 =0.
up £ llso (e A () ey y mSup 1)
Cela signifie que f € 5’Snorm (R,R). Par conséquent, on obtient f € @@Smod (R,R). De

plus, pour T, = n> + ™", nous avons

i | (/ 0 GIIOINu() ) dul

il (/ 0 G175 H)du()>du(x)

k=1
+e k

Vv
)

‘

~
I
—_

I
- =
N
Nt

Vv
N
o
~
1=
/N
Q
[\*]
»
m
»
——

Pour n assez grand, le dernier terme tend vers o. Ce qui prouve que f ¢ gSiod (R,R).

L’exemple suivant fournit une fonction qui est fortement modulaire ergodique au
sens de Stepanov-Orlicz

Exemple 4.2.21. Soit N > 1 un entier et soit

i | n, n<t<n?’4+e™ avecl <n<N;
o T2y et 0, ailleurs.

Montrons que f € é’Smod (R,R).
Pour un a > 0 fixé et N > 1, la fonction f appartient a BS? (R,R), car
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x+1 n24e2n
sup [ ¢ (| f(s))du(s) = sup [ ¢ (an)du(s)
xeR/x 1<n<NJn
= sup e (e —1) < e < oo,

1<n<N

Suivant Uexemple 4.2.20, nous avons f € &S? (R,R). En utilisant le fait que f €

mod
]§§¢ (R,R), on obtient que f € g"vSﬁmd (R,R).
Clairement, f ¢ & (R,R) puisque f n’est pas continue.

4.3 La Stepanov-Orlicz pseudo presque périodicité et
applications

La notion de la pseudo presque périodicité au sens de Stepanov-Orlicz est une
généralisation de la Stepanov pseudo presque périodicité dans des espaces de Lebesgue
a exposants variables proposée et étudiée par Diagana et Zitane dans [36].

4.3.1 L’espace de fonctions Stepanov-Orlicz pseudo presque pé-
riodiques

Définition 4.3.1. Une fonction f € ]§§¢ (R, X) est dite S?-pseudo presque périodique
ou Stepanov-Orlicz pseudo presque périodique si elle s’écrit comme suit

f=g+h, geS*AP(R,X), h€ ESPom (R,X).

L'espace de ces fonctions sera noté S?-pseudo presque périodiques est noté SPPAP(R, X).
1l est facile de prouver que f € SPPAP(R,X) si et seulement si il existe deux fonctions
g,h: R — X telles que

f=g+h ol g’cAP (R,E¢ ([0,1] ,X)) Cwees (R,E¢ ([0,1] ,X)) .
La proposition suivante montre que PAP (R,X) C S?PAP (R, X).
Proposition 4.3.2. Si f € PAP(R,X) alors f est S?-pseudo presque périodique.

Démonstration : Linclusion AP (R, X) C S?AP (R, X) est démontrée dans [52].
D’aprés item 3 de la proposition |4.2.7, on a & (R,X) C ESPorm (R,X). Ceci acheve la
démonstration. ]

Les fonctions Stepanov-Orlicz pseudo presque périodiques a paramétre :
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— Une fonction f: Rx X = X, (t,x) — f(t,x) avec f(.,x) € ]§§¢ (R,X) pour chaque
x € X est dite Stepanov Orlicz-ergodique par rapport a la premiére variable,
uniformément par rapport a la deuxiéme variable sur des sous ensembles compacts
de X Si,

1. Pour tout x € X, f(.,x) € &(R,E? ([0,1];X)),
2. f satisfait

. 1
’h—{?"m/ﬁ,r] £ (%) lso ) due(2) =0

uniformément par rapport a x dans des sous-ensembles compacts de X.

L’espace de telles fonctions sera noté &k (R x X, X).

— Une fonction f: RxX =X, (r,x) — f(t,x) avec f(.,x) € Bs’ (R,X) pour chaque
x € X est dite Stepanov-Orlicz pseudo presque périodique par rapport a la premieére
variable, uniformément par rapport a la deuxiéme variable sur des sous ensembles
compacts K C X, s’il existe deux fonctions g, : R x X +— X telles que f = g+h,
ol g¥ € APk (R x X,E? ([0,1],X)) et i’ € & (R x X,E? ([0,1],X)), Cest & dire

}L%M/[_minf{k>o: /Olq) (M) ds < l}du(t)zo.

L’espace de telles fonctions sera noté S’ APk (R x X, X).

4.3.2 Théoréme de superposition dans S?PAP (R, X)

Rappelons que l'opérateur de Nemytskii (ou 'opérateur de superposition) .47
construit sur une fonction mesurable f: R x X — X correspond a I'application définie
comme suit :

Ny (x) = [t = f (£,x(1))]-

Cet opérateur est bien étudié dans la littérature dans I'espace de fonctions Stepanov
pseudo presque périodiques [23,[33}35].

Notre objectif est de généraliser cette étude aux espaces de fonctions pseudo
presque périodiques au sens de Stepanov-Orlicz.

En s’inspirant des travaux de [[14]], nous avons montré que sous la condition de
Lipschitz et sous la propriété de compacité (D) 'opérateur de Nemytskii . #; transforme
lespace S’PAP (R,X) en lui-méme.

Théoréme 4.3.3. Soit f = g+h € SPPAPk (R x X, X), supposons que f et g vérifient la
condition (lip). Si x € S?’PAP (R, X) alors f(.,x(.)) € S?’PAP (R, X).

Démonstration : Puisque f € S?’PAPx (R x X, X) et x € S’PAPk (R, X), nous avons
f=8+h x=y+z,
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ol g» € AP (R x X,E? ([0,1],X)), h* € & (R x X,E? ([0, 1],X)) ety € AP (R,E? ([0,1],X)),
2 € & (RE? ([0,1],X)).
La fonction f” se décompose comme suit

P O) = (A O)+ [ (2 O) = (5 O) ]+ (5 0)

Afin de démontrer le théoréme, il suffit de vérifier que g% (.,)*(.)) € AP (R,E? ([0,1],X)),
P 0) =700 () € € (RE?([0,1],X)) et b (1,37 () € € (R,E? ([0,1],X)).

En utilisant le fait que g € S’APg (R x X,X), y € S’AP(R,X) et le théorémedu
chapitre 3, on obtient que g (.,y(.)) € S’AP(R, X), cesta dire g (.,)*(.)) € AP (R,E? ([0,1],X)).

Posons
0" () =1 (A () =1 ()

Montrons que ¢” € & (R,E? ([0,1],X)).
En effet, pour r >0, on a

du(r)

o0, )= /H

L?([0,1]) w([—rrl) r° <t’xb (t)> - (t’yb (t)> H
1

= m/[—mLbe 0= (I)HLﬂmo,w)d“(t)
20

U <[—Lr, ) /u

En utilisant le fait que 2 € & (R,E? ([0, 1],X)), il s’ensuit que ¢” € & (R,E? ([0,1],X)).
Maintenant, vérifions que 7% (.,*(.)) € & (R,E? ([0,1],X)).
Soit y(.) € S’AP(R,X) et € > 0. En utilisant la propriété de compacité de Danilov
(D), on peut trouver 1 (€) > 0 et un sous-ensemble compact %} ) C X tels que

1
u([=rrl) /[—r,r}

L¢([0,1])

du(r).

L?([0,1])

£

< — .
s¢ — 4L’ “4.14)

fs{t € R, y(0) & Ay} <, et [y() 1,

ou Ty ) est le sous-ensemble de R sur lequel y(t) € 75 ) et Tﬁ( ¢) €St son complémen-
taire.

Compte tenu de la compacité de %), nous pouvons trouver une suite finie
Y15Y25 -+, Ym dans 2y ) telle que

)
c%/'rl,g C U;n:lB <)’i, E) . (4.15)

Par conséquent,

i ) | 0 < s et [ [ (1 0) <

L?([0,1])
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W (2, i) du(r)

1
M=) /[]
=0(r)+L(r).

Compte tenu de (4.14), (4.15) et de I'inégalité de Holder, on obtient

L?([0,1])

LY ()=l
() Y S T

_ L
‘u([—r,r])

11(}”) <

<

e
S¢

o+ max () =3 1

1<i<m

1l { s [0 =30} 1,

Nous allons estimer la quantité I(r).
En utilisant le fait que la fonction paramétrique 7 € S?& (R x X, X).

On obtient
L(r) < sup ! /
ey L([=1,7]) J=rn]

on déduit que lim ,(r) = 0. Enfin, puisque ¢ est arbitraire, on obtient que
r—oo

du(t),

h’ (t,y)H

L?([0,1])

: 1 b, b _
rh—{?om%m h <t’y (t)>HL¢([o,1})du(t)_0'

Cela prouve que f(.,x(.)) € S’PAP (R, X).

4.3.3 Solutions pseudo presque périodiques d’une équation d’évo-
lution a coefficients S’PAP (R, X)

Cette partie est consacrée a I'étude de I'existence et de I'unicité de la solution
"mild" pseudo presque périodique des équations différentielles abstraites linéaires et
semi-linéaires suivantes :

u'(t) =Au(t)+ f (1) (4.16)

et
u (1) =Au(t)+F (t,u(t)) (4.17)

respectivement, ol A : D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe et f: R — X, (F : R x X — X) sont des fonctions mesurables.
Désormais, nous formulons les hypothéses suivantes :

(H1) L'opérateur A génére un Cp-semi-groupe (7(¢)),>0 exponentiellement stable,
c’est a dire, qu'’il existe deux constantes M > 0 et ® > 0 telles que

1T ()| < Mexp(—wt), Vi > 0.
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(H2) La fonction f € S?PAP(R,X) i.e., f=g+h ot g € AP (R,E? ([0,1],X)) et h* €
& (R,E? ([0,1],X)). De plus, f et g vérifient la condition (lip).

(H3) Lafonction F € S’PAPk (R x X, X) i.e., F = G+H ot G* € AP (R x X,E? ([0, 1],X))
et H? € & (Rx X,E? ([0,1],X)) . De plus, F et G vérifient la condition (lip).

Le premier résultat sur I'existence et 'unicité de la solution pseudo presque périodique
a est rapporté dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.4. Sous les hypothéses (H1) et (H2), U'équation admet une unique
solution "mild" pseudo presque périodique donnée par :

u(t):/_;T(t—s)f(s)ds, teR. (4.18)

Démonstration : Puisque f € S’PAP (R, X), alors f =g+h ot g* € AP (R,E? ([0, 1]);X)
et i’ € & (R,E? ([0,1];X)).
Désormais, on définit les quantités suivantes

t t
X (t) :/ T(t—s)g(s)ds, t€R, et ¥ (1) :/ T(t—s)h(s)ds, 1 €R.
La preuve que X € AP (R,E¢ ([0,1)) ;X) est la méme que celle de [14, Theorem 3.15 p
13]. Alors, il suffit juste de montrer que ¥ € & (R,E? ([0,1];X)).
Considérons pour chaque n > 1, la suite d’opérateurs Y, (.) définie par :

Yn(t):/ll_nHT(t—s)h(s)ds:/’:IT(s)h(t—s)ds, ER.

—n

Les mémes arguments utilisés pour prouver la convergence de la série Z up (t) dans

n=1
(]

[[14, Theorem 3.15 p 13] nous donnent que la série Z Y, (¢) est convergente au sens
n=1
de la norme ||.||., uniformément sur R et ¥ € BC(R, X).

Montrons que pour chaque n, Y, € & (R,X).
En utilisant des arguments de la preuve de [36, Theorem 6.3].
En effet, nous avons pour chaque n € N et chaque ¢ € R,

¥ ()] < Me™ D [h () lgo -
Alors nous obtenons

1

) oy M0l
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—o(n-1) ! - i @) }
< Me X,u([—r,r])/[_m}mf{k>0'/t_n (])( ? ds <1:du(t).

Ainsi, du fait que #* € & (R,E? ([0,1];X)), on en déduit que ¥, € & (R,X).
En utilisant 'inégalité suivante

L
p([=rr)

1
() /[]

S, Y ©lldu)

Y(1)= ) Yalt)

n=1

R My (mrey

nous obtenons que la limite uniforme Y (.) = )_ ¥, (.) € & (R,X).
n=1

Alors, u € PAP (R, X).
L'unicité de la solution "mild" u(.) de 'équation se démontre de la méme
maniere que dans le Théoreme [[14, Theorem 3.15 p 13]. O

En utilisant le théoréme on montre facilement le théoréme suivant qui assure
I'existence et 'unicité de '’équation différentielle semi linéaire (4.17).

LM
Théoreme 4.3.5. Sous les hypothéses (H1), (H3) et sous la condition I <1,il

e—(D

existe une unique solution "mild" pseudo presque périodique de U'équation (4.17).

Démonstration : Considérons 'opérateur non-linéaire A défini par

Aw) (1) = /;T(t—s)F(s, u(s))du(s), V€ R

Les arguments de la preuve du Théoréme [4.3.5|sont identiques a ceux de la preuve
du [[14, Theorem 3.16 p.12].

Du théoréme on obtient que F (., x(.)) € S’PAP (R, X).

Ensuite, en utilisant la démonstration du théoreme on déduit que Au € PAP (R, X)
si u € SPPAP (R, X). Ainsi 'application A envoie S?PAP (R, X) dans PAP (R, X).

Pour compléter la preuve, nous devons montrer que A est une application contrac-
tante sur PAP (R, X). Alors il suffit d’appliquer le théoreme du point fixe de Banach a
I'opérateur non linéaire A comme dans le cas presque périodique (voir [|[14, Theorem
3.16 p.12]). O
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Conclusion générale et quelques perspectives
de recherche

Dans cette thése, nous avons contribué a I’étude des fonctions presque pério-
diques de type Stepanov-Orlicz et leurs applications aux équations différentielles
ordinaires abstraites.

En premier lieu, nous avons donné de nouvelles définitions aux fonctions
Stepanov-Orlicz presque périodiques définies initialement par Hillmann.

Par suite, grace a ces nouvelles caractérisations, on a réussi a démontrer des théo-
remes de superposition et a établir des résultats d’existence de solutions "mild" presque
périodiques au sens de Bohr pour une classe d’équations d’évolution a coefficients
Stepanov-Orlicz presque périodiques, résultats de méme type que ceux obtenus dans
le cadre de Stepanov presque périodiques.

On s’est intéressé aussi dans cette thése a la notion de la pseudo presque périodicité
définie initialement par C. Zhang et généralisée au cadre des espaces de Lebesgue et
de Lebesgue généralisés par Diagana et ses collaborateurs.

En définissant I'ergodicité au sens de Stepanov-Orlicz, (ergodicité au sens de
la norme et au sens de la modulaire), nous avons introduit et étudié une nouvelle
classe de fonctions qu’on avait appelées "fonctions Stepanov-Olicz pseudo presque
périodiques".

A la fin, on a établit un résultat d’existence de solutions pseudo-presque périodiques
d’une classe d’équations d’évolution semi-linéaires a coefficients Stepanov-Orlicz
pseudo-presque périodiques.

De nombreuses questions demeurent encore posées dans les espaces de fonctions
presque périodiques de type Orlicz, elles concernent les propriétés topologiques
(exemple la compacité) et géométriques qui sont indispensables pour appliquer les
théorémes du point fixe existant dans la littérature.

Comme suite a notre travail, on pourra développer ces propriétés afin d’étudier
les solutions presque périodiques (de type Orlicz) pour d’autres classes d’équations
différentielles.

Nous souhaitons enfin que notre modeste contribution puisse susciter un intérét et
donner lieu a d’autres études.
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Annexe

Opérateurs linéaires

Soient (X, ||.||), (Y,].|y) deux espace de Banach. Un opérateur T de X vers Y est
dit linéaire sion a :

T (ax+by) =aT (x)+bT (y), Vx,y € XetVa,beR.
T est dit borné s’il existe un réel positif M tel que
1T (0)]ly <Mxl[, VxeX.

Un opérateur linéaire T : X — Y vérifie les propriétés équivalentes suivantes :
1. T est borné;
2. T est continu sur X.
3. T est continu en 0.
4. T est uniformément continu sur X.

On note par .Z (X) := % (X, X) 'ensemble des opérateur linéaires (bornés) dans X.

Semi-groupes

Nous renvoyons le lecteur a [41,/77,[82] pour plus de détails.

Définition 4.0.6. Une famille T (t),-, d’opérateurs linéaires de X a valeurs dans X est
dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

1. T(t+s)=T(t)T(s), pour tout t,s > 0 ( dite propriété de semi-groupe)
2. T(0)=1. (I étant Uopérateur identité sur X).

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires T (t), est dite uniformément continu si
lim |T(t)—1||, =0
sim [17(0) ~ 1], 9
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et il est dit fortement continu sur X ot C'-semi-groupe si

lim ||T(t)x—x||=0, VxeX.
t—0

Proposition 4.0.7. Soit T (t),~, un semi-groupe fortement continu sur X, alors
— t — ||T(¢)]| est bornée sur tout intervalle compact [0, T),
— Pour tout x € X, la fonction t — T (t)x est continue (a valeurs dans X), sur
[0, +oo].
— Il existe des constantes positives @ et M telles que

VieR",  ||T(1)|| < Mexp(ar). (1)

Définition 4.0.8. On appelle générateur infinitésimal de T (t), Uopérateur A de domaine
D(A) défini par :

. T(h)x—x .
DA)={xeX/ lim —2 = te b, 2
(A) {x / Jim - exzse} (2)
et pour x e D(A) :
Ax= fim LX=X (3)
h—0" h

Théoreme 4.0.9. Soit {T(¢)},>0 un semi-groupe d’opérateurs bornés sur un espace de
Banach X, et soit A son générateur infinitésimal. Pour tout xo € D(A), on a
— T(t)xo € D(A), pour toutt >0

_ %(T(t)xo) = AT (t)xo = T (t)Axp, Vt > 0

— T(t)xo —x0 = S AT (s)xo ds
— A est un opérateur linéaire fermé, D(A) est partout dense dans X

Théoreme du point fixe de Banach

Théoreme 4.0.10. Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une fonction
telle que :

e [0,1], V(x,y) eXxX,  d(f(x),f(y) <kd(x,y), 4
alors f admet un point fixe unique dans X, c’est a dire

dlxo € X, f(x0) = xo. (5)
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Résumé Dans cette these, nous avons caractérisé le concept de fonctions Stepanov-
Orlicz presque périodiques introduit par Hillmann via la transformée de Bochner,
ensuite nous avons introduit une nouvelle classe de fonctions appelée fonctions
Stepanov-Orlicz pseudo presque périodiques qui généralise notamment la pseudo
presque périodicité de Stepanov introduite par Diagana.

Certaines propriétés structurelles de ces fonctions ont été examinées.
Une attention particuliére a été accordée a 'opérateur de Nemytskii entre les espaces
de fonctions Stepanov-Orlicz (pseudo) presque périodiques.

Enfin, nous avons établi un résultat d’existence et d’unicité de la solution "mild"
(pseudo) presque périodique a une classe d’équations d’évolution semi-linéaires a
coefficients Stepanov-Orlicz (pseudo) presque périodique.

Abstract
In this thesis we characterized the concept of Stepanov-Orlicz almost periodic functions
introduced by Hillmann in terms of Bochner transform. In addition we introduced a
new class of functions called Stepanov-Orlicz pseudo almost periodic functions which
generalizes in a natural way the classical Stepanov pseudo almost periodic spaces
introduced by Diagana.
Some structural properties of these functions are investigated.
A particular attention is paid to the Nemytskii operator between spaces of Stepanov-
Orlicz (pseudo) almost periodic functions.
Finally, we established an existence and uniqueness result of Bohr almost periodic mild
solution to a class of semilinear evolution equations with Stepanov-Orlicz (pseudo)
almost periodic forcing term.
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