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Introduction

Plusieurs phénomeénes physiques, biologiques ou mécaniques sont modélisés par des
problémes aux limites qui font intervenir un ou plusieurs petits paramétres. Ce paramétre
est souvent de nature géometrique : couches minces, structures minces..etc. La simula-
tion numérique de ce type de problémes par les méthodes classiques (méthode des élé-
ments finis,..etc) peut s’avérer trés difficile car elle nécessite une discrétisation a I’échelle
de I’épaisseur du domaine mince, ce qui rend les calculs trés couteux et parfois peu précis.
L’alternative consiste alors a utiliser les méthodes asymptotiques pour dériver des modéles
approchés plus simples a analyser numériquement. Plus précisément, on cherche des pro-
blémes qui ne font pas intervenir les parties minces mais dont les solutions sont proches
des solutions des problémes initiaux.

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude asymptotique d’'un probléme aux limites posé sur
un multi-domaine composé de la jonction de domaines minces. Plus précisément, on étudie
la propagation de la chaleur dans une multi-structure mince en forme de ” L” et on dérive,
en utilisant 'analyse asymptotique, un modéle limite de jonction 1D-1D. Ce probléme
approché ainsi obtenu est posé sur un multi-domaine de dimension moindre dans les par-
ties minces. Il présente ’avantage d’étre plus simple et plus économique pour la résolution
numérique. Notons enfin, que cette étude a été reprise de la référence [2], ou plusieurs
modélisations asymptotiques de problémes variationnels dans des multi-domaines ont été
meneées.

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Dans le chapitre 1, nous introduisons quelques notions élementaires d’analyse fonctionnelle
nécessaires pour la suite de 1’étude.

Dans le chapitre 2, nous présentons le probléme aux limites considéré, étudions I'existence
et I'unicité de la solution variationnelle et menons une analyse asymptotique pour obtenir

le probléme limite.



Chapitre 1

Rappels

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats classiques d’analyse

fonctionnelle utiles pour aborder la suite.

1.1 Espaces de Sobolev

Soit © C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < 400.

Définition 1.1. [1]. L’espace de Sobolev WP est défini par :

WP (Q) = {u € LP(Q); Ou € LP(Q),Vi=1,2. ..N} :

(‘9@-

ou les dérivées % sont prises au sens des distributions.
1

1l est muni de la norme :
|ullwie = [lull 3” ||_9u |
u ||, U +
Lp Lp s Lp,

qut est équivalente a la norme suivante :

=N au 1
(lullzr + Zl 55 1en)73¥ 1< p < oo

(1.1)
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Pour P =2, l'espace W2(Q) est noté H(Q) et il est muni du produit scalaire :

ou 6?'0

(u, vy = uvL2+Z EE 83:

la norme associée étant :

-

[l = (IIUII%z

est équivalente a la norme de W2,

2 2
)
L2

Théoréme 1.1. [1]. L’espace H' (), muni de la norme ||.||g1(q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Voir [1].

Définition 1.2. [5]. Soit m > 2 un entier et soit p un réel, 1 < p < +oo. On définit

I’éspace de sobolev :

ou
ox;

W™mP(Q) = {u € W P(Q); —— € W™ P(Q), Vi = 1,2...N} ,

et on pose :
H™(Q) = W™2(Q).

L’espace W™P est muni de la norme :

lullwes = llullr@ + Y 1Dl ey -

a=1
ou : o
0'“lu
D%y = —8 ar p) an’
it 08
est la dérivée de u au sens des distribustions. (a = (aq,ag, a3, ..., 0p).).

Théoréme 1.2. [6]. L’espace W™P(2), muni de la norme ||.||wm> est un espace de Banach.

Démonstration. Voir [6].
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Théoréme 1.3. (De Trace). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*°, ou bien €2 =

Rf. On définit 'application trace :
Y HY(Q)NC(Q) — L*(0Q) N C(Q)
v = (V) = v[pq-

Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q)
dans L?(052), notée encore vy. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que, pour

toute fonction v e HY(Q) on a :

vllz2a) < Cllvlla1(e)-

Proposition 1.1. [7]. (Inégalité de Poincaré).
Soit Q un ouvert borné de RY dans au moins une direction de l’espace, il existe une constante

C > 0 telle que, pour tout fonction v € Hg (L),
[vllz2(@) < ClIV[[L2(0).

Démonstration. Voir [7].

1.2 Convergence forte, convergence faible, convergence
faible-x

1.2.1 Convergence forte
Définition 1.3. Soit (x,)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H, et x € H.

On dit que (x,)nen converge fortement vers x et l’on note x, — x si :

nginoo ||1En - ‘THH - 07

||| étant la norme associée au produit scalaire (., .}y .
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1.2.2 Convergence faible

Définition 1.4. [1]. Soit H un espace de hilbert et soit (x,,)nen une suite dans H. La suite
(Tn)nen converge faiblement vers x € H (x est la limite faible de la suite (x,))et l'on note
T, — T St:

Yy € H, nEIfoo<m”’y>H = (z,y)py.

Proposition 1.2. Si la limite faible d’une suite de H existe, elle est unique.

1.2.3 Convergence faible-x

Soit (X, ||.]|x) un espace de Banach, X’ son dual (topologique) et (.,.) dans la dualité
entre X' et X.

Définition 1.5. [1]. On dit qu’une suite (x),)nen dans X' converge vers x’ faible-x et on
note x!, = x' si :

Vee X, lim (x),z) = (2, z).

n—-+o0o

Proposition 1.3. Si la limite faible-x existe, elle est unique.

Théoréme 1.4. [1]. Soit X un espace de Banach, X' son dual. Soit v, C X et x!, C X'.
On a alors :

~ o Six, = x dans X et x], — 2’ dans X', alors :

lim (2!, x,) = (2/, z),

n—od

- *
~ o Six, — x dans X et zl, — 2’ dans X', alors :

lim (2}, z,,) = (2/, ).

n—oo

1.3 Injection de Sobolev

Théoréme 1.5. (Rellich-kondrachov). On suppose que € est borné et de classe C*. On a :

1. Sip < N, alors W?(Q) C L4, Vq € [1,p*[ ou ;% =

Y

z|=

1
)
2. Si p= N, alors W'?(Q) C L9, Vq € [1, 400,

3. Si p> N, alors W'?(Q) C C(Q),
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avec injections compactes.

En particulier, pour p=2 etq=2 on a H(Q) C L*(Q), ce qui donne :
D(Q) — Hy(Q) — L*(Q) — H 1(Q) — D'(Q).

Démonstration. Voir[1].

1.4 Espace L’(a,b; X)
Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||x, X’ son dual (topologique).

Définition 1.6. [3].
— Pour p € [1,+00[, on note L*(a,b; X) l'espace vectoriel des fonctions f : |a,b] —

X qui sont mesurable et telle que f; | flI%dt < oo, qu’on munit de la norme :

b
11l 2o o) = ( / £ (x)||%dt).

— Pourp = c0,on note L*(a, b; X) l’espace vectoriel des fonctions f : [a,b] — X mesurable
et essentiellement bornées sur [a,b], i.e pour lesquelles il existe une constante C' telle
que

|f(@)]|x < C, p.pdans|a,b.

Cet espace est muni de la norme :

11l ooy = sup ess|| f(t)]|x < +oo.
te|a,

Lemme 1.1. [2]. Soient V et H deux espaces de Hilbert vérifiant :
VcCH=H cV,

ou H' et V' sont les espaces dual de H etV respectivement.
Siu € L*0,T;V) etu € L*0,T;V"), alors u est égale presque partout & une fonction

continue définie de |0,T] dans H. Nous avons :
d
E‘UP =2<u,u>.

7
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Démonstration. Voir [2].

Théoréme 1.6. [3]. L’espace H'(a,b;V; V') est un espace de Hilbert pour la norme :

”qul(a,b;V;V’) = HUH%Z(a,b;V) + HUIH%Q(a,b;V’)'

Démonstration. Voir [3].
Proposition 1.4. [3]. Pour u € H'(a,b;V;V'),v €V, ona :

d
7 < u(.),v >y=<1u'(.),v >y dans D'(Ja,b]).

Démonstration. Voir [3].

Théoréme 1.7. [2]. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et la norme
|.|. On identifie H et son dual. Soit V un autre espace de Hilbert de norme ||.||.
On suppose que :

VcHcCV
Soit T > 0 fizé, pour presque tout t € [0, T] on se donne une forme bilinéaire a(t;u,v) :
V x V — R vérifiant les proprietés
1. La fonction t — a(t;u,v) est mesurable Vu,v € V

2.
a(t;u,v) < M|lull||lv|| p-p- t € [0,T],Yu,v € V

a(t;u,v) > allv||* — Blv|* Yo € V p.p. t € [0,T)

ot o> 0, 3 et C sont des constantes, ug € H et f € L*(0,T;V"). Alors il existe une

fonction unique u telle que :

ue L*0,T;V)NC(0,T; H) et & € L*(0,T; V)
#(ut),v) +at;u,v) = (f(t),v)vy, YoeV, pp.tel0,T] (1.2)
u(t = 0) = uo.



CHAPITRE 1. RAPPELS

Lemme 1.2. [2].(lemme de Gronwall). Soit une fonction g € L*(0,T;R") intégrable telle

que :
t
g(t) < a/ g(s)ds + b,
0

Alors on a :
YVt € [0,T], g(t) <bexp (at).



Chapitre 2

L’équation de la chaleur dans un

domaine mince : Analyse asymptotique

Dans ce chapitre nous nous intéressons a ’analyse asymptotique de ’équation de la cha-
leur dans un multi-domaine mince. Plus présisément, nous établirons 'existence, 1'unicité

de la solution et le comportement asymptotique de u°.

2.1 Position du probléme

Soit 2. = QL U Q2 un ouvert borné de R?, constitué par la jonction de deux structures
minces Q! et Q2 d’épaisseurs ¢, € étant un petit paramétre positif destiné a tendre vers 0.
Plus précisement, on suppose que 2. est un multi-domaine en L, formé par la réunion des

deux rectangles minces :
QAL={reR}0<z<1,0<u<e},

R={reR 0<z<e, 0<zy <1},

on désigne par I'; le bord latéral de €2, défini par :
[.=Tlur?

ou

Il=00.N{x; =1} et T2 =0Q. N {xy =1},

10
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et par S. la partie du bord définie par :
Se = 0QN\T ..

Notons que 02, désigne la frontiére de 'ouvert complet )., (voir figure 2.1).

1) -

F1G. 2.1 — Le domaine (2,

Considérons pour la suite de I’étude, I’équation de la chaleur posée sur le domaine €2, :

- — Aw = f¢ dans Q.x]0, T,

U =0 sur I, X]O, T[v (2 1)
681576 =0 sur Sax]()? T[’ |
g =u§ dans ..

La fonctionf< € L*(0,T; (H}.)') et uf € L*(Q.).

11
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2.2 Formulation variationnelle du probléme (2.1)

On multiplie la premiére équation du probléme (2.1) par une fonction test v°(z) qui ne

dépend pas du temps et on intégre sur {2.. On obtient alors :

d 3
/ ¢ vsdx—/ Ausvgda:—/ fevede.
. dt Q. .

A cause de la condition de Dirichlet, on impose & ce que v° s’annule sur le bord de ()., en

utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

/Q %(t,x‘) Via)de + | Vi) Vot(@)de = | fo(t )" (@)de (2.2)

Comme (2. et v° ne varient avec le temps t, alors on peut récrire I’équation (2.2) sous la

forme

4 u?(t,x) v (x)de + [ Vu(t,z)Voi(z)de = | f(t,x)v°(x)dx. (2.3)
dt Jo. Q. 0.

Il est claire que I'espace naturel pour la fonction test v°est Hp_(£2.). On va considérer
la solution u°(t,z) comme une fonction du temps t & valeurs dans un espace de fonction

défini sur €2.. Plus précisément, pour ¢ > 0, on suppose que u° est donné par :
w10, T[ — Hy_ ()

t — u(t),

et on continue a noter u®(z,t) la valeur w®(z)(t). Soit a(.,.) la forme bilinéaire définie par :
a(w®,v®) = [ Vw*Vuide.
Qe
La formulation variationnelle de notre probléme s’écrit :

Trouver u® € L*(]0,T[, H}) telle que :

(s (1), v°) 20 + a(u(t),v°) = (fe(¢), v5>(H%€)/7H%E, Vor e HE , 0<t<T, (24)

us(t =0) = ug.

12
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2.3 Existence et unicité de la solution

Dans ce qui suit, on note :
Ve =H (Q.) et H® = L*(.).

L’existence et 'unicité de la solution est assurée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1. Soit ui € He, f¢ € L*(0,T; (V*)). Alors le probléme variationnel :

Trouwver u® € L*(]0,T], H}.) telle que :
L (s (1), v%) e + a(us (), v°) = (fo(t), v) ey ve, VoF € VE, 0 <t < T, (2.5)
(1 = 0) =,

admet une unique solution u®. De plus, u® € L>(0,T;V*) et on a les estimations :

[0l e ey < CU N 2020y + 1l e), (2.6)

T

/O a(u(t), u (t))dt < C(|| f*| 220 rivey) + 145l 7re)s (2.7)
ot la constante C' ne dépend que de o, 3 (avec o > 0 et 3 des constante), et T.
Démonstration

La continuité de la forme bilinéaire a(., .)

Pour démontrer la continuité de la forme bilinéaire af.,.), on utilise 'inégalité de Cauchy-
Schwartz. On obtient

o)) = | [ 9, ) V(@)
< / Vs (t, 2)| |V ()| da
< /|Vutx|dx1/2/|Vv (z)|2dz)"/?

< V@20 IVV°]l z202) -

13
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Par suite, on peut écrire :
|a(u(t), v)| < flus(@)llv=llv"[lv-,
d’ou la continuité de a(.,.).

La coercivité de la forme bilinéaire a

Pour démontrer la coercivité de a, on utilise I'inégalité de Poincaré dans Hllg. Nous avons :

au (1), w4 (1)) = / (Vi (1)

= IV ®)lz20.)
d’autre part, on écrit
lus ()7 0y = 1 & Oll220, + VU @720,
En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient

O,y < AllVEB L) + IIVEE )12
< (@ +DIVe Ol e.),

ce qui implique :

1
Ve )z = 5 IIv* O @)
1

cy+1

a(u(t),u*(t)) > aflu(®)]V-, (2.8)

d’ou la coercivité de a(.,.), avec a = #

Pour démontrer les estimastions (2.6) et (2.7) données par le théoréme ci-dessus, on pose

v® = u(t) comme fonction test dans (2.5), on aura

d

280 (@), w () me + alw(t), u (1) = {f°(O), () weyve, ppt€[0T].

14



CHAPITRE 2. L’EQUATION DE LA CHALEUR DANS UN DOMAINE
MINCE : ANALYSE ASYMPTOTIQUE

En utilisant le lemme (1.1), nous pouvons écrire

th” ut ()7 + alw(8), w (1)) = (f°(8), w*(t))veyve, ppt€[0,T].

D’autre part, nous avons

(Fo@), u=(0)) < (15Ol vey llus ()]

Ve,

et en combinant avec l'inégalité (2.8), on obtient :

1d
2dt

— w7 + allw O~ < 12Oy lu*@Ollve, pp € [0,T].
Nous povons appliquer I'inégalité de Young :

1
ab < Za?+ —b? Va,beR,
2 2a

pour obtenir

[ ()l L ()l vey < —Ilu 17 + %Hfg(t)n?\/s)/ , p-pt €107,

d’ou
1d
2dt

ce qui implique que

Q 1
—Juf ()| F= + allu ()] < §||u5(t)||2vs + %Hfs(t)ll?vey,

1d e a, . 1 .
5 O+ ST Ol < o 17

En intégrant sur l'intervalle [0,¢], on obtient

1
SO+ 5 [ 1o eds < Sl + e [ 176y

15
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Multipliant (2.10) par 2, on obtient

£ ! IS 13 1 ! £
wuw;+alwmw&@ Wm%+aéﬂf®%mw,W€Mﬂ

IN

IN

o}
C(HUS”%IE + ||f5||%2(0,T;(V€)/))7 Vit € [O,T]
me + ||f6||L2(0,T;(V€)’))2, vt € [0, 7).

1 T
H@%+—4Hf@%w%

IN

IN

c([fug]

Ceci donne alors

t
[ (6) 3= + a/ [ ($)[[=ds < e(llugllme + 1l z202v))* VEEO,T], (2.11)
0

avec ¢ = maz(1,1).

Maintenant, de (2.11), il découle :

[[u"(2)]

e < cllugllzrs + 1 f5 2o, vey))* VE € [0,T],
ce qui implique que

[ ()| = < CUlugllze + 1520, v2y), VE € [0, 7],

lw* @)L 013me) < Clllugllms + 1 20 zs0009), Y €10, T1.

D’ou I'inégalité (2.6) avec C' = \/c = {/max(1, <).

D’aprés les calculs précédents, on a

t 1 t
o [ W) s < Mgl + - [ 1776y,

ce qui donne :

t

| a6 < Ul + 15 o)
T

| a0 @)t < OO + 17 By

16
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ce qui est 'inégalité (2.7) avec C' = max(1, é)

Dans tout ce qui va suivre, on suppose que f¢ € L*(0,T; H®).

2.4 Comportement asymptotique de la solution

2.4.1 Changement d’échelle

L’objectif de cette section est ’étude du comportement asymptotique de la solution u®
lorsque I’épaisseur € tend vers 0. Afin de mener a bien cette analyse, il convient d’opérer un
changement d’échelle dans €2, pour se ramener & un probléme posé sur un domaine fixe Q.
Pour cela, on effectue une dilatation de rapport e~* dans €).. On considére le changement

d’échelle suivant :

b QU — Q.
{ (w1, e29) si 2 € QL (2.12)
xr —

(exy, ) six € 02
On note par €2 I'image de {2, par ce changement d’échelle qui s’écrit :
Q=0'u0

Notons que l'interét de ce changement d’échelle réside dans le fait de compter la région
de jonction entre les deux cylindres, deux fois (dans €2; et dans €25). On désigne par J. la
région de jonction, tel que :

J.=QlnQ2.

17
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: l-!]
: /

I

F1G. 2.2 — La région de jonction J.

On posera alors :

ng{x691;0<x1<5},
J3:{$€Qz;0<x2<e}.
De (2.12), on déduit que :
J. = ¢ (JLUJ?).

Soit @ I'opérateur associé au changement d’échelle, donné par :

O, : HE (Q.) — HM (') x H2(Q7) (213)
v — (v° 0 Plg1, V7 0 Pc|q2).

Notons que l'image de u® par ce changement d’échelle (®.u) est désignée par u(e) et
'image de u§ (P.u§) est donnée par ug(g) et on note aussi I'image de f¢ (®f¢) par (f*, f?),
avec

fre L2(QY) et f2 € L*(Q%).

De méme, on associe aux espaces V¢ et H¢ les espaces V(¢) et H(¢) donnés par :

V(e) CV = Hp(QY) x Hi(Q%),
H(e) € H = L*(QY) x L*(Q%).
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Ainsi, 'image de lespace des fonctions tests H[_(Q.) par (2.13) est Pespace V() C V des

couples (v!,v?) qui satisfont & la relation de jonction suivante :

vli(exy, 10) = V(a1 E10), (2.14)

pour (z1,2z2) € [0,1] x [0, 1]. (2.15)

2.4.2 Probléme variationnel mis a 1’échelle

Nous allons maintenant réécrire notre probléme variationel (2.5) dans le domaine dilaté.
Nous avons :
— utvdx + / VusVodr = / frovde.
dt Jo. Q. Q.
Ce qui donne aussi :

d d
— uvtdr+— uvtdx+ Vu*Voedz+ VUEVUde:/
dt Jo.\. dt J ;. Q\Je 7. Q\Je

fsvsdx%—/ foude.
D’autre part on a :

VutV® = 01u®01v° + OutOrv°.
D’ou

d d
— uvidr + — / utvidr + / (O u v + DaufOav®)dx + / (O1u O v° + Dpuf Dav®)dx
dt Jo.\. dt /. Q:\J:

—/ fgv€d$+/ fevtd.
QE\JE 5

Avec le changement d’échelle précédent, nous avons :

Ot = e 10u(e) dans Q)

ouf = e '0yu(e) dans Q'
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Ceci entraine alors :

%/91\]1 ul(e)v'(e )d$+%% ul( (e )dx—i—% - u?(e)v(e )dw+%% u2(6)v2(6)d1’

1,1 1 1 Ll(e) ol . 2002(2) 2 )
nL/Ql\JE1 b (u (5),2} (&))dx + 5 /ng bz(u'(e),v (¢))d +/92\J3 b3( (g), (€))dz +
%/Jg b2 (u?(e),v*(e))dx = . L)t (e)dx + /m\JE2 F2(e)v?(e)dx, wo(e) € V(e),

avec

b (il (), v (2)) = Dl ()l (e) + E—gagul(s)(()gvl(s),

et

b2 (u?(e),v%(e)) = é@luz(e)&?ﬂ(a) + Opu? () 0pv? (g).

Le probléme ainsi obtenu s’écrit alors :

( Trouver u(e) € L*(0,T: V) telle que :
i Jon o v @ E)dr + 55 [ ul (€t (€)da + § fop, o WV ()dr + 55 [ u(e)v(e)d
+ Jogrn bi(ut(e), v (€))da + 3 [ bi(ul(e), v (e))da + [op, 52 b2(u(2), v?(e))da+
: fﬂ b2(u?(e),v*(e))dz = [ou [H (e (e)dx + [qa, 2 2 (e)v?(€)d, Vu(e) € V(e),

[ u(€)(0) = uo(e).

2.4.3 Analyse asymptotique du probléme variationnel

Dans ce qui suit, on suppose que :
luo(e)l|er < C et [| f(e)l|20,2:m) < C (2.16)
avec C' > 0 une constante indépendante de €. On supposera que :
up(e) — up(0) faiblement dans H,

et f(g) = f(0) faiblement dans L*(0,T; H).
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Nous considérons I’espace fonctionnel suivant :
v ={(¢"€) e 7'(J0,1]) x H'(]0,1]); £'(1) =€*(1) =0, £(0)=£'(0)},

muni du produit scalaire :

ldldl 1d2d2
<C>§>V:/O Cidw +/O iialxg.

d_l‘ldl'1 !

De plus, on pose :
H = L*(]0,1[) x L*(]0,1[),

muni du produit scalaire :
1 1
Ce= [ Ccdn+ [ Cedon
0 0
On identifie H a son dual de sorte que :

Vs H—YV.

Le comportement asymptotique des solutions du probléme (2.5) est exprimé dans le théo-

réme suivant :

Théoréme 2.2. La solution u(e) converge faiblement dans L*(0,T;V) et faiblement-étoile

dans L>(0,T; H) vers (u'(0),u*(0)), caractérisé par :
1. Il existe (¢',¢?) € L*(0,T;V) N L>(0,T;H) tel que :

u'(0)(w1, @2, t) = (M1, 1), uw?(0) (w1, 22,8) = ((x2,t), ppte0,T].

2. ¢ = (', ¢?) est l'unique solution du probleme variationnel :

{ Trouver ¢ € L*(0,T;V) tel que :
VEEV, (CO%+ (v = (F.n,

pour presque tout t € [0,T] et ¢|,_, = ((3,¢3) € H, ou

() = / ub(0) (a1, 22)ddea, C2(a) = / W (0) (a1, 22)dlr,
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et
F 371, /f 131,3727 )d@, 5527 /f 371,552; )dfb’l

Démonstration

2.4.4 Formulation forte du probléme limite

Dans cette section, nous allons identifier la formulation forte du probléme variationnel
(2.18) on a :

! d¢t de’ d¢? de?
<C7£> <<£ dt/ <£d$1+ t/o C2£2d1’2—|—/0 d—xld—xld.f +/0 d_flfgd_l’gdx%

par intégration par parties, on obtient :

dg’ dg¢?

(€ h+ (6. =~ 008'0) — S 0.080) + [ -t 06 () +

dc2 ) 1d2C1 . 1d2C2 ) L
/0 dt —— (w2, )€ (x)dxs —/ d_arfg dr, —/0 d_xgg dzg, V(E,€7) €V

0

En particulier pour &' € D(0,1) et €2 € D(0,1), on aura :

Cl CQ ) /1 d2C1 ) /1 d2 2 ,
= eldy dvs — | —=>&'dz, — | “=dw, = (F
. di ¢dry + : 5 T2 : da:fg Z1 | dz2 §Fdry = (F,)n,

ce qui donne :

1 2 1 d2 1 1 d2 2 1 1
iéd it iéd - / LR / 2y — / Felda + / F2Edas,
0 0 1 0 0 0

0 dx%
d’ou :
Cl 1 d2C1 1
—5 dxq —/ — &My :/ F'¢tdr,, V& € D(0,1), (2.19)
0 o dxj 0
et d 2 d2 2 1
/ ig dir —/ dgg dy = / F22dzy, VE2 € D(0,1). (2.20)
0 0 0

D’aprés (2.19), on aura :

1 d<1 d2C1
- _ — FYHetda, = 0.
/0 7 dz? )& day
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Ce qui implique que :
dCl d2<‘1
At da? F', dans w'x]0,TY,

avec
w' ={0 <2 <1, 29 =0}.

De (2.20), on aura :

dCQ d2<2
(= — = — F?)&dxy = 0.
/0 dt dx3 )
Ce qui implique que :
d<2 d2<2

2 2
E_d_a%:F , dans w*x]0,T7,

avec
w? ={r; =0, 0< 29 < 1}.

D’autre part, on a :

d<1 ch 1 dcl d2<1 d<2 d2C2
(dxl(o t)er_ch(O )E! (0)+/0 (%_F Fhelde 1+/ (—- it dad — F?)&day = 0,
d’ou ac ac?
o —(0,1) + d—mz(O ,t) =0.

D’aprés (2.17) et la condition de Dirichlet satisfaite par u'(e) et u?(e), on a :
u'(0)(1,29,t) = ¢'(1,¢) = 0,

et
u?(0)(x1,1,¢) = ¢*(1,t) = 0.

Ce qui donne :

¢t(1,t) = ¢3(1,t) = 0.

Soit encore

Clizo = (€0, G), (2.21)
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(2.21) s’écrit alors :
M1, 0) = Gy(a1), ¢*(22,0) = G (w2).

Par conséquent, la formulation forte associée au probléme variationnel (2.18) s’écrit :

(o ¢ _ Bl dans whx]0, T,

ot ox3
2 22
% — %afg = F? dans w?x]0,T1,

¢'(1,¢) = C3(1,t) = 0, ¢'(0,t) = ¢*(0,¢) pour ¢ €0, T,
%(0,1) + 22(0,¢) = 0 pour ¢ €]0, 1T,
L Cl(fﬁlyo) = Col(l’l), <2(9€2,0) = Cg(%)-

Afin d’obtenir le comportement asymptotique de la solution, nous établissons le lemme

suivant :

Lemme 2.1. [l existe une constante C' > 0 independante de € telle que :
[w(@)|z2orvy < O, Nule)llpoeo,msmy < C. (2.22)

Démonstration du lemme 2.1 : Prenons v* = u®(t) comme fonction test dans (2.5), il

vient :
%(ug(t),us(t)ms + g Vus () Vus (t)de = (f°,u(t)).

D’aprés le lemme (1.1), I’équation ci-dessus s’écrit :

sl e+ [ Fu v = (),

et par intégration sur [0, ¢], on obtient :

1 ! 1 !
—[|uf () ||5;- +/ A VuVusdrds = §||u8|]fqg +/ (f7,u)ds. (2.23)
0 Jo. 0

L’application du changement d’échelle donne :

Sl O + / / b V)dads + / /b 2(2))duds =

o) + / (F(2), u(2)(5))ds.
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Comme :

[t s < [ 17e)alu(e) o) s
Il s’ensuit que :
U@+ [ [ vt enads + [ [ 120200 e aads <
Sl + [ 1N

Par 'inégalité de Young, on obtient :

V@l uds < [ S + G lule) o) s
< [ 315 + e e s

Donc :

—Hu )13 + / / bl (u dxds+/ /Q2 b2 (u (€))dzds (2.24)

< 3o N + 1) a0y + /||u ds).

Maintenant, de (2.24), il découle :
T
lu(e)ONZ < luo(e)llz + 1F )72 +/0 lu(e)(s) [z ds.
En appliquant le lemme de Gronwall a la fonction ||u(g)(#)||%, on obtient :
lu(e)(®)I7 < bexp (T),
avee : b= [luo(e) 7 + I1F () Z20,2:0)-

De (2.16), on aura :
lu(@)(@®)]ln < C,

d’out
[u(e) Loy < C, (2.25)
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avec : C'= y/bexp (T).

Par ailleurs, de (2.24), il vient

//lel dxds+//mb2 2(¢))dxds

< 2(Illto( el + 1 (Lo, +/O lu(e)(s)I[ds).

on déduit alors que :

/Ot /Q1 bi(u' (), u' (€))dwds +/ /QQ B2 (u2(e), u2(e))dads < C. (2.26)

Or, pour € << 1, nous pouvons écrire :

/OTHu(s)H%/dtS/OT/QI b (u'(e), dmdt+/ /Q b2 (u 2(e))dxdt,

ce qui implique alors :
|w(e)l 20,y < C. (2.27)

Passage a la limite pour ¢ — 0 : Le lemme (2.1) donne lieu au résultats de convergence
suivant :

D’apreés (2.26) et (2.27), nous concluons que |[u(e)|| est uniformement bornée dans L>(0,7'; H)
est bornée dans l'espace de Hilbert L*(0,7T;V).

Par conséquent, en vertu de la compacité faible (ou faible étoile) des boules unités des
espaces L2(0,T;V) et L>=(0,T; H), on en déduit qu’il est possible d’extraire de la famille

u(e) une sous suite, que nous notons toujours ¢ telle que :
u(e) — u(0) dans L*(0,T; V), (2.28)

et
u(e) = u,(0) dans L>=(0,T; H), (2.29)

qaund € — 0. Montrons maintenant que :

u(0) = u.(0).
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Remarquons que si v(e) € L*(0,7;V), alors v(e) € L*(0,T;H) car V — H. En effet,
comme

lv(@)lla < cllo@E)lly, YveV,
il s’ensuit que :
1 r 2 2 1
(@)l 20,750 = W} (OlIFdt)z < (0 clo(e)(@)vdt)> < oo

Soit v(e) € LY(0,T; H) (avec L*(0,T; H) = (L>(0,T; H))').

En vertu de (2.29), nous avons :

T T
/0 (w(e)(t), v(e) (£))dt — / (1.(0), 0(E) (B . (2.30)
Par ailleurs, pour v(e) € L?(0,T;V) fixé arbitrairement, application :

d.: L*(0,T;V) - R

&) / (u(e) (), v(E) (1)),

est une forme linéaire continue sur L?(0,7; V). En effet, pour tout u(e) € L*(0,T;V), on

/ (=) (), v(=) (1)t

< / €)@ o) (8) st

a

IN

|Pe(u(e))]

< / Allue) (0) v [o(e) () v,

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

T l 1
([ el / lo(e)(t)2d0)?,
0

= luE) @2z llv(E) @ll2@.rv).

IN

| e (u(e))]
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Par conséquent, d’aprés (2.28), on obtient :

@(u(s)):/o <u(5)(t),v(5)(t))dt—>CID(u(O)):/0 (w(0), v(e)(£))dt, quand & — 0. (2.31)

Ce qui entraine, compte tenu de (2.30) et 'unicité de la limite faible que :

/0 (u(0), v(e) (1)) dt = / (1(0), v(e) (£)) |,
ce qui implique que
/0T<u(0) — w0, 0(e)(£))dt = 0, Vo(e) € L2(0,T: V),

d’ou
(u(0) — u,(0),v(e)(t)) 20,50y = 0.

En raison de la densité de L?(0,T;V) dans L*(0,T; H) laquelle est une conséquence de
I'injection V' dans H, I'égalité ci-dessus est valable pour v € L*(0,T; H), on obtient alors :

u(0) = u,(0) € L>(0,T; H) N L*(0,T; V).

Ainsi, La famille u(e) converge faiblement dans L?(0,T;V) et faiblement-étoile dans
L>(0,T; H) vers un couple (u'(0),u?(0)).

Lemme 2.2. [] existe ( = (¢',¢?%) € L*(0,T; H'(J0, T[)*)NL>(0, T; H) tel que u(0) satisfait
(2.17).

Démonstration : De (2.26), on a :

/OT /Q1 bi(u'(e),u'(¢))dzds < C,
/OT /m b (u?(e),u?(e))dads < C,
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plus explicitement :
T 1
/ 01u (e)oru' (e) + g@gul(s)agul(e)dxds < C,
/ / — O (e)Oru® (e) + Oou® () 0ou® (¢)dads < C,
02
ce qui implique :

Ha2u1(5)HL2(O,T;H) < Cg,
||81u2(5)||L2(07T;H) S CE.

Par conséquent, on a :

Oout () — 0 dans L*(0,T; H), quand & — 0,
O1u’(e) — 0 dans L*(0,T; H), quand € — 0,

ce qui nous permet d’avoir :
Oou'(0) =0 et 01u*(0) =0,
d’otu :

ut(0) (21, 2o, t) = (M1, 1),
u?(0) (21, 2o, t) = (*(29,1).

Lemme 2.3. Le couple (¢*,¢?) appartient o L*(0,T;V).

Lemme 2.4. Le couple (¢',¢?) est solution de I’équation variationnelle (2.18).

Démonstration

Pour ¢ < %, on définit :

& (1) pour 2¢ < z; < 1,
v'(e) (z1,12) = € (2(z1 —¢€)) poure < m < 2, (2.32)
£40) pour 0 < z; < ¢,
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et
&2 (x2) pour 2e < x5 < 1,
v (e) (z1,m2) = &2 (2(zg —€)) poure < zy < 2¢, (2.33)
£%(0) pour 0 < zp < e.

Soit v(e) € V(e) tel que : v(e) — v(0) dans H quand € — 0.
Pour tout ¢ € D(]0,T]), on a :

p(t)v(e) € D(J0,T[; V(e)).

De plus, on a :
o(t)v(e) — @(t)v(0) dans L*(0,T; V), (2.34)
¢ (t)v(e) — ¢ (t)v(0) dans L*(0,T; H). (2.35)
En effet,
/0 le()v(e) — e®vO)lldt = [ [lv(e) = v(0)[} | (t)*dt
< T(supl(t)])?[lv(e) = v(0)]I7-
Ce qui permet d’avoir :
lev(e) = eo(0)]|2oryvy < Cllv(e) —v(0)lv — 0, quand e — 0,
avec : C' = /T (suplp(t)]).

D’ou
o(t)v(e) — (t)v(0) dans L*(0,T;V).

De méme,

/0 19 (B0(e) — & u(O)3dt = / GO [o(e) — v(0) |3t
< T(suplgd (D) ole) — ()%
< ET(suplg (B)]Ilo(e) — v(0)]3
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ce qui permet d’avoir :
le"v(e) — ¢v(0) [l 207y < Cllv(e) —v(0)[IF, — 0.
avec : C' = /T (sup|¢'(1)]).

D’ou
¢ (t)v(e) — ¢ (t)v(0) dans L*(0,T; H).

Maintenant, en multipliant I’équation variationnelle associée a notre probléme par ¢(t),

¢ € D(]0,T]) et en intégrant de 0 & ¢, on obtient :

/ /m\ﬂ g OOV (E)p(t)dedt +3 / /J 1 ()p(t)ddt

/ /m\ﬂ g OV (©)p(t)dudt + 3 / /J 2 2(e)g(t)dadt

/ /Ql\Jl vH(E)e(t)dudt + 3 / /J b:(u v'(e))p(t)dwdt
//m\ﬁ V(o)) () dwdt + ~ //leﬂ

:/o o f1(6)(t)vl(€)90(t)d:pdt—l—/0 /m\Jg FA(e) () (e)p(t)dzdt, Vo € D(0,TY).

Nous avons :

/ /Ql\ﬂ g (€O ()p(t)dudt = —/O /Ql\ﬂ u! (e) (80! ()¢ (t)dwdt, Y € D(J0,TY).

De méme, on a :

[ e [ [ cemes o, v <o

Comme L?(0,T; H) — L'(0,T; H) et de (2.35), on a :

v?(e))p(t)dwdt

¢'(tv(e) — ¢'(t)v(0), dans L1(0, T H).
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L’utilisation du théoréme (1.4), et de (2.29), (2.35), nous permet d’écrire :

(u(e), ¢"v(€)) Looo,r;m),01 (0,150 — (1(0), ©"0(0)) poo (0,1 1), L1 (0,7 0)

Il s’ensuit que :
T T
/ / u'(e)v' ()¢ (t)daxdt — / / ut(0)v! (0)¢' (t)dxdt
0 JanJl 0 JonJi
T 1
/ / u'(0)v*(0)¢/ (t)dw1dt, quand e — 0,
o Jo

et

/oT /m\Jg u?(e)v? ()¢ (t)dadt —

De (2.17), on a :

ut(0) (21, 2o, ) = (a1, 1),
et u?(0) (w1, x2,t) = (29, 1).

et de (2.32), (2.33), on a:

v (0) (21, 20) = Y1) pour 0 < xy < 1,

v2(0)(z1, 15) = % (x5) pour 0 < x5 < 1.
avec :

Jo=0et JZ=0.
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Par conséquent, on déduit que :

/ /Ql\J1 t)dxdt — —/ /J1 t)dxdt
/ /92\J2 t)dxdt — —/ /J2
L /O : /0 o, DE ) (8 — / / (2, t ((£)daadt, dans D0, T]),

ce qui donne :

t)dxdt

/Q d_ul(g)(t)vl(g)dx + % /JE1 dd—uj(g)(t)vl(g)dx +/ d—lﬁ(&?)(t)v?(é)dx + % /JE dd—lf(@(t)qﬂ(a)dw

1\']51 dt

1 dcl <2
—>/ E(xl,t)gl(xl)dxl + o — (29, 1)E*(29)dx5, dans D'(]0,T).
0 0

De méme, de (2.28) et (2.34), on a :

/ T /\ bL(u! (£)(2), v () p(t)dadt + % /oT
/ /92\J2 v*(e))p(t)dadt + % /oT

= /0 /0 1 b (! (0), v (0))p(t)daydt + /O ' /0 1 B2 (w2(0), v(0))p(t)dwsdt,

avec

1 1
/bé(ul(O),vl(O))dxl = /81u1061v1(0)dx1
0
[,
0

et

1 1
/ b (u2(0), v2(0))das = / Ds2(0)0,v(0)dr
0
L[y,
0

dl’g dZIZ'Q
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D’ou
/ / » oL (&)t dadt + & / /Jlbl o))t dadt
T / / » V() ot dudt + - / /b () p(t)dedt
—>/0 / j—ij—igp dxldt—l—/ / Z—izg—iw t)dzodt, dans D'(]0,T),

ce qui donne :

1 1 1 1
/Mu (o), v <>>dz+2/b< (6), ' (0) )

+/ b2 (u2(e), v3(e))da + = //b2 ))dz
02\ J2 J!

dg¢' dg¢? d¢? dg¢?
— [ ————dx ————dxy, dans D'(]0, T7[).
/0 dl’l d.’El +/0 dl’g diL‘Q 2, Al (] ’ D

Enfin, de la méme maniére et de (2.34) et (2.16), on obtient :

/OT N fHe) )t dxdt+/ /m\J2 2(e)p(t)ddt

- [ [ rowe s + / [ PO O)p(t)dzdt, dans D' (0, 7)),

0
1
/ Fl xlu dxl?
0

2 2
f ( 1'1,.272, / F $2a de
Ol 0

avec :

f1< x17x27

Il s’ensuit que :

1 1
et (e)dx +/ fAe)v*(e)dr — / F'¢tda, +/ F'¢*dz,, dans D'(]0, ).
o 02\J2 0 0
Finalement, on aura :

(€, )% + (¢, E)v = (F. &)y, dans D'(J0,TT), VE € V.
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D’ou ¢ vérifie (2.18).

Lemme 2.5. On a ¢’ € L*(0,T;V').

Démonstration : Soit A(.):V — V' un opérateur linéaire continu, défini par :

<A€17 €1>V,V’ = <£17 €2>7

avec .
A /
1Ay =  sup AWGEvy
cevezro €y
sup <<7§>V
ceviezo [I€lly
I<Ivl€lly
< IBIVISIV _
G <11y,
d’ou :
JA®)C v < 1<)

Alors (2.18) peut s’écrire sous la forme :

<C7 §>;{ = <F - AC? £>V’,V7

d’autre part, on a :

dg

GO = {5 €y, dans DO, T]), Ve € V.

dt’

Pour tout ¢ € L*(0,T;V) et de (2.36), on a :
[AGCO N < IK@lv, ppt € 0,T],

ce qui implique que :

/OHA(t)C(t)H%fdt < /0 IS 1t

= H§H%2(O,T;V) < 00,
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d’ou :
| AC 220,00y < (€] 220,709

ce qui donne :
AC € L*(0,T; V).

Pour tout ¢ € D(]0,T), on a :
T T
/ (L ENip(t)dt = / (F(t) — AC(H)wyp(t)d,
0 0
donc . .
- / (€ (£)dt = / (F(t) — AC(E)wry(t)d,
0 0
alors, nous pouvons écrire

—4<¢®ﬂﬁﬂmﬁ=4<W@—Adme®wML%EVNMED®JW

comme V < V', alors on a : ¢'¢ C L*(0,T;V) C L*(0,T;V’), on obtient :

/0 WO, € = / (@ (OC(L), E)w vt
= / & (OC(H) L)y,

d’ou :
( / C(Dp(t)dt, )y = { / (F(t) — AC(t))p(t)dt, €)1y,
donc
C’ = F — A(, dans D/(]O,T[; V’), (2.37)

(F = A¢) € L*(0, T3 V),

alors, en déduit que :
¢ e L*(0,T;V"). (2.38)

Lemme 2.6. La solution limite ¢ appartient a C°([0,T]; H) et est telle que :
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(=0 = (3, G3), ou ({5, ¢F) est défini par :

Q) = / ub(0) (. 22) s,

1
(Glaa) = / ud(0) (w1, 9)dxy.

0
Lemme 2.7. Le probléme variationnel (2.18) est bien posé.

Démonstration
De (2.37) et (2.38), on a :

¢ e L*0,T;V) et ¢ = F — AC,

on a :

(C(8), vy = (F(t) = A()C(E), vy

comme ¢ € WH2(0,T;V, V) et £ €V, on a:

(C(2), €)% = (('(t), vy, dans D'(J0, TT),

ce qui donne :

d’ou
(1), gy + (A)C(t), E)vry = (F(t),E)n, ppt €[0,T]

alors, on obtient :

(GEONH (Y = (Fn, VEeV.

D’autre part, on a :
on considére la fonction ¢ : [0,7] — R, telle que : ¢(0) # 0 et (T) =0 :

en intégrant (2.40) par rapport a ¢t de 0 a 7', on aura :

/0 (CENp(t)dt = / (F(t) — AWDC(), Ehvr o (),
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utilisant l'intégration par partie, on obtient :

/0 %(C,@Hso(t)dt:—/o (¢, &) n (t)dt — (C(0), &) np(0),

ce qui donne :

—/0 <<7§>H(Pl(t)dt_<C(O)a§>H90(O>:/(; (F(t) = A@)C(L), v vep(t)dt, (2.41)

il suit alors de (2.39) que :

/ 0 Qe = - / L), g (1) — (€0), 0
- L), O (1)t — (G g 0),
d’ou :
- [ O Ot~ Gtier0) = [ RO - O (242
par comparaison (2.41) avec (2.42), on aura :

(Co, §)m = (€(0), E)n,

et par conséquent,

Ct:() = (C&:Cg) € H

L’existence et 'unicité de la solution et assurée par le théoreme 2.1.

Convergence forte
Pour étudier la convergence forte de u(e), on a besoin d’une hypothése supplémentaire sur

les données :
Hypothése : Soit uy € H, tel que :

g (1, 22) = (1) et ag(ay, m2) = ¢ (22),
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on suppose que

ug(g) — ug fortement dans H,

et
f(g) — £(0) fortement dans L*(0,T; H).

On a alors le théoréme de convergence forte suivant :
Théoréme 2.3. La famille u(e) tend fortement vers u(0) dans L*(0,T;V) quand € — 0.

Pour démontrer ce théoréme, on pose d’abord 7" = T + 1. En prolongeant f(¢) par 0
de T a T et on prolongeant aussi u(e) a [T, T"].

Le théoréme (2.2) reste vrai en remplagant 7" par 7”. D’aprés I'hypothése ce dessus, on a :
f(e) — f(0) fortement dansL*(0,T"; H). (2.43)

Pour tout v(e) € H(e), on pose :

1 1
(@) e, = / vl (e)2dx + / 2 (e)da + / ol (e)2dx + / 2 (e)2dz, (2.44)
Qn\J2 02\ J2 2 /5 2/

€

on note (.,.)m() le produit scalaire associé a H(e).

Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 2.8. sous [’hypothéses ci-dessus, on a

Sl + [ (=0 u Dot — G a0y + [ (=00, u(0)

(2.45)

Démonstration du théoréme 2.3 : Pour tout (u(e),v(g)) € V(£)?, on pose :
B ) = [ B0t [ Bt +
Qn\J2

522\‘]3
1 /
2 J1

€

@t @)+ [ R0 u )
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Grace aux changement d’échelle, on obtient ’estimation suivante :

C(ll(ue) = u()(®)7 + /0 I(u(e) = u(@)()F) <
%H(U(ﬁ) —u(0)) )7 + /0 Be(u(e) — u(0), u(e) — u(0))(s)ds,

ou C' est une constante positive indépendante de ¢.

Noton /(¢) la quantité :

1) = 5 (u(e) - u(0)) ()l + tBs(U(€) — u(0), u(e) = u(0))(s)ds,
2 0

Le dévloppement de I(g) donne :

1(6) = (e Ol + 5(0(0) = 20(6). w01+ | Bufue) = (o) ue) = u(0))(5)ds,

(2.46)

D’autre part, on a :

/0 B.(u(e) — u(0), u(e) — u(0))(s)ds — /0 /Q 1, ) — w0, 01(0) — 0 ) +
/O /Q B0~ w0)02(0) — 2 (0) ) +
1 ! 1 1 1 1 1
5/0 /J; bL(ul(e) — u}(0), ul(e) — u}(0))(s)duds +
]' ! 2 2 2 2 2
5/0 /J B2 (u3(e) — u2(0), u3(e) — u?(0))(s)dxds,
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ce qui donne :

t
/ B.(u(e) —u(0),u ds-/ / )(s)dzds +
Q1\J2
/ / b2 (u s)dxds + = / / bl (u s)dxds +
Q2\J2 J?
//b2 dxds+// bt (u (0))(s)dzds +
J2 Q1\J!
/ / b2 (u?(g), —u? s)dxds + — / / bl (u )(s)dxds +
0 Ja2\J2 JL
1 t
5/0 /J2 b2 (u?(e), — dxds—i—/ /QI\J1 bl (— (e))(s)dzds +
t g
/ / b2 (—u?(0) s)dxds + = / / bl (— )(s)dxds +
0 JQ2\J2 J1
1 t
—/ / b2(—u?(0),u*(e)) (s dxds+/ / (u'(0), u'(0))(s)dzds +
J2 QN\JL
/ / b2 (u s)dxds + = / / bi(u s)dxds +
02\ J2 Jl
/ / 62 s)dxds,
J2

d’ou :
/0 B.(u(e) —u(0),u(e) —u(0))(s)ds = /0 B.(u(e),u(e))(s)ds +/0 B.(u(0) — 2u(e),u(0))(s)ds

Gréace aux calculs ci dessus, (2.46) s’écrit :

t

116 = 1@ + 5(0(0) = 20, w0 + | Bulule). u@)()ds +
tBE(

J

u(0) — 2u(e), u(0))(s)ds,

1 2

SOl + | Boule).u(e)(6)ds = Slhua(@) o + [ (e ule)aos)ds,
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alors

Par intégration de 0 & 7", on obtient :

o[ 1o e+ [ (7= D)~ wONOIR ) < G o) +
/0 @ —t><f<e>,u<s>>mg><t>dt+% | 0 = 20(e). w0 o ) +
/0 (T — 1) B.(u(0) — 2u(c), u(0))(¢)dt.

De (2.29) on a :
u(e) = u(0) dans L>(0,7"; H),

alors on déduit que :
u(e) — u(0)dans L*(0,T"; H),

/O (u(0) — 2u(e), u(0)) o ()t — — / [u(O)|I2, (t)dt

De (2.28) on a :

d’ou :

u(e) — u(0) dans L*(0,7"; V),

on aura alors :

/ O B(u(0) — 2u(- Pt — / T — 1) By(u(0), u(0))()dt,

ot By(u(0),u(0)) est la forme bilinéaire obtenue en faisant tendre ¢ vers 0.

En passant a la limite et grace au lemme (2.9), on obtient :

Climsup( [ [1(u() ~ w(O) O + (1" = Olu(e) ~ uONO 1) < o0 +
| @ =00, wo)uvd—5 [ O~ [ @ 0B u0) 0
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on déduit alors que :
u(e) — u(0) dans L*(0,T; V).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'analyse asymptotique de I’équation
de la chaleur posée sur un multi-domaine bidimensionnel mince en forme ” L”. Nous avons
obtenu, en faisant tendre I’épaisseur mince vers zéro, un modeéle de jonction 1D-1D, plus
simple et plus économique pour la résolution numérique.

L’analyse menée dans cette étude peut étre généralisée & d’autres modéles et d’autres
équation (équation des ondes, élasticité,...etc). En outre, la multi-structure consdérée peut
avoir d’autres formes et étre composée de plusieurs structures minces. L’intéret essentiel
de ce type d’études réside dans le fait que ces multi-structures sont souvent utilisées en

physique, mécanique et sciences de I'ingénieur.
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