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Symboles

ol

: Tenseur des contraintes

: Tenseur des déformations

Wl ol ol

||

: Matrice identité

U : Vecteur déplacement
f : Vecteur force

Y : Vecteur accélération
W : Tenseur des rotations
6 : La contrainte

€ : La déformation

€e: déformation élastique
&p : Déformation plastique
€ : Vitesse de déformation

R : Résistance a la traction
6, : Contrainte moyenne

Toct : Contrainte octaédrale

M : La masse
F: La force
E : Module d’Young

1 : Coefficient de viscosité

Symboles :

: Partie déviatorique des contraintes

: Partie sphérique des contraintes
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Symboles

f(o, B): Fonction de charge
8 : Parameétre d’écrouissage

I, A : Coefficient de lamé
t: Temps

I1,15,13,]1,])2, )3 : Les invariant
@i: Fonction de Lagrange
L : Longueur

h : Hauteur

e : épaisseur

a: Largeur

v : volume

s : surface

W : Travail

Y : contrainte moyenne

0: Angle de rotation
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Introduction générale
]

Introduction genérale :

Le procédé de forgeage est I'une des techniques de mise en forme utilisé par
I’'Homme depuis I'éternité. En raison de ces diverses applications il est d'une importance
primordiale dans l'industrie de fabrication.

L’utilisation de ce dernier nécessite la prise en considération du type du matériau avec
lequel on travaille, la géométrie de la piece ainsi que la capacité de la machine. Il est
donc essentiel de déterminer l'effort de forgeage a fin de prévenir les risques de
détérioration au cours de I'opération.

Pour cela plusieurs méthodes ont été mises en place pour répondre a ce besoin.

Dans ce présent travail on déterminera I'effort nécessaire pour forger une barre a I'aide
de deux méthodes distinctes :

- La méthode des tranches : La solution que donne cette méthode sera par la suite
encadrée en suivant les méthodes d’encadrement (borne supérieure et borne
inférieure) ;

- La méthode des lignes de glissement : donnant une solution exacte.

Le plan du présent travail comporte trois chapitres :

- Le premier chapitre est une large recherche bibliographique
concernant le comportement des matériaux ;

- Le deuxiéme chapitre est consacré a quelques rappels important de la
mécanique des milieux continus et de la plasticité ;

- Le dernier chapitre expose les différentes méthodes utilisées ainsi que
leur application sur le forgeage d’une barre.

On terminera par une conclusion générale.
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Les lois de
comportement



CHAPITRE I : Les lois de comportement

I.1. Introduction :

Parfois il est difficile de déterminer le champ de contrainte ou de déplacement a
partir de la simple application des principes de la physique (principe fondamental de la
mécanique, les principes de la thermodynamique, conservation de la masse).

Généralement les inconnues recherchées d’apres [1] sont :

Six inconnues du tenseur des contraintes 6
Six inconnues du tenseur des déformations g
Trois inconnues du champ de déplacement 8]

Les équations formulées sont :

Relation déformation-déplacement qui donne 9 termes du tenseur des déformations [1].

?z%(Gradﬁ)+GradﬁT) .................. (1)

-

—_

Statique: div 6 + f=10

Les équations d’équilibre ; < SR 02|

Dynamique: div6+ f=M7Y
.

Lorsque le nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations, la détermination
de ces dernier semble impossible. Alors pour combler cette différence on utilise des
relations empiriques ; Ainsi sont obtenues les équations de comportement qui relient les
contraintes aux déformations est permettent d’avoir un nombre suffisant d’équations
pour résoudre le probléeme.
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CHAPITRE I : Les lois de comportement

Remarque :

» La majorité des équations sont des équations différentielles; Alors pour
déterminer les constantes d'intégration il est nécessaire de poser les conditions
aux limites, et selon la nature du probleme posé les conditions initiales elles aussi
peuvent étre indispensables.

» Les six équations de compatibilité servent uniquement a la vérification de
I'intégrabilité du champ de déformation, elles sont données d’aprés [1] par la
notation simplifiée suivante :

— — + =
Ox; 0x, Ox;0x, Cx,0x;, 0Ox,0x,

Soit sous forme développée :

o’ g, +62 En o’ g, o 0’ g, +i dg,, 0Osy, Ogy o
ox,’ éx,” ax, Ox, ox,0x; ox;\ Ox; Ox, Ox,
o’ e, +82 s, 0% &, o 0’ &, +i dey,y Og, Oey, o
ox,)  ax,  ox,ox ox,0x, ox,\ &x, ox, @x,
0’ g, +82 fu_, 0’ g, o 0’ g, +i O0g, 0O&; Os&y 0
ox”  ox) Ox; Ox, Ox, 0x, Ox;| Ox; Ox;  0x,

Donc l'identification du comportement d'un matériau donnée nécessite la réalisation de
certains essais mécaniques selon le besoin qui sont faisable que sur des éprouvettes
avec des formes géométriques bien définies ; La loi de comportement élaborée sera par
la suite généralisée.

I.2. Les essails mecaniques :

L’application des divers chargements va nous permettre d’étudier les relations de
cause a effet qui existe entre les variables physiques accessibles [2].

On entend par les variables physiques accessibles :

m Les déformations et leurs vitesses. m Letemps
m Les contraintes. m Latempérature.
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CHAPITRE I : Les lois de comportement
|

Les deux notions de déformation et de contrainte font apparaitre 1’aspect tensoriel, et
généralement on accede a une mesure qui n'est qu'une partie d'un tout alors qu’en
réalité il nous faut établir des relations entre tenseurs.

L’objectif des essais est de trouver les relations existantes entre le chargement appliqué
(F) etla déformation (¢).

Les essais classiques se faisaient essentiellement en [traction / compression] simple
(sollicitation axiale) a température constante sur des éprouvettes de forme spécifique
calculée de telle sorte que la distribution de la contrainte et de la déformation soit
uniforme dans le volume utile.

o Essai d’écrouissage :
Dans cet essai figure 01, 1a vitesse de déformation est constante.

v
v

Figure O1 : Essai d'écrouissage en traction simple.

o Essai de fluage:

Dans cet essai la contrainte appliquée sera maintenue constante le temps
qu’on étudie le comportement de I'éprouvette figure02, c’est a dire ’évolution de
la déformation qui permet la caractérisation du durcissement ainsi que la
viscosité du matériau.
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CHAPITRE I : Les lois de comportement

6o

v

~+V

Figure 02 : Essai de fluage en traction simple.

NB:

Durant l'essai la température est controlée; Alors a chaque valeur de contrainte on
enregistre la vitesse de déformation qui est lente et le temps a rupture.

o Essai de relaxation :
On impose une déformation constante et on étudie I'évolution des
contraintes, les résultats sont donnés par la figure 03.

A
A
€ 6}
A
&o
A
¥
B
t t
B
l—

Figure O3 : Essai de relaxation en traction simple.
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e Les essais de rupture : c’est les mémes essais précédent mais poussés jusqu’a
leurs limites (on s’arréte une foi que I’éprouvette est totalement ruinée).

o Essai de flexion : Des contraintes de traction et de compression sont générées
simultanément; Cet essai est fréquemment utilisé pour faire des contrdles de
qualité.

2

o Essai de torsion: Cet essai permet d’accéder A certaines caractéristiques
élastiques des matériaux anisotropes ; On 'utilise particulierement pour étudier
la déformation des alliages métalliques a hautes températures.

o Essai de dureté: Employé lui aussi comme moyen de contrdle; La dureté
reliée a la résistance a la traction par des relations empiriques limitées.

e Les essais multiaxiaux : imposés par le fait que la loi de comportement ne se
limite pas a une seule contrainte ou déformation ou au temps. Ils permettent de
mieux connaitre les états tensoriels de contrainte et de déformation (ou sa
vitesse).

D’autres méthodes existent : on peut citer a titre d’exemple 1'approche microscopique
donnée en [2] qui consiste a modéliser les mécanismes a partir d'une étude des liaisons
atomiques. On effectue alors une intégration et une moyennisation des variables
microscopiques pour avoir le comportement macroscopique.

Remarque:

Du fait que la loi de comportement d'un matériau ne peut se bornée a une simple
relation entre une seule contrainte, une seule déformation et le temps, il devient de plus
en plus nécessaire de réaliser des essais multidimensionnels ou multiaxiaux. On
trouvera ainsi des essais de traction-cisaillement, traction ou compression bi ou
triaxiale. Ces essais sont onéreux mais ils permettent d’avoir une bonne caractérisation.
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I.3. Les modeles rhéologiques:

Les résultats obtenus par les essais précédents ne présentent aucun intérét si le
comportement du matériau n’est pas modélisable (simuler sa réponse a une sollicitation
mécanique) [3].

Cette modélisation est importante pour le calcul prévisionnel.

Deux associations distinctes imposent deux principales regles de calcul :

» Dans une association en série la déformation s’ajoute (somme) mais la
contrainte supportée par chaque élément est la méme.

Avec n : nombre d’élément

» Dans une association en parallele la contrainte imposée a 'ensemble est la
somme de toutes les contraintes supportées par tous les éléments et la
déformation est la méme.

Avec n : nombre d’élément

Commencgant par citer quelques modeéles élémentaires :

1.3.1. Modéles éléementaires :
1.3.1.1. Le ressort : Cest un modele analogique qui représente le solide HOOKIEN

(Comportement mécanique purement élastique)
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Dans cette modélisation en figure 04 la déformation est instantanée et réversible
(disparait si la force disparait) [3].

Ressort 6

v

13
Figure 04 : Modéle analogique de la partie élastique (ressort)
La relation contrainte - déformation s’écrit simplement d’aprés [3] :
6=Ee¢ N )

1.3.1.2. L’amortisseur :

Le modele analogique, figure 05 d’apres [3] correspondant a un élément visqueux
linéaire est celui de I'amortisseur de viscosité 1.

Il représente le fluide newtonien

Ce T M

Figure 05 : L'amortisseur

Saloi de comportement est la suivante :

¢ : est la vitesse de déformation
. ou:
6=ne n:Laviscosité [Pa.s] = e (8)
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Plus la viscosité est grande, plus 'amortisseur est difficile a déformer. Une viscosité
infinie correspond a un matériau indéformable.
La déformation est progressive et permanente (subsiste si la force disparait).

1.3.1.3. Le patin :

Cet élément rhéologique (Figure 07) est utilisé pour modéliser le comportement
plastique d’'un matériau c’est a dire qu’a partir_d'un certain seuil de contrainte (seuil de
plasticité) le solide commence a subir une déformation irréversible ; aprés décharge le
corps ne retrouve pas son état initial avant application du chargement.

Y a que les déformations indépendantes du temps qui sont prises en considération donc
le corps a le méme comportement qu'on le déforme rapidement ou lentement, ces
déformations sont appelées déformations plastiques [3].

D’un point de vue physique, les déformations plastiques peuvent étre dues soient aux
mouvements relatifs des grains (cas des sols) qui constitue le corps soit a des

glissements de rangées atomiques dans le réseau cristallin (propagation de dislocations
dans I'arrangement régulier du réseau).

Le patin est schématisé en figure 07 d’apreés [3] comme suite :

6?

6o

v

Figure 06 : Partie plastique Figure O7 : Patin

Pour pouvoir déformer le patin il faut appliquer la contrainte 6o qui représente la
contrainte seuil.

Une foi 69 atteinte le patin va se déformer mais si I'on supprime cette contrainte il ne va
pas revenir a son état initial ; Ce retour a la position de départ nécessite I'application
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d’'une nouvelle contrainte qui sera d’intensité égale a la contrainte qui la déformé mais
appliquée cette foi ci dans le sens inverse [3].

On écrit donc:

|6] < 6 <> €=0 le patin ne se déforme pas si le seuil n’est pas atteint.

|6| = 6y ©@e+0 lorsque le patin se déforme (seuil atteint) la contrainte
agissant sur le corps ne peut pas dépasser le seuil.

Physiquement un étatou | 6| > 6, estirréalisable.

La surface seuil de plasticité est une fonction f définie par un critere telle que :

f(6)=|6|— 6,<0 )

Elle définie le domaine élastique et le seuil de plasticité.

1.3.2. Modeles non éléementaires :

1.3.2.1. Modeles visqueux-éelastiques :

On les obtient en associant des ressorts et des amortisseurs en série ou en parallele.

1.3.2.2. Modéle de MAXWELL (HOOK + NEWTON) :

Le modele de MAXWELL, figure 08 représente le modele le plus simple du liquide
viscoélastique ; Il ne décrit pas le fluage, [3].
C’est I'assemblage en série d'un ressort et d'un amortisseur.

E Figure 08 : Modéle de Maxwell
SR e VAVAVAVAVAY, —1 " (ressort et amortisseur)
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La déformation totale est la somme de la déformation du ressort (déformation
élastique) et celle de I'amortisseur (déformation visqueuse) mais la contrainte est la
méme, elle est proportionnelle a la déformation du ressort et a la vitesse de déformation
de I'amortisseur, [3].

Donc on écrit :

E=E€E 1+ & TN 6 1)
6=Ee=n¢ cerennenennn(11)

Alors:
6 =Eé =E(é-¢ cereennannen(12)

Etil s’ensuit que la relation de comportement peut s’écrire pour le modele de Maxwell.

6=Eé-E6 ............... (13)
n

Pour une viscosité infinie on retrouve le modele élastique,[3].

1.3.2.3. Modéle de KELVIN VOIGT :

Dans cette représentation d’aprés [3] on associe en parallele un ressort a un
amortisseur comme le montre la figure 09 :

6,

Figure 09 : Modéle de Kelvin Voigt
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Onadonc:
6=61+ 6, et E=g1 =€y e (13)
Avec:
6i=Ee (14)
Gz—né
Alors:
6:Eg+né ............... (15)
Et:
E
6 —t
— = — nl (16)
e=-[1-en]

Cette configuration est utilisée pour modéliser le comportement des polymeres ou des

pieces en caoutchouc ou en bois si la sollicitation n’est pas trop élevée.

1.3.2.4. Solide elastique linéaire parfaitement plastique :

D’apres [3] c’est une association en série d’'un ressort et d'un patin comme en
figure 10 -A.

6o

6o

E

v

Figure 10-A : Modéle rhéologique

élastique parfaitement plastique (EPP)

élastique parfaitement plastique (EPP)
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Si 'on applique une contrainte inférieure a 6o (seuil de plasticité) le patin ne va pas
bouger le ressort est le seule qui se déforme, on écrit alors :

= 6
| 6 | < 60 E=E€e = E (domaine élastique) e (17)

Une foi que le seuil est atteint, le patin et le ressort vont se déformer.

Si I'on décharge, le patin gardera une certaine déformation appelée déformation
plastique.(figure 10-B)

|6 | = 64 - € ==¢€e+ € (domaine plastique) oo (18)

Ce type de comportement permet de traiter des problemes d'analyse limite (ruine d'une
structure par rotule plastique) ou pour certain type d'acier a faible teneur en carbone.

1.3.2.5. Solide élasto-plastique ecrouissable :

C’est un solide dont on voit I'apparition d'une déformation permanente au-dela du
seuil 6, [4].

On écrit les relations décrivant le comportement :

6
|6| < 60 £=Se=E ............... (19)
6
|6 = 6 g=ge+gp=E+f(6) ............... (20)
Le modele analogique associé d’apres [4] est le modéle de Saint-Venant généralisé. 11 est

réalisé par des montages en séries et en paralleles de ressorts et de patins comme en
figure 11.
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Ex E, E é ‘, L ‘. L-
6, 6, 6 j

Figure 11 : Modéle de Saint-Venant généralisé

Pour un essai de traction d’apreés [4] on obtient une courbe linéaire par morceaux (figure
12). En supposant les seuils 6patins) rangés dans un ordre croissant, 1'équation au seuil
d'indice i et j:

Avec: i=1:3 (éléments patins) et j=1:5 (éléments ressorts)
6=Y3,6;+X>,E¢ (21)
i=1 %Y ]:1 JE O 6 4
M
Alors la déformation € sera: 6;
6,

f6] . o] A
| = si 6< 6;

E] ............... (22)

6 [ ©
'kE—f+ Epatin S 6= 6 Ny 4 e

| N

M

Figure 12 : Réponse du modele (contrainte / déformation)
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Ce modele présente la particularité d’avoir une courbe d’écrouissage de décharge apres
traction qui se déduit de la courbe d’écrouissage en compression par une homothétie
de rapport 2 et de centre M’ symétrique de point de décharge M par rapport a I’origine O

Ce comportement se retrouve dans des métaux et alliages a des températures
inférieures au quart de leur température absolue de fusion, [4].

1.4. L’ecrouissage :

L’écrouissage d'un métal caractérise son durcissement sous l'effet de sa
déformation plastique. Ce durcissement explique globalement les différences entre les
pieces métalliques obtenues par corroyage (déformation plastique) [laminage, tréfilage,
forgeage] et les piéces de fonderie.

L'écrouissage ne se produit que sur les matériaux ductiles et dans le domaine plastique.
D’apreés [5] il ne concerne donc que les métaux, a l'exclusion des matiéres plastiques,
des élastomeres, des verres et des céramiques. Par ailleurs, ce phénomene est restreint
aux meétaux :

¢ non-fragiles:

Cela exclut les métaux a basse température (en dessous de la température
de transition fragile-ductile) et les métaux non-plastifiables (par exemple les
aciers martensitiques et certaines fontes) .

e ne présentant pas de comportement rhéologique :

Cela exclut les vitesses de déformation tres lentes (fluage) et les
applications a haute température.

L'écrouissage correspond aux modifications que subit le métal lorsque les contraintes
qui lui sont appliquées sont suffisamment fortes pour provoquer des déformations
plastiques, permanentes. Ces modifications sont d'ordre métallurgique (modification de
la structure interne du métal) et ont généralement une influence sur ses propriétés
mécaniques.

L'écrouissage se caractérise par une augmentation de la limite d'élasticité et de la
dureté ; le matériau devient aussi plus fragile. Suivant les métaux considérés, les
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propriétés mécaniques peuvent évoluer vers une augmentation de la résistance (cas des
aciers alliés) jusqu'a un certain point (seuil de rupture), ou a l'inverse vers sa
diminution (cas des aciers peu alliés).

Exemples d’écrouissage :

Sil'on tord un fil de fer (fléchit serait un terme plus exact), puis que l'on essaie de
le redresser, on constate qu'il conserve une déformation a I'endroit de la déformation
initiale : cet endroit s’est durcit, et il devient difficile de déformer le fil & nouveau, dans
'autre sens, [5].

Mise en évidence du phénomene :

Si I'on considere d’aprés [5] un essai de traction simple (uni-axial), on peut
mettre en évidence I'écrouissage en interrompant 1'essai comme en figure 13 :

1/ -Dans un premier temps, on étire I'éprouvette 6

en dépassantlalimite d'élasticité, mais sans aller

jusqu'a la striction. (C'est-a-dire au dessous de la résistar Re:
a la traction Rm);

2/ -On annule I'effort, I'éprouvette se rétracte de
maniere élastique, suivant une droite dans le diagramme
(g, 0). (Parallelement a la partie élastique);

3/ - Sil'on tire a nouveau sur I'éprouvette, il faut
revenir a la contrainte de la fin de la premiere étape
pour provoquer une nouvelle déformation irréversible ;

la limite d'élasticité a donc augmenté.

Figure 13 : Courbe de traction
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« Ecrouissage cinématique VS isotrope :

Théoriquement deux types d’écrouissage peuvent étre observés :

1.4.1. L’écrouissage isotrope :

Il caractérise d’apres [5] un gonflement du domaine élastique, donc une
augmentation de limite élastique comme c’est montré en figure 14.

Sareprésentation dans 'espace des contraintes est donnée en figure 15.

6;

Traction Ga

Domaine

v

élastique

v

Compression

-6,

Figure 14 : Courbe de traction Figure 15 : Représentation de

/compression présentant I'écrouissage isotrope dans

I'écrouissage isotrope I'espace des contraintes

La limite élastique a augmentée en traction et en compression.
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1.4.2. L’ecrouissage cinématique :

Il caractérise d’apres [5] la translation du domaine élastique comme le montre la

figure 17 :

6o
Traction

// Compression

—_—
—
p—

Figure 16 : Courbe de traction
/compression présentant
I'écrouissage cinématique

v

63 A
/”— ~\\\\
60 4 \
\
II C \
I \
\ 1
1
0 ,
/
Vi »
A 7 »

6:

Figure 17 : Représentation de
I'écrouissage cinématique dans
I'espace des contraintes

On voit bien que le domaine élastique a translaté d’'une distance x (variable

cinématique) tout en gardant le méme seuil.

On observe aussi dans ce type d’écrouissage I'effet BAUSCHINGER définit d’apres [5]
comme suite : Lorsque 1'on fait subir a un acier une déformation plastique en traction
par exemple, sa limite élastique en traction augmente, mais (en général) sa limite
élastique en compression diminue (en valeur absolue) ce que montre la figure 16.
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Le modéle rhéologique utilisé pour modéliser 1‘écrouissage cinématique d’apres [5] est
celui de la figure 18 :

E,
Ressort R
Ee
6 /\ /\ [\ ,\ 6
Ressort E
6p

Figure 18 : modéle rhéologique de I'écrouissage cinématique avec effet BAUSCHINGER

Pour un essai de traction :

Si la contrainte appliquée 6 est inférieur a celle du patin 6, le ressort E estle
seul a se déformer (puisque le patin bloque le ressort R). Donc on écrit :

6=Eee (23)

et:

8—8 — 6 ---------------
=ge=—

Par contre lorsqu’on atteint le seuil 6p c’est tout le systéme qui se déforme ; alors les
déformations du patin et du ressort R vont s’ajouter a celle du ressort E.
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6
£=£e+£p=E_+ & (25)
e

Figure 19 : Courbe de traction d'un
matériau ayant un comportement
élastique-plastique avec écrouissage

Avec:E- ~ 09E;

v

Remarque :

On réalité on ne peut pas distinguer entre l'écrouissage isotrope et I'écrouissage
cinématique parce que l'écrouissage réel est entre les deux.

Plasticité parfaite :

Lors de I’étude le chercheur (constructeur dans le cas d'un dimensionnement) a
besoin de se donner un modele sur le quel le calcul sera porter (modele de référence).

D’apres [6] en plasticité (surtout en termes de calcul) le modele le plus adapté est celui
de la plasticité parfaite.

6“ CA
_____________ .- e e
/ On cherche le On élimine la Si la déformation élastique est
point qui partie non négligeable devant la déformation
correspond a linéaire en la plastique on néglige carrément la partie
une tangente remplagant élastique de la courbe et garde
nulle par une droite uniquement le comportement plastique
g € €
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I.5. L’anisotropie :

1.5.1. L’origine de I'anisotropie :

On réalité il n’existe pas de matériau isotrope (tous les matériaux sont
anisotropes) alors par souci de simplification les chercheurs essaient d’apporter des lois
de comportement isotrope, mais cette simplification est un petit peu couteuse car des
erreurs systématiques sont commises et selon le matériau ces erreurs sont plus au
moins élevées, [7].

Alors en général le comportement sera considéré isotrope mais il existe des cas ou
I'erreur associée a cette hypothese est beaucoup trop élevée pour qu’elle soit
négligeable.

L'isotropie est la caractérisation du fait que la loi de comportement du matériau étudiée
est indépendante du systéme d'axe. Donc I'anisotropie est le contraire.

On général I'anisotropie constatée peut étre liée soit a la structure propre du matériau,
soit a son procédé d'élaboration et de mise en forme.

< Anisotropie de structure :
Naturellement rencontrée; On peut citer quelques cas fréquent (les
monocristaux métalliques, les matériaux composites tels que le béton armé ou les
stratifiés, les matériaux fibreux naturellement comme le bois), [7].

< Anisotropie d'élaboration :
Certains matériaux considérés initialement isotropes peuvent perdre cette
propriété dans le processus de réalisation. On peut par exemple citer les profilés
obtenus par déformations plastiques ainsi que les toles laminées, [7].

Alors l'anisotropie marque une grande présence ; donc il est important d’en pouvoir
tenir compte de cette derniere a ce stade on peut faire deux bonnes remarques :

1)- Il ne faut pas confondre entre 'anisotropie et I'hétérogénéité (qui traduit le fait
que le comportement du matériau est fonction du point d'étude);
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2)-L’anisotropie ne concerne pas que les comportements plastiques car elle est aussi
présente dans certains comportements élastique mais elle sera vite simplifiée et le
comportement sera considéré isotrope pas souci de simplification. Hors il ne faut pas
penser que l'anisotropie concerne que le comportement plastique alors que certains
matériaux initialement isotropes et élastiques deviennent aussi tot anisotropes
plastiques.

1.5.2. Explicitation de I’anisotropie :

Lors de I'étude expérimentale les difficultés sont plus grandes qu’avec les cas
isotrope car les résultats seront dépendants de l'orientation de I'éprouvette dans la
structure.

L'anisotropie se traduit d’apres [7] par le fait que le chargement de pression
hydrostatique [ 6=—p T] n'engendre pas une déformation homogéne. Non seulement
les termes diagonaux seront différents [€11 # €22 # €33] mais aussi on peut trouver des
termes hors diagonaux non nuls.

Il est donc pratiquement toujours nécessaire de faire une modélisation particuliére pour
pouvoir interpréter correctement les résultats.
Il est enfin important de noter que le nombre d'essais a réaliser pour caractériser le

comportement d'un matériau anisotrope est souvent plus élevé que pour un matériau
isotrope.

I.6. Rappel sur 'anisotropie elastique :

L'élasticité linéaire est la loi de comportement la plus couramment employée.
D'une part elle reflete bien le comportement a faible déformation de nombreux
matériaux, d'autre part de nombreuses lois de comportement sont numériquement
traitées comme étant localement linéaires. On approche ainsi la loi réelle par une suite
de segments de droite.

Il est donc tout naturel de s'intéresser a l'incidence de l'anisotropie sur la réponse d'un
matériau élastique linéaire.
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Il faut toutefois noter que de nombreux parametres peuvent avoir de l'incidence sur le
comportement élastique linéaire. La température, du fait de l'agitation moléculaire
qu'elle engendre, est propice a I'apparition de phénomenes irréversibles. A 'inverse, le
phénomeéne d'écrouissage augmente sensiblement la taille du domaine élastique, [7].

1.6.1. Les tenseurs d’elasticite :

Le comportement élastique linéaire est caractérisé par une relation de linéarité
entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations. Cette relation prend la
forme suivante :

6ij = Aijjnm Emm  ou A estle tenseur des raideurs L (26)

&€j =Bjjxi6u ol B estla matrice de couplage (Tenseur des complaisances) (27)

Les tenseurs ainsi déterminés représentent des applications inverses 1'une de I'autre. La
connaissance de l'un implique la connaissance de l'autre [A = B-1] Aussi nous ne nous
intéresserons qu'a I'un des deux, a savoir le tenseur des raideurs ou encore tenseur de
rigidité, [7].

1.6.2. Convention d’écriture :

Le tenseur de raideur est d’ordre 4 donc son explicitation est délicate. Simplifier
les écritures est vraiment nécessaire, [7].

La solution est de passer d’un espace vectoriel de dimension 2 a un espace de dimension
1 comme suite :

[ o)
6
_ [611 612 613 o 622 |
6 = |621 622 653 (29) devient 6 = | 641 23612 | ....... (30)
631 632 633 \631 _ 613/
632 = 623
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De méme pour le tenseur des déformations, on utilise la fonction définie par :

€11 €12 €13

T = [821 €59 823] ....(31) devient g = i

Y12 = 2&13 = 28y |
Y13 = 2&13 = 2g&3
Y23 = 283 = 2g3;

€31 €32 €33

Cela implique d’apres [7] l'existence d'une application linéaire de I'espace vectoriel de
dimension 4 (associé au tenseur de raideur) vers un espace vectoriel de dimension 2 :

vers 6 = AE e (33)

ol
I
Al

enll

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée
(6,6):
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Compte tenu des conditions d'intégrabilité de Cauchy sur le travail de déformation, nous
avons les relations suivantes :

A1z = Ay [A13=A31/A23=A3,/A45=A54/As6=A6s/A56=A65/A14=2A4,/
A15=2A51/A16=2A61 /A24=2A42/A25=2A5; [A26=2A62/A34=2A43 _(35)

A26=2A62/A34=2A,43/A35=2A53/A36=2A¢;3

Ces relations étant au nombre de 15, nous nous retrouvons bien avec 21 coefficients
indépendants.

On peut faire la méme chose avec le tenseur de rigidité.
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1.6.3. Matériau isotrope :

L'hypothese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du
repere choisi pour l'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit étre invariant
pour tout changement de base. D’ou la loi de comportement faisant apparaitre les
coefficients de lamés :

6ii = Zusii + A Ekk 81] ............... (36)

De cette relation, on constate que les directions principales de contraintes sont
confondues avec les directions principales de déformations, [7].

1.6.4. Matériau orthotrope :

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est
invariante par changement de direction obtenue par symétrie relative a deux plans
orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisieme plan
orthogonal est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement
bien réalisé pour le bois (dans certains cas), les composites unidirectionnels et les
produits métalliques laminés, [7].

Supposons que nous ayons une symétrie par rapport au plan de coordonnées x3=0. La
matrice de changement de base traduisant cette symétrie est :

_ 10 o0
T — 0 1 0 ............... (37)
0 0 -1

La relation d'indépendance du tenseur de raideur K dans ce changement va se traduire
par le fait que toutes les composantes ayant un nombre impair d'indice 3 sont nulles.

Ainsi pour la matrice A on obtient :

A1y=A2=Au=Acs=A1s=As=Azs=Aes=0 oo (38)

Le tenseur de raideur A n'a plus que 13 coefficients indépendants.
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Il nous reste maintenant a traduire la condition de symétrie par rapport a un plan
orthogonal, par exemple celui de coordonnées x1 = 0. On aura donc:

A15 = A16 = A25 = A26 = A35 = A36 — A45 =A46 — 0 ............ (39)

Il ne reste donc que 9 coefficients indépendants pour traduire le comportement de notre
matériau. Dans le repere principal d'orthotropie, la loi peut s’écrire sous la forme :

1 _Viz Vi3 T
v21 1 V23
€11 - E, E, E, 0 0 O 611
€22 vis v 1 0 00 622
i €33 i= Es E; E3 | 633 | ... (40)
Y12 L 0 0 | 612 |
\Y13 / 0 0 0 G12 \513 /
1
Y23 0 00 0 - 0] \6z3
0 0 O 1
0 0 —
L G23-
Les conditions de symétrie se traduisant par les relations suivantes :
V12 _ V21 /V13 — V13 /V23 — V23 (41)
E, E ' E Es | E, E;

Le matériau est donc caractérisé par 9 coefficients indépendants :

Trois modules d'élasticité longitudinal dans les directions de l'orthotropie [Ej;
Ez; E3].

- Trois modules de cisaillement [G1; G2; G3].

- Trois coefficients de contraction (coefficients de poisson) [viz2; vi3; V23]
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1.6.5. Matériau isotrope transverse :

Un milieu est dit isotrope transverse pour une propriété donnée si cette propriété
est invariante par changement de direction obtenue par rotation autour d'un axe
privilégié. Dans ce cas, tout plan passant par l'axe privilégié est un plan de symétrie.
Nous pouvons donc remarquer que le milieu est déja orthotrope, [7].

Imaginons par exemple que 1'axe Ezsoit I'axe d'isotropie. Il est donc nécessaire d'avoir
une invariance de la loi de comportement pour toute rotation définie par :

_ cosa sina O .
T= (—sina cosa 0] {Rotationsuivant Eg} e (42)
0 0 1

On constate facilement qu'en plus des relations du cas orthotrope, on obtienne de
nouvelles relations entre les coefficients élastiques du tenseur de raideur K et donc du
tenseur A aussi dans la base de dimension deux ;la chose qui va nous permettre d’écrire
la relation suivante :

1 _Viz Vi3 1
oo 0 00
12 13
811 - Eq E_1 - E, 0 0 O 611
/522 vz vz 1 0 0 O 649
| €33 =] = Ey Ey 633 | ... (43)
Y12 1 0 o 612
\Y13 0 0 0 2G13 ) \613/
Y23 0 0 0 0 0 623
2Gq3
0 0 0 0 0 2(1+V12)
i E, |
On peut remarquer ici que :
E
-E1=Ez2/ ‘%13 = ‘%23 [/ G13=G12 / 2G12 = (1+312) """ (44)
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I.7. Utilisation des matériaux anisotropes :

L'emploi de matériaux anisotrope a tendance a se généraliser. Les méthodes de
calcul évoluent rapidement et l'aspect numérique n'est plus une barriére. Toutefois,
pour utiliser correctement ces matériauy, il subsiste encore deux difficultés.

La premiere difficulté est liée a la détermination des constantes élastiques. Certes on sait
bien que le nombre de parametres a déterminer étant plus élevé que dans le cas d'un
matériau isotrope, il est nécessaire de faire plus d'expériences de caractérisation. Mais le
nombre d'expérience n'est rien vis a vis du mode opératoire. Il ne faut pas perdre de vue
que le matériau possede des directions particulieres et que les éprouvettes seront a
référencées vis a vis de ces directions.

Dans le cas d'un matériau orthotrope, un essai de traction suivant les trois directions
d'orthotropie permettra de déduire les trois modules d'élasticité longitudinale. Et la il
faut qu’on se pose la question suivante quel serait le résultat d'un essai de traction mené
suivant une direction quelconque, [7].

La seconde difficulté réside dans les calculs de dimensionnement et en particulier dans
I'emploi d'un critere. Il est en effet évident que les criteres utilisés dans le cas d'un
matériau isotrope ne seront pas adaptés au cas anisotrope. Il convient donc de définir de
nouveaux criteres. Pour un calcul de prédimensionnement, il convient de bien faire
attention au phénomene de ruine mis en ceuvre. Ce n'est pas toujours un dépassement
de la limite élastique qui interviendra dans le dimensionnement. On peut par exemple
citer le phénomeéne de délaminage des matériaux stratifiés ou encore les pertes
d'adhésion dans les matériaux composites.
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1.8. Conclusion :

Certains matériaux perdent la propriété d’isotropie lors de la mise en forme a cause des
contraintes qui dépassent par foi leurs limites élastique.

Mais par souci de simplification (surtout si l'anisotropie est négligeable) on les
considere comme des matériaux isotropes caractéristique déja rare a rencontrer méme
en d’hors de la mise en forme.

A fin de mieux comprendre le comportement d’'un matériau on simule sa réponse en
imaginant un modele rhéologique qui répond d’une fagon cohérente a la sollicitation.

UMMTO-ALGERIE  2015/2016



CHAPITRE II

La plasticite



CHAPITRE II : La plasticité

I1.1. Introduction:

Nous allons étudier dans ce chapitre un comportement autre que celui de
I’élasticité linéaire. Donc nous allons nous intéresser aux déformations plastiques qui
apparaissent au-dela du domaine élastique ; Nous allons essayer d’expliquer quand et
comment apparaissent ces déformations.

o Hypothéses :

1-Nous considérerons en premier lieu que la viscosité est négligeable et que les
sollicitations imposées ne créent pas de dommages significatifs (fissurations,
développement de micro cavitation, ...) ; Ce qui signifie que les contraintes appliquées
n’atteignent pas le seuil de rupture, [7].

2-On travaille beaucoup plus dans le cadre de I'hypothése des petites
perturbations autrement dit la Configuration actuelle est la meme que la configuration
initiale, [7].

Cela implique que le tenseur des déformations va étre linéarisé d’ou I'écriture suivante :

E — % (gradl_j-l- grad I_J)T) ............... (45)

On définie la vitesse de déformation telle que (¢ = dérivée de la déformation par

de
dt
rapport au temps.

Le tenseur des vitesses de déformation sera lui aussi a son tour normalisé avec :

é= % (grad U+ grad ﬁT) ............... (46)
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3- L’évolution est isotherme: ¢a implique que les grandes variations de température
sont négligées.
4-1’évolution est quasi-statique : donc les termes d’accélération sont négligés.

5- La partie élastique sera considérée linéaire (équation d’'une droite) alors toute partie
non linéaire sera directement associée a la plasticité.

I1.2. Rappel sur la mecanique
des milieux continus :

I1.2.1. L’état de contrainte :

L'état de contrainte dans un domaine matériel est un état tensoriel. Il existe
plusieurs possibilités de représentation de cet état tensoriel.

Quelle que soit la représentation tensorielle choisie pour 1'état de contrainte, on peut
associer une base principale et définir un état déviatorique et un autre état dit sphérique
associés a ce méme tenseur, [7].

e a) Base principale et invariants :

On général dans une base quelconque ( X_l), X_)z, X—g)) on définie le tenseur des
contraires d’apres [8] comme suite :

- 611 612 613y (47)
6= |612 622 623
613 623 633

Ces contraintes sont représentées dans la figure 20.

Les contraintes en rouge {611; 622;633 } sont appelées contraintes normales, les autres
c’est des contraintes tangentielles.

UMMTO-ALGERIE  2015/2016



CHAPITRE II : La plasticité
|

A
. 6,3=1,3=03,=T3,
E;
633
613=T113=63,=T3,
AN .7 \f 622
\ 7’
L’ =>
f] \
\\
7 —
7 5 E,
/ 611

61,=11,=621=T1

Figure 20 : Représentation des contraintes sur un élément de volume (cube)

Il existe un systéme d'axes particulier qui représente les "directions propres" de la
matrice. Ce repere est appelé le repére principal des contraintes_(base principale)

(W{, N_H), m) . D’apres [8] la matrice représentant 1'état de contrainte dans cette base
prend une forme diagonale :

6, 0 0
§=[0 61 0] ............... (48)

0 0 6y

61; 6; 6m sont appelées contraintes principales.

On remarque que toutes les contraintes tangentielles sont nulles.
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La détermination des contraintes principales passe par la diagonalisation de la matrice
des contraintes. d’aprés [8] on doit ainsi rechercher les solutions de I'équation :

det(ﬁ— li)= 0 < —A3+LA2—LA+I3=0 - (49)

_— — —
Quelque soit le systeme référentiel choisi( Xq,X3,X3), les contraintes principales
retrouvées sont les mémes.

Donc les quantités Iy, I, I3 doivent étre indépendantes du systéeme d’axes. On les appelle
les invariants du tenseur des contraintes et ils se calculent de la facon suivante :

c’'est la trace du tenseur des contraintes
I, = 611+ 622+ 633 e (50)
61+ 6+ 6

REprésente la somme des cofacteurs des termes de la diagonale

I; = { (641622 — 6%5) + (622 633 — 633) + (611 633 — 6%3) = X( 64 6y — 63 )
(616 + 65 61y + 611i6;1) ..(51)

C'estle déterminent de la matrice des contraintes
13 = det( 61] )
61 611 61t

o b) Tenseur déviateur des contraintes et la partie sphérique :

Quelque soit la forme du tenseur des contraintes il est toujours possible de le mettre
sous la forme d'une somme d'un tenseur sphérique et d'un tenseur déviateur de trace
nulle :

6,,1: estla partie sphérique (tenseur hydrostatique)

all

=6mi+ﬁAvec={ _ _ e :
D : estla partie déviatorique (déviateur)
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On a aussi d’apres [8] :

traceD = 0
6y = 1;1 : qui est la contrainte moyemme (pression hydrostatique) +(54)
Pour la partie déviatorique :
_ [611— 6m 612 613 (55)
D — 612 622 — Gm 623 sesessnes
613 623 633 — 6

Pour décrire un comportement plastique, on utilise les invariant du tenseur déviateur
des contraintes :

]1 = tr(]=)) =0
J. = % [(611 — 622)% + (622 — 633)% + (633 — 611)% + 6(63, + 625 + 625)] ....(56)
]3 = det(ﬁ)

Le terme le plus souvent utilisé est le deuxiéme (J2)

On définit la contrainte octaédrale d’apreés [8] par la relation suivante :

1
Toct = 3 \/(611 —622)% + (622 — 633)2 + (633 — 611)* + 6(67, + 673 + 635) (57)

On peut écrire donc :

J, = 5 Toct
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I1.2.2. L’état de déformation :

Le processus de plastification fait souvent intervenir le parametre temps. On peut
arriver a un état de contraintes donné en suivant plusieurs chemins de chargement.
L'état de déformation obtenu n'est alors pas le méme. L'histoire du chargement joue un
role important.

Ainsi, contrairement a un comportement élastique linéaire, il convient donc de faire
intervenir un parametre associé a la notion de temps dans la description d'un
comportement plastique.

e (asde petites déformations :

Toute en restant dans la description lagrangienne :
La position actuelle d'un point matériel est définie a partir de sa position initiale tel que
montre la figure 21.

e

Eq

Figure 21 : Configuration d'un solide dans I'espace

Dans le repere R, a un instant t =0, le point Mg a des coordonnées Xi, Xz, X3 qui
définissent la position du point matériel M. On appelle aussi ce systéeme de coordonnées
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le systéme de coordonnées matérielles dans la configuration de référence Co. Nous
pourrons ainsi écrire d’apres [8] :

—

OMO = XIE_I) + XZE_Z) + X3E_3) = Xlil) = )_() ...... (59)

Pour décrire le mouvement du domaine, il convient donc de se donner la loi d'évolution
au cours du temps des positions de I'ensemble des particules matérielles constituant le

domaine. On obtient donc la configuration actuelle Ct. Ainsi il est nécessaire de définir les

coordonnées X1, X2, X3 du point M; qui a l'instant t représente la position du point
matériel M, [8].

OMt = X]_E: + XZE_Z_) + X3E; = Xi_E—: = )_() ...... (60)

Ce qui revient a dire qu'il faut se donner les fonctions scalaires suivantes :

x=@Xy . (61)

Les fonctions (pi représentent la description lagrangienne du mouvement de notre
domaine par rapport au référentiel R.

On définit le vecteur déplacement comme suite :

UX,t)= OM; -OMy=x-X (62)

Dans le cadre des petites perturbations on définit les tenseurs
(Déformation/Rotation)rin¢arisecs COmme suite :

g = % (grad U+ grad Ut) - 63) ;  W=1(gradU-gradUt) - (64)

Remarque:

On peut décomposer ces tenseurs en des tenseurs sphériques et déviatoriques.
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I1.2.3. Relation contraintes/déformations :

Ces relations traduisent la loi de comportement du matériau employé. Comme il
n'existe pas une relation universelle, chacune des expressions données est déterminée
dans un domaine d'emploi bien défini. Ce domaine peut étre défini par de nombreux
parametres (temps, contraintes, température ...), [8].

On peut citer la loi de HOOK :

Cette relation n'est valable que pour un état de sollicitation faible. Des criteres (VON
MISES, TRESCA, MOHR...) permettent de vérifier la légitimité de 1'emploi de cette
formule.

Dans le cas de non vérification du critére, il convient d'utiliser une autre loi de

comportement.

On peut citer aussi la loi faisant apparaitre les coefficients de lamés :

6ii = Zugii + A €xk 8ii ......... (66)

I1.3. Criteres de plasticiteé :

Lorsqu’'on applique des chargements dépassants le seuil élastique mais
n’atteignant pas le seuil de rupture, le matériau se déforme plastiquement, la réponse du
matériau est donnée en figure 22.

Si on décharge parallelement a la partie élastique on peut confirmer que la déformation
totale est la somme d’'une déformation élastique et d'une déformation plastique.
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Figure 22 : Courbe de traction avec écrouissage

Alors le probleme posé ici c’est de pouvoir déterminer cette déformation plastique.

I1.3.1. Surface et fonction de charge :

La surface de charge d’apres [9] est la surface qui va délimiter le domaine
élastique a l'instant t dans I’espace des contraintes.

On appel la relation permettant de décrire cette surface la fonction de charge.

Vu que le seuil d’élasticité évolue avec le temps sous l'effet de I'écrouissage alors on peut
vite constater que la surface de charge va étre évolutive, on la définie sous cette forme :

f(o,B) avec : P parametre d'écrouissage
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v

Figure 23 : Influence de I'écrouissage sur la plasticité

Comme le montre la figure 23 apres application d’'une contrainte de traction le matériau
s’est écroui et le seuil élastique a augmenté de 6o a 61 alors la surface de charge va
changer ce que illustre la figure 24.

- -

Décharge élastique .

- <

Chargement plastique

Domaine élastique +seuil de plasticité = Domaine de plasticité

Figure 24 : Représentation du domaine élastique dans |'espace des contraintes
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On dit qu'il y a un écrouissage isotrope si la dilatation de la surface de charge est
uniforme dans toutes les directions. Dans le cas contraire, 1'écrouissage est dit
cinématique.

Maintenant le nouveau domaine élastique est délimité par la surface de charge de seuil
61.

Cette notion de surface de charge permet de définir des états de contraintes et de
déformations équivalents.

La contrainte équivalente a un état de contraintes plastiques quelconques est la contrainte
de traction qui se trouve sur la surface de charge.

La déformation actuelle plastique équivalente est la déformation associée a la contrainte
équivalente, qui donne d’aprés [9] un travail plastique égal au travail plastique réel :

SWP = O'i]. (Ssij)p — o-éqlli (Sséqui) ......... (67)

La notion de fonction de charge conduit naturellement aux critéres de plasticité.

Les criteres de plasticité les plus utilisés sont les criteres de VON MISES et de TRESCA
pour les matériaux isotropes et le critére de HILL pour les matériaux anisotropes.

I1.3.2. Critere de HILL:

C’est le critere le plus souvent utilisé dans le cas des matériaux anisotropes.

I1.3.2.1. Enoncé du principe de HILL :

Le principe de Hill, appelé encore principe du travail plastique maximal, dit que
I’état de contrainte réel est parmi '’ensemble des champs de contrainte statiquement
admissible, celui pour lequel le travail plastique est maximal, [9].
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Domaine plastique

(5€ij)P

o IJ; 56ij

pomaine dastique T Seuil de plasticité

Figure 25 : Evolution de la déformation plastique

Si on prend d’apres [9] deux points distincts A et B comme dans la figure 25 :

Le point B présente un état de contrainte 6; sur la surface seuil de plasticité ;

Le point A présente quant a lui un état 6;* a l'intérieur du domaine élastique.

On pose aussi l'accroissement de contrainte §6; qui crée une déformation plastique

(65i) P

En comparant le travail plastique des deux contraintes en A et B, le principe de HILL

confirmera que :

Donc:

6 (6g) P2 65" (6e)®» 00 e (68)
6 (6g) P - 65 (6g5)P20 e (69)
[65 - 6] (6ey)?P20 e (70)
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Dans l'espace des contraintes la quantité [6; - 6;5°] représente les composante du

r—— 7 .
vecteur AB, on écrit alors:

(Se) P (71)

ﬁ(ss)}; 2 0 .........

Cette inégalité conduit a la convexité et la concavité de la surface de charge.(figure 26)

Figure 26 : Convexité et concavité de la surface de charge

D'autre part, on en déduit une condition importante sur la déformation plastique.
Considérons en effet le cas ou I'on tend vers le point B (situé sur la surface de charge)
par deux directions opposées. On désigne par (a) le plan tangent en B a la surface de
charge. Les points C et C' étant infiniment proches du point B (figure 27), on peut
associer des composantes infiniment petites aux vecteurs :

C_B) g dO'ij

C’B g dG’ii

Ces deux vecteurs appartiennent bien entendu au plan tangent (o). D'autre part si on
considére que le point (C") est le point symétrique de (C) par rapport au point B, ona:

dGij =- d6'ij ......... (73)
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D'apres le principe de Hill, on écrit :

+ dGij (5£ij) P>0

Soit :

d6; (6g;)P=0 e (75)

(6ey) P

Figure 27 : Normalité de la déformation

Cette relation devrait étre vraie quelque soit le point C appartenant au plan tangent (a),
on en déduit que le vecteur de composante (6¢;) est perpendiculaire a (o) en B et est
dirigé vers l'extérieur. C'est la loi de normalité de la déformation plastique.

I1.3.2.2. Régle de normalité :

En s’'intéressant a la maniére avec laquelle évolue la déformation plastique induite
par un état de contrainte se trouvant sur le seuil on peut dire d’apres [9] que:
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- Si o est a lintérieur du domaine d’élasticité les déformations plastiques
n’évoluent pas(nulle) ;
- Si @ estsur la surface seuil de plasticité (figure 28), la vitesse de déformation

plastique est, dans les métaux, donnée par la régle de normalité telle que £P est
normale extérieure a la surface seuil de plasticité au point représentatif de 1'état
de contrainte.

f(=0) = 0 (Seuil de plasticité)

Figure 28 : Explicitation de la régle de normalité

Alors que f(o) = 0 et, si f est dérivable :

o™~
N
I
N
|Qa
~
Ql

(produit scalaire) - (76)

A=0sif(@) <0
{AZOsif(3)=0
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Avec : (A 2 0) multiplicateur plastique, laissé indéterminé par la loi de comportement.

Remarque:

Les états de contraintes hors du domaine de plasticité ne sont pas physiquement
admissibles.

[f@>0 (78)

I1.3.3. Critere de VON MISES et le critere de TRESCA :

C’est les deux critéres les plus souvent utilisés lorsqu'’il s’agit de cas de matériaux
isotropes.

I11.3.3.1. Critére de VON MISES :

On cherche a trouver la contrainte équivalente de VON MISES en chargement
plastique avec laquelle le dimensionnement sera fait.

Il faut dire que ce critére se base essentiellement sur le deuxieme invariant du tenseur
déviateur des contraintes, [9].

Alors on a pour un essai de [traction/torsion] simple sur un cylindre mince figure 29.

o 7 0
O-=l] =1lr o ol e (79)
0O 0 O
X
6

Figure 29 : Représentation des
contraintes sur un cylindre en
traction / torsion

(=
y‘)\;/ ‘

UMMTO-ALGERIE  2015/2016



CHAPITRE II : La plasticité

Donc:
6XX=6 /TX}’:TyX:T / 6yy=6zz=sz=sz=Tyz=‘tzy=0 ......... (80)
Alors:
OVON MISES = \/% [(axx - O'yy)z + (O'yy - O-ZZ)Z + (02, — axx)z + 6(Txy + Tyz + sz)] ~(81)
1
OVON MISES — \/E [(0' — 0)2 + (0 — 0)2 + (O — 0)2 + 6(T + 0+ 0)] ...... (82)
Oyon misgs = Vo*+3t2 L. (83)

On écrit la condition de résistance suivante d’apreés [9]:

......... (84)

OyoN MISES = 09
oyonmises = Vot +3t2 <ey L. (85)
c?+3t* <eoy®2 . (86)
......... (87)

C’estI’équation d’une ellipse de rapport d’axe égale {‘:l\/g.
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I1.3.3.2. Critere de TRESCA :

Pour le méme état de contrainte [cylindre en (traction/torsion) simple] ; On est

obligé de passer vers les contraintes principales.

Alors le nouvel état de contrainte d’apreés [9] est:

o 0 0
OrILIII — 0 oy 0
0 0 oIl

Sil’on suppose que :

Oy <0y <0;

On aura avec la méthode analytique :

__ Oxx—0Oyy Oxx—Oyy\2 2
o =—>3p t \/(—2 )4+ Txy

oy = o+ 02+4712

= ————
o = 0

_ o—Jo?+4t?

Om =73

Alors :

_ =, 2
OMax — OMin = 01— Oy = VO~ + 47

Ona aussi:

_ _ — [2 2
OTRESCA = OMax — OMin = O] — Oy = \ 0~ + 4T
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La condition de résistance estla suivante :

OTRESCA < Oo e (94)

Vo2 +4t2 <oy 000000 e (95)

0% + 471% < 0>

C’est aussi I’équation d'une ellipse de rapport d’axe égale a 2.

* Représentation géométrique des deux critéres :

it
~
N\
AN
\
\
\
1
1
1
1
/
‘4
S0
|
1
v 1
I =
|
1
1
1
1
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1
1
I
|
1
1
1
1

!
l‘ |-
Ll
o o | o
1
- :‘\ i
_——— “ AR
- 1\ AN
_____ 1\ /’I
_____ AR 7!
T== LAY Yav4 1
-~ - AY 4
1 -\tﬁ\ -, ,/ :
4
: \\ \\N____—” ’ 1
1 \\\ Phe !
1
! 1

Figure 30 : Représentation des critéres (TRESCA et VON MISES)
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I1.4. Conclusion :

-Le critere de TRESCA est utilisé lorsqu'’il s’agit de cas de sollicitations multiaxiales ;

- Le critere de VON MISES ne nécessite pas un passage vers l'état de contraintes
principales ;

- On obtient un meilleur accord [modeéle/expérience] avec le critere de VON MISES pour
certain matériaux.
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CHAPITRE III : Application a la mise en forme

II1.1. Introduction :

Lorsqu’on passe a la réalisation des pieces, beaucoup de problemes
seront posé; Parmi les questions soulevées on trouve la difficulté de donner une forme
précise a I'objet réalisable parce qu’on est souvent conditionné par la puissance de la
machine qu’on ne veut pas dépasser. En réalité en cherche a éviter de faire subir a la
machine des efforts insupportables.

Donc le probleme revient a trouver la bonne combinaison effort-puissance qui
permettra la réalisation.

Pour le faire on pense d’abord a passer par la modélisation numérique fine de type
éléments finis. En fait les méthodes approximatives de calcul permettent non seulement
de trouver une solution mais on peut aussi I’encadrer.

On va présenter dans le cadre de cette étude deux méthodes qui sont la méthode des
tranches et la méthode des lignes de glissement.

II11.2. Méethode des tranches :

En prenant en compte le phénomeéene de frottement au niveau du contact
piece - outil, Cette méthode va nous permettre de calculer une valeur approximative des
efforts moteurs, [10].
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III.2.1. Présentation générale de la méthode:

On découpe tout d’abord le matériau en tranche par la pensé tout en respectant la
symétrie du probléme considéré, donc on doit imaginer un tracé a suivre lors de la
découpe.

Les tranches doivent étre infiniment minces selon une direction précise (par

exemple }Tl)).

La prochaine étape consiste a formuler I’hypothése que la direction X_l) est une direction
principale, et du moment que les deux autres directions Yz)etz lui sont
perpendiculaires ;On tire comme conclusion que les contraintes principales sont
constantes dans une tranche d’épaisseur dxi.

Les forces appliquées sur cette tranche résultent des contraintes d’'une part et du
frottement de l'outil a sa surface d’'une autre part. Toutefois la présence de ces forces de
frottement ne perturbe pas la répartition des contraintes. On peut choisir un modele
frottement particulier.

La suite de la méthode consiste a écrire les équations d’équilibre de la tranche. On
établie deux relations principales comme suite :

- lapremiere relation est obtenue en appliquant un critere de plasticité ;

- laseconde est obtenue a partir de I'application de la loi d'écoulement.

Une foi que les conditions aux limites sont posées, on integre 1’équation différentielle
obtenue pour avoir la contrainte principale. Les efforts résultants de la répartition des
contraintes sont obtenus a I’aide d’un petit calcul numérique.
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Exemple d'application :

“ Forgeage d’une barre ”

On considere une barre parallélépipédique de hauteur h, de largeur 2a et de longueur L
illustrée dans la figure 31 .Placée entre les deux plateaux d'une presse imposant un
effort pour écraser la barre comme le montre la figure 32, [10 ;11].

A

\ 4

Figure 31 : Barre parallélépipédique

~d

v

/ >

>

Figure 32 : Forgeage de la barre
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A fin de déterminer cette effort on formule les hypothéses simplificatrices suivantes :

- la longueur de la barre étant suffisamment plus grande devant les deux autres
unités ; On peut considérer que I'état de déformation est plan;

- Lesdeux plateaux de la presse sont rigides (indéformables) ;

- Le comportement du matériau de la barre est un comportement rigide
plastique ;

- En s’intéressant au début de la mise en forme et comme le probleme est
symétrique, on suppose que les axes X, Y, Z sont des axes principaux de
contraintes ;

- L’état de contrainte dépond uniquement de la variable de position x ;

- Le frottement de l'outil sur la surface de la piece est représenté par une
contrainte tangentielle T.

Pour caractériser le frottement, on est obligé de passer par un modéle parmi les suivant :

I11.2.1.1. Modele de COULOMSB :

Dans ce modele la contrainte tangentielle T est proportionnelle a la contrainte
normale de la surface de contact 6yy, mais elle reste limitée a la valeur de glissement Tg.

En pratique cette valeur limite est prise égale a % (critere de VAN MISES); Ou 6

représente la contrainte d’écoulement du matériau.

I11.2.1.2. Modeéle de la couche limite :

Ici la contrainte tangentielle T est proportionnelle a la limite d’écoulement du matériau.
On écrit:

Ou m estle coefficient de proportionnalité fonction de la nature du contact :

{ m =0 Si lecontactestparfaitement lubrifié
m=1 Si lecontactestparfaitement collant e (99)
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Dans notre probleme considéré le contact piece outil se passe comme siy a une couche
mince parfaitement adhérente a la piece et a 'outil a la foi (figure 33). Le matériau de
cette couche a pour contrainte d’écoulement (m 6o), [10 ; 11].

Outil

Matériau

Interface

Figure 33 : Les différentes couches observées sous |'effet du forgeage

Souvent on observe un contact de type collant pour les opérations a chaud (donc m=1).
Il est toujours possible de déterminer expérimentalement une valeur du coefficient m.

Pour la suite on va tenir compte du modele de la couche limite puisque il convient mieux
al’étude (mise en forme a chaud).

L'équation d'équilibre d'une tranche d'épaisseur dx (figure 34) prise sur le coté x positif
nous donne:

doy, 21 2m0_
dx h  Vv3n 'O
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B,(X) Figure 34 : Tranche

€« ) d'épaisseur dx en équilibre

6o (x+dx)

<----4

Pour avoir la contrainte 6xx on integre cette équation d’apres [10 ; 11] comme suite :
2 m
fdo-xx_ fm () dx ... (101)

On pose la condition suivante 6x(x=a)=0 alors :

Oy = % (x —a)oy <0 (compression) . (102)

Pour calculer I'effort nécessaire de forgeage, il faut passer par la détermination de la
contrainte Gyy. Alors on utilise la loi de normalité comme suite :

6P =L 52 . (103)

l] o ad'ij
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Puisque le matériau a un comportement rigide parfaitement plastique, la déformation

élastique sera négligée et la loi de normalité devient d’apres [11]:

_ 9 s

ij - aO'i]'

o€

On utilisant le critere de VAN MISES la fonction de charge est donnée par :

f(0i,8§) =], — 2065 =], — &

D’ou:

Maintenant on peut calculer la déformation axiale actuelle :

_ Oxxt0yy+04,
3

8¢, =D,, 51 = (azz ) 52

Et puisqu’on est en déformation plane :

6¢g,, =0

On obtient donc :

Oz = 2 (Oxx + ny)
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Mais aussi, le critere de VON MISES permet d’écrire :
2 2 2 _ 2
(o-xx - o-yy) + (ny - azz) + (azz - o-xx) - 20-0

Compte tenu de la loi de comportement rigide plastique, comme la contrainte
d'écoulement est constante et est égale a la limite élastique du matériau, la fonction

d'écrouissage est :

Gop=0, (111)
On a ainsi:
(Oxx — Oyy)* = §a§ ....... (112)
Ce qui nous donne :
z (113)

On peut donc en déduire la contrainte normale axialc — gy, = %ae [% x—a)+1] ... (114)

Gy Compression
6yymax

Figure 35 : Représentation de

la répartition linéaire
20, décroissante de la contrainte
V3 6,y le long de I'axe x
X
-a a 4
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La représentation fait apparaitre une répartition linéaire décroissante (figure 35). C'est
la colline de frottement. Il est alors possible de calculer I'effort de compression :

F=-2L 'o,dx . (115)

D’ou:

2
F =ﬁLaae(%+ 2 (116)

Remarque : on peut généraliser cette méthode a la déformation d'un corps a symétrie
cylindrique. Les tranches sont alors des anneaux d'épaisseur dr.

I11.2.2. les méthodes d’encadrement :

I11.2.2.1. Méthode de la borne supérieure:

Théoréme cinématique ou de la borne supérieure :

Enoncé :

Soit 8 un champ de déformation actuel licite, soit 8U* son champ de déplacement, et soit " le
tenseur des contraintes lié par la loi d’écoulement a cette configuration.

Il existe une fonctionnelle définie comme suite :

G(8U%) = [[f 03;(8);;dv + [[[ py:8U;dv — [[[ p f:6U;dv — [[ 6,8U;ds ..(117)

Cette fonctionnelle est minimale pour le champ de déplacement 8U solution du probleme.
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Démonstration :

Pour un champ de déformations actuelles licite, le théoreme des travaux virtuels nous
donne d’apres [10 ;11 ;12]:

[f @, 8Uids + [[ 6,6Uds + [[[ p f:8U;dv = [[[ 0};(58);; dv + [[[ py;:6U;dv ..(118)

En particulier, dans le cas du champ de déformations réelles :

[ ©,6Uds + [[0,8U.ds + [[[ p f;6U;dv = [[[ 6};(8€);;dv + [[[ py;6U;dv venen(119)
La premiére équation peut encore s'écrire :

I/ 9, 6Uds = [[f 6;;(8&)ydv + [[] py;8U;dv — [[ 8, 8Uds — [[[ p f:6U;dv wrrnr(120)
Compte-tenu du principe du travail plastique maximal, nous pouvons écrire :

If 63(82);; dv = [[f 0 (8€)y;dv weeene(121)

Ce qui nous donne :

ff @,8U;ds < fff a;-‘]-(é's)*ijdv+ff py,-6U*,-dv—ff ?, SU*,-ds—ff p fi6U* ;dv

.
—_—

.(122)
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En utilisant la relation donnée dans le cas du champ de déformations réelle, on obtient :

JIf 0:j(88)y;dv + [[f py:8Udv — [[[ pfi6Uidv — [[ 9,6V ds < [[[ 0" ;;(8€)"; dv +
/i py:6U*dv — [[[ pf;6U*dv - [[ @, 8U*ds .. (123)

Ce qui nous prouve bien que la fonctionnelle
G(8U%) = [ff o}j(6e);;dv + [[f pyidU;dv — [[f p fi6U;dv — [[ B,8U;ds ... (124)

Est minimale pour le champ de déplacementﬁ solution du probléme.

Application du théoréme :

En faisant quelques expériences nécessaires, on obtient des bons résultats avec
cette méthode qui donne rapidement une valeur majorante de I'effort recherché. De plus
on aura une bonne approximation du champ de déplacement de la matiere.

Pour exposer cette méthode nous allons prendre 'exemple de poingonnement décrit en
figure36, [10 ; 11 ;12].

\/\

Outil
F Figure 36 : Sens de
u I'application de I'effort de
forgeage sur la piéce
Piece
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L'application du théoréme de la borne supérieure nécessite le choix d'un champ de
déformations actuelles licites. Parmi cet ensemble de champ, le champ de déformation
réel est celui qui minimise la fonctionnelle G définie auparavant dans le théoréme.

La démonstration du théoréme nous avait conduits a la relation :

ff 0,8U,ds sm a;,(8);; dv+ff pyisu;‘dv—ff pfisug*dv—f g, 6U;ds  ----(125)

Dans cette inégalité, le premier membre représente le travail réel des forces inconnues
sur les déplacements imposés (travail des réactions d'appuis). Ce terme est souvent nul
(appuis fixes) et dans tous les cas positif.

Nous allons admettre que les forces de volume par unité de volume sont négligeables et
que le probleme est quasi statique. La fonctionnelle devient alors :

G(8U%) = [[f 0;;(6);;dv — [[ @, 8U;ds errnn(126)
Le théoréme devient donc :
JIf ;;(82);;dv = [[ @, 6U;ds en(127)

Quel que soit le champ de déformation licite choisi, I'énergie dissipée par déformation
plastique et par le frottement est supérieure a l'énergie motrice.

Ainsi, pour faire un calcul majorant de l'effort de poingonnement, il faut définir un
champ de déformation licite, c'est a dire un champ de déformation qui respecte les
conditions aux limites sur les déplacements, les équations de compatibilité et la loi de
comportement plastique.
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Choix des déplacements :

Afin d'éviter les problemes de compatibilité, on va directement choisir un champ
de déplacement. Ce dernier va étre déterminé a partir de 1'idée que I'on peut se faire de
I'écoulement réel.

Le contact piece - outil étant un contact avec frottement, on constate donc que le métal
directement en contact avec l'outil n'a qu'un déplacement dans le sens de la pénétration.
D'autre part, on imagine aisément la formation d'un bourrelet de matiére au voisinage
de I'outil ce que présente la figure 37, [10 ; 11 ; 12].

Figure 37 : Les trois étapes de contact piece / outil

Juste avant le contact
Durant le contact

Apres pénétration
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On peut se faire 'idée suivante sur I’écoulement :

Un coin de matiére (1) est enfoncé par l'outil dans la piece. Ce coin supposé rigide
déplace horizontalement de la matiere. Pour pouvoir se déplacer, les deux blocs (2) et
(29 font remonter de la matiere sous forme de blocs rigides (3) et (3") (figure 38).
L'ensemble de ces déplacements est limité dans l'espace, l'action de poingonnement
n'ayant des effets qu'au voisinage du poingon.

(0 B C
B'

Zone 3 * Zone 1 Zone 3
\ Zone 2 ° Zone 2
D

Zone 4

=

A
v

Figure 38 : Les différentes zones de glissement

On peut considérer les zones suivantes :
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*zone (1) formantle coin sous le poingon

* deux zones latérales (2) et (2’) s'écoulant latéralement

*deux zones (3) et (39) définissant le métal remontant (formation du bourrelet)
*une zone (4) de métal ne participant pas a I'écoulement

Les hypotheses formulées sont les suivantes :

- Leszones ont un comportement de solides rigides ;

- Le déplacement étant uniforme dans chaque zone, le travail de déformation va
étre traduit par le travail des efforts de cisaillement au contact des différentes
Zones ;

- L'énergie est donc essentiellement dissipée aux frontiéres.

Pour aider a la compréhension, on utilise un diagramme des déplacements. Chaque zone
est représentée par un point dans ce diagramme. Pour la construction de ce diagramme,
on utilise la relation d'incompressibilité de la matiere. En effet grace a cette relation, on
peut dire que pour le champ de déplacement la composante normale a une ligne de
séparation de zone doit étre continue a la traversée de la ligne de séparation. On traduit
ainsi la continuité du débit de matiere a la traversée de la ligne de séparation.

En d'autres termes, le déplacement relatif d'une zone par rapport a une autre zone
adjacente ne peut qu'étre paralléle a la ligne de séparation de cette zone.
Dans notre exemple la construction de ce diagramme des déplacements se fait de la

facon suivante :

- Lazone (4) ayant un déplacement absolu nul, le point représentatif est confondu
avec |'origine (0) ;

- Lazone (1) ayantun déplacement vertical, son point représentatif est sur l'axe
vertical . De plus, comme la valeur du déplacement est connu (ﬁ= a), on peut
définir la position exacte du point représentatif (P).

Pour obtenir le point représentatif de la zone (2) , on trace une droite paralléle a la ligne
de glissement AB passant par le point représentatif de la zone (4) en suite on trace une
droite parallele a la ligne de glissement BE passant par le point représentatif de la zone
(D) . L'intersection de ces deux droites donne le point représentatif (Q) delazone (2)
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Et pour le point représentatif de la zone (3) ; On trace une droite parallele a la ligne de
glissement BD passant par le point représentatif de la zone (2) et une autre droite
parallele a la ligne de glissement DC passant par le point représentatif de la zone(4) ;
l'intersection de ces deux droites est le point représentatif (R) delazone (3) .

On constate que le diagramme obtenu appelé hodographe de déplacement illustré en
figure 39 est fonction d'un parameétre, par exemple la profondeur de la couche déformée

(.

A fin de simplifier le calcul on prend arbitrairement une profondeur égale a la demi
largeur de I'outil. On obtient ainsi des triangles rectangles isoceles montés en figure40.

R'
z(3) R

v

z(4) O
8U,

P z(1)

Figure 39 : L'hodographe des déplacements
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Figure 40 : Déplacement des zones

Donc la valeur du contact entre la zone (1) et la zone (2) est donnée par la droite PQ
qui vaut av/2.

La valeur du contact entre la zone (2) etla zone (3) est donnée par la droite QR qui

a
vaut —
V2

La valeur du contact entre la zone (3) etla zone (4) est donnée par la droite RO qui

tell j 2
vaut elle aussSl —
V2

La valeur du contact entre la zone(4) et la zone (2) est donnée par la droite OQ qui vaut
a.

o C(Calcul de I'énergie dissipée :

En considérant le contact entre les deux couches du matériau (indéformable)
[@¢ct€@)] et une couche intermédiaire [@] entre les deux qui est une couche

UMMTO-ALGERIE  2015/2016 m



CHAPITRE III : Application a la mise en forme

déformable d’épaisseur e .On peut alors calculer 1'énergie dissipée dans cette couche
déformable lors du glissement relatif des deux solides, [10].

En considérant que la couche @ est trés mince et qu'elle est parfaitement adhérente aux
deux solides, on peut faire I'hypothese que la discontinuité de glissement entre les deux
solides est répartie linéairement dans la couche @. Ainsi dans le référentiel choisi de tel
sorte que l'axe Y soit I'axe normal 2 la surface de contact et que l'axe X représente l'axe
de la discontinuité de déplacement, on peut préciser les déplacements dans la figure 41.

>

v

Figure 41 : Déplacement maximal

> Surl'axeY: éy,=0 L. (128)
Si y<0:48U,=0

» Surl'axeX:{Si 0<y<e: 6Ux=§6Umax ....... (129)
Si y=e : 80U, = 06U, 4y

> SurlaxeZ : éu,=0 . (130)
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Dans la couche @ (la seule qui soit déformée), le tenseur des déformations actuelles est:

Avec:
8¢ = %(gradU +gradu™» L. (131)
. Ux_SUmax%
U= Uy =0 . (132)
U, =
0 SUmax 0 0 0 0
gradU= |, o o --(133) Bt gradiT= "= o o ..(134)
0 0 0 0 0 0
0 6Umax O
— 2e
0 = |8Uax 0 ol (135)
2e
0 0 Olxyz

On suppose que le critere de VON MISES est applicable, donc le calcul de la déformation
actuelle équivalente se fait comme suite :

— P
agéqui - Sséqui

2
= j5 [(8e11 — 8€22)% + (8&gy — 8e33)% + (833 — 8eq1)? + 6(82, + 83, + 825)]

=\[§[0+0+0+6(%+0+0)] ------- (136)
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—scP = %Umax 137
68équi - 6£équi - e:;%ax ( )

D'autre part pour un matériau rigide plastique, la contrainte équivalente est égale a la
contrainte d'écoulement Ge.

Ainsi I'énergie dissipée par unité de volume de matériau déformé est:

o.0U
W =0, * (08)sgyi = ——= ... 138
e ( )equl V3 ( )
On peut alors définir I'énergie dissipée par unité de surface de contact :
0e0Umax (139)

6WS - \/3—‘

Cette énergie est indépendante de l'épaisseur du matériau déformable @la relation
reste valable méme en I'absence du matériau (épaisseur nulle). On peut donc utiliser le
résultat précédent pour calculer la dissipation totale d'énergie sur toutes les surfaces de
contacts.
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Les expressions suivantes sont calculées en considérant que l'on travaille avec une
tranche d'outil d'épaisseur unité : (Tableau A)

Lignes Surfaces (longueurs) AlsUI sW
(discontinuité)

EntrePetQ 2aV2 SUV2 4aéUo,
V3

Entre Q etR 2aV2 S_U 2aéUo,
2 V3

EntreRet O 2aV2 S_U 2aéUo,
V2 V3

EntreO etQ 4a ou 4aé6Uo,
V3

Donc I'énergie totale dissipée est :

12aéUo,
V3

Tableau A : valeurs des énergies dissipées.
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Calcul de la force motrice :

L'énergie motrice réelle est :

SE=F8U ... (140)

Avec F la force pour l'unité de longueur de I'outil.
Le théoréme de la borne supérieure nous donne donc:

L’énergie plastique dissipée est supérieur a I'’énergie motrice, alors :

SW>86E . (141)
D’ou:
F < 12&% ....... (142)

On peut alors calculer un majorant de la pression moyenne :

6

o, =3,460, = ... (143)

F
Pmoy ZE <

Gl

Remarque :

Avec la cinématique choisie, le phénomene de frottement au contact outil - piece
n'apparait pas. Pour tenir compte de ce phénomene, il faut envisager un déplacement
relatif des points de la surface de contact. Dans ce cas I'énergie surfacique dissipée par
frottement se calcule avec la formule :

SW = mze aw| (144)

V3
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On peut étre surpris du fait que la zone rigide (1) vienne s'enfoncer (forme de coin)
dans la zone rigide (4) sans la déformée. En fait, il faut considérer la cinématique juste
au début de l'enfoncement. La meilleure solution serait de travailler avec le théoreme
des puissances virtuelles plutét qu'avec le théoreme des travaux virtuels.

Il est possible d'optimiser la méthode en introduisant des parametres dans la
description cinématique. L'énergie dissipée devient alors une fonction de ces
parametres qu'il convient de minimiser. On se retrouve alors en face d'un probleme
classique de recherche d'extrémum.

Ainsi dans notre exemple nous avons fixé arbitrairement la valeur de la profondeur de la
couche déformée a la demi valeur de la largeur d'outil (a).

16 éUo,

6W=\/—Ea 73

La valeur de la profondeur de la couche déformée optimale est av/2

I11.2.2.2. Méthode de la borne inféerieure :

Théoreme statique ou de la borne inférieure :

Enoncé :

Soit 6* un champ de contrainte actuel licite, soit @* les vecteurs contraintes qui s'en déduisent sur
la surface.

Il existe une fonctionnelle définie comme suite :

H(o")=0;8Uds ... (146)

Cette fonctionnelle est maximale pour le champ de contrainte @ solution du probléme, [10].
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Démonstration :

Pour un champ de contrainte licite quelconque ¢*, le théoréme des travaux virtuels
nous donne :

/[ 8,6U;ds + [[ 8; 86U, ds + [[[ pfi6U;dv = [[[ 0;;6¢dv + [[[ py;6U;dv ... (147)
En particulier pour & le champ de contrainte solution nous avons :

ff 5,8Ui ds + ff Q)l' 5_U,ds + fff pfiSUidv = fff O'i]-5£l-jdv + fff pylé'Uldv ....... (148)

Par soustraction, on peut écrire :

D'apres le principe du travail plastique maximal, cette expression est toujours positive.
On en déduit que la fonctionnelle : H(?) = @;8U,ds est maximale pour le champ de
contrainte & solution du probléme.

Application du théoréme :

Pour appliquer le théoréme de la borne inférieure, il faut se donner un champ de
contrainte licite. Le théoréme traduisant le fait que la fonctionnelle H(c*) = @;6U,ds
est maximale pour le champ de contrainte solution du probleme, on peut dire que
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I'énergie motrice calculée a partir d'un champ de contrainte licite quelconque est
inférieure a 1'énergie motrice réelle, [10].

Dans la suite on va reprendre 1'exemple précédent du poingconnement en définissant
cette foi ci un champ de contrainte licite illustré en figure 42, c'est a dire un champ de
contrainte vérifiant les équations d'équilibre, permettant de vérifier les conditions aux
limites sur les efforts et respectant le critére de plasticité en tous points de 1'espace, [11].

On suppose que le triedre (7(: Y, 7) est principal pour tous les points de la matiere.

A
Y
Outil
F
ZONE B ZONE A ZONE B X

T Oyy

o
O-ZZ YA "
Ozz 4
v pd e
l Oyy
Piece

Figure 42 : Représentation des contraintes sur la piece
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On découpe la piéce en deux zones. La zone A est située juste en dessous de l'outil. La
zone B estla partie complémentaire.

On imagine les champs de contrainte suivants:

ZONE A:
0 O 0
=0 o, O . (150)
0 0 O-ZZ (i’l—;’—b
ZONE B:
0O 0 O
ﬁ =10 O ol e (151)
0 0 0, (5‘;’7’7)

Vu la grande longueur de l'outil, on peut considérer que l'on a un état plan de
déformation :

TxxtTyy ... (152) et  8e,=0
ZZ

Oz = 2  eA9e) e Uz =0 (153)

Le critere de Von Misés nous permet d'écrire :

2
Oxx = Oyy =50 e (154)
Pour la premiére zone puisque la contrainte 6xx est nulle nous aurons :

— 2 3
Oyy = 506 (Compression)

F
Oy =5 avec s= 2a.e .. (156)
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L’épaisseur de I'outil étant I'unité, il devient donc :

4
F = ﬁaea ....... (157)

On peut donc donner une valeur minorante de la pression de contact :

Ppoy = \/z—go'e ~1,1556, .- (158)

Remarque :

Il est possible d'optimiser la méthode en prenant un champ de contrainte plus proche de
la réalité. Par exemple on peut prendre :

O,y O 0
ZONEA: o=|0 o, Of( .. (159)
0 0 o, @73
g, 0 O
ZONE B: c=|0 O O ... (160)
0 0 0, ()7,17,7)
Le résultat est alors :
4
Py = 750~ 2,310, = ... (161)
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III.3. Méthode des lignes de
glissement :

II1.3.1. Les lignes de glissement et leurs propriétés :

Les lignes de glissement :

La ligne de glissement est une ligne qui, en chacun de ses points, est tangente a
’élément de surface de la contrainte tangentielle maximale.

Il existe deux familles orthogonales des liges de glissement d’apres [13] qui sont
caractérisées par les équations :

x = x(a, B) ... (162) et y=y(,B) ... (163)

Ou a et B sont des parametres quelconques.
Les propriétés des lignes de glissement :

Les lignes de glissement présentent beaucoup de propriétés étudiées
essentiellement par Mr. HENCKY ; on peut citer :

- lelong d'une ligne de glissement la variation de la contrainte 6 est
proportionnelle a I'angle 8 (formé par la méme ligne et 'axe des x) ;

- Si on connait la valeur de 6 en un point quelconque du réseau de glissement
donné, cette méme valeur peut étre calculée partout dans le champ ;

- Siun segment quelconque d'une ligne de glissement de la famille B ou a est une
droite, tous les segments correspondants des lignes B ou a découpés par les
lignes de famille a ou 8 seront des droites ;
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- les segments de droite découpés par les lignes de glissement d’'une autre famille
ont une méme longueur. Le rayon de courbure des lignes de glissement f8
diminue lorsque I'on se déplace vers leur concavité ;

- Siily a une discontinuité des dérivées des composantes de la contrainte lors du
passage par la ligne de glissement  par exemple, alors; la courbure des lignes
de glissement de la deuxiéme famille a est discontinue le long de la ligne B.

Soit un état de contrainte en un point P donné d’apres [13] comme suite (Figure 43):

Figure 43 : Etat de contrainte
en un point P

X

-

La figure 44 montre la construction des lignes de glissement :

Figure 44 : Tracé des lignes
de glissement en un point P
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I11.3.2. Application de la méthode des lignes de glissement :

Avant I'application de la méthode on pose les hypotheses suivantes :

Le comportement du matériau sera considéré rigide parfaitement plastique.

La déformation est plane, avec Z axe perpendiculaire au plan d’écoulement on écrit :

o . (164)
60U =40U(x,y)
ov=%8Vix,y)y .. (165)
W =0
Le tenseur des déformations actuelles est :
- dd8u 1 odu  dov 1
o /205 +%0) 0
[(8€)]xyz =|1, (98u , 8sv v o (166)
e /2(6y+ax) ay 0
s 0 0 0-
La loi de normalité nous permet d’écrire :
8£ik = Sik oA (167)
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Avec:

8A > 0 parametre de plasticit¢ =~ ... (168)

{SXZ =0 =>0,=0 (169)

S;z=0 => 0, =0
Et puisque la déformation est supposée plane on a aussi :

Oxx Oxy O

[oi] =[0xy 00y O .. (170)
0 0 o0,

_ 1
Oz =35 (Oxx — ny) ....... (171)

D’apres [13] on écritle critere de VON MISES :
1
O'ng.M = E[(O'xx - ()'yy)z + (ny — Gzz)z + (Gzz _ O.XX)Z + 6(6)2(y + 0+ 0)] = 0% (172)

3
Z(o-xx _ ayy)z + S(ny)z — 0'% ....... (173)

0%

1
1 (Oxx — ayy)z + (axy)z — 3 = K (174)
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Les équations d’équilibre indéfinies pour un état de contraintes (Figure 45)
sont :(A),(B),(C)

aO'XX ao—xy

ox ay =0
90,y N 90y, o (A)
ox ay B
A
Y
vy
N
Figure 45 : Etat plan de
Txy contraintes
6XX
—
YA
X
Oxx+O
GZZ — sz yy ....... (B)
1 2 2 _ % _ K2 C
4 (Oxx — O'yy) + (ny) — 3 (©
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Etude du champ des contraintes :

Relation de HENCKY :

On construit d’apres [13] le cercle de MOHR suivant (Figure46) :

A
T
_(axx+ayy)
oy 2
S ) B —
Max 2 /,' . ‘\\
’ 1 N
/ : /\'\
’ \
/ ! 29// :‘
1 e [
I By ' 1 " R
v 5 ! 2 6 | 61 6
7
2 \ // II
i ,
L %
N e

S _—_——

Figure 46 : Cercle de MOHR

Changement de variables :

On utilise d’aprés [13] le centre moyen comme le montre la figure 47 :
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w—_pj=_2="% _ _o1tez . (176)
2 2
v A
XZ \\ y b4
K
\\\ /,/’;\P Figure 47 : Rotation des axes
P x=
0=(P,Px,) (177)
Et pour le critéere de VON MISES :
R2=K2 => K=R (178)
De (C):
Ge
R=K=—= . (179)
V3
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Il devient donc des relations de HENCKY (181) aprés remplacement dans (A) :

Oyx — —¥ + Kcos 20
Oyy = —-%¥Y—-Kcos20 ... (180)
Oy = K sin20
% 2ksin2022 + 2K cos202 =0
dax dax ady (181)

+2K cos2028 % L ok sin202 =0
ax dy ay

Par souci de simplification d’apres [13] les axes X ety seront particularisés (Figure 48) :

>

Ligne de glissement 3

~I;

&
Il
Q’ﬂ

Ligne de glissement a

Figure 48 : Les lignes de glissement avec divers axes
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X est confondu T,

y est confondu TT; ....... (182)
="
T4
¥ _2k2 -9
05, O0sq¢ (183)
¥ _2kX2 -
aSB aSB

Ou encore:

O [w+2K0] =0

0sy

0
a—SB['Il—ZKB]—O

Ty et Tg étant deux directions caractéristiques en P, alors on a pour les relations de
HENCKY :

Y + 2K0 = Cte Le long d une ligne de glissement a (— E)

Y — 2K0 = Cte Le long d une ligne de glissement § (+ E) ,,,,,,, (186)

Utilisation des relations de HENCKY :

La connaissance des lignes de glissement implique la connaissance de 1’'angle 0
partout dans la structure.

0=(%X;) =X +E ....... (187)
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Alors il suffit de connaitre p en un point pour déterminer la valeur de la contrainte

n'importe ou suivant la ligne de glissement.

En reprenant le méme exemple du forgeage (figure 49), 'application de la méthode des
lignes de glissement d’apres [13] se déroule comme suite :

P y
6U ‘
i X
1
:
1
1
1
[}
1
1
D’ A ! A D

Cl

Figure 49 : Construction des lignes de glissement d'une barre en forgeage
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5U
Ligne B . )
1
1

A

AI

DI

CI

Figure 50 : Utilisation des lignes de glissement en 2 points distincts (S) et (P)

En suivant la ligne de glissement qui va de (P) en (S) comme c’est montré en figure 50,
On peut déterminer la contrainte en (S) a partir de celle en (P), [13].

Sil'on isole ces deux points [(figure 51-A) / (figure 51-B)], on peut formuler d’apres [13]
les expressions suivantes :
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Figure 51-A : Définition des axes en P

»
To v
\\\ T ////TB
\\ 8:2 //
X, X
A
X,
y A
Figure 51-B : Définition des axes en S
//vTB
S L X %
~ 4
Y
Ta
0'=0
En (P):
o= L. (188)
2
Oy, =0,=0 (189)
Puisque:
(4
— WA _Keace?2(T 00 e, 190
0yy = —%¥ + [-K cos Z(E)] (190)
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o, =-¥Y-K=0 ... (191)
D’ou :
vy=-=x L. (192)
Onadoncen (P):
T
{ o= . (193)
Y=K
Pour déterminer la contrainte (p’) en (S), on utilise la relation de HENCKY suivante :
Y 1+2K0 =W +2K6 = .. (194)

Et du moment que:

=0 . (195)
P'=Y4+Kn (196)
Y =K+Kn=K1+m .. (197)
Ce qui nous permet d’écrire :
0,,=—-% +Kcos20' avec /=0 ... (198)
D’ou:
Oy =—Km (199)
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Et:

Oyy = ~¥' _ Kcos260'

o
0y, =—-K1+m)—K=-KQ2+m)= ——;(2 +m) <0 [compression]

V3

Alors:

o
Pmoy=T%(2+n) ~ 2,97 o,

Pour avoir I'effort normal Fy il suffit de multiplier 6yy par la surface d’ou :

Fyy = 0yy.S =:/’—§(2 + m).2a.e = 5,94 ¢6..a.e
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I11.4. Conclusion :

Les méthodes précédentes permettent d'encadrer la solution du probleme :

3,270, = Ppoy = 2,316, .. (204)

En pratique, la méthode de la borne inférieure est moins souvent utilisée que la méthode
de la borne supérieure, pour deux raisons :

- 1l est plus difficile d'imaginer un champ virtuel de contraintes qu'un champ
virtuel de déplacement.

- Il est plus intéressant d'avoir un majorant des grandeurs technologiques plutét
qu'un minorant.

La solution exacte est donnée par la méthode des lignes de glissement :

2+T

Pmoy = ﬁ()'e =2,97 O e (205)
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Conclusion générale :

On a pu voire que lors de la mise en forme certaines pieces perdent la
propriété d’isotropie mais par souci de simplification elles seront
considérées isotropes.

Le travail présenté dans ce mémoire prouve également que la
détermination de la force nécessaire au forgeage d’'une barre est possible
grace aux méthodes de calcul et cela sans avoir a faire I'opération ce qui
permet de prévoir la détérioration de la machine.

Certaines méthodes sont plus adaptées que d’autres, la méthode des
tranches par exemple donne une solution qui peut étre encadrée par la
suite en appliquant les deux théoremes de la borne supérieure et de la
borne inférieure qui se basent respectivement sur le champ de
déformations et le champ de contraintes.

Néanmoins il est plus facile d'imaginer un champ de déformations plutot
que d’'imaginer un champ de contraintes, en cette raison la méthode de la
borne supérieure est plus adaptée que la méthode de la borne inférieure.

La méthode des lignes de glissement donne une solution exacte au
probleme.
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