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Introduction générale

La théorie des graphes et la recherche opérationnelle consistent a analyser, modéliser des
problémes concrets en vue de trouver des méthodes de résolution spécifiques souvent basées
sur des techniques informatiques et mathématiques. Les résultats doivent permettre d’aider un

décideur a mieux piloter son systéeme.

On considere souvent que la théorie des graphes a commencé avec Euler au XVIII®siécle.
Parmi les résultats les plus connus, celui de la coloration des cartes de géographie, a savoir
quel est le nombre minimum de couleurs nécessaires pour que deux pays frontaliers aient
deux couleurs différentes; ce probleme a été résolu grace au théoreme des quatre couleurs
conjecturé par Francis Guthrie, en 1852.

Pour des graphes quelconques, la résolution de problémes est difficile, mais par contre
elle est facile pour des graphes particuliers. Il est donc important de connaitre la classe de

graphes sur laquelle on travaille pour utiliser la théorie qui lui correspond.

Broersma et col. [1] introduisent le nombre astéroidal et les ensembles astéroidaux pour
étendre les graphes sans triplets astéroidaux définis par Lekkerkerker et Boland [11].
Les classes de graphe définies par modele d’intersection ont un grand intérét pratique,

depuis que Cook introduit la NP-complétude.

Beaucoup d’efforts ont été tournés pour résoudre des problemes NP-complets sur des
classes de graphes restreintes. Cela s’explique par le fait que les instances sur lesquelles on

veut résoudre ces problémes n’ont pas toujours la complexité des graphes en général.

Les classes d’intersection géométriques interviennent naturellement dans la modélisation
de certains problémes pratiques : Les graphes d’intervalles sont a la base de problémes de
reconstruction de génome et d’emploi du temps, les graphes de permutation jouent un réle

dans I’analyse phylogénétique.

Ce mémoire aborde le probléme de la reconnaissance des graphes sans triplet astéroidal,
définis comme des graphes n’ayant pas un triplet de sommets tels qu’il existe une trajectoire

entre deux d'entre eux en évitant le voisinage du troisiéme.

Notre travail est organisé en deux chapitres :

F



Introduction générale

Chapitrel :
Nous présentons pour les notions de base utilisées dans ce mémoire.
Chapitre2 :

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressées a la classe des graphes AT-free, et a leur
relation avec d’autres classes telles que les graphes arc-circulaires, d’intervalles, de
comparabilité, sans-fourche et HHD-free. Nous terminons ce chapitre avec une petite

application.

Et nous terminons notre travail par une conclusion générale.
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Introduction

Nous présentons ici quelques définitions et notions que 1’on considére comme étant de
base pour comprendre la suite du travail. Dans ce mémoire, nous définissons précisément les
classes de graphe qui interviennent dans ce mémoire. Certaines d’entre elles n’apparaitront

que brievement, d’autres seront omniprésentes.
Préliminaire

Par définition, les graphes définis dans ce mémoire sont sans boucle, non-orientés, simples

et finis. Le nombre de sommets est noté n et le nombre d’arétes est noté m.

1. Eléments de la théorie des graphes
1.1 Définitions et concepts de base

1.1.1 Graphe non orienté et graphe orienté

Un graphe non orienté est un couple (V, E) ou V est I’ensemble des sommets, et E est

I’ensemble d’arétes de G. Chaque aréte est une paire de sommets, on notera xy I’aréte {x, y}.

Fig.1.1 : Graphe non orienté

Un graphe orienté est un couple (V, U) ou V est I’ensemble des sommets, et U est

I’ensemble des arcs de G. Chaque arc est un couple de sommets, on notera (X, y), I’arc (X, y).

11
® 2 e,

Fig. Arc u= (x,y)

1.1.2 Adjacence et incidence

Deux sommets x et y de G=(V, E) sont adjacents si xy€E.
Deux arétes sont incidentes si elles partagent une méme extrémité.

L’aréte xy est incidente aux sommets x et y.

F
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1.1.3 Voisinage
Le voisinage d’un sommet x est ['(x)= {y €V/ xy€E}. On note d(x) le degré de x qui est le

nombre de voisins de X.

1.1.4 Chaine et cycle

Soit G= (V, E) un graphe non orienté. On appelle chaine de G une suite de sommets u=[x;,
X2, ..., Xp] telle que x;xi+1 €EE, Vi, 1<i<p-1. Un cycle est une chaine dont le premier sommet et le
dernier se confondent. Dans les graphes orientés, une chaine (resp. cycle) qui respecte

I’orientation des arcs est appelée chemin (resp. circuit)

z

Un Cycle Un Circuit

Fig.1.3 : Un Cycle et un Circuit

Une corde est une aréte entre deux sommets non consécutifs d’un cycle. Un graphe est
sans boucle si tout sommet de ce graphe ne peut étre son propre voisin. Un graphe est fini s’il

possede un ensemble fini de sommets.

1.1.5 Connexité

Un graphe G= (V, U) est connexe si V x€ V et V y€ V, il existe une chaine entre x et y. On
appelle composante connexe le sous-ensemble de sommets tels qu’il existe une chaine entre
deux sommets quelconques.
Un graphe est connexe s’il comporte une composante connexe et une seule.

Chaque composante connexe est un graphe connexe.
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I

Ta Ty T7 ]

Fig.1.4: Graphe ayant trois composantes connexes

1.1.6 Graphe complémentaire

G=V,U)et C =, U ) xx)eU < x,x)¢& YU . G estle graphe

complémentaire de G.

1.1.7 Graphe complet, clique

Un graphe complet ou clique est un ensemble de sommets deux-a-deux adjacents. La taille
d’une clique est le nombre de sommets qui le compose.
Une clique C est maximale (par inclusion) si aucune autre clique du graphe ne contient C
comme sous-ensemble. La clique C est maximum si aucune autre clique du graphe n’est de

taille strictement supérieure a celle de C.

RPN

Fig.1.5 : Un K4 et un K;

1.1.8 Graphe biparti
Un graphe G= (V, E) est dit biparti si l'on peut partitionner 1'ensemble de ses sommets en

deux classes, de sorte que deux sommets adjacents appartiennent a des classes différentes.
V=X,UX; avec X;NX,=D et e=(x, y) €E alors X€ X, et y€ X, les sommets de X; sont deux a
deux non adjacents.

Un graphe biparti complet est noté K, s avec r=| X;| et s=| X,

F
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Fig.1.7 : Graphe biparti complet K ;

1.1.9 Stable
Un stable d’un graphe G est un ensemble S de sommets deux-a-deux non adjacents : V x,

yE€ S, xy€ E. Le nombre de stabilité de G est la taille du stable de cardinalit¢ maximum de G.

a(G=max|S|; 7 §stabledeG

Stable maximal

Un stable S de G est dit maximal (par inclusion) s’il n’existe pas de stable S’ de G tel que
S soit strictement contenu dans S’.
Définition

La coloration des sommets d’un graphe consiste en une affectation de couleurs a tous les

sommets du graphe de telle sorte que deux sommets adjacents ne soient pas porteurs de la

méme couleur.

-

Fig.1.6 : Coloration en trois couleurs

Dans ce graphe le nombre de stabilité a (G)= max |S|=3

S stable de G
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Complétion minimale

Une complétion d’intervalles d’un graphe quelconque G= (V, E) est un graphe
d’intervalles H= (V, F), avec ECF.
Si de plus aucun sous-graphe strict de H n’est une complétion d’intervalles de G, nous

dirons que H est une complétion minimale du graphe G.

1.2 Quelques classes de graphes [3] [18] [19]

1.2.1 Graphe d’intervalles

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’intervalles sur la droite réelle. Donc,
¢tant donné un ensemble 1= {I,,..., [,} d’intervalles sur la droite réelle, on lui associe le
graphe d’intervalles G= (V, E) ou V= {1,..., n} et deux sommets x et y sont reliés par une
aréte si et seulement si I;N [,#7&D ou I, et I, sont les intervalles associés a x et y.

Autrement dit : G est d’intervalles si on arrive a placer touts les intervalles en respectant :
x— k€ a la droite réelle
y— L€ a la droite réelle

xy €E & LN [#J

b il

. . y a b d g

Fig.1.8 : Un graphe d’intervalles

1.2.2 Graphe de permutation

Un graphe G est de permutation s’il existe une permutation © des sommets telle que x est
adjacent a y dans G si et seulement si x<y et @ (y) < (X) ou y<x et @ (X)< 7 (y).
Considérons par exemple ©t tel que n(1)=3, n(2)=2, n(3)=4, n(4)=6, n(5)=1 et n(6)=5

Le graphe de permutation associé a 7 est :

| 2
o—0O U O
6 4 5 3
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Et la figure géométrique dont G est le graphe d’intersection des segments est :

502 1 3 6 4

Fig.1.9 : Un graphe de permutation et son diagramme

1.2.3 Graphe triangulé :

Ce n’est pas facile de savoir a quelle époque remonte la définition des graphes triangulés,
ils apparaissent en 1958 dans les travaux de Hajos.

Les graphes triangulés sont apparus sous différents noms au début des années 60. On
trouve généralement 1’appellation « chordal graphs » dans la littérature anglo-saxonne, car
dans tout cycle de longueur >4, il existe une corde.

Un graphe est dit triangulé si tout cycle ayant plus de trois sommets posséde une corde.
Cette classe de graphes est héréditaire c.a.d. que tout sous-graphe d’un graphe triangulé

est également triangulé.

f
Fig.1.10 : Graphe triangulé

Sommet simplicial:
Soit G= (V, E) un graphe. Un sommet x est dit simplicial s’il appartient a une seule clique

maximale.
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Dans la figure (Fig.1.10), les sommets a, c, et f sont des sommets simpliciaux, par contre
les sommets b, d et e ne sont pas des sommets simpliciaux car ils n’appartiennent pas a une

seule clique maximale.

Probléme de triangulation :

Soit G= (V, E) un graphe quelconque. On dit que H= (W, F) est une triangulation de G si
V=W, ECF et H est un graphe triangulé. En d’autre terme, H est un sur-graphe triangulé de G.
Le graphe H est une triangulation minimale de G si H est une triangulation de G et pour

tout F’ tel que ECF’CF, le graphe H’= (V, F’) n’est pas une triangulation de G.

a h

G=(V,E)

Fig.1.11 : Triangulation d’un graphe

1.2.4 Graphe planaire

C’est un graphe qui peut étre représenté sur un plan (ou une sphére) tel que deux arcs (ou
arétes) ne se coupent pas. Tous les graphes moins de 5 sommets sont planaires, ainsi que tous

les graphes bipartis de moins de 6 sommets.

Fig.1.12 : graphe planaire
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1.2.5 Graphe distance héréditaire

Les graphes distance héréditaire sont ceux pour lesquels la distance entre toute paire de

sommets dans un sous-graphe induit connexe est la méme que dans le graphe entier.

1.3 Complexité [12]

Combien de temps et de place mémoire sont nécessaires pour résoudre tel probléme avec
tel ordinateur au moyen de tel algorithme ? Telles sont les questions essentielles que se pose le

praticien, et auxquelles doivent répondre les spécialistes d’algorithmique.

Etant donné une classe C de problémes P, I’étude de la complexité de 1’algorithme A
consiste a évaluer aussi précisément que possible, le nombre d’opérations €lémentaires et la

quantité de place mémoire nécessaires pour résoudre P au moyen de A.

On considére comme de forte complexité les problemes pour lesquels on ne connait pas
jusqu'a présent d’algorithme de complexité polynomiale. La majeure partie des problémes que
nous traitons appartient a une classe appelée NP (non déterministe polynomiale), cela conduit

a partager 1’ensemble de ces problémes en :

e Laclasse P des problemes qui sont de complexité polynomiale
e La classe Q=NP-P des autres problémes

La plupart des théoriciens de la complexité conjecture que Q n’est pas vide. Sous cette

hypothese, la classe Q contient une classe propre, celle des problémes NP-complets.

On établit une équivalence entre certains problémes : On dit que deux problémes sont
équivalents si chacun d’eux peut étre ramené a 1’autre par une transformation de complexité
polynomiale. Il s’ensuit que la complexité de résoudre chacun d’eux est égale a celle de
I’autre a un terme polynomial prés. Les probléemes NP-complets constituent une classe
d’équivalence au sens de cette relation : Si I’on trouvait un algorithme polynomial pour I'un

d’eux, on en aurait automatiquement un pour chaque probléme NP-complets.

Enfin, il existe dans la classe Q des problémes qui ne sont pas NP-complets. A ce jour,
aucun de ces problémes n’a pu étre exhibé, mais celui de la détermination des critéres pour

vérifier qu’un nombre est premier semble étre un bon candidat.

W
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Introduction

Ce mémoire s’intéresse particuliecrement au probleme de la représentation et
reconnaissance dynamique d’une classe de graphes. Aprés chaque modification du graphe,
on veut savoir si le graphe modifié est toujours dans la classe et en entretenir une certaine

représentation si c’est le cas.
Préliminaires
On note le nombre de sommets d'un graphe G= (V, E) par n et le nombre d’arétes par m.

Soit A un ensemble. On écrit (A+a) au lieu de A v {a}. Sia € A alors on écrit A-a au

lieu de A\ {a}. Pour WCV on écrit G [W] pour le sous-graphe de G= (V, E) induit par les
sommets de W. Pour un sommet a, nous écrivons G-a au lieu de G [V-a], et pour XCV nous
écrivons G-X au lieu de G [V\X]. On considére les composantes connexes d'un graphe
comme sous-graphes connexes maximaux et comme sous-ensembles de sommets. Pour un

sommet x €V, N(x) est le voisinage de x et N[x]={x} UN(x) est le voisinage ferm¢ de x.

2. Ensembles astéroidaux dans les graphes et graphes astéroidaux [10]

2.1 Ensembles astéroidaux dans les graphes
2.1.1 Triplet astéroidal

Un triplet astéroidal d'un graphe G= (V, E) est un ensemble de sommets, tel qu’il existe
une trajectoire entre deux d'entre eux en évitant le voisinage du troisieme. Les triplets

astéroidaux ont été introduits dans [11] pour caractériser des graphes d'intervalles.

La figure suivante comporte divers exemples de triplet astéroidal {x, y, z}
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x x /xk
fr4 y z
- Yy
%
4

y r4

Fig.2.1 : Exemples de triplets astéroidaux

2.1.2 Graphes sans triplet astéroidal

Les graphes n’ayant pas de triplet astéroidal sont appelés les graphes sans triplet

astéroidal (graphes AT-free).

2.1.3 Ensemble dominant [13]

Un ensemble dominant d'un graphe G est un ensemble de sommets de G tels que tout

sommet de G a au moins un voisin dans celui-ci.

Mohring a montré que chaque triangulation minimale d'un graphe AT-free est un graphe

d'intervalles.

En fait, il a ét¢ montré que chaque triangulation minimale d'un graphe est un graphe
d'intervalles si et seulement si le graphe est AT-free [5-6], en outre une collection de propriétés
structurelles et algorithmiques intéressantes du graphe AT-free a été obtenue par Corneil.
Olariu et Stewart ont énoncé un théoreme d'existence pour la paire dominante dans les
graphes AT-free connexes et un algorithme en temps linéaire pour calculer une paire

dominante pour les graphes AT-free connexes.
Voici un exemple pour voire d’une fagon plus claire :

Prenons un graphe AT-free, qui n’est pas d’intervalles, si on essaye de placer tout les

intervalles en respectant :

F
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x— IL€ a une droite réelle
y— I,€ a une droite réelle

xy €E & LN [[#J

On trouve que c’est impossible, on n’arrive pas a placer 14, voire la figure (Fig.2.2).

2 16 13
3 —
1 @ — ¢ 12—
15 ¢ ¢
—
11

Fig.2.2 : Graphe AT-free non triangulé

Apres la triangulation minimale de ce graphe, on aura un graphe d’intervalles, voire la

figure (Fig.2.3)

Fig.2.3 : Graphe AT-free triangulé et d’intervalles

Walter a généralisé le concept de triplet astéroidal aux ensembles astéroidaux. Lui et
Later Prisner ont utilis¢ I'ensemble astéroidal pour caractériser certaines sous-classes de

graphes a cordes [ 14, 23].
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2.14 Ensemble astéroidal

Un ensemble de sommets ACV du graphe G= (V, E) est un ensemble astéroidal si pour

chaque a €A, I'ensemble A-a est contenu dans une composante de G-N(a).

Par conséquent, chaque ensemble astéroidal est un ensemble indépendant. Un ensemble
astéroidal avec trois €éléments est un triplet astéroidal, cela est défini habituellement comme
un triplet de sommets tels que entre deux de ces sommets, il y a une trajectoire qui évite le
voisinage du troisieme. On note I'ensemble de tous les triplets astéroidaux d’un graphe G par

AT (G).
2.1.5 Nombre astéroidal

Le nombre astéroidal d'un graphe G noté par an(G) est la cardinalit¢ maximale d'un
ensemble astéroidal dans G. En particulier un graphe est dit sans triplet astéroidal ou bien

« AT-free » si son nombre astéroidal est au plus deux.

Le nombre astéroidal d'un graphe peut étre grand, par exemple, an ( Can ) =n, pour

chaque n>2.

Le nombre astéroidal est majoré par le nombre d'indépendance pour chaque graphe,

puisque chaque ensemble astéroidal est un ensemble indépendant.

Le théoréme mentionné en [5,6] généralise qu’un graphe G a un nombre astéroidal au
plus k si et seulement si an(H) < k pour chaque triangulation minimale H de G [9].
L’ensemble indépendant maximal, I’ensemble dominant indépendant minimum et I’ensemble
dominant indépendant parfait minimum peuvent étre calculés par un algorithme en temps

polynomial dans les graphes de nombre astéroidal borné [22].
La classe des graphes AT-free contient des classes de graphes célébres tels que
d'intervalle, de permutation et graphes de comparabilité.

Dans ce travail, on montre que le nombre astéroidal peut étre calculé par des algorithmes
efficaces dans les graphes AT-free, graphes HHD-free (sans HHD) et les graphes

d'intersection comme les graphes arc-circulaires et graphes de permutation circulaire.

En premier, nous considérons quelques propriétés élémentaires du nombre astéroidal.

W



Chapitre2

Lemme 1 [10]

Soit G= (V, E) un graphe non connexe et soient Gy, Go,..., G; les composantes connexes

de G. alors an(G)=max (2, max i1, . an(Gj)).

,,,,,

Preuve

Si G est I’'union disjointe d'au moins deux cliques, alors le nombre astéroidal est 2. Si

an(G)> 2 alors tout ensemble astéroidal doit étre contenu dans une composante G; de G.

Lemme 2[10]

Soit W un sous-ensemble de sommets d'un graphe G= (V, E) et soit H=G [W]. Alors

an(H) < an(G) et chaque ensemble astéroidal dans H est aussi un ensemble astéroidal dans G.
Preuve

Soit A un ensemble astéroidal dans H, soit a un sommet tel que a€ A. Soit C une
composante de H-Ny [a] qui contient A-a. Alors C induit le sous graphe connexe dans G sans
aucun voisin de a. D’ou C est contenu dans une composante de G-Ng[a]. Cela prouve le

lemme.

2.1.6 Séparateur minimal

Un ensemble de sommets S est un séparateur de G si G-S est non connexe. Un séparateur
S est minimal s'il y a au moins deux composantes dans G-S telles que chaque sommet de S a

un voisin dans toutes les deux.

Lemme 3 [10]

Soit A un ensemble astéroidal et soit a€ A. Soit S un séparateur et supposons qu’il y a
deux composantes C; et C, dans G-S telles que a est dans C, et A-a est contenu dans C,. Soit

y un autre sommet de C;. Alors A-a+y est aussi un ensemble astéroidal.
Preuve

Puisque N[y] est contenu dans C; US, il s’ensuit que C, est un sous graphe connexe dans

G-N[y] contenant A-a. Soit z €A-a. Puisque A est un ensemble astéroidal, A-z est contenu
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dans une composante de G-N[z]. Puisque N[z] CC,US, il s’ensuit que C1 est un sous-graphe

connexe dans G-N[z]. D’ou a et y sont dans la méme composante de G-N[z].

Tout ensemble comportant un sommet est un astéroidal. Un ensemble de deux sommets

est un astéroidal si et seulement si ces sommets sont non adjacents.

Lemme 4[10]
AV _ _
Un ensemble A avec (, >3 est un ensemble astéroidal si et seulement si chaque

triplet de A est un AT (triplet astéroidal).
Définition 1
Deux sommets adjacents x et y sont vrais jumeaux si N[x]=N[y].
Les sommets non adjacents x et y sont faux jumeaux si N(x)=N(y).

Lemme 5 [10]

Soit p et q (vrai ou faux) jumeaux. Si A est un ensemble astéroidal avec p€ A, alors A-
P+q est aussi un ensemble astéroidal. A est un ensemble astéroidal qui ne contient pas p si et

seulement si A est un ensemble astéroidal dans G-p.

2.2 Graphe astéroidal

Soit G= (V, E) un graphe et soit a un sommet de G. Le graphe astéroidal A (G, a) est
défini comme suit : Le graphe A (G, a) a ’ensemble de sommets V-N[a] et deux sommets p et

q sont adjacents dans A (G, a) si {p, q, a} EAT(G).

Théoréme 1[10]

Soit G= (V, E) un graphe, ACV et a€ V\A. alors A+a est un ensemble astéroidal dans G si

et seulement si A est une clique dans A (G, a).

Preuve
V6 )
° <l facile

AV
® Supposons que L 22
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Premierement, on suppose que (A+a) est un ensemble astéroidal dans G et que p, qeA.
Alors p et q sont des sommets de A (G, a) puisqu’ils sont non adjacents a a. Par le lemme 4,

{p, q, a}eAT(G). Par conséquent, p et q sont adjacents dans A (G, a).

Maintenant, nous supposons que A est une clique dans A (G, a), p, q€ A et p#q. Nous
montrons que chaque triplet dans A+a est un AT. L'ensemble {p, q, a} est un AT de G puisque
{p, q} estune aréte dans A (G, a). Considérons un troisi¢me sommet r €A\ {p, q}. D’ apres ce
qui précede, {p, q, a}€AT(G) et par conséquent, il existe p, a-chemin en évitant N[q]. De la
méme fagon, il existe r, a-chemin en évitant N[q] puisque {q, r, a} EAT(G). Concaténant ces
deux chemins, on obtient un p, r-chemin sans un sommet dans N[q]. Par symétrie, cela montre

que {p, q, r}EAT(G). D’apres le lemme 4, cela montre que (A+a) est un ensemble astéroidal.

Lemme 6[10]

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout sommet a, G-N[a] est connexe.
2. Chaque ensemble indépendant est un ensemble astéroidal
3. Chaque triplet de sommets non adjacents deux a deux est un AT

4. Pour tout sommet a, A (G, a)= G—N [a]

Preuve

L’équivalence des trois premiers énoncés découle de la définition d’un ensemble

astéroidal et du lemme 4.

L’équivalence avec 4 peut étre comme suit : Supposons que A (G, a) = G—N|a] pour

tout a. Considérons un triplet {p, q, r} par paire de sommets non adjacents dans G. alors q et r
sont adjacents dans A (G, p). Il s’ensuit par définition que {p, q, r} EAT(G). Maintenant
supposons que chaque triplet indépendant est un astéroidal, et considérons un sommet p. Deux

sommets q et r de G-N[p] sont non adjacents si et seulement si {p, q, r} EAT(G). D’ou A (G,

p= G—NIp]

2.3 NP-complétude

Un graphe est 3-connexe s’il cesse d’€tre connexe uniquement quand on supprime trois

sommets. Un graphe est 3-régulier si le degré de chaque sommet de ce graphe est égal a trois.
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Théoréme 2[10]

Le probléme suivant :

Donnée:Gungrapheetk€ N
Question : G contient —ilunensemble
asté roi dal de cardinalit é k ?

est NP-complet. Ceci reste vrai méme si on se restreint aux graphes sans triangle, 3-

connexes et 3- réguliers et planaires.
Preuve

Il est facile de voir que le probléme est dans NP. Pour prouver la NP-complétude des
graphes sans triangle, 3-connexes, 3-réguliers et planaires, on montre 1’équivalence avec le
probléeme d’ENSEMBLE INDEPENDANT restreint a cette classe connu pour étre NP-
complet [20]

Chaque ensemble astéroidal du graphe G est aussi un ensemble indépendant de G donc il
reste & montrer que pour tout graphe G (V, E) qui est sans triangle, 3-connexes, 3-réguliers et
planaire, chaque ensemble indépendant ACV est aussi un ensemble astéroidal dans G.
Supposons, par contradiction, qu’il existe un sommet a€ A sachant que C;, C, CV sont deux
composantes de G-N[a]. Puisque G est 3-connexe et 3-régulier, N(a) est un séparateur
minimal dans G-a, i.e. chaque sommet dans N(a) a un voisin dans C; et un voisin dans C,. En
contractant C; et C, pour choisir les sommets ¢, et c,, respectivement, on obtient un K;; dans
I’ensemble de sommets N(a)u{a, ¢, ¢} comme un mineur de G. C’est une contradiction du
fait que le graphe non planaire a un K33 comme mineur [21], par conséquent G-N[a] est

connexe, pour chaque sommet a€ A. Ainsi a est un ensemble astéroidal de G.

3. Nombre astéroidal dans quelques classes de graphes
3.1 le nombre astéroidal du graphe arc-circulaire (intervalle-circulaire) [17]

Dans cette section, on montre que le nombre astéroidal du graphe arc-circulaire peut étre

calculé en O (n).

3.1.1 Graphe arc-circulaire
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Un graphe arc-circulaire est un graphe pour lequel on peut associer a chaque sommet un
arc sur un cercle sachant que deux sommets sont adjacents si et seulement si les arcs

correspondants ont une intersection non vide.

¢
i
Z2ER
e > I il
\_(_f"/tﬂ :
) S

Fig.2.4 : Un graphe et son mod¢le arc-circulaire

Il y a un algorithme d’identification de complexité O (n®) pour les graphes arc-circulaire.

L’algorithme est basé sur le théoréme 1. Il calcule pour chaque sommet a la cardinalité
maximum d’un ensemble astéroidal du graphe G qui contient a en calculant une clique de

cardinalité maximale du graphe A (G, a).

3.1.2 Graphe de comparabilité

Un graphe non orient¢ G= (V, E) est un graphe de comparabilité s’il existe une
orientation transitive F de G obtenue en affectant a chaque aréte {u, v} €E exactement une
des orientations (u, v) ou (v, u) dans F. De ce fait I’orientation F est transitive si (x, y) € F et

(y, z) € F implique (x, z) € F pour tout x, y, zE€ V.
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Fig.2.6 : Exemple d’un graphe de comparabilité
Fig.2.5 : Exemple d’un Graphe de non comparabilité

Lemme 7[10]

Soit G un graphe arc-circulaire et soit a un sommet de G. Alors le graphe astéroidal A (G,

a) est un graphe de comparabilité.
Preuve

Soit D(G) un mode¢le arc-circulaire pour G. on définit une orientation dans A (G, a).
Considérons deux sommets adjacents p et q de A (G, a). Dirigeons I’aréte de p vers q si l'arc
correspondant & p apparait avant l'arc correspondant a q, en parcourant le cercle dans le sens

des aiguilles d'une montre, commengant a I'arc a.

On montre que cette orientation est transitive. Soit (p, q) et (q, r) une orientation d’arétes.
Il est clair que 1’arc correspondant a p apparait avant 1’arc correspondant a r, en parcourant le
cercle dans le sens des aiguilles d'une montre, commencant en a. Il reste a montrer que p et r

sont adjacents dans A (G, a). Ce qui implique que {p, r, a} EAT(G).

Nous avons un p, r-chemin en évitant N[a] puisqu’il y a un p, g-chemin en évitant N[a] et
un q, r-chemin en évitant N[a]. Notons que les arcs correspondants a a, p, q, r apparaissent
dans le sens des aiguilles d'une montre dans D(G), par conséquent, chaque q, a-chemin doit
avoir un sommet interne de N[p] ou NJ[r]. Il existe un q, a-chemin en évitant N[r]. Par
conséquent, ce chemin contient un sommet de N[p]. Cela montre I’existence d’un p, a-chemin

en évitant N[r]. Par symétrie, ceci montre que {p, r, a} EAT(G).
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Théoréme 3[10]

Il existe un algorithme de complexité O (n’) pour calculer le nombre astéroidal d’un

graphe arc-circulaire.
Preuve

Tout triplet astéroidal d’un graphe donné peut étre calculé en O (n’), en calculant les

composantes du graphe G-N[a] pour chaque sommet a [6].

A (G, a) et I’orientation transitive de A (G, a) peuvent étre calculés en O (n?) pour chaque
sommet a. Finalement, il y a un algorithme en temps lin€aire pour calculer une clique de

cardinalité maximale dans le graphe de comparabilité si I’orientation transitive est donnée [8].

Cette méthode s’applique également pour les graphes de permutation et donne un
algorithme de complexité O (n’) pour calculer le nombre astéroidal du graphe de permutation

circulaire.

3.2 Le nombre astéroidal des graphes sans fourche
3.2.1 Graphe sans fourche

Un graphe sans fourche est un graphe sans K, ; (i.e., une fourche) comme un sous graphe

induit.

K1, 3

Fig.2.7 : Une fourche ou étoile

Dans cette section, on présente un algorithme de complexité O (n’) pour calculer le

nombre astéroidal dans un graphe sans fourche.

La classe des graphes sans fourche contient la classe des line-graphs comme sous-classe
appropriée

Il existe un algorithme qui calcule le nombre astéroidal pour les graphes sans fourche.
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Premierement, on peut limiter la recherche de I’ensemble astéroidal pour quelques sous

ensembles de sommets, a savoir ces sommets X pour lequel G-N[x] est connexe.

3.2.2 Sommet extrémal et ensemble extrémal

Un sommet x est extrémal si G-N[x] est connexe. Un ensemble de sommets A de G est

extrémal si chaque sommet dans cet ensemble est extrémal.

3.2.3 Ensemble astéroidal extrémal

Théoréeme [10]

Soit G un graphe sans fourche connexe. Il existe un ensemble astéroidal extrémal A

avec |A] =an(QG).

Preuve

Soit A un ensemble astéroidal dans G. soit a€ A et soit C une composante de G-N[a]

contenant A-a.
Supposons que a n’est pas extrémal

Puisque a n’est pas extrémal, il existe une composante C’ de G-N[a] différente de C. Soit
y un sommet quelconque de C’. Puisque G est connexe, il existe un sommet p€ N(a) qui a un
voisin dans C’. Notons que p ne peut pas avoir un voisin dans C, autrement il y aurait une

fourche.

On montre premicrement que A’=A-a+y est un ensemble astéroidal. Il est clair que les
sommets de C sont contenus dans quelques composantes de G-N[y]. Puisque y n’a pas de
voisin dans C. soit z€ A-a, alors A-z est dans une composante de G-N[z]. Puisque p€
N(a)\NJ[z], aussi p et par conséquent, tous les sommets de C sont dans cette composante.

Il existe un sommet q€ N(a) qui a un voisin dans C. Puisque G est connexe, il est clair
que a¢ N[y] puisque le graphe est sans fourche. Maintenant on note que la composante de

G-N[y] contenant A-a est plus grande que C, puisqu'il contient a et q en plus de C. Par
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induction, ceci montre qu’il existe un sommet y tel que A est un ensemble astéroidal et y est

extrémal. Par conséquent, il existe un ensemble astéroidal extrémal.

Corollaire 1[10]

Soit G= (V, E) un graphe sans fourche connexe et X 1’ensemble de sommets extrémaux
de G. Alors n'importe quel ensemble indépendant maximum de G[X] est é¢galement un

ensemble astéroidal maximum de G, par conséquent, an(G)=e< (G[X]).
Preuve
Pour chaque a€ A, A-a est contenu dans une composante de G-N[a], puisque a est

extrémal et A est indépendant.

Corollaire 2[10]

Il existe un algorithme en O (n’) pour calculer le nombre astéroidal dans un graphe

sans fourche.

Preuve

D’apres le lemme 1, il est suffisant de calculer le nombre astéroidal pour chaque
composante du graphe sans fourche donné. Pour un graphe connexe, notre algorithme calcule
un ensemble indépendant maximal dans G[X], en O (n’) donné dans [15], ou X est I’ensemble
des sommets extrémaux de G. D’apres le corollaire 1, il ya un ensemble astéroidal maximal

de G.

3.3 Le nombre astéroidal du graphe sans HHD (House, Hole, Domino)
Une maison est le complément du chemin de cinq sommets. Un trou est un cycle sans

corde ayant au moins 5 sommets. Un domino est un graphe biparti obtenu a partir des cycles
sans corde d’une longueur six, en ajoutant exactement une corde. La figure 6 comporte la
représentation graphique d’un trou, une maison et un domino.

3.3.1 Graphe sans HHD

Un graphe est sans HHD s’il ne contient pas un Trou, une Maison ou un Domino comme

sous graphe induit.
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o . "Domino
Trou Maison

Fi : Trou,.Maison et Domino ) ,
La classe des graphes sans ?) contient celle des graphes triangulés et les graphes
distance héréditaire.

Soit G= (V, E) un graphe, a €V et x€ V-N[a]. Un séparateur minimal de G est fermé pour
x s’il contient seulement les voisins de x. Soit C une composante de G-N[x] contenant a, et
soit SyCN(x) un ensemble des voisins de x avec un voisin dans C.

Lemme 8[10]

Pour chaque x€V-NJa], S est un séparateur minimal fermé pour x.

Preuve

Soit xEV-NJ[a]. Alors x et a sont dans des composantes différentes de G-Sx.
Chaque sommet de Sy est adjacent & x et a un voisin dans la composante de G-Si

contenant a.
Pour un sommet x€V-N[a], soit C; une composante de G-Sy contenant x.
Lemme 9[10]

Soit A un ensemble astéroidal de G contenant x et a. Soit y un sommet quelconque de C,-

x. Alors A-x+y est aussi un ensemble astéroidal de G.
Preuve
Soit C une composante de G-N[x] contenant A-x. Notons que, par définition de Sy, C est

aussi une composante de G-S,. Ce lemme est une conséquence du lemme 3.

Dans la premiére phase, ’algorithme réduit le nombre de candidats (sommets rouges)
pour un ensemble astéroidal A contenant a. Tout sommet dans N(a) est coloré en blanc et tout
autre sommet de G est coloré¢ en rouge, tant qu’il existe un sommet rouge x EV-N[a] avec un
autre sommet rouge y dans C,, le sommet x est recoloré en blanc. Comme un invariant par le
lemme 9, il y a toujours un ensemble astéroidal de cardinalit¢ maximum contenant seulement
des sommets rouges, parmi tout les ensembles astéroidaux contenant a. Soit R un ensemble de
sommets rouges apres ce premier pas (cette premiere démarche).

Théoréme 4[10]
Si G est sans HHD, alors R est un ensemble indépendant dans G.

Preuve
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Il est clair que a n’a pas de voisin rouge.
Supposons que R n’est pas un ensemble indépendant dans G. Soient x et y deux sommets

adjacents de R-a. Puisque y est un voisin rouge de x, il existe un y, a-chemin sachant que y est
le seul voisin de x dans ce chemin (autrement x aurait été coloré en blanc, durant la premiere

phase de 1’algorithme).

Soit B le voisin de y dans ce chemin, alors B#a (autrement y aurait été coloré en blanc) et
x n’est pas adjacent a 3. De la méme fagon, il existe un x, a-chemin sachant que x est le seul
voisin de y dans ce chemin. Soit a le voisin de x dans ce chemin, par conséquent, 0#a et y
n’est pas adjacent a d. Mais cela implique I’existence d'une maison, d'un trou ou d'un domino
induit.

On définit maintenant une relation —dans R.

Notation
Soit p et q deux sommets de R-a. on écrit p —q si N[p] sépare q et a dans G. i.e. siq et a

sont dans différentes composantes de G-N[p].

Lemme 10[10]

Supposons p, g€R-a, p— q et g— p. Un ensemble astéroidal A contenant a, contient au

plus I’'un de p et q. En outre, si A contient p alors A-p+q est aussi un ensemble astéroidal.

Preuve

Supposons que 1’ensemble A est un ensemble astéroidal contenant a et p, alors q& A,
puisque N[p] sépare q et a.

Supposons que a est dans une composante C, de G-N[p] et q est dans une composante C..

Alors N[q] EN(p) WC,, par conséquent, C; est un sous graphe connexe de G-N[q]. Soit zEA-

Al =2, alors {z, q} est un ensemble astéroidal, puisque z et q sont non adjacents. Si

Al 23, alors posant le sommet z’€A-z-p. Il existe un z’, p-chemin sans corde en évitant

NJ[z]. Ce chemin doit contenir un sommet OEN(p). Puisque p— ¢, O est adjacent a q, ainsi A-

ptq est un ensemble astéroidal.
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La deuxiéme phase de I’algorithme réduit I’ensemble des sommets rouges comme suit :

Tant qu’il existe une paire de sommets rouges p et q dans R-a avec p— q et q— p, alors
on colorie I’'un de p ou q en blanc.

Soit R* un nouvel ensemble de sommets rouges, apres cette seconde phase. D’apres le
lemme 10, il existe un ensemble astéroidal maximum A de G avec AC R*.

Théoréme 5[10]

Soit p, q, rER*-a, p— q et q— 1, alors p— 1.

Preuve

Soit C, une composante de G-N[p] contenant a et soit C, une composante de G-NJ[p]
contenant q.

Puisque p et q sont tous les deux rouges, g p, par conséquent, r# p. Si r& C;UN(p),
alors il est clair que p— r. Supposons, par contre que r€ C;UN(p), il est clair que r& C,
puisque g— 1 et N[q] € C, UN(p). Puisque g— 1, r et q ne sont pas adjacents. Par conséquent,
r€ N(p)\N[q].

Il ne peut pas exister un sommet &€ N(p)\N[q] avec un voisin dans C,, autrement, il y
aurait un r, a-chemin par I’intermédiaire de p et d en évitant N[q], contradiction avec q— r. Ce

qui implique que q— p, qui est une contradiction.

Soit H un graphe contenant les sommets de 1’ensemble R* pour lequel, deux sommets p
et q de R*- a sont adjacents si p— q ou q— p, alors le théoréme 5 montre que H est un graphe
de comparabilité.

Théoréme 6[10]

Soit A un ensemble de sommets de R* contenant a. Alors A est un ensemble indépendant
dans H si et seulement si A est un ensemble astéroidal dans G.

Preuve

Soit A un ensemble indépendant dans H contenant a, puisque ACR*CR, alors A est un
ensemble indépendant dans G par le théoréme 4. p, € A-a et p# q cela implique que q et a
sont dans la méme composante de G-N[p], cela montre que pour chaque paire p, q€A-a, {p, q,
a}€AT(G) (voire le théoreme 1).

Maintenant, soit A un ensemble astéroidal dans G avec a€ A et ACR*. Soit p, q€A-a,
alors q et a sont dans la méme composante de G-N[p], car p, q, a€ AT(G). Par conséquent, p»

g et par symétrie aussi g p. Par conséquent, p et q ne sont pas adjacents dans H. Par
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définition, a est un sommet isol¢ dans H, par conséquent, A+a est un ensemble indépendant

dans H.

Dans la troisi¢éme phase, 1’algorithme calcule un ensemble indépendant maximum dans

Par conséquent, chaque ensemble indépendant maximal dans H contient a, application de

I’algorithme de complexité O ( Vnm ) pour calculer un ensemble indépendant maximum

pour H dans un graphe de comparabilité (voire [1]). L’algorithme trouve un ensemble

astéroidal maximum A de G contenant le sommet fixe a.

Théoréme 7[10]

Il y a un algorithme de complexité O (n*/m?) pour calculer le nombre astéroidal d’un

graphe sans HHD.

4. Application

Histoire de six maisons

Prenons une histoire de six maisons :

Cette histoire parle sur six personnes qui ont achetées ensemble un morceau de terre
(terrain), chaque un entre eux a prit sa part de terrain pour construire sa maison. Les six

maisons sont positionnées comme montre la figure suivante:
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Fig.2.9

Chaque sommet représente une maison.

Les six personnes veulent se mettre d’accord pour le plan du cartier qu’ils veulent
construire, i.e., la schématisation des chemins dans ce cartier, et pour cela il faut respecter les

conditions suivantes, posées par les six personnes :
La 4°™ refuse d’avoir un chemin direct avec la 1, la 5™, la 6°™ et 1la 2°™.
La 6°™ refuse d’avoir un chemin direct avec la 1, la 3°™, la 4°™ et 1la 2°™.
La 1°° refuse d’avoir un chemin direct avec la 3°™, la 5™, la 6°™ et la 4°™.

La 3°" interdit le passage par elle sauf si on désire aller a la 4°™ personne, d’ou il faut

lere

qu’il y ait une trajectoire entre la 1°° et la 6°™ en évitant la 3°™ qu’est le voisinage de la 4°™,

voire la figure (fig.2.10)
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6

Fig.2.10

1 ere

La 2°™ interdit le passage par elle sauf si on désire aller a la 1°° personne, d’ou il faut qu’il y

lere

ait une trajectoire entre la 4°™ et la 6™ en évitant la 2°™ qu’est le voisinage de la

figure (Fig.2.11)

, voire la

6

Fig.2.11

La 5°™ interdit le passage par elle sauf si on désire aller a la 6™ personne, d’ou il faut qu’il y
ait une trajectoire entre la 1°° et le 4°™ en évitant le 5°™ qu’est le voisinage du 6°™, voire la

figure (Fig.2.12)
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6

Fig.2.12

A la fin, on obtient ce graphe qui contient un ensemble astéroidal (triplet astéroidal). Ce
graphe n’est pas de comparabilit¢ et par conséquent, son complémentaire n’est pas

d’intervalles. Le nombre astéroidal de ce graphe est égal a 3.

Pour satisfaire les conditions posées par les personnes représentées par les sommets 2, 3 et 5,
il faut créer des chemins, par contre, pour satisfaire celles des personnes représentées par les

sommets 1,4 et 6, on arien a créer, c’est ce qui donne une particularité au triplet {1, 4, 6}.

Le triplet {1, 4, 6} qui forme le triplet astéroidal ou I’ensemble astéroidal, représente des
personnes sociables, ces personnes ont posé des conditions moins compliquées par rapport

aux personnes représentées par les sommets 2, 3 et 5

La 6°™ décide de quitter le cartier, dans ce cas le nombre de maisons devient 5, et la 6°™
personne n’existe plus. La 5°™ personne change ses conditions, elle refuse de passer par elle si
on désire aller de la lere et la 4°™. Les autres personnes gardent leurs conditions avec

I’¢élimination de la 6°™ personne. Dans ce cas, on obtient le graphe suivant:



Chapitre2

Fig.2.13

On voit tres bien que ce graphe est sans triplet astéroidal (AT-free). Le seul triplet a tester
s’il est astéroidal dans ce graphe est le triplet {1, 4, 5}, on trouve qu’il n’est pas astéroidal car
on ne peut pas aller de la 1°° a la 4°™ sans toucher le voisinage de la 5°™. Nous avons ici un
ensemble astéroidal de taille deux qui est {1, 4}, d’ou Le nombre astéroidal dans ce graphe est

égal a 2.

Conclusion

Le nombre astéroidal est calculable en temps polynomial pour les graphes sans fourche et
les graphes d’intervalle circulaire, mais le probléme de décision correspondant demeure NP-
complet pour les graphes planaires.

La complexit¢ des algorithmiques des problemes NOMBRE ASTEROIDAL et
I’ENSEMBLE INDEPENDANT coincide dans toutes les classes de graphes pour les quelles
on le connait jusqu’ici. A cet €gard, il serait intéressent de savoir s’il y a un algorithme
efficace pour calculer le nombre astéroidal des graphes bipartis, puisque pour ces graphes, le

nombre d’indépendance est calculable en O (n*?) en utilisant un algorithme assorti maximal.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, je me suis intéressée a la notion des graphes sans triplets
astéroidaux, tel que j’ai exposé quelques définitions fondamentaux a propos de ce concept.
A travers ce travail, nous avons appris ce que sont les graphes d’intervalles, de
comparabilité et de permutation. Nous avons compris ce que sont les graphes AT-free (graphes
sans triplet astéroidal), les graphes arc-circulaire, les graphes sans fourche et les graphes

HHD-free.

En effet, la classe des graphes étudiée dans ce mémoire qu’est la classe des graphes
AT-free, permet de faciliter le calcul de plusieurs invariants, comme le nombre de stabilité ou

le nombre d’indépendance.

Le théoréme de Walter mentionné au deuxiéme chapitre, nous autorise un passage
d’un graphe AT-free a un graphe d’intervalles grace a la triangulation minimale du graphe AT-
free, sachant que le graphe complémentaire du graphe d’intervalles est de comparabilité et
que les classes des graphes d’intervalles et de comparabilité sont trés importantes dans la

théorie des graphes.

Une suite possible pour ce travail serait d’implémenter des algorithmes de

reconnaissance de ces différentes classes de graphes



