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Introduction générale

Un des traits plus typiques de notre époque asiefét croissant aux problemes de
commande, de contrble et de gestion lié a la niééedsine gestion efficace des ressources
naturelles et humaines, des moyens matériels leitpees d’ou la naissance de la commande

optimale qui a fait I'objet d'un tres large déveb@ment méthodologique.

by

La commande optimale consiste a synthétiser des dei commandes optimales qui
minimisent un critere exprimant les objectifs désia optimiser, tout en respectant un certain

nombre de contraintes et de conditions termindlgs,[7].

Toute recherche de commande optimale nécessite daipaoiation d’expressions
mathématiques et en particulier celles caractérig@olution du processus, c'est-a-dire de
son modele. Aujourdhui, tous les systéemes sudmeptid’étre décrits par un modele

mathématique sont optimiseés.

L’optimisation est un sujet tres ancien qui conoainhouvel essor depuis I'apparition des
ordinateurs et dont les méthodes s’appliquent diengrés nombreux domaines, économie,

gestion, automatique, robotique, conception optnetc [ 3, 4,9,11].

L’objectif de notre travail est d'utiliser I'apprbe indirecte pour la détermination de la
commande optimale d’'un systéme dynamique. L'idéesiste a transformer le probleme de
commande optimale en un probléme d’optimisationitdisant la méthode de décomposition
d’Adomian[2, 8]. Une fois le probleme d’optimisati@st obtenu, on applique une méthode

d’optimisation classique pour déterminer les pataesede la loi de commande optimale [10].
Ce mémoire comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente des gérésadiir la commande optimale et la

démarche a suivre pour formuler un probléme de cana® optimale[1].

Le second chapitre expose la méthode de décongosithdomian [2, 8] qui permet de

résoudre des équations différentielles simplementtdéisant un schéma itératif.

Le troisieme chapitre donne quelques notions soptithisation et la méthode
d’optimisation numérique de Newton [ 3, 4,9,11].

Le dernier chapitre est consacré a la résolutioprdbléeme de commande optimale en

utilisant la combinaison de la méthode d’Adomiafaenéthode d’optimisation de Newton.

La fin du mémoire est réservée a une conclusiotisusemble du travail.

Y



Chapitre | Formulation d’'un probléeme de commanderoake

I.1 Introduction :

La recherche d'une commande permettant d’atteindreertain nombre d’objectifs tout
en minimisant ou maximisant un critere donné, darestle probléme fondamental de la

commande optimale.

Le probléme général de la détermination d’une conteabptimale d’un processus peut
se résumer comme sulit :

Un processus étant donné et défini par son motteleyer une commande qui permet a
la fois :

1. De vérifier des conditions initiales et finales déas

2. D’optimiser un critére choisi

[.2 Commande optimale : [1]

La commande optimale consiste a déterminer une @enpermet de transférer I'état
du systemex(t) de I'état initialx(t,) a I'état finalx(tf) tout en optimisant un critére de

performance.

Le temps de transfet} — t, = T est appelé « Horizon » de commande. Ce dernidr peu

étre fini ou infini

L’existence d’'une commande satisfaisant un critkrgoerformance choisi, suppose que
le systeme soit commandable, c’est une hypothesesara faite implicitement de facon

systématique le long de notre travail.

-



Chapitre | Formulation d’'un probléeme de commanderoake

[.3 formulation mathématique d’'un probléeme de commade optimale :
[.3.1 Mise en équation :
Un systeme dynamique, ou processus, est caragp@nigenis ensembles de variables :

1. Les variables de sorties, en général directemergsaible et regroupées dans un

vecteur y de dimensionr<».

2. Les variables de commandes, regroupées dans uauveactde dimension g» et

dont le choix permet d’agir sur I'’évolution du pessus.

3. Les variables internes caractérisant I'état du ggeas a un instant donné regroupées

dans un vecteur d'était) de dimension &». I'instant courant est noté O.

Dans une modélisation de I'évolution du processas,diverses variables sont liées par

une équation d’état le plus souvent explicitée satdsrme :

(x() = f(x(@®),u®))
(1.1)
y(®) = h(x(8), u(®))

Ou x(t)e R, ueRP, y e R” ett e Rt
|.3.2 Conditions terminales :

Les conditions terminales caractérisant a la féit initial, c'est-a-dire I'instant ou on

commence a agir sur le processus, et I'état fayaks action de la commande.

L'instant initial est noté «, » et I'état initial qui est toujours connu estéoy = x(t,).

De méme, linstant final est notétx» et I'état final qui est, soit imposé (connu) ldare

(inconnu)x; = x(tf).

-
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Lorsque l'état final est imposé, soit il est dordikectement, soit il sera imposé par une

autre condition.
1.3.3 Critére de performance :

Ce critere doit étre choisi selon les objectifsimds (Poursuite, Régulation, Temps
minimal, Energie minimale, Consommation minimalg,.il est donné sous la forme

suivante :

tr
G(x(t),u(t), t)dt (1.2)
0
Partie intégrale

Juw) = Yel)y)  +

Partie terminale

La partie terminale exprime I'objectif & optimis&rl'instant final par contre la partie
intégrale exprime les objectifs & optimiser suofihon de commande.

Selon la forme de critére, on distingue trois typegprobleme de commande optimale :
1. Probléeme de Mayer (Partie terminale).
2. Probleme de Lagrange (Partie intégrale).

3. Probléme de Bolza (Partie terminale et intégrale).
Les criteres de performances les plus utilisés sont
[.3.3.1 Commande en temps minimal :

Le but est de conduire le systeme d’un état initjah un état finak, en minimisant le

temps. Le critére utilisé s’écrit :

tr
minT = min] 1dt (I.3)
t

tf o

Par identification, on trouve ;¥ =0 et G = 1.

.
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1.3.3.2 Poursuite :

Il s’agit de maintenir I'étatx(t) du systéme trés proche de I'état désif€t) dans

I'intervalle de tempst,, t¢]. Le critere correspondant est :

J(u@®) = tf[xd(t) —x(O]" G [x*(®) —x(©)] dt (1.4)

AvecG =GT ,G>0
1.3.3.3 Régulation :

La régulation c’est un cas particulier de la poitesudans ce cas onxf (t) = 0 avec

t € [to, t¢].Le critere est donné comme suit :

ty
Juw®) =] [x®"G [x(®)]dt (1.5)

AvecG =GT ,G>0
1.3.3.4 Commande a énergie minimale :

Elle consiste a conduire le systeme d’'un étatahij a I'état finalx, en minimisant

I'effort de la commande. Le critére utilisé se fatende la fagcon suivante :

ty
Jw@®) =] uT(©).R.u(t)dt (1.6)

to

AvecR=RT , R>0

Ces criteres peuvent étre combinés si on a plis@hjectifs,
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Par exemple: Le critére de performance choisi pm& commande en temps minimal et

énergie minimale est donné comme suit:

tr t
J(u@®) = j 1dt + f u?(t)dt (1.7)
to to
Temps minimal Energie minimale

En résumé, On définit un probleme général de commale optimale, sous la forme

de Bolza par :

ty
(r&itr)lj(u(t)) =¥ (x(tr), tr) +f G(x(t),u(t), t)dt
7 7 to
Partie intégrale

Partie terminale

Sous des contraintes

L2 = fx®,u®)
Avec les conditions aux limites :

x(to) = xo,

x(tr) = xy

Ou x(t) € R est le vecteur d'étatu(t) € RP est le vecteur de controle, et t; sont
respectivement le temps initial et le temps fiGalR! x RP x R est la fonctionnelle, e¥ est
une fonction scalairex, et x; sont respectivement I'état initial et I'état firdh systeme, avec

x; peut étre fixe ou libre.

)
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I.4 Exemple illustratif :

—
— i (t)
ource de _
courant EP
4

Figure (I.1) : circuit électrique
Pour le circuit de la figure (1.1), on désire détgrer la commande optimale®(t)
permettant de transférer le systéme d’'un étatiratun état final.

Un instant final «t; » caractérisé par une tension aux bornes de kcitéple « 1v » et
un courant « OA » dans l'inductancel«», tout en minimisant la perte d’énergie par effet

Joule dans la résistanBe
A linstant « t = 0 », on ferme l'interrupteur 8P ».
1. Le modele :

On pose :

x1(8) = i1,(8), x2(t) = uc(t), u(t) =i(t)
D’aprés le schéma de la figure (1) et la loi dedlesa

di (t)
dt

+u(t)=0

D'ou

1
X (1) = T X, ()

)
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D’apres la loi des Noeuds
i(t) =i, () +ic(t)

D’autre part

U.(t) = %j i.(t)dt

du(t)
dt

i.(t)y=C

D’ou
du.(t)
dt

it)=i,(t)+C

du®) 1.
e ILORIAG)

1 1
¢, (t) = ——=x,(t) + =u(t
$2(t) = = (0) + zu()
Finalement le modele obtenu s’écrit comme suit :

#1() = 7 x:(0)

1 1
%) = —7x () + Zul)

3. Les conditions terminales:

2.1Conditions initiales :

etz 050 =[] = o

x; (t
2.2- Conditions finales A « t = t; » x(t;) = legtfil — [(1)]
2(tf

g
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3.Le critere a optimiser :

L’objectif :
* Energie minimale.
tr

min j(u(t)) = f i(Hug(t)dt

ty ty
min j(u(t)) = j Ri2(t)dt = j uT (t)Ru(t)dt
0 0

D’ou le probléme s’écrit comme suit :
( tf
min j(u(t)) = f ul ()Ru(t)dt

0

S.a

1
| u® =100

1 1
() = —zx () + Zu(®)

x(0) =[]
| () =[]

[.5 Synthése d’une loi de commande optimale :

La synthése d’'une loi de commande optimale paaskep étapes suivantes :
1. Modélisation du procédé a commander.
3. Choix étudié avec soin du critere de performangenimiser.
4. Résolution du probléme pour déterminer la bcdmmande optimalet).

5. Implémentation de la loi de commande.
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.6 Conclusion :

L’objectif de ce chapitre était de mettre en évaieres éléments nécessaires et la
démarche a suivre pour la formulation d’'un problameecommande optimale. Une fois le
modeéle est obtenu, I'étape suivante consiste arditer la loi de commande.

Dans ce mémoire, on suppose que la commande suiedsous forme d’'une série de
fonctions pondérées par des parametres a déteroenfxgon a minimiser le critere. Ce qui
permet de ramener le probleme de commande opti@alen probleme d’optimisation
classique. Pour ce faire, on utilise la méthodelé@eomposition d’Adomian qui est décrite

dans le chapitre suivant.

&



Chapitre II La méthode de décomposition d’Adomian

1.1 Introduction :

Le présent chapitre est consacré a la présentdtiore méthode qui nous permet de

résoudre les équations différentielles qui estéshode décomposition d’Adomian.

La méthode de décomposition d’Adomian permet deud® des problemes fonctionnels
de différents types: équations algébriques, nalég, aux dérivées partielles (EDP),

différentielles, ...

[1.2 Description de la méthode de décomposition d’domian :[2,8]

L’application de la méthode de décomposition d’Adempour la résolution des systémes

d’équations peut étre résumeée de la facon suivante

Soit une équation différentielle donnée sous forme

x @) + x™(t) = g(t) (IL.1)

Avecqg >m

Tel que :

X(t): est la solution de I'équation donnée par la folr(lil1)
q: est lag® dérivée de(t).

m: est lam® dérivée de(t).

g(t): est le seconde membre.

La méthode de décomposition d’Adomian nous permigttrdduire des opérateurs

linéaires« L » et« R» afin d’écrire I'équation (ll.1) sous la forme :

Lx(t) + Rx(t) = g(t) (IL. 2).
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Tel que :

ad am
L=2m R=m
Avec :

L : correspond au degré le plus élevé.
R: correspond au degré le moins éleve.

Supposons est inversible et son inverse :

t
00 0
q intégrale

t t
L™t = f...j(.)dtdt...dt
0 0

Si on introduitL.~! dans I'équation (11.2) on aura :

L™ Lx(t) + LRx(t) = L g(¢)
Alors, on obtient :

x(t) —h() = L7t g(t) — L™' R(x(t))
x(t) =Lt g(®) + h(t) — L1 R(x(1))

(I1.3)

(IL.4)

(I.5)

(1. 6)

avech(t) est la fonction obtenue en considérant les canditinitiales du probléme.

On pose :
L1g(t) + h(t) = E(t)

Alors I'équation (11.6), devient :

x(t) = E(t) — L"*R(x(D))

(11.7)

(I1.8)
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Selon la méthode de décomposition d’Adomian, laitsmh x(t) s’écrit sous forme d’une

série infinie donnée comme suit :

[oe)

x() = Z 2, (8), (I1.9)

n=0

Ou les termes,,(t), n = 0 sont déterminés itérativement.

En remplagant I'équation (11.9) dans I'équatiohg), on aura :

Z x,(8) = E(t) — L1 <R Z xn(t)) (11 10)

D’ou les termeg,, (t) peuvent se déduire comme suit :
xO(t) = E(t),
1 (0) = =L (R (%))

%0 = -1 (R (u©)),

xe1(8) = =17 (R (3 (0))),

Ce qui entraine d’obtenir le schéma itératif sutvan

xo(t) = E(t)
(11.11)
X1 (8) = =171 (R (D))

Une fois les termes; (t) sont déterminés, la soluti@m,(t) peut étre donnée sous forme

d’une série infinie

n

$n (1) = Z x (t) (11.12)

k=0

Par conséquence, la solutioft) est donnée par :
x(t) = lim,_, &, (t) (1. 13)
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La méthode de décomposition d’Adomian s’adapteidiiss aux problémes linéaires qu’aux

problemes non linéaires. Il suffit qu’on puisseiréckéquation sous la forme :

x—Nx=g (I.14)

Qui est appelée forme canonique d’Adomian

Ou N est un opérateur différentiel non linéairgetine fonction connue.

La méthode de décomposition d’Adomian consiste chexcher la solutiorx sous forme

d’'une série infinie:

400
z %, (I1. 15)
n=0

Et & décomposer le terme non linéaVre sous forme d’une série infinie :

400
Nx = Z A, (I1. 16)
n=0

Les termesi,, sont appelés polynémes d’Adomian et sont obteauarelation suivante :

N (Z Aixi)] (11.17)
=0 A=0

1

nTonlden

Ou A est un paramétre réel introduit par convenance.
En remplagant les relations (11.15) et (11.16) déih4.4), on obtient :

an=g+zfln (11.18)

Ce qui entraine par identification :

=
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xo = g(t)
X = A (I1. 19)
X1 = Ag

Il est noté que cette identification n’est pas urignais c’'est la seule qui permet de définir

explicitement lex,,. La relation (11.19) permet de calculer tous kesries de la série.

En résumé, apres la détermination dgsune sommation donne la solution sous forme :

n

$n (1) = Z x (1) (11. 20)

k=0

Par conséquence, la solutioft) est donnée par :
x(t) = lim ¢,(t) (IL. 21)
n—-oo

[1.2.1 Exemplel
Soit le systéme décrit par I'équation linéaire auie

X(t)—x(t)=0
Telquex(0) = A

Avec une condition initialez(0) = 1

En appliquant la méthode d’Adomian décrite précédent, on aura

Lx(t) —x(t) =0 (1. 22)

__ad? -1 _ rtt
Telquel = — et L' = J, Jo()dtdt

2
Nous introduisons I'opératelir! dans I'équation(ll.22), on obtient

L Lx(t) = L™1x(t)

&
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On calcul le termé~1Lx(t) :

L Lx(¢t) = ff)’c'(t)dtdt

t

L Lx(¢t) = fx(mgdt

0

L 'Lx(t) = | (x(t) — x(0))dt
J( )

t

L Lx(¢t) = f()'c(t) — A)dt

L' Lx(t) = (x(t) — AD)[§
L Lx(t) = x(t) — At — x(0)

D'ou :
L 1Lx(t) = =1 — At + x(¢)

Donc
x(t) =1+ At + L x(t)

Avec

[oe)

x(0) = ) ()

n=0

On aura :

[ee)

an(t) =1+At+ L1

n=0

[ xo(t) =1+ At

Xpe41(t) = L7 (1)

i xn(t)]

Et le schéma itératif est donné sous forme

La méthode de décomposition d’Adomian
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Pourk =0
x1(t) = L %0 (t)

x1(t) =ff xo(t)dtdt

x1(t) = f f(l + At)dtdt

x.(t) = f [(t +%At2) :l dt

1 1 t
x.(t) = (E t2 + gAt3>

0

2 6 2! 3!

Pourk =1
x,(t) = L7 %y (t)

x,(t) = f f x1(t)dtdt

t t
x,(t) = ff t2+ At dtdt
0

o

t
(t)—f(1t3+ ! At4)dt
W= 6" T

0

1 1 1
t) = —t* + —At> = —t*
() =57t + 155 nt T
Pourk = 2

x3(t) = L™, (t)

t t

— __+4 -

x3(t) —jf t +120At )dtdt
00

1 1
t)=| (—t° + —At6) dt
x3(t) (120 720

O\H

1
lAtS

La méthode de décomposition d’Adomian
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(t) = ! t + ! At7 = 1t6+ 1At7
B =5200 Ts040”" Tt T
Pourk=n-1
2n t(2n+1)
D=t A
WO = A G D)
+00
da(®) = ) xa(0)
n=0

1 1 1 1 1 1
— _ 42 _ 3 _ +4 _ 5 __+6 _ 7
¢n(t)—(1+At)+<2!t +3!At)+(4!t +5!At>+<6!t +7!At>+

t2n t(2n+1)
(=t Ad=—
<2n! (2n + 1)!)

— 1 2 1 4 1 6 tzn
(l)n(t)— 1+zt +Zt +at +'”+ﬁ

1, 1. 1, ¢(@nth)
+ Alt+ =+ =t +t"+ o/
( 31" 517 7 (2n+1)!>

D’ou
x(t) = ch(t) + Ash(t)

Pour calculed, on donne par exemple les conditions terminalasstes :
Pourt € [0 1]

x(0)=1

x(1)=0
x(1) = ch(1) + Ash(1)
Ce qui implique

_ch(l) e*+1
~ sh(1) e?2-1
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[1.2.2 Exemple2
Soit 'équation non linéaire suivante :
x(t) + x2(t) = 0 Avecx(0) =1

Lx(t) + N(x(t)) =0
L7Lx(t) = —L7Y[N(x(D)]

t

ffc(t)dt = —LN(x(®))]

0

x(t) = =1 - LN(x())]

Tel que

|(N(x(t)) = Z A,
n=0

[ee)

| x© = > x®

n=0

Ce qui donne I'équation suivante

2,
n=0

Par identification, on aura le schéma itératif aniv

[ee)

z X (t) = =1 — L1

n=0

xO = _1
x; = =L (4p)

Xk+1 = _L_l(Ak)
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On calcul les polynéme4,,

Pourk =0
Ay = [N(/loxo)]/lzo
AO = xoz
Pourk =1
Ay = 3 [ Vo + 220
1 T ge o T AR

d
A = [— (x3 + 2 Axgx; + Azxf)”
aa A=0

A1 = 2x0x1

De méme procédure, on aura
Az = ZXOxz + xlz

A3 = 2x1x2 + 2x0x3

D’apres le schéma itératif, on a
Pourk =0

x1 = —L7"(Ag) = =L (x0%)

x; =—L7'(1)

x1=—t

Pourk =1

Xy = _L_l(Al) = —L_1(2x0x1)
t

xZ = —]Zt dt
0

xz = _tz

Pourk =2

x3 = —L71(A4,) = —L71(2x¢x5 + x1%)

t
x3=—f3t2dt
0
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x3 = —t
Pourk = 3
Xg = _L_l(Ag)

t
Xg = — j(lexZ + 2x0x3)dt
0

x4 = _t4

D'ou :

+ o0

Bult) = Y xa(B) = ~(L+E 42+ 6 4104

n=0
©) = lim §n(6) = ——
X N nl—g}o n To1-—t¢
11.3 Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté la méthode de désttiop d’Adomian qui permet de

résoudre des équations différentielles linéairesiagt linéaires. Cette méthode permet de

transformer ce systeme a un probléme d’optimisati@enchapitre suivant est consacré aux

méthodes d’optimisation.

&
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[11.1 Introduction
Le concept de la convexité a une grande importadees I'étude des problemes

d’optimisation. Dans ce chapitre, nous allons prteye quelques notions relatives a
I'optimisation et quelques méthodes de déterminati® I'optimum d’une fonction.

[11.2 Problemes d’optimisation[3]

[11.2.1 Terminologie

On définit un probleme d’optimisation par :

Minimiser f (x)

S.C. gix) <0, i=1,..u (1n.2)
xeR!,

Ou x est appelé la variable d’optimisation, la fonctifriR! — R est appelée la fonction
objectif (ou fonction codt). Les équatiopgx) < 0 sont appelées les contraintes inégalités et

les équationg; (x) = 0 sont appelées les contraintes égalités.
[11.2.2. Les problemes d’optimisation sans contraites
Définition 1 :
On définit un probleme d’optimisation sans contiesrpar :

Minimiser f(x)

x € R (111.2).

)
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Définition 2 :

On dit quex™ est un minimum local si

fx™) < f(x) Vxev(x’)
On dit quex™ est un minimum global si
f(x*) < f(x) V x e R
[11.3Concepts de base :
[11.3.1 Gradient
Définition 3 :
Soit f une fonction der! dans®R admettant en un point des dérivées partielles du

premier ordre. On posesxa= (xq, Xy, ..., x;)7

On noteVf (x) et on appelle gradient gfeau pointx le vecteur-colonne :

o 0
VF() = ( gg), ’;J(C’;)

)T (111 3)

SiF(x) = (f1(x), ..., f;(x)) est un vecteur-ligne olify, ..., f;) sont des fonctions réelles

de! variables réelles dérivables au pointalorsVf (x) est la matrice dont I colonne est

Vi ().

111.3.2 Hessien

Définition 4 (la matrice hessienne)

Si maintenanf admet des dérivées partielles d’ordre Zgeon pose

V2f(x) = V(Vf ()T,
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[0%f(x) 3% f ()
dx2 T dxi0x
0% f(x) 3*f(x)
C’eSt-é.-dil’eVZf(x) = |0x,0%,  0x20x (n.4)
9% f(x) 3% f(x)
| 0x;0x4 ax? |

V2f(x) s’appelle la matrice hessiennefde

Si f est une fonction de clasg® (admet des dérivées partielles d’ordre 2 contijjues

matrice hessienne greest une matrice symétrique.

Théoréme 1 :(condition nécessaire du premier ordre)
Soitf: R! - R une fonction différentiable au point six*est un minimum local alors

Vf(x*) =0

Théoréme 2 : (Condition nécessaire du second ordre)
Une condition nécessaire pour guesoit un minimum local ou global geest :
@vf(x) =0

(b) la matrice hessiennié(x*) est semi-définie positive.
Remarque 1.
Ces conditions sont nécessaires non suffisantes.
Un point x* qui vérifie la condition (a) c'est-a-dir€f(x*) = 0 est appelé un point

stationnaire.

La figure(lll.1) illustre le fait que la stationni n’est pas une condition suffisante

d’optimalité locale.

|
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F(x) A

v

Figure(lll.1). x* est un point stationnaire, mais ce n’est pas umimum local.

Théoréme 3 :(condition suffisante d’optimalité locale)
Soitf: R - R une fonction deux fois continiment différentialsiex*est un minimum

local def alors :
@ Vf(x") =0

(b) la matrice hessiennié(x*) est définie positive.
Les notions de maximum local et global sont définde facon tout a fait similaire. Il

suffit juste de ramener le probléeme de maximisatonn probléeme de minimisation, en

écrivant
max f (x) = —min(—f(x))
X X
Définition5 (direction de descente)
Supposons qug: Rt — R est différentiable au point', s'il y a un vecteup tel que

Vi(x)™p <0 (111.5)

Et il existe und > 0 tel que
f(x™+Ap) < f(x7) (111.6)

pour toutd €]0, [, alorsp est une direction de descente.
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[11.3.3 La convexité

111.3.3.1 Ensembles convexes

Définition 6:

Un ensembleS € R! est dit convexe si la ligne joignant chaque dewints dans

I'ensembleS est toujours appartenue a cet ensemble. Autredientn ensembls c R! est

convexe sV x;,x, € Set L€ Ron ax = Ax; + (1 — A)x, € S pour toutd € [0 1]

Ensembles convexes

Ensembles non convexes

Figure Ill.2 : Ensembles convexes et non convexes
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111.3.3.2 Fonctions convexes

Définition7 :

Une fonctionf définit sur un ensemble convegelansR'® est dite convexe si :
Vx,x, ESetA€[01]
fAxg + (1= Dxz) < Af(x) + (1 = Df (xz). (1.7)

f est dite strictement convexe susi I'inégalité est stricte pour; # x,, etd €]0 1].

111.3.3.2.1 Fonctions convexes différentiables

Définition8 :

Si f est une fonction différentiable sur un ensemblevege ouvers dansi!, alorsf est

convexe suf si et seulement si pour chagugx, € S on a

flx1) = fxz) = Vf(x1)T(x1 — X3). (11.8)

[11.3.3.2.2Condition nécessaire et suffisante d’oinalité globale : [4]

Dans le cas d’une fonction convexe profreéfinie surR!, une condition nécessaire et
suffisante pour que* soit un minimum global d¢ est que 0 soit un sous gradientfdenx*

Pour une fonction contindment différentiable, oti@tt donc le théoreme suivant :

Théoreme 4 :
Soitf: R! > R convexe contindment différentiable, une conditivécessaire et suffisante

pourx*soit un optimum global dg surR‘est que :

Vf(x*) =0

.
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[11.4 Méthode de Newton [4]
111.4.1 Introduction

La méthode de Newton est une méthode pour résaolegrproblemes d’optimisation sans

contraintes de la forme

{minxf (x) (111.9)

x € R

Ouf:R' > R est une fonction convexe et deux fois contin(nuéférentiable.

En partant d’un point®, I'algorithme de Newton va chercher a générer suite d'itérésc®

définit par :
xk*t1 = xk 4 gkpk (111.10)

Oup* est appelé le pas de Newton, et

a® est un scalaire positif appelé la longueur du pas.

[11.4.2 Le pas de Newton

On définit le pas de Newton par :

p* = —[2f ()] 7 f (x9) (I1.11)
PuisqueZ2f (x*) est définit positive, alors

[Vef ()] p* = = [V f (O] [VEf ()] f (xF) < 0 (11.12)
(sauf si V. f(x*) =0

Ceci implique que le pas de Newton est un pas seeti¢e.
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[11.4.3 La longueur du pas

On choisit le pasi® de telle sorte qu’on minimise la valeur de la it objectif £,

c'est-a-dire :

fx 4+ a*p*) < f(x) (111.13)

Le choix dea” se fait par la recherche linéaire, elle consistiéerminer le pag* a
effectuer le long d’un pas de descenffect les valeurs de ce pas peuvent étre obtenudsspar

méthodes d’Armijo et Wolfe

[11.4.3.1 Méthode d’Armijo :

La méthode d’Armijo consiste a éviter les pas tgrpnds, la condition de descente
f(x¥ + akp*) < f(x¥), nest pas suffisante pour que la longueur dug¥asoit considérée
comme acceptable, de ce fait, on impose d’autredittons : une premiére condition est di a
Armijo , cette condition stipule qu& doit donner une diminution de la fonction objedjf
comme suit :

Soitc; une constante tel que € (0,1)

fFOx* + akpk) < F(x*) + ¢yak [V f (xF)]Tp¥ (11.14)

Qu’on appelle l'inégalité d’Armijo.

La constante, est choisie arbitrairement tel qoege (0,1) mais il est souvent préférable de

choisirc; < 0.5

Comme cette condition n’'est pas suffisante poussssieer que l'algorithme fait une

progression raisonnable, On fait appel a une dewxi@éthode qui est la méthode de Wolfe :
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111.4.3.2 Méthode de Wolfe

Consiste a déterminer® vérifiant la condition (111.14) afin d’empécher pasa® d'étre

trop petit, il lui impose de vérifier la conditiaupplimentaire

VF(xk + akp®)Tpk = ¢,V (x*)Tp* (11.15)
Oul0<c < <1.

[11.4.3.3 Algorithme de recherche linéaire

Choisira > 0,7 € (0,1),c € (0,1)

Posera < a

Répéter jusqu'af(x® + ap®) < f(x*) + ca[V, f(x*)]Tp*
a < na

Fin

ap < a

Remarque8

Dans la méthode de Newton, on chaisit 1.
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[11.4.4 Algorithme de Newton
Choisirx® € R!, une tolérance> 0
k<0

Tant que ||V, f (x*)|| > « faire

1. Calculer le pas de Newton

= —[2F )] T f ()

2. Choisira® par la recherche linéaire

3. Mise ajour

xkHL = x4 ghpk

k—k+1
Fin.

Remarque9

Une propriété importante de la méthode est qu'etiaverge en une seule itération

lorsqu’elle est appliquée a une fonction strictetroamvexe.
Exemple d’application
Considérons le probleme d’optimisation sans comigaisuivant :

Minimiser £ (x, x,) = x2 + x2 — x;X,

x € R?

of

0x+ 2x —x
Rf) =5 fl‘ [sz—xi

9x;

g
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0*f
r2fecy =| 9% ay;ticxz] 2

0% f

0x,0x4

Puisque les mineurs principaux d’ordrel et d’ord 132

admet un minimum.

[tération O
x% = (1,1

7f () =[]

Calcul du pas de Newtorp®

hiH:ﬂ

o

I
Wl Rk wl N
wl N wl

Calcul de la longueur du pas®

On p0567=%, c=01 a=1

f(&x®+ap®) = fI(1L,1) + (-1, -1)] = f(0,0) =0
f&E)=fALD=1

ef (<)p® = [11] [ 1] = -2

FGx®) +ac UfOTp° =1+ 0.1(=2) = 0.8

0.8 > 0 alors la condition est remplie
Donca = 1 est la longueur du pas.

La mise a jour
x1=x+p°=(1,1)+(-1,-1) = (0,0

Test d’optimalité

V. f(x1) = (0,0) doncx® est optimal.

|2]

-1
2

| sont positifs alorsf (x)

)
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I11.5Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelquesnaale I'optimisation des fonctions
mathématiques. Nous avons aussi présenté la méttmdéewton permettant de résoudre
itérativement les problémes d’optimisations. Cettéthode sera utilisé dans le chapitre
suivant pour résoudre le probleme de commande afginne fois il est transformé en un

probleme d’optimisation.

=
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[V.1lIntroduction

Dans ce chapitre, on présente une approche del cicla commande optimale pour
systéme dynamique. L'approche consiste a définmilde commande comme une somme de
fonctions temporelles connues pondérées par défcters. Ces derniers sont déterminés de
maniere a optimiser le critere de performance. eCatme de la commande permet de
ramener le probleme de la commande optimale a oblggne d’optimisation en utilisant la
méthode de décomposition d’Adomian.

IV.2 Principe de I'approche Indirecte[5]

Dans cette approche indirecte, on consideére glee ¢ commande est de la forme :

M
u(t) = z k6, (1) (IV.1)
=0

Ou lest; (t) sont des fonctions temporelles pondérées paratesngtres de réglage

Le probleme s’agit de trouver

( tf
minJ (u(®) = j 6 (x(0), u(D), Dt
! s ’ (1V.2)

x(6) = fx(@®),u(®),t)
\ x(0) = x,

OuJ est le critéere de performance a minimisex(g) est la variable d’état.

.
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IV.2.1 Procédure
On prendd;(t) =t/,j =0,..,M

6o(t) =1

6.(t) =t
D’OCI 92(t) = tz

On(t) = tM

Et a partir de I'équation (IV.1), on aura I'expressde la commande comme suit :
On remplace I'expression de la commande) dans I'équation d’état(t), on aura :
x(t) = f(x(t), ko + kit + kot? + - + kpt™) (IvV.4)

Pour résoudre cette équation, on utilise la méthddedécomposition d’Adomian,

présentée dans le chapitre 2, et qui donne lai@ola(t) sous forme
x(t) = F(ko, kll kZJ"'IkMJ t) (IV5)

Une fois la solutionx(t) est obtenue, on la remplace dans I'équation dtéreride

performance ¢ ».a minimiser.

D’une part,on a:
tr

J= f G(x(t),u(t), t)dt (IV.6)
0

Et d’autre part :

{ x(t) = F(kOr kll kZl ---rkMr t)

u(t) = ko + ket + kpt? + -+ + kytM (v.7)
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En remplace les équations (IV.7) dans (IV.6), otieslh le probléeme d’optimisation sans

contraintes suivant :

tr

mkln_/ = J- G(ko, kl’ kz, "'lle t)dt,
0

= H(ko, kll kz, ...,kM)
k € mM+1

Et le probléme revient a minimiser la le critere performance ¢ » par apport aux

parametres kg »

rrllcln] = H(kOlklszl’kM) (IV 8)
j

Expression sur laquelle nous allons appliquer léhote de Newton pour calculer les

parametres &, kq, ks, ..., ky » afin de trouver I'expression de la commandenoaliw” (t).

I\VV.3 Application :

Soit le systéme décrie comme suit :
( tr
2 2
min]=f x“(t) + u“(t)
0

3 (IV.9)

x=—-x+u
\ x(0)=1
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Sachant que :

M
= k(0)
=0

Eto;(t) =t/

En limitant I'ordre a « M= 2 », on aura :

u(t) = ko + kqt + k,t? (1V.10)
D’autre part

Xx=—-x+u (IV.11)
En remplace (IV.10) dans (IV.11), on aura

X+ x=ko+ kit + kyt? (1V.12)

D’aprés la méthode de décomposition d’Adomian, Uaepn (IV.12) peut s’écrire comme

suit :
Lx(t) + x(t) = ko + kqt + k,t? (IV.13)

Tel que :

d

L=E

Et son inverse :

1= Of ()dt

On introduit 'opérateut.! a I'équation (1V.13) , on aura :
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L Lx(t) + L7 'x(t) = L™ (kg + kqt + k,t?)

1. On calcull=*Lx(t) :

t

L1 Lx(t) = j Lx(t)dt
0

L1 Lx(t) = j #(8)dt

0
L Lx(t) = x(t) — x(0)
L 'Lx(t) =x(t) — 1

2. Le calcul de. "1 (kg + kqt + kyt?) :
t
L_l(ko + klt + kztz) == f(ko + klt + kztz)dt
0

1 1
L_l(ko + klt + kth) = kot + Ekltz + §k2t3

D'ou

1 1
x(t) = _L_lx(t) + 1 + kot +—k1t2 +_k2t3

2 3
Avec
x(0) = ) x%al®)
n=0
On aura :
Z x,(t) = —L71 Z X, () |+ 1+ kot + Eklt2 + §k2t3
n=0 n=0

Et le schéma itératif est donné comme suit :
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1 1
xo(t) =1 + kot +Ek1t2 +_k2t3

3
X1 (1) = =L x, (8)

Pourk =0:
x1(t) = =L xo (1)

t
1 2 1 3
x1(t) = —f(l +k0t+§k1t +§k2t )dt
0

1 2 1 3 1 4t
x.(t) = — t+§k0t +§k1t +—12k2t
0

1 2 1 3 1 4
x,(t) = —t _Ekot —§k1t _Ekzt

Pourg =1):
x(t) = —L7'x, (1)

1 2 1 3 1 4
x,(t) = —f(—t—ikot —§k1t —Ekzt )dt

0

1 1 1 1
x,(t) = Etz +gk0t3 +ﬁk1t4 +%k2t5

Pourk = 2:
x3(t) = —L7'x,(t)

t

1 1 1 1
x3(t) = —f (—tz + —kot3 + —k,t* +—k2t5)dt

2" 7% 24 60
0
1 1 1 1
t)=——t3 ——kot* ——k t5 — —k,t°
x3(t) = — gt — 7 kot — onkat® — ks

D’apres la formulep,,(t) = X+, u,(t), on trouve

1 1 1 1., 1 1 1
= | — = 2 _ 3 _ =2+ = 34— 44— 5
Pn(6) [ t=gkot” —ghat® =5kt ] [zt g lot” T oghat’ +gpkat ]

1 1 1 1
——t3 ——kot* — —kt° ——k t6]
+[ 6 240 120 1 360 20 | T




ChapitrelV Calcul de la loi de commande par I’Approche tadie

$n(0) =(1—t+zt2—%t3+---)+k0(t—%t2+it3—%t4+---)

3!

1 1 1 1 1 1 1 1
+k <—t2——t3+—t4——t5+---)+k (—t3——t4+—t5——t6+---)
1\2 3! 4 51 2\3 12 60 360

En utilisant les développement aux limites:

e t2 t3 t*
e —1—t+i—§+a—"'
® t2n+1 t3 t5
Sh(t)=2m=t+§+a+'“
0
n=
Et
h(t =Z 1ot
ch(t) , (2n)! 21 4
n=
On aura

1
x(t) =e " +ko(—e "+ 1) +ki(e™t —1+1t)+ 2k, (—e‘f +1-t +§t2)

Une fois la solutionc(t) est obtenue, on remplace son expression ainsiejmession
de la commande(t) dans I'équation du critére de performance donmédaformule(IV.9),
Nous appliquons la méthode de Newton pour identifess paramétres de vecteur de

commande «, k4, k, ».

Le probleme d’optimisation final obtenu est résplar la Méthode de Newton, en
considérant une solution de dépdtt=[0,0,0], aprées une seule itération, la méthode

converge et donne les résultats suivant :

ko = —0.4089
k, = 0.7827
k, = —0.3219

D’ou la commande optimale est
u*(t) = —0.4089 + 0.7827t + —0.3219¢t2
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La variable d'état est :
x(t) = 2.8354¢7t —0.3219t% + 1.4265t — 1.8354

Et la valeur du critére de performance est
] = 0.0425

Les trajectoires de la commande optimale ainsiaedriable d’état du systeme sont

représentées respectivement par les figures (At.Q).2)

La trajectoire optimale
02 — 1 1 T T T T T

o A A T R A A S
0 02 04 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2
Temps

Figure(lV.1) : La trajectoire de la commande opiena




ChapitrelV Calcul de la loi de commande par I’Approche tadie

La variable xit)
! : : : : : : : : :

Figure(IV.2) : La trajectoire de la variable d’état

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une démarche pansfdrmer le probleme de
commande optimale en un probleme d’optimisationitdisant la méthode de décomposition
d’Adomian. Le principe consiste a exprimer la vialgade commande comme une somme de
fonctions temporelles pondérées par des param@dresglage. Ces derniers sont déterminés

par optimisation.




Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire concerne tutésn de problémes de commande
optimale en utilisant I'approche indirecte. Ellensiste a transformer le probleme de
commande optimale en un probléme d’optimisatiorurRe faire une méthode de résolution

des équations différentielles appelé méthode dendgasition d’Adomian.

Ainsi, dans un premier temps, nous avons intrdésinotions et concepts de base pour la
formulation d’un probleme de commande optimale.l®auite, on a expose et illustré par des
exemples la méthode d’Adomian utilisée pour réseuds équations différentielles. Des
notions d’optimisation numérique de fonctions eitisaint la méthode de Newton ont été
présentées suivi de la démarche a suivre pour désawun probléeme de commande optimale

par la méthode de décomposition d’Adomian combawee la méthode de Newton.

La méthode de décomposition d’Adomian permet deeraanun probléme de commande
optimale a un probleme d’optimisation qui sera d@astesolu par la méthode de Newton.
L'idée consiste a définir la loi de commande pae @érie de fonctions pondérées par des
parameétres de réglage. Ces fonctions sont en éonclu temps et connues, le probleme
revient a chercher les parametres de pondératiomgb&ant de minimiser le critere de
performance. En utilisant la méthode d’Adomian et faisant certaines manipulations
mathématiques, on obtient un probléme d’optimisationt les variables d’optimisation sont

les pondérations. L'approche présentée a étériflegtar exemple d’application.

L’approche proposée peut étre étendue pour presmdi@mpte des contraintes du type
inégalités sur les variables d’état et/ou de contdaan

o



Annexe

Développementstés

Fonctions Développements limités
X x?> x3 x*
e T TR TR
1-}_1!-I_2'-}_3! 4'+
sin x x x3 x> X7
ITRETITI i
COS X x? x* x®
1—§+E—a+
shx x x3 x> X7
TR TR TR
chx 2 xt 6
1+§+E+a+
1 2 3 4
1+x+x“+x>+x*+ -
1—x
1

1—x+x*—x3+x*—-




| ndices

x(t) : La variable d’état

x(t,) : Etat initial

x(t;) : Etat final

to . Instant initial

tr - Instant final

T : Horizon

I: Nombre de variables d’état

p: Nombre de variables de commande

r : Nombre de sorties

u(t) : La commande

u*(t) : La commande optimale
J : Critére de performance

¥ : Fonction scalaire

G : Fonctionnelle
L, R: Des opérateurs linéaires

N: Opérateurs non linéaire

A, :Les polyné6mes d’Adomian
Vf(x): Le Gradient

V2f(x) : Le Hessien

p* : Le pas de Newton

a® : La longueur du pas de Newton
¢, . La constante d’Armijo

c, . La constante de Wolfe

6;(¢t) : Fonctions temporelles

k; . Parametres de pondération
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Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire concerne tdutéen de problemes de commande
optimale en utilisant I'approche indirecte. Ellensiste a transformer le probleme de
commande optimale en un probleme d’optimisatiorurRe faire une méthode de résolution

des équations différentielles appelé méthode dendgasition d’Adomian.

La méthode de décomposition d’Adomian permet deereanun probleme de commande
optimale a un probleme d’optimisation qui sera d@astesolu par la méthode de Newton.
L'idée consiste a définir la loi de commande pae @érie de fonctions pondérées par des
parameétres de réglage. Ces fonctions sont en éonclu temps et connues, le probleme
revient a chercher les parametres de pondératiomgb&ant de minimiser le critéere de

performance.



