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Introduction générale : 

La prise de décision dans une entreprise est parfois liée à plusieurs contraintes. Ces 

contraintes sont généralement liées aux ressources limitées de matières premières, en main 

d’œuvre, capacité de production des machines … etc. Alors que l’objectif soit maximiser les 

profits ou minimiser les coûts. 

L’optimisation est plus particulièrement la programmation mathématique, vise à 

résoudre des problèmes où l’on recherche à déterminer parmi un grand nombre de solutions 

candidates, celle qui donne le meilleur résultat de la fonction « objectif ». Plus précisément, 

on cherche à trouver une solution satisfaisante à l’ensemble des contraintes, et qui minimise 

ou maximise une fonction donnée. L’application de la programmation mathématique est en 

expansion croissante dans plusieurs domaines pratiques. 

Dans ce cas la programmation linéaire joue un rôle important dans la planifications 

optimale de la production d’une entreprise et ainsi un outil efficace et très puissant d’aide à la 

décision qui permet de résoudre un grand nombre de problèmes d’optimisation en apparence 

très différent, dans des contextes très divers relevé des mathématiques , de la recherche 

opérationnelle et à des applications en gestion, d’où elle occupe une place centrale de 

l’optimisation. 

Dans la plupart des problèmes pratiques, les variables sont bornées. Une composante 

jx est bornée inférieurement par jd1 et supérieurement par jd 2 , où jj dd 21  . Si on note 1d et 

2d les vecteurs borne inférieure et supérieure respectivement, on obtient les contraintes dites 

simples (ou directes) suivantes : .21 dxd   

La plus simple manière de traiter ces contraintes consiste à introduire des variables 

d’écarts 1x et 2x on obtient ainsi les contraintes 21 dxx  et 12 dxx  . 

Dans ce cas le nombre de contraintes d’un problème de programmation linéaire à 

variables bornées sera augmenté de n2 contraintes : 21 dxy  , .12 dxy   

Une méthode adaptée du simplexe pour la résolution d’un problème de programmation 

linéaire à variables bornées, sans introduire de variables d’écarts par exemple a été proposé 

par R.Gabasov et F.M.Kirillova durant les années 80. L’avantage de celle-ci est une méthode 



de points intérieurs pour aller plus vite vers la solution optimale, elle permet aussi l’obtention 

d’une solution approchée et résout des problèmes de contrôle optimal. 

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problèmes Min-Max en programmation 

linéaire, vu leur importance dans de nombreuses applications pour le contrôle optimal, la 

programmation multi-objective ainsi que dans le domaine de décision multicritère en général. 

Le présent travail, s’inspirant essentiellement des travaux de R.Gabasov et 

F.M.Kirillova est consacré à la résolution des problèmes Min-Max en programmation linéaire. 

Dans le premier chapitre, nous rappelons la méthode adaptée pour la résolution de 

problèmes de programmation linéaire : 















21

max)(

)1(

dxd

bAx

xCxf

P  

Dans le deuxième chapitre, nous présentons la résolution de problèmes Min-Max en 

programmation linéaire avec des contraintes généralisées primales. Et ensuite par la méthode 

duale adaptée dans le troisième chapitre. 

Dans le quatrième chapitre nous avons implémenté la méthode adaptée sur la machine 

sous Matlab. 
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CHAPITRE I : 

RÉSOLUTION DE PROBLÈMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 

PAR LA MÉTHODE ADAPTÉE  

INTRODUCTION : 

La méthode classique de résolution de problème de programmation linéaire est la méthode du 

simplexe mise au point par le mathématicien américain J.Danzting dans les années 40. 

La méthode adaptée a été mise au point par les professeurs R.Gabasov et F.M.Kirillova de 

l’université de Minsk, en Belarusse dans les années 80. Elle est dite adaptée car elle garde 

certaines structures de la méthode du simplexe comme elle permet d’avoir une solution 

approchée. 

Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre un problème de programmation linéaire par la 

méthode adaptée. 

I.1 POSITION DU PROBLÈME : 

Considérons le problème suivant :  

(P1) 














21

max)(

dxd

bAx

xCxf

 

(1) 

(2) 

(3) 

 

Où 21,,, ddCx  sont des n -vecteurs réels. b est un m -vecteur réel ; C transposé de .C  

 :, JIAA   Une nm matrice 

 mI 1  : L’ensemble des indices lignes de A . 

 nJ 1 : L’ensemble des indices colonnes de A . 
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Définition 1 : 

Tout vecteur  Jxx   vérifiant les contraintes (2) et (3) est dit plan du problème (P1) 

 Un plan 
0x est optimal si xxCxC /max0   plan de (P1) 

 Un plan x est ԑ-optimal ”solution approchée à ԑ-prés ”si ;

,)()(   xfxf  0 réel donné. 

Définition 2 : 

L’ensemble des indices mJJJ BB  ,  est appelé support (appui) du problème (P1) si :

0det BA  tel que :  BB JIAA ,   est la matrice du support (matrice d’appui). 

De là en choisissant un support BJ , tout vecteur )(Jx peut s’écrire sous la forme : 

)),(),(()( HB JxJxJx      BH JJJ  , où  

)( BJx  Est l’ensemble des composantes sur les indices du support, 

)( HJx  Est l’ensemble des composantes sur les indices hors-support, 

De la même manière la matrice A peut s’écrire de la façon suivante : 

)),(),,((),( HB JIAJIAJIA   

En utilisant cette dernière décomposition le système bAx   prend la forme suivante : 

bJxJIAJxJIAAx

bJxJxJIAJIAAx

HHBB

HBHB





)(),()(),(

))(),(()),(),,((
 

Comme BA est inversible ( 0det BA ), on peut calculer les composantes Bx en fonction de 

Hx  : 

).()( 1

HHBBB xAbAJxx  
, où ).,( HH JIAA   

Définition 3 :  

La paire  BJx,  formée du plan x  et du support BJ , est appelé support-plan (plan d’appui) du 

problème (P1). 
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Définition 4 : 

Le support plan  BJx,  est dit non-dégénéré si :  Bjjj Jjdxd  ,21  

I.2 ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONELLE : 

Soit  BJx,  un support plan de départ non dégénéré et xxx   un autre plan 

 ( x accroissement de x ), 

D’un côté : 
xCxCxxC

xCxCxfxfxf





)(

)()()(
 

D’un autre côté :

0

0
)(












HHBB xAxA

xA
bxxAxA

bAx
 

On multiplie par HHBBB xAAxA   11  

 HHHBB xCAACxf   )()( 1  

Posons les vecteurs suivants : 

1 BB ACy  Vecteurs des potentiels. 

JjCAyCjIAy jj  ;),(    (  Vecteurs des estimations). 

Remarque 1 : 

Par construction, les composantes de support du vecteur   sont nulles : .0)(  BB J  

Soit d’autre plan xxx  et calculons la quantité définissant l’accroissement de la 

fonctionnelle : 

xCxCxxCxCxCxfxfxf  )()()()(

 )()()()( HHBB JxJCJxJC   
HHBB xCxC 





  

Comme bAx   et bxA   alors   
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00  HHBB xAxAxA  

 HHBB xAAx  1

 

En remplaçant Bx dans )(xf , on obtient : 




 
HJj

jjHHHHHBB xxxCAACxf )()( 1
 (4) 

Comme x est un plan admissible (réalisable) alors, l’accroissement x vérifie : 

Jjxdxxd jjjjj  ,21
 (5) 

Le maximum de l’accroissement de la fonctionnelle (4) sous les contraintes (5) est atteint 

pour : 















jjjjj

jjj

jjj

xdxxd

xdx

xdx

21

2

1

 

si  

si  

si  ,0

,0

,0







j

j

j

 

 

 

HJj  

Et est égal à : 

 


HjjjjjjB JjdxdxJx
jj

),()(),( 2

0

1

0

 appelé valeur de suboptimalité. 

De là il en résulte que : 

),()()()( BJxxfxfxf   

Et pour
0xx  , on aura ).,()()( 0

BJxxfxf   

De cette dernière inégalité, on déduit le critère d’optimalité suivant : 

I.2.1 THEORÈME : (Critère d’optimalité)  

Les inégalités : 

 













jjj

jj

jj

ddx

dx

dx

21

2

1

,

 

si  

si  

si  ,0

,0

,0







j

j

j

 

HJj

 

 

(6) 
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Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour 

l’optimalité du support plan BJx, . 

PREUVE : 

Conditions suffisantes : 

Si les inégalités (6) sont vérifiées alors 0),( BJx  et comme

0),()()()(  BJxxfxfxf  , pour tout x , donc 

)()( xfxf   , x x est optimal. 

Conditions nécessaires :  

Soit BJx,  un support optimal non dégénéré et supposons que les inégalités (6) ne sont pas 

vérifiées, c’est-à-dire, il existe un indice HJj 0 tel que : 

,0
0
 j

00 1 jj dx  ou ,0
0
 j 00 2 jj dx   

Prenons par exemple le 2
eme 

cas :  ,0
0
 j 00 2 jj dx   

Construisons un nouveau plan x de la manière suivante : 

 xxxx  ,     un réel positif non nul et  un vecteur (direction). 

Il faut trouver  ,   tel que :  
21, dxdbxA  . Pour cela : 

 sur HJ , posons :  

 

 

0

11 )()( jBHHBB aAJxAAJx    , x vérifie bxA  et pour que x vérifie 
21 dxd   , il 

faut prendre un  suffisamment petit, d’autant plus que le support plan  BJx, est non 

dégénéré. 








0
x

 

Avec 0  

 si  

 si  0

0

jj

jJj H




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En portant  xxxx dans la formule d’accroissement, on obtient : 

0)()()(
00
 jjxfxfxf  . 

Ce qui contredit l’optimalité de BJx, . 

I.2.2 THEORÈME : (Critère de suboptimalité) 

Soit 0 donné, pour l’ -optimalité du plan x , il est suffisant de trouver un tel support BJ , 

pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie l’inégalité suivante :   ),( BJx . 

PREUVE : 

Conditions suffisantes : 

Si xxfJx B   )(),( est  -optimal, ce qui permet d’obtenir le résultat anticipé. 

Faisons une décomposition de ),( BJx  : 

Pour cela construisons le problème dual de (P1) : 

 















nwv

CwvA

dwdvb







,0,0

,

min)( 21

  

Le vecteur ),,( wv  construit de la manière suivante : 

;y    

0,  jjj wv  si ,0 j  

jjj wv  ,0  si Jjj  ,0  

est un plan dual (solution admissible du dual). 
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);(),(

),,(),,(),(

;),,(

),,(

)(

,

),()(),(

0000

0

21

21

21

2

00

1

2

0

1

0

BxB

B

Hjjjjj

Jj

j

HjjjjjjB

JJx

wvwvxCxCJx

xCwvxCxC

wvxC

dwdvbyxC

dwdvxCAy

ddx

Jjddx

JjdxdxJx

jj

jj







































 

x  : Mesure de la non optimalité de x , 

)( BJ  : Mesure du non optimalité de l’appui BJ  . 

Remarque 1 : 

Soit  BJx, un plan d’appui non dégénéré de départ : 

Si xJx B  0),(  est optimal. 

Si xJx B  ),(  est  -optimal. 

Si  ),( BJx on passe à l’itération de l’algorithme. 

I.3 DÉROULEMENT DE LA MÉTHODE : 

La méthode de résolution est constituée de 02 procédures : 

 Changement de plan : consiste à augmenter xC  

 Changement de support (appui) : consiste à diminuer )( . 

I.3.1 Étape 1 : Changement de plan 

Soit x  un nouveau plan qui sera construit la manière suivante : 

 xx  ;  : étant la direction du changement, 
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  : ( un réel positif) le pas maximale le long de la direction   (tel que )()( xfxf  ).  

Le vecteur de direction ))(),(( HB JJ    est construit de la manière suivante : 

Sur HJ  , on pose 1 et  















0

2

1

jj

jj

j xd

xd

  

si 

si 

si ,,0

,0

,0

Hj

j

j

Jj





 

 

(7) 

et )()( 1

HHBB JAAJ     pour avoir bxA  . 

Pour que x vérifie 
21 dxd  il faut calculer  























j

jj

j

jj

j

xd

xd





2

1

  

si 

 

si 

 

si Bj

j

j

Jj





,0

0

0







 

)min(
0 jj   pour BJj  

Et le pas maximal sera ),1min(
0

0

j  . 

De là, le nouveau plan sera : 0 xx  et la valeur de suboptimalité pour le nouveau plan 

sera : 

)()(),( 21 j

Jj

jjj

Jj

jjB dxdxJx

HH

 
 



 

 

j

Jj

jB

H

Jx 


 0),(   (en remplaçant les j données par (7)) 

),(),( 0

BB JxJx   ).,()1( 0

BJx   

De cette dernière expression on conclut : 

 Si x10  est optimal 

 Si xJx B   ),( est  -optimal 
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 Si  ),( BJx  on passe au changement du support )( BBBB AAJJ  . 

I.3.2 Étape 2 : Changement du support  

Le changement du support BB AA  consiste à faire un changement du co-plan  vers   et 

du vecteur des potentiels y vers y  de telle sorte que : 

),(),( BB JxJx   , pour cela on pose :  











m

n

ItIyIy

JtJJ

)()()(

)()()(

0

0




 

(8) 

(9) 

Où t  : est la direction de diminution de la fonction duale, 

0  : est le pas maximal le long de cette direction. 

Calcul de t et σ0: 

En utilisant la définition de   et y on obtient :  

AItCAItyCAy )())(( 00
   

De là : 
1)()(),()()(),()()( 

BBBB AJtItJIAItJtJIAItJt  

Ce qui nous donne ),()()( 1

HBBH JIAAJtJt   . 

Après calcul du plan 0 xx , le pas 
0 est donné par 

Bjj Jj  0

0 ;),1min(
00

  

On cherchera un indice Hi Jj   qui entrera dans la base à la place de 0j . 

Pour cela posons : 






0

)(
0j

j

signe
t


  

si 

si 0

0

jJj

jj

B 


 

),()()( 1

HBBH JIAAJtJt  
 

Et calculons : 
HJj

jj



 )min(
10 
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




















 0

j

j

j

t

  

si 0 jjt  

 

si 

 

0,,0 1  jjjj tdx ou 

Hjjjj Jjtdx  ,0,,0 2
 

 dans les autres cas  

►Le calcul de 0 vérifie Jjjj  ,0  . 

► 0)( 1  j . 

 

Le nouveau support sera
10 )( jjJJ BB  , et on remarque que la quantité ),( BJx est 

égale à : 
 



HH Jj

jjj

Jj

jjjB dxdxJx )()(),( 21

 

Où :  0/  jHH JjJ  ,  0/  jHH JjJ , 

Selon la relation (8) et sur BJ  : 

))()((),()1(),(

))()(()()(),(

21

00

21021

















HH

HHHH

Jj

jjj

Jj

jjjBB

Jj

jjj

Jj

jjj

Jj

jjj

Jj

jjjB

dxtdxtJxJx

dxtdxtdxdxJx





 

0t car )),()()((0 BB JIAJtJtA  et ).,()()( 1

HBBH JIAAJtJt    

Par construction toutes les composantes de )( BJt sont nulles sauf à l’indice 0j . 

Posons 
00

)1()1()()( 00

210 jj

Jj

jj

Jj

jjj

Jj

jjj ttdxtdxt
HHH

   
 

 















)(

)1(

000

000

00

2

1

0

0

jjj

jjj

jj

dx

dx

t





  

si 1
0
jt  

si 1
0

jt  

Donc 00

0 ),()1(),(   BB JxJx . 
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I.4 ALGORITHME DE RÉSOLUTION : 

 

Soit  BJx, un support plan de départ  

(1).Calculer 

 

 1 BB ACy  

 CAy   

 ),( BJx   

Si  0),( BJx  BJx,  est optimal arrêt du processus  

Si   ),( BJx  BJx, est -optimalarrêt du processus 

Sinon aller à (2). 

(2). 

 Déterminer le vecteur )(J , 

 Déterminer le vecteur )(Jx , 

 Calculer   )1( 0  

Si   )1( 0  ,  BJx,  est  -optimal  arrêt du processus. 

Si 10  ,  BJx,  est optimal  arrêt du processus. 

Si   )1( 0 aller à (3). 

(3). Changement de support : 

 Calculer le vecteur t  

 Calculer 
HJj

jj



 )min(
1

  

 le nouvel support est 10 )( jjJJ BB   

 Aller à I (on passe à une nouvelle itération avec un support plan BJx, ). 
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I.5 EXEMPLE D’APPLICATION :  

Nous allons résoudre le problème suivant par la méthode adaptée, en suite on compare le 

résultat obtenu avec Matlab. 

 max65432 654321  xxxxxx  

 

 

 

 

 (P1)  

 

423456

355442

2542

254235

654321

654321

65432

654321









xxxxxx

xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

 

77

66

44

44

22

22

6

5

4

3

2

1













x

x

x

x

x

x

 

 

Avec : 

);;;;;( 654321 xxxxxxx  , )7;6;4;4;2;2(1 d , )7;6;4;4;2;2(2 d ,

)6;5;4;3;2;1( c , )4;3;2;2(b  

                                          A=

























123456

515442

541210

154235

 

Nous prenons comme solution initiale le vecteur 𝑥 défini comme suit (en prennant

)065  xx . 



 

 
13 

 

































0

0

1439/1163

625/976

200/63

1250/291

x      )4,3,2,1(BJ  

1 
ère

 itération : 

N  x        x  t  

1 -291/1250 0 564/3029 875/73 1351/1250 0 

2 63/200 0 1079/10000 -5363/250 -2 0 

3 976/625 0 2331/10000 -1741/73 -1171/1157 0 

4 -1163/1439 0 129/1000 8008/215 1307/407 0 

5 0 -1088/73 1 6 259/400 675/1057 

6 0 625/1037 1 -7 -1294/1713 -2552/1035 

 

73/6836),( BJx , 132/11027),( BJx   

2
 ème

 itération : 

N  x        x  t  

1 5303/500 0 253/1706 5751/908 1595/1047 0 

2 -2 611/2500   0 -2 -565/482 

3 -1171/1157 0 225/1499 -3919/197 -2394/971 0 

4 1307/407 0 73/1000 17929/1661 4 -1 

5 259/400 -2955/2006 1 2901/542 -1052/1013 3523/1747  

6 -1294/1713 0 2112/413 1057/697 3223/5000 0 

 

50/3943),( BJx , 61/4459),( BJx  
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3
 ème

 itération : 

N  x        x  t  

1 1595/1047 0 209/1723 3326/847 1249/671 0 

2 -2 0 2343/5000 2885/338 -377/298 0 

3 -2394/971 0 2488/289 -35647/2000 -4 1 

4 4 417/2000   0 4 3136/509 

5 1052/1013 -4394/307 1 1414/285 916/625 2017/571 

6 3223/5000 0 724/461 1027/211 -451/2000 0 

 

89/6320),( BJx , 69/4478),( BJx   

4
 ème

 itération :   

N  x        x  t  

1 1249/671 0 2594/321 -5543/116 1491/1250 0 

2 -377/298 0 799/571 8867/38 2 -1 

3 -4    0 -4 19703/1423 

4 4 0 2932/969 -3437/13 751/2500 0 

5 916/625 -3599/1671 1 1256/277 289/189 669/13 

6 -451/2000 0 2162/287 7002/73 2233/2000 0 

 

295/2881),( BJx , 278/2677),( BJx   

5
ème

 itération :   

N  x        x  t  

1 1491/1250 0 / / / / 

2 2 -1310/313 / / / / 

3  -4 773/195 / / / / 

4 751/2500 0 / / / / 

5 289/189 0 / / / / 

6 2233/2000 0 / / / / 
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0),( BJx , 






























223/249

223/341

223/67

4

2

223/226

optx   
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CHAPITRE II: 

LA RÉSOLUTION D’UN PROBLÈME MIN-MAX AVEC DES 

CONTRAINTES GÉNÉRALISÉES EN PROGRAMMATION LINÉAIRE 

AVEC LA MÉTHODE ADAPTÉE   

INTRODUCTION : 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution d’un problème Min-Max avec des 

contraintes généralisées dans la programmation linéaire par la méthode adaptée mise en avant 

par R.Gabasove et F.M Kirillova. 

II.1  PRÉSENTATION DU PROBLÈME : 

On appelle problème min- max en programmation linéaire tout problème ; qui consiste à 

maximiser (resp minimiser) une fonctionnelle f définie par : )(min)( kk axCxf
Kk




 

(resp )(max)( kk axCxf
Kk




) sur un sous-ensemble de n défini par des contraintes linéaires. 

Considérons le problème suivant : 

 

(P2) 

21

max)(min)(

dxd

bAx

axCxf
x

kk
Kk








 

Où 21,, ddx sont des n-vecteurs réels, KkCk , des n-vecteurs. 

b un m-vecteur, Kkak , des scalaires, kC la transposé du vecteur KkCk , . 

 JIAA ,  : )( nm  matrice, rang nmA  . 

 pK 1  : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f . 

 mI 1  : L’ensemble des indices des lignes de A . 

 nJ 1  : L’ensemble des indices des colonnes de A . 

 JKC ,  : )( np  matrice formée par les vecteurs lignes KkCk  , . 
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II.2 DÉFINITIONS DE BASE : 

 

1. Plan admissible : On appelle plan admissible (solution réalisable) ; tout vecteur x de 

n vérifiant les contraintes du problème (P2) 

2. Plan optimal : Un plan 
0x est optimal s’il réalise le maximum de la fonctionnelle du 

problème  (P2)  i.e. )()( 0xfxf  . x  plan de (P2).  

3. Plan sub-optimal (Plan ε-optimal) : Soit 0 réel donné. 

Tout plan 
x  vérifiant l’inégalité suivante   )()( 0 xfxf  est dit plan sub-optimal 

(ou plan ε-optimal). 

4. Support plan : Soit mJJJ BB  /  « un ensemble d’indices de J ». 

L’ensemble BJ est appelé « support des contraintes de (P2) »  si et seulement si : 

BB AJIA  0),(det inversible, 

BB AJIA  ),( est dite « matrice du support ». 

La paire  BJx, formée du plan x et du support 
BJ est appelée « support-plan ». 

II.3 VECTEURS DES ECRARTS DE LA FONCTIONELLE : 

Soit x  un plan du problème  (P2) et considérons l’ensemble )(xK des indices des composantes 

actives de la fonctionnelle défini comme suit : 

 kk axCxfKkxK  )(:)(
 

)(xK  pour tout plan x  du problème (P2). 

On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle f : 

 Kkk k  ,)(   

KkxfaxCx kkkk  ),()(  (10) 

Conséquences : 

Kkk  ,0)(  

Kkxk  ,0)(min      
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fkk Kk ,
  
 

II.4 SUPPORT (APPUI) DE LA FONCTIONELLE : 

Considérons les deux sous-ensembles d’indices 
fK  et fJ avec : 

KK f  et JJ f  tel que 1 ff JK  

et construisons la matrice suivante :  

),(),(),(),( 1 JKCJIAAJKCJK BB    (11) 

Soit le vecteur  KkeKe k  ,1)( , 

et formons par la suite la matrice suivante :  

 )(),,( ffff KeJK  (12) 

L’ensemble  
fff JKQ , est appelé « support de la fonctionnelle  » si la matrice f

correspondante est régulière i.e. 0det  f . 

Support plan non dégénéré : Le support-plan BJx,  est dit « non dégénéré »si et seulement 

si : 

 
jjj dxd 21   ,

fJJj B   

 ).(xfxc kk      
fH KKKk  . 

Définition 1 : 

On définit le vecteur des estimations )(J par : 

),()()( JKKJ ff    (13) 

1),()()( 
BBff AJKCKI   (14) 

Où  )( fK   est la dernière ligne de la matrice 1 f  

Et )(I est le vecteur des potentiels. 

de là, on retire les relations suivantes : 
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   11),(0)( 
fff JK  

 1)()( 
ff KeK  

 )(0)( ff JJ   

 )(0)( BB JJ   

Remarque 1 : 

L’ensemble  
fBp QJQ , formé du support des contraintes et du support de la fonctionnelle 

est appelé support du problème (P2). 

— Le support fQ de la fonctionnelle est dit régulier si fk Kk  ,0 . 

— Le support pQ du problème est dit régulier si fQ est régulier. 

— Le support  
fff JKQ , avec fJ est régulier, par définition. 

Par la suite, on ne considère que des supports réguliers. 

La paire  pQx, formée du plan x et du support pQ est appelée support-plan (plan d’appui) du 

problème (P2). 

II.5  FORMULES D’ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE : 

Soit  pQx,  un plan d’appui de départ non dégénéré du problème (P2) et xxx   un plan 

quelconque, et nous calculons la quantité représentant l’accroissement de la fonctionnelle f

telle que : 

)()()( xfxfxf   (15) 

Soit  le vecteur d’accroissement des écarts de la fonctionnelle tel que : 

)()(),()( xfKexJKCK   (16) 

À partir de la relation (11), on aura : 

)()(),()( xfKexJKK   (17) 

On obtient alors : 
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)(,)),(()(
)(

11

fBHHHffff

f
JJJJxJKK

xf

x


















   

En utilisant la décomposition de la matrice 1 f
on aura comme dernière solution : 

)(),()(),(),()( fffHHffff KKJDJxJKKJDJx   (18) 

)()()()()( ffHH KKJxJxf    (19) 

Donc : 

















)(

),(
1

f

ff

f
K

KJD


 

Le maximum de l’accroissement de la fonctionnelle (19) sous les contraintes suivantes : 

Hjjjjj Jjxdxxd  ,21
 et 

fkk Kk ,    

Est atteint pour : 

jjj xdx  2  si ,0 j  

jjj xdx  1  si ,0 j fH KkJj  ,  

kk      

Et égale à : 







fHH
Kk

kkjj

Jj

jj

Jj

jjp dxdxQx  )()(),( 21  (20) 

Tel que :  0/ 

jHH JjJ et  0/ 

jHH JjJ . 

),( pQx est appelée valeur de sub-optimalité du plan d’appui pQx, . 

Remarque 1 : 

Pour tout plan admissible x du problème (P2), la valeur de sub-optimalité ),( pQx du support 

plan  pQx, vérifie :  

),()()()( pQxxfxfxf   (21) 

En particulier, pour un plan optimal 
0xx  on obtient : 

),()()(0 0

pQxxfxf   (22) 
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À partir de l’inégalité (22), on déduit le critère suivant : 

 

II.5.1 Théorème : (Critère d’optimalité) 

Soit les relations suivantes : 

 

jj dx 1  si 0 j   

jj dx 2  si 0 j   

jjj dxd 21   si 0 j  (23) 

0k  si 0k   

0k  si 0k  ; 
fH KkJj  ,   

 

Sont suffisantes pour l’optimalité, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont 

nécessaires pour l’optimalité du support plan pQx, . 

Preuve : 

Conditions suffisantes : 

Soit  pQx, un support plan du problème (P2) pour lequel les conditions (23) sont vérifiées, 

alors la relation (20) donne 0),( pQx . 

De là, pour tout plan admissible x , et d’après les relations (23) : 

0),()()(  pQxxfxf  donc 0)()(  xfxf d’où  pQx, est un plan optimal. 

Conditions nécessaires : 

Soit  pQx, un support plan optimal non dégénéré du problème (P2), et pour lequel les 

conditions (23) ne sont pas vérifiées, alors on distingue deux cas : 

1) /0 HJj 
000 1,0 jjj dx  ou 

000 2,0 jjj dx   

 

(24) 

2) /0 fKk  0,0
00
 kk  . (25) 
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Construisons alors un nouveau plan  xx  tel que )()( xfxf  , avec  

  : Le pas admissible ( 0 ). 

  : La direction admissible. 

Considérons d’abords le premier cas : 

/0 HJj 
000 1,0 jjj dx  ou

000 2,0 jjj dx   

On pose 
0j

 = signe )( 0a où  

  

0a  

001 jj xd   si 
000 1,0 jjj dx   

002 jj xd   si 
000 2,0 jjj dx   

 

fkjHj KkJj   ,0,,0
0

  

et  )(),()( 1

fHfHBB JJJJIAAJ    , )(),(),()( Hfffff JKJKJDJ    

./0,,0

./0,,0

000000

000000

2222

1111

jjjjjj

jjjjjj

dxxdx

dxxdx








 

On obtient dans ce cas 
100
 jj xx signe )( 0a ,   

0jHjj Jjxx   

.,, 2111 jjjjjjjjH dxxdxxJj     

D’autre part, puisque  pQx, est un support plan non dégénéré, alors on a : 

B21 J,  fjjj Jjdxd , 

il existe 02  tel que :
.221 , Bfjjjjj JJjdxxd    

Pour 021

0 ),,min(   xx et par construction de )( BJ et )( fJ est aussi un plan du 

problème (P2) et on obtient : 

0

0)( jxf   signe )( 0a >0 ce qui contredit l’optimalité du plan pQx, . 
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Pour le deuxième cas : 

Posons  0k\,0,0,
00 fkkk Kk 

 

et ),(0 HJ J
H


  

),(),()( 1

fHfHBB JJJJIAAJ      

).(),()( ffff KKJDJ   

Puisque  
pQx, est un support plan non dégénéré, alors on a : 

Bfjjj JJjdxd  ,21
, donc il existe 02  tel que : 

.221 , Bfjjjjj JJjdxxd  
 

En prenant ).,min( 21   1 xx  est un plan du problème (P2) et on obtient : 

.0)(
001 

kkxf 
 

Ce qui contredit l’optimalité du plan d’appui ., pQx  

II.5.2 Théorème : (Critère de sub-optimalité) 

Pour  0 un réel donné, la condition suivante : 

 ),( pQx  (26) 

Est suffisante pour l’ε-optimalité du plan d’appui pQx, . 

 

Preuve : 

Conditions suffisantes : 

Si  ),( fQx , alors de la relation (22) ; on obtient ,)(  xf ce qui implique que x  est 

  -optimal. 
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En faisant une décomposition de ),( fQx , pour cela nous construisons le problème dual du 

problème (P2) suivant : 

 

 

 

 min)( 21  dwdvbyaX    

 

(D) 

)(0)()(),()(),()( JJwJvJIAIyJKCK  

 

 

(27) 

1)()(  KeK  

 p

  , nwv ,  , my    

 

);,,( wvyX   vecteur dual construit de la manière suivante : 

1)1),(0()( 
fff JK  ;  0)( 

HK    

1),().()( 
BBff AJKCKIy     

0,  jjj wv  si  0 j  

jjj wv  ,0  si 0 j  

Est un plan du problème dual (D). 







fHH
Kk

kkjj

Jj

jj

Jj

jjp dxdxQx  )()(),( 21  

En introduisant le plan ci-dessus, on obtient : 







fHHH
Kk

kkj

Jj

jj

Jj

jj

Jj

jp xddQx  )()()(),( 21  

))().()()().,()(()()( JxKeKaJxJKCKKK ffffff    

Introduisons la matrice ),( JK , on obtient alors : 

axfbAJKCKJxJKK BffHff    )(),()()().()()( 1

B
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)(),( 21 xfdwdvbyaQx p    

)()()( 00

21 Xxfxfdwdvbya    

   
    

)(

0

)(

0 )()()()(

xQ

xfxfXX

p 

  

D’’où le résultat :  

)()(),( pp QxQx    

Où :  

)(x Est la mesure de la non optimalité du plan x . 

)( pQ Est la mesure de la non optimalité du support pQ . 

II.6 DÉROULEMENT DE LA MÉTHODE : 

L’itération de la méthode adaptée est basée sur la décroissance de la valeur de sub-optimalité. 

Cette itération est constituée de deux procédures : 

 Changement de plan  

 Changement de support  

II.6.1 Étape 1 : Changement de plan  

Cette étape de l’itération consiste à construire un nouveau plan admissible x  tel que

0 xx . 

Désignons par :  

0  Le pas admissible maximal le long de la direction  ( 0 , réel),   

  La direction admissible au point x . 

Le  changement du plan x  a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle

)()(: xfxff   

 Pour HJj on pose : 
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jj xd 1  si  0 j

  

j  jj xd 2  si  0 j
 (28) 

 0  si 0  

 

Pour avoir bx  , on prend )(),()( 1

fHfHBB JJJJIAAJ    et )( fJ . 

est calculé de la manière suivante : 

En vertu du fait que )()( ff KK    peut s’écrire )()( ff KK   avec 1 , ce qui 

résulte à partir de la relation (18)  

))()(),()(,()( ffHffff JJJKKJDJ  
 

Soit 0 la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

a) Jjdxd jj  ,2

0

1   

b) ., Kkkk    

La condition a) est vérifiée sur HJ  pour  1,0  , et sur Bf JJ  , pour 
0j

   

 

j

jj xd



1
 

si 0j   

j  

j

jj xd



2
 

si 0j  (29) 

   si 
Bfj JJj  ,0   

 

pour
Bf JJj   

Quant à la deuxième condition b) est vérifiée pour 1  sur 
fK , et sur HK pour 

Hkk Kk ),min(
0

  

 

k  kp

kk

CQx

xfxC





),(

)(




 

si ),( pk QxC   

   si non  

)min(
0 jj  
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Le pas maximal 0  est donc  ),,1min(
00

0

jk    

Donc ).,()1(),( 0

fp QxQx     

Alors : 

Si xQx p  0),(10  est optimal i.e. le support plan  pQx, est un plan optimal. 

Si xQx p  ),( est ε-optimal i.e. le support plan  pQx,  est ε-optimal. 

Si   ),( pQx on passe au changement du support. 

II.6.1 Étape 2 : Changement du support 

Le changement d’appui s’accompagne par la diminution de la fonctionnelle duale c’est-à-

dire : 

 Le changement de 
pp QQ   entraîne le changement du plan dual ),,,( wvy vers ),,,( wvy . 

De là, on pose : 





















yyy

www

vvv

Kt







 )(.

 

Où :  

t  La direction admissible du changement du plan dual ; 

 Le pas maximal le long de cette direction. 

Ici on remplace wv,  par )(: Jt . 

Le calcul de la direction admissible et le pas maximal se fait comme suit : 

À partir de )(Jt , XX ,   des plan duaux  

 

),()(),()()( JKCKJIAIyJt   .           (*)                    
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Ce qui résulte que ),()()()( BBB JKCKAIyJt    

Donc 11 ),()()()(  
BBBB AJKCKAJtIy   

On remplaçant dans (*) on aura  

 

),()(),()()( 1 JKKJIAAJtJt BB     

 

   )().,()()().,()()0).,()(()0),(( 1

HHHHfffffBBf KeJKKKeJKKJIAAJtJt   

 

Alors : 

   11 )(),,()()0).,()(()0),(()(  
fHfHHfBBff KeJKKJIAAJtJtK 

 

))),()((),()((),()()( 1

HffHHHHBBH JKKJKKJIAAJtJt     

)( fJt  , )( BJt et )( HK  sont construit d’une manière à assurer une diminution de la 

fonctionnelle du problème dual (D). 

 
0

0

j  , on pose )(
00 jj signet  , ,0)( 0  JJJt Bf

0)( HK  

 
0

0

j  , on pose 1
0
k , 0)(

0


kH
K , 0)(  Bf JJt  

Calcul du pas maximal 
0  : 

),min(
11

0

kj    

Où 
Hj Jjj  /)min(

1
  

 

 

 

j  

j

j

t


  

si 0 jjt  

0  si 

0,,0

0,,0

2

1





jjjj

jjjj

tdx

ou

tdx

 

   dans les autres cas  

 

1j
 assure la diminution de la valeur de sub-optimalité. 

)(min
1 k

Kk f
k 



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k  k

k




  

si 0. kk   

  si non  

 

1k
 assure la régularité de l’appui

pQ . 

On construit le nouveau plan 
pQ comme suit : 

Si 
fj Jj  0

0 ,
0

 et 
1

0

k  alors BB JJ  , )( 0jJJ ff  ,
1kKK ff   

Si 
fj Jj  0

0 ,
0

 et 
1

0

j  alors BB JJ  ,
10 )( jjJJ ff  ,

ff KK   

Si 
Bj Jj  0

0 ,
0

 alors : 

si 0),()(/ 2

1

2   jIAAJtJj BBf
alors

20 )( jjJJ BB  , 
02 )( jjJJ ff   

faire comme le cas 
fj Jj  0

0 ,
0

  

Si 
j 0 alors BB JJ  , 

10 )( jjJJ ff   , 
ff KK   

Si non  si 
1

0

k  alors BB JJ  , 
0jJJ ff  , 

1kKK ff   

si non 0),()(/ 2

1

2   jIAAJtJj BBf
alors

1

0

j  , 
10 )( jjJJ BB  , 

ff JJ  , 
ff KK   

si 
0

0

k  et 
1

0

j  alors BB JJ  , 
1jJJ ff  , 

0kKK ff   

si 
0

0

k  et 
1

0

k  alors BB JJ  , 
ff JJ  , 

01)( kkKK ff 
 

 

II.7  ALGORITHME DE RÉSOLUTION : 

(1). Soit le plan d’appui  pQx,  du problème (P2) et 0 un réel donné. 

(2).Calculer ),( pQx : 
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Si 0),( pQx alors  pQx, est optimal, arrêt du processus. 

Si  ),( pQx alors  pQx, est ε-optimal, arrêt du processus. 

Si  ),( pQx alors on passe à l’itération. 

(3). Calculer : 

 )();();( BfH JJJ   

 );;1min(
00

0

jk    

 0 xx  

Si 0),( pQx alors  pQx, est optimal, arrêt du processus. 

Si  ),( pQx alors  pQx, est ε-optimal, arrêt du processus. 

Si  ),( pQx  alors continuer le processus. 

(4). 

Si
0

0

k   

1
0
k  ; 0)( 0  kKH  ; 0)(  Bf JJt  ;  

  1)();,()()( 
fHfHHf KeJKKK   ;  ),()()( HH JKKJt    

 Faire(6). 

Si 
Bj Jj  0

0 ,
0

  

)(
00 jj signet   ; 0)( 0  jJt B  ; 0)( 

fJt  ; 0)( 
HK  ;  

  11 0).,()()(  
ffBBf JIAAJtK  ;  

),()(),()()( 1

HffHBBH JKKJIAAJtJt     ; 

Faire(4). 
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Si
fj Jj  0

0 ,
0

  

)(
00 jj signet   ; 0)( 0  jJt f

 ; 0)( 
BJt  ; 0)( 

HK  ;  

  10).()( 
fBf JtK  ; ),()()( HffH JKKJt    ; 

Faire (5). 

Si 0),()(/ 2

1

2   jIAAJtJj BBf
 ; 

Alors
20 )( jjJJ BB   ; .)( 02 jjJJ ff 

 

Faire comme le cas ., 0

0

0 fj Jj 
 

Si
0

0

j   ; 

Alors BB JJ  , 
10 )( jjJJ ff   , 

ff KK 
 

Si non 

Si
1

0

k  alors BB JJ   ; 0jJJ ff 
 1kKK ff 

 

Aller à (2) 

Si non
fBB JjjIAAJt  

22

1 ,0),()(
 

Alors
1

0

j  ; 10 )( jjJJ BB  , 
ff JJ  ,

ff KK   ; 

Aller à (2) 

(5). Calculer 
0  : 

Si  

1

0

j  alors 00 ,, kKKjJJJJ ffffBB   

1

0

k  alors 01)(,, kkKKJJJJ ffffBB   

Aller à (2). 
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(6). Calculer 
0  

1

0

j  alors 00 ,, kKKjJJJJ ffffBB 
 

1

0

k  alors 01)(,, kkKKJJJJ ffffBB 
 

Aller à (2). 

 

II.8 EXEMPLES  D’APPLICATION : 

Soit le problème min-max suivant : 

 

xk

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xf max

32753

223456

265432

min)(

654321

654321

654321
























  

 

 

 

 

  

 (P2)  

 

 

423459

3
4

7

100

79
5

4

35
32

243
4

9

2
20

43

10

21

10

37

2

7
3

2

3

654321

654321

654321

654321









xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

 

 

  

77

66

44

44

22

22

6

5

4

3

2

1













x

x

x

x

x

x

 

 

 

Avec : 

);;;;;( 654321 xxxxxxx  , )7;6;4;4;2;2(1 d , )7;6;4;4;2;2(2 d , )3;2;2(  , 

)4;3;2;2(b  
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























127531

123456

654321

kC  3,1k                    



































123459
4

7

100

70
5

4

35
32

14131
4

9
20

43

10

21

10

37

2

7
3

2

3

A                    

 

1 
ère

 itération : 

N  x        x  t  

1 -2957/5000 0 -2439/1013 -1445/247 -780/917 0 

2 759/500 0 2769/625 1871/172 2 -1 

3 0 3463/407 1 -4 -443/2500 3701/1227 

4 -1355/4897 0 -1120/123 1564/333 -5573/812 0 

5 337/263 0 6579/5000 1793/500 867/602 0 

6 0 -2117/306 1 7 961/3099 -106/625 

 

6438.9373/6836),( pQx , 5379.83132/11027),( pQx donc on passe au 

changement de support  

2
 ème

 itération : 

N  x        x  t  

1 -780/917 0 1181/265 -1289/5000 -694/773 0 

2 2 -1763/625 1 0 2 -958/335 

3 -443/2500 0 5873/578 -1881/500 -773/3141 0 

4 -5573/812 0 6831/5000 1489/500 320/671 0 

5 1731/1202 0 2139/371 722/913 2617/1651 0 

6 961/3099 -4623/625 1 1639/245 3850/2507 1183/370 

4837.49184/9105),( pQx 4183.40153/6184),( pQx  

donc on passe au changement de support  

3
 ème

 itération : 
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N  x        x  t  

1 -694/773 0 4625/884 -1053/5000 -75/702 0 

2 2 -1369/241 1 0 2 -6095/1659 

3 -773/3141 0 6462/529 -964/3137 -497/1000 0 

4 320/671 0 2087/1441 1997/821 1165/473 0 

5 2671/1651 0 1073/157 1213/1878 169/80 0 

6 3850/2507 -2801/667 1 2213/405 2219/370 850/517 

9468.2294/2157),( pQx    2106.4717/3019),( pQx  

On passe au changement de support   

4
 ème

 itération :   

N  x        x  t  

1 -751/702 0 6473/269 -2640/683 -613/553 / 

2 2 -5833/625 1 0 2 / 

3 -497/1000 0 3044/49 -4167/739 -2767/5000 / 

4 1165/473 0 334/97 1550/3473 2569/883 / 

5 169/80 0 5477/167 237/2000 2231/1000 / 

6 2219/370 -1597/625 1 1157/1154 7 / 

 

5621.2781/2001),( pQx 0),( pQx  

Donc  
fQx,  est optimal. 
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CHAPITRE III : 

 LA RÉSOLUTION D’UN PROBLÈME MIN-MAX EN 

PROGRAMMATION LINÉAIRE AVEC LA MÉTHODE DUALE 

ADAPTÉE   

INTRODUCTION : 

Ce chapitre est consacré à présenter la méthode duale adaptée pour la résolution d’un 

problème Min-Max en programmation linéaire. 

III.1  FORMULATION DU PROBLÈME DUAL : 

Le problème (P2) est équivalent au problème linéaire suivant : 

 

 




















)())(0,()(

)()(0),,(

)()(),,(

max)1),(0(

21 JdJIJd

IbIJIA

KaKeJKC

J

n 







 où 














)(J
 

 

(LP2) 

 

 

On obtient le problème dual suivant : 

min)( 21  dvdubyaX    

)(0)()(),()(),()( JJvJuJIAIyJKCK     

(D2) 1)()(  KeK  

nvvuyX ),,,( et p

 , my  , nu  , nv    

 

III.2  DÉFINITIONS ESSENTIELLES : 

1. Plan dual : 

Tout vecteur ),,,(  vuyX  vérifiant les contraintes du problème (D2) est dit « plan dual ». 
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2. Plan dual basique : 

Tout plan dual X tel que 1),()()( 
BB AJKCKIy    avec  )()( ff KK   , 0)( HK est dit 

« plan dual basique ». 

Remarque 1 : 

Les plans basiques sont associés à des appuis réguliers, ce qui justifie le choix fait au  

chapitre 2, et qui consiste à considérer uniquement les appuis réguliers. 

3. Plan dual accordé : 

Tout plan dual basique vérifiant : 

jju   , 0jv  si  0 j   

est dit « plan dual accordé » 
0ju  jjv   si  0 j  

 

4. Pseudo plan : 

Au plan dual accordé X , on associe le pseudo-plan )(J  tel que : 

 

j  

jd1  si   0/,  

jHHH JjJJj  

jd 2  si  0/,  

jHHH JjJJj  

))(),()(),(()( 1

ffHHBB JJIAJJIAbAJ    où )( fJ est donné par : 

))(),(),()()(,()( 1

HHfBBfffff JJKbAJKCKaKJDJ     

Remarque 2 : 

Pour le pseudo-plan ainsi défini on pose )()( Xf   

III.3  PROPRIÈTÉES : 

Lemme 1 : 

Pour tout plan dual X et tout plan admissible primal x , on a )()( Xxf  . 
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Preuve :  

On a : 21)( dvdubyaX   , étant donné que tout plan admissible primal x  vérifie : 

Jjdxd jjj  ,21
on a xudu  1 ,  xvdv 

2 et  bAx  , de là on obtient : 

xvuAyaX )()(    

D’autre part, pour tout plan dual, les contraintes du problème (D2) nous donnent : 

),()( JKCKvuAy  et 1)()(  KeK . 

D’où le résultat suivant :   )()()()()(),()()()( xfxfKeKJxJKCKaKX    

Lemme 2 : 

Pour tout appui pQ du problème (P2) on a : )()( XX   

Où : X est le plan dual accordé et X est un plan dual basique quelconque associé à l’appui 

pQ du problème (P2). 

Preuve : 

Soit pQ un appui du problème (P2), X le plan dual accordé et X un plan dual basique 

quelconque associé à l’appui pQ . 

On a alors : 21)()( dvduXX   et par définition du plan dual accordé on obtient : 





0

2

0

2

0

1

0

1 )()()()(
jjjj

jjjjjjjjjj dvdvduduXX  

Les contraintes du problème (D2) donne Jjvu jjj  ,  

D’où : 

  












0

21

0

21

0

2

0

2

0

1

0

1

)()()()(

)()()()(

jj

jjjj

jjjjjj

jjjjjjjjjjjj

vdduddXX

dvdvvuduvuduXX
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D’où : 0)()(  XX  

Conséquence : 

Le lemme 2 montre l’intérêt de ne considérer par la suite, que des plans duaux accordés. 

Lemme 3 : 

Pour le plan dual accordé et le pseudo-plan associés à tout appui pQ du problème (P2), on a 

)()( f si et seulement si )(J  vérifie le système d’équations linéaires suivant : 

)()()()(),(  fKeKaJJKC fff   (30) 

Preuve : 

On suppose que )(J vérifie le système (30) par définition de )( HJ et du plan dual accordé 

X  on a : 

  )()(),()()( fff KaJJKCKX    (31) 

D’où : comme 1)()( 
ff KeK , on aura )()( f  ; et comme par définition du plan dual 

accordé et du pseudo-plan  , on a : 

)()()()(),()()(),(),(
)(

)(
1 




fKeKaJJKCKaJJKbAJKC

f

J
ffffHHfBBf

f

f 












 

 

III.4  CRITÉRES D’OPTIMALITÉ : 

III.4.1 Théorème : 

Les conditions : 









Hkk

fBjjj

KkfaC

JJjdd

),(

,21




 

(32) 

Sont suffisantes pour l’optimalité du plan dual accordé associé à l’appui pQ du problème (P2). 

Démonstration : 
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Supposons que pour le pseudo-plan )(J associé à l’appui pQ du problème (P2), les relations 

(32) sont vérifiées, alors )(J est un plan admissible du problème (P2) et en vertu du lemme 

(3.3.1) on a )()( Xf  quel que soit le plan dual X , et par construction on a : 

)()( Xf  où X est le plan dual accordé associé à pQ . 

Par conséquent, le plan dual accordé X est un plan optimal pour le problème (D2). 

III.4.2 Théorème : 

 
pQ,

 
est un plan d’appui optimal du problème (P2) si et seulement si les relations (32) sont 

vérifiées. 

Démonstration : 

Condition suffisante : 

Soit  le pseudo-plan associé à l’appui pQ du problème (P2), il est claire que si les relations 

(32) sont vérifiées,  
pQ,  devient plan d’appui. Et par le lemme 1 on a )()( Xxf  pour 

tout plan admissible x et tout plan dual X , et en particulier pour le plan accordé X associé à

pQ . 

D’autre part : Par construction de  , on a )()( Xf  , d’où on obtient : )()( fxf  pour 

tout plan admissible x . 

Condition nécessaire : 

Il est clair que si les relations (32) ne sont pas vérifiées pour le pseudo-plan )(J  associé à 

l’appui pQ du problème  
pQ,  ne constitue pas un plan d’appui. Et par conséquent, n’est pas 

un plan d’appui optimal. 

III.5 CONDITIONS SUFFISANTES D’INEXISTENCE DE PLAN           

ADMISSIBLE POUR LE PROBLÈME (P2) 

III.5.1 Théorème : 
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Si pour le pseudo-plan et le plan dual accordé associé à un appui pQ du problème (P2), le 

critère d’optimalité n’est pas vérifié, et si on a de plus les relations suivantes : 

 

0,  kfKk   

,HJj si 0 j alors 0 jjt  

 si 0 j  alors 0jt  

 

(33) 

 

Alors le problème (P2) n’admet pas de plan admissible. 

Démonstration : 

Soit pQ un appui du problème (P2), )(J le pseudo-plan et ),,,(  vuyX  le plan dual 

accordé associé. 

En admettant que le critère d’optimalité n’est pas vérifié pour )(J et X , si de plus les 

relations (33) sont vérifiées alors pour tout 0 , on construit un plan dual : 

),,,(  vuyX  tel que    et )(Jtvu  . 

Par définition de la direction  )(),( KJt    on a les deux cas suivants : 

Cas 1 : 

0

0

k  alors : 

 )()(
00

 faCX kk   

Cas 2 : 

0

0

j  alors : 

 

 )(X  

)(
00 1 jj d  si  

00 1 jj d  

)(
002 jjd    si 

002 jjd   
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On remarque que dans chacun des deux cas (1) et (2), l’accroissement dual )(X  décroit 

indéfiniment lorsque  tend vers  . Par conséquent, le problème dual (D2) n’admet pas 

d’optimum fini, et en vertu du théorème fondamental de la dualité, le problème (P2) n’admet 

pas de plan admissible. 

III.6  ITÉRATION DE LA MÉTHODE : 

III.6.1 Calcul de l’indice de non optimalité : 

Pour le pseudo plan )(J , on définit l’indice de non optimalité ),max(
00

0

kj   par : 

 

)(max
0 j

JJj
j

fB




  

 

où   j  

 

j

jjd



1
 

si  1j   1j

 

si  
jjd 1

 

j

jjd



2
 

si  1j

 

avec j  1j

 

si  
jjd 2

 

0  si non     si non  

 

)(max
0 k

Kk
k

H




  

où  k  

 

 kk aJCf  )()(   si 
kk aJCf  )()(   

0  si non  

 

Remarque 1 : 

Si pour un pseudo-plan, l’indice de non optimalité est nul, alors il est optimal. 

On suppose que pour le pseudo-plan )(J correspondant au plan dual accordé X et à l’appui 

pQ du problème, le critère d’optimalité n’est pas vérifié. Construisons alors l’itération : 

),,(),,( pp QQ   où  0 , t0 et yyy  0 avec  )(),( KJt    

une direction admissible au point X et 
0  le pas maximal le long de cette direction. 

 



 

 
42 

 

 

III.6.2 Calcul de l’accroissement dual :  

On a 21

00)()( dvdubyaXX   , CAy   00 et comme bA 

, l’accroissement dual devient : 

21

00)()( dvduCaXX   , de plus on a 0)()(  KeK ce qui 

nous permet d’écrire :   )()( XX  où : 

 







)()(),()().(

)().()( 21





fKeJKCKaK

dvdu

HHHH

 

Notation :  

On pose  



H

H

Jj

jjjjjjJ dvdu 21)(   tout en tenant compte du signe de j et
j . 

On obtient : 

)()()()( 0 
HHHH JJJJ  où : 

0)()( 21  


 jj

Jj

jH
ddJ

H

 avec  0,0/  jjHH
JjJ , 

0)()( 12  


 jj

Jj

jH
ddJ

H

 avec  0,0/  jjHH
JjJ , 

0)()( 210

0

 


 jj

Jj

jH
ddJ

H

 avec  0,0/0  jjHH
JjJ . 

Donc, pour avoir 0)( HJ  ; on prend )(min
1 jj

HJj



 où : 

 

j  j

j

t


 

si 0 jjt ou ( 0 j et 0jt ) 

  si non  

D’autre part, pour avoir un nouvel appui régulier, on prend  tel que fk Kk ,0  ; c’est-

à-dire 
1k

  où )(min
1 kk

fKk



 avec : 
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k  k

k




 

si 0k  

  si non  

D’où , le pas maximal est donné par ),min(
11

0

kj   . 

III.7  ALGORITHME DE RÉSOLUTION : 

 

Début 

(0). 

Soit pQ un appui du problème (P2), construisons le pseudo-plan )(J correspondant où : 

 

j  

jd1  si   0/,  

jHHH JjJJj  

jd 2

 

si  0/,  

jHHH JjJJj  

 )(),(),()(),()( 1

HHfBBfffff JJKbAJKCKaKJDJ     

 )(),()(),()( 1

ffHHBB JJIAJJIAbAJ     

fkk KkaxCf  ,)( et aller en (1) 

(1). 

Calculons ),max(
00

0

kj   où )(max
0 j

JJj
j

fB




 , )(max
0 k

Kk
k

H




 avec :  

 

 

où   j  

 

j

jjd



1
 

si  1j   1j

 

si  
jjd 1

 

j

jjd



2
 

si  1j

 

avec j  1j

 

si  
jjd 2

 

0  si non     si non  
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où  k  

 

 kk aJCf  )()(   Si 
kk aJCf  )()(   

0  si non  

 

Alors Si 0 aller en (7) 

Si non 

Si
0

0

k  alors faire 

   0k\,1 00
 Hk K  

0)(,0)(  fB JtJt  

  1)(),,()()( 
fHfHHf KeJKKK   

),()()( HH JKKJt   et aller en (3) 

Fin faire 

Si non
0

0

j  et aller en (2) 

Fin si 

Fin si 

(2). 

Si fJj 0 alors faire 

     ,0),()(,0)(,0)(,0j\, 1

000

 fffHBfjj JtKKJtJtt   

),()()( HffH JKKJt   et aller en (4) 

Fin faire 

Si non BJj 0 alors faire 

     ,0),,(),()(,0)(,0)(,0j\, 11

000

  ffBBfHfBjj JIAAJtKKJtJtt   
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),()(),()()( 1

HffHBBH JKKJIAAJtJt    et aller en (5) 

Fin faire 

Fin si 

 

(3). 

Calculer ),min(
11

0

kj   où )(min
1 kk

fKk



 et )(min

1 jj
HJj



 avec : 

 

k  k

k




 

si 0k  

  si non  

 

 

j  j

j

t


 

si )0(  jjt ou ( 0 j et 0jt ) 

  si non  

 

Alors Si 0  aller en (6) 

Si non 

Si
1

0

k  alors faire 

    01 kk\,,  ffffBB KKJJJJ et aller en (0) 

Fin faire 

Si non
1

0

j  alors faire 

   01 k,,  ffffBB KKjJJJJ et aller en (0) 

Fin faire 

Fin si  
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Fin si 

(4). 

Calculer ),min(
11

0

kj    

Alors si 0  aller en (6) 

Si non  

Si
1

0

k  alors faire 

    10 k\,j\, ffffBB KKJJJJ  et aller en (0) 

Fin faire 

Si non
1

0

j  alors faire 

    10 jj\,,  ffffBB JJKKJJ et aller en (0) 

Fin faire 

Fin si  

Fin si  

(5). 

Si 0),()(/ 2

1

0   jIAAJtJj BBf
alors faire  

          ffffBB KKJJJJ  ,jj\,jj\ 0220
et aller en (4) 

Fin faire 

Si non calculer ),min(
11

0

kj    

Alors si 0 aller en (6) 

Si non
1

0

j  alors faire 
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     ffffBB KKJJJJ  ,,jj\ 10
et aller en (0) 

Fin faire  

Fin si 

Fin si 

 

(6). 

Le problème (P2) n’admet pas de plan admissible. 

(7). 

 pQJ ),( est un plan d’appui optimal du problème (P2) 

Fin. 
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CHAPITRE IV: 

LOGICIEL MATLAB  ET APPLICATION INFORMATIQUE 

INTRODUCTION : 

La programmation est un ensemble d’outils et de techniques permettant de résoudre des 

problèmes mathématiques par ordinateur, elle sert à trouver une solution optimale de 

n’importe quel type de  problème par exemple. Le processus de résolution de problèmes 

mathématiques exige un grand nombre de calculs donc il est mieux de l’exécuter par machine. 

Pour cela nous avons cité dans les paragraphes qui suivent le logiciel Matlab qui est spécifié 

pour résoudre des problèmes d’optimisation (linéaire, non linéaire, convexe, non 

convexe…etc.). 

 

IV.3.1 Présentation du logiciel : 

MATLAB dont le nom provient de « Matrix Laboratory » est un solveur de calcul scientifique 

basé sur le type de variable matricielle. 

 Il a été conçu pour fournir un environnement de calcul numérique de haut niveau grâce à sa 

structure de données interne et ses grandes capacités graphiques pour la visualisation d’objets 

mathématiques complexes.  

Son fonctionnement repose sur un langage de programmation interprété qui permet un 

développement très rapide. Pour des applications nécessitant un temps de calcul plus élevé, un 

langage compilé comme le C++ ou le Fortran est mieux adapté. 

IV.3.2 Description de la fenêtre MATLAB : 

1. La barre de titre : 

La fenêtre MATLAB est surmontée par une barre de de titre, contenant à sa gauche une icône 

et à sa droite les trois boutons : 

 Mise en icône 

 minimisation /maximisation  
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 fermeture. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. La barre du menu : 

La barre du menu contient en général 5 fenêtres: 

 File (Fichier) permet d’obtenir l’éditeur de programme ; 

 Edit (Edition) permet de couper/coller dans la ligne de commande et autres ; 

Barre de titre Barre de menu 

Barre d’outils 

Fermeture 

FIG V.1 : La fenêtre principale de logiciel MATLAB 

Barre d’état 
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 Debug  permet l’exécution d’un programme et autres ; 

 Window (Fenêtre) permet le passage aux différents fenêtres du logiciel ; 

 Help (Aide) accède au menu d’aide. 

3. La barre d’outils: 

La barre d’outils est souvent des raccourcis de fonctions contenues dans les menus : 

 Ouvrir un nouveau fichier dans l’éditeur ; 

 Rappeler un ancien fichier dans l’éditeur ; 

 Couper ; 

 Copier ; 

 Coller ; 

 Annuler ; 

 Appeler l’aide. 

4. La fenêtre de commande : 

Elle se divise en deux zones : 

 La zone historique : qui ne peut être modifiée, mais dont on peut copier des parties ; 

 La zone de commande éditable : permet de taper une commande qui sera acceptée à 

l’aide de touche « return » ou « entrée ». 

IV.3.3 Méthode de travail : 

1) Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB : 

Dans un premier temps, on peut se contenter d’introduire ses commandes une à une au niveau 

de l’espace de travail ou elles sont interprétées directement. 

Cependant, par la suite, il est beaucoup plus pratique d’écrire sa séquence de commandes 

complétée au moyen d’un éditeur, puis de sauvegarder le tout dans un fichier avec l’extension 

« .m ». Cette séquence pourra alors être exécutée dans MATLAB par simple introduction du 

nom de fichier. 

 

 



 

 
51 

 

2) Aide en ligne : 

En plus de l’aide Window une aide en ligne est disponible pour chaque commande de 

MATLAB. Il suffit d’introduire « help nom de la commande ». 

3) Création de fichiers de commandes et de fonctions utilisateurs : 

 Fichier de commande « Script files » : 

Un fichier de commande (script file) est un fichier ASCII d’extension « .m » contenant une 

suite de commandes MATLAB. Il peut être exécuté directement en tapant simplement son 

nom dans l’espace de travail MATLAB. 

 Fonctions : 

De nouvelles fonctions peuvent être ajoutées à MATLAB par l’utilisateur. Il suffit de créer un 

fichier de nom « nom_de_function.m » contenant les commandes à exécuter et dont l’entête 

a le format : 

function [liste des arguments de sortie]= nom de fonction (liste des arguments d’entrée). 

Contrairement aux fichiers de commande, les variables intervenants dans les fonctions sont 

locales. 

Les commentaires documentant les fonctions peuvent être insérés en les faisant précéder du 

symbole %. 
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FIG IV.2  Fenêtre d’édition de fichiers 

FIG IV.3 : La boîte de dialogue d’ouverture de fichiers 
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Pour les deux exemples numériques précédents résolus dans le premier et deuxième chapitre, 

en utilisant MATLAB nous avons trouvé les solutions optimales de la manière suivante : 

 

 

 

  

 

 

 

FIG IV.4 : Résolution du problème 1 sous MATLAB  

FIG IV.5 : Résolution du problème 1 sous MATLAB 
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FIG IV.6 : Résolution du problème 2 sous MATLAB 

FIG IV.7 : Résolution du problème 2 sous MATLAB 



 

 

Conclusion générale : 

 

Notre but dans le cadre de ce mémoire était la résolution de problème Min-Max en 

programmation linéaire par les méthodes primale et duale adaptées et le contrôle optimal. 

En premier lieu, nous avons introduit la méthode adaptée pour la résolution de problème en 

programmation linéaire ensuite nous avons résolu un exemple numérique et par suite nous 

avons procédé à une comparaison de résultats obtenus à ceux de Matlab. 

Nous nous sommes intéressés ensuite à la résolution du problème min-max avec des 

contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode adaptée ainsi qu’un 

exemple  d’application est résolu par la méthode adaptée avec des contraintes généralisées 

puis par le logiciel  Matlab, les résultats obtenus sont identiques. 

Le troisième chapitre du travail a été consacré à la résolution du problème min-max avec 

des contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode  duale adaptée. 

La dernière partie a été axée sur la présentation de logiciel MATLAB et applications 

informatiques. 
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