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Introduction générale :

La prise de décision dans une entreprise est parfois liée a plusieurs contraintes. Ces
contraintes sont généralement liées aux ressources limitées de matiéres premieres, en main
d’ceuvre, capacité de production des machines ... etc. Alors que 1’objectif soit maximiser les

profits ou minimiser les codts.

L’optimisation est plus particulierement la programmation mathématique, vise a
résoudre des problémes ou 1’on recherche a déterminer parmi un grand nombre de solutions
candidates, celle qui donne le meilleur résultat de la fonction « objectif ». Plus précisément,
on cherche a trouver une solution satisfaisante a I’ensemble des contraintes, et qui minimise
ou maximise une fonction donnée. L’application de la programmation mathématique est en

expansion croissante dans plusieurs domaines pratiques.

Dans ce cas la programmation linéaire joue un roéle important dans la planifications
optimale de la production d’une entreprise et ainsi un outil efficace et trés puissant d’aide a la
décision qui permet de résoudre un grand nombre de problémes d’optimisation en apparence
tres différent, dans des contextes trés divers relevé des mathématiques , de la recherche
opérationnelle et a des applications en gestion, d’ou elle occupe une place centrale de

I’optimisation.
Dans la plupart des problemes pratiques, les variables sont bornées. Une composante
X ; est bornée inferieurement par d, ; et supérieurement pard,;, oud,; <d,;. Si on note d, et

d, les vecteurs borne inférieure et supérieure respectivement, on obtient les contraintes dites

simples (ou directes) suivantes :d, < x<d.,.

La plus simple maniére de traiter ces contraintes consiste & introduire des variables

d’écarts X, et x, on obtient ainsi les contraintes X+ x, =d,etx—x, =d,.

Dans ce cas le nombre de contraintes d’un probléme de programmation linéaire a

variables bornées sera augmenté de 2ncontraintes: y, =x-d,, y, =x-d,.

Une méthode adaptée du simplexe pour la résolution d’un probléme de programmation
linéaire a variables bornées, sans introduire de variables d’écarts par exemple a été proposé

par R.Gabasov et F.M.Kirillova durant les années 80. L’avantage de celle-ci est une méthode



de points intérieurs pour aller plus vite vers la solution optimale, elle permet aussi 1I’obtention

d’une solution approchée et résout des problémes de contrdle optimal.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problemes Min-Max en programmation
linaire, vu leur importance dans de nombreuses applications pour le contréle optimal, la

programmation multi-objective ainsi que dans le domaine de décision multicritére en général.

Le présent travail, s’inspirant essenticllement des travaux de R.Gabasov et

F.M.Kirillova est consacré a la résolution des problemes Min-Max en programmation linéaire.

Dans le premier chapitre, nous rappelons la méthode adaptée pour la résolution de

problémes de programmation linéaire :

f (x) =C'x —> max
(PD): Ax=Db
d, <x<d,

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la résolution de problémes Min-Max en
programmation linéaire avec des contraintes genéralisées primales. Et ensuite par la méthode

duale adaptée dans le troisiéme chapitre.

Dans le quatriéme chapitre nous avons implémenté la méthode adaptée sur la machine

sous Matlab.



CHAPITRE I :

RESOLUTIQN DE PROBLEMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE
PAR LA METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION :

La méthode classique de résolution de probléme de programmation linéaire est la méthode du

simplexe mise au point par le mathématicien américain J.Danzting dans les années 40.

La méthode adaptée a été mise au point par les professeurs R.Gabasov et F.M.Kirillova de
I’'université de Minsk, en Belarusse dans les années 80. Elle est dite adaptée car elle garde
certaines structures de la méthode du simplexe comme elle permet d’avoir une solution

approchée.

Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre un probleme de programmation linéaire par la

méthode adaptée.

1.1 POSITION DU PROBLEME :

Considérons le probléme suivant :

f (x) = C'x — max 1)
(P1) {Ax=b (2)
d, <x<d, A3)

Oux,C',d,,d,sont des n-vecteurs réels. b est unm -vecteur réel ; C' transposé de C.

A= A[l,J]: Unemxnmatrice

| ={l...m} : L’ensemble des indices lignes de A

J= {1. . .n}: L’ensemble des indices colonnes de A.




Définition 1 :

Tout vecteur x= x(J) verifiant les contraintes (2) et (3) est dit plan du probléme (P1)

> Un plan xest optimal si C'x” = maxC'x/x plan de (P1)
» Un plan x“est e-optimal ”solution approchée a e-prés si;

f(x?)—f(x?)<e&, ¢>0réel donné.

Définition 2 :
L’ensemble des indices J; C J,|JB| =m est appelé support (appui) du probléeme (P1) si:

detA; =0 tel que: A; = A[I ,J B] est la matrice du support (matrice d’appui).

De I en choisissant un support J 5, tout vecteur x(J) peut s’écrire sous la forme :
X(J) =(x(Jg) X(3y)), Iy =J3-Jg,0u

X(Jg) Est ’ensemble des composantes sur les indices du support,

X(J,) Est’ensemble des composantes sur les indices hors-support,

De la méme maniére la matrice A peut s’écrire de la fagon suivante :

A(lLJ) =(A(1,3;5),A(1,3,))

En utilisant cette derniére décomposition le systeme Ax =b prend la forme suivante :

Ax=(A(l,3g),A(1,3,,))- (X(J), X(I4)) =D
Ax=A(,3,)-X(3,) + A, d,,)-x(J,)=b

Comme Agest inversible (det A; =0), on peut calculer les composantes x;en fonction de
Xy -
Xs =X(Jg) = A (b— A, x,), 00 A, =A(l,J,).

Définition 3 :
La paire {x,J, } formée du plan x et du support J, , est appelé support-plan (plan d’appui) du
probleme (P1).




Définition 4 :

Le support plan {x,J, } est dit non-dégénéré si: d,; <x; <d,;, j e J,

1.2 ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONELLE:

Soit {x, JB} un support plan de départ non dégénéré et x = X+ Ax un autre plan
(Axaccroissement de x ),

Af (x) = f(x) - f(x) =C'x—-CX

D’un co6té :
=C'(x+Ax)—-C'x =C'Ax
Ax=h
D’un autre c6té ;1 — = AAX=0
Ax=A(X+Ax)=b

= AgAXg + A AX, =0
On multiplie par A;' = Ax, =—A; A, AX,,
= Af (x) = —(CLA'A, —C/,)AX,,
Posons les vecteurs suivants :
y'=CLA;" Vecteurs des potentiels.
Ay =YA(l, j)-C| <A =yA-C’;jeJ (A Vecteurs des estimations).
Remarque 1 :

Par construction, les composantes de support du vecteur A sont nulles: A; =A(J;) =0.

Soit d’autre plan X=X+Axet calculons la quantité définissant 1’accroissement de la

fonctionnelle :

Af (X) = f(X) = f(X) =C'x—C'x =C'(x+ AX) —C'x = C'AX
=C'(J5) &X(J5)+C'(Jy)-AX(Jy) =Cy AXg +Cyy AX,,

Comme Ax=Db et A-x=Db alors
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A-AX=0= A; -AXg + A, -Ax, =0

= AXg =—Ag' Ay - AX,
En remplagant Axgdans Af (x), on obtient :

Af(X) = (-Ci Ag* A, +C') - Axy = =AY - AX, == D A - AX; (4)

jedy
Comme X est un plan admissible (réalisable) alors, 1’accroissement AX Vérifie :

dy; —x; <AX; <d,; —x;,jed (5)

Le maximum de ’accroissement de la fonctionnelle (4) sous les contraintes (5) est atteint

pour :
Ax; =d;; -, si Ay >0,
AX; =d,; —X; si A, <0,
dy; —X; SAX; <d,; —x; Si A; =0, jed,
Etestégal a:

B=PBxJg)=D A;(x;—d;)+ D A (X, —d,;), j € J,, = appelé valeur de suboptimalité.

420 A;<0
De la il en résulte que :
AF () = ()= F(X) < B(x,Ip)
Et pourx=x°, onaura f(x°)— f(x) < B(x,J;).
De cette derniere inégalité, on déduit le critere d’optimalité suivant :

1.2.1 THEOREME : (Critére d’optimalité)

Les inégaliteés :

X; =dy, si A, >0,
X; =d,, Si A; <0, - (6)
x eld,.d,] s A=0 Jedy




Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour

I’optimalité du support plan {X, Jg }
PREUVE :

Conditions suffisantes :

Si les inégalittss (6) sont  Vérifiees alors  B(x,J;)=0 et comme

Af (X) = f(X)— f(X) < B(x,d;) =0, pour tout x, donc
f(x)< f(x) , YX= xest optimal.

Conditions nécessaires :

Soit{x,JB} un support optimal non dégénéré et supposons que les inégalités (6) ne sont pas

vérifiées, c’est-a-dire, il existe un indice j, € J,, tel que :
Aj >0, %, >d;; 0uA; <0, x; <d,;
Prenons par exemple le 2*™cas: A; <0, x; <d,;

o Jo Jo

Construisons un nouveau plan x de la maniére suivante :
X=X+AX=Xx+6-¢, Ounréel positif non nul et 7 un vecteur (direction).
Il faut trouver @ , / tel que: A-x=b,d, <x<d,.Pour cela:

% surJ,, posons:
Ax:{o S? J:E‘].H_jo
0 Sl 1= Jo

Avec @>0

MX(Jg) =—Ag'A A3, ) =—6A"a, , xVérifie Ax=bet pour que xvérifie d, <x<d, , il
faut prendre un @ suffisamment petit, d’autant plus que le support plan {X,JB}eSt non

déegénére.




En portant X =X+ AX = X+ 6- ¢ dans la formule d’accroissement, on obtient :

AF(X)=Af (x) - f(x)=—6-A, -£, >0.

Ce qui contredit I’optimalité de {X, Js }

1.2.2 THEOREME : (Critére de suboptimalité)

Soit & >0donné, pour I’ ¢ -optimalité du plan x, il est suffisant de trouver un tel support J;,

pour lequel la valeur de suboptimalité vérifie I’inégalité suivante : fB(X,Jz)<¢.

PREUVE :

Conditions suffisantes :

Si f(x,Jg) <& = Af (X) <& = Xest ¢ -optimal, ce qui permet d’obtenir le résultat anticipé.
Faisons une décomposition de £(x,J;) :
Pour cela construisons le probléme dual de (P1) :

®(A)=b'u—Vv'd, +w'd, > min

Au-v+w=C,

V'>20,w>0,ueR"

Le vecteur A = (u,Vv,w) construit de la maniére suivante :

U=y,
Vi=A;,w,; =0 Si A >0,
v, =0,w; =—A, Si A;<0,jel

est un plan dual (solution admissible du dual).




B(x,dg) = ZAj(Xj _dlj)+ ZAj(Xj _dzj)!je‘JH

A;>0 Aj<0
=2 A = 2 Ady - YAy jedy
jed Aj>0 Aj<0
= A'X—A'd, - A'd,

=(yA-C')x—-v'd, +w'd,

=-Cx+yb-v'd, +w'd,

=—-CX+6(u,v,w)

=C'X° =C'x+0(u,v,w) —Cx’;

B(%,Jg) =Cx° =C'x+6(u,v, W) —O(u°,v°,W°)
B(xJdg) =B+ B(Is);

B, - Mesure de la non optimalité de x,

£(Jg) : Mesure du non optimalité de I’appui J; .
Remarque 1 :

Soit {X, Jg }un plan d’appui non dégénéré de départ :
Si B(x,J;) =0= x est optimal.

Si B(x,Jg) <& =X est ¢-optimal.

Si f(X,Jg) > & =>on passe a I’itération de 1’algorithme.

1.3 DEROULEMENT DE LA METHODE :

La méthode de résolution est constituée de 02 procédures :

» Changement de plan : consiste a augmenter C'x

» Changement de support (appui) : consiste a diminuer 6(1).
1.3.1 Etape 1 : Changement de plan
Soit X un nouveau plan qui sera construit la maniere suivante :

X=X+6¢ ; (:étant la direction du changement,




6 : (un réel positif) le pas maximale le long de la direction /7 (tel que f(>_<) > f(x)).
Le vecteur de direction ¢ =(¢(J;),4(J,)) est construit de la maniére suivante :

Sur J,, , onpose &=1et

dlj—xj Si AJ->0,

fj: dzj—xj Si AJ.<0, (7)
0 Si AJZO,jGJH,

et/(J;) =-A; A, -¢(J,) pour avoir Ax=b.

Pour que x vérifie d, <x <d, il faut calculer

dy; —X; si 0;<0
¢;
d2j —-Xj Si Ej >0
0, =
gl'
00 si Ej ::O,j c JB

0, =min(@; )pour je J,
Et le pas maximal sera@°® = min(1, 0,)-

De 13, le nouveau plan sera : x =X+6°¢ et la valeur de suboptimalité pour le nouveau plan

sera .

BxI)= DA (x;—d)+ DA (x;—dy;)

JEJH+ JEJH,

= B(x,3g)+6° > A1, (en remplacant les ¢ ; données par (7))

jedy

= B(x,Ja) 0’ (X, Jg) = (1-0") (X, Ip).

De cette derniere expression on conclut :

> Si 6° =1= x est optimal

> Si B(x,J;)<e= xest ¢-optimal

——————————
8




> Si B(x,J,)>e=> on passe au changement du supportJ, — Js (A, — As).
1.3.2 Etape 2 : Changement du support

Le changement du support A, — Ae consiste & faire un changement du co-plan A vers A et

du vecteur des potentiels y vers y de telle sorte que :
B(x,3s) < B(x,J,), pour cela on pose :

A()=A@)+o,t(J) e R" (8)
y(1) =y(1)+0,t(1) e R 9)

Ou t : est la direction de diminution de la fonction duale,

o, - est le pas maximal le long de cette direction.

Calcul de t et 6q:

En utilisant la définition de A et y on obtient :

A=YyA-C' =(y +0o,t'(1)A-C' = A"+ t'(1)A

Dela: t'(J)=t'(NA(,J)=t'(J,) =t'(NDA,J;) =t'(1) =t'(Jg) - A

Ce qui nous donnet’(J,) =t'(Jx)As" - A(l,J,).

Apreés calcul du plan;<: x+6°0, le pas 6°est donné par 6° = min(l, 0,)=0,;1, € s
On cherchera un indice j;, € J,, qui entrera dans la base a la place de j,.

Pour cela posons :

_[signe(r,) i i= i
) 0 Si Jedg—J

t’(JH):t’(JB)Aél'A(I!JH)

Et calculons : o, =o; =min(o;)

j€dn




A A0
¥
A;=0,x; #d;,t; >00u
o;=40 S A;=0,x; #d,;,t; <0,jed,
+ 00 dans les autres cas

» Le calcul de aovérifierAj >0,Vjeld .
> A(j,)=0.

Le nouveau support seraJs =(Jg —Jo) Y j;, et on remarque que la quantité B(x,Js)est

égaled: B(x,Je)= D A, (xj—dy)+ DA (xj—d,)

jej}# jejH*
OU:Ju ={jed, IA; 20}, Ju ={jed, /A; <0},
Selon la relation (8) et sur J; :

ﬂ()_(’jB): ZAj()_(j_dlj)+ ZAj(;j_dzj)—l_GO( 221:1'&1'_(:'1]')‘F th()_(i_dzj))

jeJHJr jedn_ jeJHJr jedy_
B(x,Je)=1-6°)-B(x,I5)+0°( th(ij —d;;)+ th(i,- ~d,;))
jeJH+ jedy_

t-0=0car A-£=0@t'(J,) =t'(NAU, I ))et t'(J,) =t'(J.)A- A J,,).

Par construction toutes les composantes de t'(J;) sont nulles sauf a I’indice j,, .

Posons a =a, = th()_(j —dlj)—l— th()_(j —dzj):—(l—HO). théj =(1—6?0)tjofjo

i, jedn =p

xj0+£j0—dljo Sl tjozl

a=a,=Q1-0)0 1, = _
—(xj, + L5, —dyy) ST =L

Donc B(x,Je) = (1—0°)- B(X,Ig) — o4|aty-

10



I.4 ALGORITHME DE RESOLUTION :

Soit {x,J, jun support plan de départ

(1).Calculer
>> yr:: (:é/\gl
> A'=yA-C’
> p=p(xJg)

SiB=p(x,Jg)=0={x,Jg} estoptimal =>arrét du processus

Si B=p(x,d5)<&= {x,J, este -optimal = arrét du processus

Sinon =aller a (2).

().
» Déterminer le vecteur /(J),

> Déterminer le vecteur x(J) 1

> Calculer 1-6°)-8
Sil-0°)-p<e, {i, JB} est ¢ -optimal=> arrét du processus.
Sie° =1, {Q,JB} est optimal = arrét du processus.
Si(1-0°)- B> ealler a (3).
(3). Changement de support :
» Calculer le vecteur t

> Calculer o; = min(o;)

j€dn
> le nouvel supportestJs = (J, — j,) U |,

» Aller al (on passe a une nouvelle itération avec un support plan {QJB }).
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1.5 EXEMPLE D’APPLICATION :

Nous allons résoudre le probleme suivant par la méthode adaptée, en suite on compare le

résultat obtenu avec Matlab.
[ - X, +2X, —3X; +4X, —5X; +6Xs — max

—5X; +3X, +2X; +4X, +5Xs + X5 =2
— X, +2X3 + X, +4X; +5X; =2

2X, +4X, +4X, +5X, + X; +5X; =3
6X, +5X, +4X; +3X, +2X; — X; =4

(P1) — —2<x <=2
—2<X,<2
-4<x,<4
-4<x,<4
-6<X, <6
—7T<X, <7

Avec :

X = (X320 X3 X X6 X6 ) dy = (-2-2-4-4-6,-7), d, =(2,2,4,4,67),
¢’ =(-12;-34;-56), b’ =(2;2;3;4)

-5 3 2 45

0O -1 2 1 4
A=

2 4 4 5 1

6 5 4 3 2 -1

Nous prenons comme solution initiale le vecteur x défini comme suit (en prennant

Xs =Xg =0).
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—291/1250

63/200
— 976/625 3 _ (12 34)
_1163/1439 B 253,
0
0
1 %" jtération :
N X A 0 4 X t
1 -291/1250 0 564/3029 875/73 1351/1250 0
2 63/200 0 1079/10000 | -5363/250 | -2 0
3 976/625 0 2331/10000 |-1741/73 -1171/1157 0
4 -1163/1439 | 0 129/1000 8008/215 | 1307/407 0
5 0 -1088/73 1 6 259/400 675/1057
6 0 625/1037 |1 -7 -1294/1713 -2552/1035
B(x,J,) =6836/73, B(X,J,)=11027/132
2°™ jtération :
N X A 0 ! X t
1 5303/500 0 253/1706 | 5751/908 1595/1047 |0
2 -2 611/2500 0 0 -2 -565/482
3 -1171/1157 |0 225/1499 | -3919/197 -2394/971 0
4 1307/407 0 73/1000 17929/1661 | 4 -1
5 259/400 -2955/2006 |1 2901/542 -1052/1013 | 3523/1747
6 -1294/1713 |0 2112/413 | 1057/697 3223/5000 |0

B(x,d5) =3943/50, B(X,J,)=4459/61
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3™ jtération :
N X A 0 ! X t
1 1595/1047 0 209/1723 3326/847 1249/671 0
2 -2 0 2343/5000 | 2885/338 -377/298 0
3 -2394/971 0 2488/289 | -35647/2000 | -4 1
4 4 417/2000 Ie'e) 0 4 3136/509
5 1052/1013 -4394/307 1 1414/285 916/625 2017/571
6 3223/5000 0 724/461 1027/211 -451/2000 0
B(x,J,)=6320/89, B(X,J,)= 447869
4°™ jtération :

N X A 0 J4 X t
1 1249/671 0 2594/321 -5543/116 | 1491/1250 0
2 -377/298 0 799/571 8867/38 2 -1
3 -4 Io'e) 0 -4 19703/1423
4 4 0 2932/969 -3437/13 751/2500 0
5 916/625 -3599/1671 | 1 1256/277 | 289/189 669/13
6 -451/2000 0 2162/287 7002/73 2233/2000 0
B(x,3,)=2881295, A(X,J,)=2677/278
58 jtération :

N X A 0 I X t
1 1491/1250 |0 / / / /
2 2 -1310/313 / / / /
3 -4 773/195 / / / /
4 751/2500 0 / / / /
5 289/189 0 / / / /
6 2233/2000 |0 / / / /
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B(x,J5)=0, Xopt =

226/223
2

—4
67/223
341/223
249/223
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CHAPITRE II:
LA RESOLUTION D’UN PROBLEME MIN-MAX AVEC DES

CONTRAINTES GENERALISEES EN PROGRAMMATION LINEAIRE
AVEC LA METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution d’un probléme Min-Max avec des
contraintes généralisées dans la programmation linéaire par la méthode adaptée mise en avant

par R.Gabasove et F.M Kirillova.

11.1 PRESENTATION DU PROBLEME :

On appelle probléme min- max en programmation linéaire tout probléme ; qui consiste a

maximiser (resp minimiser) une fonctionnelle f définie par : f (x) = rkni}p(C&x+ak)
S
(resp f(x) = rlpaKx(CLx +4a,)) sur un sous-ensemble de R" défini par des contraintes linéaires.
S

Considérons le probléme suivant :

f(x)= rkniPp(C;x+ak) — max
(P2) Ax =D
d, <x<d,

Ou x,d,,d,sont des n-vecteurs réels, C, ,k € K des n-vecteurs.

b un m-vecteur, a,,k € K des scalaires, C, la transposé du vecteurC, ,k € K .
A=Al,J]: (m#n)matrice, rang A=m<n.

K ={L...p} : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f .
| = {1. . .m} : L’ensemble des indices des lignes de A.

J={L...n} : L’ensemble des indices des colonnes de A.

C[K, J] : (p * n) matrice formée par les vecteurs lignesC/ ,k e K .
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11.2 DEFINITIONS DE BASE :

1. Plan admissible : On appelle plan admissible (solution réalisable) ; tout vecteur x de

R" vérifiant les contraintes du probleme (P2)

2. Plan optimal : Un plan x°est optimal s’il réalise le maximum de la fonctionnelle du
probléme (P2) i.e. f(x)< f(x°).Vvx plande (P2).

3. Plan sub-optimal (Plan g-optimal) : Soit & > 0réel donné.
Tout plan x° vérifiant 1’inégalité suivante f(x°)— f(x°) <& est dit plan sub-optimal
(ou plan g-optimal).

4. Support plan : Soit J; < J/|J;|=m «un ensemble d’indices de J ».

L’ensemble J est appelé « support des contraintes de (P2) » si et seulement si :
det A(1,J,) =0 < A, inversible,
= A(l,J;) = A est dite « matrice du support ».

La paire {x, Jg }formée du plan x et du support J_ est appelée « support-plan ».

11.3 VECTEURS DES ECRARTS DE LA FONCTIONELLE:

Soitx un plan du probléme (P2) et considérons I’ensemble K (x) des indices des composantes

actives de la fonctionnelle défini comme suit :

K(x)={keK: f(x)=C/x+a,}

K(x) =< pour tout plan x du probléme (P2).

On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle f :
k) = {o, k e K}

o, =o,(X)=C/x+a, — f(x),keK (10)

Conséquences :

(k) >0,k e K

minw, (X) =0,Vk e K
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Ao, =2 -a, K e K,

1.4 SUPPORT (APPUI) DE LA FONCTIONELLE :

Considérons les deux sous-ensembles d’indices K, et J, avec:
K, cKetd, cJtelque [K |=|J ]+1
et construisons la matrice suivante :

A(K,J)=C(K,J;)AA(1,J)-C(K,J) (11)
Soit le vecteure(K) = (e, =Lk e K),

et formons par la suite la matrice suivante :

Ar=(AK;.3,).e(K)) (12)
L’ensemble Q, ={Kf,Jf}est appelé «support de la fonctionnelle » si la matrice A,

correspondante est réguliére i.e. detA, =0.

Support plan non dégénéreé : Le support-plan {X,JB} est dit « non dégénéré »si et seulement

Si :
d;; <X;<dy; »Vjeldgwd,
o CX+a,>f(x). keK,=K-K;.
Définition 1 :
On définit le vecteur des estimations A(J) par :

A) =7 (K )AK,,J) (13)

L (1)=7'"(K)-C(K,,Jg)- A (14)

Ou y'(K,) estladerniére ligne de la matrice A7

Et «'(1)est le vecteur des potentiels.

de 13, on retire les relations suivantes :
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> 7K =00,
> 7(Ke(K,) =1

> A@J;)=00J,)
>

A(‘]B) :O(JB)
Remarque 1 :

L’ensemble Q, = {JB,Qf }formé du support des contraintes et du support de la fonctionnelle
est appelé support du probléme (P2).
— Le support Q, de la fonctionnelle est dit régulier siy, >0,k e K, .

— Le support Q,du probleme est dit régulier si Q est régulier.

— Le support Q, {Kf J g }avec J, =Jest régulier, par définition.

Par la suite, on ne considere que des supports réguliers.

La paire {x,Qp }formée du plan x et du support Q, est appelée support-plan (plan d’appui) du
probleme (P2).

II.5 FORMULES D’ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE:

Soit {X,Qp} un plan d’appui de départ non dégénéré du probléme (P2) et X =X+AX un plan
quelconque, et nous calculons la quantité représentant 1’accroissement de la fonctionnelle f

telle que :

AF(X) = f (%)= f(X) (15)

Soit Awle vecteur d’accroissement des écarts de la fonctionnelle tel que :

Ao(K) =C(K,J)- Ax —e(K) - Af (x) (16)

A partir de la relation (11), on aura :

Ao(K) =—A(K, J) - Ax—e(K) - Af (X) (17)

On obtient alors :
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M) e N
(Af(X)J—AfA(U(Kf) Af(A(Kf,JH))AXH,JH_J ('JBU‘]f)

En utilisant la décomposition de la matrice A7'on aura comme derniére solution :

AX(‘]f) =_D(‘]f 1 Kf)‘A(Kf’JH)AX(JH)_ D(‘]f 1 Kf)'Aa’(Kf) (18)
AF (x) ==A"(3,)AX(J) =7 (K )Ao(K ) (19)
Donc: A = P Ky)

7'(K¢)

Le maximum de I’accroissement de la fonctionnelle (19) sous les contraintes suivantes :
d; —X; <AX; <d,; —X;, jeJy et Ag, 2 -, ke K

Est atteint pour :

—

AX; =d,; - X, Si A; <0,
A)(j:dlj—xj Si Aj>0,j€JH,k€Kf
Ao, =-o,
hEtégaIeé:
ﬂ:ﬁ(nyp): ZA,'(XJ‘ _dlj)+ ZAJ'(X] _d2j)+ Z7ka’k (20)
jedfy JEN keK;

Telque: J;; ={jed, /A, >0fet J; ={jed, /A, <0}
B(x,Q,) est appelée valeur de sub-optimalité du plan d’appui {x,Q, |.

Remarque 1 :

Pour tout plan admissible x du probleme (P2), la valeur de sub-optimalité £(x,Q,)du support

plan {x,Qp}vérifie :

AF(X) = f (%) - () < B(%Q,) (21)

En particulier, pour un plan optimal X = x°on obtient :

0< f(x°) - f(X)<B(xQ,) (22)

20



A partir de I’inégalité (22), on déduit le critére suivant :

I1.5.1 Théoréme : (Critére d’optimalité)

Soit les relations suivantes :

X; =0y si
X;=d,; Si
dy; <Xx; <dy; si
@, 20 Si
o, =0 Si

A 20
A; <0
A;=0 (23)
7, =0

720, jed, keK,

Sont suffisantes pour l’optimalité, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont

nécessaires pour 1’optimalité du support plan {X, Q, }

Preuve :

Conditions suffisantes :

Soit {x,Qp}un support plan du probleme (P2) pour lequel les conditions (23) sont vérifiées,

alors la relation (20) donne (x,Q,) =0.

De &, pour tout plan admissible X, et d’aprés les relations (23) :

f(%) - f(X) < B(x,Q,) =0donc f (X) -~ f(x)<0d’ou {x,Q, fest un plan optimal.

Conditions nécessaires :

Soit {X,Qp}un support plan optimal non dégénéré du probleme (P2), et pour lequel les

conditions (23) ne sont pas vérifiées, alors on distingue deux cas :

1) Jjpedy/ A, >0,x;, >d; 0uA, <0,x, <d,, (24)

2) Tk, eK !y, >0,0, >0.

(25)
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Construisons alors un nouveau plan X =X+ tel que f(X)> f(x), avec
6 : Le pas admissible (6 >0).
¢ : Ladirection admissible.
Considérons d’abords le premier cas :

Jpedu/ A, >0,x; >d;; 0uA; <0,x; <d,;
On pose ¢ ; = signe (a,)ou

dyj, =X, St Ay, >0,x;, >y,

2iy ~ X, S Ay <0,x; <dy;

l, =0,Vj eJH_jO,Aa)k =0,k e K,
et ((J5)=—A"A(I,3,, LI, VI), L(3)=-D¢,K)AQ(, K )(Iy)

A, >0,x;, >dy;,36,>0/X; =x; —6,2d,; .

A, <0,x;, <d,; ,36,>0/X; =X, +6,<d,, .

On obtient dans ce cas X; =Xx; +&signe(a,), X;=x;Vjed,_;
=>Vjedy X, =X +6,0;,d;; <X; +0,0; =X; <dy;.
D’autre part, puisque {x,Q, jest un support plan non dégénéré, alors on a :
dy; <x; <d,;,Vjed; Ulg,

il existe 0, >0tel que :dy; <X; =x; +6,(; <d,;,VjeJ; Uy

Pour 8° =min(8,,0,),X = x+6°/ et par construction de ¢(J;)et ¢(J,)est aussi un plan du

probleme (P,) et on obtient :

Af (X) =—6°A ., signe (a,)>0 ce qui contredit I’optimalité du plan {X, Q, }
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Pour le deuxiéme cas :

Posons Aw, =0, ,0>0,Am, =0,vk € K; \{k, |

et £, =0(J,)

0(3,) =-AAUL I, LI @, Ud,),

(3;)=D@,;,K,) o(K,).

Puisque {x,Qp }est un support plan non dégénére, alorson a :
d;; <Xx; <d,;,VjeJ; uJg,doncil existe &, > Otel que :
dyj <X, =X, +6,0; <d,;,Vjed; Uy

En prenant &, =min(6,,68). X =x+6,¢ est un plan du probléme (P2) et on obtient :
Af (X) = 617kowk0 > 0.

Ce qui contredit I’optimalité du plan d’appui {X, Q, }

11.5.2 Théoréme : (Critére de sub-optimalité)

Pour &> 0un réel donné, la condition suivante :

B(xQp)<¢ (26)

Est suffisante pour I’e-optimalité du plan d’appui {X, Q, }

Preuve :

Conditions suffisantes :

Si B(x,Q,) <&, alors de la relation (22) ; on obtient Af (x) < &, ce qui implique que X est

& -optimal.
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En faisant une décomposition de A(x,Q; ), pour cela nous construisons le probleme dual du

probléme (P2) suivant :

[ d(X)=Aa+yb-vd, +wd, —»min

(D) 7
A'(K)-e(K) =1

LAeR? ,vyweR] , yeR"

X (4,y,v;w) vecteur dual construit de la maniere suivante :

A(K) =0 )DAT; A'(Ky)=0

y(1)=2(K)C(K,, Ip) Al

vVi=A;w;=0 si. A;20
{vj:O,wj:—Aj si A;<0

Est un plan du probléme dual (D).

IB(X’Qp): ZAJ'(X] _dlj)+ ZAJ'(X] _dzj)+ zyka)k

jedy jedq keK¢
En introduisant le plan ci-dessus, on obtient :

ﬂ(X’Qp):_ZAj(dlj)_ ZAj(de)+ ZAj(Xj)+ ZVKG)k

jedy jedq jedy keK¢

7' (Koao(K ) =7"(K)(C(K;,I)x(I)+a(K;)—e(K;)x(J))

Introduisons la matrice A(K, J), on obtient alors :

y'(K)a(K ) =-A"(3)x() +7'(K)C(K,, Ig)Ag'b— f(x) + A'a
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B(x,Q,)=Aa+yb-vd +wd, - f(x)
=Aa+yb-vd, +wd, - f(x)+ f(x°)-D(X?)
= (@(X)—D(X %))+ (f (x*)- f(x))

B(Qp) B(x)

D’’ou le résultat :

Bx.Q,) =X+ 5Q,)

Ou :

S (x) Est la mesure de la non optimalité du plan x .

B(Q,) Est la mesure de la non optimalité du supportQ .

11.6 DEROULEMENT DE LA METHODE :

L’itération de la méthode adaptée est basée sur la décroissance de la valeur de sub-optimalité.
Cette itération est constituée de deux procédures :

e Changement de plan

e Changement de support
11.6.1 Etape 1 : Changement de plan

Cette étape de D’itération consiste a construire un nouveau plan admissible X tel que

X=x+6.

Désignons par :

0° Le pas admissible maximal le long de la direction /(6> 0, réel),
{ La direction admissible au point x .

Le changement du plan X a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle
f:f(X)>f(x)

* Pour jeJ, onpose:
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d,; —x, i A; >0
V. = _J d2~—X- Si AJ-<O (28)

0 Si A=0

Pour avoir AX =b, onprend /(J;)=-A'A(l,J, v ), v et ().
est calculé de la maniére suivante :

En vertu du fait que Aw(K;) > -w(K;) peut s’écrire Aw(K,)=-0x(K,)avec <1, ce qui

résulte & partir de la relation (18)
0(37) =D, K)EAK,, 3,03 ) + o3 )
Soit 9° la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) d; <x+6°<d,, vjel

b) Aw, 2-w,,Vk e K.

La condition a) est vérifiee sur J,, pour 8 e [0,1] ,etsur J; UJg, pour €=0,

dj; -, si ¢,<0
EJ
6,= < dzj_—X, si £,>0 (29)
gi
0 si 0,=0,jed; Ul

0, =min( 6;) pourjed, ul,
Quant a la deuxiéme condition b) est vérifiee pour <1 sur K,, et sur K, pour

6,, =min(6, ),k e K,

Cix+a, — f(x) si Cil < B(x.Q,)
o, -2 BxQ)-Cit
0 si non

26



Le pas maximal 6° estdonc 6° =min(L,6, .0, )

Donc A(%,Q,) = (L-6°)A(x.Q,).

Alors :

Si ¢°=1= B(X,Q,) =0= xest optimal i.e. le support plan {)T,Qp}est un plan optimal.
Si B(X,Q,) < & = X est e-optimal i.e. le support plan {%,Q, | est e-optimal.

Si B(X,Q,) > & = on passe au changement du support.

11.6.1 Etape 2 : Changement du support

Le changement d’appui s’accompagne par la diminution de la fonctionnelle duale c’est-a-

dire :

Le changement de Q, —>6p entraine le changement du plan dual (4, y,v,w) vers(4,V,V,W) .

De Ia, on pose :

A =A+0.0A=A+0t(K)
V=v+

W =W+ oW
y=y+o-&

Ou :

t La direction admissible du changement du plan dual ;

o Le pas maximal le long de cette direction.

Ici on remplace v,w parA:A=A+ot(J).

Le calcul de la direction admissible et le pas maximal se fait comme suit :
A partirdeA=A+ot(J), X,X des plan duaux

t'(J) =" (NA(I,J) - A(K)C(K,J). (*)
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Ce qui résulte que t'(J;) ='(1)A; —A'(K)C(K, ;)

Donc 8y'(1) =t'(Jg) Ag' + A (K)C(K, J5) At
On remplagant dans (*) on aura

t(J3) =t'(J) A AL J) + A/ (K)A(K, J)

(t'(3).0) = (')A AL 3 ).0) + 52 (K ACK 31 )e(K )+ S (K )AKy, 3y ) (K, ))
Alors :

(K ) =(T' )0~ ([I:)AAU,I,).0) -2/ (K )AK,, 3 ).e(K ) AT

U(34) =t'(36) A AU 3 ) + 84 (K A(Ky, 3,0) + 52 (K )(A(K,3,,)

t'(J;),t'(Jg) etoA (K, ) sont construit d’une maniére a assurer une diminution de la

fonctionnelle du probléme dual (D).
¢ 0°=0, ,onposet, =-signe(/;),t(J; Ug—J,)=0, SAK,)=0
¢ 0°=0, onposest, =1, SA(K,  )=0,t(J; wI;)=0

Calcul du pas maximal ¢° :

O-O = min(O'jl,O'kl)

Ol o, =min(o;)/ jeJ,

A, si Ajt; <0
t
0 Si A;=0,x; 2dy;,t; >0
o; ou
Aj=0,x; 2dy;,t; <0
+ 00 dans les autres cas

o, assure la diminution de la valeur de sub-optimalité.

Oy

= pggl(ak)
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A s 52 A <0
o4

+ 00 si non
o}, assure la régularité de I’appui Q, 0
On construit le nouveau plan Gp comme suit :
Si0°=0,,joed et o’ =gy alorsIg=Jg,3; =3, — o), K, =K, -k
Si0°=0,,j,ed et o’ =0 alorsIy =35, =(J; — jo) U J,, K, =K,
Si 0°=6, , j, € Jgalors:
sidj, e J, /')A AL j,) =0alors I, =(Jg — ) Vi, I, =3, — i) Uy
faire comme le cas 6° =0, , j, € J,
Si 0°=0jalorsJ, =Jg, I, =(J, - jp) Ui, K; =K,
Sinon si 0’ =0y alorsJg =J5, I, =J; — o, K, =K, -k,
sinon 3j, e J, /t'(Jg)AA(lL, ) =0alorsa’ =o , Jg=(Jg— jo) Vi, I¢ =3¢, K =K,

si " =6, et 0’ =cjalorsIy =3y, I, =3, U, K, =K, Uk,

si ° =6, et 0° =cy alorsJy =Jg, I, =3, K =(K, k) Uk,

11.7 ALGORITHME DE RESOLUTION :

(1). Soit le plan d’appui {x,Qp} du probleme (P2) et & > 0un réel donné.

(2).Calculer B(x,Q,):
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Si B(x,Q,) =0alors {x,Q, jest optimal, arrét du processus.
Si B(x,Q,) <¢alors {X,Qp}est g-optimal, arrét du processus.
Si B(x,Q,) > ¢ alors on passe a I’itération.

(3). Calculer :

o U(34)i0(3¢)i0(g)
o 0°=min(L6,;06,)

° X=X+ 6’%
Si f(X,Q,) =0alors {x,Qp}est optimal, arrét du processus.
Si B(x,Q,) < ¢alors {x,Qp}est g-optimal, arrét du processus.

Si B(X,Q,) > ¢ alors continuer le processus.

(4).

Sio° =6,

Sy, =1 UKy —K) =0 ; t(3, —J5)=0;

(K, ) =82/ (K, )(A(K,, 3 (K AT 5 1(3,) = SV (K)(A(K, 3,,)
Faire(6).

Si0°=06, ], g

t, =-signe(r, ) ; t'(Js — o) =0; t'(J;)=0; SA(K,) =0 ;

SA(K ) =—({t'(35) ALAUL I, ).0AT ;

U(31) =t'(J) A AL 3, )+ S (K A(K , 3,)

Faire(4).
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Sio"=0,,j, €,
t, =-signe(?; ) ; t'(J; —jo)=0; t'(Jg)=0; oA (K,)=0;
(K ) =(t'(Jg)0)AT ; ') = (K)AK,,Jy)

Faire (5).

Sidj, e J, IU(JI)A}A(, j,) %0 ;

AlorsJ, =(Jg—jo) Ui, iJd; =3¢ — Jp) U -

Faire comme le cas 6° =0, , j, € J;.

Siaozaj0 ;

AlorsJ, =J,, J, =(J, —j,)Ui,, K, =K,

Si non

Sioc"=galors Jy=J; . T, =3, —j, K, =K, —k
Aller a (2)

Sinont’(J.)A;*A(l, j,)=0,Vj, € J,

Alorsc® =c, ;J; =(Js—jo) Vi, I, =3, K, =K, ;
Aller a (2)

(5). Calculer o° -

Si

c®=c;alorsJ; =J5,J, =3, U j,, K, =K, Uk,

o’ =calorsJ; =J;5,J, =3, K, =(K, k) Uk,

Aller a (2).
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(6). Calculer &°
o’ =calorsJy =15,3, =3, U jo, K, =K, UKk,
o’ =calorsJy = 15,3, =3, ,K, =(K, —k,) Uk,

Aller a (2).

11.8 EXEMPLES D’APPLICATION :

Soit le probleme min-max suivant :

—

P2) |

AvVec :

X'= (X3 %0 X X3 Xe3 %), Oy =(-2-2-4-4-6,-7), d, =(224467), a=(-2-2-9),

b=(2;2;3,4)

— X, +2X, —3Xy + 4X, —5X; +6X; — 2
f(x):mkin — 06X, +5X, —4X; +3X, —2X; + Xg — 2 | > max
— X, +3X, =5X; + 7X, —2X; + X5 —3

3 7 37 21 43

— X, +3X, =Xy —— X, —— X +—X. =2
270 77 27 107" 1070 20°°
%xl—x2—3x3+x4+4x5—x6:2

35 79 7
2X +3X, +— X, +5X, + —X. —— X, =3
1 2 4 3 4 100 5 4 6

9X, +5X, +4X; +3X, +2X; — X, =4
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3 ro3r 21 43
192 -3 4 -5 & g 2 10 10 20
C.=|-6 5 -4 3 -2 1| k=13 A=z P31 4 AL
13 -57 -21 s 3 ¥ 5 0 7
4 100 4
9 5 4 3 2 -1
1 % jtération :
N X A 0 14 X t
1 -2957/5000 | O -2439/1013 | -1445/247 | -780/917 |0
2 759/500 0 2769/625 1871/172 |2 -1
3 0 3463/407 1 -4 -443/2500 | 3701/1227
4 -1355/4897 | 0 -1120/123 1564/333 | -5573/812 | 0
5 337/263 0 6579/5000 | 1793/500 | 867/602 0
6 0 -2117/306 |1 7 961/3099 | -106/625
B(x,Q,)=6836/73=93.6438, B(X,Q,)=11027/132=83.5379donc on passe au
changement de support
2°™ jtération :
N X A 0 ! X t
1 -780/917 0 1181/265 | -1289/5000 | -694/773 |0
2 2 -1763/625 |1 0 2 -958/335
3 -443/2500 |0 5873/578 | -1881/500 |-773/3141 |0
4 -5573/812 | 0 6831/5000 | 1489/500 320/671 0
5 1731/1202 |0 2139/371 | 722/913 2617/1651 | O
6 961/3099 -4623/625 |1 1639/245 3850/2507 | 1183/370

B(x,Q,)=9105/184=49.4837 B(X,Q,) =6184/153=40.4183

donc on passe au changement de support

3 eme

itération :
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N X A 0 14 X
1 -694/773 0 4625/884 | -1053/5000 | -75/702 0
2 2 -1369/241 | 1 0 2 -6095/1659
3 -773/3141 |0 6462/529 | -964/3137 -497/1000 | O
4 320/671 0 2087/1441 | 1997/821 1165/473 |0
5 2671/1651 |0 1073/157 | 1213/1878 | 169/80 0
6 3850/2507 | -2801/667 |1 2213/405 2219/370 | 850/517
B(x,Q,)=2157/94=22.9468 B(X,Q,) =3019/717=4.2106
On passe au changement de support
4°™ jtération :

N X A 0 ! X t
1 -751/702 0 6473/269 -2640/683 | -613/553 /
2 2 -5833/625 |1 0 2 /
3 -497/1000 |0 3044/49 -4167/739 | -2767/5000 /
4 1165/473 0 334/97 1550/3473 | 2569/883 /
5 169/80 0 5477167 237/2000 | 2231/1000 /
6 2219/370 -1597/625 |1 1157/1154 | 7 /

B(xQ,) = 2001/ 781=2.5621 A(X,Q,) =0

Donc {)‘(,Qf } est optimal.

34




CHAPITRE IlI :
LA  RESOLUTION D’UN PROBLEME MIN-MAX EN

PROGRAMMATION LINEAIRE AVEC LA METHODE DUALE
ADAPTEE

INTRODUCTION :

Ce chapitre est consacré a présenter la méthode duale adaptée pour la résolution d’un

probleme Min-Max en programmation linéaire.

111.1 FORMULATION DU PROBLEME DUAL :

Le probleme (P2) est équivalent au probléme linéaire suivant :

(0'(3),)y > max
(-C(K.De(K)y)<ak) :(z(a)j (LP2)
(A(1,3),0(1))y =b(1) 3

d,(3) <(1,,0(3))r <d,(J)

On obtient le probleme dual suivant :

[ ®(X) = Aa+yb—u'd, +vd, — min
—A(K)C(K, )+ Y (DAU,3)-u' () +V'(3) =0'(J)
] A'(K)e(K) =1 (D2)

X4 y,uv)veRlet 1eRP, yeR™, ueR?, veR'

I11.2 DEFINITIONS ESSENTIELLES :

1. Plan dual :

Tout vecteur X = (4, y,u,v)"vérifiant les contraintes du probléme (D2) est dit « plan dual ».
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2. Plan dual basique :

Tout plan dual X tel quey’(1) = 2'(K)C(K,Jz)A;" avec A(K;)=y(K,),A(K,)=0est dit

« plan dual basique ».
Remarque 1 :
Les plans basiques sont associés a des appuis réguliers, ce qui justifie le choix fait au
chapitre 2, et qui consiste a considérer uniquement les appuis réguliers.
3. Plan dual accorde :
Tout plan dual basique vérifiant :

uj=A; ,v;=0 si A;20

; est dit « plan dual accordé »
u;=0 v,=-A, si A <0 P
4. Pseudo plan :

Au plan dual accordé X , on associe le pseudo-plan y = y(J)tel que :

d si jed;d;={ied, /A >0}

X = d; s jedyJdn={ied, /A, <0}

2Q5)=Ag' (b~ AL I ) x(3,) = A1) 2(3 ) ot (I ) est donné par :
x(3¢)=DQ; K)@a(K;)+C(K; 'JB)Aglb_A(Kf Ja)x(3y))
Remarque 2 :

Pour le pseudo-plan ainsi défini on pose f(y)=®(X)

111.3 PROPRIETEES :

Lemme 1 :

Pour tout plan dual X et tout plan admissible primal x , on a f (x) < ®(X).
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Preuve :

Ona: ®(X)=Aa+yb-u'd, +Vv'd,, étant donné que tout plan admissible primal x vérifie :

d; <x;<d,;,VjeJona —u'd, >-u'x, v'd, >v’xet Ax=Db, de la on obtient:
O(X)>Aa+(y'A—u'+V)x

D’autre part, pour tout plan dual, les contraintes du probléme (D2) nous donnent :

yA—u'+Vv'=1"(K)C(K,J)et 1'(K)e(K)=1.

D’ou le résultat suivant : ®(X) > ' (K)(a(K)+C(K,J)x(J))> A" (K)e(K) f (x) = f(x)

Lemme 2 :

Pour tout appui Q_, du probleme (P2) ona: D(X) < D(X)

Ou: X est le plan dual accordé et X est un plan dual basique quelconque associé a 1’appui
Q, du probleme (P2).

Preuve :

Soit Q,un appui du probleme (P2), X le plan dual accordé et X un plan dual basique

quelconque associ¢ a ’appuiQ,, .
Onaalors : ®(X)—®(X)=-du'd, +'d, et par définition du plan dual accordé on obtient :

QJ()?)—Q)(X) = zujdlj + Z(_Aj +uj)d1j + Z(_Aj _Vj)de + Z_VJdZJ

Aj<0 Aj=0 Aj<0 Aj=0
Les contraintes du probleme (D2) donne u; —v; =A;,VjeJ
D’ou:

D(X)—D(X) = D u;dy + D (=u; +V, +u,)dy; + D (U, +V, =v;)d, + Y —v,d,,

A]—<O A]—20 AJ<0 Ajzo
d)()?)—d)(X) = Z(dlj _dzj)uj + Z(dlj _dzj)Vj
A]-ZO AJ-<O
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Dol : O(X)-DP(X)<0

Conséquence :

Le lemme 2 montre 1’intérét de ne considérer par la suite, que des plans duaux accordés.
Lemme 3 :

Pour le plan dual accorde et le pseudo-plan associés a tout appui Q,du probleme (P2), on a

f(y) =®d(X)si et seulement si y(J) vérifie le systéme d’équations linéaires suivant :

C(Ks, N x(I)+a(K)=e(K)f(x) (30)

Preuve :

On suppose que y(J) vérifie le systeme (30) par définition de y(J,,)et du plan dual accordé

X ona:

O(X) =7 (K )C(K,, ) 2(I)+a(K,) (31)
D’ou: commey'(K,)e(K,) =1, onaura f(y)=®(X) ; et comme par définition du plan dual

accordé et du pseudo-plan y,ona:

Af(}f(?;)J=C(Kf,JB>A;b—A(Kf,JH)z(JH>+a(Kf>:C(Kf,awwam)=e('<f>f<z>
X

111.4 CRITERES D°’OPTIMALITE :

111.4.1 Théoreme :

Les conditions :

d; <y;<d,;,Vjedg U (32)
Cix+a > 1f(y),VkeK,

Sont suffisantes pour I’optimalité du plan dual accordé associé a I’appui Q , du probleme (P2).

Démonstration :
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Supposons que pour le pseudo-plan y(J) associé a I’appui Q, du probléeme (P2), les relations
(32) sont vérifiées, alors x(J)est un plan admissible du probléme (P2) et en vertu du lemme
(3.3.1) on a f(y)<®(X)quel que soit le plan dual X, et par construction on a:

f(x)=®(X)ou X estle plan dual accordé associé¢ aQ .

Par conséquent, le plan dual accordé X est un plan optimal pour le probléme (D2).
111.4.2 Théoreme :

{ ,Qp} est un plan d’appui optimal du probléme (P2) si et seulement si les relations (32) sont
verifiées.
Démonstration :

Condition suffisante :

Soit y le pseudo-plan associé a I’appui Q, du probleme (P2), il est claire que si les relations
(32) sont vérifiées, {Z,Qp} devient plan d’appui. Et par le lemme 1 on a f(x) < ®(X) pour
tout plan admissible x et tout plan dual X , et en particulier pour le plan accordé X associé a

Qp'

D’autre part : Par construction de y, on a f(y) =®(X), d’ou on obtient: f(x) < f(y)pour

tout plan admissible x .

Condition nécessaire :

Il est clair que si les relations (32) ne sont pas vérifiées pour le pseudo-plan y(J) associé a
I’appui Q, du probleme {;{ Qp} ne constitue pas un plan d’appui. Et par conséquent, n’est pas

un plan d’appui optimal.

111.5 CONDITIONS SUFFISANTES D’INEXISTENCE DE PLAN
ADMISSIBLE POUR LE PROBLEME (P2)

111.5.1 Théoreme :
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Si pour le pseudo-plan et le plan dual accordé associé a un appui Q,du probleme (P2), le

critére d’optimalité n’est pas vérifié, et si on a de plus les relations suivantes :

[VkeK,, 81, >0

Vjed,,si A;=0alors Ajt; >0 (33)

si A =0 alors t; >0

Alors le probleme (P2) n’admet pas de plan admissible.
Démonstration :

Soit Q,un appui du probleme (P2), x(J)le pseudo-plan et X =(4,y,u,v)"le plan dual

accordé associé.

En admettant que le critére d’optimalité n’est pas vérifi¢é pour y(J)et X, si de plus les

relations (33) sont vérifiées alors pour tout o >0, on construit un plan dual :
X =(A,y,0,v) telque A =A+00d et U-V=A+0ot(J).
Par définition de la direction (t'(J),5/1'(K)) on a les deux cas suivants :
Casl:
0° =6, alors :
AD(X) =0o(C x+a, — f(2))
Cas2:
0° =0, alors :

oy, —dy) stz <dg

APCO= N oy, - 1,) S doy <z,
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On remarque que dans chacun des deux cas (1) et (2), I’accroissement dual A®(X) décroit

indéfiniment lorsque o tend vers+oo. Par conséquent, le probléeme dual (D2) n’admet pas
d’optimum fini, et en vertu du théoreme fondamental de la dualité, le probléeme (P2) n’admet

pas de plan admissible.

111.6 ITERATION DE LA METHODE :

I11.6.1 Calcul de I’indice de non optimalité :

Pour le pseudo plan x(J), on définit I’indice de non optimalité 6° = max(é, ,6, ) par:

ajozjerg]au)g (0]) B dlj_zj Si /uj.:l —'uj:1 Si dlj>Zj
H;
ol 0,= T d—x, i py=-1 avecu; =4 p, =-1si d,; <z,
H;
0 si non + 0 si non
0, = max(6,) f()-(Cix(3)+a,) s f(r)>Cix(9) +a,
ou 6, = :
0 si non
Remarque 1 :

Si pour un pseudo-plan, I’indice de non optimalité est nul, alors il est optimal.
On suppose que pour le pseudo-plan x(J) correspondant au plan dual accordé X et a ’appui

Q, du probleme, le critére d’optimalité n’est pas vérifié. Construisons alors I’itération :

(LAQ,)—>(1,A,Q,)ou A=4+0"0, A=A+c’tet y=y+o'Syavec (t'(J), 6 (K))

une direction admissible au point X et o° le pas maximal le long de cette direction.
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I11.6.2 Calcul de ’accroissement dual :

Ona®(X)+d(X)=0c’01a+c % b-&'d, +'d,, A =c"%'A-c’51'C et comme Ay =b

, I’accroissement dual devient :

O(X)+D(X)=c’SAa+ Ay +5°51'Cy —du'd, + &'d,, de plus on a 5A'(K)e(K) =0ce qui

nous permet d’écrire : ®(X)+D(X) =0y + 3 oU:

{ﬁ=@ﬁx@wm+wmw
y =V (Ky)[a(K,) +C(K,,, )z —e(Ky) T ()]

Notation :

Onpose S ;) = Z(5A1751 —adu;d,; +5vjdzj) tout en tenant compte du signe de A etA;.

On obtient :
B =B, )+ B, )+ B o) 00

)= D A (d;—d,)>0avecd . ={j €J, /A, >0A, <0},

jeJH+,

p,-)= D A;(d,—dy;)>0avec J _. ={j €J, /A, <0A, >0},

je\]H7+

B o )= D A,(d,;~d,)>0avec I , ={jed, /A, =04, <0}.

jeJHo,

Donc, pour avoir £#(J,)=0 ;on prend o :mJin(aj) ou:
Jedy

—A, Si Ajt; <0ou (A; =0ett; <0)
o, = t;
+ o0 si non

D’autre part, pour avoir un nouvel appui régulier, on prend o tel que 4, >0,Vk e K, ; c’est-

a-dire =0y 0l o = min(oy ) avec
ERt
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_//Lk SI 5ﬂ.k <0

+ 00 si non

D’ou , le pas maximal est donné par o° = min(ajl,akl) :

111.7 ALGORITHME DE RESOLUTION :

Début
(0).

Soit Q, un appui du probleme (Py), construisons le pseudo-plan y(J) correspondant ol :

dy si jed; d;=1{ied /A, 20

] J

=1 d,; si jedn,dn={ied. /A, <0}

2(3:) =D, K )@a(K,) +C(K,, I) A~ AKK,, 3,)2(3))
2(3) = Atb— AU, 3,)2(3.) - A3 ) 2(3)))
f(y)=C/x+a,,Vk e K, etalleren (1)

).

jelgUls

Calculons ¢° = max(@; ,6, you 6, = max (¢;), 6, = rkngx(ek)avec:

—

dlj—;(j Si u; =1 —yj:]_ Si d1j>Zj
H;
ou ;= d,; — 7, Si py=-1 avecu; =4 p;=-1 si d,; <z
H;
0 si non + 00 si non
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f(x)-(Cix(J)+a,) Si f(x)>Cix(J)+a,
ou 6, =

0 si non

Alors Si@=0aller en (7)

Sinon

Sio° =, alors faire

S, =10AK,, Kk, )=0
t(Jz)=0,t(J;)=0

SA(K ) = A (K )(A(Ky . ) e(K,,))AT
t'(J,) =4 (K)A(K,J,,) et aller en (3)
Fin faire

Sinong°® =0, etalleren (2)

Fin si

Fin si

2).

Si j, € J, alors faire

t, =, 100, \{io})=0.t(35) =0,62'(K,,) =0,62'(K ) = ('3 ) O],
t'(J,) =01 (K;)A(K,,J,,)etalleren (4)
Fin faire

Sinon j, € J;alors faire

t, =, t(35 \ o })=0,t(3,) =0,64'(K,,) = 0,62(K, ) =—{t'(35), A" A1, 3, ) OA L,
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t'(3,) =t'(Jx) A AL I ) + S (K )A(K,, J,,) et aller en (5)

Fin faire

Fin si

(3).

0 _ - AN _ - = - ) .
Calculer o~ = mln(O'jl,le)OU oy = LQL?(Uk)Et o rjrgm(aj)avec.

- A S o4 <0
o =] O

+o0  Sinon

—A, Si (Ajtj<0)ou(Aj:0ettj<O)
o =4

+o0  sinon

Alors Sic® =+ aller en (6)
Sinon
Sic® =, alors faire

J, =3,,K, =(K, \{k, }uk,})et aller en (0)

Fin faire
Sinono® = o ; alors faire

Je=J:.3, =3, U{j, K, =K, Uik, }etaller en (0)

Fin faire

Fin si
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Fin si

(4).

Calculer o° =min(o; ,0y )
Alors sic® =+ aller en (6)
Sinon

Sic’ = o, alors faire

Ty =353, =3, \{j, LK, =(K, \{k,})etaller en (0)
Fin faire

Sinono? = o alors faire

Ty =35.K, =K, 3, =(3, \{j,)ulj, et aller en (0)

Fin faire

Fin si

Fin si

(5).

Si Jj, eI, It'(Iz)A AL, j,) = Oalors faire

Jg =3 o DUiin b 3; =0\, )ulio L K, =K etalleren (4)
Fin faire

Si non calculer ¢° = min(o; oy, )

Alors sic® = +waller en (6)

Sinono’ = o ;, alors faire
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Jo =(Ie o ))ulithdy =3, K, =K, etalleren (0)
Fin faire
Fin si

Fin si

(6).

Le probleme (P2) n’admet pas de plan admissible.

).

{;((J )Q, }est un plan d’appui optimal du probléme (P2)

Fin.
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CHAPITRE IV:

LOGICIEL MATLAB ET APPLICATION INFORMATIQUE

INTRODUCTION :

La programmation est un ensemble d’outils et de techniques permettant de résoudre des
problemes mathématiques par ordinateur, elle sert a trouver une solution optimale de
n’importe quel type de probléme par exemple. Le processus de résolution de problémes
mathématiques exige un grand nombre de calculs donc il est mieux de 1’exécuter par machine.
Pour cela nous avons cité dans les paragraphes qui suivent le logiciel Matlab qui est spécifié
pour résoudre des problémes d’optimisation (linéaire, non linéaire, convexe, non

convexe...etc.).

IVV.3.1 Présentation du logiciel :

MATLAB dont le nom provient de « Matrix Laboratory » est un solveur de calcul scientifique

basé sur le type de variable matricielle.

Il a été concu pour fournir un environnement de calcul numérique de haut niveau grace a sa
structure de données interne et ses grandes capacités graphiques pour la visualisation d’objets

mathématiques complexes.

Son fonctionnement repose sur un langage de programmation interprété qui permet un
développement trés rapide. Pour des applications nécessitant un temps de calcul plus élevé, un

langage compilé comme le C++ ou le Fortran est mieux adapté.
I1V.3.2 Description de la fenétre MATLAB :

1. La barre de titre :

La fenétre MATLAB est surmontée par une barre de de titre, contenant a sa gauche une icbne

et a sa droite les trois boutons :

> Mise en icbne

> minimisation /maximisation
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> fermeture.

Barre d’outils
Barre de titre  Barre de menu Fermeture

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
NS & mB9 o | &l 2| @ CurentFolder: C:\Program Files\MATLAB\R2012a\bin + |[oa] )
Shortcuts 2] How to Add (2] What's New

[ovR

T

Barre d’état

FIG V.1 : Lafenétre principale de logiciel MATLAB

2. La barre du menu :
La barre du menu contient en général 5 fenétres:

e File (Fichier) permet d’obtenir 1’éditeur de programme ;

o Edit (Edition) permet de couper/coller dans la ligne de commande et autres ;
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e Debug permet I’exécution d’un programme et autres ;
e Window (Fenétre) permet le passage aux différents fenétres du logiciel ;

e Help (Aide) accéde au menu d’aide.
3. La barre d’outils:
La barre d’outils est souvent des raccourcis de fonctions contenues dans les menus :

e Quvrir un nouveau fichier dans 1I’éditeur ;

e Rappeler un ancien fichier dans 1’éditeur ;

o Couper;
e Copier;
e Coller;
e Annuler;

e Appeler I’aide.
4. La fenétre de commande :
Elle se divise en deux zones :

e La zone historique : qui ne peut étre modifiée, mais dont on peut copier des parties ;
e La zone de commande éditable : permet de taper une commande qui sera acceptée a

I’aide de touche « return » ou « entrée ».

1VV.3.3 Méthode de travail :

1) Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB :

Dans un premier temps, on peut se contenter d’introduire ses commandes une a une au niveau

de I’espace de travail ou elles sont interprétées directement.

Cependant, par la suite, il est beaucoup plus pratique d’écrire sa séquence de commandes
complétée au moyen d’un éditeur, puis de sauvegarder le tout dans un fichier avec I’extension
«.m », Cette séquence pourra alors étre exécutée dans MATLAB par simple introduction du

nom de fichier.
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2) Aide en ligne :

En plus de 1’aide Window une aide en ligne est disponible pour chague commande de
MATLAB. 1l suffit d’introduire « help nom de la commande ».

3) Création de fichiers de commandes et de fonctions utilisateurs :

» Fichier de commande « Script files » :

Un fichier de commande (script file) est un fichier ASCII d’extension «.m » contenant une
suite de commandes MATLAB. 1l peut étre exécuté directement en tapant simplement son
nom dans 1’espace de travail MATLAB.

> Fonctions :

De nouvelles fonctions peuvent étre ajoutées 8 MATLAB par 'utilisateur. 1l suffit de créer un
fichier de nom « nom_de_function.m » contenant les commandes a exécuter et dont 1’entéte

a le format :
function [liste des arguments de sortie]= nom de fonction (liste des arguments d’entrée).

Contrairement aux fichiers de commande, les variables intervenants dans les fonctions sont

locales.

Les commentaires documentant les fonctions peuvent étre insérés en les faisant précéder du

symbole %.
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- ¥ | exemchebaharezki 08/09/2003 12:27 MATLAF
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% ¥ | karmarkarexemole 07/09/2003 21:07 MATLAE ~
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FIG IV.3 : La boite de dialogue d’ouverture de fichiers
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Pour les deux exemples numériques précédents résolus dans le premier et deuxiéme chapitre,
en utilisant MATLAB nous avons trouvé les solutions optimales de la maniére suivante :

=

Ef Editor - C\Users\Home\Documents\MATLAB\myfun4.m - g
g e 3 - Stack:| B
.)D CH{RRYC|SD-|Aenfi|B-B0RRE BB s s File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
= =] - - P otk o
H 1.0 + + x -
88| | |0 22| @, T & M9 o @ B | @ | cumentDirectory:| CUserHomea\DocumentaMATLAE v |[..] &)
1 -
7 * Shortcuts (2] Howto Add (] What's New
3 function £ = myfund (x) Aq= [ -53 2451 ~
4 - £{1)= ( -1%x(1) + 2*x(2) - 3*x(3) + 4*x(4) - 5%x(5) + B*x (&) )*i-1) ; 0-12145
5 244515
6 — end 65432 -1 ]
7
8
bq =[2:2:3; 4]
b =[ -2 5-2; -4 ;=4 ;=6 ;=7 ]
ub <[ 2 ;2 ;45 43 6 37 ]
x0 = [0; 0; O0; 0; 0; 0 ]
[%,fval] = fminimax (@myfuns,x0,[],[],aq, by, 1b,ub)
ag =
- 3 2 4 5 1
-1 2 1 4 5
2 4q 4 5 1 5
& 5 4 3 2 -1
bg =
2
2
3
4 v
4 Start OVR
S ———————
| myfund. [tn 1 a1 [owr
FIG IV.4 : Résolution du probléme 1 sous MATLAB
o Editor - C\Users\Home'\Documents\MATLAB\myfun4.m* - a
: @ B - 3 - Stack| B:
jﬂ SH|s¢RBoc (LD - Menf b -BRBBE BB sudeae Flle Edit Debug Parallel Desktap Window Help
== - 26 o6 o
. 1.0 + x -
88| | | o o2 | @, CTIE | & B o @ B | @ CurentDirectony: CAlsersiHome\DocumentAMATLAB v .. &
1 g
2 © Shortcuts @ Howto Add (& What's New
5 function f = myfundix) 0 ~
4- T(1)= ( -1%x(1) + 2%%(2) - 3*x(3) + 4*x(4) - 5*x(5) + E*x(&) )*(-1)
5
21° Local minimum possible. Constraints satisfied.
7
g fminimax stopped because the size of the current search direction is less than
twice the default value of the step size tolerance and constraints were
satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
<stopping criteria details>
Active inequalities (to within options.TelCon = 1=-006):
lower upper ineqlin  ineqnonlin
3 2 1
% =
1.1928
2.0000
-4.0000
0.3004
1.5291
1.118&
fval =
-15.08z28
v
4\ Start OVR
T
[ myfund. [tn 4 co 77 [OWR

FIG IV.5 : Résolution du probléme 1 sous MATLAB
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FIG IV.6 : Résolution du probléme 2 sous MATLAB
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FIG IV.7 : Résolution du
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Conclusion générale :

Notre but dans le cadre de ce mémoire était la résolution de probléme Min-Max en

programmation linéaire par les méthodes primale et duale adaptées et le contrdle optimal.

En premier lieu, nous avons introduit la méthode adaptée pour la résolution de probleme en
programmation linéaire ensuite nous avons résolu un exemple numérique et par suite nous

avons procedé a une comparaison de résultats obtenus a ceux de Matlab.

Nous nous sommes intéressés ensuite a la résolution du probléme min-max avec des
contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode adaptée ainsi qu’un
exemple d’application est résolu par la méthode adaptée avec des contraintes généralisées

puis par le logiciel Matlab, les résultats obtenus sont identiques.

Le troisieme chapitre du travail a été consacré a la résolution du probléme min-max avec

des contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode duale adaptée.

La derniere partie a été axée sur la présentation de logiciel MATLAB et applications

informatiques.
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