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Introduction Générale

L’analyse des séries chronologiques a pour but, la mise en oeuvre et ’évaluation des
modeles mathématiques adéquats pour la description des phénomenes aleatoires évolutifs
dans le temps. On comprend du modele mathématique une représentation simplifiée d’un
phénomene aléatoire sous étude; cette représentation soumise a des hypothese qui simpli-
fient I’étude de la série chronologique pour un objectif préalablement fixé. L’élaboration
d’un modele mathématique est basé sur des outils mathématiques, c’est-a-dire des méthodes
et des techniques qui sont fondées sur 'observation du phénomene, la mise en oeuvre du
modele correspondant et en terminant par la validation de ce modele. Une fois ce modele
mis en oeuvre, on peut I’exploiter en vue de résoudre différentes problématiques posées au
préalable. Le modele mathématique le plus utilisé pour représenter une série chronologique
est le processus aléatoire qui s’agit d'une famille de variables aléatoires caractérisées par
une structure de dépendance stochastique et provenant d’une distribution spécifique. La
qualité de la représentation du phénomene aléatoire par un modele mathématique dépend
de ce que la structure de dépendance du processus puisse le mieux prendre de dépendance
du phénomene observé.

La modelisation des séries financieres est un probleme complexe. Cette complexité
tient surtout a I'éxistence de régularités statistiques communes a un trés grand nombre
de séries financieres et difficiles a reproduire artificiellement a partir des modeles stochas-
tique. La plupart des séries financieres (action,obligation, taux de change,...) présentent
généralement des volatilités; les modeles GARCH introduit par Bollerslev (1986), ont été
proposé pour prendre en compte des variances conditionnelles dépendant du temps. Le
principe général consiste donc a remettre en cause la propriété d’homoscédasticité que I'on
retient généralement dans le cadre du modele linéaire.

La modelisation GARCH est devenue un outil incontournable en finance, particuliérement
utile pour prévoir et analyser la volatilité.
Ces modeles rendent compte des faits stylisés connus tels que la variation de la volatilité
(hétéroscedasticité) et de clustering (les periode de forte volatilité alternnent avec des per-
iodes de faible volatilité).
Les modeles GARCH presentent un interét pour s’adapter aux changements de regime assez
important. Ces modeles decrivent finalement la nature aléatoire de certains phénomenes.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le processus GARCH.



Ce mémoire comporte 3 chapitres;

Le premier chapitre présente les concepts théorique de base; on présente quelques
notions sur le processus stochastique a savoir, la stationnarité et I'ergodicité. La notion
d’équations aux réccurrences stochastiques, de solution non-anticipative et ’exposant de
Lyapounov est décrite. On donne les différentes conditions nécessaires et suffisantes as-
surant l'existence et 1'unicité de la solution non-anticipative strictement stationnaire et
ergodique; par la suite, on introduit les modeles a volatilité stochastique.

Le dexieme chapitre est consacré aux processus GARCH; on donne les définitions
précises du processus GARCH ainsi que ses propriétés. Le processus GARCH peut étre
défini a partir d’une équation aux récurrences stochastique. Par la suite, les parametres
du modele GARCH sont estimées par la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode du quasi-maximum de vraisemblance.

Dans le dernier chapitre, nous aborderons I'estimation d’'une mesure de risque par la
modelisation GARCH; on s’interessera plus particulierement a la valeur au risque (VaR).
L’avantage d’une estimation de la VaR pour la modelisation GARCH réside dans:

— les violations de la VaR sont moins importantes qu’avec les autres modeles.

— les moindres écarts entre la prediction de la pert et la perte.



Chapitre 1
Outils préliminaires

Pour une meilleure compréhension de notre travail, on donne quelque outils qui seront
nécessaire par la suite.

1.1 Processus stochastiques:
Définition 1.1.1. soit (2,A,P) un espace probabilisé ou

X:OQxT — FE
(wit) — X(w,t)= X (w)

Un processus stochastique X est une famille de variables aléatiores réelles (Xi)ier, ot
T C R est appelé lespace des temps et E espace des états. Si T C Z, le processus est dit
a temps discret et si T est un intervalle de R, le processus est dit a temps continu.

1.2 Processus stationnaires

1.2.1 Processus stationnaires du second ordre

Dans de tres nombreux cas, on ne peut pas renouveler la suite de mesures dans des
conditions parfaitement identiques (météo,économie...). Pour que le modele déduit a partir
d’une suite d’observations ait un sens, il faut que toute portion de trajectoire observée
fournisse des informations sur la loi de X et que des portions différentes mais de méme
longueur fournissent les mémes indications. C’est ce qui nous amene a définir la notion de
stationnarité.

Définition 1.2.1. Un processus X = (X;)iez est stationnaire du second ordre (ou faible-
ment stationnaire) si et seulement si

(i) E(X)=p, ¥ t €L



(ii) X; est de carré intégrable pour tout t€ Z: E(X?) < oo;
(11i) Cov(Xg,Xs4¢) = Cov(Xs1,Xs 14¢) =+ = Cov(Xo,Xy), V t,s €Z

Dans cette définition, la propriété (i) exprime la stationnarité en moyenne, (ii) assure
que la variance de chaque variable est finie et (iii) précise ce que I'on entend par ”invariance
de la structure de covariance”. Par cette propriété, on peut introduire la fonction

v(h) = Cov(Xy, Xy 1h)

qui est indépendante de t et n’est définie que si le processus est stationnaire du second
ordre (et vérifie donc (iii)).
Propriétés 1.2.1 (1). Si X est un processus stationnaire, Var(X;) = v(0) = o% est
idépendante de t.
On dit que le processus est homoscédastique.

On peut également définir un concept de stationnarité a partir des lois jointes des
variables aléatoires du processus X

1.2.2 La stationnarité stricte

Définition 1.2.2. Un processus X =(X;)icz est strictement stationnaire si et seule-
ment St
Vk € Njity, ...ty € Z et Vh € Z,la conjointe de (X, 4n, - .-, Xt,+n ne dépend pas de h i.e

L(Xt1+h17Xt2+h27 s 7th+hk) - L(Xt17Xt27 s 7th>7Vt7k(hlvh27 R 7hk)

Notons que si X est un processus strictement stationnaire, la loi de X; ne dépend pas
de t, les var X;, pour t € Z sont identiquement distribuées.
Cette derniere définition de stationnarité est plus exigente que le concept de stationnarité
du second ordre puisque tout processus strictement stationnaire est stationnaire du second
ordre. La réciproque est fausse. La stationnarité a I'ordre 2 est bien plus facile a étudier et
a vérifier que la stationnarité sricte.

1.3 Séries chronologiques

Définition 1.3.1. Une série chronologique (ou temporelle) n'est que des enregistrements
des observations, habituellement fait a des intervalles de temps réguliers, d’une grandeur
aléatoire liée a un phénomene :

— Economique (évolution d’un indice boursier, les rendements d’un actif financier, le
tauz de change de devises,. . . etc.)



— Métérologique (température moyenne hebdomadaire ou mensuelle dans une ville, ni-
veau moyen mensuel de la précipation de pluie dans une région, niveau mensuel d’eau
dans un barrage,. ..) et autres.

Une série chronologique peut étre, donc, considérée comme un cheminement ou une tra-
jectoire prise par un certain processus stochastique { Xy, t € 7}

1.4 Processus stationnaire ergodique

On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands
nombres (méme si les conditions d’application usuelles ne sont pas satisfaites).

Définition 1.4.1. Un processus strictement stationnaire (Z;)icz, a valeurs réelles, est dit
ergodique si et seulement si, pour tout borélien B et tout entier k,

n! Z In(Z1, Zis1s - - Zysr) — P(Z0, ... Z11k) € Bp.s

t=1

Le concept d’ergodicité est bien plus général. Il peut étre étendu a des suites non station-
naires (voir e.g. Billingsley (1995)” Probability and Measure”, Wiley, New York.)

Toute transformation fixe d'une suite stationnaire ergodique reste stationnaire et ergodique.

Théoréme 1.4.1 (7). Si (Zy)iez est une suite strictement stationnaire ergodique et si
(Y))iez est définie par

Y, = f(ZtaZtJrla 3 D1, Dy, ')7

ot f est une fonction mesurable de R® dans R, alors (Yi)iez est également une suite
strictement stationnaire ergodique.

1.5 Equation aux récurrences stochastiques

Définition du modele

On considére un espace vectoriel RY muni de la norme euclidienne notée |.| et My(R)
I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre d muni d’'une norme euclidienne matricielle
notée ||.||.

Pour tout x € R?, on a:



Pour toute matrice a € My(R), on a:

l|a|| = sup{|az| : z € RY,|z| = 1}
Soient (€2,A,P) un espace de probabilité et ((a,,b,))ncz une suite de variables aléatoires
i.i.d, ou a, est une matrice aléatoire a valeurs dans My(R) et b, un vecteur aléatoire a
valeurs dans R?.

On définit maintenant ’équation aux récurrences stochastique.

Définition 1.5.1. On dit qu’'un processus aléatoire (X,,),ecz défini sur un espace de proba-
bilité (Q,A4,P) & valeur dans R? satisfait ou est une solution de I’équation aux récurrences
stochastique, s'il existe une suite de variables aléatoires ((an,,b,))nez i.i.d définie sur le
meéme espace de probabilité & valeurs dans My(R) x R? telle que:

Xps1 = X+ by, nEZ (1.1)

Il est clair que 'équation (1,1) définit un processus autorégressif avec des coefficients
qui sont des matrices aléatoires. Dans le cas particulier ou les matrices aléatoires a,, sont
deteministes, (X, )nez est un processus autorégressif d’ordre 1, AR(1). Par consequent, les
processus aléatoires satisfaisant 1’équation aux récurrences stochastique sont dits processus
autorégressif généralisés.

Il serait intéressant de voir pour quelles conditions sur ((a,,b,))nez, la solution non antici-
pative strictement stationnaires de I’équation (1,1) existe.

Définition 1.5.2. Une solution non-anticipative de 1’équation aux récurrences stochas-
tique est un processus aléatoire (X, )necz tel que

Vh € N | X, et (anin,bnrn) sont indépendantes,

ou encore si

Xy = f((an—l7bn—1)a(an—2;bn—2)7 . )

Avant qu’on puisse formuler les résultats sur 'existence d’une telle solution, on définit
la notion d’exposant de Lyapounov.

Définition 1.5.3. Pour une suite (a,),cz de matrices aléatiores i.i.d, la constante
. 1
v =inf{—FElog||a; ...a,||,n € N} (1.2)
n

est dite exposant de Lyapounov.



Remarque 1.1.

1. L’exposant de Lyapounov ne dépend pas de la norme choisie.

2. Supposons que la partie positive du logarithme de ag est intégrable, Elog™||ag|| < oo,
alors une application du théoreme ergodique subadditif de Kingman (1973) [20] ou
des résultats de Furstenberg et Kesten (1960)[16] donnent

1
v = lim —loglla; ...a,||, p-s (1.3)
n—oo M,

Une autre définition de L’exposant de Lyapounov est basée sur ’ensemble des vecteures
positifs dans R? de la norme égale a 1 et I'ensemble des matrices positive dans My(R). Soit
S9! une sphere dans R? de rayon 1 et S, 'ensemble de ses élément positifs.

T_freR:|z|=1},S, ={z S22 >0}

Si la condition E(log™||a,||) < oo est satisfaite, alors

1 1
v = lim —loglla; ...a,|| = lim —logla,, ...a1x
n—oo 1, n—oo 1

1.6 Solution stationnaire

Dans cette partie, on décrit des résultats généraux des équations aux récurrences sto-
chastiques. Premierement, on étudie les équations aux récurrences stochastiques multi-
dimensionnelles. Aprés qu’on ait défini I’éxposant de Lyapounov, on donne les conditions
suffisantes sur ((an,b,))nez pour existence d’une solution non-anticipative strictement sta-
tionnaire pour I’équation aux récurrences stochastiques .

Théoréme 1.6.1 (6). Supposons que E(logt|by|) < oo, E(log*t|lapl]) < co. Si vy < 0,
alors

m

= (JJ an-)bn-m-1 (1.4)

m=0 j=1

converge presque surement et le processus (X, )nez est l'unique solution non-anticipative
strictement stationnaire et ergodique de (1,1).

Preuve. Soit X une variable initiale a 'instant n=0. Apres n itérations dans ’équation

(1,1), on obtient
Hanj nm1+ H@nm

m=0 j=1

n—1



Considérons la norme du terme général de la série du coté droit de (1,4).

1
exp(m—log\an_l s an—mbn—m—1|>
m

|an—1 s e an—mbn—m—ll

Comme log |an_1 ... ymbpn_m-1| < log|lan—i...an_ml|| +10g|by_m_1], alors
lan_1 . tnmbpm-1] < exp(m(%logHan_l e O + 10gT |brm1]))
En utilisant la condition Elog™|b,| < oo et la loi forte des grands nombres, il est claire que
Elog™ |by—m-1|/m 230, si m — oo

De plus, par la loi forte des grands nombres, on a

1 1 : :
ElogHan_l || < - ;logHan_jH B, sim — oo.

Par conséquent,

exp ( ZlogHan J||—i——log+]bn m-1])) 220 si m — oo

donc |a,_1 ... an,mbn,m,ﬂ converge presque surement vers zéro et par conséquent la série
(1,4) converge absolument presque surement.

Maintenant, on montre que | X, (X) — X,,| converge presque sturement vers zéro. En effet,

—

n—

Xa(X) = Xl = D ([]an-i)bn-m-1 + Han )X = ([ an-i)ba-m|
= m=1

m=0 j=1 m=0 j=1
= Z Han —j n m—1 1 Zan m
m=n j=1
= [(IT an-m)(=Xo + X)| < (H [lam-1[) (| Xo| + | X])- (1.5)
m=1 m=1

Par la loi forte des grands nombres, on déduit que

HHam 1] = exp(n ZlogHam D) E30sin — oo

m=1
Par conséquent, |Xn(X ) — X,,| converge presque surement vers zéro.
La solution (1,4) est strictement stationnaire. En effet, (a,,b,) 2 (@nsisbngi) , Vi €Z
ou 2 désigne 1’égalité en distribution, alors le décalage dans les indices de a,, et b, de la

série infinie (1,4) implique le décalage dans X,,, ce qui signifie que X, 2 X,.

10



Considérons I’équation aux récurrences stochastiques (1,1) pour n € N, c’est-a-dire
Xpi1 =anXn+0b, ,neN, X, € R% (1.6)
La solution unique étant donné une variable initiale X, s’écrit

X, = (1:[ am)Xo + 2—:( 1:[ )by, (1.7)

m=0 j=m+1
Notons que pour tout n € N,
D
(XO;(akabk)nggn—l) = (X07(an—k—l,bn—k—1)ogkgn—1)7
ceci implique que

X, 2 (1:[ am) Xo + jq[ 4 1)bp.

m=0 j=1
Les propriétés de la solution (1,7) sont données par le résultat suivant :

Théoréme 1.6.2 (24). Soit (X, )nen définie par (1,7). Supposons que E(log™|b,|) < oo,
E(log*|lagl|) < 0o et v <0, alors

1. X, DX sin— 00, X satisfait [’équation stochastique

XZ2aX+0b, Xet (a,b) sont indépendantes (1.8)
2. X est donnée par:
X = (H aj—1)bm, (1.9)
m=0 j=1

ot le coté droit converge presque surement.

3. Si on choisit Xo 2 X comme dans (1,9), alors le processus (X )nen défini par (1,7)
est strictement stationnaire.

Supposons que (X,,)nen st une solution non-anticipative strictement stationnaire de (1,6),
alors il est clair que (X,,,(an,bn))nen est strictement stationnaire. Ce processus peut étre
prolongé au processus strictement stationnaire (X,,,(an,b,))nez qui vérifie 'équation aux
récurrences stochastiques

Xni1=a,X,+0b,,ps .VneZ,

et le processus (X,,)nez est 'unique solution stationnaire de cette équation.

Remarque 1.2. On peut remplacer la condition E(log'|by|) < oo par une condition plus
faible E(|by|?) < oo pour 3 > 0. Notons que I'éxposant de Lyapounov de (a,)ncz est
inférieur & zéro dés que E(log||ag||) < 0 (prenant n = 1 dans la définition 1.5.3).

11



Définition 1.6.1. Soit @ = (a;;)1<ij<a €t b = (bi;)1<i j<a deux matrices de M 4(RR), alors le
produit de Kronecker noté ® de a et b est une matrice carrée d’ordre d? qui s’écrit comme
suit :

(Illb e aldb
a®b= :
CLdlb cee addb

Définition 1.6.2. Soit a € My(R) une matrice inversible. On appelle valeur propre de a
tout A € C tel qu'il existe x € C, x # 0 tel que ax = Ax. On appelle rayon spectral de a
la quantité p(a) = max{|A| : A € C,\ valeur propre de a}

On a aussi une autre condition assurant la négativité de 'exposant de Lyapounov.

Proposition 1.6.1 (11). Si le rayon spectral de la matrice E(ay ®' ay) est de module
strictement inférieur a 1, alors 'exposant de Lyapounov est négatif.

Preuve. De la remarque 1.1, v ne dépend pas de la norme matricielle. On considere les

matrices ai, . . . ,a, comme des matrices constantes dans R%*¢ muni de la norme euclidienne
||-|laxa- On a alors
d d
2 2 _ t
lalffxa =YY a5 = trace(a'a)
j=1 i=1

On pose S, = a; X ... X a, et F,, = E(S.S,,). On a alors

Py = E(S:L+1Sn+1>
= E(an+1S£Lszan+l)
= Bann B(S.5,) ann)

Grace a 'indépendance de S, et a, 1. Ainsi, on a la relation suivante
Fn—l—l =TF,

ot T est définie de R¥*¢ dans R?*¢ qui associe & chaque matrice A la matrice E(a; Alay).
En particulier, on a

EHal...@anxd - EH&TL"'alH?le
— tra,ce(Fn) = trace(T”])
< d2/)<T)n7

12



ou [ est la matrice identité. Il est clair que des que p(T') est strictement inférieur a 1,
I'exposant de Lyapounov est négatif. Soit maintenant E;; la matrice dont tout ses sont
nuls sauf I'élément (e;;) qui vaut 1, alors dans la base (Ey1,E12, ... Eo,Ex, ... E4) de
R4 T g’écrit comme E(a; ®' a;). Cette condition ainsi que E(log™||by||) < oo assurent
I’existence d’une solution non-anticipative strictement stationnaire.

Les conditions du théoreme (1.6.1) sont simples dans le cas d’'une équation aux récurrence
stochastiques unidimensionnelle puisque

1 1 &
7 =—E(loglar...an) = = >  E(logla;[) = E(loglas)
=1

On donne maintenant les conditions suffisante pour I’existence d’une solution non-anticipative
strictement stationnaire pour 1’équation aux récurrences stochastiques suivante

Xps1 = anXn+by ,n€Z, X, €R (1.10)

olt ((an,bn))nez est une suite de couples de variables aléatoires 7.i.d & valeurs dans R.

Théoréme 1.6.3 (6). Si une des conditions, —oo < E(loglag|) < 0 et E(log™|by]) < oo
ou P(ag = 0) > 0 est vérifiée, alors la série infinie (1,4) converge presque surement et le
processus (X, )nez est l'unique solution non-anticipative strictement stationnaire de (1,10).

Preuve. Pour la premiere condition, la preuve de la convergence de la série (1,4) est
similaire & celle dans & celle dans le cas d > 1. Si P(ag = 0) > 0, la série (1,4) a seulement

un nombre fini de termes non nuls, ainsi la série converge presque surement. De plus
n

H |am—1| = 0 presque strement lorsque n est suffisamment grand. Ceci et 'inégalité dans
m=1

(1,5) impliquent que |X,(X) — X,,| 23 0si n — oo
On montre que maintenant que P(ag = 0) > 0 est satisfaite, le processus (X, ),ez défini par

(1,4) est I'unique solution non-anticipative strictement stationnaire pour 1’équation (1,10).
En effet, si (X )nez est autre solution pour (1,10), alors par Iinégalité triangulaire, on en
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déduit que

|Xrl1 - Xa| = ’an71’~|X7/1—1 — X1l

k
= | [T ansl X0k = Xo sl
j=1

k k
SN | CED G | D
j=1 Jj=1

Du fait que P(ap = 0) > 0 et la série (1,4) contient un nombre fini de termes non nuls,
k

on en déduit que H la,_j] 25 0 si k — oco. De plus, comme (X, ),z et (X, )nez sont
j=1
strictement stationnaire, alors

k k
|Han_j|.]X;_k| 220et |Han_j|.|Xn_k| P20sik — oo
=1

j=1

Par conséquent, Vn € Z , X,/l = X, ps , cest-a~dire (X,,)ez est I'unique solution non-
anticipative strictement stationnaire de (1,10).

1.7 Moments de la loi stationnaire

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordre supérieur de la solution non-
anticipative strictement stationnaire de I’équation aux récurences stochastique. Le lemme
suivant est utile pour les prochains résultats.

Lemme 1.7.1. ( Inégalité de Jensen )[21] Soit f : R — R, une fonction conveze,
alors pour toute variable aléatoire X telle que E(X) < oo,

E(f(X)) = f(E(X)).

Le résultat suivant donne les moments d’ordre supérieurs de la loi stationnaire de I’équation
aux recurrences stochastique suivante

Xn = an_an_l + bn—l; neN XelR

Théoréme 1.7.1 (24). Supposons qu’il existe p € [1, + oo[ tel que E(|ag|?) < 1 et
E(|bo|P) < oo, alors E(|X|P) < oo et la série infinie (1.9) converge en moment d’ordre
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p. Si la variable initiale X est telle que E(|XolP) < oo, alors (X, )nen définie par (1.7)
converge vers X en moment d’ordre p, en particulier E(|X,[?) — E(|X|P) si n — oco. Les
moments E(X™) sont déterminés par :

E(X™) =Y ( 7]’;‘ ) E(db™ M E(XY), m=12,...,[p (1.11)
k=0

ot [p] est la partie entiére de p.

Preuve. Voir Vervaat, W. (1979)

1.8 Modeles a volatilité stochastique

La plupart des modeles pour les rendements financiers sont de la forme:

Et:O'tT]t,tGZ

Ou (n;); est une suite des variables aléatoires symétriques i.i.d et (o;); est un processus
stochastique non négatif tel que pour un t fixé n; et o, sont indépendantes.

La présence de volatilité stochastique implique que les rendements ne sont pas nécessairement
indépendantes au fil du temps. L’hypothese standart pour le bruit n, ~ i.i.dN(1,0,1) est
indépendante du processus de déviation standart o;.

La volatilité, comme aspect des séries financieres est constatée depuit longtemps. Ce-
pendent il y a peu de temps, depuis le fameux papier de Engle, que sa modelisation a
connu un dévelopement satisfaisant et remarquable. Dés lors, plusieurs approches ont été
congues pour d’écrire et modeliser I'évolution dans le temps de la volatilité d’une série
chronologique financiere. La modelisation a volatilité stochastique en constitue une.

Ce modele peut capturer et d’écrire le phénomene de volatilité d’une maniere plus flexible
que les modeles de volatilité déterministe.

Le modele est tel que:

p
2 __ § 2
0, = + o€
i=1

Ce modele est appelé le Hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive (ARCH processus).
Le processus dépend de son passé. Le terme ”hétéroscédasticité conditionnelle” signifie que
la variance (conditionnelle a I'information disponible) est variable et dépend des valeurs
anciennes du processus.

Il est assez naturel de définir o2, non seulement en tant que moyenne pondérée des €2, mais
aussi de passé de o?. Les données empiriques montrent que I'ordre de ARCH élevé doit
étre choisi afin de capturer la dynamique de la variance conditionnelle. Cela a conduit a
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I'introduction du modele ARCH généralisée (GARCH) en 1986 par Bollerslev
Le processus de volatilité :

q P
2 2 2
oy = oo+ g o€+ E Bioi_;
i=1 j=1

Ot les oy et les 3; sont des parametres non négatifs. Ce modele réduit le nombre de
parametres a estimer
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Chapitre 2

Processus conditionnellement
hétéroscédastiques

Dans ce chapitre, nous introduisons une classe importante de modeles de 'hétéroscédasticité
conditonnelle qui est le modele GARCH.

2.1 Présentation du modele GARCH

Le modele GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) & été
introduit en 1986 par Bolleslev. Ce modele consiste a écrire la variance conditionnelle du
processus GARCH en fonction de son passé.

Soit un modele linéaire autorégressif exprimé sous la forme suivante :
Y = E[Y;/Yi 1] + &
ou € est un bruit blanc faible, tel que Ele;] = 0, Eleres] = 0sit # s et Ele;/e—1] =0

Définition 2.1.1. Le processus (¢ ); satisfait un modéle GARCH(p,q) si

€t = O}t (2].)
q p

Ut2 = + Z Oéiﬁg_i + Zﬁjaf_j (22)
i=1 Jj=1

avec o > 0,0, > 0,68; > 0,i=1,.....q,5 = 1,...p (2.3)

olt (n;); est une suite de variables aléatoires i.i.d: E(n,) =0, E(n?) = 1
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L’équation (1,2) peut étre écrite sous la forme symbolique suivante :

B(B)o; =ag+UB)e; ,t €L (2.4)

ol B est 'opérateur de retard (B'e? = €2 . et B'o? = o2, Vi € N) , 2 et B sont deux

(2
polynomes de degrés p et q, respectivement :

Si B(z) =1, alors on a:
2 _ 2
Oy =00+ 01€_1 + oneenn. + o€,

et le processus(;);ez est dit processus ARCH(q).
Le processus GARCH est un modele ARCH genéralisé

En pratique, le modele GARCH permet d’avoir moins de parametres a estimer que le
modele ARCH.

Exemples 2.1.1.

Si P=1, q=0 c’est un modele ARCH(1)

Si p=0, q=1 c’est un modele GARCH(0,1)

Si p=1, q=1 c’est un modele GARCH(1,1)

Si p=2, q=1 c’est un modele GARCH(2,1)...etc

Propriétés 2.1.1 (3). Si (&); est un processus GARCH(p,q), alors

E(e) = 0

E(Q\St—l) =0
Cov(e,epn) = op, Yh >0

Cov(er,e1n\Si-1) = 0

Remarque 2.1. Les inégalités dans (2,3) sont imposées pour garantir que

02 >0, p.s. (2.7)
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Dans le cas du modele GARCH(1,1) avec:

2 2 2
0p = o+ an€,_y + oy
les conditions suffisantes, mais pas nécessaires pour (2,7) sont:

Oéo>0,0&i20,ﬂj20. (28)

En d’autre termes, par substitution on montre que:

2 2 2
o, = Qg —+ 1€ 4 + 51<Oé() -+ 1€t_9 + 510}72

= (1/0(1 — ﬁl)_l + 04165_1 + Ozlﬁl Zﬂ{ef_j_Q
7=0

avec og > 0, a7 > 0,0 < <1 sont des conditions nécessaires et suffisantes pour (2,7)

(e}
en supposant que la somme E B{ effjfz est convergente.
j=0

2.2 Stationarité des modéeles GARCH :

La définition du modele GARCH est simple mais son étude mathématique est difficile
notamment le probléeme de la stationnarité;
La condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’une unique solution stationnaire est
due a Nelson [18] pour le modele GARCH(1,1) et a Bougerol et Picard [5] pour le modele
GARCH (p,q).
On considere d’abord le modele GARCH (1,1) qui peut étre étudié d'une maniere explicite
que le cas général.

2.2.1 Etude d’un modéele GARCH (1,1)
Soit un modele GARCH (1,1) defini par:

€ = Oy (2-9)

ol = agt+ae |+ fot (2.10)

avec ag > 0,0 >0, B > 0 et (n;)ez est une suite de variables aléatoires 7.i.d N(0,1).
Le modele GARCH (1,1) peut étre écrit comme équation aux récurrences stochastiques:

Xi=a 1 Xy 1+b1,t€EZL
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ou (ay,bt)iez est une suite de variables aléatoires i.i.d.(X})icz est une suite de vecteurs
aléatoires, (a;)iez est une suite de matrices aléatoires i.i.d et (b;);cz une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d définis par

2 2 2 2
€ o1y B 1)
X, = t O = t t ’ b, 1 = t
(5 ) (2 5 o (o
Nelson (1990)[23] a donné une condtion suffisante pour que le modele GARCH (1,1) ad-
mette une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique.

Théoréme 2.2.1 (23). Soit un modéle GARCH(1,1) supposons que
—00 < E(log(aqmg + B1) <0 (2.11)

alors
1.La série infinie suivante :

ap = Z H(amf_j + b1) (2.12)
m=0 j=1

converge presque surement. Le processus (af)tez est strictement stationnaire et ergodique et
le processus (€)iez défini par ¢, = oym est Uunique solution non-anticipative strictement
stationnaire et ergodique .

2.8upposons que (02)icz est strictement stationnaire . Soit p € [1, + oo] tel que

Eloqm + B)P < 1 (2.13)

alors Am : 1 < m < [p] tel que E(0®™) < oo et

m—1
E(o®™) = (1= (oamp + B1)™) ) ( T/Z ) E(amg + B)Faf " E(0™) (2.14)
k=0
Preuve. De (2,10), on a:
o = g+ + o]

= ao+ (g, + B)or,
On a aussi la représentation de o2 sous 'équation aux récurrences stochastique:
Xe=a 1 Xe1+by,, t€Z (2.15)

avec X; = 02, a;_1 = an}_, + 1 et b_1 = .

On a E(log™|by|) < oo et par hypothese E(loglag|) = E(log(cyng + 31)) < 0.

Ainsi, par le théoreme 1.6.3 | la série (2,12) converge presque surement et (02)icz est
I'unique solution non-anticipative strictement stationaire et ergodique de I'équation aux
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récurrences stochastique (2,15). Par conséquent, le processus (€;)qcz est défini par:

= (ag Z H(Oélmz_j + 51))%7% (2.16)

m=0 j=1

est I'unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique du modele
GARCH (1,1).
Supposons que E(|ag|P) = E(aini 4+ 1)P < 1, avec p € [1,00], alors par le théoréme 1.7.1,
on déduit que

m—1

B = (= Bt + 50 3 () Blews + a0yt Be®) 21
=0
avec 1 <m < [p].
Le resultat suivant montre la non-stationnarité du processus GARCH(1,1).

Corollaire 2.2.1 (14). Soit un modéle GARCH (1,1) avec t > 1.
Si E(log(aing + f1)) > 0, alors:

llm 0l = 400, p.s. (2.18)

Si, en plus, E(|log(n?)|) < oo , alors:

hm et +o00, p.s. (2.19)

Preuve. On a:

t m—1
of > a (aami; + 1) = aolaam;  + B1) - - (aani + Br),
m=1 j=1
alors
t—1
1 2
hm mf logat > hm mf Z log(ann?. ; +61) = E(log(aung + 51)
m=1

Par conséquent log o7 — +00 et 07 — +00 p.s
De la méme maniere, on a:

hmmftloget = hmlnf (logat + log n?

t—o0

o1
> E(log(awmg + B1)) + lim inf ;lognf = E(log(aumng + £1)),
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alors log € — +00 et €2 — +00,p.s

Bolleslev (1986)[4] a établit une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’une
solution stationnaire au second ordre du modele GARCH(1,1).

Théoréme 2.2.2 (4). Le modéle GARCH (1,1) admet une solution non-anticipative sta-
tionnaire au second ordre donnée par (2.16), avec E(e;) = 0, var (¢;) = ap+(1—ay — (1)~
et cov(ees) = 0 pourt # s, ssi

ar+ 6 <1 (2.20)
Preuve. Si (& )iz au second ordre, alors on a:
E(e}) = BE(E(6\§e-1)) = E(0}) = ap + (o1 + B1) E(€f_y)
Par conséquent,

(1—a1 = B)E(e) = ag

ce qui donne pour 1 — oy — 3y > 0, E(e?) = —2¢

l—a1—01
Inversement, supposons que 1 — a; — 31 < 1. Par I inégalité de Jensen, on a:

E(log(anng + 1)) < log(E(aung + 1)) = log(an + 1)) <0

c’est-a-dire la condition (2,11) est satisfaite. Il suffit alors de montrer que la solution (€;)cz
définie par (2,16) admet une variance finie. En effet, Notons que:

m+1 m
H (041771&27]' + 01) = (eani—y + B) H 04177?7]'71 + 61)
j=1 j=1

m+1

et puisque (1;)ez est une suite i.7.d, 'espérance de [’ i

Par conséquent,

(am? '+ (1) ne dépend pas de t.

m-+1 m+1
E(H(aln?—j +51) = (u +51)E(H(04177t2_j + 1))
=1 =1
= (a1 +6)™.
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On a ainsi;

m=0 j=1
= aoy_ E([[(uni; + )
m=0  j=1
= Z(Oﬁ + 1)
m=0
= 040<1 — Q1 — 51)

Ceci montre que la solution du modele GARCH (1,1) est stationnaire au second ordre. De
plus cette solution est un bruit blanc parce que E(e;) = E(E(e\Fi—1)) =0et V h >0,

COU(Etﬁtfh) = E(€t€t7h> = E<E(€t€t7h\gt71)) = E(EtfhE(Q\gtfl)) =0

Notons que depuis les conditions du théoreme 2.2.1, la stationnaire stricte de (07)i ez im-
plique la stationnarité stricte du processus (€2,07)icz = (02(n?,1))iez. Par la constuction
du processus (€;)ez, le processus (€;,04)c7 est strictement stationnaire.

2.2.2 Modele GARCH (p,q)

Dans le cas général d’'un modele GARCH(p,q), on a la représentation vectorielle (équation
aux récurences stochastique multivariée) suivante :

Xt = at_lXt_l + bt—l; te 7z (221)
avec
Xt — (6?, ce 76§7q+170-1527 ce 70-1527;)4»1)/ c RP‘HZ’bt_l — (0407]?;0; e 7a0707 e ’0>/ c RP‘HI
amp aanp . agany agn; B Banp oo Bpoamp Bonip

1 0 . 0 0 0 0 . 0 0

0 1 . 0 0 0 . 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0
1 = 2.22
A1 a 6] Qg1 Oy B B2 5p—1 ﬁp ( )

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0




telle que a; € RPTix € RPTY. Dans le cas d'un modele ARCH(q),le vecteur X; se réduit a
€2 et ses (q-1) premitres valeurs passées, la matrice a; se réduit a une sous-matrice de la
matrice définie par (2,22).

Le résultat suivant donne les conditions suffisantes pour que le modele défini par (2,1) et
(2,2) admet une unique solution non-anticipative strictement stationnaire et ergodique.

Théoréeme 2.2.3 (14). L’équation auz récurences stochastique admet une unique solution
non-anticipative, strictement stationnaire et ergodique définie par

X = Z(H @t—j)bt—k—l (2-23)

k=0 j=1
si Uezposant de lyapounov vy de la suite (a;)iez est strictememt négatif.
Par conséquent le modele (2,1) et (2,2) admet une unique solution non-anticipative stric-
tement stationnaire et ergodique.
Preuve. On utilise la norme matricielle définie [[a|| = }_; ; [ai;|. Notons que la suite (a;)iez
vérifie la condition E(log™ ||a;||) < co. En effet,puisque E(n?)=1, alors les composantes de
la matrice a; sont toutes intégrables et par conséquent, on a:

E(log™ [la,|]) < E([Jacl]) < o0

De plus, la suite (b;)ez vérifie la condition E(log™ |b:]) < co. Les conditions du théoréme
1.6.1 sont alors satisfaites.

Les conséquences de la condition de stationnarité stricte sont données dans la proposition
suivante :

Proposition 2.2.1 (13). Si l'exposant de lyapounov v de la suite (at)iez est strictement
négatif, alors les propriétés suivantes sont équivalantes :

1. ZZP:I B@ < 1.

2. Les racines de

1=05z—- =03,/ =0

sont en dehors du disque unité.
3. p(Bo) < 1, avec p(By) est le rayon spectral de la matrice

Bi Ba o Bp1 By
0

1 0 - 0
By=| 0 1 -~ 0 0
0 0 10
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Preuve. Comme les éléments de la matrice a; sont positifs, alors il est clair que I’exposant
de lyapounov de la suite (a;)i ez est plus grand que l'exposant de lyapounov de la suite
des matrices constantes obtenues en remplacant par zéro les composantes des ¢ premieres
lignes et les q premieres colonnes de la matrice a;. La matrice obtenue a les mémes valeurs
propres non nulles et le méme rayon spectral que By. Pour une matrice constante A, on a

1
tlim n log || A*|| = log p(A) (2.24)
alors log p(By) < v < 0, ce qui implique que p(By) < 1.
En calculant le determinant de (A, — By) par rapport a la derniere colonne, on obtient

det(A\, — Bo) = NP — W18 — .. — 3, = )\p%(%)

avec B(z) =1— Pz — -+ — [p2P.
L’équivalence entre (2) et (3) est évidente.

On montre maintenant que (1) < (2).

OnaB0)=1et B(1)=1->", [ Par conséquent, si > 7, 5; > 1, alors B(1) <0 et
par le théoréme de Role, 3z €]0,1] t.q B(zp) = 0. On a montré alors (2) = (1)
Inversement, si Y ©_, f; < 1 et B(z) = 0 avec |z| < 1, alors

p p p p
1= Z@'Zé = |Z@Z(Z)| < Zﬁi|ZO|i < Z@' <1
i—1 i—1 i1 i1

d’ot la contradiction. On a montré alors (1) = (2).

Corollaire 2.2.2 (14). Si l'ezposant de lyapounov ~y de la siute (a;)iez définie par (2,24)
est strictement négatif, alors

ds > 0 tel que E(07) < 00 et E(e2) < o0,

Le résultat suivant donne une autre caractérisation de la stationnarité stricte des

modeles GARCH.

Lemme 2.2.1 (14). Soit (at)iez une suite de matrices aléatoire i.i.d, alors l'exposant de
lyapounov 7y de la suite (a;)iez est strictement négatif, ssi

ds > 0,3ky > 1 tels que § = E(||agyary—1 -~ a1]]?) < 1.
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Preuve. Supposant que v < 0. On a:

.1
v = inf S E(log [lagax—r -~ ar]),

alors dkg > 1 tel que E(log ||lagar_1---a1]]) <O.

De plus, en utilisant la norme [[A[| = 3, ; [Aj;|, on obtient
E(llaroary—1---arl]) = [[E(arany-1---ar)l|
12 ((ar))™l|
< (Blladl))™

Rappelons que si 3r > 0 tel que E(X") < 0o et E(logX) < 0, avec X est une variable
aléatoire positive, alors Is > 0 tel que E(X*®) < 1. en utilisant ce dernier résultat, on
conclut que

7<0=3s >0, Jko > 1 tel que E(||ar,ar,—1---a1]]*) <1

si ds > 0,3ky > 1 tel que § < 1, alors par I'inégalité de Jensen, on a:

1 1
v < k—OE(HakOako_l ceag]]) < S—kologd < 0.

Preuve du corollaire 2.2.2 La preuve du lemme 2.2.1 montre que le nombre s peut
étre inférieure a 1. Soit s €]0,1], alors la solution strictement stationnaire définie par (2,23)
satisfait

E(IX1*) < D Bllaca - arilVE(besall®) = E(bol[*) Y Elllas -~ ai][*)
k=0 =0

ko 00

= E(lboll)(1+ > E(llar - aesl*)+ D Elllara - aril|*)E(||besll))
k=1 k=ko+1
ko 2ko o0

< E(|lbol )X+ (Ellaol)) + > Elllay - aill) + Y Ellay - argll))
k=1 k‘=k20+1 k=2k‘0+1
ko ko 00

< E(|[bol ) (1 + > (Ellaol[*)* + 6> _(Ellaoll)* + > Elllar---ar[[*))
k=1 k=1 k=2ko+1
00 ko

< E(|[bol|)(1+ 6> (Ella||*)") < oo.
7=0 k=1
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On déduit que 02° < || X¢||* et €2° < || Xy||* et par conséquent E(c?) < oo et E(e?*) < oo.
Le théoreme suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité du se-
cond ordre des processus GARCH(p,q).

Théoréme 2.2.4 (4). Si un processus GARCH (p,q) est stationnaire au second ordre,
alors

q p
i=1 j=1

Inversement, si la condition (2,25) est satisfaite, alors l'unique solution non-anticipative
strictement stationnaire du modéle GARCH (p,q) est un bruit blanc faible (stationnaire au
second ordre ).

Preuve. On montre d’abord que la condition (2,25) est nécessaire. Soit (€;)yez un proces-
sus GARCH (p,q) stationnaire au second ordre, alors

E(e}) = E(E(€f §i1)) = E(o7)

ne dépend pas de t. En prenant 'espérence mathématique des deux cotés de (2,2), on ob-
tient

E(e) = a0+ > aiB(e)+ Y BE(e)),
i=1 =1

c’est-a-dire

(1- Zai - Z@j)E(ff?) = o,
i=1 j=1

ce qui montre (2,25).

Maintenant, on montre la condition suffisante. Supposons que la condition (2,25) est satis-
faite et on construit une solution stationnaire satisfaisant un modele GARCH (p,q).

Pour t,k € Z, on définit le vecteur Xy (t) comme suit

0 sik<O
Xilt) = { @1 X1 (t— 1)+ by sik >0
0 sik<O
et Xk(t) — kal(t) = bt—l sik=0

at,l(Xk,l(t — 1) — kag(t — 1)) sik>0

Par itération, on obtient pour k£ > 0,

Xi(t) = Xpo1(t) = apmrai—a - - - ap—pbr—g—1.
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Par conséquent,

E([[Xk(t) = Xea (D) = [[E(@101-2 - - arxbr—g-1)|

Notons que tout les termes de a;_ja;_5 - - - a;_b;_r_1 sont indépendants parce que (1;)ez
est une suite de variables aléatoires i.i.d. En posant a = E(a;) et b = E(b;), on obtient
pour k£ > 0,

E(||IXk(t) = Xe-a (O] = lla*0]] = (1,1, -+ 1)a"b.

La condition (2,25) implique que les valeurs propres de a sont strictement inférieure a 1 en
valeur absolue. En effet, on peut vérifier que

q p
det(Mypg —a) = WL =Y " asd™ =) " BA7).

i=1 j=1

Si |[A| > 1, alors

q p q p
et pag — @) 211 =Y adx™ =Y gAY 213 a0, = 8 >0,
i=1 j=1 i=1 j=1

donc p(a) < 1. En utilisant le resultat (2.24), on déduit que a* — 0 si k — oo. De plus,
pour t fixé, Xy () converge presque surement lorsque k — oo. Soit X; la limite de (Xg(t))y.
Pour k fixé, le processus (X (t));cz est strictement stationnaire. Le processus limite (X;)ez
est strictement stationnaire et une solution de I'equation de récurences stochastique (2,21).

Remarque

1. Sous la condition (2,25) du théoreme 2.2.4, I'unique solution du modele défini par
(2,1) et (2,2) est un bruit blanc de variance

var(e) = ag(1 =3 s = D78 B;) 7"
2. Sous la condition (2,25) du théoreme 2.2.4, on a nécessairement
(1-=>7 o — §:1ﬁj <1l)=~<0.
parce que la solution stationnaire au second ordre donnée par le théoreme 2.2.4 est

aussi strictemment stationnaire. En effet, si la condition (2,27) est satisfaite, alors le
rayon spectral p(FE(a;)) est strictement inférieur a 1. De plus, on a:

1 1
EE(ZOQHC%'“CMH) < EZOQE(H%“'%H)

= logl|(B(a))f]] — logp(E(@)) < 0.

ce qui montre que v < 0
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2.3 Moments d’ordre supérieurs

Dans cette partie, on s’intéresse aux moments d’ordres supérieurs de la solution stric-
tement stationnaire du modele GARCH(p,q). Le resultat suivant donne les conditions
assurant I'existence des moments d’ordre 2m, otl m est un entier positif.

Théoréme 2.3.1 (12). Soit ™ = E(ai™), avec a; définie par (2.22). Supposons que
Em?™) < oo et p(a™) < 1, la série (2.23) converge dans L™ et le processus (€2)iez est
strictement stationnaire admettant des moments jusqu’a l’ordre m.

Preuve. Soit k£ > 0, alors apres k itérations dans 1’équation aux récurrences (2,23), on
obtient :

J
X = Hat iXi— k+z Hat )bi—j—1

7=0 i=1

k
On pose a1, = [ [, a1—i et Xy p = ar—1 xbi—k—1, avec as_19 = Ip1q et Xy = by—1. Notons
que

[e'¢) k
ZHaMbM 1_2th (2.26)

En utilisant la norme [|A]| = >_, ;|A4; ;] et I'égalité [|A|[.||B]| = |[A @ B[, on obtient:
E(||Xekll™) = E(||at—16bt—k—1®- - -@as—1 kbi——1]|) = || E(@t—1 kbt—k—1®- - - @1 kbr—r—1)]|-

Soit x € RPT4, alors (ax)®™ = a®™ x ®™. En utilisant ce résultat, on obtient :

E(IXell™) = (1B b5 DIl = [1E (a2 - - aybe5 )| (2.27)

On pose b™ = E(b?™). De (2,27)et du fait que les matrices a,_; sont indépendantes, on
obtient :

E( ) = [1(a™) 6.

En utilisant ce dernier résultat et la relation (2,26), on obtient :

m i =
1Xellm = (BAXA™)™ <> 1 Xkl I
k=0

1 1
"(Z [1(a™™)*
k=0

< ||b(m)
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Si p(a™) < 1, alors ||(a"™)¥|| converge vers zéro. Dans ce cas, X, est finie presque
strement, le processus (X;)ez est la solution strictement stationnaire de (2,21) et il appar-
tient & L™. Tl est clair que ||€Z||,, < || X¢||m. Par conséquent, la condition suffisante pour
I'existence de F(e2™) est alors p(a™) < 1.

2.4 Estimation des parametres

Les parametres du modele GARCH peuvent étre estimés selon différentes méthodes:
maximum de vraisemblance, pseudo maximum de vraisemblance, méthode des moments
etc. Les méthodes généralement retenues sont celles du maximum de vraisemblance (MV)
ou du pseudo-maximum de vraisemblance (PMV). L’avantage du PMV réside dans le fait
que 'estimateur obtenu converge malgré une mauvaise spéfication de la disribution condi-
tionnelle des résidus, a condition que la loi spécifiée appartienne a la famille exponentielle.

Estimateurs du MV sous I’hypothése de normalité et Estimateurs du PMV

On reprend igi la présentation de Gouriéroux (1992). Soit un modele tel que:

E(Y\Y,_1.X,) = my(Yi_1,X,.,0) = m,(0) (2.28)
V(Y\Yii1, X)) = 0u(Yi_1,X,,0) = 0,(6) (2.29)

On note 6 I'ensemble des parametres intervenant a la fois dans I'expression de la moyenne
conditionnelle et de la variance conditionnelle. Nous commencerons par présenter les méthodes
du MV et PMV.

Maximum et Pseudo Maximum de Vraisemblance appliqués aux modeles GARCH
Nous présenterons de facon parallele la méthode d’estimation du MV sous I'hypothese
de normalité de la distribution conditionnelle des résidus et la méthode d’estimation du
PMV. En effet, 'idée générale des estimateurs du PMV consiste a démontrer que si I’'on
commet une erreur sur la distribution conditionnelle des résidus en utilisant a tort une log-
vraisemblance fondée sur une loi normale, 'estimateur du MV ainsi obtenu peut tout de
méme étre convergent si la vraie loi des résidus appartient a la méme classe de loi que la loi
normale (Gourieroux, Montfort, 1989). L’estimateur sera (i) asymptotiquement convergent
et (ii) asymptotiquement normal. Par conséquent la fonction de vraisemblance définissant
I’estimateur du MV sous 'hypothese de normalité et la fonction de pseudo-vraisemblance
de l'estimateur du PMV sont les mémes.

Définition 2.4.1. La fonction de log-vraisemblance associée a un échantillon de T ob-
servations (y1,ya,..,yr) de Y; sous I'hypothese de normalité de la loi conditionnelle de Y;
sachant Y;_; et X, s’écrit :
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logL(0) = —glog(Qﬂ) - %Z log[o:(0)] — %Z % (2.30)

t=1 t=1

Dans ces notations la fonction o,(f) désigne la variance conditionnelle et donc il n’y a pas
lieu de I'élever au carré.

Exemple Appliquons cette formule au cas d’'un modele de régression linéaire avec erreur
ARCH(q) .

Y, =XiB+¢
et = oy (0) avec n, N.i.d(0,1)

q
Ee\eim1) =0 V(e\e—1) = ap + Z Qic_;
=1
Dans ce cas on donc:
E(Y;\Y%tht) = mt<9) = X,
q
V(Yo X0) = 00(0) = ao + Y ci(Vies — BX,)°

=1

ot 0 = (B,a0,a1, . . . ,ay) € RI2. La log-vraissemblance s’écrit par conséquent :

T q
T
logL(8) = —Elog (2m) ——ZlOQ 040+Z ;i (Yi—i—BXi-:) Z yi—Xi ) [%Jrz ;(Yii=BXe-i)?] ™

t=1 i=1 t=1 i=1

l\'.)lr—t

On peut déduire assez facilement 1’écriture des CPO qui définissent ’estimateur du MV
ou du PMYV selon les cas.

Proposition 2.4.1 (17). Les estimateurs du MV sous l’hypothese de normalité ou du

PMYV | notés 0, des parameétres 0 € R¥ | satisfont un systéme non linéaire a k équations :
(k =p + q + 2 = le nombre de paramétres ) :
OlogL(0)
— lo_g =0 (2.31)

avec

alogue)‘g:g:_%zo;aat@ Syl (9)(9)} 00), 5=l o)

=~ ‘9:9 5 ~ = ‘9:@
00 (6) 00 275:1 2 00 — 5y(0) 00
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Remarque 2.4.1. Ce systeme peut se décomposer en deux sous systemes lorsque les pa-
rametres # interviennent de facon séparée dans I’écriture de 'espérance et de la variance
conditionnelle. Ainsi, si 'on a 6 = (af8)" ot & n’apparait que dans I'espérance condition-
nelle et § dans la variance conditionnelle, on peut décomposer ce systeme en deux sous
systemes puisque :

Olog L), _ i[yt = mi(@), 0mi(a)

da t=1 Ut(ﬁ) da |a:a
olog L() 1 ro 00(8) | 12T:[yt—mt(a)]2aat(ﬁ), X
o T 2563 98 24 (@2 08

Dans le cas général du PMV, on sait que I'estimateur 6 est asymptotiquement normal et
que sa matrice de variance-covariance est définie par la formule suivante:

Théoreme 2.4.1. Sous certaines conditions de régularité, l’estimateur du PMV est asymp-
totiquement convergent et normal.

VTO = 0) Sr_oo N(0,J 1)

ot la matrice de variance-covariance asymptotique de l’estimateure du PMV est calculée a

partir de :

—0? log L(H)]
0006’

ou Ey désigne [’espérance prise par rapport a la vraie loi.

0 log L(0) OlogL(0)

J: E()[—

Naturellement dans la pratique les matrices I et Jsont directement estimées en remplacant
l'espérance Ey par la moyenne empirique et le parametre inconnu 6 par son estimateur
convergent #. Ainsi, on utilise:

7 1 0 log L(@)‘ 0 log L(Q)’ .
B T — o0 =V 99 0=

~ 0? log L(6

/= TZ 2000’ o

et la variance estimée de 0 vérifie alors
Var[VT@ —6)] = J 1T
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Remarque 2.4.2.

1. Dans le cas ou la vraie loi sous jacente est normale (Maximum de Vraisemblance), la
matrice de variance-covariance asymptotique se réduit a:

Var[VT(0 —6)] = J!

puisque J = L.

2. Dans le cas du MV lorsque I'on peut séparer les parametres de 1'espérance condition-
nelle et de la variance conditionnelle, on montre que:

T

~ 1 1 Joy doy _1
Var[VT (3 — )] = [f ; 20,(7)? aéﬁ) |55 ag/ﬁ) |p=al

2.4.1 Meéthode du maximum de vraisemblance

Etant donné un échantillon {x1,29,...,2,} de n observation i.i.d qui provient d'une
distribution f(x) avec des parametre inconnus 6, alors la fontion de densité conjointe est

logL(0\x1,22, ...,x,) = f(x1,29,...,2,\0) = f(21\0) X f(22\0) x ... x f(x,\0)

Considerons les valeurs obsérvées {x1,zs,...,x,} fixées et 0 la fonction variable qui veut
varier librement

Dans la pratique, il est souvent plus commode de travailler avec le logarithme de la fonction
de vraisemblance et on 'appele log-vraisemblance:

logL(0\x1,22, . ..,x,) = Z logf(x;\0)
i=1

Supposons que les observations {x;,z,...,,} suivent une distribution normale avec des
parameétres inconnus 0 = {u,0%}, alors

- 1 Ti—H
logL(0\x1,22,...,x,) = lo e 202
g (\1 2 ) ; g{\/w }
n 2

= Z(—%log%r —lgo — M)

’ 202
=1
n

(7 — M)2

=1

2 10g2 l
= ——log2m — nlogo — —
"% g 202 4
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Pour estimer les parametres du modele GARCH(p,q) avec k donné, on a

k
¥y = C+H+ Zaiyt—i + €

i=1
€ = Oy

q P
o = ag+ Zaiet{l + Zﬁjat{j, VteZ

i=1 j=1

ol n; est un bruit blanc alors ¢; est une une distribution normale avec une moyenne 0 et
de variance conditionnelle o;

1 _d

p(Et\Et—17 L 760) - \/m
t

La fonction log-vraisemblance du vecteur de parametre 8 = (ag,o, ... ,aq,01, . .. ,0,)7 est
0)= > LO)= > ( ——zog27r - —logat 2Ut)
t=q+1 t=q+1

Par conséquent, on a

oL0) | ¢ 1 Ooy
o6~ 20?2 20,00
0L (0)  _ (i 1, Do +<L 6_%)%%
00067 20, 20, 00067 ‘202 o} 9% 06"
doy 0oy

W = (1763_1,...,€?_q70-t—17" O-t p +Z/8Z

Ainsi, le gradient est
- 6? 1. 0oy

1
VL0 =5 2 G )5

et la matrice d’information de Fisher est

2

- € 1 . 0%y 1 €2 0oy Ooy
= Fl(— — — -t
/ tzq;l (502 ~ 502 20007 * 507 ~ 57 a0 a7
1 (90,5 80,5

) Z 2790 90 067
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Exemples 2.4.1. On considere un GARCH(1,1) alors

€& = T/ Ot
2 + 2 + 6 2
o, = O 1€, q 101

Pour estimer les coeffitions inconnus 6 = (ag,aq,3)7, il est

I €& 1 0o 1 1 Oo; 0o
VL(0) = 5;(0—% - U—t)a—et = _§;E(a_§8_9tﬁ;)
ol
% = (Le,oe1) + 5 a(g@_l
Algorithme
— Compte tenu des observations {y;}}, on obtenir C,ay, . .. ,a, du modele prévisionnel

AR(k) et Y = 6 + Zle /a\iyt—l +/€\t

— Puisque 7, est un bruit blanc et ¢, = 1;,/0; est une distribution normale avec une
moyenne nulle et de variance oy, ainsi, la fonction de vraissemblance de €,¢es, ... €,
est:

La fonction de Log-vraissemblance est

n

1 1 €
logL(0) = Z (—§ln27r — §lnat — 2_at>
t=q=1
— Soit une valeur initiale 6y = (ag,a1, ... ,a4,01, - . .,3,)" donnée et une estimation de
%, o ,%, Nnous avons
Op1 = Op — J 1 (01)VL(O))
ou
1 — € doy
L = Z Tt Tt
VIO =3 2 =%
t=q+1 ot
doy " o
% = (1763—17 s 7€?—q70t—1a s 7Ut—p)T + ;ﬁzw
et
1 - 1 80t 80}
J=—= B(— 20t Y0t
2 t:;l <crtQ 00 89T)

{e:} la dérivées de la premiere étape .
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— Répétez le processus d’itération jusqu’a ce que nous obtenons la convergence vers 6.

2.4.2 Quasi-vraisemblance conditionnelle

Nous étudions en détail la méthode du quasi-maximum de vraisemblance condition-
nelle (& des valeurs initiales), nous allons présenter une procédure itérative de calcul de la
log-vraisemblance gaussienne, conditionnellement a des valeurs initiales fixes ou aléatoires.
Cette vraisemblance est écrite comme si la loi des variables 7, était normale centrée réduite
(on parle de pseudo ou quasi-vraisemblance).

On supposera que les observations €y, . . . ,€, constituent une réalisation (de longueur n)
d’un processus GARCH(p,q), solution strictement stationnaire non anticipative du modele

€& = Oy
q D

ol = oo+ Zaie?_l + Zﬁjaf_j, VteZ
i=1 j=1

ou (7;) est une suite de variables i.i.d centrées et de variance unité, ag > 0, o; > 0,
(i=1,...,9),5,>0,(=1,....p).

Les ordres p et q sont supposés connus. Le vecteur des parametres
/ /
0= (817 s 70p+q+1) = (a0aa17 s 7aq7ﬁ1a s 7ﬁp)

appartient a un espace de parametres E C|0,+o0o[Xx [0,00[PT?. La vraie valeur du parametre
est inconnue et est notée

/
00 - (0400,0[01, s )a0q76017 B 7ﬂ0p) .

Pour écrire la vraisemblance du modele, il faut spécifier une distribution particuliere pour
les variables i.i.d 7;. On considere géneralement la quasi-vraisemblance gaussienne, i.e la
vraisemblance obtenue a partir d’une loi normale centrée réduite pour les 7;. Nous ne ferons
cependant pas 'hypothese que cette loi constitue la vraie distribution du processus .i.d.

La spécification d'une distribution gaussienne pour les variables n; ne permet pas d’en

déduire simplement la loi de I’échantillon. On travaille avec la vraisemblance de €4, ... .6,
conditionnellement a certaines valeurs initiales.
Etant données des valeurs initiales €, ... e1_q, 0g,...,01_, que nous allons préciser, la

vraisemblance conditionnelle gaussienne L, (6) s’écrit

2
€

|
La(0) = Lu(Bie1,...en) = || N exp(—T,‘?)
t=1
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ott les 52 sont définis récursivement, pour ¢ > 1, par

o =0:(0) = ag + Z €l |+ Zﬁ]at - (2.32)

Pour une valeur donnée de 6, sous 'hypothese de stationnarité au second ordre, la variance
non conditionnelle (correspondant a cette valeur de #) est un choix raisonnable pour les
valeurs initiales inconnues:

2 __ 2
€ = - *elq

OM
\
Q
Lol V)
|

On peut prendre alors comme valeurs initiales

2 _ _ =2 — =2
€0 .—617(1—0'0—...—0'1727—060
ou encore
2 _ =2 _ =2  _ 2
0 . — El_q — 0-0 — .. — Ul_p — 61

Un estimateur du QMV de 6 est défini comme toute solution mesurable é\n de
0, = Ln(0
n = argmax Ly (6)

On voit, en prenant le logarithme, que maximiser la vraisemblance revient a minimiser par
rapport a 6

2
€

L) =n1) 6, ot f=10(0)=5+ log 5} (2.33)

Ut

et o7 est définie en (3,31). Un estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est donc
une solution mesurable de I’équation

0, = 1,(0 2.34

arg min I, (0) (2.34)
Nous montrerons que le choix des valeurs initiales n’a pas d’importance pour les propriétés
asymptotiques de 'estimateur du QMV. En pratique ce choix peut cependant avoir de
limportance Notons que d’autres méthodes sont possibles 62, par exemple en prenant
52 = co(0) + 2121 ci(B)€? ot les ¢;(0) sont calculés récursivement (voir Berkes et al., 2003).

Remarquons que pour calculer I,,(6), cette procédure nécessite un nombre d’opérations de
I'ordre de n?, tandis que celle que nous proposons ne requiert qu’un ordre de n opérations.
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Equations de vraissemblance

On obtient les équations de vraisemblance en annulant la dérivée par rapport a 6 du critere
I,,(6), ce qui donne

1 — ~
52{63 2}~4 80 — (2.35)
t=1

Ces équations s’interpretent, pour n grand, comme des relations d’orthogonalité.
En effet, comme nous le verrons plus précisément dans la partie suivante, le terme de
gauche de I'égalité précédente se comporte asymptotiquement comme

1 do?
—Z{Et ~ aet =0 (2.36)

I'influence des valeurs initiales étant nulle lorsque n — oc. Or, pour la vraie valeur du
parametre, 'innovation de €? et 1, = ¢ — o2. Dans sous réserve que l'espérance existe, on
a

1 0020
E@O(Vt 4 t< 0)):0
160) 0
car %802(990) est une fonction mesurable des ¢,_;, i > 0. Ce resultat n’est autre que la
t

version asymptotique de (2.34) en 6y, en utilisant le théoreme ergodique.
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Chapitre 3

Notion de Mesures de Risque

Nous allons aborder dans ce chapitre le concept de mesure de risque. Ensuite, nous
allons donner une estimation de la VaR en utilisant la modelisation GARCH(p,q).

3.1 Mesure de risque

Soit v l'ensemble des variables aléatoires a valeurs réelles.

Définition 3.1.1. Mesure de risque
Une mesure de risque p est une fonction définie sur ’espace des variables aléatoires, et
prenant ses valeurs dans R.

p:v—R

3.2 Caractéristiques d’une mesure de risque

La définition d’une mesure de risque est tres générale puisque toute fonctionnelle
réelle positive d’une variable aléatoire peut étre considerée comme étant une mesure de
risque. Aussi, en pratique, on exige de telles mesures qu’elles disposent de propriétés
mathématiques dont la transcription conceptuelle permette de les juger. En pratique, on
exige fréquemment qu'une mesure de risque p possede une partie des caractéristiques sui-
vantes :

1. Invariance en loi:

VXY €V, XLV = p(X)=p)
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2. Invariance par translation:
VX eVVaeR, p(X +a)=p(X)+a«

3. Sous-additivité:
VXY eV, p(X+Y) < p(X)+p(Y)

4. Homogénéité positive:
VA>0VX €V, p(AX) = Ip(X)

5. Monotonie:
VXY eV X <Y =pX)<pY)

6. Convexité:

Vﬁ S [O,l],VX,Y € Vv IO(BX + (1 - ﬁ)Y) < ﬁp(X> + (1 - ﬁ)p(Y)

Remarque 3.2.1.

— La monotonie signifie que si une variable aléatoire génere moins de pertes qu’une
autre, alors son critere de risque est inférieur.

— L’invariance par translation signifie que les éléments déterministes additifs ne sont
pas sujets a la mesure de risque. La propriété implique: p(X — p(X)) = 0 Ainsi, p(X)
est ce qu’il faut retirer a X pour annuler son risque sous la mesure p(A).

— L’homogénéité positive signifie que les éléments déterministes multiplicatifs n’in-
fluencent pas la mesure de risque.
L’homogénéité implique que p(0)=0

3.3 Presentation de la Value at Risk

Cette notion est originaire du secteur de l'assurance. Elle a été importée a la fin des
année 1980 sur les marchés financiers aux Etats-Unis par la banque Bankers Trust et popu-
larisée par la banque JP Morgan en 1993 et son service (gratuit et public) Riskmetrics puis
adoptée sous une forme embryonnaire par le Comité de Bale (Bale II) pour les banques et
la Solvabilité pour les assurances.

La VaR d’un portefeuille dépend essentiellement de trois parametres :
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— la distribution des résultats des portefeuilles. Souvent cette distribution est supposée
normale, mais beaucoup d’acteurs financiers utilisent des distributions historiques.
La difficulté réside dans la taille de I’échantillon historique: s’il est trop petit, les
probabilités de pertes élevées sont peu précises, et s’il est trop grand, la cohérence
temporelle des résultats est perdue (on compare des résultats non comparables) ;

— le niveau de confiance choisi (95 ou 99 en général). C’est la probabilité que les
pertes éventuelles du portefeuille ou de 'actif ne dépassent pas la Value at Risk,
par définition ;

— I’horizon temporel choisi. Ce parametre est tres important car plus 'horizon est
lointain plus les pertes peuvent étre importantes. Par exemple, pour une distribution
normale des rendements, il faut multiplier la Value at Risk a un jour par pour avoir
la Value at Risk sur jours.

D’une maniere générale, la VaR donne une estimation des pertes qui ne devrait pas étre
dépassée sauf événement extréme sur un portefeuille pouvant étre composé de différentes
classes d’actifs.

Définition 3.3.1. (L’inverse généralisé )
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F connue; on définit l'inverse
généralisé de F, noté F'~! par:

Fil'(a) = inf{lz eR/F(x) >a}0<a<1
= sup{z e R/F(z) < a}
La VaR acronyme désignant la value at risk, est 1'un des derniers nés de mesures de
risque et des plus largement utilisés de nos jours; c¢’est une mésure tres simple a appréhender
puisqu’elle définit le risque par une valeur numérique unique.

Selon Esch et al en 1997 et Jorion en 2000, la VaR est définie par

Définition 3.3.2. (La VaR)
La VaR au niveau « est définie par le quantile de niveau a(a — quantile) :

P[X <VaR,] =a < Fx(VaR,) = «
D’ou

VaR,(X) = Fy'(a)
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Remarque 3.3.1.
X —-FEX) VaR,— E(X)

PIX <VaR,] =a = P]|

Posons :

On déduit que:

VaRy = E(X) + Zao(X).

3.4 Calcul de la Value at Risk Par le modéle GARCH

On dénombre trois grandes classes de méthode de calcul de la VaR

1. Méthode non-paramétrique (la VaR historique, simulation de monte Carlo,. . .)

2. Méthode semi-paramétrique (théorie des extrémes,. . .)

3. Méthode paramétrique(ARCH, GARCH univarié )
Parmi les méthodes paramétriques I’ensemble des méthodes de calcul et de prévision de
la VaR fondées sur des modeles GARCH univariés (Engle, 2001). Ces modeles permettent
de modéliser et de prévoir la variance conditionnelle de la distribution de pertes et profits,
ce qui permet dans un second temps d’en déduire une modélisation ou une prévision de la
Value-at- Risk sous un certain nombre d’hypotheses sur la distribution conditionnelle des
rendements.

Soit p; la valeur d'un actif a la date t

Apy = pr — pe1
p
R, = log —— = log p, — log pi_1
Pe—1

Soit fg,(r/$:) la densité conditionnelle & un ensemble d’information disponible a la date
t, notée §;.
La VaR a la date t, conditionnellement a I’ensemble d’information §; s’écrit sous la forme:

P(ps <VaR(a)/§:) = «
i.€e
VCLRt(OZ) = thl(oz/gt)
On suppose que R; satisfait le modele:
Rt = ct+¢

€& = ThyOy
q p
2 _ 2 2
o, = ap+ E o€ + E Bio;_;
=1 =1
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Ut2 = V(R /Ti-1) = V(et/Ti-1)

Notons a;, Bi, ¢, les estimateurs convergents donnés par la méthode du maximum de vrai-
semblance.

Soit o7 une condition initiale sur le processus de variance conditionnelle o; (généralement
fixée de fagon arditraire).

Par définition, la VaR de niveau « est:

P(R, < VaRy()/F:) = «
VaR(a) — ¢ .
\/Ft /%t)

En remplagant ¢ par sa valeur estimée € et o7 par sa valeur anticipée 07, on obtient :

= P(n, <

VaR(a) — ¢ .
\/E /gt)

= VaRy(a) = /G, F (a) +¢C

P(n <

F; est la fonction de répartition de n;
q p R
b'\t = a() + Z at€§71 + Z 6]0'1527J
i=1 j=1

3.5 Prévision de la VaR

Comment obtenir une prévision de la VaR a partir d’'un modele GARCH? la démarche
est indirecte : dans un premier temps, on fait, on fait une hypoyhese sur la distribution de
I’échantillon, puis I'on estime les parametres du modele GARCH sur les observations de la
période de 1 a T, généralement par une procédure de type maximum de vraisemblance.
Dans une second étape, on déduit du modele GARCH estimé, une prévision de la variance
conditionnelle, qui couplée a I’hypothese retenue sur la distribution de I’échantillon, permet
de construire une prévision de la distribution de 1’échantillon valable pour (T+1), ce qui
permet dans un second temps d’en déduire une modélisation ou une prévision de la VaR.

Prévision a la date (T+1)
Considérons I'exemple d’'un modele GARCH(1,1); sous I'hypothese de la ditribution de la

loi normale
Yi=m+¢, m=EY;)Y,—1]
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€& = Ol
of = ao+aig . +pioi
avec n; — N(0,1)

Dans ce cas 0 = («ag,a1,01,m) et notons 6 = (qp,ay,01,m) 'estimateur du maximum de
vraisemblance.
Une prévision de la variance conditionnelle pour la date (T+1) est donnée par,

~92 o~ ~ =D = ~2 2 P
07y = Qo + Qhep + 107 avec o7 donné

soit encore

G%H =ap + ay(Y, —m)? + Bio=
On note VaRpi1/r(o) la prévision de la Value-at-Risque de niveau a pour la date (T+1)

conditionnellement a l'information disponible a la date T.
Par définition de la VaR on a:

PYry < VaRpyr(a)/Sr) = a

Ou §r est 'ensemble d’information disponible a la date T.
On déduit immédiatement que

< VCLRT+1/T(a> -

Plnry < m/gT] =«

OT+1

En remplagant le parametre m par sa valeur estimée et la variance conditionnelle o7 par
sa valeur enticipée or,1, il vient :

VaRp (o) —

0T+1

Pl < " /Fr] = a

Si I'on suppose que la distrubution de 7; est une loi normale N(0,1), on peut en déduire
immédiatemment une prévision de la distribution valable pour la date (T+41), ¢’est-a-dire
la VaR.

V&RT+1/T(04) = 6T+1¢_1<Oé) + m (31)
Ot ¢! est la fonction inverse de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Prévision a la date (T+k)

Considérons le modele GARCH(p,q) présenté dans la définition (2,1,1) sous ’hypothese de
la loi normale 7, — N(0,1)

-~

Soit § = (Qo,a;(i = 1,...,p),B:(i = 1,...,q),m) lestimateur du vecteure des parametres

44



0 = (vo,a5(i = 1,...,p),5;(i = 1,...,q),m) obtenu par la méthode de maximum de vrai-
semblance.

Une prévision de la variance conditionnelle pour la date (T+k) est donnée par,

P q
~2 ~ ~ D = ~2 2 ,
O = Qo + E Qi€pyp; + E Bi07yh_i » avec o7 donné (3.2)

=1 =1

On note VaRpx/r(a) la prévision de la Value-at-Risque de niveau a pour la date (T+k)
conditionnellement & 'information disponible a la date T.
Par définition de la VaR on a:

PlYryx < VaRpywr(a)/3r] = a

Ou §r est 'ensemble d’information disponible a la date T.
Par suite

VaRp (o) —

OT+k

Plyrer < "3 = a

Si l'on suppose que la distrubution de 7; est une loi normale N(0,1), on peut en déduire
immédiatemment une prévision de la distribution valable pour la date (T+k), c’est-a-dire
la VaR.

VGRT+k/T(Oé) = (/T\T+k¢71(06) + m (33)

Ot ¢! est la fonction inverse de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la modelisation par la volatilité stochastique d’une
séries financiere par la modelisation GARCH. Nous avons donné les estimations des pa-
rametres de ce modele par deux méthodes a savoir méthode du maximum de vraisemblance
et quasi-maximum de vraisemblance. Les propriétés probabilistes de ces estimateurs ont
été données.

Nous avons donné aussi une application en finance qui est le calcul d’'une mesure de
risque a savoir la VaR par le modele GARCH.
Il serait intéressant d’étendre cette étude a d’autre types de modeles GARCH, comme par
exemple : le modele EGARCH, TGARCH, etc. . ., et aussi le modele GARCH periodique.

De plus une comparaisons du calcul de la VaR avec les autres méthodes existantes est
envisagée.
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