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Introduction générale

Au cours de ces dernières années, l’étude des événements extrêmes conjoints a

envahi le champ de la recherche scientifique pour leur caractère imprévisible et leur impact

sur l’être humain ainsi que sur son environnement. Certains de ces événements peuvent

présenter des données multivariées, ce qui entraîne l’apparition des formes de dépen-

dance entre les différentes variables extrêmes. Beaucoup de travaux ont été menés, dans

plusieurs domaines, dont l’objet est l’étude de cette dépendance et sa modélisation. En

finance, Stărică [52] analysait l’apparition des rendements extrêmes conjoints dans des

pairs de taux de change de devises européennes par rapport au dollar américain. Tandis

que Longin et Solnik [42] ont étudié la dépendance entre les marchés boursiers interna-

tionaux en période de forte volatilité. En hydrologie, Gumbel et Goldstein [31] ont mené

une recherche sur les débits maximaux de la rivière Ocmulgee en Géorgie, à deux stations

distinctes situées en amont et en aval. Coles et Tawn [9] ont entrepris une analyse spatiale

des précipitations extrêmes quotidiennes, dans le sud de l’Angleterre, dans le contexte

de l’évaluation des risques sur les structures hydrologiques telles que les réservoirs, les

réseaux d’inondations des rivières et les systèmes de drainage. Quant à De Haan et De

Ronde [14], De Haan et al.[15], ils ont pu estimer la probabilité qu’une tempête provoque

l’effondrement d’une certaine digue près de la ville de Petten, aux Pays-Bas, en raison

d’une combinaison dangereuse du niveau de la mer et de la hauteur des vagues. Aldama

et Ramirez [2] ont effectué des prévisions des crues décennales et centennales et hauteurs

maximales des barrages et digues susceptibles de les contenir. Enfin, on peut marquer

une étude, en assurance, par le travail de Cebrián et al.[7].

Les copules se sont avérées le moyen le plus utilisé pour la modélisation de la dépendance

en question. Leur importance est due à leur propriété d’invariance aux transformations

strictement croissantes ainsi que leur insensibilité aux lois marginales.

Une classe particulière de copules a été introduite dont l’objectif est la modélisation de

la structure de dépendance des événements extrêmes multivariés. Il s’agit des copules de

valeurs extrêmes. Cette classe est caractérisée par une fonction convexe appelée fonction



de dépendance de Pickands.

A travers ce travail, dans un premier chapitre, nous définissons la notion de la copule

bivariée tout en montrant son rôle dans la modélisation de la structure de dépendance

entre deux variables aléatoires, en s’appuyant sur son fondement théorique et quelques

résultats importants. Dans le deuxième chapitre, nous faisons appel aux résultats fon-

damentaux de la théorie de valeurs extrêmes, en commençant, dans un premier temps,

par le cas univarié, où nous définissons la loi asymptotique du maximum d’un échan-

tillon, appelée distribution de valeurs extrêmes. Dans un deuxième temps, les résultats

établis, dans le cas univarié, seront énoncés sous une extension bivariée en considérant

l’étude de la loi asymptotique d’un copule de maxima, ou encore, la caractérisation de

la distribution de valeurs extrêmes bivariées. Enfin, dans le dernier chapitre, nous allons

définir les copules de valeurs extrêmes, citer leurs propriétés puis donner leur caractéri-

sation par la fonction de dépendance extrêmale dont l’estimation fut l’objet de plusieurs

études. Nous terminons ce chapitre par un exemple d’application qui illustre l’adéquation

de ces copules à la modélisation des données extrêmes bivariées, et ce en s’appuyant sur

l’estimation de la fonction de dépendance.
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Chapitre 1

Copules

1.1 Introduction

La copule (un mot latin "copulae" désignant, au sens figuré, le lien entre différentes

parties) est une classe de fonctions de répartition multivariées de marginales uniformes

sur [0, 1], adoptées par les statisticiens, au cours de ces dernières décennies, afin de modé-

liser les distributions multivariées, en tenant compte du comportement marginal, d’une

manière assez simple. Cette classe fut aussi appelée par Deheuvels [16] "fonction de

dépendance".

La théorie des copules est introduite par Abe Sklar [51], en 1959, en réponse à la question

posée par Maurice Fréchet [24], sur les espaces métriques probabilisés. Son étude systé-

matique a été menée, par Christian Génest [27] et son équipe , en 1980.

Puisque les autres mesures de dépendance (coefficient de corrélation linéaire, le tau de

spearman et le tau de kendall) ne sont pas toujours significatives, les copules sont deve-

nues un outil incontournable dans la modélisation de la structure de dépendance de la

fonction de répartition conjointe et ses fonctions de répartition marginales, ce qui justifie

le développement d’applications de cette théorie enregistré depuis les années 90. Il est à

noter que le nombre de résultats trouvés à la recherche du mot "copule" est de plus en

plus grand, ce qui montre l’attention prêtée à cette théorie qui apparaît dans plusieurs

travaux de divers domaines, notamment en finance, elle est appliquée par Embrechts

et al. [19], en Analyse de survie, par Lakhal-Chaieb et al. [41], comme elle trouve sa place

en Hydrologie avec Favre et al. [21].
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CHAPITRE 1. Copules

1.2 Généralités sur les copules

Dans cette section, nous définissons, dans un premier temps, la fonction de répartition

conjointe d’un couple de variables aléatoires et en donner les propriétés essentielles pour,

ensuite, définir la fonction copule et en donner les propriétés. Puis, nous allons énoncer

le théorème fondamental de cette théorie qui est le théorème de Sklar [51] ainsi que le

résultat qui permet de donner une méthode pour construire une copule. Ensuite, nous

citerons les familles paramétriques construites à partir de cette méthode. Enfin, nous

présenterons une extension de quelques résultats fondamentaux au cas multivarié.

1.2.1 Définitions et propriétés

Dans toute la suite, nous allons considérer le cas bidimensionnel.

Définition 1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires, la fonction de répartition

conjointe (bivariée) du couple (X, Y ) est définie, pour tout (x, y) ∈ R2, par :

H(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) (1.1)

A partir de la fonction de répartition conjointe, on peut retrouver les fonctions de

répartition marginales F et G des variables aléatoires X et Y respectivement. En effet :

F (x) = P(X ≤ x) = lim
y→+∞

H(x, y) (1.2)

G(y) = P(Y ≤ y) = lim
x→+∞

H(x, y). (1.3)

De plus, si X et Y sont continues, alors elles possèdent des densités marginales, notées f

et g respectivement, données par :

f(x) =
∂F (x)

∂x
;

g(y) =
∂G(y)

∂y
.

Dans ce cas, le couple aléatoire (X, Y ) admet une densité conjointe h donnée par :

h(x, y) =
∂2H(x, y)

∂x∂y
(1.4)

Proposition 1.1. La fonction de répartition conjointe H vérifie les propriétés suivantes :

1. H est continue à droite.

2. lim
x→−∞

H(x, y) = lim
y→−∞

H(x, y) = 0

9



CHAPITRE 1. Copules

3. H est doublement croissante, i.e., pour tous x1, x2, y1, y2 ∈ R avec : x1 ≤ x2, y1 ≤ y2

on a :

H(x2, y2)−H(x1, y2)−H(x2, y1) + H(x1, y1) ≥ 0

Définition 1.2. Une copule bivariée est une fonction de répartition définie sur [0, 1]2

dans [0, 1] dont les lois marginales sont uniformes sur [0, 1].

Proposition 1.2. Une copule C : [0, 1]2 −→ [0, 1] vérifie les propriétés suivantes :

1. ∀u ∈ [0, 1],

C(u, 0) = C(0, u) = 0 (1.5)

2. ∀u ∈ [0, 1],

C(u, 1) = C(1, u) = u (1.6)

3. C est doublement croissante, i.e., ∀u1, v1, u2, v2 ∈ [0, 1], avec u1 ≤ u2 et v1 ≤ v2,

on a :

C(u1, v1)− C(u1, v2)− C(u2, v1) + C(u2, v2) ≥ 0 (1.7)

Les propriétés (1.5) et (1.6) confirment le fait qu’une copule C est une distribution

bivariée dont les lois marginales sont uniformes sur [0, 1].

Quant à la propriété (1.7), qui est une extension bidimensionnelle de la notion utilisée

pour la croissance d’une fonction univariée, elle traduit le fait que la densité c d’une

copule C est positive, i.e.,

c(u, v) =
∂2C(u, v)

∂u∂v
≥ 0,∀(u, v) ∈ [0, 1]2 (1.8)

Théorème 1.1. Toute copule C est uniformément continue sur son domaine, i.e.,

∀u1, u2, v1, v2 ∈ [0, 1], on a :

| C(u1, v1)− C(u2, v2) |≤| u2 − u1 | + | v2 − v1 | (1.9)

En d’autres termes, la copule C vérifie l’inégalité de Lipschitz.

Théorème 1.2. Les dérivées partielles u 7→ ∂C(u, v)

∂u
et u 7→ ∂C(u, v)

∂v
d’une copule C

existent presque sûrement et on a :

0 ≤ ∂C(u, v)

∂u
≤ 1;

0 ≤ ∂C(u, v)

∂v
≤ 1.
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CHAPITRE 1. Copules

L’existence des dérivées partielles découle immédiatement du fait que la copule est

une fonction continue et monotone.

Définition 1.3. Une copule C est dite symétrique si on a :

C(u, v) = C(v, u),∀(u, v) ∈ [0, 1]2 (1.10)

Une copule C est dite asymétrique si elle n’est pas symétrique, i.e., ∃ (u, v) ∈ [0, 1]2 tel

que

C(u, v) 6= C(v, u) (1.11)

1.2.2 Théorème de Sklar

La théorie des copules est fondée sur le théorème de Sklar [51] qui précise le lien,

défini par la copule C, entre la fonction de répartition jointe et les fonctions de répartition

marginales associées.

Théorème 1.3. (Sklar [51]) Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires, soit H la fonc-

tion de répartition conjointe du couple (X,Y ) dont les fonctions de répartition marginales

sont F et G associées respectivement à X et Y , alors il existe une copule C telle que :

∀(x, y) ∈ R2, H(x, y) = C(F (x), G(y)) (1.12)

Si de plus F et G sont continues alors C est unique.

Par ce théorème, Sklar [51] met en relief le fait que toute fonction de répartition

conjointe H de deux variables aléatoires X et Y est composée de ses distributions mar-

ginales F et G qui sont liées par une copule C.

Et de manière réciproque, si on a une copule C, et on connaît les distributions marginales

F et G , alors la fonction H est une fonction de répartition jointe du couple (X, Y ) et peut

être représentée par la copule C et les marginales F et G . Cependant, nous nous posons

la question suivante : Comment retrouver cette copule pour donner cette représentation ?

Pour répondre à cette question, on définit d’abord l’inverse généralisé d’une fonction de

distribution.

Définition 1.4. Soit F une fonction de distribution associée à une variable aléatoire X,

alors l’inverse généralisé de F , notée F−1, est définie, pour tout x ∈ R, par :

F−1(t) = inf {x | F (x) ≥ t} , t ∈ [0, 1]

11



CHAPITRE 1. Copules

L’inverse généralisé nous permet de calculer l’image réciproque de tout point x même

si F n’admet pas de réciproque.

Corollaire 1.1. Si H est une fonction de répartition conjointe de marges continues F

et G de fonctions inverses respectivement F−1 et G−1, alors ∀(u, v) dans [0, 1]2, on a :

C(u, v) = H(F−1(u), G−1(v)) (1.13)

Ce résultat nous permet de trouver la copule C pour ensuite construire plusieurs

familles de copules bivariées. On peut l’illustrer par l’exemple de construction suivant.

Exemple

Soit la fonction de répartition conjointe H : R2 −→ [0, 1] définie par :

H(x, y) =
1

1 + e−x + e−y

Les fonctions de répartition marginales sont données par :

F (x) = lim
y→+∞

H(x, y) =
1

1 + e−x

G(y) = lim
x→+∞

H(x, y) =
1

1 + e−y

Les fonctions inverses de F et G sont respectivement F−1 et G−1 et sont données par :

F−1(u) = − ln

(
1

u
− 1

)

G−1(v) = − ln

(
1

v
− 1

)
Par application de la formule (1.13), on aura,

C(u, v) = H

(
− ln

(
1

u
− 1

)
,− ln

(
1

v
− 1

))
Donc,

C(u, v) =
uv

u + v − 1
,∀(u, v) ∈ [0, 1]2

Théorème 1.4. (Invariance) Soit le couple de variables aléatoires continues (X1, X2) de

fonction de répartition conjointe H associée à une copule C, et soient T1, T2 deux fonc-

tions strictement croissante, alors la fonction de répartition jointe du couple aléatoire

(T1(X1), T2(X2)) est aussi associée à la même copule C.

La copule C est dite invariante par les transformations strictement croissantes de va-

riables aléatoires.
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CHAPITRE 1. Copules

Cette propriété est de grande utilité dans la pratique. En effet, les statisticiens sont

amenés parfois à transformer les données pour une meilleure exploitation.

Définition 1.5. (Copule de survie) Soit H la fonction de survie d’un couple (X, Y )

définie par :

H(x, y) = P (X > x, Y > y),

telles que les fonctions de survie marginales sont définies par :

F (x) = lim
y→−∞

H(x, y)

G(y) = lim
x→−∞

H(x, y)

Alors on a :

H(x, y) = Ĉ(F (x), G(y)) (1.14)

Ĉ est appelée copule de survie.

1.2.3 Bornes de Fréchet-Hœffding

Par le résultat suivant, nous allons définir les bornes de Fréchet-Hœffding [34] qui

permettent d’encadrer toute copule C.

Proposition 1.3. (Bornes de Fréchet-Hœffding) Pour toute copule C, on a :

∀u, v ∈ [0, 1]

W(u, v) ≤ C(u, v) ≤ M(u, v) (1.15)

Où

M(u, v) = min{u, v} (1.16)

W(u, v) = max{u + v − 1, 0} (1.17)

M est appelée copule maximale de Fréchet-Hœffding ou copule comonotone.

Quant à W, elle est appelée copule minimale de Fréchet-Hœffding ou copule contramo-

notone.
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CHAPITRE 1. Copules

1.2.4 Copules et mesures de dépendance

Le coefficient de corrélation de Pearson est l’une des premières mesures classique

introduites dans la mesure de dépendance entre deux variables aléatoires. Son utilité est

très limitée. D’une part, son existence est liée au moments d’ordres 1 et 2 qui ne sont

pas définis pour certaines distributions de probabilité comme la distribution de Cauchy.

D’autre part, il ne mesure que les corrélations linéaires. En d’autres termes, en exception

de cas de deux variables gaussiennes, la corrélation nulle n’indique pas l’indépendance

de ces variables. Enfin, le coefficient de corrélation de Pearson n’est pas invariant par

transformations monotones, c’est à dire que la corrélation entre deux variables X et

Y n’est pas la même que celle des variables log X et log Y . Par ailleurs, deux autres

mesures sont introduites pour remédier à ces inconvénients ; le coefficient de corrélation

de Spearman et le tau de Kendall.

Définition 1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires de variances finies. Le coefficient

de corrélation linéaire des variables X et Y , noté ρ, est défini par :

ρX,Y =
Cov(X, Y )√

V ar(X)V ar(Y )
(1.18)

Où :

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

V ar(X) et V ar(Y ) sont les variances respectives de X et Y .

Si ρX,Y = ±1, alors on a une dépendance linéaire parfaite.

La corrélation nulle n’implique pas une indépendance sauf dans le cas de variables

aléatoires gaussiennes.

Le tau de Kendall et le rho de Spearman sont définis relativement à la notion de

concordance.

Définition 1.7. Soient (x1, y1) et (x2, y2) deux observations issues du vecteur aléatoire

(X, Y ), alors (x1, y1) et (x2, y2) sont dites :

1. Concordantes si :

(x1 − x2)(y1 − y2) > 0 ⇔ (x1 < x2, y1 < y2) ou (x1 > x2, y1 > y2) (1.19)

2. Discordantes si :

(x1 − x2)(y1 − y2) < 0 ⇔ (x1 < x2, y1 > y2) ou (x1 > x2, y1 < y2) (1.20)
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Définition 1.8. (Le tau de Kendall) Soit X = (X1, X2) un couple aléatoire dont les fonc-

tions de répartition marginales sont continues, le taux de Kendall, appelé aussi coefficient

de corrélation de rangs de Kendall, noté τ , est défini par :

τ = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0] (1.21)

Y = (Y1, Y2) est un couple aléatoire indépendant de X = (X1, X2) et de même loi.

Le tau de Kendall est donc la différence entre la probabilité de la concordance et la

probabilité de discordance.

Proposition 1.4. τ vérifie les propriétés suivantes :

1. τ est symétrique, i.e.,

τ(X, Y ) = τ(Y,X)

2. −1 ≤ τ ≤ 1

3. Si X et Y sont comonotones, alors τ = 1. C’est le cas de concordance la plus solide.

4. Si X et Y sont antimonotones, alors τ = −1. C’est le cas de discordance la plus

solide.

5. Si X et Y sont indépendantes, alors τ = 0.

6. τ est invariant par transformations non linéaires strictement croissantes, i.e., si a

et b sont deux fonctions strictement croissantes, on a :

τ(a(X), b(Y )) = τ(X,Y )

Le tau de Kendall τ s’exprime en terme de la copule.

Théorème 1.5. Soient X et Y deux variables aléatoires continues de copule C. Alors le

tau de kendall τ est donné par :

τ = 4

∫
[0,1]2

C(u, v)dC(u, v)− 1 = 1− 4

∫
[0,1]2

∂

∂u
C(u, v)

∂

∂v
C(u, v)dudv (1.22)

Définition 1.9. (Le rho de Spearman) Soient X = (X1, X2) un couple aléatoires dont

les fonctions de répartition marginales sont continues, le rho de Spearman, appelé aussi

coefficient de corrélation de rangs de Spearman, noté ρs, est défini par :

ρs = 3P [(X1 − Y1)(X2 − Y2) > 0]− P [(X1 − Y1)(X2 − Y2) < 0] (1.23)

Y = (Y1, Y2) est un couple aléatoire indépendant de X = (X1, X2) et de même loi.
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Le rho de Spearman est proportionnel à la différence entre la probabilité de concor-

dance et la probabilité de discordance.

Proposition 1.5. ρs vérifie les propriétés suivantes :

1. ρs existe toujours.

2. −1 ≤ ρs ≤ 1

3. Si X et Y sont comonotones, alors ρs = 1. C’est le cas de concordance la plus

solide.

4. Si X et Y sont antimonotones, alors ρs = −1. C’est le cas de disconcordance la

plus solide.

5. Si X et Y sont indépendantes, alors ρs = 0.

6. ρs est invariant par transformations non linéaires strictement croissantes, i.e., si a

et b sont deux fonctions strictement croissantes, on a :

ρs(a(X), b(Y )) = ρs(X, Y )

Le rho de Spearman ρs s’exprime en terme de la copule.

Théorème 1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires continues de copule C. Alors le

rho de Spearman ρs est donné par :

ρs = 12

∫
[0,1]2

uv dC(u, v)− 3 = 12

∫
[0,1]2

C(u, v)dudv − 3 (1.24)

Le théorème suivant décrit la relation entre le tau de Kendall et le rho de Spearman.

Théorème 1.7. Soient X et Y deux variables aléatoires continues, τ et ρs désignent le

tau de Kendall et le rho de Spearman respectivement, alors

−1 ≤ 3τ − 2ρs ≤ 1 (1.25)

1 + ρs

2
≥
(

1 + τ

2

)2

et
1− ρs

2
≥
(

1− τ

2

)2

(1.26)

Dans la section suivante, nous allons voir des exemples d’application des formules

(1.22) et (1.24) au calcul des mesures de dépendance associées aux couples paramétriques

qu’on va présenter dans la section suivante.
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1.3 Copules usuelles

La formule (1.13) a permis de construire plusieurs familles paramétriques de copules

qu’on peut répartir en deux types : Les copules eliptiques et les copules archimédiennes.

Dans cette section nous allons présenter ces deux types et en donner les différentes familles

pour chacun ainsi que leurs propriétés.

1.3.1 Copule d’indépendance

Définition 1.10. On appelle une copule d’indépendance toute copule Π : [0, 1]2 −→ [0, 1]

telle que :

Π(u, v) = u.v (1.27)

La copule d’indépendance appelée aussi "Copule produit" est une caractérisation de

l’indépendance entre deux variables aléatoires. En effet, si X et Y sont deux variables

aléatoires et C est la copule associée, alors X et Y sont indépendantes si et seulement si

C(u, v) = Π(u, v).

Fig. 1.1: Représentation de la copule d’indépendance
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1.3.2 Copules Elliptiques

La copule elliptique est la copule associée à la distribution elliptique qui est une

transformation affine d’une loi sphérique.

Un couple de variables aléatoires (X, Y ) est distribué selon une loi sphérique si X a la

même loi que QY , avec Q est une matrice orthogonale dont l’inverse est sa transposée

(i.e. QT Q = QQT = I2). En d’autres termes, cette loi est invariante par rotation.

On peut distinguer deux familles de copules elliptiques, la copule Gaussienne et la copule

de Student.

1.3.2.1 Copule Gaussienne

L’importance de cette copule réside dans le fait qu’elle est sous-jacente à la distribu-

tion normale multidimensionnelle. En effet, modéliser la structure de dépendance d’un

échantillon par une copule gaussienne est cohérent avec la mesure de cette dépendance

par le coefficient de corrélation.

Définition 1.11. Soit ρ ∈]−1, 1[, le coefficient de corrélation, et soient Φ la fonction de

répartition d’une loi normale centrée et réduite et Φρ la distribution normale de matrice

de corrélation Σ associée à ρ. La copule gaussienne notée Cρ est définie par :

Cρ(u, v) =

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞

1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−s2 + t2 − 2ρst

2(1− ρ2)

}
ds dt (1.28)

Où

Φρ(u, v) =

∫ u

−∞

∫ v

−∞

1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−s2 + t2 − 2ρst

2(1− ρ2)

}
ds dt (1.29)

18



CHAPITRE 1. Copules

Fig. 1.2: Représentation de la copule gaussienne (ρ = 0.6)

Les cas limites de la copule gaussienne sont donnés comme suit :

1. Si ρ = 0 alors C est une copule d’indépendance Π.

2. Si ρ = −1 alors C est une copule minimale W.

3. Si ρ = 1 alors C est une copule maximale M.

Proposition 1.6. La densité conjointe de la copule gausienne qu’on note cρ est définie

par :

cρ(u, v) =
1√

1− ρ2
exp

{
−Φ−1(u)2 + Φ−1(v)2 − 2ρΦ−1(u)Φ−1(v)

2(1− ρ2)
+

Φ−1(u)2 + Φ−1(v)2

2

}
(1.30)
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Fig. 1.3: Représentation de la densité de la copule gaussienne (ρ = 0.6)

Le coefficient de corrélation de Spearman ρs et le tau de Kendall τ associés à la copule

gaussienne sont donnés, respectivement, par

ρs =
6

π
arcsin(

ρ

2
)

τ =
2

π
arcsin(ρ)

1.3.2.2 Copule de Student

Définition 1.12. La copule de Student, de paramètre ρ et de degré de liberté d, est définie

par :

Cρ,d(u, v) =

∫ t−1
ρ,d(u)

−∞

∫ t−1
ρ,d(v)

−∞

1

2π
√

1− ρ2

{
1 +

s2 + t2 − 2ρst

d(1− ρ2)

}−(d + 2)

2
ds dt (1.31)

Où

tρ,d(u, v) =

∫ u

−∞

∫ v

−∞

1

2π
√

1− ρ2

{
1 +

s2 + t2 − 2ρst

d(1− ρ2)

}−(d + 2)

2
ds dt (1.32)
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Fig. 1.4: Représentation de la copule de Student (ρ = 0.8, d = 4)

Définition 1.13. La densité conjointe de la copule de student qu’on note cρ,d est définie

par :

cρ,d(u, v) =
1
√

ρ

Γ

(
d + 2

2

)
Γ

(
d

2

)
Γ

(
d + 1

2

)2

{
1 +

t2u + t2v − 2ρtutv
d(1− ρ2)

}−(d + 2)

d

{(
1 +

t2u
d

)(
1 +

t2v
d

)}−(d + 1)

2

(1.33)

tu = t−1
d (u) , tv = t−1

d (v)

Le coefficient de corrélation de Spearman ρs et le tau de Kendall τ associés à la copule

de Student sont donnés, respectivement, par

ρs =
6

π
arcsin(

ρ

2
)

τ =
2

π
arcsin(ρ)

Par construction, la copule gaussienne et celle de Student sont proches dans leurs

parties centrales, et se rapprochent dans leurs queues seulement lorsque le degré de liberté

de la copule de Student augmente. Ce qui les rend difficiles à distinguer. Néanmoins, ces

deux familles de copules sont symétriques et simples à utiliser du fait que l’on connaît les

distributions qui leurs sont associées. De plus, la copule de Student, contrairement à la

copule Gaussienne, elle réussit à bien capter les dépendances aux extrêmes, tant positives

que négatives.
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Fig. 1.5: Représentation de la densité de la copule de Student (ρ = 0.8, d = 4)

1.3.3 Copules Archimédiennes

Cette classe est définie par Genest et MacKay [27], en 1986 . Elle englobe un très

grand nombre de copules ayant des propriétés intéressantes. Comme l’ont souligné Frees

et Valdez [25], la modélisation de la structure de dépendance entre des différentes sources

de risques dans la théorie de l’assurance mènent à des copules Archimédiennes.

Définition 1.14. Soit Ψ : [0, 1] −→ [0,∞] une fonction convexe strictement décroissante

telle que

Ψ(1) = 0. On appelle une copule Archimédienne de générateur Ψ, la copule définie,

∀u, v ∈ [0, 1], par :

C(u, v) = Ψ−1(Ψ(u) + Ψ(v)) (1.34)

Si Ψ(0) = ∞, alors on dit que Ψ est un générateur strict.

En choisissant certains générateurs, on obtient les grandes familles de copules archimè-

diennes que nous citons dans la sous-section suivante.

1.3.3.1 Copule de Frank

La copule de Frank [23] est populaire car, contrairement à d’autres copules, elle permet

une dépendance négative entre les marginales. Cette dépendance est symétrique dans les

deux queues de la distribution.
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Définition 1.15. En posant Ψ(x) = − ln

{
e−θx − 1

e−θ − 1

}
, pour θ ∈ [0,−1[∪]− 1+∞[, dans

(1.34), on obtient la copule de Frank définie par :

Cθ(u, v) = −1

θ
ln

{
1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

e−θ − 1

}
(1.35)

Fig. 1.6: Représentation de la copule de Frank

Les cas limites de la copule de Frank sont les suivants :

1. lim
θ→+∞

Cθ(u, v) = M(u, v)

2. lim
θ→−1

Cθ(u, v) = W(u, v)

3. lim
θ→0

Cθ(u, v) = Π(u, v)

On peut conclure que la famille de Frank est complète du fait qu’elle contient la copule

d’indépendance Π et les bornes de Fréchet W et M.

Définition 1.16. La fonction de densité d’une copule de Frank est définie,

pour tout θ ∈ R∗, par :

cθ(u, v) =
θ − 1

ln(θu+v)
(θ − 1 + (θu − 1)(θv − 1))2 (1.36)
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Fig. 1.7: Représentation de la densité de la copule de Frank

Le tau de Kendall τ associé à une copule archimédienne de générateur Ψ est donné

par

τ = 1 + 4

∫ 1

0

Ψ(t)

Ψ′(t)
(1.37)

Ψ
′ est la dérivée de Ψ.

Le tau de Kendall associé à la copule de Frank est donné par

τ = 1− 4

θ
(1−D1(θ))

Tandis que le coefficient de corrélation de Spearman associé est donné par

ρs = 1−
[
12(D1(θ)−D2(θ))

θ

]

Dk(x) =
k

xk

∫ x

0

tk

et − 1
dt, k > 0 est appelée la fonction de Deybe.

1.3.3.2 Copule de Clayton

La copule de Clayton [8] est construite en 1978. Son étude initiale a été menée par

Kimeldorf et Sampson [40], et elle a été discutée par Clayton [8], Cook et Johnson [10]

et Oakes [45].

Définition 1.17. En posant Ψ(x) = θ−1(t−
1
θ − 1) dans (1.34), avec θ ∈]− 1 +∞[\ {0},

on obtient la copule de Clayton qu’on définit comme suit :

Cθ(u, v) = max

{(
u−

1
θ + v−

1
θ − 1

)−θ

, 0

}
(1.38)
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Fig. 1.8: Représentation de la copule de Clayton

Les cas limites de la copule de Clayton sont comme suit :

1. lim
θ→+∞

Cθ(u, v) = M(u, v)

2. lim
θ→0

Cθ(u, v) = Π(u, v)

3. lim
θ→−1

Cθ(u, v) = W(u, v)

Comme la famille de Frank, la famille de Clayton est complète.

Définition 1.18. La fonction de densité de la copule de Clayton est définie, pour tout

θ > 0, comme suit :

cθ(u, v) = (θ + 1) (uv)−θ−1 (u−θ + v−θ − 1)
−1
θ
−2 (1.39)

25



CHAPITRE 1. Copules

Fig. 1.9: Représentation de la densité de la copule de Clayton

Le tau de Kendall associé à la copule de Clayton est donné par

τ =
θ

θ + 2

1.3.3.3 Copule de Gumbel

Nous allons définir ci-après la copule de Gumbel.

Définition 1.19. Si on prend comme générateur Ψ(x) = (− ln(t))θ, dans la formule

(1.34), avec θ ≥ 1, on obtient la copule de Gumbel définie comme suit :

Cθ(u, v) = exp
{
− [− ln(u)]θ + [− ln(v)]θ

} 1
θ (1.40)
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Fig. 1.10: Représentation de la copule de Gumbel

Les cas limites de la copule de Gumbel sont :

1. lim
θ→+∞

Cθ(u, v) = M(u, v)

2. lim
θ→1

Cθ(u, v) = Π(u, v)

Cette copule n’atteint pas la borne inférieure de Fréchet.

Définition 1.20. La fonction de densité de la copule de Gumbel est définie, pour tout

θ > 0, par :

cθ(u, v) = Cθ(u, v) {Ψθ(u) + Ψθ(v)}
1
θ
−2
{

θ − 1 + (Ψθ(u) + Ψθ(v))
1
θ

}{Ψθ−1(u)Ψθ−1(v)

u.v

}
(1.41)

Où : Ψθ(u) = (− ln(u))θ
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Fig. 1.11: Représentation de la densité de la copule de Gumbel

Le tau de Kendall associé à la copule de Gumbel est donné par

τ = 1− 1

θ

1.4 Copules multidimensionnelles

Toutes les propriétés citées dans la section précédente peuvent être étendues au cas

multidimensionnel.

Définition 1.21. (Fonction de répartition multivariée)Soit X = (X1, ..., Xd) un vecteur

aléatoire de dimension d. La fonction de répartition conjointe de X est la fonction à d

variables définie par :

H(x1, ..., xd) = P (X1 ≤ x1, ..., Xd ≤ xd)

Proposition 1.7. La fonction H vérifie les propriétés suivantes :

1. H est continue à droite.

2. lim
x→−∞

H(x1, ..., xd) = 0

3. lim
x→+∞

H(x1, ..., xd) = 1

4. ∀(a1, ..., ad), (b1, ..., bd) ∈ [0, 1]d, tels que ai ≤ bi , on a :

2∑
i1=1

...

2∑
id=1

(−1)i1+...+idH(x1id
, ..., xdid

) ≥ 0,
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avec : xj1 = aj et xj2 = bj,∀j ,et xjk ∈ [0, 1], ∀ j et k.

Définition 1.22. Une copule d-dimentionnelle C : [0, 1]d −→ [0, 1] est une fonction de

répartition multivariée dont les lois marginales sont uniformes sur [0, 1] :

C(U1, ..., Ud) = P (U1 ≤ u1, ..., Ud ≤ ud)

Proposition 1.8. Toute copule C vérifie les propriétés suivantes :

1. ∀u ∈ [0, 1]d , on a : C(u) = 0 si au moins une coordonnée de u est nulle.

2. ∀ui ∈ [0, 1],∀i = 1, ..., d, on a : C(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui.

3. C est d-croissante.

Proposition 1.9. Toute copule d-dimensionnelle C vérifie l’inégalité de Lipschitz, i.e.,

∀u, v ∈ [0, 1]d, on a :

| C(u1, ..., ud)− C(v1, ..., vd) |≤
d∑

i=1

| ui − vi |

Cette propriété implique que la copule C est uniformément continue sur son domaine.

Proposition 1.10. Soit C une d-copule. Pour presque tout (u1, ..., ud) ∈ [0, 1]d, la dérivée

partielle de C par rapport à ui existe et :

0 ≤ ∂C

∂ui

(u1, ..., ud) ≤ 1

1.4.1 Théorème de Sklar

Théorème 1.8. (Sklar [51]) Soit F une fonction de répartition d-dimensionnelle de fonc-

tions de répartition marginales F1, ..., Fd, alors ∃ une copule C telle que, pour tout x ∈ Rd,

on a :

H(x1, ..., xd) = C(F1(x1), ..., Fd(xd))

Si les fonctions F1, ..., Fd sont continues, alors C est unique.

Corollaire 1.2. Si F est une fonction de répartition conjointe des marges F1, ..., Fd de

fonctions inverses respectivement F−1
1 , ..., F−1

d , alors ∀(u1, ..., ud) dans le domaine de C,

on a :

C(u1, ..., ud) = H(F−1
1 (u1), ..., F

−1
d (ud))
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1.4.2 Bornes de Fréchet-Hœffding

Les bornes de Fréchet-Hœffding dans les cas multidimensionnel est une extension du

cas bidimensionnel.

Théorème 1.9. (Bornes de Fréchet-Hœffding [34]) Pour toute copule d-dimensionnelle

C, on a : ∀(u1, ..., ud) ∈ [0, 1]d,

W(u1, ..., ud) ≤ C(u1, ..., ud) ≤ M(u1, ..., ud)

M est la borne supérieure de Fréchet-Hœffding, ou la copule maximale, définie par :

M = min {u1, ..., ud}

W est la borne inférieure de Fréchet-Hœffding définie par :

W = max {0, u1 + ... + ud − d + 1}

Dans le cas d-dimensionnel, contrairement à M, W n’est pas une copule.
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Chapitre 2

Théorie des valeurs extrêmes

2.1 Introduction

Les tremblements de terre, les accidents nucléaires, crises monétaires ou financières et

mêmes les krachs boursiers font partie des événements rares ayant une faible probabilité

d’apparition. Leur étude domine l’actualité quotidienne, et cela est dû à leur caractère

imprévisible lié au hasard. La théorie des valeurs extrêmes (TVE) est une branche des

statistiques introduite dans le but de modéliser et de décrire la survenue de ce genre

d’évènements.

La théorie statistique classique, notamment le théorème bien connu de la limite centrale,

permet de faire de l’inférence sur les valeurs centrales d’un échantillon mais ne donne

que très peu d’informations sur la queue de distribution. La particularité de la théorie

des valeurs extrêmes est qu’elle se concentre sur la queue de distribution engendrant les

divers phénomènes extrêmes étudiés.

La TVE, développée par Fisher et Tippett [22], a trouvé sa place en :

– Climatologie : Etude des évènements climatiques extrêmes (précipitations, tempé-

ratures, chutes de neige), modélisation des grands feux de forêt ;

– Hydrologie : Crues consécutives à des pluies torrentielles : Au Sénégal (inondation

de 1994 et celle de 2003 entraînant l’ouverture de la Brêche) ; aux Pays-Bas, digues

menacées par l’effet conjoint des grandes marées et des conditions climatiques en

Mer du Nord (Inondation de 1953)

– Assurance : Survenue des sinistres d’intensité exceptionnelle (Ouragan Katrina en

2005, importants incendies en risques industriels, sinistres graves en responsabilité

civile automobile) qui peuvent avoir des conséquences négatives sur les résultats et

la solvabilité des organismes d’assurance.
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– Finance : Etude des fortes variations du cours d’actifs financiers, gestion du risque

opérationnel des banques (crise des subprimes, fin des années 2000).

2.2 Valeurs extrêmes univariées

La théorie des valeurs extrêmes a été développée en parallèle avec la théorie de la

limites centrale. Le lien entre ces deux théorie a été décrit par Heyde [32] dans son

théorème sur les grandes déviations, qui montre que, pour un nombre entier n grand,

la probabilité pour que la somme de réalisations d’une suite de n variables aléatoires

iid soit supérieure à un seuil x assez grand est proche de la probabilité pour que la

plus grande des réalisations de cette suite soit supérieure à x. Cette réalisation est

l’événement extrême dont on cherche à estimer la distribution.

2.2.1 Théorème de Fisher-Tippett

On considère un échantillon de variables aléatoires iid X1, ..., Xn réparties selon une

distribution commune F . La fonction de distribution de Mn = max {X1, ..., Xn} est don-

née par

FMn(x) = P (Mn ≤ x) = F n(x) (2.1)

La loi de Mn nous informe au sujet des événements extrêmes. Or, Mn tend vers un nombre

réel, appelé "point terminal", qui peut être infini, quand n −→∞.

Définition 2.1. On appelle le point terminal ou le point le plus à droite d’une fonction

de répartition F , noté xF , la borne supérieure du support de F défini par

xF = sup{x ∈ R, F (x) < 1} ≤ ∞

La proposition suivante montre la convergence presque sûre de la suite des maximums

{Mn, n ∈ N} vers le point terminal.

Proposition 2.1. La suite des maximums {Mn, n ∈ N}, converge presque sûrement vers

le point terminal xF , quand n −→∞, i.e.,

Mn
p.s−→ xF , n −→∞ (2.2)

Puisqu’on a la convergence presque sûre de {Mn, n ∈ N}, on aura automatiquement

la convergence en loi, d’où le résultat suivant.
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Corollaire 2.1. La suite des maximums {Mn, n ∈ N} converge en loi vers une variable

aléatoire dégénérée concentrée en xF , en effet :

lim
n→∞

FMn(x) = lim
n→∞

P(Mn ≤ x) = lim
n→∞

F n(x) =

 0, x < xF ;

1, x ≥ xF .
(2.3)

Les convergences données par les équations (2.2) et (2.3) présentent un interêt limité,

et elle n’apportent pas beaucoup d’information sur les événements extrêmes. De plus,

Le calcul de ces distributions n’est pas toujours facile car la loi de la variable parente

est rarement connue avec précision, comme dans le cas d’une variable aléatoire normale

dont la fonction de distribution ne possède pas une expression analytique. D’où l’interêt

de l’étude du comportement asymptotique du maximum Mn normalisé. Alors, peut-on

trouver des suites de normalisation an > 0 et bn ∈ R et une loi non dégénérée H telle que

P
{

Mn − bn

an

≤ x

}
= F n(anx + bn) −→ H(x), n −→∞

Fisher et Tippett [22] ont répondu à cette question, par un théorème fondamental de la

TVE et qui porte leur nom et celui de Gnedenko [29] à qui la preuve rigoureuse a été

attribuée. Ce théorème indique que quelque soit la loi de la variable parente X, la loi

limite possible des extrêmes est toujours de la même forme.

Théorème 2.1. (Fisher-Tippett) Soit X1, X2, ..., Xn une suite de variables aléatoires iid.

S’il existe des constantes normalisantes an > 0 et bn ∈ R et une loi non dégénérée H telle

que
Mn − bn

an

L−→ H

Alors H est l’une des trois lois limites suivantes :

1. Fréchet

Φα(x) =

 e−x−α
, x > 0, α > 0 ;

0, x ≤ 0.

2. Weibull

Ψα(x) =

 e−(−x)−α
, x ≤ 0, α < 0 ;

1, x > 0.

3. Gumbel

Θ(x) = e−e−x

,∀x ∈ R
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Fig. 2.1: Représentation des distributions de valeurs extrêmes pour α = 1 : le bleu pour

le type de Fréchet, le rouge pour le type de Gumbel et le noir pour le type de Weibull

2.2.2 Caractérisation des domaines d’attraction

On considère que H est une distribution de valeurs extrêmes, c’est à dire que H est

la fonction de distribution de la loi de probabilité limite de Mn. Le problème consiste

à répondre à la question suivante : Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes

d’appartenance d’une distribution F de la variable X au domaine d’attraction de H ?

La réponse à cette question est contenue dans les travaux de De Haan et Ferreira [13],

Resnick [48], qui ont proposé des caractérisations qui font appel à la notion de fonction

à variation régulière qu’on va définir par la suite.

Définition 2.2. On dit qu’une distribution F appartient au domaine d’attraction de H,

et on note F ∈ DA(H), s’il existe des constantes an > 0 et bn ∈ R telles que ∀x ∈ R,

on a :

lim
n→∞

P
{

Mn − bn

an

≤ x

}
= lim

n→∞
F n(anx + bn) = H(x)

Définition 2.3. Une fonction F est dite à variation régulière d’indice α si, ∀ t > 0, on

a

lim
x−→∞

F (tx)

F (t)
= tα

Si α = 0, on dit que F est à variation lente.

Théorème 2.2. [13] On dit que F appartient au domaine d’attraction de Fréchet (α > 0)

si et seulement si xF = sup{x, F (x) < 1} = ∞ et la fonction F = 1− F est à variations
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régulières, i.e., ∀ x > 0

lim
t−→∞

F (tx)

F (t)
= x−α,

Dans ce cas, les suites de normalisation sont données par :

bn = 0; an = F−1

(
1

n

)
.

Ce résultat assure que toute fonction appartenant au domaine de Fréchet est à varia-

tions régulières.

Parmi les distributions qui appartiennent à ce domaine d’attraction on peut citer les

distributions de Pareto et de Cauchy.

Théorème 2.3. [13] On dit que F appartient au domaine d’attraction de Weibull (α < 0)

si et seulement si xF = ∞ et ∀ x > 0 on a

lim
t−→0

1− F (x− tx)

1− F (xF − t)
= x−α,

Dans ce cas, les constantes de normalisation sont données par :

bn = xF ; an = xF − F−1

(
1

n

)
.

Les distributions de ce domaine sont à support borné. On peut citer à titre d’exemple

les distributions Uniforme et Beta.

Théorème 2.4. [13] On dit que F appartient au domaine d’attraction de Gumbel si et

seulement si ∀ x ∈ R

lim
t−→xf

F (t + xf(t))

F (t)
= e−x

Où

f(t) =

∫ xF

t
1− F (s)ds

1− F (t)

Dans ce cas, les constantes de normalisation sont données par :

bn = F−1

(
1− 1

n

)
; an = F−1

(
1− 1

ne

)
− F−1

(
1− 1

n

)
Le domaine d’attraction de Gumbel regroupe une grande variété de lois usuelles ( la

loi normale, exponentielle, gamma, log-normale).

Les trois types de distribution des valeurs extrêmes ont des expressions différents. Ce-

pendant, chacune peut conduire à une autre par une transformation fonctionnelle. En

effet

X ∼ Φα ⇐⇒ ln Xα ∼ Θ ⇐⇒ − 1

X
∼ Ψα
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2.2.3 La distribution de valeurs extrêmes généralisée

On a vu dans la section précédente que les trois types de distribution de valeurs

extrêmes se comportent différemment, bien que des transformations fonctionnelles per-

mettent de choisir l’un de ces types adéquat aux données qu’on a. Une approche meilleure

est donnée grâce aux travaux de Von Mises [54], de Jekinson [36] et Gnedenko [29] qui

ont donné une représentation à la distribution des valeurs extrêmes qui combine les trois

types.

Définition 2.4. On appelle une distribution de valeurs extrêmes généralisée (Generalized

Extreme Value Distribution GEVD), notée Hγ, toute fonction de répartition qui a, ∀ x ∈
R, l’expression suivante :

Hγ(x) =

 exp(−(1 + γx)−
1
γ , si γ 6= 0 et 1 + γx > 0 ;

exp(−e−x) si γ = 0.

Le paramètre γ, appelé "Indice des valeurs extrêmes", contrôle la lourdeur (l’épaisseur)

de la queue de la distribution, plus γ est grand, plus la queue de Hγ est épaisse et

par conséquent, le poids des événements extrêmes contenue dans la distribution F est

important, d’où l’interêt de l’étude de son signe. On peut donc distinguer les trois cas

suivants :

– Si γ > 0, alors la distribution a une queue lourde.

– Si γ < 0, alors la distribution a une queue fine.

– Si γ = 0, alors la distribution a une queue intermédiaire.

2.2.4 Estimation de l’indice des valeurs extrêmes

Vu l’importance de l’indice des valeurs extrêmes γ dans l’application de la TVE,

plusieurs chercheurs se sont intéressés à donner une estimation à ce paramètre, on peut

citer, à titre d’exemple, Pickands [46], Hill [33] et Dekkers et al. [18].

On considère un échantillon ordonné de variables aléatoires iid X1,n, X2,n, ..., Xn,n et k =

(kn)n une suite d’entiers vérifiant :

lim
n−→∞

k = ∞, et lim
n−→∞

k

n
= 0

2.2.4.1 Estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands est le premier estimateur proposé pour l’indice des valeurs

extrêmes γ.
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Fig. 2.2: Représentation de GEVD pour différentes valeurs de γ : Le tracé bleu : γ = 1,

le tracé noir : γ = −1 et le tracé rouge : γ = 0.

Définition 2.5. L’estimateur de Pickands, noté γ̂P , est défini par

γ̂P =
1

ln 2
ln

X(n−k,n) −X(n−2k,n)

X(n−2k,n) −X(n−4k,n)

, k = 1, ...,
n

4

Le théorème suivant donne les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Pickands.

Théorème 2.5. Supposons que F ∈ DA(Hγ) pour γ ∈ R, alors :

1. γ̂P est faiblement consistant, i.e.,

γ̂P
P−→ γ, n −→∞

2. Si
k

ln ln(n)
−→∞, γ̂P est fortement consistant, i.e.,

γ̂P
p.s−→ γ, n −→∞

3. Sous certaines conditions sur k et F , γ̂P est asymptotiquement normal, i.e.,

√
k(γ̂P − γ)

L−→ N(0, η2), n −→∞

η2 =
γ
√

(22γ+1 + 1)

2(2γ − 1) ln 2

Pickands [46] démontre la consistance faible de son estimateur. Cependant, la consis-

tance forte et la normalité asymptotique ont été démontrées par Dekkers et al. [18].
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2.2.4.2 Estimateur de Hill

Cet estimateur est introduit par Hill [33] pour estimer l’indice de queue des lois

appartenant au domaine de Fréchet.

Définition 2.6. L’estimateur de Hill, noté γ̂H , est défini par

γ̂H =
1

k

k∑
i=1

ln Xn−i+1,n − ln Xn−k,n

Le théorème suivant établit les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Hill.

Théorème 2.6. Supposons que F ∈ DA(Hγ) pour γ > 0, alors :

1. γ̂H est faiblement consistant, i.e.,

γ̂H
P−→ γ, n −→∞

2. Si
k

ln ln(n)
−→∞,γ̂H est fortement consistant, i.e.,

γ̂H
p.s−→ γ, n −→∞

3. Sous certaines conditions sur k et F , γ̂H est asymptotiquement normal, i.e.,
√

k(γ̂H − γ)
L−→ N(0, γ2)

Mason [44] a démontré que l’estimateur de Hill est faiblement consistant. Deheuvels

et al.[17], ont établi la consistance forte de cet estimateur. Quant à la normalité asymp-

totique, elle est démontrée par Davis et Resnick [11].

2.2.4.3 Estimateur des moments

Cet estimateur introduit par Dekkers et al.[18] est une généralisation de l’estimateur

de Hill pour

γ ∈ R.

Définition 2.7. L’estimateur des moments, noté γ̂M , est défini par :

γ̂M = M1 + 1− 1

2

(
1− (M

(1)
n )2

M
(2)
n

)−1

Où

M (r)
n =

1

k

k∑
i=1

(ln Xn−i+1,n − ln Xn−k,n)r , r = 1, 2.
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On énonce dans le théorème suivant les propriétés asymptotiques de l’estimateur des

moments.

Théorème 2.7. Supposons que F ∈ DA(Hγ) pour γ > 0, alors :

1. γ̂M est faiblement consistant, i.e.,

γ̂M
P−→ γ, n −→∞

2. Si
k

(ln(n))λ
−→∞, λ > 0, alors γ̂H est fortement consistant, i.e,

γ̂M
p.s−→ γ, n −→∞

3. Sous certaines conditions sur k et F , γ̂M est asymptotiquement normal, i.e.,

√
k(γ̂M − γ)

L−→ N(0, η2)

Où

η2 =


1 + γ2, γ ≥ 0 ;

(1− γ)2(1− 2γ)

[
4− 8

(1− 2γ)

(1− 3γ)

(5− 11γ)(1− 2γ)

(1− 3γ)(1− 4γ)

]
, γ < 0.

Les propriétés citées dans le théorème ci-dessus ont été étudiées par Dekkers et al.[18].

2.3 Valeurs extrêmes bivariées

L’étude du comportement asymptotique des extrêmes bivariés revient à trouver la dis-

tribution limite possible d’un couple de maxima. Pour ce faire, nous présentons l’extension

bidimensionnelle des notions qu’on a vu dans le théorie univariée. Dans un premier temps,

nous donnons une caractérisation à la distribution limite des extrêmes bivariés ainsi que

ses propriétés essentielles. Ensuite, nous énonçons un résultat qui permet de caractériser

le domaine d’attraction de cette distribution. Nous terminons par l’estimation paramé-

trique de la fonction de dépendance de Pickands.

On considère alors n couples aléatoires iid (X1, Y1), ..., (Xn, Yn) de fonction de répartition

conjointe F . Soit (MX,n, MY,n) le couple de maxima (MX,n, MY,n), avec MX,n = max
1≤i≤n

{Xi}
et MY,n = max

1≤i≤n
{Yi} de fonction de répartition conjointe associée donnée par :

P [MX,n ≤ x, MY,n ≤ y] = F n(x, y), (x, y) ∈ R2
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2.3.1 Distribution de valeurs extrêmes bivariées

Comme dans le cas univarié, afin d’obtenir une distribution limite au couple de

maxima qu’on appelle distribution bivariée de valeurs extrêmes "BEV", on doit d’abord

normaliser MX,n et MY,n. Le théorème suivant nous permet de définir la distribution

BEV.

Théorème 2.8. S’il existe des suites de nombres réels an, cn ∈ R, bn, dn > 0 et une

fonction non-dégénérée H telles que

P
(

MX,n − an

bn

≤ x,
MY,n − cn

dn

≤ y

)
= F n(an+bnx, cn+dny)−→H(x, y), n −→∞ (2.4)

Alors H est une distribution bivariée des valeurs extrêmes (BEV).

On dit que F appartient au domaine d’attraction de H et on note F ∈ DA(H).

Le résultat suivant, démontré par Galambos [26], résume les propriétés essentielles

d’une distribution BEV.

La notion de divisibilité max-infinie a été introduite par Balkema et Resnick [3].

Proposition 2.2. Si H est une distribution BEV, alors elle est :

1. Continue et ses distributions marginales qu’on note HX et HY sont non-dégénérée,

en d’autre termes, elle appartiennent à l’un des types Fréchet, Weibull ou Gumbel

cités dans le théorème 2.1.

2. H est max-stable, i.e., il existe des suites an, cn > 0 et bn, dn ∈ R telles que :

Hn(anx + bn, cnx + dn) = H(x, y) (2.5)

3. Divisible max-infiniment (max-id), i.e., Pour tout entier n, il existe une distribution

Hn telle que H = (Hn)n, c’est à dire que H
1
n est une fonction de distribution.

Le résultat suivant, démontré par Resnick [48], établit l’équivalence entre les distri-

butions BEV et les distributions max-stables.

Théorème 2.9. La classe des distributions des valeurs extrêmes bivariées coïncide avec

la classe des distributions max-stables.

Lorsque l’équation (2.4) est vérifiée, on pense à la caractérisation de la distribution

BEV et de son domaine d’attraction. Le résultat suivant, qu’on peut trouver dans le

travail de Resnick [48], ou même dans le livre de
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Beirlant et al. [4], permet de caractériser le domaine d’attraction de H, en d’autres termes,

il établit les conditions que doit satisfaire la fonction de distribution F associée à (X, Y )

pour qu’elle appartiennent au domaine d’attraction de H.

Théorème 2.10. Soient F la fonction de répartition conjointe du couple (X, Y ), et H

la distribution BEV. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. F ∈ DA(H)

Il existe des constantes an, cn > 0, bn, dn ∈ R telles que

2. lim
n→∞

P
{

MX,n−an

bn
≤ x,

MY,n−cn

dn
≤ y
}

= H(x, y)

3. lim
n→∞

F n(anx + bn, cnx + dn) = H(x, y)

4. lim
n→∞

nF (anx + bn, cnx + dn) = (− ln[H(x, y)])

Le résultat suivant illustre un exemple de la condition que doit vérifier une distribution

bivariée F pour qu’elle appartienne au domaine d’attraction d’une distribution BEV H

de marginales de Fréchet.

Corollaire 2.2. Soit H une distribution des extrêmes bivariés de marges de HX et HY

dans le domaine d’attraction de Fréchet. La fonction bivariée F est dite dans le domaine

d’attraction de H, et on écrit F ∈ DA(H) si et seulement si

lim
t−→+∞

1− F [tx, F
−1

2 (F 1(t))]

1− F1(t)
= − ln H(x, y)

F1 et F2 sont les distributions marginales de F . La distribution bivariée de Paréto

vérifie la condition ci-dessus.

Maintenant qu’on a vu la caractérisation des domaines d’attraction d’une distri-

bution BEV, on passe à la caractérisation de cette dernière. Dans le cas univarié, on

a vu que la distribution limite des valeurs extrêmes est représentée par une famille

paramétrique. Cette représentation ne peut pas être généralisée dans le cas bivarié.

Cependant, Beirlant et al. [4] ont montré que les distributions de valeurs extrêmes

multivariées (bivariées dans notre cas) sont caractérisées par une classe de mesures

appelées "mesures exponentielles". D’où l’écriture suivante.

H(x, y) = exp {−V (x, y)} (2.6)

Avec V est une mesure exponentielle qui est définie par :

V (x, y) = 2

∫
[0,1]

max

{
ω

x
,
1− ω

y

}
dµ(w) (2.7)
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Où

µ est une mesure positive, appelée "mesure spectrale", qui est une distribution de proba-

bilités vérifiant les conditions suivantes :∫
[0,1]

dµ(ω) = 1,

∫
[0,1]

ωdµ(ω) =
1

2

Si µ est continue de densité h, l’expression (2.7) devient alors :

V (x, y) = 2

∫
[0,1]

max

{
ω

x
,
1− ω

y

}
h(ω)dω

La mesure spectrale µ est l’une des fonctions qui permet de décrire la structure de dé-

pendance extrêmale de la distribution H.

Définition 2.8. La fonction de dépendance de queue stable, notée l, est définie, pour

tous v1, v2 > 0, par :

l(v1, v2) = V

(
1

v1

,
1

v2

)
(2.8)

La proposition suivante établit les propriétés de la fonction l.

Proposition 2.3. La fonction l vérifie les propriétés suivantes :

1. l est homogène d’ordre 1, i.e.,

l(av1, av2) = al(v1, v2)

2. max {v1, v2} ≤ l(v1, v2) ≤ v1 + v2

l est une fonction convexe qui, comme la mesure spectrale, permet de structurer la

dépendance de H. Cependant, il existe encore une autre fonction, introduite par Pickands

[47], qui s’est avérée beaucoup plus pratique dans la caractérisation de cette dépendance.

Définition 2.9. La fonction de dépendance de Pickands, appelée aussi "fonction de dé-

pendance extrêmale", est définie, pour tout (v1, v2) ∈ [0,∞]2 \ (0, 0), par :

A(w1, w2) =
l(v1, v2)

v1 + v2

(2.9)

Avec

w1 =
v1

v1 + v2

, w2 =
v2

v1 + v2

La fonction A est convexe et elle vérifie : max {w1, w2} ≤ A(w1, w2) ≤ 1.

Segers [50] admet qu’il est courant de supprimer un argument de cette fonction A, en
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posant w1 = 1− t et w2 = t. Il est à noter qu’il est plus pratique de travailler avec w2 = t.

La fonction A est liée à la mesure spectrale µ par la relation suivante

A(w) =

∫ 1

0

max {w(1− t), (1− w)t} dµ(w) (2.10)

Le résultat suivant établit la caractérisation d’une distribution BEV par la fonction de

dépendance de Pickands A.

Théorème 2.11. Soit H une distribution bivariée dont les distributions marginales sont

notées par HX et HY . Alors, H est une distribution BEV si et seulement si, ∀ x, y > 0,

H admet l’écriture suivante.

H(x, y) = exp

{
ln (HX(x)HY (y)) A

(
ln (HY (y))

ln (HX(x)HY (y))

)}
(2.11)

Le choix des marges HX et HY n’affecte pas la caractérisation de la distribution H.

Si, par exemple, on choisit les marges de Fréchet unitaires (i.e., HX(t) = HY (t) = e−
1
t ,

t > 0), alors l’expression (2.11) devient :

H(x, y) = exp

{
−
(

1

x
+

1

y

)
A

(
y

x + y

)}
(2.12)

2.3.2 Modèles de distribution BEV

On a vu, dans la section précédente, que la représentation pratique de la distribution

BEV a été donnée en termes de la fonction de dépendance de Pickands A. Plusieurs

modèles paramétriques ont été conçus et sont répartis en deux familles : famille mixte et

famille logistique. Nous présenterons, ci-après, les différents modèles de chacune de ces

familles ainsi que les fonctions de dépendance de Pickands associées.

2.3.2.1 La famille mixte

Dans cette famille, on cite le modèle mixte à un paramètre qui est conçu par Tawn

[53], qui a ensuite développé des extensions asymétrique et symétrique de cette famille.

1. Le modèle mixte à paramètre.

– Sa distribution est définie par :

Hθ(x, y) = exp

{
−
(

x + y − θxy

x + y

)}
, θ ∈ [0, 1]

– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ(t) = θt2 − θt + 1
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Si θ = 0, on obtient le modèle indépendant.

2. Le modèle mixte asymétrique.

– Sa distribution est définie par :

Gθ,δ(x, y) = exp
{
−(x + y) + xy{x(θ + δ) + y(2δ + θ)}−2

}
– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ,δ(t) = θt3 + θt2 − (θ + δ)t + 1

3. Le modèle mixte symétrique généralisé.

– Sa distribution est définie par :

Gθ,δ(x, y) = exp

{
−

(
1

x
+

1

y
− δ

(xθ + yθ)
1
θ

)}
– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ(t) = 1− δ[tθ + (1− t)θ]−
1
θ

2.3.2.2 La famille logistique

Dans cette famille, on distingue le modèle logistique conçu par Gumbel [30] et ses

extensions symétriques et asymétriques, et on va en citer quelques unes.

1. Le modèle logistique.

– Sa distribution est définie, pour tous x, y > 0 par :

Gθ(x, y) = exp
{
−(x−θ + y−θ)−

1
θ

}
,

– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ(t) = [tθ + (1− t)θ]−
1
θ

Avec θ ≥ 1

2. Le modèle logistique généralisé.

– Sa distribution est définie par :

Gθ,δ(x, y) = exp

{
−
(
x−θ + x−θ + δ(xy)−

θ
2

) 1
θ

}
avec 0 < δ ≤ 2(θ − 1), θ ≥ 2

– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ,δ(t) =
[
tθ + (1− t)θ + δ((1− t)t)

θ
2

] 1
θ
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3. Le modèle logistique asymétrique généralisé.

– Sa distribution est définie par :

Gθ,δ,λ(x, y) = exp

{
−(1− δ)

x
− (1− θ)

y
−
[
(
θ

x
)λ + (

δ

y
)λ

] 1
λ

}

Avec θ ≥ 0, δ ≤ 1, λ ≥ 1

– Sa fonction de dépendance est définie par :

Aθ,δ,λ(t) = 1 + (θ − δ)t− θ + [θλ(1− t)λ + δλtλ]
1
λ
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Chapitre 3

Copules de valeurs extrêmes

3.1 Introduction

On a vu, dans le chapitre 1, la notion de la copule et on l’a définie comme étant

une fonction de répartition conjointe de lois marginales uniformes, et on a établi ses

propriétés, comme on a donné leur caractérisation par le théorème de Sklar ainsi que

quelques familles usuelles de cette fonction. Dans cette section, nous allons voir une

autre famille particulière qui est la famille des copules de valeurs extrêmes. En d’autres

termes, nous allons présenter la copule associée à un couple de maxima de distribution

limite H.

3.2 Caractérisation des copules de valeurs extrêmes

Dans cette section, nous allons définir la copule de valeurs extrêmes et en donner ses

propriétés ainsi que sa caractérisation par la fonction de dépendance de Pickands.

Définition 3.1. Soit alors un couple de variables aléatoires (X, Y ) dont la copule associée

est notée par CF . La copule CMn associée à Mn = (MX,n, MY,n) est définie par :

CMn(u, v) = Cn
F (u

1
n , v

1
n ) (3.1)

La recherche de la distribution limite de Mn est équivalente à l’étude de la convergence

de la copule CMn vers une copule C, cette copule limite est appelée Couple de valeurs

extrêmes.

Définition 3.2. C est une copule de valeurs extrêmes s’il existe une copule CF telle que,
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pour tous

u, v ∈ [0, 1] on a :

lim
n−→∞

Cn
F

(
u

1
n , v

1
n

)
= C(u, v) (3.2)

On dit que CF appartient au domaine d’attraction de C

La max-stabilité est l’une des propriétés qui caractérisent les copules de valeurs ex-

trêmes.

Définition 3.3. Une copule bivariée C est dite max-stable si et seulement si, ∀ n ∈ N,

∀ [u, v] ∈ [0, 1]2, on a :

C(u, v) = Cn(u
1
n , v

1
n ) (3.3)

Ou encore

C(un, vn) = Cn(u, v) (3.4)

Le résultat suivant décrit le lien entre la classe des copules de valeurs extrêmes et la

classe de copules max-stables.

Théorème 3.1. Une copule C est dite à valeur extrêmes si et seulement si elle est max-

stable.

On peut illustrer par la copule de Galambos définie par

Cδ(u, v) = uv exp
{
−
[
−(ln(u))−δ + (− ln(v))−δ

] 1
δ

}
, δ > 0

Cette copule vérifie la condition de max-stabilité, en effet

Cδ(u
n, vn) = unvn exp

{
−
[
(− ln(un))−δ + (− ln(vn))−δ

] 1
δ

}
= unvn exp

{
−
[
(−n ln(u))−δ + (−n ln(v))−δ

] 1
δ

}
= unvn exp

{
−n
[
(− ln(u))−δ + (− ln(v))−δ

] 1
δ

}
=

(
uv exp

{
−
[
(− ln(u))−δ + (− ln(v))−δ

] 1
δ

})n

Cδ(u
n, vn) = Cn

δ (u, v)

Donc Cδ est une copule de valeurs extrêmes. Une copule max-stable est dans son

propre domaine d’attraction.

Les copules de valeurs extrêmes sont représentées par la fonction de dépendance

de queues stables l. La représentation est donnée dans le résultat suivant.
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Théorème 3.2. Une copule C est dite copule de valeurs extrêmes si et seulement si, ∀
(u, v) ∈ [0, 1]2,

on a :

C(u, v) = exp {−l (− ln u,− ln v)} (3.5)

La copule de valeurs extrêmes est représentée par la fonction de dépendance de Pi-

ckands avec un seul argument (comme on l’a déjà mentionné dans le chapite 2). On

obtient cette représentation en remplaçant l’expression de l, dans l’équation (3.5). D’où

le résultat suivant.

Théorème 3.3. Une copule bivariée C est une copule de valeurs extrêmes si et seulement

si

C(u, v) = exp

[
− ln(u) + ln(v)A

(
ln u

ln(u) + ln(v)

)]
(3.6)

Les dérivées partielles d’une copule de valeurs extrêmes C sont définies, en termes de

la fonction A, par
∂

∂u
C(u, v) =

C(u, v)

u

[
A(t) + (1− t)A

′
(t)
]

(3.7)

∂

∂v
C(u, v) =

C(u, v)

v

[
A(t)− tA

′
(t)
]

(3.8)

Avec

t =
ln(u)

ln(uv)

3.3 Dépendance de queue de distribution

Dans le chapitre 1, on a vu trois mesures de dépendances (le coefficient de corrélation

linéaire ρ, le coefficient de corrélation de Spearman ρs et le tau de Kendall τ). Dans ce

qui suit, nous présenterons deux coefficients qui mesurent la dépendance au niveau des

queues de la distribution.

Définition 3.4. Soient X et Y deux variables aléatoires continues de distributions FX

et FY respectivement. Si les limites suivantes existent, alors le coefficient de dépendance

de queue supérieure λu et le coefficient de dépendance de queue inférieure λl sont définis

par

λu = lim
t→1

P(X > F−1
X (t) | Y > F−1

Y (t)) (3.9)

λl = lim
t→0

P(X ≤ F−1
X (t) | Y ≤ F−1

Y (t)) (3.10)
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Les coefficients définis par les formules (3.9) et (3.10) mesurent la probabilité condi-

tionnelle que des valeurs extrêmes se réalisent simultanément au niveau des queues de la

distribution. Ils peuvent être écrites en termes de copules. Le résultat suivant le montre.

Théorème 3.4. Soit C la copule de valeurs extrêmes associée au couple de variable

aléatoires continue (X, Y ), de fonction de dépendance extrêmale A et de fonction de

dépendance de queues l. Si les limites (3.9) et (3.10) existent, alors

λu = lim
t→1

2t− 1 + C(1− t, 1− t)

t
= l(1, 1) = 2(1− A(

1

2
)) (3.11)

λl = lim
t→0

C(t, t)

t
= lim

t→0
t2A( 1

2
)−1 =

 1, A(1
2
) = 1

2
;

0, Sinon.
(3.12)

Remarques

1. Si λl ∈ ]0, 1], alors la copule C a une dépendance de queue inférieure.

2. Si λl = 0, alors C n’a pas de dépendance de queue inférieure.

3. Si λu ∈ ]0, 1], alors la copule C a une dépendance de queue supérieure.

4. Si λu = 0, alors C n’a pas de dépendance de queue supérieure.

Les formules (3.11) et (3.12) permettent de calculer, plus facilement, les coefficients de

dépendance de queues supérieure et inférieure associés à une copule C quelconque. On

peut illustrer par un tableau qui donne ces coefficients associés aux copules paramétriques

vues dans le chapitre 1.

Copule λl λu

Indépendance 0 0

Maximale 1 1

Minimale 0 0

Gaussienne 0 0

Student 2t̄d+1

(√
(d + 1)(1− ρ)√

(ρ + 1)

)
2t̄d+1

(√
(d + 1)(1− ρ)√

(ρ + 1)

)
Gumbel 0 2− 2

1
θ

Frank 0 0

Clayton 2−
1
θ 0

Coefficients de dépendance de queue inférieure λl et de queue supérieure λu associés aux

copules paramétriques.
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On peut voir que la copule de Clayton a une dépendance de queue inférieure (λl ∈ ]0, 1])

et que la copule de Gumbel a une dépendance de queue supérieure (λu ∈ ]0, 1]), et elle n’a

la dépendance de queue inférieure que dans le cas θ = 1. Tandis que la copule maximale et

la copule de Student ont toutes les deux une dépendance de queue supérieure et de queue

inférieure. Enfin, la copule minimale, la copule gaussienne et la copule de Frank n’ont ni

la dépendance de queue inférieure (λl = 0) ni la dépendance de queue supérieure(λu = 0).

3.4 Familles des copules de valeurs extrêmes

Dans le chapitre 1, on a consacré la section (1.4) à la présentation des familles para-

métriques de copules bivariés en donnant leurs définitions formelles, leurs densités ainsi

que les mesures de dépendance qui leurs sont associées. Dans cette section, nous allons

présenter les familles paramétriques qui surgissent des copules de valeurs extrêmes. La

plupart de ces dernières présentent des copules limites de certaines de copules bivariées,

c’est ce que nous allons détailler ci-après.

Le tau de Kendall τ et le rho de Spearman ρs associés aux copules de valeurs extrêmes

sont donnés, en termes de la fonction de dépendance A, respectivement par

τ =

∫ 1

0

(1− t)

A(t)
dA

′
(t) (3.13)

ρs = 12

∫ 1

0

1

(1 + A(t))2
dt− 3 (3.14)

3.4.1 Copule de Marshall-Olkin

La copule de Marshall-Olkin, introduite par Marshall et Olkin [43], est considérée

comme une copule de valeurs extrêmes et elle satisfait la condition de max-stabilité. Elle

est fréquemment utilisée dans les applications financières.

Définition 3.5. La copule de Marshall-Olkin, qu’on note CMO,α,β, de paramètres α, β ∈
[0, 1], est définie par :

CMO,α,β(u, v) = u1−αv1−β min {uα, vα} =

 u1−αv, uα > vβ ;

uv1−β, uα < vβ.
(3.15)

La densité de cette copule est donnée par :

c(u, v) =
∂2

∂u∂v
CMO,α,β(u, v) =

 u−α, uα > vβ ;

v−β, uα < vα.
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La fonction de dépendance extrêmale associée est définie par :

A(t) = l(1− t, t) = max {1− αt, 1− β(1− t)}

Remarques

1. On obtient la borne supérieure de Fréchet M dans le cas α = β = 1.

2. Si α = 0 ou β = 0, on est dans le cas d’indépendance.

3. si α = β, on dit que la copule CMO,α,β est symétrique.

Les mesures de dépendances associées à la copule CMO,α,β sont les suivants.

1. τ =
αβ

α + β − αβ

2. ρs =
3αβ

2α + 2β − αβ

3. λu = min {α, β}

3.4.2 Copule de Hüsler-Reiss

Cette copule est introduite Hüsler-Reiss [35].

Définition 3.6. La copule de Hüsler-Reiss est définie par

CHR,λ = exp

{
− ln(u)φ

[
1

λ
+

1

2
λ ln

(
ln(u)

ln(v)

)]
− ln(v)φ

[
1

λ
+

1

2
λ ln

(
ln(v)

ln(u)

)]}
(3.16)

φ est la distribution normale standard.

La fonction de dépendance extrêmale de la copule CHR,λ est donnée par

A(t) = (1− t)φ(z1−t) + tφ(zt)

Où

zt =

(
1

λ
+

λ

2
ln

{
t

1− t

})
, t ∈ [0, 1]

Remarques

1. Si λ −→ 0, alors A converge vers sa borne supérieure A(t) = 1, ce qui correspond

au cas d’indépendance.
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2. Si λ −→ ∞, alors A converge vers sa borne inférieure qui représente le cas de

dépendance.

Soit Cρ une copule Gaussienne définie, dans le chapitre 1, par l’équation (1.28), avec

ρ le coefficient de corrélation linéaire. Considérons le cas où ρ dépend de la taille de

l’échantillon (i.e., ρ = ρn) tel que ρn −→ 1 quand n −→∞. Alors si

(1− ρn) ln(n) −→ λ2, n −→∞

La copule Cρn appartient au domaine d’attraction de la copule de Hüsler-Reiss qu’on

note CHR,λ de paramètre λ ∈ [0,∞].

3.4.3 Copule t-EV

La copule t-EV (t-Extreme Value), qu’on note CEV,ρ,d est la limite asymptotique

d’un couple de maxima de variables aléatoires iid suivant une loi de Student bivariée. La

copule de Student définie, dans le chapitre 1, par l’équation (1.31), appartient au domaine

d’attraction de la copule t-EV de mêmes paramètres

(ρ ∈ [−1, 1] ,d > 0).

Définition 3.7. La copule t-EV est définie par

CEV,ρ,d(u, v) =

∫ t−1
d (u)

−∞

∫ t−1
d (v)

−∞

1

πd | Σ | 12
Γ(d

2
+ 1)

Γ(d
2
)

(
1 +

xtΣx

d

)− d
2
+1

dx (3.17)

td est la fonction de répartition de la loi de Student.

Σ est la matrice de corrélation.

La fonction de dépendance extrêmale associée à la copule CEV,ρ,d est donnée par

A(t) = (1− t)td+1(z1−t) + t.td+1(zt)

Où

zt = (1 + d)
1
2

[(
t

1− t

) 1
d

− ρ

]
(1− ρ2)−

1
2

On remarque que la forme de la fonction de dépendance extrêmale de la copule t-EV

est similaire à celle de la fonction de dépendance associée à la copule de Hüsler-Reiss.

On sait que la distribution de Student converge vers la distribution normale lorsque

d −→ ∞, et dans ce cas, la copule t-EV converge vers la copule de Hüsler-Reiss. Tandis

que lorsque d −→ 0, on obtient la copule de Marshall-Olkin symétrique de paramètres

α = β =
ρ√

1− ρ2
.
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3.4.4 Copule logistique

La copule logistique, appelée aussi copule de Gumbel [30], est la limite asymptotique

des maxima du couple de variables aléatoires dont la copule associée est la copule archi-

médienne définie par l’expression (1.34).

La copule de Gumbel est déjà définie, dans le chapitre 1, par l’expression (1.40) comme

une copule archimédienne de paramètre θ > 1. Mais elle est en même temps une copule

de valeurs extrêmes, et elle est l’unique copule ayant cette caractéristique. La fonction de

dépendance extrêmale associée est donnée par

A(t) =
[
tθ + (1− t)θ

] 1
θ , θ > 1

Remarques

1. Si θ = 1 alors la copule de Gumbel se réduit à la copule d’indépendance Π.

2. Si θ −→∞, on obtient la borne supérieure de Fréchet-Hœffding M équivalente à la

copule de Marshall-Olkin de paramètres α = β = 1.

3.4.5 Copule de Tawn

La copule de Tawn, appelée aussi copule logistique asymétrique, est une extension de

la copule de Gumbel qui est symétrique.

Définition 3.8. La copule de Tawn, notée CT,θ,λ1,λ2, θ ∈ [1, +∞[, 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1, est

définie par

CT,θ,λ1,λ2(u, v) = uv exp
{
−(1− λ1)− (θ − λ1) ln(u) +

[
(−θ ln(u))λ2 + (−λ1 ln(v))λ2

] 1
λ2

}
(3.18)

La fonction de dépendance associée à la copule CT,θ,λ1,λ2 est donnée par

A(t) = (1− λ1) + (λ1 − θ)t +
[
(θt)λ2 + (λ1(1− t))λ2

] 1
λ2

Remarques

1. Si λ1 = λ2 = 1, on obtient la copule de Gumbel.

2. Si λ1 = λ2, on dit que la copule de Tawn est symétrique.

3. Le cas de dépendance (A(t) = 1) est obtenu si θ = 1 ou λ1 = 0 ou λ2 = 0.

4. Lorsque θ −→∞, on obtient la copule de Marshall-Olkin de paramètres (λ1, λ2).
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3.4.6 Copule de Galambos

Définition 3.9. La copule de Galambos, qu’on note CG,δ, est définie par

CG,δ(u, v) = uv exp
{
−
[
−(ln(u))−δ + (− ln(v))−δ

] 1
δ

}
, δ > 0 (3.19)

Soient CΨ la copule archimédienne définie par la formule (1.34), et ĈΨ la copule de

survie associée, alors si la limite

− lim
s→0

Ψ(s)

sΨ(s)
= δ, δ > 0 (3.20)

existe, alors la copule ĈΨ appartient au domaine d’attraction de la copule de Galambos

de paramètre δ > 0.

La fonction de dépendance extrêmale associée à la copule CG,δ est donnée par

A(t) = 1−
[
t−δ + (1− t)−δ

]− 1
δ

3.4.7 Copule de Joe

La copule de Joe, appelée aussi copule asymétrique négative logistique, est une exten-

sion de la copule de Galambos CG,δ aux paramètres (λ1, λ2), 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1.

Définition 3.10. La copule de Joe, qu’on note CJ,λ1,λ2,δ, est définie par

CJ,λ1,λ2,δ = uv exp
{
−
[
(−λ1 ln(u))−δ + (−λ2 ln(v))−δ

]− 1
δ

}
(3.21)

Sa fonction de dépendance extrêmale est donnée par

A(t) = 1−
{

[λ1(1− t)]−δ + (λ2t)
−δ
}− 1

δ

Remarques

1. Le cas λ1 = λ2 = 1 correspond à la copule de Galambos.

2. La copule de Joe est symétrique si λ1 = λ2 ∈ [0, 1].

3. Si λ1 = λ2 = 0 ou δ −→ 0, alors on obtient la copule d’indépendance Π.

4. Si δ −→∞, alors on obtient la copule de Marshall-Olkin de paramètres (λ1, λ2).

3.4.8 Copule BB5

La copule BB5 a été introduite par Joe [37]. Contrairement aux familles de copule

introduites dans les sous-sections précédentes, cette copule n’est pas une fonction limite

d’un couple de maxima d’une copule usuelle. Il s’agit plutôt d’un cas particulier de la

copule de Gumbel et la copule de Galambos à la fois.
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Définition 3.11. La copule BB5, qu’on note CB,θ,δ, est définie par

CB,θ,δ(u, v) = exp

{
−
[
(− ln u)θ + (− ln v)θ −

[
(− ln u)−θδ + (− ln v)−θδ

]− 1
δ

]− 1
θ

}
(3.22)

Sa fonction de dépendance extrêmale est donnée par

A(t) =
{

tθ + (1− t)θ −
[
(1− t)−θδ + t−θδ

]1−δ
} 1

θ

Pour t ∈ [0, 1], θ > 1 et δ > 0.

Remarques

1. Si θ = 1, alors on obtient la copule de Galambos, ce cas ne correspond pas à la

dépendance.

2. La copule de Gumbel est obtenue pour δ −→ 0.

3.5 Copule archimax

Cette classe de copule est introduite par Capéraà et al.[6]. Les copules Archimax sont

construites à partir d’une fonction décroissante convexe et continue Θ : [0, 1] → [0, 1],

Θ(1) = 0, appelée générateur.

Définition 3.12. Une copule Archimax est définie, pour tous u,v ∈ [0, 1], par :

CΘ(u, v) = Θ−1 (Θ(u) + Θ(v)) A

(
Θ(u)

Θ(u) + Θ(v)

)
(3.23)

A est la fonction de dépendance de Pickands.

Si A(t) = 1, alors la copule obtenue est Archimédienne, et on écrit :

CΘ(u, v) = Θ−1 {Θ(u) + Θ(v)} (3.24)

La copule de Clayton définie par (1.38) et la copule de Frank définie par (1.35) sont des

copules archimax.

L’ensemble des copules archimax contient des copules archimédiennes et des copules de

valeurs extrêmes. En effet, si on pose Θ(t) = ln
(

1
t

)
, la copule CΘ est de valeurs extrêmes,

par conséquent, elle admet l’écriture (3.6). De même, si A(t)=1, on obtient la copule

archimédienne définie par (1.34).

Le résultat suivant décrit le lien entre la fonction de dépendance de la copule archimax

et son attracteur.
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Proposition 3.1. Soit CΘ une copule bivariée de fonction de dépendance A et de généra-

teur Θ, tel que Θ(1− l
t
) est à variations régulières d’indice −α, α ≥ 1. Alors CΘ appartient

au domaine d’attraction d’une copule de valeur extrêmes de fonction de dépendance A∗

telle que, pour t ∈ [0, 1], on a

A∗(t) = (tα + (1− t)α)
1
α A

1
α

(
tα

tα + (1− t)α

)
(3.25)

L’expression de A est extraite de l’equation précédente, et on a :

A(t) =
(
t

1
α + (1− t)

1
m

)m
(

A∗

(
t

1
m

t
1
m + (1− t)

1
m

))m

(3.26)

3.6 Estimation de la fonction de dépendance

On a vu, dans la section 3.2, la représentation de la copule de valeurs extrêmes en

termes de la fonction de dépendance de Pickands. Dans la section précédente, nous avons

vu des modèles paramétriques de cette fonction associés aux copules de valeurs extrêmes.

Maintenant, nous allons nous intéresser à l’estimation non-paramétrique de cette fonction

et en présenter deux estimateurs ; le premier a été proposé par Capéraà, Fougères et

Genest [5]. Cet estimateur est appliqué aux données bivariées de valeurs extrêmes. Tandis

que l’autre, proposé par Khoudradji [39], est appliqué à des lois bidimensionnelles qui ne

représentent pas un échantillon de valeurs extrêmes. Ce dernier s’appuie sur une approche

de l’étude des lois de valeurs extrêmes multivariées basées sur les processus ponctuel.

Un troisième estimateur est proposé par Joe, Smith et Weissman. Pour avoir plus de

détail sur celui-ci, on peut se référer à l’ouvrage [38].

3.6.1 Méthode d’estimation de Capéraà, Fougères et Genest

Cette méthode est introduite par Capéraà et al.[5]. Elle est définie à partir d’un

échantillon d’une loi bivariée de valeurs extrêmes dont les marges sont connues.

On considère alors l’échantillon (Xi, Yi), i = 1, ..., n, de loi bivariée de maxima ayant H

comme fonction de répartition de marginales HX et HY connues. On sait que la fonction

H s’exprime sous la forme

H(x, y) = C(HX(x), HY (y))

Où C est la copule de valeurs extrêmes définie par la formule (3.6).

Si on pose Z =
ln(X)

ln(XY )
. La loi de la variable Z est donnée par la proposition suivante.
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Proposition 3.2. Soit C une copule de valeurs extrêmes de fonction de dépendance A.

La fonction de répartition de la variable aléatoire Z =
ln(X)

ln(XY )
est donnée, pour tout

z ∈ [0, 1], par

M(z) = z + z(1− z)D(z) (3.27)

Où

D(z) =
A

′
(z)

A(z)

De l’expression (3.27), on obtient l’expression suivante de la fonction A en termes de la

fonction de répartition M .

A(t) = exp

{∫ t

0

M(z)− z

z(1− z)
dz

}
= exp

{
−
∫ 1

t

M(z)− z

z(1− z)
dz

}
(3.28)

En remplaçant la fonction M dans l’equation (3.28) par sa fonction de répartition

empirique Mn, on obtient deux estimateurs pour la fonction A donnés par

A0
n(t) = exp

{∫ t

0

Mn(z)− z

z(1− z)
dz

}
(3.29)

A1
n(t) = exp

{
−
∫ 1

t

Mn(z)− z

z(1− z)
dz

}
(3.30)

Lorsque les pseudo-observations zi sont toutes distinctes, Capéraà et al.[5] ont proposé

une expression explicite à l’estimateur de la fonction A, en termes des statistiques d’ordre

Z1,n, ..., Zn,n, en posant p(t)=1-t, d’où la formule suivante

An(t) =


(1− t)Q

1−p(t)
n , 0 ≤ t ≤ Z(1) ;

t
i
n (1− t)1− i

n Q
1−p(t)
n Q−1

i , Z(i) < t ≤ Zi+1, i = 1, ..., n− 1 ;

tQ
−p(t)
n , Z(n)t ≤ 1.

(3.31)

Où

Qi =

{
n∏

i=1

Z(k)

(1− Z(k)

} 1
n

, 1 ≤ i ≤ n.

3.6.2 Méthode du seuil de Khoudradji

Cette méthode est introduite par Khoudradji [39]. Elle est définie à partir d’un

échantillon d’une loi bidimensionnelle F .

Considérons un échantillon (Xi, Yi), i = 1, ..., n, d’une loi bidimensionnelle F , de

marginales F1 et F2 de Fréchet unités, avec F appartenant au domaine d’attraction

d’une loi de valeurs extrêmes bivariée H. Considérons les variables Ri = Xi + Yi et

Wi =
Xi

Ri

i = 1, ..., n. On a vu, dans le chapitre 2, que la fonction A est liée à la mesure
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spectrale µ par la relation (2.10). C’est à partir de cette relation que Khoudradji [39] ait

défini son estimateur.

Le résultat suivant, dû à De Haan [12] , sera utile dans la méthode d’estimation de

Khoudradji, plus précisément dans le choix du seuil u.

Proposition 3.3. Soit le couple de variables aléatoires (X, Y ) de loi F appartenant au

domaine d’attraction d’une loi H, dont les lois marginales sont de Fréchet unités. Alors

lim
u→∞

P {W ≤ w | R > u} =
µ(w)

2
(3.32)

Avec

R = X + Y et W = X
R

µ

2
est la fonction de répartition conditionnelle de la variable W , sachant que la variable

R est supérieur à u assez grand.

L’approche par cette méthode tient compte du choix du seuil u qui doit être choisi de

telle manière est ce que les variables W et R soient indépendantes pour R > u, et

ce afin d’avoir assez d’observations pour estimer convenablement A. Le seuil choisi par

Khoudradji dépend de la taille de l’échantillon.

En remplaçant la fonction µ par sa fonction de répartition empirique µn dans l’expression

(2.10), on obtient l’estimateur suivant

Ân(t) =

∫ 1

0

max {wt, (1− w)(1− t)dµn(w)} =
2

n∗

n∗∑
i=1

max {Wit, (1−Wi)(1− t)}

(3.33)

n∗ représente le nombre de Wi correspondant aux Ri > u(n) pour u(n) assez grand.

3.7 Application

L’application a été faite par Patrick Eschenburg [20], sur un ensemble de données

disponibles sur R, dans le package copula, sous le nom "Uranium".

1. Vérifier si les données présentent une dépendance de queue inférieure qui peut être

repérée graphiquement (sur le nuage de points). Dans ce cas, on travaille avec la

copule de survie associée au pseudo-échantillon 1− Û1, ..., 1− Ûn. Par conséquent,

la dépendance de queue inférieure se transforme en une dépendance de queue supé-

rieure qui peut être modélisée par les copules de valeurs extrêmes.
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2. Vérifier si les données présentent une structure de dépendance de valeurs extrêmes

en utilisant le test d’hypothèse de Ghoudi et al.[28] ou celui de Yan et Kojadinovic

[55]. Les hypothèses sont comme suit :

H0 : C ∈ EV vs H1 : C /∈ EV (3.34)

EV est la classe de copules de valeurs extrêmes.

3. Symétrie des données : Pour évaluer la symétrie des données, on peut se fier à

l’intuition graphique ou tester formellement l’hypothèse de symétrie.

4. Estimation des copules : Une fois le groupe de copules est choisi, on estime leurs pa-

ramètres par les méthodes d’estimation classique (Méthode du Maximum de vrais-

semblance, méthode des moments,... etc). Une fois les paramètres sont estimés, les

critères AIC (Akaike Information Criterion, introduit par Akaike [1]) et BIC ( Baye-

sian Information Criteria, introduit par Schwartz[49]) sont calculés, et ce dans le

but de sélectionner les copules adéquates pour modéliser les données.

L’AIC et le BIC sont définis respectivement par

AIC = −2 ln L + 2k (3.35)

BIC = −2 ln L + k ln(n) (3.36)

L est la fonction de vraisemblance maximisée.

k est le nombre de paramètres de la copule.

La copule sélectionnée est celle qui possède l’AIC et le BIC les plus faibles.

5. Evaluation : Après avoir estimé paramétriquement les copules données, on vérifie

quelle est la copule adéquate aux données.

Exemple d’application

On considère un ensemble de couples d’éléments chimique. Les données représentent les

concentrations logarithmiques de sept éléments chimiques dans 655 échantillons d’eau

prélevés près de la Grande Junction, Colorado. La simulation a été faite sur le couple

(Cs, Sc) de Cesium et de Scandium respectivement. Les données se sont transformées en

pseudo-observations Û1, ..., Ûn.
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Fig. 3.1: Sur la gauche : Le nuage de points du couple (Cs, Sc). Sur la droite : Le tracé

de contour du couple (Cs, Sc)

Fig. 3.2: Sur la gauche : Le nuage de points du couple (Cs, Sc). Sur la droite : Le tracé

de contour du couple (Cs, Sc)

On a vérifié la présence de la dépendance de queue inférieure. En effet, la figure (3.1)

montre que le couple (Cs, Sc) présente une concentration des observations sur le coin

inférieur gauche, ceci implique la présence de la dépendance de queue inférieure. Les

résultats de l’estimation ont révélé que les estimateurs des coefficients de queue inférieure

et de queue supérieure sont donnés respectivement par

λ̂l(Cs, Sc) = 0.63 λ̂u(Cs, Sc) = 0.04 (3.37)

En s’appuyant sur les résultats présentés par les équations de (3.37) et sur les gra-

phiques (3.1) et (3.2) ont montré que les copules de valeurs extrêmes ne sont pas adéquates

à la paire (Cs, Sc) mais plutôt à la paire (Cs, Sc) = (1− Cs, 1− Sc) dont les estimateurs
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des coefficients de queue inférieure et de queue supérieure associés sont donnés par

λ̂l(Cs, Sc) = 0.04 λ̂u(Cs, Sc) = 0.36 (3.38)

Tester la présence de la structure de dépendance de valeurs extrêmes : Pour ce, deux tests

ont été introduits, le test de Ghoudi et al. [28] et le test de Yan et Kojadinovic [55]. Les

résultats sont présentés par le tableau ci-après.

Statistique du test Valeurs du test statistique p-value

Sn 0.569 0.57

Tn 0.0184 0.426

Résultats des tests de Ghoudi et al. (Statistique du test Sn) et de Yan et Kojadinovic

(Statistique de test Tn) sur la présence d’une structure de dépendance de valeurs

extrêmes.

Les deux tests ont apporté une grande p-value, ce qui a justifié l’adéquation des copules

de valeurs extrêmes à la paire (Cs, Sc).

Pour vérifier la symétrie des données, on a effectué un test d’hypothèse de symétrie basé

sur la densité d’une fonction de distribution H(t) = P (T ≤ t), avec T =
ln U2

ln U1U2

.

L’estimation empirique de cette densité h est obtenue en calculant les valeurs

ti =
ln Ûi2

ln Ûi1Ûi2

, i = 1, ..., n.

La densité empirique des valeurs ti associées à la paire (Cs, Sc) est présentée dans la

figure ci-dessous.
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Fig. 3.3: Estimation de la densité empirique de t pour la paire (Cs, Sc)

On peut voir qu’elle n’est pas symétrique, ce qui nie la présence de la symétrie des

données.

Partant de l’asymétrie des données, on a pu restreindre l’analyse aux copules de valeurs

extrêmes asymétriques, les résultats présentés dans le tableau ci-après sont les estimations

paramétriques (obtenues avec la méthode du maximum de vraisemblance) des copules de

valeurs extrêmes et d’autres copules qui ne sont pas extrêmes.

Copule Paramètre estimé log de vraisemblance AIC BIC

Hüsler −Reiss 0.92 49.51 −97.02 −92.53

t− EV (0.11, 1.1) 64.72 −125.45 −116.48

Gumbel 1.32 58.12 −114.24 −104.76

Tawn (2.06, 0.43, 0.87) 81.54 −157.08 −143.62

Galambos 0.57 53.42 −104.85 −100.37

Joe (1.4, 0.42, 0.85) 81.7 −157.4 −143.94

BB5 (1.32, 0.05) 58.12 −112.24 −103.28

Gaussienne 0.34 29.36 −56.72 −52.24

Frank 2.19 38.03 −74.06 −69.58

Clayton 0.36 23.77 −45.54 −41.06

Claytondesurvie 0.57 50.96 −99.92 −95.43

Student (0.35, 4) 58.58 −115.16 −110.68

Résultats de l’estimation paramétriques du couple (Cs, Sc).
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Les résultats des critères AIC et BIC ont montré que les copules de valeurs extrêmes

sont toutes adéquates à la paire (Cs, Sc) par rapport aux autres types. En exception de

la copule de Student qui a un AIC inférieur à certaine copules symétriques de valeurs

extrêmes et la copule de Clayton qui semble être supérieure à la copule de Hüsler-Reiss.

Cependant, globalement, on a déduit que les deux copules asymétriques (Tawn et Joe)

présentent des valeurs beaucoup plus petites des deux critères AIC et BIC, que les copules

symétriques de valeurs extrêmes. Ces deux copules ont été choisies pour la modélisation.

Enfin, on a évalué l’adéquation des copules estimées en comparant l’estimateur non-

paramétrique de la fonction de dépendance de Pickands avec les fonction de dépendance

de Pickands des copules de valeurs extrêmes estimées.

La figure (3.4) présente les fonctions de dépendance de Pickands théoriques des copules

de valeurs extrêmes asymétriques comparées à l’estimateur non paramétrique défini par

(3.31), construit par Fougères et al., de la fonction de dépendance de Pickands. Tandis

que la figure (3.5) présente l’estimateur non paramétrique de la fonction de dépendance

de Pickands comparé aux fonctions de dépendance de Pickands théoriques associées aux

copules de valeurs extrêmes symétriques.

Fig. 3.4: L’estimateur non paramétrique de la fonction de dépendance de Pickands (CFG)

comparé aux fonctions de dépendance théoriques associées aux copules estimées de Tawn

et Joe.
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Fig. 3.5: L’estimateur non paramétrique de la fonction de dépendance de Pickands (CFG)

comparé aux fonctions de dépendance théoriques associées aux copules symétriques.

On peut voir, dans la figure (3.5), que les fonctions de dépendance de Pickands

associées aux copules symétriques estimées sont très proches. Cependant, la figure (3.4)

illustre que les fonctions de dépendance associées aux deux copules asymétriques estimées

sont difficiles à distinguer. Par conséquent, les deux copules asymétriques de Joe et de

Tawn offrent un meilleur ajustement aux données.
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Conclusion et perspectives

A travers ce travail, nous avons traité le concept de la copule et ses diverses propriétés

comme une fonction de répartition conjointe qui lie une distribution bivariée à ses mar-

ginales. Nous avons également mis le point sur la théorie des valeurs extrêmes, univariée

et bivariée, ce qui a permis d’introduire les copules de valeurs extrêmes que nous avons

définies, et par la suite, caractérisées par la fonction de dépendance de Pickands dont

l’estimation paramétrique et l’estimation non-paramétrique ont permis de sélectionner et

définir le modèle de copules adéquat aux données étudiées. Cette sélection tient également

compte de la présence de la dépendance de queue supérieure qui peut être modélisée par

une copule de valeurs extrêmes. Et encore, le test de la symétrie des données a son poids

dans la sélection. D’ailleurs, dans notre exemple d’application, pour la modélisation des

données asymétriques, les copules asymétriques de valeurs extrêmes se sont avérées le

meilleur modèle.

Il est donc convenable de dire que la copule est un moyen incontournable dans la modé-

lisation de la structure de dépendance entre deux variables aléatoires. En particulier, les

copules de valeurs extrêmes présentent le moyen le plus adéquat à la modélisation de la

structure de dépendance d’une distribution conjointe de deux variables extrêmes et ses

marginales.

Dans le cadre de l’étude des événements extrêmes, il est intéressant d’étendre ce travail à

plusieurs perspectives, à savoir, l’étude des copules des extrêmes multivariés (n>2) ainsi

que l’étude de leur estimation paramétrique et non-paramétrique ou encore la modélisa-

tion des données réelles par des copules de survie multivariées.
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