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Notations

X : Ensemble des états.

U : Ensemble des commandes admissibles.
xo - Etat initial.

T Etat final.

My : L’ensemble de départ.

M : L’ensemble d’arrivé.

to : Temps initial, g > 0.

T : Temps final.

T, : Temps optimal.

Thin : Temps minimal.

u,v : Commandes optimales.

z(t) : Vecteurs des états.

K : La matrice de Kalman (systeéme linéaire autonome).
C(.) : La matrice de Kalman (systéme linéaire non-autonome).
det(.) : Déterminant.

V' : Voisinage.

Acc(.,.) : Ensemble des points accessibles.
H : Fonction Hamiltonien.

po : une constant sur [0,7].

p(t) : Etat adjoint, (Vecteur adjoint).

F, f : Fonctions.

o(T,z(T)) : colit terminal.

fo : fonction objective.

C'ste : Constant.



Introduction générale

L’optimisation est une branche mathématique qui cherche a analyser et
a résoudre les problemes qui consistent a déterminer le meilleur élément
d’un ensemble, au sens d’un critere donné.

Les systemes dynamiques étant représentés par un modele mathéma-
tique décrivant son état et son controle a l’aide de variables. Le probleme
consiste a trouver des solutions qui satisfont un certain objectif quanti-
tatif, tout en respectant d’éventuelles contraintes. La modélisation d'un
phénomene, est une démarche visant a représenter par un moyen adéquat
le plus fidelement possible, le comportement de ce phénomene. Dans les
sciences, la modélisation permet de comprendre les variables qui agissent
sur ce comportement, afin de simuler des situations a venir.

La théorie du controle est I'un des domaines les plus en vue dans le
champ d’application des mathématiques. Historiquement, le probleme de
controle optimal est apparu apres la seconde guerre mondiale dans le cadre
de calcul des variations, répandant a des besoins pratiques de guidage,
notamment dans le domaine de l'aéronautique et de la dynamique de
vol. La formalisation de cette théorie a posé des questions nouvelles, par
exemple dans la théorie des équations différentielles ordinaires, et a mo-
tivé un concept de solution généralisé et a engendré de nouveaux résultats
d’existence de trajectoires optimales.

La théorie moderne du controle optimal a commencé dans les années cin-
quante, avec la formulation du principe du maximum de Pontryagin, qui
généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcule des variations. Des

lors, la théorie a connu un essor spectaculaire, ainsi que de nombreuses



applications. De nos jours, les systemes automatisés, font completement
partie de notre quotidien, ayant pour but d’améliorer notre qualité de
vie et de faciliter certaines taches : systemes de freinage, assistance a la
conduite, servomoteur, thermostats, circuits frigorifiques, controle des flux
routiers, circuits électriques, électroniques, télécommunications en général,
controle des procédés chimiques, chaines industrielles,...etc, les applications
concernent tout systeme sur lequel on peut avoir une action, avec une no-
tion de rendement optimal.

Le controle optimal sert a trouver une loi de commande pour un sys-
teme donné de telle sorte qu’'un certain critere d’optimalité soit atteint.
Un probleme de commande comprend donc un cotit a optimiser, une fonc-
tion d’état et une variable de controle. Un probleme de controle optimal
se décompose en deux parties : pour déterminer une trajectoire optimale
joignant un ensemble initial a une cible, il faut d’abord savoir si cette cible
est atteignable, c’est le probleme de controlabilité. En suite il faut chercher
parmi toutes les trajectoires possibles celle qui donne le cout minimum
(ou maximum). Pour la résolution du probléeme de controle optimal, on
dispose de deux grandes classes de méthodes : les méthodes indirectes et
les méthodes directes. Les méthodes indirectes impliquent 'utilisation du
principe du maximum de Pontryagin, tandis que 'autre fait usage a des
techniques de discrétisation pour aboutir a un probleme d’optimisation non
linéaire.

Ce présent manuscrit est composé de trois chapitres :

-Dans le premier chapitre, on présente les notions de base de la théorie du
controle optimal, avec notamment la controlabilité des systemes linéaires
et non-linéaires. Et le Principe du Maximum de Pontryagin (PMP) dans
toute sa généralité.

-Dans le second chapitre, on présente une application d’un procédé de fer-
mentation.

-Dans le dernier chapitre, un exemple numérique pour illustrer les princi-
paux résultats.

Ce travail se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Théorie du controle optimal

Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systemes commandés,
c’est-a-dire des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen
d’une commande (ou controle ). Le but alors est d’amener le systeme d’un
état initial donné a un certain état final, en respectant éventuellement cer-
tains criteres. les systemes abordés sont multiples : systemes différentiels,
systemes discrets, systemes avec retard...etc, leurs origines sont tres di-
verses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie...etc, 'objectif
peut étre de stabiliser le systeme pour le rendre insensible a perturbations
( stabilisations ), ou encore de déterminer des solutions optimales pour un
certain critere d’optimisation (controle optimal ).

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un sys-
teme dynamique dépendant d’un parametre dynamique appelé le controle.
Pour le modéliser, on peut avoir recours a des équations différentielles, inté-
grales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, stochas-
tique...etc. pour cette raison la théorie du controle est a l'interconnexion
nombreux domaines mathématiques,les controles sont des fonctions ou des

parametres, habituellement soumis a des contraintes.



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

1.1 Position du probleme

Avant de commencer la résolution d’un probleme de controle optimal,
on doit d’abord déterminer la modélisation mathématique de ce dernier.
un systeme peut avoir plusieurs variables ( parametre ), nécessaires pour
décrire son comportement, l'identification de ces variables ( parametres )
et la description du systeme qui évolue dans le temps est une tache tres
importante.

La modélisation Mathématique, nous conduit a connaitre la fonction a

optimiser, 1’état, le modele et les variables du systeme.

1.2 Systeme de controle optimal

Définition 1.1
Un systeme de controle optimal, est un systeme dynamique qui dépend
d’un parameétre appelé controle ( commande ). les controles sont des fonc-
tions ou des parametres, habituellement soumis a des contraintes.
Mathématiquement, un systeme de controle optimal s’écrit sous la forme

suvante :

#(t) = F(t,2(t),u(t))
z(t) e X CR"

u(t) e U CR™

t € [to,T)

(1.1)

I’équation (1.1) décrit la loi d’évolution.

Remarque

— Le vecteur des état z(t) appartient a une variété différentielle X de
dimention n. (on suppose que X est un ouvert connexe de R").

— u(t) appartient & I'ensemble des commandes admissibles U, qui est
un ensemble de fonctions localement mesurables, intégrables, définies
sur [0,+00] & valeur dans U C R™.

— f est une application de C1, de sorte que pour toute condition initiale



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

zo € X et tout controle admissible u(.), le systeme définit ci-dessus
admet une unique solution x(t).
— La complexité du systeme de controle dépend de la complexité des

espace X et U et la nature de ’équation dévolution.

1.2.1 Condition initiale du systeme

Définition 1.2
La condition initiale du systéme, xo=x(tg) est un vecteur donnée
dans un plan de phase. En réalité, la position initiale xo peut mesurer la

vitesse, la température et d’autres parametres mesurables.

1.2.2 Objectif de contrdle optimal

L’objectif d’un probleme de controle est d’amener le systeme d’un état
initial donné zg = z(tp), (xo € Mp) a un état final souhaité x; = z(7T),
(1 € M) en respectant certaines contraintes, tel que My est 'ensemble de
départ et My est 'ensemble d’arrivée, tout en minimisant ( maximisant )
un certain cotit, ou bien déstabiliser un systeme pour le rendre insensible

a certaines perturbations.

1.3 Quelque problemes de contrdle optimal
Dans cette session, nous étudions une catégorie de probleme de controle

optimal, régie par ’équation suivante :

z(tp) = xp € R" (1-2)

{ i = f(t,x(t),u(t)), Vte [to,T]

Tel que : z(tg) est une condition initial donné.

1.3.1 Probleme de Lagrange

Etant donné une fonction

fo: [to,T] xR"xU—R

6



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

on définit le probleme d’optimisation :

T(u(t) = [ folt. (), u(t)) — opt (1.3)

Ainsi la formulation (1.3) est appelée probleme de Lagrange.

1.3.2 Probleme de Mayer
On considere le systeme (1.2) et soit la fonction
¢ :R"—R

, on définie le probleme d’optimisation :

J(u(t)) = $(T,2(T)) — opt (1.4)

Ce probleme est appelé probleme de Mayer.

1.3.3 Probléeme de Bolza

Le probleme de Bolza, est un probleme qui regroupe le précédentes for-
mulations a savoir les formulations de Lagrange et Mayer.

soit le systeme dynamique (1.2), et soit la fonction :

fo:[to, T]xR"xU—R et ¢:R"—IR,

et on définit le probleme d’optimisation :

Ju(t) = p(Ta(T) + [ folta(®)u(®) — opt (15

Ce probleme est appelé probleme de Bolza (Mayer-Lagrange).

1.4 Classe des commandes admissibles

Définition 1.3

La classe des commandes admissibles U est constituée de fonction mesu-
rable u(t), U ={u(t), t € [to,T]}. l'ensemble des commandes admissibles

peut étre borné ou de type Bang-Bang défini ci-dessous.



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

1.4.1 Commande bornée

La commande u(t) est dite commande bornée si elle peut étre minorée

et majorée par des constantes a; et b; sous la forme suivante :

aj <uy(t) <bj, j=Tm, telto,T].

Si de plus,on peut remplacer u; par v; en posent

1 1
uj = glaj +b5) + 5(a; +b;)v;

Ainsi v; est aussi intégrable et 'on a —1 <wv; < +1.
Donc lorsque U est borné, il est toujours pratique de se ramener a des

commandes entre —1 et +1.

1.4.2 Commande Bang-Bang

Un controle u € U est appelé controle Bang-Bang, si pour chaque instant

t et chaque indice j =1,m on a :
uj ()] = 1.

1.5 Controlabilité

Un systeme de controle est dit controlable si on peut 'amener ( en
temps fini ) d’un point initial arbitraire vers un point final prescrit au
moyen d’'un controle. cette notion a été introduite par Kalman en 1960
pour des systemes linéaires de la forme &= Ax+ Bu+r.

Une fois le probleme de controlabilité résolu, on peut vouloir passer de
I’état initial a I’état final en optimisant un certain critere, on parle alors

d’un probleme de controle optimal.



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

1.5.1 Controélabilité des systeme linéaires

La formulation mathématique d’un systeme de controle linéaire est la
y

suivante

{ 2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +r(t), Ve [to, 1], (1.6)

x(to) = X0,
Ou A, B et r sont trois applications localement intégrables sur I a valeurs
respectivement dans M, (R), M, ,(R) et R™. I'ensemble des controles u
considérés est ’ensemble des applications mesurables localement bornées
sur [tp, ] a valeurs dans un sous ensemble U C R™.
Les théoremes d’existence de solutions d’équations différentielles nous
assurent que pour tout controle u du systeme (1.2) admet une unique so-
lution z(.) : [to,T] — R™ absolument continue, cette solution est donnée

par :

t

+(t) = F(t)ao + Vt (PR () (Bls)u(s) +r(s)))ds].

Soit F(.) : [to,T] — F,(R) la résolvent du systéme linéaire homogene
i(t) = A(t)x(t) définie par :

0

Fit)=A@t)F(t), F(0)=Id.

Sir=0et xg=0, la solution du systeme s’écrit comme suit :

() = F(¢) [ [ (F(s)_l(B(s)u(s)))ds]
Elle est linéaire en wu.

Xy

X(t)

FIGURE 1.1 — Controlabilité.
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1.5.1.1 Controlabilité des systeme linéaires autonomes

a) Cas sans contrainte sur le contréle : condition de Kalman

Le théoreme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante

de controlabilité dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t.

Théoréme 1.5.1 [/

Le systeme autonome
i(t) = Ax(t) + Bu(t) , t € [to, T},
est dit controlable si la matrice
K = (B,AB,...,A"'B),
et de rang n.

Remarque

— K est une matrice a n lignes et n x m colonnes,elle est appelée matrice
de Kalman, et la condition rg(K ) = n et appelée condition de Kalman.

— La condition de Kalman ne dépend ni de ¢ ni de z(¢). Autrement dit,
si un systeme linéaire autonome est controlable en temps ¢y depuis x,
alors il est controlable en tout temps depuis tout point.

— Dans le cas d’un systéme linéaire autonome, la solution z(t) du sys-

teme associé au controle u s’écrit :
t
x(t) = et (a:o —i—/o e (B(s)u(s) +r(s)) ds) , Vtel0,T].

b) Cas avec contrainte sur le controle

Théoréeme 1.5.2 [/]
Soit be R et U C R un intervalle contenant 0 dans son intérieur.

Considérons le systeme
i(t) = Az(t) + Bu(t),

10



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

avec u(t) € U. Alors tout point de R peut étre conduit a 'origine en temps
finis si et seulement si la pair (A,B) vérifie la conditions de Kalman et la

partie réelle de chaque valeur propre de A est inférieure ou égale a 0.

Exemple 1.5.1

Considérons le systeme dynamique linéaire autonome suivant :

{ :i?l(t) = 29

:'Cz(t) =21 —Uu

) ()

Pour vérifier la controlabilité de ce systeme, il suffit de calculer le dé-

& = Ax + Bu.

avec

terminant de la matrice de Kalman par conséquent, la matrice de Kalman

K = (B,AB) = ( ! _1)

K est donnée par

-1 0
le déterminant de K et égal a : det(K) = —1%£0, donc le rg(K) =2 et le
systeme est controlable.
1.5.1.2 Controlabilité des systéme linéaires non-autonomes
Le théoreme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante

de controlabilité dans le cas non-autonome.

Théoréme 1.5.3 [/
Le systéme @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t) est contrélable en temps

T si et seulement si la matrice de controlabilité suivant :

() = [ Py "B@)B() (F(1)™") dt.

est inwversible.

Remarques

— F(t) = e et la résolvante solution de F(t) = AF(t).

11



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

— Cette condition dépend de ¢, mais ne dépends pas du point initial xg.
Autrement dit, si un systeme linéaire non-autonome est controlable

en temps t de puis zg, alors il est controlable en temps ¢ de puis tout

point.
~OnaC(t)=C(t) , 2/C(t)x >0 pour tout x € R",(i,e C(t) est une

matrice carrée symétrique positive ).

Exemple 1.5.2

Considérons le systeme dynamique linéaire non-autonome suivant :

io(t) = 21+ u(t)sin(t)

(0 -1 _ ([cos(t) B
4= (1 O) B= (sin(t)) B =0

La résolution du systéme F(t) = AF(t), avec F(0) = Iy est :

(ﬁ(t) fé(t))_(o 1) (fl(t) fg(t)) F(O)_(l 0)
f3(t) fa(t) 10 )\fst) fa(t)) 0 1)

Ce qui nous donne le systéme d’équations

{ 11(t) = —w2(t) +ult)eos(t) #(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +r(t).

Awvec

fi(t) = —f3(1),
fa(t) = —fa(t),
f3(t) = f1(t),
fa(t) = fa(t).

La résolution de ce systéme revient a résoudre :

{ Si(t) = —f3(t) = —f1(t),
fa(t) = = fa(t) = = fa(t).

)

1
0.

N { f1(t) = ajcos(t) + agsin(t) ,  f1(0)
fo(t) = agcos(t) + aysin(t) ,  f2(0)

12



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

Par conséquent :

F(t) = (cos(t) sin(t))) et (F())! = (cos(t) sin(t) )’

sin(t) —cos(t sin(t) —cos(t)

la matrice de controlabilité C' est donné par :

C(t) = /OT (F)™'B)B(t) (F(t)) " dt
T (cos(t) sin(t) cos(t) . cos(t) sin(t)
_/0 ((sin(t) —cos(t)) . (Sin(t)) ) <COS(t> Sm(t)) - (sin(t) —cos(t))) it

par conséquent :

_(T'T
00/
Le déterminant de la matrice C est égal a : det(C') =0 donc la matrice
n’est pas inversible. par conséquent, le systeme n’est pas controlable.

1.5.2 Controlabilité des systemes non-linéaires

Pour étudier la controlabilité des systemes non linéaires, on a tendance a
utiliser le systeme linéarisé partant du fait que la controélabilité des systemes

linéarisés implique celle du systeme non linéaire d’'une maniere locale.

Controlabilité local des systemes non-linéaire

Définition 1.4

(1.7)

On dit que le systeme non-linéaire est localement controlable au point x,

sl existe un voisinage V de xqg tel que pour tout x1 €V, il existe un temps

13



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

fini T et un contrile admissible u(.) : [to,T] — U tel que x1 = x(t,z0,u(.)).

Théoréme 1.5.4 [/]

Supposons qu’il existe xg € R™ tel que u et un voisinage de ug et f(xg,up) =

Soient

0 0
A= ai(xo,uo) et B= (‘91{<x0’u0>'

Si le rang de la matrice (B,AB,...,A""'B) est égal a n (le systéme
linéaire = Ax + Bu est contrélable ), alors le systéme non-linéaire (1.7)

est localement controlable en x.

1.5.3 Ensemble accessible

Etant donnée D'état initial zo, nous étudions I'ensemble Ace(20,T) de
tous les points de R"™ aux quels xy peut étre transféré par les controleurs
u(t), sur O<t<T.

Considérons le systeme de controle linéaire (1.7).

Définition 1.5
L’ensemble des point accessible a partir de xg en un temps T > 0 est

définit par :

Acc(x(LT) = [$u(T)/u S U]

ot xy(.) est la solution du systéme contrélé (1.7) associée au controle w.
Autrement dit Acc(x0,T) est l'ensemble des extrémités des solutions du
systéme controlé (1.7) au temps T, lorsqu’on fait varier le controle .

Pour la cohérence on pose Acc(x0,0) = {x0}.

Théoreme 1.5.5 [/]

Considérons le systeme de controle linéaire dans R™
@(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t)

14



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

ouU € R™ est compacte. Soient T >0 et xg € R™. Alors pour toutt € [0,T],

Acc(:co,T) est compact, convexe et varie continument avec t sur [O,T].

/ s \

/ e )

FI1GURE 1.2 — Ensemble accessible.

Définition 1.6

Le systéme (1.7) est dit controlable en temps T si
Acc(xO,T) — IRTL
1l est dit controlable en temps quelconque t de puis xqg st

= U Acc(xo,t)

t=0

Exemple 1.5.3

Considérons le systéme (D) :

L’ensemble accessible :

Ace(z0,t) = {xy(t)|24(t) la solution du systeme (D)}

Le systéeme (D) est un systéme linéaire équivalent au systéme :

& = Az + Bu

15



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

avec

Alors la solution de (D) s’écrit sous la forme :

£(t) = F(s)2(0) + F(s) [ F(s)™ Bu(s)ds.

Ou F' est la solution du systeme :

F = AF,
10
F(0)=1Id= :
0 1
= F=AF =0,
= ['= Cste,

= F(t)=F(0)=1Id,

Alors
_ xl(t) _ —1 t{1 0 ul(t)
w(t) = (@(t)) _(0) /o(o 1) (ug(t)) a,
N xl(t):—lth/Otul(t)dt,
o (t) :0+/0u2(t)dt
Alors

16



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

Par intégration on trouve :

t
“l-t <1 [ (f)de <t -1,
t
~t< [up(t)dt <t.

Donc

21 _1_ _ t _
B (z1(t),22(t)) eRE| =1~ < 1+/()U1(t)dt<t L,
Acc(x()at) = t
—t< [Cus(t)de <t

1.6 Existence de trajectoire optimales

L’existence de trajectoire optimale d’un probleme de controle optimal
revient a vérifier certaines conditions, qui sont généralement formulées sans
recourir a I’hypothese usuelle de convexité du domaine des valeurs de com-
mande.

Le théoreme suivant garantit 1’existence de trajectoires optimales pour

le probleme de Bolza.

Théoréme 1.6.1 [//

Considérons le systeme de controle

2(t) = f (t,2(t),u(t)),

ot f:R™ L dans R™ est une application de C1 et les controles u sont
a valeurs dans un compact U C IR™.
Soient fo une fonction de classe C* sur R™T" 1 et © une fonction

continue sur R"™. Considérons la fonctionnelle :

T(u) = p(T(T) + [ o (12 (0), u()),

ou Ty = 0 tel que x(Ty) = My on suppose que :

— 1l existe un réel positifs tel que toute trajectoire associée a un controle

17



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

u e U est uniformément bornée par s sur [0,Ty], i.e.
ds >0 | Vu e U,Vt € [0, Ty, ||z (t)|| < s.

— Pour tout (t,r) € R, I’ensemble des vecteurs vitesses augmentés :

V(t,x) ={fo(t,z,u), f(t,z,u)|lueU}

est convezxe.

Alors, il existe un contréle optimal u sur [0,Ty], optimisons J(u).

1.7 Probléeme en temps optimal

Un probleme en temps minimal consiste a minimiser le temps final qui
représente le critere du probleme avec les contraintes standard du probleme.
Il s’agit de trouver, parmi I’ensemble des trajectoires reliant xy et x1 en

temps fini, celle ayant le temps le plus petit.

FIGURE 1.3 — Trajectoire temps optimal.

Par conséquent le probleme en temps minimal est de la forme :

/OTdt — min

#(t) = f(z(t),u(t),t), 2(0) =, (1.8)
u(t) eU, te[0,T].

Remarque
On parle d’un probléme en temps minimal lorsque fo(¢,z(t),u(t)) =1
et o(T,2(T)) =0.

18



CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

1.7.1 Existence d’une trajectoire temps minimal

Supposons que x soit accessible depuis g, c¢’est-a-dire qu’il existe au
moins une trajectoire reliant xg et x1, on aimerait caractériser celles qui le
fant en temps minimal Tiy;y,. (voir figure (1.3) )

Si Tinin est le temps minimal, alors tout ¢ < Ty, x(t) & Ace(z0,t) (en
effet sinon x1 serait accessible a partir de xp en un temps inférieur a Tiin

). Par conséquent,

Tmin = inf {t > 0\z1 € Ace(z0,1)}.

Ce temps Ty est bien défini car, d’apres le théoreme(1.5.5), Aec(xo,t)
varie continument avec t, donc 'ensemble {t > 0\x1 € A..(xo,t)} est fermé
dans R. En particulier cette borne inférieure est atteinte.

Le temps t = Tiin est le premier temps pour lequel Acc(mo,t)) contient

x1. (voir la figure (1.4)).

FIGURE 1.4 — Temps minimal

Théoreme 1.7.1 [/] (Condition d’eristence)
Si le point x1 est accessible de puis xqg alors il existe une trajectoire

temps-minimale reliant o a x1.

1.8 Principe du Maximum

En 1962, Lev Pontryagin et ses collegues ont développé le principe du
Maximum. Ce résultat mathématique est appelé principe, car il peut étre
transformé en de nombreux théoremes différents en fonction des contraintes

du probleme considéré.
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CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

Ce principe est difficile a démontrer. En revanche lorsqu’il n’y a pas de
contraintes sur le controle, la preuve est simple, et on arrive au principe du
maximum faible. C’est a cette version plus simple que nous allons d’abord

nous intéresser, puis nous passerons au cas général.

Définition 1.7
Le controle u est dit extrémal sur [0,T] si la trajectoire associée a u du

systeme (1.2) du probléme de contréle (1.5) vérifie :
z(t) € 0Aq(xo,t), te€]0,T].

Définition 1.8
Un contréle u*(t), t € [0,T] est dit optimal si u*(.) est extrémal et
J(u*(t)) < J(u(t)) pour tout controle extrémal u(t), t € [0,T].

1.8.1 Cas sans contrainte sur le controle :

Principe du maximum faible

1.8.1.1 probleme de Lagrange

Théoréeme 1.8.1 [//

Si le controle u associé au systéme (1.2),est optimal pour le cotit

J(u(t) = [ folt2(t),u(t))dr, (19)

alors il existe une application p(.) absolument continue sur [0,T], & va-
leur dans R™ appelée vecteur adjoint, et un réel pg < 0, tels que le couple
(p(.),po) est non trivial, et les equations suivantes sont vérifiées pour
presque tout t € [0,T]

(1) = S ((0).p(2) (1) (1.10)
P () =~ (4 (0).p (1) o, () (L1
o (1(2).p(0) o, () =0 (112
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ot H est le Hamiltonien associé au systéme (1.2) et au cout (1.7)

H(t,:c,p,pg,u) — pOfO(th)u) —l_ <p,f(t,$,’d)> .
1.8.1.2 Probléeme de Bolza (Mayer-Lagrange)

En réécrivant la fonction cout associe au probleme de Bolza (Mayer-

Lagrange) :

J(u(t) = o(T.x(T)) + [ fot.(t),u(t)) (1.13)

ol le temps final T', n’est pas fixé.

Soit Mi une variété de IR", le probleme de controle optimal est alors de
déterminer une trajectoire solution de systeme (1.1),ou les controles u(.)
sont dans U des controles admissibles sur [0,7] telle que z(T) € M; et de
plus u(¢) minimise sur [0,77] le cout (1.13).

Supposons que la variété M; est donnée par

My ={z e R"\F(z) =0},

F:R"—RR?

est une fonction de classe C1,
M, = {:C € ]Rn\Fl(J,‘) = Fz(x) =...= Fp(:(,‘)},

de la , 'espace tangent a M; en un point x € M; est :

T, M; ={ve R"\VF;(x). v=0,i=1,p} (1.14)
Théoréeme 1.8.2 [/]

Si le contrile u est optimal sur [0,T] alors il existe une application
p:[0,T] — R? absolument continue, et un réel pg <0, tels que le couple
(p(.),po) est non trivial, et

i (1) = 5 (4.2(0).p(1).po.u(t) (1.15)
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B (1) = = (0 (0),0(0) oy u() (116
(1 (1), (1), o, (1)) = 0 (117

ol

H(t,x,p,po,u) :pofo(t,l',u) + (p,f(t,x,u)>.

Si de plus la cible My est une sous-variété de R™ alors il existe des réels

A1, A2, ..., Ay tels que Uon a au point final (T, x1)

§(T) = S22

De plus si le temps final n'est pas fizé dans le probleme de controle

optimal, et si u est continue au temps T, alors on a au temps final T

1¥(w(707p(70,pm1473,7v::-—poigkzzx(yu)

1.8.2 Principe du Maximum de Pontryagin
Enoncé général

Soit la fonctionnelle a optimiser :
T
J(u(t)) = o(T,a(T)) + [ folt,x(t),u(t))dt — min (1.18)

Soit le systeme dynamique suivant :

#(t) = f(t(t), u(t))
{ z(0)=xz0, (T) =1 (1.19)

Ou
u € U CR™ : ensemble des commandes admissibles bornées et conti-

nues par morceaux sur [0,7].

fo : fonction cott.
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CHAPITRE 1. THEORIE DU CONTROLE OPTIMAL

xo € My : état initial du systeme a l'instant (.
x1 € M; : état final du systeme a l'instant 7.
Le probleme consiste a déterminer un controle optimal v € U et sa tra-

jectoire x associée, qui optimise la fonctionnelle .J

Définition 1.9

Le systeme d’équation différentielle

T= %—g(t,az,p,u) = f(t,x,u)

b= 2 1, 0,,0) = — (po (2 (t,0,0) +p (R(tm))

est dit systeme Hamiltonien, qui vérifie :
H(z,p,po,u,t) = MazH (x,p,po,v,t),
vel
dite condition de maximisation presque partout sur [0,T].

Remarque

- Si f et fo ne dépendent pas de ¢ (i.e. le systeme augmenté est auto-

nome), alors H ne dépende pas de t, et on a :

vte[0,T] , ]\4EaU:cH(:c(t),p(t),po,v) = C'ste.

- Si le temps final pour joindre la cible M; n’est pas fixé, on a la condi-

tion au temps final T'

MarH(o(T) (7). po.0.T) = ~po 2 (T.2(T))

la fonction H ne dépend pas de zg d’ou P (t) =0 c’est a dire po(t) est

constant sur [0,7]

- la convention pg < 0 conduit au principe du maximum, tandis que

po > 0 conduit au principe du minimum .

Définition 1.10
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La fonction P découle de la résolution du systeme d’équation auzr va-

riables auxiliaires p1,pa,...,pn sutvant :

pi_—(zaﬁ-(t,x,u))xm, 1=0,n

J=0

p(t) est appelé état adjoint (vecteur adjoint), solution du systéme P= —%—f.

1.8.2.1 Controle optimal linaire

Théoréeme 1.8.3 [/]
Considérons le systeme (1.0).
Supposons que le domaine des contraintes noté U est compact, soit
T >0, le contréle u est extrémal sur I = [0,T] si et seulement si il existe

une solution non trivial p(t), t € I de I"équation P= —p(t)A(t), telle que

p(t)B(t)u(t) = max(p(t) B(t)v(t)) (1.21)

pour presque tout t € [O,T].

Remarque

— Si U = [—a,a] , a € Ry, la condition (1.21) signifie que

u(t) = a(signe (p(t) B(1)))..

On dit que u(t),t € [0,T] est Bang-Bang.
— Dans ce cas, la fonction v(t) = p(t) B(t) est appelé fonction de com-
mutation.

— le temps t. auquel le controle u(t) , t € [0,7] change de signe est

appelé temps de commutation.

1.8.3 Condition de transversalité

La condition de transversalité est une contrainte supplémentaire ( ou

une condition finale ).

1) La condition de transversalité sur le vecteur adjoint :
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p(0) LT, 0y Mo (1.22)
et
p(T) —poaw(az’(a;(f))iTx(T)M1- (1.23)

2) La condition de transversalité sur la Hamiltonien :

Moz H (T, 2(T),p(T).p0.) = o (T.a(1)).  (1.24)

1.8.3.1 Cas particulier de la condition de transversalité

a) Transversalité sur le vecteur adjoint

(1). Cas du probleme de Lagrange

Dans le probleme de Lagrange le cotit s’écrit :
T
J(u(t)) = /to folt,x(t),u(t))

(i.e. ¢ =0), les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint

(1.22) et (1.23) s’écrivent alors :

p(O)J_Tx(O) M() ) p(T)J_Tx(T)Ml.

(2). Cas du probleme de Mayer

Dans le cas de probleme de Mayer le cout s’écrit :

J(u(t)) = o(T',x(T))

(i.e. fo =0), les conditions de transversalité ne simplifient pas a
priori.

Mais dans le cas ou M; = IR", autrement dit le point final z(7)
est libre, alors la condition (1.23) devient :

dp

S (T.a(T))

p(T) = po
b) Transversalité sur I’hamiltonien
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La condition (1.24) n’est valable que si le temps final pour atteindre

la cible n’est pas fixé.

Dans le cas contraire, la seule simplification notable de cette condition
est le cas ou la fonction ¢ ne dépend pas du temps ¢ (ce qui est
vrai par exemple pour le probleme de Lagrange), et la condition de

transversalité sur le Hamiltonien (1.24) devient alors :

MaxH(T,x(T),p(T),po,v) =0,
vel

ou encore, si u est continu au temps T,
H(T,x(T),p(T),pO,u(T)) =0,

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final.

Remarque

- Si My (respectivement M) est réduit a un seul élément cela n’impose
aucune condition de transversalité sur p(0) (respectivement p(T)).

- Si My =1TR" (respectivement M; =R" ) alors p(0) = 0 (respectivement
p(T) =0).

Théoreme 1.8.4 [/
Toute commande optimale d’un probleme terminal de controle optimal

vérifie le principe du mazimum.

Exemple 1.8.1

Considérons le probléme (P) suivant :

1 /T
J(u®) == [ (z*+u?)dt i
() (u(t)) 2/0 (x4 u”)dt — min
i(t) = —ax(t) +u(t), 2(0)= .
xg,a, T données.
- Le but est de résoudre (P) par le Principe du Maximum de Pontrya-

gin.
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On a
#(t) = fa(t),u(t),t) = —ax(t) +u(t),
et
Fola(t),u(t),£) = (22 + ),
et
po=—1 (cas de la minimisation)

L’hamiltonien du probleme :

H(x(t)up(t)apmu(t)?t) - pOfO(x(t)vu(t)?t) —I—p(t)f($(t),u(t),t)

— —;(xQ +u?) +p(t) (—az(t) + u(t))

et le systeme hamiltonien est égal a :
{ p(t) = Gy = 2(t) +ap(t).

%% =—u+p=0 :>U(t) :p(t)
Alors

i(t) = —azx(t) +u(t) = 2(t) = —az(t) +u(t), on a (u(t) =p(t)),
=—ai(t)+p(t), on aaussi (p(t)=xz(t)+ap(t)),
= —ai(t)+z(t) +ap(t),
= —ai(t) + x(t) + ai(t) + a’x(t),
= 2(t) + a’x(t),

= i(t) = (1+a%)a(t),
= i(t) — (1+a”)a(t) =0 (1)

la solution de l’équation différentielle (1) et :

V1+a?t +a2€—\/1+a2t

z(t) = age avec ai,09 € R.

pourt =20 on a :
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z(0) = a1 + a2 = xg
= a9 = T)— 1

Alors

14+a?t

V1+a?t + (330 _ &1>e— :

z(t) = age

on pose A = /1-+a?.

De la le controle optimal u sera le suivant :

u(t) =p(t) = 2(t) +ax(t),
= oqu)‘t — )\0426_” + aoqut + aage_)‘t,

=a;(A+a)eM +ag(a—N)e M.
Alors

u(t) = ay(A+a)eM +ag(a—N)e ™.

Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé a la théorie du controle
optimal ou nous avons développé certains éléments de base de cette théo-

rie, en portant intérét a la controlabilité et au Principe de Maximum du

Pontryagin.
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Chapitre 2

Application

2.1 La fermentation

La fermentation est un processus métabolique convertissant générale-
ment des glucides en acides, en gaz ou en alcools, pour extraire une partie
de I'énergie chimique tout en ré-oxydant les coenzymes réduites par ces
réactions.

La fermentation permet de produire de 1'énergie (sous forme d’ATP)
méme en absence d’oxygene, mais avec un rendement plus faible. Elle est
utilisée par un tres grand nombre d’organismes, depuis la bactérie jusqu’a

I’étre humain.

2.2 La fermentation alcoolique

L’homme a utilisé la fermentation alcoolique par exemple dans la fabri-
cation de la biere ou celle du vin depuis des millénaires, sans connaitre les
processus biologiques précis.

La fermentation alcoolique est un processus biochimique par lequel des
sucres (glucides, principalement le glucose) sont transformés en alcool (étha-
nol) dans un milieu liquide privé d’air (d’oxygene).

Au cours de la fermentation alcoolique, le glucose est converti en gaz

carbonique et en éthanol(alcool éthylique).
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CeH120¢ — 2C 09 + 209H50H + Energie.

Sucre(Glucose) — Gaz carbonique + Ethanol + Energie.

2.3 Controle optimal d’un procédé de fermentation

Dans ce qui suit on va traiter un modele de Controle optimal d’un
procédé de fermentation.
La rédaction de ce travail a pour base le livre du mathématicien francais

Emmanuel Trélat. [1]

2.3.1 Position du probleme
Considérons le procédé de fermentation suivant :

{ #(t) = —w(t) +u(t) (L=2(t)), 2(0) = o,

z(t) —u(t)y(t), y(0)=0.

.
—~
4~
~—
I

z(t) : la concentration de sucre.
y(t) : la concentration d’éthanol.
u(t) : le taux d’évaporation.
On suppose 0 < u(t) < M, et 0 <o < 1.
Soit y1 tel que y; > ﬁ et y1 > x9.
On veut résoudre le probléme du temps minimal pour rejoindre y(7') =

Y1.

2.3.2 Les questions au quelle il faut répondre

1. Montrer que zge ! < z(t) < 1, pour tout t € [0,T].
2. a. Ecrire le Hamiltonien du probleme de controle optimal et les équa-
tion des extrémales.
b. Ecrire les condition de transversalité sur le vecteur adjoint et sur
le temps. Montrer que p,(T") # 0.
3. a. Pour tout ¢ € [0,77, soit ¢(t) = py(t)(1 —x(t)) — pyy(t). Calculer
d(t) et (t). Montrer que ¢ est strictement monotone.
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b. En déduire que les controles optimaux sont bang-bang avec au plus
une commutation, et préciser leur expression.

c. Montrer que y(T') > 0.

d. En déduire qu’il existe € > 0 tel que u(t) = 0, pour presque tout
te[T—eT].

e. Conclure sur la structure du controle optimal.

2.3.3 Réponses
1. On a

Pour montrer que xpe ' < x(t) < 1, on a pour tout ¢ € [0,T7,
0 <wu(t) < M. Alors pour u(t) >0 :

#(t) = -2 +u@) +ult) = ()= —2() (1 +u(?)),

et on a aussi : u(t) >0=1+u(t) > 1.
Alors

2(t) = —2(t)(1+u(t)),
= &(t) > —x(t),
= x(t) = e,
= 2(0) =x0 =€
Donc pour tout ¢ € [0,77] :
z(t) = zoe " (1)
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On a aussi u(t) < M avec M > 0, alors z(t) > zoe™ ! > 0, et aussi
valable pour u(t) < M, et

#(t) = —a(t) +u(t) (1 —x(t))
= &(t) < —z(t) + M(1—xz())
= #(t)+x(t) < M(1—=2(t))

et on a vu que pour u(t) >0, x(t) >0 et &(t) +x(t) >0 .
Alors

0<i(t)+z(t) < M(1—x(t)),
= M(1—2xz(t)) >0,
= (1—=z(¢t)) >0,
= z(t) < 1. (2)

Donc de (1) et (2) on a
zoe ' < a(t) < 1

2. a. La fonction Hamiltonien :
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Les équations des extrémales :

b. Les conditions de transversalités :

pa(T) = po 225 (+1)
Moz H(T.2(T).y(T).p(T) o) = o3 (T.2(T)), ()

x1 : La condition de transversalité sur le vecteur adjoint.

x9 : La condition de transversalité ’hamiltonienne.

pa(T) =0,
j{ Maz H(T,x(T),y(T),p(T),po,u) =0,
pa(T) =0,
:>{ (=pa(T)z(T) (1 +u(T)) +pz(T)u(T) +py(T)x(T)
—py(T)w(T)y(T) +po) =0,
;s{ p(T) =0,
py(T)(2(T) —u(T)y(T)) +po =0,
;x{ px(T) =0,
py(T)(x(T) —u(T)y(T)) = —po, (po#0),
;x{ px(T) =0,
py(T) # 0.
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K%C)LgMH(t,x(t),y(t),p(t),po,U(t)),

&, Maz, ((pa(0)(1 =2 (1) =y (O)y(1))u() = pa(D) (1) +p0.

 Maz (Pe(8)(1=2(t)) =py(H)y(t))ult)).

Alors soit
o(t) =ps(t) (1 —x(t)) —py()y(t), te€0,T].

3. a. Calculer de ¢(t) et ¢(t) :
Alors

o(t) =

- L’étude de la monotone de ¢(t) :
ona ¢(t) = o(t)(1+u(t)), et comme (1+u(t)) >0
alors signe(d(t)) = signe(p(t)) .
Supposons que ¢(t) n’est pas monotone sur [0,7"] donc on aura deux

cas possible :
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1¢" Cas :

o(t) >0, te|o,t.]
o(t) <0, te[t.,T]

Alors ¢(t) est croissante sur [0,¢.], et ¢(t) et décroissante sur [tc, T].
Autrement dit ¢(t) et concave sur [0,7],

oo T

¢m>oi ¢m<o i

FIGURE 2.1 — ¢(t) est concave.

Alors on remarque que pour t € [0,t.], ¢(t) > 0 et (t) < 0.

Donc signe(p(t)) # signe(p(t))

2¢me Cas :

o(t) <0, telo,t.]
o(t) >0, te[t.,T]

Alors ¢(t) est décroissante sur [0,t.], et ¢(t) est croissante sur [t.,T].
Autrement dit ¢(¢) est convexe sur [0,7T],
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CHAPITRE 2. APPLICATION

FIGURE 2.2 — ¢(t) est convexe.

Alors on remarque que pour t € [0,t.], ¢(t) > 0 et d(t) < 0.

Donc signe(p(t)) # signe(p(t))

Alors dans les deux cas la condition signe(d(t)) = signe(d(t)) est
impossible pour ¢ € [0,,].

Alors ¢(t) est soit positive ou négative sur tout l'intervalle [0, T].

Et si ¢(t) s’annule en temps ¢, alors ¢(t) s’annule sur [0,7] tout

entier
o(t) =0,
=p.(t) —py(t) =0,

Alors ¢(t) # 0.

Donc ¢(t) est strictement monotone sur [0,7].
Si ¢(t) > 0, alors ¢(t) est strictement croissante :

on a
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CHAPITRE 2. APPLICATION

o 4

0N

0(0)

FIGURE 2.3 — La stricte croissance.

Si ¢(t) <0, alors ¢(t) est strictement décroissante :

on a
004 |
0(0)] |
0
0(T)-
FIGURE 2.4 — La stricte décroissance.
b. on a :

o ez H (L (t),y(8)p(t).po,u(t)),

&, Maz, (0(O)u(t) =pe(t)(t) +po,

& Maz L Leult)).

Alors : u(t) = signe(¢(t)), avec ¢(t) est strictement monotone, qui
ne s’annule qu’au plus une fois.

Donc u est bang-bang avec au plus une commutation.
Alors on a plusieurs cas possible :

- u(t) =0si ¢(t) <0 sur [0,T].

- u(t) = M si ¢(t) > 0 sur [0,T].
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CHAPITRE 2. APPLICATION

(1) = 0 si o(t)<0, te0,t]
TV M s e() >0, telteT]

(1) = M si ¢(t) >0, tel0,t]
TV 0 si st) <0, tet,T]

c¢. Dans notre application, on veut passe de y(0) =0 a y(T) =y; >0
en temps minimal, donc forcément au temps minimal 7" on a
y(T) > 0.
En effet sinon, y serait strictement décroissante sur un intervalle
[T —n,T], et puisque y(0) =0, d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires, il existerait t; < T tel que y(t1) = y1.

4
y(t)

L G

y(m f-——— -

Et ca contredit le fait que T est le temps minimal.
Donc y est strictement croissante au voisinage de 7.
d. Montrons que p,(T") > 0.
Par I'absurde, si p, (1) <0, alors ¢(T") > 0, donc pour tout t € V(T')
on a ¢(t) > 0, alors ¢(¢) >0 a la fin, donc u = M.

Donc
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CHAPITRE 2. APPLICATION

omaz(t)<l = z(T)<1, = «(T)—My(T)<1-—My(T).

et on a aussi dans les donnée de 'application que :

1
y(T) > T My(T) > 1,

= 1—-My(T) <O0.

Donc

J(T) = 2(T) —u(T)y(T),
= g(T)<1— My,
= y(T)<0.

ce qui contredit la question précédente.

Donc py(T) > 0, et ¢(t) <0 au voisinage de T, i.e., u(t)=0 a la fin.
Alors ils nous restes deux cas possible

1)- Si u ne commute pas alors : u(t) = 0, sur tout ¢t € [0,T].

2)- Si uw commute une fois, alors il existe temps ¢, tel que :

u(t)=M, te|0,t],
u(t) = 0, t e [t&T}-

. Si u ne commute pas alors u(t) = 0, pour tout ¢ € [0,7].

Donc
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CHAPITRE 2. APPLICATION

En particulier, y(t) < zo et donc y; > x( est inatteignable.
Donc v commute une fois, et passe de M a 0.
Alors il existe t. € [0,7] tel que

u(t) =M, te|0,t.]
u(t) =0, t € [t T)]

2.4 Le vecteur adjoint

Le vecteur adjoint et la solution de systeme suivant :

{ Pu(t) = pa () (14 u(t)) —py (1),
py(t) = py(t)u(t)
Pour t € [0,t.[, u(t) = M
{ P (t) = pa(t) (1 4+ M) —py (1),
Py(t) = py(t) M.
N Pe(t) = pe(t)(1+ M) —py(t),
py(t) =Mt (A=¢e“>0)
Pa(t) = pa(t) (1 + M) — XeM?,
:>{ py(t) = AeMt.
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CHAPITRE 2. APPLICATION

Et pour N = (1+ M)
pa(t) = po ()N — XeM? (2.1)
la solution de I’équation homogene associé :

Py, (t) = px(t)N
=pg, (1) =MV, A €ER

On suite on pose la solution particuliere

Pz, (1) = A (t)elVt
=pg, (t) = A ()N + NeMA (1),

Alors
Pa, () =pa, (t)N — AeME= 3 ()Nt 4+ NeMNiA (t)

=1 (1)eNIN — AeMt = A (1)eN 4+ NeNi (1)
:>}\1 (t)e Nt — Mt
:>)'\1 (t) — Mt —Nt
:>}\1(t): eM- Nt, avec (N = (14+ M))
=\ (t) =
é)q(t):)\e +¢, (ceR).

Donc

Pe, (1) = A (t)eN?
= (Ne 4 )M
= Xe N et avec (N = (1+M))

— \eM? —i—ceNt.

La solution de I’équation (1.1) est
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CHAPITRE 2. APPLICATION

pz(t) = pxp(t) + Dy, ()
= XMt 4 ceNt 4 )\ N
= XM (4 Nyl
=M neNt (A eRA>0)

Alors pour t € [0, 1]

u(t) = M,
pa(t) =AM+ x0e™ (A2 €R,A>0)
py(t) = AeM?

Et pour ¢ € [t.,T] on & u(t) = 0. Alors

{ Pa(t) = pa(t)(1+u(t)) —py(t),
Py(t) = py(t)ul(t)
:>{ Pz(t) = pe(2) —py(t),
py(t) =0.
donc
py(t) =0
ipy(t) =

et on & montré que py(t) >0 = ¢; >0 donc

py(te) =c1 = NeMte

=py(t) = AeMte
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CHAPITRE 2. APPLICATION

Et ’équation
po(t) = pa(t) — NeMie, (2.2)

et une équation différentielle de premier ordre.

L’équation homogene associer et :

Pay, (t) = pu(?)
=Dy, (t) = /\3€t, ()\3 > 0)

on pose la solution particuliere

Pz, (t) = A3(t)e,
=P, (t) = A3(t)e" + A3(t)e’,

alors
Pa, (1) = A3(t)e" + A3(t)e’ = As(t)e’ — AeMte,
= A3(t)e! = —aeMte,
=A3(t) = —xeMbeet,
=X3(t) = AeMlee ™ £y, e eR
Donc

pa, () = (\eMee™ +ea)el,
= coel + xeMle, (2 €R),

Alors la solution de (1.2) et

Pa(t) = pa, (t) + Pa, (t),
= \ge! + cpel + /\eMtc,

= Met FaeMle avee (A= (M3+¢2) €R).
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CHAPITRE 2. APPLICATION

o (te) =haele + AeMte = NeMte 4 \ge(M+De,

:>)\4€tc = /\QG(M—H)tC,

=M = /\QeMtC.

Donc

po(t) = AgeMleel 4 NeMle.
= = eMtC()\Qet + ).

Et on a aussi p,(T) = 0, alors

po(T) = eMle(Ngel + 1) =0,

= ()\2€T +)) =0,
= A=A
Donc pour t € [t., T
u(t) =0,
pe(t) = eMle(Ngel — XoeT), (Mg <0)
py(t) = AeMte, (A >0)
u(t) =0,
S pe(t) = hgeMle(ef —eT).
py(t) = Aete.

2.5 Le temps minimal pour rejoindre 1,

Pour trouvé le temps minimal qui permet de rejoindre y(7) = y1, il

faut d’abord résoudre le systeme d’équation différentielle :
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CHAPITRE 2. APPLICATION

{ #(t) = —2(t) +ut) (1—2(t)), 2(0) = ap.
y(t) = x(t) —u(t)y(t), y(0)=0.

2.5.1 Résolution des systemes d’équations différentielles

pour u(t) = M, t € [0,t.] :

{ i(t) = —z(t) +u(t) (1—z(t)), =(0) ==,

g(t) =x(t) —u(t)y(t), y(0)=0,

(:){ e(t) =—z(t)+ M(1—2(t)), =x(0)=xo,
y(t) = x(t) — My(t), y(0) =0,

En doit résoudre ’équation différentielle suivante :

i(t)=—x(t) + M1 —xz(t)),
=—x(t)(1+ M)+ M.

On pose N = (1+ M)
i(t) =—as(t)N+M. ....(3)
1). La solution homogene associé

i(t)+x(t)N =0,

=ux5,(t) = xe N,

2). La solution particulier
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CHAPITRE 2. APPLICATION

En remplace (4) et (5) dans (3)

\(t)
=A(t)e M =M,
=A(t) = MM,
M
:A(t)zﬁe Nyc, g €eR

Alors

Donc la solution de (3) est :

o(t) = wn(t) +p(t),

M
— \e Nt -+ N - cle_Nt,

= (A +e)e My — (k=(\+c1)€R)

On a z(0) = zq alors :

M
$0:k+ﬁa

M

M M
z(t) = (xo — N) e N4 N

La résolution de la deuxieme équation

Donc



CHAPITRE 2. APPLICATION

qu’est une équation différentielle avec second membre.

1). la solution homogene :

y(t) + My(t) =0,
=yp(t) = e M,

=yp(t) = e ™M avec (A =e“€R).

2). La solution particulier :

Yp(t) M(e M (7).
=g, (t) = M (t)e M — M e M . (8).

En remplace (7) et (8) dans (6) :

Al(t)e—Mt M e ™Mb = g(t) — M (t)e M,
= M ( Je = a(t )
Ai(t) =x(t)e

-y
(-

N
. M
_ o -t | " Mt
:>)\1(t)—<xo N>e +aeM ()

en cherche une primitive, solution de (9) qui nous donne :

_ MY ¢ M g
)\l(t)_/<x0_N>€ +N6 dt,

_ / <x0 _ %) e—tdt+/]\]§emdt,

o)) (o) o)

M 1
= — <x0— ) et —eM 4 (c1+ ),

N N
M 1
A (t) = <—$0+N> e_t—i-NeMt—i-c?,, ((c1+c2) =c3 €R).
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CHAPITRE 2. APPLICATION

Donc

M 1
Yp(t) = ((—xo + N) e ' NeMt + 03> e*Mt,

M\ _ 1 _
_ (_xOJrN)e (1+M)t+N+63€ Mt

M 1
= (—xo + N) e Nty N + cge Mt

Alors la solution de (6) est :

y(t) = yn(t) +yp(t),
M 1
= \e Mty <—:1:0 + N) e N4 N + 036_Mt,
M 1
— ()\1 + Cg)e_Mt -+ (—9:0 -+ N) G_Nt + N
En pose ((A1+c¢3) =c4 € R), alors

M 1
y(t) = cqe M 4 (—xo + ) e N4 —

N N
Avec
M 1
y(0)=0 :>C4—i—<—xo—|—N>+N:O,
= c1=7T —(M+1)
4 — L0 N )
g N
Cq4 = 20 N:
$C4:(x0—1).
Donc A |
£ = D)o~ Mt (_ ) ~Nt L
y(t) = (xo—1)e + a;o—I—N e —I—N
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CHAPITRE 2. APPLICATION

Ce qui nous donne au final :

{ w(t) = (zo— ) e N+ 4
y(t) = (zo—1)e M+ (—Io—i-%) Nt ]{[’
@{ =(t) = <x0 - (Mj\{rl)> e
y(t) = (wo—1)e M+ (—x0+ (M]\f—l)> e—(M+1)t 4. (M1+1).

Et pour ¢ € [t,,T] on & u(t) =0
Alors

= z(t) = e, (A2 =€ € R)
= 2(t) = Age ",

Et on a dans les questions précédentes

M M
z(te) = (mo - ) e~ (M+1)te 4 = e e,

(M+1) (M+1)
M —Mt, te
- AF(“WMH))‘B RS TE

Donc

Et on a aussi
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CHAPITRE 2. APPLICATION

g(t) = =(t) —u(t)y(t),
= z(t) = (0)y(2),
= z(t),
= y(t) = [x(t)dt,
= y(t) = — ((:Eo— (M]\—fl— 1)) e_MtC—I— (M]\j— 1)et0) 6_t—|—C5, (05 € ]R).
Et

y(t) = — ((m - (M]\i 1)) e Mt Wj\il)etc) et (zg—1)e M 11,

Alors il existe un t. € [0,7] tel que

Pour t € [0,t.]
u(t) =M,
gj(t) = (xo — (]\/[]\{-1)) 6—(M-|-1)t T (M]\il) .
(0) = (ro— Ve (—agt bl ) e (0 oL
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CHAPITRE 2. APPLICATION

Et pour t € [t¢, T

0,
= (( atimy)e M+ (M+1)etc> e,
Y t) ((xo (M]\-{l)) Mt Gt 6tc> e+ (wg—1)e M4 1.

On a dans la premier question 0 < zge ! < z(t) <1 .
Donc z(t) > 0= z(T) > 0.
Posent z(T) = x;

y(T) =— ((mo - (MM+1)) e M (M]\il)etc) et (wo—1)e Mt 1=y,

— x4 (wo—1)e M 1=y,
(zo—1)e ™ Mbe> gy —1, avee (0 < e ™Mb < 1)

ro—1<y1—1,

R T

Y1 > Xop-

Donc y1 > xq est atteignable, pour u qui commute une fois, et passe
de M a 0.

— 214 (zo—1)e Met 1=y,
Je M+ 1 = y1 + a1,
JemMle = (y1 4+ 21) -1 <0,
= (1—ap)e M =1—(y1 +a1),

1_
oMt _ (91+$1)’

(1 —ZCQ)
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te _ (1—370)
el = 1—(y1+21)°
B (1—x0)
= Mtc_ln(l—(yl—l—xl))’
PR S S VEE))

Et

o =((o-garimy)F arn) =

Y

ml

~

I
N T

X1
M _ M ’
(w0 = oty ) e+ <M+1>€tc)
e

—Mt M t
xo c+ elc
SN ( (M+1)> (M+1) ) ’
L1

M —Mt, M t,
= T:ln((xO(MJrl))e t +(M+1)et)
I ’

M M
= T:In((xo— )e_MtC—F etc) —In(x1).

(M+1) (M+1)

Donc le temps minimal pour rejoindre y(7T') = y; est :

Tzln((a:o— (M]\in)e_m%uwj\fq)etc) —In (7).

52



Chapitre 3

Exemple numérique

Dans ce chapitre on va refaire la méme application que le chapitre 2,
mais avec des données numeériques.

Et pour ¢ca on a :

Une concentration initiale de sucre(glucose) z(0) = xg = 400g = 0.40kg,
qui se transforme en éthanol apres fermentation, et a la fin on aura une
concentration finale d’éthanol y(7) = y; = 600g = 0.60kg, et une concentra-
tion finale de sucre x(T") = x1 = 40g = 0.04kg, avec un taux d’évaporation
0<u(t) <11

{ i(t) = —z(t) +u(t) (1—z(t)), z(0) =z =0.40,
() = x(t) —u(t)y(t),  y(0)=0.

On cherche a résoudre le probleme du temps minimal pour rejoindre
y(T) = y1 = 0.60.

3.1 Résolution

tous les résultats trouvés dans le chapitre 2, sont toujours valables pour
cet exemple.

Alors sans refaire les calcules on a :

- 0<(0.40)e7 " < z(t) < 1.

— La fonction Hamiltonien :
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CHAPITRE 3. EXEMPLE N UMERIQUE

H(t,2(t),y(t),p(t),po,u(t)) = —pe ()2 () (1 +u(t)) + pe(t)ult)+
py(£)2(t) = py (t)u(t)y(t) +po,

avec pp = 1 cas de minimisation, alors

H(t,x(t)7y(t)7p(t)ap0,u(t)) = —p:c(t)ﬂ?(t)(l—l—u(t)) -l-px(t)u(t)—k
py(t)x(t) — py(t)u(t)y(t) + 1.

— les équations des extrémales :

{ P (t) = pe(t) (1 +u(t)) —py(t),
Dy(t) = py(t)ult).

— Les conditions de transversalités :

pa(T) = po 225 a

Mazx H(T,2(T),y(T),p(T),po,u) = —po; (T,2(T)),
_ { p2(T) =0,

py(T) # 0.

yMaz (b (pa(t) (1= 2(8) = py (9(0))) = pa(t)a(t) 1.

— On pose

o(t) = pa(t) (1 —(t)) —py()y(t), te]0,T].

Qui est strictement monotone (Démonstration dans le chapitre 2 (p34
- p37)), ce qui implique que u est bang-bang avec au plus une com-
mutation.

— On a aussi montré que y(7') >0 et py(T) >0

— Et au final on trouve que ,u commute une fois, et passe de M a 0.
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CHAPITRE 3. EXEMPLE N UMERIQUE

Donc il existe ¢, € [0,T] tel que :
Pour ¢ € [0,%,]

u(t) =11,

i(t)=—x(t)+11(1—2(t)), x(0)=xz9=0.40

y(t) =z(t) —11y(t), y(0)=0

u(t) =11,
= a(t) = ((0.40) — (11)) e-12)t 4 ()

y(t) = ((0.40) = 1)el71 — ((0.40) — (33)) e 712 + (1)
Et pour ¢ € [te,T]

u(t) =0,

i(t) =—x(t), x(0)=x0=0.40

g(t) ==(t),  y(0)=

u(t) =0
) z(t) = (((o 40) — (1)) e-1Dte - (Lyele) o

y(t) = — (((o 40) — (1)) e(=10te 4 (11)et )e—t+ ((0.40) — 1)e(-1te 41
Alors

_ (((0.40) _ (11)) (-1t 4 (E)et >e—T+ ((0.40) — 1)1 f 1 —

= — 21+ ((0.40) — 1)t 41 = 4y
= ((0.40) — )=t 1 = (0.60) 4 (0.04),
= ((0.40) — 1)el=1D = ((0.60) + (0.04)) — 1,
= (1—(0.40))el"1D = (1—(0.64)),
= (0.60)el "1Vt = (0.36)

e (0.36)
= )

1), _ (0-60)
= et — 036)
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0.60
= 11t,. =1
e =M <0.36> ’
I (0.60) —In (0.36)
Cc — 11 9

= t. = 0.046 mots.

Donc

2(T) = (((0.40) - (E)) e(~1)te 1 (E)ée) e~ T = (0.04),

T _ (0. 04)
= T — (((040) ( 2)) (—11)(0.046) +<%%)60046 )
T ((O 40) — (L2 ) (—11)(0.046) <%1>€(0 046)
0T ( (0.04) ) ,
o (((0.40) — (1)) e(-11(0:046) 1 (115(0.046)
= = ln( 12 o 5 |
& T=I (((0 40) — (19) o(—11)(0.046) (E>€(0.046)> 1 (0.04),

& T =2.786 mois.
Alors le temps minimal pour rejoindre y; = 0.60kg et

T =2.786 mots,

=2 mois et 23 jours et 13 heurs et 55 minute et 12 seconde.

56



Conclusion générale

L’objectif de ce travail est de résoudre un probleme de controle optimal.

Dans le premier chapitre, on a présenté les aspects fondamentaux de la
formulation d’un probleme de controle optimal, et les différents éléments
qui le composent en proposant une formulation générale de celui-ci conte-
nant tous les types de contraintes pouvant étre imposées aux variables
d’état et de controle. On a aussi abordés la notion de controlabilité d’un
systeme de controle dans le cas linéaire et non linéaire, et a la fin on a
présenté le principe du maximum de Pontryagin avec ces deux énoncés :
Celui du principe du maximum faible, et un énoncé général du principe du
maximum de Pontryagin.

Dans le deuxieme chapitre, on s’est intéressé a 1’étude et a la résolution
d’un probleme de controle optimal d'un procédé de fermentation, qui a
pour but de trouver le temps minimal pour rejoindre une concentration
finale d’éthanol fixée.

Et dans le troisieme chapitre, un exemple numérique pour mieux expli-
qué les résultats trouvés auparavant.

L’utilisation des techniques du controle optimal et notamment le choix
pertinent de la fonctionnelle a minimiser on permis de mettre en évidence
des controles possibles de type "bang-bang”. Ces résultats encouragent les
recherches des spécialistes du domaine de la biologie alimentaire, pour amé-

liorer d’avantage leurs produits.
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