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Introduction

Nous nous interessons aux algorithmes de simulation et a leur applica-
tions. Notre but est de donner les justifications mathématiques aux differents
algorithmes utilisés. Souvent |'utilisateur est réduit a l'utilisation de tech-
niques sans explication quant a leurs fondements. Il y a beaucoup d’éléments
a clarifier compte tenu d’un developpement sans précédent des téchniques de
simulation. Il nous faut souligner que les méthodes et téchniques de simula-
tion sont un terrain idéal pour voir 'impact profond du Calcul de Probabilités
et de ses outils mathématiques dans la vie scientifique.

Il y a dans la litterature une foison de travaux consacrés a la simula-
tion, qui sortent réguliérement. Quelques uns ont retenu notre attention. En
particulier les travaux de Saloff Coste et Diaconis, Hagstrom, Ycart, Benaim,
Levin,... (Cf. [1], [2], [3], [4], [7], [8],---) Nous en faisons la synthése de quelques
éléments de base, dans ce mémoire.

Concrétement, au chapitre I nous présentons une synthése sur les chaines
de Markov et leurs propriétés les plus importantes. Nous donnons I’exemple
des marches aléatoires. Dans le cas des marches aléatoires sur Z nous faisons
leur caracterisation et illustrons le propos par quelques simulations de tra-
jectoires.

Au chapitre IT, nous présentons quelques algorithmes de simulation simples
(simulation d’une loi de probabilités) et nous synthétisons une methode de
simulation de chaines de Markov.

Nous presentons enfin I'algorithme de Metropolis et I’algorithme de Gibs
(Chap III) de simulation d’une loi de probabilités par chaines de Markov,
designé dans la litterature par la méthode MCMC et enfin (Chap III) une



introduction au modéle d’Ising .

Nous términons notre exposé par une conclusion sur les perspectives pour
développer ce travail dans ’avenir.



Chapitre 1

Chaine de Markov Marches
aléatoires

1.1 Chaines de Markov : Définition et proprié-
tés générales

Définition 1. Soit (E,E) un espace mesurable et (X, )n>0 une suite de
variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que (X,,)n>0 est une chaine de
Markov d’espace des états E, si VB € £

P[Xpi1 € B|Xp, Xp1,...., Xo] = P[Xo11 € B|X,.]

Remarque 1. Dans le cas ou E est un ensemble fini ou dénombrable et
(Xn)n>o0 une suite de variables aléatoire o valeurs dans E, (X,)n>0 est une
chaine de Markov d’espace des états E et de matrice de transition P =

(Poy)ay € E si:

Vrg, 1, .o, Tp, 2,y € B, et Vn € N
P[XnJrl = y|X0 = .ﬁU(],Xl =T, 7Xn = SU] =

= P[Xn11 = y|Xn = 2] = puyy
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Si les nombres p, , ne dependent pas de n, alors la chaine de Markov est dite
homogéne

N.B Dans toute la suite, les chaines de Markov concidérées sont toutes
homogeénes et a espace des états au plus dénombrable. Soit £ = {z,y, ...... }
un ensemble fini (X,),, une chaine de Markov sur F de matrice de transition

P = (p:v,y)z,yEE

Propsition 1. Pour tout entier n,m, et pour i et j € E soit
P = P(Xo = j1Xo = i) = P(Xnin = 1 X = i)

C’est la probabilité de transition de [’état © a l’état 7, en n pas. Si P est la
matrice de transition, alors on a

(p)ijen = P"

N.B Les probabilités de transition d’une chaine de Markov a temps discret
vérifient la relation fondamentale suivante (appelée equation de Chapman-

Kolmogorov)
pit =3 )
zeE

pour tous instants Vn,m > 0, z,y € E. Notons que cette équation n’est pas
une condition suffisante pour qu'un processus soit une chaine de Markov

pg??;rm) :P(Xn+m:y|X0:x ZP n—l—m—y, —ZlXQ—:L‘)

zelE
= P(X,, = 2| Xo = 2) P(Xpym = y| Xo = 2, X, = 2)
= P(Xpim = y| X = 2)P(X,, = 2| X = )
= plplm =" plpl
zelE zeR

Définition 2. Soit 7 = (7,).cr une famille de nombres réels positifs tel que

Zz T = 1
1. 7 est une loi stationnaire (invariante) pour la chaine de Markov (X,,), si
pour ™ = (T, o, ...... ,Tn) alors si m = wP, c’est a dire, si pour tout y € E

on a :
= E TxPxy
T



2. La lot 7 est dite réversible ou que la matrice P est w réversible si
VSL’, yc E7 TxPxy = TyPy,x
N.B
Ty = Z TaDay & Ty = Z prgf,‘; Vn

Démonstration. <«
n=1 fait
donc on a

Ty = Z 7T$p§:1y) = Z TxDaxy

=

Onamy=> Tupsy Vr,y
donc T = Zz T2Pza
On remplace dans (1)

Ty = Z(Z szzm)pxy = Z Ty Z PzaPaxy

D’aprés la propriété de Kolmogorov ply = > DeaPay

Onam,=)>_, ﬂzp%) Supposons que c’est vrai a 'ordre n i.e
=y mpl)
z
On doit montrer que c’est vrai a 'ordre n + 1

— (0
Ty = E T2Poy
z

mais m, = Y MuDss

donc
Ty = Z(Z 7T$pxz)p,(zz) = Z Ty prng;) — Z me(;;_l)
Donc
Ty = Z TaDay < Ty = Z mp;’f; Vn
O



Remarque 2. Si w est réversible, alors elle est stationnaire. En effet;

TePzy = TyPyx

En sommant par rapport a x, on obtient :

wapxy = Zwypyx = WyZpyw =7,y €L

el zeE zel
car Yy Pye =1 Clest & dire Vy € E, 7y = > TuDay

Définition 3. Une chaine de Markov (X,,),, est dit irréductible si elle ne
posséde qu’une unique classe de comunication, c’est a dire que tous ses élé-
ments communiquent (x <— y).

Définition 4. Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible. La période d’un
état v € E est le PGCD (plus grand commun diviseur) de n € N*; PP’ _ un
état est dit apériodique si sa période est 1. Si non il est dit périodique.
Note : la périodicité est une propriété de classe. Si une classe de comuni-
cation est de période 1, on dit qu’elle est apériodique. une chaine de Markov
irréductible est dite apériodique si elle admet une classe apériodique

Récurence Soit (X,,), une chaine de Markov d’espace des états E et de
matrice de transition P = (puy)syecr €t pour y € E soit T, la v.a & valeurs
dans N définie par

Ty:{ inf{n >0, X, =y}, s U, {Xn=y}#0

00, Ssinon

Intuitivement, T}, est le premier instant de visite de y. Si Xy = y, T}, est le
premier instant de retour a y.

Définition 5. Soit (X,,), une chaine de Markov sur E de matrice de tran-
sition P = (Pyy)sy. Poury € E soit T, le premier instant de visite a y.
L’état y est recurent si P[T, < co|Xo =y| =1 et transient sinon.
Autrement dit, si
(n
f [ —n|X0—;1: et Sl Zf:vyu

état y est récurrent si f,, =1 et transient si f;, <1
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Propsition 2. Si (X,,), est une chaine de Markov sur E du matrice de
transition P = (pyy), ) = P[X, = y| X, = 7]

x € F, alors

S pi = 0oz est recurent

Zp:(;i) < 00 x est transient

Propsition 3. Soit (X,,), une chine de Markov sur E de matrice de tran-
sition P = (pgy), si T, Pour x € E, alors T, le premier instant de retour a
x et on suppose que (X,), admet la loi stationnaire m = (7, )pep. Alors on a

Propsition 4. (1). Siy € E, C, est la classe de y alors si y est recurent
les états de C, sont récurents. idem pour la transience.

(2). Siqyy = P Xy =y,uneocodefois| Xy = y| alors y est recurent < gy, = 1.
Si y est trensient < gy, = 0

1.2 Marche aléatoire et simulation de trajec-
toires

Marche aléatoire sur Z  Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires iid
tel que P(Y,, =1)=pet P(Y, = —1)=q ; p+q =1 et Xy une variable
aléatoire indépendante de (Y,,),. On considére la suite (X,,), de variables
aléatoires définie par

Xo et pour n >0, X,, = ZY’“'
k=1

Alors (X,,), est une chaine de Markov sur Z de probabilités de transitions
les nombres p, , définis pour x et y € Z par

p st y=x+1
Pey=14 q¢ st y=x-—1
0 sinon
Démonstration. Nous avons, pour z, v, ,To € 2,



PXy+ Y=y, X =2, X0 1 =Tp_1, e , Xo = Zo
P(Xn =, Xn—l = L1y eeeney XQ = l‘o)
PYiii=y—x,X,=x,..,X0=x)

D’autre part

PYop=y—u,X,=2)

P(Xpp1 = y/ Xy =) = P(X, =)

de (1) et (2) la chaine (X,), est une chaine de Markov [J

Nous donnons ci-dessous quelques simulations de trajectoires suivant les
valeurs de p, pour la marche aléatoire sur Z.

12
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FIGURE 1.1 — (a) Marche aléatoire sur Z avec p = ¢
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FIGURE 1.2 — (b) Marche aléatoire sur Z avec p = ¢
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FIGURE 1.3 — (c) Marche aléatoire sur Z avec p = 0.48 et ¢ = 0.52
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FIGURE 1.5 — (e) Marche aléatoire sur Z avec p = 0.25 et ¢ = 0.75
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Synthése des observations (1) Dans le cas ou p = ¢, les figures (2.1)
et (2.2)montrant que la marche aléatoire repasse en 0 méme si le nombre
d’itérations est faible relativement.

(2) Si p # ¢ lorsque p est proche de q (fig 2.3)la marche aléatoire repasse
en 0 au admet des itérations comme dans le premier cas mais elle ne repasse
plus (fig 2.4).

(3) Sip # q et p sensiblement # de q, la marche aléatoire s’echappe vers —oo
(fig 2.5, 2.6)

Conclusion

Cela illustre bien 1’étude théorique, car nous savons que la marche aléatoire
symetrique sur 7Z est recurente pour p = ¢ et transiente sinon. En effet nous
avons la proposition suivante

Propsition 5. Soit (X,,), la marche aléatoire sur 7 engendrée par la suite
(Y)n de v.a tel que P(Y, = 1) =p et Ply, = -1) = ¢, p+q = 1. Si
Piy = P(Xop1 = y| X,y =n). Alors on a si

p=q,» pl =00

p#¢ ) P < oo

On a sip=q, (X,)n est recurente
Sip # q, (X,)n trensiente.

Démonstration. pour Xy =0 p # ¢ :on utilise le lemme de Borel-Cantelli
ie on montre que goo = 0 est 0 trensient = (X,,),, trensient

go,o = P[X, =0, une oo de fois | =0

une méthode est ’appllication du Lemme de Borel-Cantelli. En effet si nous
montrons que

Y PIX,=0] < o0,

la conclusion est immédiate. Pour cela calculons P[X,, = 0]. Remarquons que
I'événement {X,, = 0} ne se réalise que si n est paire. Comme

19



il s’en suit que 1'événement {X,, = 0} ne se réalise que si les Y,, prennent n
fois la valeur +1 et n fois la valeur -1 (on ne revient en 0 au bout de 2n
pas que si on fait n pas a droite et n pas a gauche, au total). Les pas sont
indépendants et chaque pas a droite est fait avec la probabilité p et chaque
pas a gauche avec la probabilité ¢q. Le nombre total de possibilités en 2n pas
est le nombre de fagons de choisir n pas a gauche parmi 2n pas, soit C% . Par
suite

PIX,, = 0] = Cy,p"¢"
et la série

> P[X,=01=) P[Xs, =01 Cpp"q"

est convergente. En effet, appliquons la régle de D’Alembert, on a

G A " Chnia _ b An? + 6n + 2
O3 g n n2+2n+1

4pq

quand n — oco. Comme pour p # q on a 4pg = 4p(1 — p) < 1, il s’en suit que
la série est convergente d’aprés la régle de D’Alembert et par suite, d’aprés
le lemme de Borel-Cantelli,

Pllimsup{X, =0} =0

ie.
P[X, =0, une oo de fois | =0

On en déduit que ggg = 0 et donc que 0 est transient et comme la tran-
sience est une propriété de classe tous les états sont donc transients et part
suite, la chaine est transiente.

pour p = q
Dans ce cas le lemme de Borel Cantelli ne s’applique pas, on applique la

proposition 2.
Nous avons :

p=a=y et Yo =3 G
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1
Quand n — oo, nous avons (en tenant compte que n! ~ e "n"t2 27),

1 (2n)! 1 1
o — = — ~V2—.
2n92n (n!)2 22n \/_\/ﬁ
3 1
v
est une série divergente. Il en résulte que la série

> pie)

est divergente et 0 est récurrent. Donc tous les états sont récurrents car la
récurrence est une propriété de classe et la chaine est récurrente.
O

La série

Marche aléatoire sur R
Soit Xy une variable aléatoire & valeurs dans R, (Y},),, une suite de variables
aléatoires a valeurs dans R indépendantes de X, et de méme loi p,
tel que si A € Br, w(A) =P[Y; € Alet Vn >0, X,, = > Yy, alors (X,,),
est une chaine de Markov sur R, de noyau de transition P défini pour tout
r € Ret A€ By par

P(A, z) = p(A — x)

Démonstration. Nous avons :

VA ER, Vn, P[X,41 € AlX,, X1, ..., Xo]=P[Xn11 € Al X))

En effet, par définition de la probabillité conditionnelle
\V/Ana An—h R AO P[Xn—i—l € A|Xna Xn—h SR XO]

vérifie

PlXos €A X, €A, ..., Xo€Ag = / PlXoo € A| X, ..
{Xn€An,

.oy Xo€Ao}

= / Ta(Xpy1)dP
{XnEAn, ,X()EA()}

= / (A= X,,)dP.
{XnEAn, ,X()EA()}

21
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Soit ¢(Xn, Xy1, ..., Xo) une fonction mesurable de R dans [0, 1].
Donc si

o(Xn, Xoo1, .., Xo)=P[Xp1 € A|X,, ..., Xo

Alors
O Xny Xoe1, ooy Xo) =p (A= X,)-p.s.

Par unicité de la probabilité conditionnelle.

P[Xpi1 € Al X, Xuot, ..., Xo] = P[Xpi1 € A| X,.]

. Pour caractériser (X, ),, on a besoin de préciser le noyau de transition
associé P qu’on définit par :

P(A, z) = P[Y,;1€A—2x]
— p(A-2) (12)

Par définition de la probabilité conditionnelle nous avons :
VA € Bg, p[Xni1 € Al X))

est 1'unique variable aléatoire o (X, )-mesurable qui vérifie :

VB € By, P[X,.1 € A, X, € B] = / P[X,1 € A| X,]dP

{Xn€B}

Cette variable aléatoire étant o (X, )-mesurable, d’aprés (Breiman) Il existe
une fonction ¢ : R — [0, 1] mesurable
Tel que

P[Xn—i—l €A | Xn] - @(Xn)
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Donc, avec cette notation pour Aet B € By :

P €A X, € Bl = [ p(x,)ap
{Xn€B}

- / ELy(Xo11) | X,JdP
{X,€B}

— / Ly(Xpy1)dP
{X,€B}
_ / Li(Yass + X, )dP (1.4)
(X.€B}
Donc
/ o(X,)dP =/ ELy(X,01) | X,JdP
{X,eB} {X.€B}
— / Ty(Xs1)dP
{Xne€B}
=/ Lo(X, + Yy )dP
{X,eB}

= / /HA(x+y) P[X,, € dz, y,11 € dy]
B

(1.5)
Par indépendance de Y,, 1 et X,
= / /HA(93+y) p[Xn € dz ] Plyp+1 € dy]
B
(1.6)
En appliquant le théoréme de Fubini
= / P[X, € dx] /HA(JJ + Y)Pyn+1 € dy]
B
(1.7)

Par unicité de I’espérance conditionnelle on a :

o(Xy) = PV € A= X, ]

23



Donc
P(A, z) =P[Yp,1 € A—z].

Alors (X,,),, est une chaine de Markov sur R de noyau de transition défini
parz € Ret A€ By par P(A, z) = pu (A —x)
U

24



Chapitre 2

Algorithmes de simulation

2.1 Simulation d’une loi de probabilités

ler cas : Cas de fonction de répartition inversible On s’interesse
aux algorithmes de simulation, c’est a dire a la construction d’échantillons
d’une loi de probabilités donnée 7. Si X est une variable aléatoire, simuler X,
c’est construire un echantillon (X1, ...... , X,,) de X. La proposition suivante
contient un algorithme simple de simulation.

Propsition 1. Soit X une va discréte de f.r. F. Si F' admet une fonction
inverse F~', alors la variable aléatoire F(X) est de loi uniforme sur [0,1].

Démonstration.
Si z € [0, 1] alors on a

Application : Algorithme de simulation d’une loi inversible

Soit U la v.a définie par U = F(X). U uniforme sur [0,1] si (Uy,..,U,) est
un echantillon de U, alors I'echantillon (X7, ......X,,) avec X; = F~Y(U;) est
un echantilon de X suivant la loi F. Cela suppose donc que nous disposons
d 'un echantillon (Uy, Uy, ......, U,) de la loi uniforme sur [0, 1].

Les algorithmes implementés dans les générateurs de nombres aléatoires
dans les machines, fournissent avec une bonne précision ces échantillons. Si

25



on veut une meilleure précision, on peut exploiter le théoréme de Borel qui
permet de construire des échantillons de la loi uniforme sur [0, 1] avec une
trés bonne précision. Nous rappelons le théoréme.

Théoréme 1 (Théoréme de Borel). Soit X wune variable aléatoire dans
[0,1]NQ°. Si X =0, X1, Xo, .., Xp, ... est le developement décimal de X alors
les X; sont uniformement réparties sur {0,1,..,9} c’est a dire

PlX;=a Va € {0,1,.,9}

1
] = 1_07
Ce théoréme contient un algorithme de génération de nombres aléatoires
uniformement répartie sur [0, 1]. Le probléme revient a disposer d’un algo-
rithme de developpement décimal d’un irrationel de [0, 1]. Si on choisit 7, on
peut exploiter pour cela, la formule :

Cette méthode necessite cependant une puissance de calcul importante.
A supposer que cela est le cas, nous avons alors ’algorithme suivant.

Algorithme de construction de nombres aléatoires uniformes sur
[0,1]

Comment a partir de ce théoréme obtenir un echantillon (Uy, ...., U,) uni-
forme sur [0,1] 7

Si X = 0,X;, X5 ou Xy, Xy sont uniformes sur {0, 1, ....,9} et montrons
que X est uniforme sur [0, 1]

X = 5X1 + 155 X2

Si z € [0,1], x de la forme x = 0, x129 Alors

1

P[X:l‘]:P[Xl:ZEl,XQ:ZEQ]:m

2 cas Fonction de répartition quelconque Dans le cas d’une fonction
de répartition quelconque, nous introduisons la notion d’inverse généralisé
pour avoir un résultat du méme type que dans le cas inversible.
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Définition 1. Soit I’ une fonction de répartition. On appelle inverse géné-
ralisé de la fonction F', la fonction

F110,1[— R

définie par
F7Y(t) =inf {z € R, F(z) >t}

Propsition 2. (Propriété de F~!)

1)La fonction F~' est croissante sur [0, 1]

2)pour t € [0,1] est x € R, on a lequation :F~(t) <z <= F(z) > t

3) Si F est continue sur R, pour tout t € [0,1], on a F(F~'(t)) =t i.e F7!
est un nverse a droite de F'

4)Si F est continue et strictement croissante sur R, l'inverse généralisée
coincide avec 'inverse usuel.

Théoréme 2. Soit F une fonction de répartition d’inverse généralisée F~
Alors :

1) Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1], la variable aléatoire
Z = F~Y(U) admet une fonction de répartition égale a F

2) Si F est continue sur R et si X est une variable aléatoire alors la va
U = F(X) est de loi uniforme sur [0, 1].

Remarque 1. Le théoréme précédent montre qu’on peut en principe simuler
n’importe quelle loi continue & partir de loi uniforme sur [0,1] . Il n’a qu’un
intéret théorique car il n’est pas facile dans la pratique d’utiliser pour produire
des échantillons observés de loi F' car il faudrait connaitre parfaitement la
fonction F~' ce qui n'est pas le cas en general. Il ya pour les lois classiques
des méthodes particulieres efficaces.

3 cas Fonction de répartition continue

Simulation de la loi N(0,1) : Méthode de Box et Muller
La méthode est basée sur la proposition suivante :

Propsition 3. Soit U et V deux v.a indépendantes de lois uniformes,
sur [0,1], et soit X et Y les v.a définies par X = /—2InU cos2nV et
Y = v—2InUsin27V. alors X et Y sont deuxr v.a indépendantes et de
lois N(0,1).
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Application [L’algorithme qui en decoule et que si nous disposons d’un
échantillon (Uy, Vi, Us, Va, ... ,Un, Vi) , de taille donnée 2n de la loi uni-
forme, d’échantillon (X, Y7, X5, Y, coeeen. , Xp, Y,) est un échantillon de taille
2n de la loi N(0,1).

Démonstration. montrons que X et Y sont deux v.a indépendantes et de
loi N(0,1).

Nous avons U et V' uniformes sur [0, 1] par hypotése .

Comme
X =+v—-2InUcos2rV......... (1)
Y =v-2InUsin27V........ (2)

On a:de (1) et (2) :

{ X?24+Y?=-2InU

tanV = %

Donc

(U, V) uniforme sur [0, 1] x [0, 1]. Soit fy v la densité du couple (U, V).
Nous avons donc

si(u,v) € [0,1)
si non

1
ot ={ §
Si B borelien de [0, 1]?

P[(U,V) e B] = /Bny(u,v)dudv ........ (I)

soit alors (z,y) — ¢(z,y) = (u,v) La formule de changement de variable
pour les integrales doubles , appliquée & (I), donne alors

/ fovdudv = / fov o o(x, y)|Jp@y (@, y)|dxdy
B ¢~ 1(B)

d_u d_u =1 $2_;’_ 2 =1 Z‘2+ 2
Joo (@ @) —zez @HY) _yeT @YY
¢ — dv dv = —y_ 1 x 1
dr dy 2m 24y 2m 2442
dv -y 1 1 —y 1

dv a2 2w 224 27 22 4 2
xr
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dv 1 1 o 1

dy - 27Tx2_|_z_z T 2ma? 42
2 2
T Y S
2m(2* + 1)
Donc J, # 0 il s’en suit que ¢ est bijective et on a :

|detJ¢|:|—

1
V2T

2 @) dady

=], fuvotro

1 -12 1 —-1,2
= 1 ez"” ez ¥ dxd
/—1 b V2T V2T Y
1,2 1
ez dx
/Bl V 2m B> \/_ﬂ'
Si ¢~'(B) = By, By donc P[(U,V) € B] = P[(X,Y) € ¢ }(B)] = P[X €
By|P[y € Bs] et on observe que X et Y € N(0, 1) car les probabilités ci-dessus
s’expriment par des densités de la loi normale N(0,1).

t

2.2 Simulation de chaines de Markov

Supposons qu’on veut simuler une chaine de Markov (X,,),>o définie sur
ensemble fini £ = {z,y,..}, de matrice de transition P = (py,)sycr €t
de loi initiale ©(® On suppose donnée une suite Uy, Uy, ...... , U, de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid) tel que :

Vi, U; ~ U[0,1]

Soit la fonction 1 (fonction d’initialisation) tel que ¢ : [0,1] — E définie
par :

v s [?u ()[(0)
() = y st ue[u 19 () + O (y)]

hosi we [ g n®(0),1]
On a alors Xy = ¢(U)) .

Propsition 4. la loi de ¢(Uy) est égale a pu®
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Démonstration.

Plu(i) = 1] = / My uyndpt = u(tb(u) = h)

=300 - S0

= () = Plag =]

de méme, on considére la fonction ¢ (fonction de mise a jour) tel que :
¢:10,1] x E — [0, 1], définie par :

[z si u € [0, Py, ]
y si u€ [Py, Py, + P

gb(.f,U): h si ue[ ?;;Pazlazlh:xpl[

k si ue Y] Pyl
U

Propsition 5. si X, 11 = ¢(X,, U,s1) alors on a :
P X1 =y/ X, =12 =P,
Démonstration.

P[Xni1 =h/X, = 2] = Pl¢p(Xpn,Upt1) = h/X,, = z] = Pl¢p(X,Upy1) = h|
- / Lig(omymydpt = 1(6(z, ) = h)

h h—1
:ZPM_ZPQJ"I:th
l=x l=x

or la deuxiéme égalité est vraie car on a :U,, 11 est indépendante de (U, ..., U,)
et comme la suite (U, ...., U,) est indépendante de X,, (hypothése), donc U,
est indépendante de X,, [J
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Application Cette méthode donne un moyen de la simuler les trajectoires
d’une chine de Markov.

A T’'aide d’une fonction 1, nous avons X et a 'aide de ¢ nous avons X,, a
partir de X, 11, si on donne une suite de variables aléatoires (U, ), iid de loi
uniforme sur [0,1] :

on a: Xy =1(Uy) on pose X,, = ¢(X,,11,U,)Vn >0

on affiche X,,.

L’algorithme donne alors une trajectoire (Xo, Xy, ...., X,,) de (X)), a n pas

Exemple 1. Soit E = {x,y, z} un espace des états fini (X,)n>0 une chaine

sur E de loi initiale p° = (i, %, i) et de matrice de transition P tel que
1 1
P
P=13 35 3
1 00

Soit (Us)o<i<s une suite de variables aléatoires iid de loi uniforme U[0, 1]
Ona:

z si wel0, 3
YU)=< y si uelt 2
z siuwe[2,1]

D’autre part

<

Vo)

o~

N

I
>N

et
T St uE€
oy, u) = '
et nous avons Yu € [0,1], ¢(z,u) = x d’ou, on obtient l’echantillon
sutvant :
Xo=v(Uo) ; X1 =¢(Xo,Un)

Xo = o(X1,Us) ; X3 = p(X,Us)
Xy = ¢(X3, U4) ; X5 = ¢(X4, U5)-

Exemple 2. Simulation de temps de Gothenburg On considére la chaine de
Markov dans espace des etats est {s1,$2} ou

31



s1 = pluie sy = ensoleillement la matrice de transition est

1]

Supposons que nous commengons la chaine de Markov par un jour pluvieux
de sorte que u\® = (1,0) Pour simuler cette chaine ci-dessus en utilisant le
schema suivant la fonction initiale (U) = s1 Y la fonction de mise a jour

Proposé par
s siuel0,3]
dls1,u) = { sy siu € [3,1]

W = o
| Qo | =

¢(S2,U/) — { S1 SZ:U € [(l)aé%[[
4

Sy siu € [7,1]

d’ou, on obtient [’échantillon suivant :

Xo=9(Uy) , X1 =¢(Xo,U1), Xo=0¢(X1,U2), , X3=p(X,Us)
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FIGURE 2.1 — Simulation des trajectoires de la chaine de Markov modélisant
le temps & Gothenburg sur 100 jours

33



N1 1w e n

0.9
087
0.7
0.67
0.5

0.4

0.3

0.27

0.17

0.0 L E— I T

FIGURE 2.2 — Simulation des trajectoires de la chaine de Markov modélisant
le temps & Gothenburg sur 100 jours
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FIGURE 2.3 — Simulation des trajectoires de la chaine de Markov modélisant
le temps & Gothenburg sur 100 jours

N

Conclusion a ces observations On constate que souvent il pleut a Go-
thenburg mais des plages de beau temps sur une dizaine de jours apparaissent,
a chaque fois. Nous n’arrivons pas a expliquer ce phénoméne. D’autant que
la loi stationnaire de la chine montre que le beau temps et le temps pluvieux
sont, équiprobables.
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2.3 Chaine de Metropolis

Soit X une v.a de loi 7. On veut un échantillon de cette loi(ou de X).
On suppose qu’on dispose d’une chaine de Markov (X,),, de matrice de
transition W. L’algorithme de Metropolis est basé sur la construction d’une
chaine de Markov de loi stationnaire 7. Nous décrivons cette méthode, ci-
dessous.

Théoréme 3. Soit E un ensemble finie et w une loi de probabilité sur F,
(Xy)n une chaine de Markov sur E de probabilité de transition (V¥(x,y))zyek-
1) Si 1) est symetrique alors la chaine de Markov sur E de matrice de tran-
sition P = (P(2,Yy))syer tel que

U, y)[1A 2] SiT F Y
Plz,y) = { 1= ¥ 2)IAN ] siz=y

admet m comme lov stationnaire.
2) Si 1 est quelconque, la chaine de Markov sur E de matrice de transition
P tel que

Vo, y) 2B AT iz Ay
L - Zz;ﬁz Y(x, Z)[:ﬁgg A1) sixz =y

P(x,y) = {

admet ™ comme loi stationnaire.

Démonstration. Pour montrer que 7 est une loi stationnaire pour P on
montre que 7w est reversible pour P.
7 reversible si m, P(x,y) = 7, P(y, z) Si ¢ symetrique. Pour y # x

7P (2, y) = ¥z, y)[L A 2]......(1)

Ty

myP(y,) = mh(y, )1 A 2. (2)

Y
Si -
2 <1
Trl‘
Nous avons .
(1) = w3 (a, y)ﬁ—i = Y(z,y)m,
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et (2) = m(y,z)1 car

Nous avons
(1) = mab(z,y)
et -
(2) = mtly, )= = Y(y, )

)

Car

T Y
L>s1=>"2<1
Ty Ty

donc (1) = (2) car ¢¥(x,y) = ¥(y,x) et donc 7 est reversible.
Cas ot ¥ est non symetrique :

7 est reversible si 7, P(z,y) = m,P(y, x). Nous avons, pour = # y

P, y) = wu,y)[% A ()

et
Wyp(:% .T}) = Wyw(:% x)[ﬂ_i

Si
ﬂ-yw(y’ l‘) < 1

T (2, y)

nous avons

my Py, )
T2 (2, Y)

(*) = m(z,y) = (Y, )

et
(wx) = my(y, o)1

car

ﬂ-yw(yax) ﬂx@Z)(l‘,y)

—L <1l —<>1

wa(xv y) ﬂ-yw(ywr)
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Donc (%) = (*x*) dans ce cas.

Ty (Y, x)

T (2, y)
un calcul analogue au précédent établit 1’égalité recherchée et montre donc
que 7 est reversible par rapport a la matrice P.[]

Si
> 1,

Conclusion Si 7 est une loi on sait associer & 7 une chaine de Metropolis
admetant 7 comme loi stationnaire. On peut approximer 7 par la loi de X, .
Soit & = ensemble des lois de probabilité dans E sur S.

Soit dry la distance définie pour u,v € & par :

1
drv(p,v) = supacs|p(A) = d(A)| = 3 > lulz) — ()]
z€eE
Nous avons alors pour toute loi initiale (9, on a :

(n) dry

p' = m & dry ey — 0n — oo

avec

p = L£(X,)
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Chapitre 3

Echantillonnage de Gibs et
Applications a la Physique

3.1 Introduction

Rappelons qu’un graphe G = (V, E) est la donnée d’un ensemble V' appelé
I’esemble des sommets et d’un ensemble E appelé ensemble des arétes. Une
aréte est un chemin entre deux sommets adjacents.

Exemple 1. Soit G le graphe défini par :
V = {vla Vg, V3, U4} et B = {(vla 1)2)7 (U27 U3)7 (’Ul, ’Ug), (’Ul, ’U4), (U37 U4)} On’ re-
présente G par le schéma suivant :

vl

v2

v4

v3

FIGURE 3.1 — exemple de graphe
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o o o o

FIGURE 3.2 — exemple de configuration observable dans un graphe

Soit G = (V. E) un graphe. On associe a chaque sommet v le nombre 0
ou 1, suivant que les sommets présentent oui ou non une propriété donnée
(c’est le cas si les sommets sont occupés ou non par des particules d'un type
donné). La régle est que deux sommets voisins (i.e. reliés par une aréte) ne
peuvent pas avoir la propriété ou étre occupés tous les deux. On voudrait
connaitre le nombre moyen de sommets occupés par exemple. Pour cela nous
avons besoin de quelques définitions.

Définition 1. Soit G = (V, E) un graphe. L’application

x:V —{0,1}

est appelée une configuration. Soit
{0,1}V = {2 :V — {0,1}}

Six € {0,1}V est tel que Vv € V si w est le voisinage de v noter par w ~ v
alors x(v) = 1 et x(w) # 1 donc x est une configuration qui est dite réalisable.
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Soit Z¢ le nombre de configurations réalisables associé au graphe G et

1
pa(€) = —~ pour ¢ €{0,1}V, ¢ observable
el
te(€) = 0 si € est non observable
Probléme Si on choisit une configuration réalisable on peut seposer la
question savoir quel est le nombre moyen de 1 dans cette configuration 7.
Soit n(§) = nombre 1 de la configuration £, et X une configuration choisie
selon pig.
La valeur moyenne

Eln(X)] = Yn(@us©) = 5= 3 n(©)
13 Eobservable

Si le graphe est 8 x 8 il ya 1,8 x 10 configurations ce qui fait 1'impossi-
bilité de ce calcul. On recourt alors aux simulations. Si on sait simuler une
configuration aléatoire X suivant pg. On simule (X7, ....., X,,), et on calcule
n(Xy),n(Xz),......,n(X,) on sait d’apres la loi de grand nombre que :

. D _n(Xi) = E(n(X)) x = 00,ps

une estimation de E[n(X)] et donc

le probleme est donc de simuler une configuration aléatoire X.

Propsition 1. Soit X une v.a a valeurs dans S = {sy,....., 8, } et de loi 7w
tel que ™ = (m;)i=0. Si U est une v.a uniforme sur [0,1], soit ¢ : [0,1] — S
la fonction de mise a jour définie par

(s1 si x € [0,m;

So St x € [m, ™ + Mo

P(r) =

sj st we [l m, Y, ]

\

Alors la v.a Y = (U) est de méme loi que X et doncY = X ps
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Démonstration.

.

PW(U):SJ]:P[Z%SUSZ%]ZﬂjZP[XZSJ]
]

conclusion En pratique cette methode est difficilement utilisable sauf si
I’espace S est petit. Pour le Hard-core model c’est pour construire ¢ deja
c’est trop long, car 'espace S = {0, 1}V est trop inportant.

Soit G = {V,E} un graphe et S = {& € {0,1}, estobservable}. notre
but est de construire une chaine de Markov (X,), d’espace des états S et
admettant comme loi stationnaire la loi p (loi uniforme) sur S. Ce probléme
est resolu par la proposition suivante.

Propsition 2. (Algorithme de Gibs)

Soit (X,)n la chaine de Markov definie par l'algorithme suivant :

1. On choisit un sommet v € V.

2. On jette une piece reguliére.

3.5i face sort, et tous les voisins w de v sont tel que X,(w) = 0, alors on

pose X,11(v) =1, sinon X, 11(v) =0.

4' Enﬁn Vw 7£ U, XnJrl(w) = Xn<w>

Alors (X,,), est une chaine de Markov apériodique, irreductible et admetant
1

la loi stationnaire py = 75 S Za le nombre total de configuration réalisable.

Démonstration. Pour toute configuration réalisable £
§ — & done, Py >0
donc (X,), aperiodique.

(X,)n est irréductible car chaque transition ne touche qu'un sommet.
Donc si € et € sont deux configuration réalisables, on cherche tous les som-
mets v ou £(v) # £ (v) et on change tous les sommets un & un par la chaine
(X,))n- La chaine va donc passer de ¢ & ¢'. Cela montre que tous les états
comuniquent.
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Enfin pg est une loi stationnaire car ug est reversible par raport a (X,,),.

En effet, soit ¢ et ¢ deux configurations obsérvables et d = d(£,¢') le
nombre de sommets v ou £(v) # € (v)
Cas d=0
P, Py ¢, ua(§) = i (€) Donc immédiatement nous avons

&g~
NG(&)P@( = NG(&I)Pg’,g ----- (1)

Cas d>2:

On ne peut pas aller en un pas de £ £ et inversement et donc Py =P =0.
Donc (1) est valable.

Casd=1:

Soit v tel que &(v) # £ (v)

Pour passer de € a & (ou de & a £). On choisit un sommet dans V' suivant
la loi uniforme, avec |V| = n et on tire un pile ou face sont exactement touts
les sommets voisin de v sont tel que £(v) = 0. Le choix de v se fait avec la
probabilité

1
n
et Face a la probabilité
1
2
Donc la transition de £ a £’ se fait avec la la probabilité
1
2n’
Par suite (1) devient
11 11
ZG 2n N ZG 2n

car 'Pg,gf = Py ¢. Donc (1) est verifiée et pg = % est bien reversible et donc
stationnaire pour (X,,),.
U

3.2 Introduction au modéle d’Ising

Soit G = (V, E) un graphe et S = {—1,1}V. Si 0 € S, o est une configu-
ration. Pour v € V, si 0 € 5, o(v) = £1. On interpréte la valeur o(v) = 1
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lorsque le spin est orienté vers le haut et o(v) = —1 lorsque le spin est orienté
vers le bas.

On appelle modéle d’Ising la repartition des spins sur le graph G. On se
limite au cas dit du ” modéle du voisin le plus proche” (nearst neighbording
model ). Pour o € S, I’enérgie interne associé a o, H, est définie par

Hy=— Y o(o(w)

v,weVetv~w
Dans ce modéle la probabilité ug, définie sur S par

1

— —BHo
= —€
Zp

pa(o)

ol Zg est une constante de normalisation et 5 = 7= ou T est la temperature
et k =constante de Bolzamen, est appelée la loi de Gibs. Z; est definie par

Y wes ta(o) =1 et donc
Zﬁ = Z e PHa

ces

L’Algorithme de Gibbs pour le modéle d’Ising est donné par la proposi-
tion suivante :

Propsition 3. Soit G = (V, E) un graphe et S = {—1,1}V(Cf. [2]) La

chaine de Markov sur S de probabilités de transitions, pour o et ¢ € S.

1 o ()S(o)
P =— 1 /
(0,0) =3 Z; BT ()5(0w) 1 =B W)S(w) - {o(w)=0 (w) pourwtv)

veE

admet la distribution de Gibbs, pg comme loi stationnaire.

Conclusion Comme nous disposons d’un algorithme de simulation d’une
chaine de Markov de loi stationnaire 7, la proposition fournit donc la moyenne
de construire un échantillon (X7, ........... , X,,) de configurations de loi pg.Ce
qui permet de fournir les statistiques d’autant pour ce modéle
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons presenté quelques algorithmes de simula-
tion. Les plus importants sont ceux de Metropolis et Gibs. Il manque les
programmes pour mettre en oeuvre ces algorithmes. Une question impor-
tante est le temps d’execution de ces programes. En particulier il s’agit de
savoir que ci sont des algorithmes polynomiaux. cela est d’autant plus per-
tinent pour ’echantillonage de Gibs dans le cadre du modéle des sphéres
lourdes ou dans le cadre du modele d’Ising. Cela a retenu notre attention
compte tenu de la demade en thérmodynamique et en physique.

C’est un domaine de travail qui s’ouvre, qu’il faut bien aborder et appro-

fondir. Les seules reponses que nous pouvons donner pour l'instant sont celles
d’ expliquer le pourquoi des algorithmes proposés (Metropolis, Gibs,....).
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Programmes utilisés pour les
simulations

Nous donnons ciéapreés les programmes utilisés pour la simulation de la
Marche aléatoire sur Z et la chaine de Markov modélisant le temps qu’il fait
a Gothenburg.

Programme Scilab de simulation de la Marche aléatoire sur Z
val=0.5; n=500;

y(1)=0;

for i=2 :n, u=rand() ;

if u<val, x(1)=1; else x(i)=-1;

end

y(i)=y(i-1)+x(i);

end

j=[1:1 ], y=y(j) ; plot(j,y)

Programme Scilab de simulation du temps & Gothenburg

n=100;
temps—zeros(1,n);
temps(1)= 1;
for i=1 :n-1
u—rand() ;

if temps(i)==1
if u<=0.75
temps(i+1)=1;
else
temps(i+1)=0;
end

else
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if u<=0.25,

temps(i+1)=1;

else

temps(i+1)=0;

end

end

end j=(1 :n)’; z=temps(j) ; plot2d(j,z,style=5)
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