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Introdu
tion

Nous nous interessons aux algorithmes de simulation et à leur appli
a-

tions. Notre but est de donner les justi�
ations mathématiques aux di�erents

algorithmes utilisés. Souvent l'utilisateur est réduit à l'utilisation de te
h-

niques sans expli
ation quant à leurs fondements. Il y a beau
oup d'éléments

à 
lari�er 
ompte tenu d'un developpement sans pré
èdent des té
hniques de

simulation. Il nous faut souligner que les méthodes et té
hniques de simula-

tion sont un terrain idéal pour voir l'impa
t profond du Cal
ul de Probabilités

et de ses outils mathématiques dans la vie s
ienti�que.

Il y a dans la litterature une foison de travaux 
onsa
rés à la simula-

tion, qui sortent réguliérement. Quelques uns ont retenu notre attention. En

parti
ulier les travaux de Salo� Coste et Dia
onis, Hägström, Y
art, Benaim,

Levin,... (Cf. [1℄, [2℄, [3℄, [4℄, [7℄, [8℄,...) Nous en faisons la synthése de quelques

éléments de base, dans 
e mémoire.

Con
rêtement, au 
hapitre I nous présentons une synthèse sur les 
haînes

de Markov et leurs propriétés les plus importantes. Nous donnons l'exemple

des mar
hes aléatoires. Dans le 
as des mar
hes aléatoires sur Z nous faisons

leur 
ara
terisation et illustrons le propos par quelques simulations de tra-

je
toires.

Au 
hapitre II, nous présentons quelques algorithmes de simulation simples

(simulation d'une loi de probabilités) et nous synthétisons une methode de

simulation de 
haînes de Markov.

Nous presentons en�n l'algorithme de Metropolis et l'algorithme de Gibs

(Chap III) de simulation d'une loi de probabilités par 
haînes de Markov,

designé dans la litterature par la méthode MCMC et en�n (Chap III) une
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introdu
tion au modéle d'Ising .

Nous términons notre exposé par une 
on
lusion sur les perspe
tives pour

développer 
e travail dans l'avenir.
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Chapitre 1

Chaîne de Markov Mar
hes

aléatoires

1.1 Chaînes de Markov : Dé�nition et proprié-

tés génèrales

Dé�nition 1. Soit (E, E) un espa
e mesurable et (Xn)n≥0 une suite de

variables aléatoires à valeurs dans E. On dit que (Xn)n≥0 est une 
haîne de

Markov d'espa
e des états E, si ∀B ∈ E

P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, ...., X0] = P [Xn+1 ∈ B|Xn]

Remarque 1. Dans le 
as où E est un ensemble �ni ou dénombrable et

(Xn)n≥0 une suite de variables aléatoire à valeurs dans E, (Xn)n≥0 est une


haîne de Markov d'espa
e des états E et de matri
e de transition P =
(px,y)x,y ∈ E si :

∀x0, x1, ....., xn, x, y ∈ E, et ∀n ∈ N

P [Xn+1 = y|X0 = x0, X1 = x1, ...., Xn = x] =

= P [Xn+1 = y|Xn = x] = px,y

7



Si les nombres px,y ne dependent pas de n, alors la 
haîne de Markov est dite

homogène

N.B Dans toute la suite, les 
haînes de Markov 
on
idérées sont toutes

homogènes et à espa
e des états au plus dénombrable. Soit E = {x, y, ......}
un ensemble �ni (Xn)n une 
haîne de Markov sur E de matri
e de transition

P = (px,y)x,y∈E

Propsition 1. Pour tout entier n,m, et pour i et j ∈ E soit

p
(n)
ij = P (Xn = j|X0 = i) = P (Xm+n = j|Xm = i)

C'est la probabilité de transition de l'état i à l'état j, en n pas. Si P est la

matri
e de transition, alors on a

(p
(n)
ij )i,j∈E = P n

N.B Les probabilités de transition d'une 
haîne de Markov à temps dis
ret

véri�ent la relation fondamentale suivante (appelée equation de Chapman-

Kolmogorov)

p
(n+m)
i,j =

∑

z∈E

p(n)x,zp
(m)
z,y

pour tous instants ∀n,m > 0, x, y ∈ E. Notons que 
ette équation n'est pas

une 
ondition su�sante pour qu'un pro
essus soit une 
haîne de Markov

p(n+m)
x,y = P (Xn+m = y|X0 = x) =

∑

z∈E

P (Xn+m = y,Xm = z|X0 = x)

= P (Xm = z|X0 = x)P (Xn+m = y|X0 = x,Xm = z)

= P (Xn+m = y|Xm = z)P (Xm = z|X0 = x)

=
∑

z∈E

p(n)zy p
(m)
xz =

∑

z∈E

p(m)
xz p

(n)
zy

Dé�nition 2. Soit π = (πx)x∈E une famille de nombres réels positifs tel que

∑

x πx = 1
1. π est une loi stationnaire (invariante) pour la 
haîne de Markov (Xn)n si

pour π = (π1, π2, ......, πn) alors si π = πP , 
'est à dire, si pour tout y ∈ E
on a :

πy =
∑

x

πxpxy
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2. La loi π est dite réversible ou que la matri
e P est π réversible si

∀x, y ∈ E, πxpx,y = πypy,x

N.B

πy =
∑

x

πxpx,y ⇔ πy =
∑

x

πxp
(n)
x,y ∀n

Démonstration. ⇐
n=1 fait

don
 on a

πy =
∑

x

πxp
(1)
xy =

∑

x

πxpxy

⇒

On a πy =
∑

x πxpxy ∀x, y
don
 πx =

∑

z πzpzx
On rempla
e dans (1)

πy =
∑

x

(
∑

z

πzpzx)pxy =
∑

πz
∑

x

pzxpxy

D'aprés la propriété de Kolmogorov p
(2)
zy =

∑

x pzxpxy
On a πy =

∑

z πzp
(2)
zy Supposons que 
'est vrai à l'ordre n i.e

πy =
∑

z

πzp
(n)
zy

On doit montrer que 
'est vrai à l'ordre n + 1

πy =
∑

z

πzp
n
zy

mais πz =
∑

x πxpxz
don


πy =
∑

z

(
∑

x

πxpxz)p
(n)
zy =

∑

x

πx
∑

z

pxzp
(n)
zy =

∑

x

πxp
(n+1)
xy

Don


πy =
∑

x

πxpx,y ⇔ πy =
∑

x

πxp
(n)
x,y ∀n

�
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Remarque 2. Si π est réversible, alors elle est stationnaire. En e�et ;

πxpxy = πypyx

En sommant par rapport à x, on obtient :

∑

x∈E

πxpxy =
∑

x∈E

πypyx = πy
∑

x∈E

pyx = πy, y ∈ E


ar

∑

x pyx = 1 C'est à dire ∀y ∈ E, πy =
∑

x πxpxy

Dé�nition 3. Une 
haîne de Markov (Xn)n, est dit irrédu
tible si elle ne

posséde qu'une unique 
lasse de 
omuni
ation, 
'est à dire que tous ses élé-

ments 
ommuniquent (x←→ y).

Dé�nition 4. Soit (Xn)n une 
haîne de Markov irrédu
tible. La période d'un

état x ∈ E est le PGCD (plus grand 
ommun diviseur) de n ∈ N
∗;P n

xx>0 un

état est dit apériodique si sa période est 1. Si non il est dit périodique.

Note : la périodi
ité est une propriété de 
lasse. Si une 
lasse de 
omuni-


ation est de période 1, on dit qu'elle est apériodique. une 
haîne de Markov

irrédu
tible est dite apériodique si elle admet une 
lasse apériodique

Ré
uren
e Soit (Xn)n une 
haîne de Markov d'espa
e des états E et de

matri
e de transition P = (pxy)x,y∈E et pour y ∈ E soit Ty la v.a à valeurs

dans N dé�nie par

Ty =

{

inf {n > 0, Xn = y} , si
⋃

n {Xn = y} 6= ∅
∞, sinon

Intuitivement, Ty est le premier instant de visite de y. Si X0 = y, Ty est le

premier instant de retour à y.

Dé�nition 5. Soit (Xn)n une 
haîne de Markov sur E de matri
e de tran-

sition P = (pxy)x,y. Pour y ∈ E soit Ty le premier instant de visite à y.

L'état y est re
urent si P [Ty <∞|X0 = y] = 1 et transient sinon.

Autrement dit, si

f (n)
xy = P [Ty = n|X0 = x] et si f ∗

xy =
∑

n

f (n)
xy ,

l'état y est ré
urrent si f ∗
yy = 1 et transient si f ∗

yy < 1
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Propsition 2. Si (Xn)n est une 
haîne de Markov sur E du matri
e de

transition P = (pxy), p
(n)
xy = P [Xn = y|X0 = x]

x ∈ E, alors
∑

p
(n)
xx =∞ x est re
urent

∑

p
(n)
xx <∞ x est transient

Propsition 3. Soit (Xn)n une 
hîne de Markov sur E de matri
e de tran-

sition P = (pxy), si Tx Pour x ∈ E, alors Tx le premier instant de retour à

x et on suppose que (Xn)n admet la loi stationnaire π = (πx)x∈E. Alors on a

E[Tx] =
1

πx

Propsition 4. (1). Si y ∈ E, Cy est la 
lasse de y alors si y est re
urent

les états de Cy sont ré
urents. idem pour la transien
e.

(2). Si qyy = P [Xk = y, une∞ defois|X0 = y] alors y est re
urent⇔ qyy = 1.
Si y est trensient ⇔ qyy = 0

1.2 Mar
he aléatoire et simulation de traje
-

toires

Mar
he aléatoire sur Z Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires iid
tel que P (Yn = 1) = p et P (Yn = −1) = q ; p + q = 1 et X0 une variable

aléatoire indépendante de (Yn)n. On 
onsidére la suite (Xn)n de variables

aléatoires dé�nie par

X0 et pour n > 0, Xn =
n

∑

k=1

Yk.

Alors (Xn)n est une 
haîne de Markov sur Z de probabilités de transitions

les nombres px,y dé�nis pour x et y ∈ Z par

px,y =







p si y = x+ 1
q si y = x− 1
0 sinon

Démonstration. Nous avons, pour x, y, · · · , x0 ∈ Z,

P (Xn+1 = y/Xn = x,Xn−1 = xn−1, ......, X0 = x0) =

11



P (Xn + Yn+1 = y,Xn = x,Xn−1 = xn−1, ......, X0 = x0
P (Xn = x,Xn−1 = xn−1, ...., X0 = x0)

=

P (Yn+1 = y − x,Xn = x, ...., X0 = x0)

P (Xn = x, ......, X0 = x0)
=

P (Yn+1 = y − x)P (Xn = x, ....., X0 = x0)

P (Xn = xn, ......, X0 = x0)

Yn+1 indépendant de Xn,Xn−1 don


P (Xn+1 = y/Xn = x,Xn−1 = xn−1, ......., X0 = x0) = P (Yn+1 = y−x)............(1)

D'autre part

P (Xn+1 = y/Xn = x) =
P (Yn+1 = y − x,Xn = x)

P (Xn = x)
= P (Yn+1 = y−x)........(2)

de (1) et (2) la 
haine (Xn)n est une 
haîne de Markov �

Nous donnons 
i-dessous quelques simulations de traje
toires suivant les

valeurs de p, pour la mar
he aléatoire sur Z.
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Figure 1.1 � (a) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = q
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Figure 1.2 � (b) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = q
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Figure 1.3 � (
) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = 0.48 et q = 0.52
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Figure 1.4 � (d) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = 0.48 et q = 0.52
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Figure 1.5 � (e) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = 0.25 et q = 0.75

17



-6000

-5000

-4000

-3000

-2000

-1000

0

1000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figure 1.6 � (f) Mar
he aléatoire sur Z ave
 p = 0.25 et q = 0.75
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Synthèse des observations (1) Dans le 
as où p = q, les �gures (2.1)

et (2.2)montrant que la mar
he aléatoire repasse en 0 même si le nombre

d'itérations est faible relativement.

(2) Si p 6= q lorsque p est pro
he de q (�g 2.3)la mar
he aléatoire repasse

en 0 au admet des itérations 
omme dans le premier 
as mais elle ne repasse

plus (�g 2.4).

(3) Si p 6= q et p sensiblement 6= de q, la mar
he alèatoire s'e
happe vers −∞
(�g 2.5, 2.6)

Con
lusion

Cela illustre bien l'étude théorique, 
ar nous savons que la mar
he aléatoire

symetrique sur Z est re
urente pour p = q et transiente sinon. En e�et nous

avons la proposition suivante

Propsition 5. Soit (Xn)n la mar
he aléatoire sur Z engendrée par la suite

(Yn)n de v.a tel que P (Yn = 1) = p et P (yn = −1) = q, p + q = 1. Si
pnx,y = P (Xn+1 = y|Xn = n). Alors on a si

p = q,
∑

n

p(n)xx =∞

p 6= q,
∑

n

p(n)xx <∞

On a si p = q, (Xn)n est re
urente

Si p 6= q, (Xn)n trensiente.

Démonstration. pour X0 = 0 p 6= q :on utilise le lemme de Borel-Cantelli

ie on montre que q00 = 0 est 0 trensient ⇒ (Xn)n trensient

q0,0 = P [Xn = 0, une ∞ de fois ] = 0

une méthode est l'applli
ation du Lemme de Borel-Cantelli. En e�et si nous

montrons que

∑

n

P [Xn = 0] <∞,

la 
on
lusion est immédiate. Pour 
ela 
al
ulons P [Xn = 0]. Remarquons que

l'événement {Xn = 0} ne se réalise que si n est paire. Comme

{X2n = 0} = {Y1 + Y2 + · · ·+ Y2n = 0}
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il s'en suit que l'événement {Xn = 0} ne se réalise que si les Yn prennent n
fois la valeur +1 et n fois la valeur -1 (on ne revient en 0 au bout de 2n
pas que si on fait n pas à droite et n pas à gau
he, au total). Les pas sont

indépendants et 
haque pas à droite est fait ave
 la probabilité p et 
haque

pas à gau
he ave
 la probabilité q. Le nombre total de possibilités en 2n pas

est le nombre de façons de 
hoisir n pas à gau
he parmi 2n pas, soit Cn
2n. Par

suite

P [Xn = 0] = Cn
2np

nqn

et la série

∑

n

P [Xn = 0] =
∑

n

P [X2n = 0]
∑

n

Cn
2np

nqn

est 
onvergente. En e�et, appliquons la régle de D'Alembert, on a

Cn+1
2n+2p

n+1qn+1

Cn
2np

nqn
= pq

Cn+1
2n+2

Cn
2n

= pq
4n2 + 6n + 2

n2 + 2n+ 1
→ 4pq

quand n→∞. Comme pour p 6= q on a 4pq = 4p(1− p) < 1, il s'en suit que

la série est 
onvergente d'aprés la régle de D'Alembert et par suite, d'aprés

le lemme de Borel-Cantelli,

P [lim sup
n

{Xn = 0}] = 0

i.e.

P [Xn = 0, une ∞ de fois ] = 0

On en déduit que q00 = 0 et don
 que 0 est transient et 
omme la tran-

sien
e est une propriété de 
lasse tous les états sont don
 transients et part

suite, la 
haîne est transiente.

pour p = q

Dans 
e 
as le lemme de Borel Cantelli ne s'applique pas, on applique la

proposition 2.

Nous avons :

p = q =
1

2
et

∑

n

p
(n)
00 =

∑

n

Cn
2n

1

22n
.
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Quand n→∞, nous avons (en tenant 
ompte que n! ∼ e−nnn+
1

2

√
2π),

Cn
2n

1

22n
=

(2n)!

(n!)2
1

22n
∼
√
2

1√
n
.

La série

∑

n

1√
n

est une série divergente. Il en résulte que la série

∑

n

p
(n)
00

est divergente et 0 est ré
urrent. Don
 tous les états sont ré
urrents 
ar la

ré
urren
e est une propriété de 
lasse et la 
haîne est ré
urrente.

�

Mar
he aléatoire sur R

Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans R, (Yn)n une suite de variables

aléatoires à valeurs dans R indépendantes de X0 et de même loi µ,
tel que si A ∈ BR, µ(A) = P[Y1 ∈ A] et ∀n > 0, Xn =

∑n
1 Yk, alors (Xn)n

est une 
haîne de Markov sur R, de noyau de transition P dé�ni pour tout

x ∈ R et A ∈ BR par

P(A, x) = µ(A− x)
Démonstration. Nous avons :

∀A ∈ R, ∀n, P [Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]

En e�et, par dé�nition de la probabillité 
onditionnelle

∀An, An−1, . . . , A0 P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0]

véri�e

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0] =

∫

{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]dP

=

∫

{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IA(Xn+1)dP

=

∫

{Xn∈An, ... , X0∈A0}

µ(A−Xn)dP. (1.1)
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Soit φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) une fon
tion mesurable de R dans [0, 1].
Don
 si

φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]

Alors

φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = µ (A−Xn)-p.s.

Par uni
ité de la probabilité 
onditionnelle.

P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0 ] = P [Xn+1 ∈ A |Xn ]

� Pour 
ara
tériser (Xn)n, on a besoin de pré
iser le noyau de transition

asso
ié P qu'on dé�nit par :

P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A− x ]

= µ (A− x) (1.2)

(1.3)

Par dé�nition de la probabilité 
onditionnelle nous avons :

∀A ∈ BR, p[Xn+1 ∈ A |Xn]

est l'unique variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ BR, P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Cette variable aléatoire étant σ(Xn)-mesurable, d'après (Breiman) Il existe

une fon
tion ϕ : R→ [0, 1] mesurable

Tel que

P [Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).
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Don
, ave
 
ette notation pour A et B ∈ BR :

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫

{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫

{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫

{Xn∈B}

IA(Yn+1 +Xn)dP (1.4)

Don


∫

{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP =

∫

{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫

{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫

{Xn∈B}

IA(Xn + Yn+1)dP

=

∫

B

∫

IA(x+ y) P [Xn ∈ dx, yn+1 ∈ dy]

(1.5)

Par indépendan
e de Yn+1 et Xn

=

∫

B

∫

IA(x+ y) p[Xn ∈ dx ] P [yn+1 ∈ dy]

(1.6)

En appliquant le théorème de Fubini

=

∫

B

P [Xn ∈ dx]
∫

IA(x+ y)P [yn+1 ∈ dy]

(1.7)

Par uni
ité de l'espéran
e 
onditionnelle on a :

ϕ(Xn) = P [Yn+1 ∈ A−Xn ]

23



Don


P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A− x ].

Alors (Xn)n est une 
haîne de Markov sur R de noyau de transition dé�ni

par x ∈ R et A ∈ BR par P (A, x) = µ (A− x)
�
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Chapitre 2

Algorithmes de simulation

2.1 Simulation d'une loi de probabilités

1er 
as : Cas de fon
tion de répartition inversible On s'interesse

aux algorithmes de simulation, 
'est à dire à la 
onstru
tion d'é
hantillons

d'une loi de probabilités donnée π. Si X est une variable aléatoire, simulerX ,


'est 
onstruire un e
hantillon (X1, ......, Xn) de X . La proposition suivante


ontient un algorithme simple de simulation.

Propsition 1. Soit X une va dis
rète de f.r. F . Si F admet une fon
tion

inverse F−1
, alors la variable aléatoire F (X) est de loi uniforme sur [0, 1].

Démonstration.

Si x ∈ [0, 1] alors on a

P [F (X) ≤ x] = P [X ≤ F−1(x)] = F [F−1(x)] = x

�

Appli
ation : Algorithme de simulation d'une loi inversible

Soit U la v.a dé�nie par U = F (X). U uniforme sur [0, 1] si (U1, .., Un) est
un e
hantillon de U , alors l'e
hantillon (X1, ......Xn) ave
 Xi = F−1(Ui) est
un e
hantilon de X suivant la loi F . Cela suppose don
 que nous disposons

d 'un e
hantillon (U1, U2, ......, Un) de la loi uniforme sur [0, 1].

Les algorithmes implementés dans les générateurs de nombres aléatoires

dans les ma
hines, fournissent ave
 une bonne pré
ision 
es é
hantillons. Si
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on veut une meilleure pré
ision, on peut exploiter le théorème de Borel qui

permet de 
onstruire des é
hantillons de la loi uniforme sur [0, 1] ave
 une

trés bonne pré
ision. Nous rappelons le théorème.

Théorème 1 (Théorème de Borel). Soit X une variable aléatoire dans

[0, 1]∩Qc
. Si X = 0, X1, X2, .., Xn, ... est le developement dé
imal de X alors

les Xi sont uniformement réparties sur {0, 1, .., 9} 
'est à dire

P [Xi = a] =
1

10
, ∀a ∈ {0, 1, ., 9}

Ce théorème 
ontient un algorithme de génération de nombres aléatoires

uniformement répartie sur [0, 1]. Le probléme revient à disposer d'un algo-

rithme de developpement dé
imal d'un irrationel de [0, 1]. Si on 
hoisit π, on
peut exploiter pour 
ela, la formule :

π

4
=

∞
∑

i=0

(−1)n 1

2n+ 1
.

Cette méthode ne
essite 
ependant une puissan
e de 
al
ul importante.

A supposer que 
ela est le 
as, nous avons alors l'algorithme suivant.

Algorithme de 
onstru
tion de nombres aléatoires uniformes sur

[0, 1]

Comment à partir de 
e théorème obtenir un e
hantillon (U1, ...., Un) uni-
forme sur [0, 1] ?

Si X = 0, X1, X2 ou X1, X2 sont uniformes sur {0, 1, ...., 9} et montrons

que X est uniforme sur [0, 1]

X = 1
10
X1 +

1
100
X2

Si x ∈ [0, 1], x de la forme x = 0, x1x2 Alors

P [X = x] = P [X1 = x1, X2 = x2] =
1

100

2 
as Fon
tion de répartition quel
onque Dans le 
as d'une fon
tion

de répartition quel
onque, nous introduisons la notion d'inverse généralisé

pour avoir un résultat du même type que dans le 
as inversible.
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Dé�nition 1. Soit F une fon
tion de répartition. On appelle inverse géné-

ralisé de la fon
tion F , la fon
tion

F̄−1 :]0, 1[→ R

dé�nie par

F̄−1(t) = inf {x ∈ R, F (x) ≥ t}
Propsition 2. (Propriété de F̄−1

)

1)La fon
tion F̄−1
est 
roissante sur [0, 1]

2)pour t ∈ [0, 1] est x ∈ R, on a l'equation :F̄−1(t) ≤ x⇐⇒ F (x) ≥ t
3) Si F est 
ontinue sur R, pour tout t ∈ [0, 1], on a F (F̄−1(t)) = t i.e F̄−1

est un inverse à droite de F
4)Si F est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur R, l'inverse généralisée


oin
ide ave
 l'inverse usuel.

Théorème 2. Soit F une fon
tion de répartition d'inverse généralisée F̄−1

Alors :

1) Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], la variable aléatoire

Z = F̄−1(U) admet une fon
tion de répartition égale à F
2) Si F est 
ontinue sur R et si X est une variable aléatoire alors la va
U = F (X) est de loi uniforme sur [0, 1].

Remarque 1. Le théorème pré
édent montre qu'on peut en prin
ipe simuler

n'importe quelle loi 
ontinue à partir de loi uniforme sur [0, 1] . Il n'a qu'un

intéret théorique 
ar il n'est pas fa
ile dans la pratique d'utiliser pour produire

des é
hantillons observés de loi F 
ar il faudrait 
onnaitre parfaitement la

fon
tion F̄−1

e qui n'est pas le 
as en general. Il ya pour les lois 
lassiques

des méthodes parti
ulieres e�
a
es.

3 
as Fon
tion de répartition 
ontinue

Simulation de la loi N(0,1) : Méthode de Box et Muller

La méthode est basée sur la proposition suivante :

Propsition 3. Soit U et V deux v.a indèpendantes de lois uniformes,

sur [0, 1], et soit X et Y les v.a dé�nies par X =
√
−2 lnU cos 2πV et

Y =
√
−2 lnU sin 2πV . alors X et Y sont deux v.a indèpendantes et de

lois N(0, 1).
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Appli
ation L'algorithme qui en de
oule et que si nous disposons d'un

é
hantillon (U1, V1, U2, V2, ........., Un, Vn) , de taille donnée 2n de la loi uni-

forme, d'é
hantillon (X1, Y1, X2, Y2, ........., Xn, Yn) est un é
hantillon de taille

2n de la loi N(0, 1).
Démonstration. montrons que X et Y sont deux v.a indépendantes et de

loi N(0, 1).
Nous avons U et V uniformes sur [0, 1] par hypotése .
Comme

{

X =
√
−2 lnU cos 2πV.........(1)

Y =
√
−2 lnU sin 2πV.........(2)

On a : de (1) et (2) :

{

X2 + Y 2 = −2 lnU
tanV = Y

X

Don


{

U = e
−1

2
(x2+y2)

V = 1
2π

arctan Y
X

(U, V ) uniforme sur [0, 1] × [0, 1]. Soit fU,V la densité du 
ouple (U, V ).
Nous avons don


fU,V (uv) =

{

1 si(u, v) ∈ [0, 1]2

0 si non

Si B borelien de [0, 1]2

P [(U, V ) ∈ B] =

∫

B

fU,V (u, v)dudv........(I)

soit alors (x, y) −→ φ(x, y) = (u, v) La formule de 
hangement de variable

pour les integrales doubles , appliquée à (I), donne alors

∫

B

fU,V dudv =

∫

φ−1(B)

fU,V ◦ φ(x, y)|Jφ(x,y)(x, y)|dxdy

Jφ =

( du
dx

du
dy

dv
dx

dv
dy

)

=

(

−xe−1

2
(x2+y2) −ye−1

2
(x2+y2)

−y
2π

1
x2+y2

x
2π

1
x2+y2

)

dv

dx
=
−y
x2

1

2π

1
x2+y2

x2

=
−y
2π

1

x2 + y2
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dv

dy
=

1

2π

1
x

x2 + y2

x2

=
x

2π

1

x2 + y2

| detJφ| = | −
x2 + y2

2π(x2 + y2)
e

−1

2
(x2+y2)|

Don
 Jφ 6= 0 il s'en suit que φ est bije
tive et on a :

(I) =

∫

φ−1(B)

fU,V φ(x, y)
1√
2π
e

1

2
(x2+y2)dxdy

=

∫

φ−1(b)

1
1√
2π
e

−1

2
x2 1√

2π
e

−1

2
y2dxdy

=

∫

B1

1√
2π
e

−1

2
x2dx

∫

B2

1√
2π
e

−1

2
y2dy

Si φ−1(B) = B1, B2 don
 P [(U, V ) ∈ B] = P [(X, Y ) ∈ φ−1(B)] = P [X ∈
B1]P [y ∈ B2] et on observe queX et Y ∈ N(0, 1) 
ar les probabilitès 
i-dessus
s'expriment par des densités de la loi normale N(0, 1).

�

2.2 Simulation de 
haînes de Markov

Supposons qu'on veut simuler une 
haîne de Markov (Xn)n≥0 dé�nie sur

ensemble �ni E = {x, y, ..}, de matri
e de transition P = (px,y)x,y∈E et

de loi initiale µ(0)
On suppose donnée une suite U0, U1, ......, Un de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid) tel que :

∀i, Ui ∼ U [0, 1]

Soit la fon
tion ψ (fon
tion d'initialisation) tel que ψ : [0, 1] → E dé�nie

par :

ψ(u) =



















x si u ∈ [0, µ(0)(x)[;
y si u ∈ [µ(0), µ(0)(x) + µ(0)(y)[
.

.

.

h si u ∈ [
∑

l=0h−1 µ(0)(l), 1]

On a alors X0 = ψ(U0) .

Propsition 4. la loi de ψ(U0) est égale à µ(0)
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Démonstration.

P [ψ(U0) = h] =

∫ 1

0

Πψ(u)=hdµ = µ(ψ(u) = h)

=
h

∑

l=x

µ0(l)−
h−1
∑

l=x

µ0(l)

= µ0(l) = P [x0 = l]

de même, on 
onsidère la fon
tion φ (fon
tion de mise à jour) tel que :

φ : [0, 1]×E → [0, 1], dé�nie par :

φ(x, u) =







































x si u ∈ [0, Px1[
y si u ∈ [Px1 , Px1 + Px2[
.

.

.

h si u ∈ [
∑h−1

l=x Pxl,
∑h

l=x Pl[
.

.

.

k si u ∈ [
∑k−1

l=1 Px1, 1]

�

Propsition 5. si Xn+1 = φ(Xn, Un+1) alors on a :

P [Xn+1 = y/Xn = x] = Px,y

Démonstration.

P [Xn+1 = h/Xn = x] = P [φ(Xn, Un+1) = h/Xn = x] = P [φ(X,Un+1) = h]

=

∫ 1

0

I(φ(x,u)=h)dµ = µ(φ(x, u) = h)

=

h
∑

l=x

Pxl −
h−1
∑

l=x

Pxl = Pxh

or la deuxième égalité est vraie 
ar on a :Un+1 est indépendante de (U0, ..., Un)
et 
omme la suite (U0, ...., Un) est indépendante deXn (hypothèse), don
 Un+1

est indépendante de Xn �
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Appli
ation Cette méthode donne un moyen de la simuler les traje
toires

d'une 
hîne de Markov.

A l'aide d'une fon
tion ψ, nous avons X0 et à l'aide de φ nous avons Xn à

partir de Xn+1, si on donne une suite de variables aléatoires (Un)n iid de loi

uniforme sur [0, 1] :
on a : X0 = ψ(U0) on pose Xn = φ(Xn+1, Un)∀n ≥ 0
on a�
he Xn.

L'algorithme donne alors une traje
toire (X0, X1, ...., Xn) de (Xn)n a n pas

Exemple 1. Soit E = {x, y, z} un espa
e des états �ni (Xn)n≥0 une 
haîne

sur E de loi initiale µ0 = (1
4
, 1
2
, 1
4
) et de matri
e de transition P tel que

P =





1
2

0 1
2

1
3

1
3

1
3

1 0 0





Soit (Ui)0≤i≤5 une suite de variables aléatoires iid de loi uniforme U [0, 1]
On a :

ψ(U) =







x si u ∈ [0, 1
4
[

y si u ∈ [1
4
, 3
4
[

z si u ∈ [3
4
, 1]

D'autre part

φ(x, u) =







x si u ∈ [0, 1
2
[

y si u = 1
2

z si u ∈ [1
2
, 1]

et

φ(y, u) =







x si u ∈ [0, 1
3
[

y si u ∈ [1
3
, 2
3
[

z si u ∈ [2
3
, 1]

et nous avons ∀u ∈ [0, 1], φ(z, u) = x d'où, on obtient l'e
hantillon

suivant :

X0 = ψ(U0) ; X1 = φ(X0, U1)
X2 = φ(X1, U2) ; X3 = φ(X2, U3)
X4 = φ(X3, U4) ; X5 = φ(X4, U5).

Exemple 2. Simulation de temps de Gothenburg On 
onsidère la 
haîne de

Markov dans l'espa
e des etats est {s1, s2} où
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s1 = pluie s2 = ensoleillement la matri
e de transition est

[

3
4

1
4

1
4

3
4

]

Supposons que nous 
ommençons la 
haîne de Markov par un jour pluvieux

de sorte que µ(0) = (1, 0) Pour simuler 
ette 
haîne 
i-dessus en utilisant le

s
hema suivant la fon
tion initiale ψ(U) = s1 ∀x la fon
tion de mise a jour

proposé par

φ(s1, u) =

{

s1 si u ∈ [0, 3
4
[

s2 si u ∈ [3
4
, 1]

et

φ(s2, u) =

{

s1 si u ∈ [0, 1
4
[

s2 si u ∈ [1
4
, 1]

d'où, on obtient l'é
hantillon suivant :

X0 = ψ(U0) , X1 = φ(X0, U1) , X2 = φ(X1, U2), , X3 = φ(X2, U3)
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Figure 2.1 � Simulation des traje
toires de la 
haîne de Markov modèlisant

le temps à Gothenburg sur 100 jours
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Figure 2.2 � Simulation des traje
toires de la 
haîne de Markov modèlisant

le temps à Gothenburg sur 100 jours
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Figure 2.3 � Simulation des traje
toires de la 
haîne de Markov modèlisant

le temps à Gothenburg sur 100 jours

Con
lusion à 
es observations On 
onstate que souvent il pleut à Go-

thenburg mais des plages de beau temps sur une dizaine de jours apparaissent

à 
haque fois. Nous n'arrivons pas à expliquer 
e phénomène. D'autant que

la loi stationnaire de la 
hîne montre que le beau temps et le temps pluvieux

sont équiprobables.
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2.3 Chaîne de Metropolis

Soit X une v.a de loi π. On veut un é
hantillon de 
ette loi(ou de X).

On suppose qu'on dispose d'une 
haîne de Markov (Xn)n, de matri
e de

transition Ψ. L'algorithme de Metropolis est basé sur la 
onstru
tion d'une


haîne de Markov de loi stationnaire π. Nous dé
rivons 
ette méthode, 
i-

dessous.

Théorème 3. Soit E un ensemble �nie et π une loi de probabilité sur E,

(Xn)n une 
haîne de Markov sur E de probabilité de transition (ψ(x, y))x,y∈E.
1) Si ψ est symetrique alors la 
haîne de Markov sur E de matri
e de tran-

sition P = (P (x, y))x,y∈E tel que

P (x, y) =

{

ψ(x, y)[1 ∧ πy
πx
] six 6= y

1−∑

z 6=x ψ(x, z)[1 ∧ πz
πx
] six = y

admet π 
omme loi stationnaire.

2) Si ψ est quel
onque, la 
haîne de Markov sur E de matri
e de transition

P tel que

P (x, y) =

{

ψ(x, y)[πyψ(y,x)
πxψ(x,y)

∧ 1] six 6= y

1−∑

z 6=x ψ(x, z)[
πzψ(z,x)
πxψ(x,z)

∧ 1] six = y

admet π 
omme loi stationnaire.

Démonstration. Pour montrer que π est une loi stationnaire pour P on

montre que π est reversible pour P .
π reversible si πxP (x, y) = πyP (y, x) Si ψ symetrique. Pour y 6= x

πxP (x, y) = ψ(x, y)[1 ∧ πy
πx

]......(1)

πyP (y, x) = πyψ(y, x)[1 ∧
πx
πy

].....(2)

Si

πy
πx

< 1

Nous avons

(1) = πxψ(x, y)
πy
πx

= ψ(x, y)πy
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et (2) = πyψ(y, x)1 
ar

πy
πx

< 1⇒ πx
πy

> 1

.

πy
πx

> 1

Nous avons

(1) = πxψ(x, y)

et

(2) = πyψ(y, x)
πx
πy

= ψ(y, x)πx

Car

πy
πx

> 1⇒ πx
πy

< 1

don
 (1) = (2) 
ar ψ(x, y) = ψ(y, x) et don
 π est reversible.

Cas où ψ est non symetrique :

π est reversible si πxP (x, y) = πyP (y, x). Nous avons, pour x 6= y

πxP (x, y) = πxψ(x, y)[
πyψ(y, x)

πxψ(x, y)
∧ 1]....(∗)

et

πyP (y, x) = πyψ(y, x)[
πxψ(x, y)

πyψ(y, x)
∧ 1]......(∗∗)

Si

πyψ(y, x)

πxψ(x, y)
< 1,

nous avons

(∗) = πxψ(x, y)
πy
πx

ψ(y, x)

ψ(x, y)
= πyψ(y, x)

et

(∗∗) = πyψ(y, x)1


ar

πyψ(y, x)

πxψ(x, y)
< 1⇒ πxψ(x, y)

πyψ(y, x)
> 1
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Don
 (∗) = (∗∗) dans 
e 
as.
Si

πyψ(y, x)

πxψ(x, y)
> 1,

un 
al
ul analogue au pré
édent établit l'égalité re
her
hée et montre don


que π est reversible par rapport à la matri
e P .�

Con
lusion Si π est une loi on sait asso
ier à π une 
haîne de Metropolis

admetant π 
omme loi stationnaire. On peut approximer π par la loi de Xn .

Soit ℑ = ensemble des lois de probabilité dans E sur ℑ.
Soit dTV la distan
e dé�nie pour µ, ν ∈ ℑ par :

dTV (µ, ν) = supA∈E|µ(A)− d(A)| =
1

2

∑

x∈E

|µ(x)− ν(x)|

Nous avons alors pour toute loi initiale µ(0)
, on a :

µ(n) dTV→ π ⇔ dTV (µn,π) → 0 n→∞

ave


µ(n) = L(Xn)
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Chapitre 3

E
hantillonnage de Gibs et

Appli
ations à la Physique

3.1 Introdu
tion

Rappelons qu'un grapheG = (V,E) est la donnée d'un ensemble V appelé

l'esemble des sommets et d'un ensemble E appelé ensemble des arêtes. Une

arête est un 
hemin entre deux sommets adja
ents.

Exemple 1. Soit G le graphe dé�ni par :

V = {v1, v2, v3, v4} et E = {(v1, v2), (v2, v3), (v1, v3), (v1, v4), (v3, v4)} On re-

présente G par le s
héma suivant :

v1

v2

v3

v4

Figure 3.1 � exemple de graphe
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Figure 3.2 � exemple de 
on�guration observable dans un graphe

Soit G = (V,E) un graphe. On asso
ie à 
haque sommet v le nombre 0
ou 1, suivant que les sommets présentent oui ou non une propriété donnée

(
'est le 
as si les sommets sont o

upés ou non par des parti
ules d'un type

donné). La régle est que deux sommets voisins (i.e. reliés par une arête) ne

peuvent pas avoir la propriété ou être o

upés tous les deux. On voudrait


onnaître le nombre moyen de sommets o

upés par exemple. Pour 
ela nous

avons besoin de quelques dé�nitions.

Dé�nition 1. Soit G = (V,E) un graphe. L'appli
ation

x : V → {0, 1}
est appelée une 
on�guration. Soit

{0, 1}V = {x : V → {0, 1}}

Si x ∈ {0, 1}V est tel que ∀v ∈ V si w est le voisinage de v noter par w ∼ v
alors x(v) = 1 et x(w) 6= 1 don
 x est une 
on�guration qui est dite réalisable.
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Soit ZG le nombre de 
on�gurations réalisables asso
ié au graphe G et

µG(ξ) =
1

ZG
pour ξ ∈ {0, 1}V , ξ observable

µG(ξ) = 0 si ξ est non observable

Probléme Si on 
hoisit une 
on�guration réalisable on peut seposer la

question savoir quel est le nombre moyen de 1 dans 
ette 
on�guration ?.

Soit n(ξ) = nombre 1 de la 
on�guration ξ, et X une 
on�guration 
hoisie

selon µG.
La valeur moyenne

E[n(X)] =
∑

ξ

n(ξ)µG(ξ) =
1

ZG

∑

ξobservable

n(ξ)

Si le graphe est 8 × 8 ,il ya 1, 8 × 1019 
on�gurations 
e qui fait l'impossi-

bilité de 
e 
al
ul. On re
ourt alors aux simulations. Si on sait simuler une


on�guration aléatoire X suivant µG. On simule (X1, ....., Xn), et on 
al
ule

n(X1), n(X2), ......, n(Xn) on sait d'apres la loi de grand nombre que :

1

n

n
∑

i=1

n(Xi)→ E(n(X)) x→∞, ps

une estimation de E[n(X)] et don


1

n

n
∑

i=1

n(Xi)

le probleme est don
 de simuler une 
on�guration aléatoire X .

Propsition 1. Soit X une v.a à valeurs dans S = {s1, ....., sn} et de loi π
tel que π = (πi)

i=n
i=1 . Si U est une v.a uniforme sur [0, 1], soit ψ : [0, 1] → S

la fon
tion de mise à jour dé�nie par

ψ(x) =



























s1 si x ∈ [0, π1[;
s2 si x ∈ [π1, π1 + π2[
.

.

.

sj si x ∈ [
∑j−1

i πi,
∑j

i=1 πi]
.

.

.

Alors la v.a Y = ψ(U) est de même loi que X et don
 Y = X ps
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Démonstration.

P [ψ(U) = sj] = P [

j−1
∑

i=1

πj ≤ U ≤
j

∑

i=1

πj ] = πj = P [X = sj ]

�


on
lusion En pratique 
ette methode est di�
ilement utilisable sauf si

l'espa
e S est petit. Pour le Hard-
ore model 
'est pour 
onstruire ψ deja


'est trop long, 
ar l'espa
e S = {0, 1}V est trop inportant.

Soit G = {V,E} un graphe et S = {ξ ∈ {0, 1}, ξ est observable}. notre
but est de 
onstruire une 
haîne de Markov (Xn)n d'espa
e des états S et

admettant 
omme loi stationnaire la loi µG (loi uniforme) sur S. Ce probléme

est resolu par la proposition suivante.

Propsition 2. (Algorithme de Gibs)

Soit (Xn)n la 
haîne de Markov de�nie par l'algorithme suivant :

1. On 
hoisit un sommet v ∈ V .
2. On jette une pie
e reguliére.

3.Si fa
e sort, et tous les voisins w de v sont tel que Xn(w) = 0, alors on

pose Xn+1(v) = 1, sinon Xn+1(v) = 0.
4. En�n ∀w 6= v, Xn+1(w) = Xn(w).
Alors (Xn)n est une 
haîne de Markov apériodique, irredu
tible et admetant

la loi stationnaire µZ = 1
ZG

si ZG le nombre total de 
on�guration réalisable.

Démonstration. Pour toute 
on�guration réalisable ξ

ξ → ξ donc, Pξξ > 0

don
 (Xn)n aperiodique.

(Xn)n est irrédu
tible 
ar 
haque transition ne tou
he qu'un sommet.

Don
 si ξ et ξ
′

sont deux 
on�guration réalisables, on 
her
he tous les som-

mets v ou ξ(v) 6= ξ
′

(v) et on 
hange tous les sommets un à un par la 
haîne

(Xn)n. La 
haîne va don
 passer de ξ à ξ
′

. Cela montre que tous les états


omuniquent.
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En�n µG est une loi stationnaire 
ar µG est reversible par raport à (Xn)n.

En e�et, soit ξ et ξ
′

deux 
on�gurations obsérvables et d = d(ξ, ξ
′

) le

nombre de sommets v ou ξ(v) 6= ξ
′

(v)
Cas d = 0
Pξ,ξ′ = Pξ′ ,ξ, µG(ξ) = µG(ξ

′

) Don
 immédiatement nous avons

µG(ξ)Pξ,ξ′ = µG(ξ
′

)Pξ′ ,ξ.....(1)

Cas d ≥ 2 :

On ne peut pas aller en un pas de ξ ξ
′

et inversement et don
 Pξ,ξ′ = Pξ′ ,ξ = 0.
Don
 (1) est valable.

Cas d = 1 :

Soit v tel que ξ(v) 6= ξ
′

(v)
Pour passer de ξ à ξ

′

(ou de ξ
′

à ξ). On 
hoisit un sommet dans V suivant

la loi uniforme, ave
 |V | = n et on tire un pile ou fa
e sont exa
tement touts

les sommets voisin de v sont tel que ξ(v) = 0. Le 
hoix de v se fait ave
 la

probabilité

1

n
et Fa
e a la probabilité

1

2
Don
 la transition de ξ à ξ′ se fait ave
 la la probabilité

1

2n
.

Par suite (1) devient

1

ZG

1

2n
=

1

ZG

1

2n


ar Pξ,ξ′ = Pξ′ ,ξ. Don
 (1) est veri�ée et µG = 1
ZG

est bien reversible et don


stationnaire pour (Xn)n.

�

3.2 Introdu
tion au modéle d'Ising

Soit G = (V,E) un graphe et S = {−1, 1}V . Si σ ∈ S, σ est une 
on�gu-

ration. Pour v ∈ V , si σ ∈ S, σ(v) = ±1. On interprète la valeur σ(v) = 1
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lorsque le spin est orienté vers le haut et σ(v) = −1 lorsque le spin est orienté

vers le bas.

On appelle modéle d'Ising la repartition des spins sur le graph G. On se

limite au 
as dit du � modéle du voisin le plus pro
he� (nearst neighbording

model ). Pour σ ∈ S, l'enérgie interne asso
ié à σ, Hσ est dé�nie par

Hσ = −
∑

v,w∈V etv∼w

σ(v)σ(w)

Dans 
e modéle la probabilité µG, dé�nie sur S par

µG(σ) =
1

ZB
e−βHσ

où Zβ est une 
onstante de normalisation et β = 1
kT

ou T est la temperature

et k =
onstante de Bolzamen, est appelée la loi de Gibs. ZG est de�nie par

∑

σ∈S µG(σ) = 1 et don


Zβ =
∑

σ∈S

e−βHσ .

L'Algorithme de Gibbs pour le modéle d'Ising est donné par la proposi-

tion suivante :

Propsition 3. Soit G = (V,E) un graphe et S = {−1, 1}V (Cf. [2℄) La


haîne de Markov sur S de probabilités de transitions, pour σ et σ
′ ∈ S.

P (σ, σ
′

) =
1

n

∑

v∈V

eβσ
′

(v)S(σ,v)

eβσ
′ (v)S(σ,v) + e−βσ

′ (v)S(σ,v)
× 1{σ(w)=σ′ (w) pour w 6=v}

admet la distribution de Gibbs, µG 
omme loi stationnaire.

Con
lusion Comme nous disposons d'un algorithme de simulation d'une


haîne de Markov de loi stationnaire π, la proposition fournit don
 la moyenne

de 
onstruire un é
hantillon (X1, ..........., Xn) de 
on�gurations de loi µG.Ce
qui permet de fournir les statistiques d'autant pour 
e modéle
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Con
lusion

Dans 
e mémoire nous avons presenté quelques algorithmes de simula-

tion. Les plus importants sont 
eux de Metropolis et Gibs. Il manque les

programmes pour mettre en oeuvre 
es algorithmes. Une question impor-

tante est le temps d'exe
ution de 
es programes. En parti
ulier il s'agit de

savoir que 
i sont des algorithmes polynomiaux. 
ela est d'autant plus per-

tinent pour l'e
hantillonage de Gibs dans le 
adre du modéle des sphéres

lourdes ou dans le 
adre du modele d'Ising. Cela a retenu notre attention


ompte tenu de la demade en thérmodynamique et en physique.

C'est un domaine de travail qui s'ouvre, qu'il faut bien aborder et appro-

fondir. Les seules reponses que nous pouvons donner pour l'instant sont 
elles

d' expliquer le pourquoi des algorithmes proposés (Metropolis, Gibs,....).
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Programmes utilisés pour les

simulations

Nous donnons 
iéaprès les programmes utilisés pour la simulation de la

Mar
he aléatoire sur Z et la 
haîne de Markov modèlisant le temps qu'il fait

à Gothenburg.

Programme S
ilab de simulation de la Mar
he aléatoire sur Z

val=0.5 ; n=500 ;

y(1)=0 ;

for i=2 :n, u=rand() ;

if u<val, x(i)=1 ; else x(i)=-1 ;

end

y(i)=y(i-1)+x(i) ;

end

j=[1 :1 :n℄, y=y(j) ; plot(j,y)

Programme S
ilab de simulation du temps à Gothenburg

n=100 ;

temps=zeros(1,n) ;

temps(1)= 1 ;

for i=1 :n-1

u=rand() ;

if temps(i)== 1

if u<=0.75

temps(i+1)= 1 ;

else

temps(i+1)= 0 ;

end

else
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if u<=0.25,

temps(i+1)= 1 ;

else

temps(i+1)= 0 ;

end

end

end j=(1 :n)' ; z=temps(j) ; plot2d(j,z,style=5)
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