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Introduction
Geénérale

Savoir ce que tout le monde sait, c'est ne rien savoir.
Le savoir commence la ou commence ce que le monde
ignore.

Rémy de Gour mont


http://www.evene.fr/celebre/biographie/remy-de-gourmont-217.php�

Introduction générale

La quasi-totalité des procédés physiques ont des variables caractéristiques qui sont non
homogenes, c est-a-dire des variables qui varient en fonction du temps et de I’ espace. Parmi
ces systémes, on peut citer les échangeurs de chaleur, les réacteurs chimiques, les structures

flexibles. Ces systemes sont a paramétres distribueés.

La dynamique d’un systeme a paramétres distribués est, généralement, décrite par des
équations aux dériveées partielles. Par conségquent, I’ analyse de son comportement dynamique,

essentiellement par simulation, nécessite I’ utilisation des méthodes numeériques appropriées.

Pour la simulation des systemes a parametres distribués plusieurs méthodes sont
proposées. Ces dernieres peuvent étre scindées en deux classes importantes. Méthodes basées
sur |’approximation de I'équation (méthode des lignes), et méthodes basées sur
I” approximation de la solution (méthode de collocation orthogonale).

Chague méthode est bien adaptée a la ssimulation d’'un certain nombre de modéles
mathématiques faisant intervenir certains phénoménes physiques, et peut ére mal adaptée a
d’ autres modéles. Par conséquent, une attention doit étre accordée au choix de la méthode de
simulation afin d’ éviter des problémes d’ ordre numérique dis aux limites de la méthode.

L’ objectif de ce mémoire est d éudier deux méthodes de simulation des systemes a
paramétres distribués en |’ occurrence, la méthode des lignes et la méthode de collocation
orthogonale. Ces méthodes seront étudiées et appliquées a la simulation du comportement

dynamique d’ un réacteur chimique tubulaire munies de conditions aux limites compliquées.

Ainsi, le mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est dédié aux genéralités sur les systemes a parametres distribués,
portant sur la définition, la classification et la description mathématique en précisant les
différentes conditions aux limites. Le chapitre se conclut en citant quelques exemples de

systémes a paramétres distribués.
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Le deuxiéme chapitre expose le principe de la méthode des lignes, ses propriétés
fondamentales et |'application de la méthode a la résolution des équations aux dérivées

partielles. L’ approche adoptée est basée sur les différences finies.

Le troisieme chapitre est consacré a la description de la méthode des résidus pondérés
dont le principe est basé sur |'approximation de la solution de I’équation aux dérivées
partielles.

Le quatrieme chapitre est destiné a I’ é&ude de la méthode de collocation orthogonale et
son application a la simulation d'un réacteur chimique. Le chapitre se termine par un

paragraphe comparatif avec la méthode des lignes basée sur les différences finies.

Le mémoire s achéve par une conclusion générale sur le travail réalisé.
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Chapitre |

Géneralités sur les
systemes a
parametres
distribueés

Une théorie est quelque chose
que personne ne croit, excepté
la personne qui I'a faite. Une
expérience est quelque chose
que tout le monde croit,
excepté la personne qui l'a
faite.

Albert Einstain




Chapitre | Géneralités sur les systemes a parametres distribués

1.1 Introduction

Depuis plusieurs décennies, la recherche dans le domaine du contrdle des systemes a
parameétres distribués représente un champ d’ investigation trés important.

L es systémes a paramétres distribués sont décrits essentiellement par des équations aux
dérivées partielles (EDP) linéaires ou non linéaires, éventuellement couplées avec des
équations différentielles ordinaires (EDO), des équations intégrales ou intégro-différentielles
et des équations algébriques.

Les systemes d’EDP sont représentés dans des espaces fonctionnels de dimension

infinie.

Le contenu de ce chapitre est consacré essentiellement a la définition, a la description

mathématique ainsi que la classification des systemes a parametres distribués.

1.2 Systéme a parametres distribués

Un systéme a paramétres distribués est un systéme a variables spatio-temporelles; Les
variables indépendantes sont le temps et |’ espace, et |es variables spatiales peuvent ére mono

ou multidimensionnédlles.

1.3 Commande des systemes décrits par des EDP

Pour |’analyse et la commande des systemes décrits par des EDP, il existe plusieurs
approches. Selon la démarche méthodologique, I’ éude des systémes a parameétres distribués,
en termes de théorie du controle, peut étre classifiée en deux catégories différentes [18] :

méthodes directes et indirectes.
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1.3.1 Méhodesindirectes

Le systéme des EDP évoluant dans un espace fonctionnel de dimension infinie est
d’ abord approché par un systéme des EDO dans un espace de dimension finie (R" dans la
plupart des cas), soit par une approximation des équations au travers d’ une discrétisation des
opérateurs de dérivation/différentiation (des schémas de différences finies sont couramment
pratiqués), soit par une approximation des solutions du systeme (par des fonctions

orthogonal es des variables spatiales ou par |a méthode des éléments finis, essentiellement).

Comme dans tous les cas, |e systéme ainsi obtenu est représenté dans R", |’ avantage des
méthodes indirectes consiste en I’ accés a de nombreux outils bien développés dans la théorie
du contréle en dimension finie (au sens large). En revanche, certains résultats théoriques pour
le systéme seront fortement subordonnés a la méthode d’ approximation et il n’est pas évident
de pouvoir prouver la convergence de ces propriétés pour le systéme en dimension finie vers
les propriétés intrinseques du systeme en dimension infinie.

1.3.2 Méthodes directes

Dans toute |a phase d’ étude théorique et de synthese, le systeme aux EDP est représenté
dans les espaces fonctionnels appropriés, donc de dimension infinie. Bien que les outils
mathématiques que |I’on emploie pour étudier le systéme soient plus délicats a maitriser,
I’ approche directe nous permet de préserver toutes les informations du systeme. Les méthodes
d’ approximation ne sont appliquées que dans la simulation ou lors de I’ implémentation finale.

Ce mémoire s'inscrit dans le cadre d’ éude des systémes aux EDP par les méthodes
directes, et on s'intéresse aussi a |’ utilisation des méthodes directes pour la ssimulation des
systémes a parameétres distribués.

1.4 Classification des systemes a parametres distribués

Dans le cas général [1] du systéme d ordre 2, dont la solution x est fonction de deux

variables indépendantes z et t, le modéle mathématique s écrit comme suit :
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+c—+[..]=0 (1.1)

Ou le terme entre crochets dépend de x, z, t et des dérivées premiéres de x.
Par analogie avec I’ équation des coniques, I’ équation (1.1) est dite:

e Hyperbolique, si b® - ac > 0.
e Elliptique, s b?—ac <0.

e Parabolique, si b*—ac = 0.

Si les coefficients a, b, et ¢ sont nuls, le type d équation dépend des seules dérivées
premieres de x (équations hyperboliques d’ ordre 1). Dans ce qui suit, hous considérons la
classe particuliére de systéemes, assez |largement répandue pour laquelleb = ¢ = 0. L’ équation
d évolution (1.1) est dans ce cas soit parabolique (a # 0), soit hyperbolique (a = 0).

1.5 Description mathématique des systemes a parametres distribués

On considére la classe des systemes définie par I’ équation d’ état suivante [1] :

6xgzt, Y Mx(z, 0] + Huz 0) (1.2)

Sur un domaine spatial Q < R et un domaine temporel T c R . Soit Xo = x(z,tp) I’ &at
initial.

Des conditions aux limites doivent aussi étre fixées sur lafrontierede Q :

Lix(z,t)] = uy(z,t) z € Fr(Q) (1.3)

L, M et H sont des opérateurs matriciels différentiels agissant sur le vecteur d’ état x. Les

variablesu(z, t) et u, (z',t) sont les entrées ou commandes du systéme.
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1.6 Commandes et observations d’un systéme a paramétres distribués[8]
» Pour les grandeurs de commande, on distingue plusieurs classes :
e Lacommanderépartie u(z,t) définiesur Qx T.
u(z,t) = q(2)u. (¢ (1.4)

q(z) : représente lastructure géométrique du systéme d’ actionneur.

u, (t) : représente le signal d’entrée.

Cette formulation permet de simplifier le calcul dans la transformation du modele et la

détermination de lacommande.
e Lacommande par zone définie sur un sous-ensemble Q x T.

Si lacommande est appliquée sur p zones, on adans ce cas:

p
u(n) = ) a2 ®) (15)
i=1

e Lacommande ponctuelle agissant sur un ou plusieurs points de Q.

Dans le cas particulier ou la zone de commande se réduit a un point particulier situé
dans Q, la fonction g;(z) est remplacée dans I’équation précédente formellement par

I"impulsion de Dirac.

p

u(z, t) = Z i, (D8(z — 7)) (1.6)

i=1

e La commande par balayage pour laguelle les zones ou / et points d action sont

mobiles dans Q.
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e Lacommande aux frontieres définie sur Fr(Q) x T.

(Cette commande peut ellee-méme étre par zone, fixe ou a balayage dans le cas ou
Q c R? ou R3).

» Pour les observations, on distingue aussi plusieurs classes :
e L’observation répartie sur Q x T ou sur un sous-ensemblede Q x T.
y(z,t) = P(2)x(z,t) (1.7)
P(z) : caractérise la structure géométrique du systeme d’ observation.
e L’observation ponctuelle sur un ou plusieurs points de Q ou / et de Fr(Q).

Elle nécessite de prendre quelques points particuliers z; sur I'espace Q sur lesquels on
vadéfinir la sortie pour chacun de ces points comme suit :

y(z,t) = fx(z, t)0(z — z;)dz = x(z,t) (1.8)
)

e L’oObservation par balayage pour laquelle les points d observation (capteurs) sont
mobiles dans Q.

e L’observation par moyennage spatial définie par |’intégrale :

Y (©) = f C@y(z )z (1.9)

K0

Ou C(z) est la structure géométrigque des capteurs.
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1.7 Conditions aux limites

En mathématiques, une condition aux limites est imposée a une équation différentielle
Ou a une équation aux dérivées partielles lorsque I'on spécifie les valeurs des dérivées que la
solution doit veérifier sur les frontieres / limites du domaine. 1l existe plusieurs types de

conditions aux limites parmi lesquelles on peut citer les plus rencontrées :

Conditions aux limites de Dirichlet.

e Conditions aux limites de Neumann.

e Conditions aux limites de Fourier (ou Robin).

e Conditions aux limites mixtes (mél ées).

e Conditions aux limites de Danckwerts.

» Pour illustrer quelques conditions aux limites [10], soit une barre métallique, assimilée a

un segment de droite de longueur |, négligeant la variation de la température dans les

autres dimensions de la barre.

e Conditionsaux limitesde Dirichlet

Considérons les extrémités de la barre métallique fixées a des températures données
Qo(t), Qi (t) on obtiendra:

x(0,8) = Qo(t),  x(Lt) = Qi(t) (1.10)

La condition aux limites de Dirichlet est sans doute |'une des conditions aux limites les

plus faciles & comprendre.



Chapitre | Géneralités sur les systemes a parametres distribués

e Conditionsaux limitesde Neumann

Quand le flux de chaleur est donné aux bords, le gradient de la température sera fixé et

on aurales conditions aux limites suivantes:

Oox ox
—a5;|Fﬂ=1%a), a5;|Fl=pxo (1.11)

e Conditionsaux limitesde Fourier

Si on dispose de latempérature extérieure x,, (t), alors le gradient de la température aux

bords sera proportionnel aladifférence (x — x,, ).
Les conditions aux limites seront:

0X | _ ko ) 112
aaZ € — X Xex ( )

Avec k : constante € R.
a : caractérise la dif fusion de la chaleur.

€ : la frontiere du domaine de variation x.

1.8 Exemples des systémes a parametres distribués

Il est important de noter que les systémes a paramétres distribués ont été |’ objet d’un
domaine de recherche trés actif depuis des décennies, aing, |’ étude de ces systémes prend une
importance croissante, et cela grace a leurs utilisation multiple dans différents domaines de la
vie quotidienne, vu le nombre de systemes pouvant étre décrits par un ensemble d'EDP
linéaires ou non linéaires couplées avec des EDO.
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On cite quelques exemplesréels:

Dans I’aérospatial, exemple des vaisseaux spatiaux avec antenne.

e En ingénierie, le mouvement des systémes mécaniques comme les robots a bras

flexibles controlés.

e Dans le domaine médical, propagation d’ une épidémie.

e En automobile, Simulation numérique d' un de choc sur une voiture.

e En traitement d’image, maillage utilisé pour I’imagerie.

e En météorologie, les phénomenes météorol ogiques.

e En génie construction, systémes de structure flexible.

e En génie des procedés, systéme d’ échangeur thermique.

1.9 Conclusion

Dans ce premier chapitre quelques notions de base sur les systémes a parametres
distribués ont été présentées. Ces dernieres ont été limitées ala description mathématique, aux
différentes commandes et observations, ainsi qu'aux différents types de conditions aux

limites.

Pour étudier le comportement d'un systéme a parametres distribués, différentes
méthodes de transformation existent. Ces derniéres permettent d’ approximer le modéle initial

par un systeme a parametres localisés et de conserver au mieux ses propriétés essentielles.

Une des méthodes les plus utilisées, particulierement pour la simulation, est la méthode

des lignes. Cette derniére feral’ objet du chapitre suivant.
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Chapitre 11

Simulation par la
méthode des lignes

Dans les mathématiques vous
ne comprenez pas des choses,
vous vous habituez juste a
elles.

J. Von Neumann




Chapitre 11 Simulation par la méthode des lignes

2.1 Introduction

La méthode des lignes est une procédure semi-analytique, est bien connue par les
experts en matiére de techniques de résolution d équations aux dérivées partielles. Les
domaines d'applications de la méthode ont augmenté considérablement en ces derniéres

années.

Cette méthode a été initillement développée par des mathématiciens et utilisée,

genéralement, pour la résolution des problémes de la physique.

Ce chapitre s'intéresse a |'approximation des dérivées spatiales par des différences

finies. Cette étape joue un role central dans la méthode des lignes.

2.2 Contexte général delaméthode deslignes

La méthode des lignes est considérée comme une méthode des différences finies
spéciale mais plus pertinente en ce qui concerne I'exactitude et le temps de calcul que la
méthode des différences finies réguliere. Elle consiste fondamentalement en la discrétisation
d’ une équation donnée dans un ou deux sens tout en utilisant la solution analytique dans le

sens restant.

2.2.1 Propriétéset utilisations dela méthode deslignes

La méthode des lignes a les propriétés suivantes [13] qui justifient son utilisation :

» Efficacité de calcul : Le caractere semi-analytique de la formulation méne a un

algorithme simple et compact, qui fournit des résultats exacts avec moins d'effort de

calcul que d'autres techniques.

» Stabilité numérique : En séparant la discrétisation du temps et I’ espace, il est facile

de déterminer la stabilité et la convergence pour un large éventail de problémes.
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» Effort de programmation réduit : En se servant des résolveurs de problémes dEDO

de pointe, I'effort de programmation peut étre considérablement réduit.

» Temps de calcul réduit : Puisque seulement une petite quantité de lignes de
discrétisation est nécessaire dans le calcul, il n'y a aucune nécessité de résoudre un
grand systéme d’ équations ; par conséquent la durée de calcul est petite.

2.2.2 Application dela méthode des lignes
Pour appliquer laméthode deslignes, on ales ‘5’ phases fondamental es suivantes [16] :

» Division du domaine des solutions en couches.

> Discrétisation de I'éguation dans un sens du méme rang.

» Transformation pour obtenir des équations ordinaires découpl ées.

» Transformation et introduction des conditions aux limites.

» Résolution des éguations.

2.3 Principe dela méthode deslignes

2.3.1 Basesdelaméthodedeslignes

L'idée de base de la méthode des lignes est de remplacer les dérivées spatiales dans
I”EDP par des approximations algébriques. Une fois que ceci est fait, les dérivées spatiaes ne
sont expressément plus indiquées en termes de variables spatiales indépendantes mais
seulement en termes de la variable temporelle. En d'autres termes, avec seulement une
variable indépendante restante, nous avons un systéme d équations aux dérivées ordinaires
qui approchent ou approximent I'EDP initiale. L'enjeu est aors de préparer le systeme
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rapprochant les équations aux dériveées partielles[11]. Une fois que ceci est fait, nous pouvons
appliquer n'importe quel agorithme dintégration numérique pour que les équations aux
dérivées ordinaires, munies des conditions initiales calculent une solution numérique

approximative pour |’ EDP.

2.3.2 Origineet approche de la méthode deslignes

La méthode des lignes se rapporte le plus souvent a la construction ou a I'analyse des
méthodes numériques pour des équations aux dérivées partielles qui s effectuent d'abord en
discrétisant les dérivées spatiales seulement et en laissant la variable du temps continue. Ceci
meéne a un systeme d’ équations aux dérivees ordinaires auxquelles une méthode numeérique
pour des éguations aux dérivées ordinaires peut étre appliquée [7]. Cependant, une importante
application des différences finies est la résolution numérique des équations différentielles et
des équations aux dérivees partielles; I'idée est de remplacer les dérivées apparaissant dans
I'équation par des différences finies qui les approximent. Les diverses méthodes qui en

résultent sont appelées méthodes des différencesfinies[17].

On note aussi que dans certains cas on ne connait pas de “formule® qui permettrait de
calculer directement la valeur de la solution en un point quelconque du domaine Q. Le
probléme se pose donc de trouver un moyen d’approcher les valeurs de la solution d’aussi
prés qu’on veut. Une méthode pour y parvenir est la méthode des différences finies, que nous

allons maintenant décrire.

2.4 M éthode des différencesfinies

2.4.1 Définition

En mathématiques [6], une différence finie est une expresson de la forme
f(x + b)—f(x + a). (Ou f est une fonction numérique) ; la méme expression divisée par (b —a)
sappelle un taux d'accroissement (ou taux de variation), et il est possible, plus généralement,

de définir de méme des différences divisées.
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2.4.2 Pratique dela méthode des différencesfinies

Dans le domaine de I'analyse numérique, on peut ére amené a rechercher la solution
d'une équation aux dérivées partielles. Parmi les méthodes de résolutions couramment
pratiquées, la méthode des différences finies est la plus facile d'acces, puisqu'elle repose sur
deux notions: la discrétisation des opérateurs de dérivation/différentiation (assez intuitive)
par différences finies d'une part, et la convergence du schéma numérique ainsi obtenue d'autre

part.

La méthode des différences finies fournit une approximation de la solution en un
nombre fini de points du domaine Q. Pour cela, on commence par établir un maillage
uniforme de I’ espace, de méme pas Az sur Q (il est parfois utile de considérer des maillages

non uniformes).

2.5 Choix du pas de maillage (pas de discr étisation)

25.1 Définition

Un maillage est un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va

appliguer la méthode des différencesfinies.

Pour une application définie sur un segment de R, on goutera en général les deux
extrémités du segment ; pour un maillage en dimension supérieure, on sera amené a choisir,
éventuellement, des points du contour du domaine de définition.

25.2 C’est quoi le pasde maillage

On appelle le pas de maillage la distance entre deux points successifs de maillage
voisins. En dimension « un », cela se ssimplifie en différence des abscisses. Ce pas n'est pas
nécessairement constant, il peut méme étre judicieux de ne pas le fixer comme tel. Le pas
(global) de I'approximation peut étre défini comme le plus grand pas de maillage. Aing, si ce
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pas global tend vers O, cela veut dire que la répartition des points de maillage dans I'intervalle

choisi tend a se faire sur tout le domaine d'étude par densité.

2.5.3 lllustration

Etant donné un entier N > 7, on pose :

l
Z—N—+1 ZE[O,l]

Et on définit un maillage uniforme de pas Az de I'intervale [0,l]] comme étant
I’ensemble despointsz; =iAz , 0 <i< N+ 1 (remarque que zy = 0,zy,1 = 1), appelé
les nceuds de maillage. Le pas Az est destiné a tendre vers zéro, ce qui signifie qu’en principe
peut étre rendu aussi petit qu'on veut. La méthode des différences finies est un moyen

d’obtenir une approximation de la solution de la fonction aux nceuds de maillage [3].
2.6 Description mathématique de la méthode des différences finies

De nombreuses applications de ces méthodes se rencontrent en théorie du calcul
numérique, ainsi que dans des disciplines scientifiques tres variées (telles que la mécanique
des fluides, et ses applications a la météorologie ou a I’ aérodynamique ; I'analyse des lignes
de transmission, des structures de guide d'ondes).

2.6.1 Approximation desopérateurspar lesformulesde Taylor [4]

Gréace aux formules de Taylor, on définit la discrétisation des opérateurs différentiels

(dérivées premiéres, secondes, etc. partielles ou non).

x: R - R fonction C3
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2

x(z + Az) = x(2) + Azx'(2) + A%x"(z) +0(Az%) 2.1)
, Az*

x(z —Az) = x(2) — Azx () + — X (z) + 0(Az3) (2.2)

x(z+ Az) — x(2)

x'(2) = X + 0(Az) ordre 1, décentré avant (2.3)
, x(z) —x(z—Az i i .

x(z) = @) Ai ) + 0(Az) ordre 1,décentré arriere (2.4)
, x(z+Az) —x(z— Az i

x'(z) = ( ) — x( ) +0(Az?) ordre 2, centré (2.5)

2Az

X(z+ Az) — x(2)
Az

x(z + Az) — x(z)
S

Figure 2.1 Illustration graphique de la dérivée spatiale

x(z+Az) —x(z Az
( A; ( )+7x (€,) €, €lz,z+Az]

x'(z) =

Bonne approximation si Az petit et ¢, 5y, |x"(E)| petit

Découpage de l'intervalle[ 0, 1 ] (z)i=1n+1 avecz; =iAz et Az = =

N+1
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Découpage régulier pour simplifier

Figure 2.2 Semi-discr étisation en espace

2.6.2 Exempleillustratif

A titre d'exemple illustratif [8] d une méthode de semi-discrétisation, considérons
I’ équation de la chaleur suivante :

0x(z,t) D2 9°%x(z,t)

o = z€[0,1] (2.6)
Avec les conditions aux limites:
x(0,t) =x(1,t) =0 (2.7)
Et lacondition initiale:
x(Az,0) = xy(Az) (2.8)

Un tel probléme est appelé probléme aux limites, car la fonction inconnue (2.6) doit
satisfaire les conditions aux limites x(0,t) = x(1,t) = 0 posées ala frontiére de I'intervalle

sur lequel I’ équation différentielle doit étre satisfaite.

Décomposons le domaine d espace [0,1] en N intervalles égaux correspondant a un pas
de discrétisation Az = % . Un schéma classique de discrétisation de la dérivée de premier et

second ordre est |e suivant :
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* *
0x | Tn =%

~

9z " Az

2 * * *
d0°x | _ Xn+ —2x, +x,_4
— |, =

0z (Az)?
D’ou I’ équation différentielle:
2
x:(t) = e [x:1 — 2% + x5 4] n=123.,N-1 (2.9)
Avec les conditions aux limites:
x5(t) =x(0,t) =0 (2.10)
xy(@) =x(1,t) =0 (2.11)
Et les conditions initiales:
x5 (0) = xy(nAz) (2.12)

Soit sous forme matricielle :

(2.13)

La matrice dynamique obtenue par ce schéma de discrétisation est tridiagonale

symeétrique.

Maintenant, en considérant les conditions initiales, on peut résoudre par une méthode

d’intégration numérigue le systeme d’ équations aux dérivées ordinaires (2.13).
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2.7 Mise en cauvre de la méthode des lignes

Considérons un réacteur chimique tubulaire dispersé isotherme [9] dont le
comportement  dynamique est régit par I'équation dé&at du systeme
Diffusion-Convection-Réaction, donné comme suit :

0x(z,t) 0x(z,t) 9%x(z,t)
=V, TP + R, (x(z, 1)) (2.14)

v : Convection (vitesse).
D : Coefficient de Dif fusion.
R,(z,t) : Réaction (fonction non linéaire).

L'évolution de la concentration est décrite par I’EDP (2.14) munie des conditions aux
frontiére de Danckaerts.

ax(z,t
(07 6) = vx(0*,£) = D xgzz )| .. (2.15)
0x(z,t)

~ |, =0 (2.16)

2.7.1 Discrétisation spatiale et modéle approximé du réacteur

L'évolution de la concentration est décrite par I’ équation aux dérivees partielles (2.14),
avec les conditions aux limites (2.15) et (2.16).

Onconsiderequezy =0<z; <z, < <zy_1 <zy =L
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Ladiscrétisation de |’ équation (2.14) par les différences finies donne :

D
£(0) = = [4(0) = 14 (O] + 55 201 (0 = 20(0) + 51 (O] + Re(0(0)  (217)
On prend :

x(07,t) = u(t) : Variable d'entrée.
x(0%,t) = x(0,t).
x(l,t) = y(t) : Variable de sortie.

Pour i=1... N,on utiliselaformule (2.17).

v' Pour i =1, laformule(2.17) donne:

D
X (t) = — é e () = %0 (O] + 17 [22(6) = 226 + 20 ()] + R, (a1 (®) (2.18)

Laformule (2.18) dépend de x,(t), donc on doit utiliser la condition au limitez = 0. La

discrétisation de la condition au limite z = 0 (2.15), donne:

D
vu(t) = vxg(t) — " (x1(t) — x0(1)) (2.19)

A partir de cette équation, on détermine x, (t) comme suit :

D _ D
vu(e) + 4% () = (v + E) %o () (2.20)
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D'ou:

vu(t) + o3 (0)

(v+ )

Ains en remplacant dans (2.18), |’ expression (2.21), on aura:

xo(t) = (2.21)

—2D—vAz D%4+vDAz

xl (t) - ( Az2 + vAZ3+DA22) 1 (t) + (Alz)_z) X2 (t) + Ra (X1 (t)) + (:AZZAZZ%) u(t) (222)

v" Pour i =N, laformule(2.17) donne:

sy (6) = == [y () — 21 (D] + 7y D1 () — 20y () + 21 (D] + Ry (xn(®) (2.23)

Az E

La formule (2.23) dépend de xy,1(t) qui n'est pas disponible donc on doit utiliser la
condition au limite z = I. La discrétisation de la condition au limite (2.16), donne :

0x(z,t)
0z

1
z=l = Az (xN+1 ®) - xN(t)) =0 (2.24)

Par consequent : x4 (t) = xy(t).

Donc, pour i = N, il vient :

oy (©) = = [ () — 3y (O] + o Py () — 22 () + -1 (O] + Re (e ()

Az Az?
] (D v D v 5 95
in(®) = (7 + 1) wa© + (-7~ 1) (0 + Ra(x (©) (2:25)

v Pouri=2...N-1, laformule(2.17) donne:



_)'Cl_

X2

X3

xN—l

,x'.N_
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D 2D D
400 = (7)1 O + (= 7)1 + (7 + 360 +R(1(D)  (226)

Ains on aura:

(0 = (FE + ) 1 0+ (35) %00 + R 0) + GEEZDUO

= [0 — 1 (O] + 5 [x3 (£) = 22, (8) + 21 (D] + Ra(22(D))

X, () = Y

D
Xy_1(t) = —é [xy—1 () —xy_2(t)] + 72 [y (£) — 2xy—1 () + 252 ()] + Ry (xn—1 (D))

D D
in(® = (7 + 1) v © + (-7~ 1) (O + Ra(x (©)

Ou bien sous laforme matricidlle:

_ 2 -
“ep-waz DPawdbe D ) [t
Az? vAz3 + DAz? Az? vAz2 + DAz
D v v 2D D
AzZ Az Az Az? Az 0
0 3
- + . u(t) + R,
0
D v v 2D D
—— ——— — XN-1
AzZ Az Az Az? Az
0 0 D v D v Xy
Az2 Az Az Az 0

2.7.2 Simulation numérique du modele d’ é&at obtenu

_xl_

L Xy

X2

X3

XN-1
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Pour N = 20 points, on obtient le résultat de lafigure 2.3.

Figure 2.3 Evolution spatio-temporelle de la concentration dansle réacteur

2.8 Conclusion

La méthode des différences finies est une méthode numérique basée sur la discrétisation
en temps et/ou en espace. Elle est tres utilisée pour traiter des problemes de physique. Les
principaux avantages de cette méthode résident dans sa formulation relativement simple, la
robustesse de I'algorithme qu’ elle utilise et dans la possibilité d'effectuer des études sur un
large éventail d'applications a des problemes réels. Bien que la méthode des lignes est
devenue un outil standard pour résoudre des problémes pratiques et complexes, il faut savoir
aussi gqu’ on pourra faire appel a d’ autres méthodes de résol ution approchée.

Par conségquent, ce chapitre, est une introduction simple de la semi-discrétisation
spatiale par la méthode des différences finies, qui construit une approximation des équations
exactes par substitution des dérivées partielles par des différences. Le chapitre suivant sera
consacré a d autres méthodes de résolution plus simples encore, appel ées méthode des résidus

pondérés.
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Chapitre 111

Méthode des résidus
pondereés

Un expert est un homme qui a
fait toutes erreurs qui peuvent
étre faites dans un domaine
tres étroit.

Niels Bohr
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3.1 Introduction
Généralement, la méthode des résidus pondérés est utilisée pour ‘remanier’ les relations
d'équilibre des problemes physiques traités avant I'étape de discrétisation par la méthode des

différencesfinies.

Le principe de cette méthode consiste a approcher partiellement |’ annulation du résidu

d’une équation différentielle pour trouver une solution discréte approximative.

L’ objectif de ce chapitre est de mettre en avant le principe de la méthode des résidus

pondérés qui porte sur la minimisation de ces résidus jusgu’'a I’ obtention de la meilleure

approximation de la solution voulue.

3.2 Définition de la méthode des résidus pondér és

La méthode des résidus pondérés est une méthode destinée a réduire la complexité d’ un

systéme d'équations pour permettre sa résolution dans le cas ou celui-ci présenterait des

difficultés d'ordre mathématique (discontinuités, fonction non définie, valeursinfinies...).

3.3 Principe de la méthode desrésidus pondér és

Cette méthode est basée sur :

La définition d'un résidu (typiquement I'équation régissant le probléme).

La pondération du résidu par une fonction test.

L'intégration du résidu pondéré sur tout le domaine (spatial ou temporel).

Une ou plusieurs intégrations par parties, éventuellement.
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3.4 Description mathématique de la méthode desrésidus pondér és
Considérons I’ équation aux dériveées partielles définies sur un domaine Q [1] :

6x((32t, D - Mx(z 0] + H@u(z £) (3.1)

Cette méthode consiste a déterminer pour I'équation (3.1) une solution modale
approchée delaforme:

N
(50 = ) a®Ofi2)+ 90 (3:2)

i=1

Ou les fonctions de base f; (z) sont fixées a priori. Ces fonctions sont appel ées fonctions

de coordonnées ou fonctions test.

N’ étant qu’ une approximation de la solution exacte, x*(z, t) ne vérifie pas exactement

I’ égquation et les conditions initiales et aux limites.
Lafonction ¢ (z, t) satisfait les conditions aux limites suivantes :

Llx(z,t)] = u (2, t) z € Fr(Q) (3.3)
Laprécision de |’ approximation dépend de |’ ordre de troncature d’ ordre N de la série.
En portant la solution x* dans I’équation (3.1), les conditions (3.3), et la condition

initiale, on définit les résidus suivants::

e Résidu sur I’éguation

*

R(x*) = aait — M[x*] — Hu (3.4)
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e Résidu sur les conditions aux limites

Ri(x") = L[x"] = (3.5)

e Résidu sur la condition initiale

Ro(x™) = xo — xg (3.6)

Si x*(z, t) était la solution exacte, cestrois résidus seraient nuls.

Le principe de la méhode des résidus pondérés [8] consiste a minimiser a chague
instant I’ un de ces résidu afin d’ obtenir 1a meilleure approximation possible de la solution.

Collatz a défini les méthodes suivantes, a partir des considérations sur les résidus
R(x*(z,t)) et R;:

»La méthode intérieure: Les conditions aux limites sont toujours satisfaites R; = 0,

gréce au choix approprié de x*.

»Laméthode aux limites: L’ équation est toujours satisfaite R(x*(z,t)) = 0.

»La méthode mixte: Ni I’éguation ni les conditions aux limites ne sont satisfaites, ce

qui correspond AR (x*(z,t)) #0 et R; # 0.

En faisant un choix approprié de x* tel que les conditions aux limites soient toujours
satisfaites (Rj=0), la méthode «intérieure» des résidus pondérés consiste a minimiser le
résidu R(x*), ce qui revient a projeter ce résidu défini en (3.4) sur N fonctions de pondération

wi(z) et a écrire que ces projections sont nulles.
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En raison de la nature répartie du résidu sur Q, ces projections sont définies par les
produits intérieurs suivants:

< RO, 0y(2) >o= j R(x")a; (2)dQ = 0 i=12,.N 3.7)
Q

On obtient ainsi un systeme de N éguations permettant de calculer les coefficients

inconnus a; (t) del’ expression (3.2).

Selon le choix des fonctions de pondération w;(z), on obtient plusieurs classes [2] de
méthodes des résidus pondérés.
3.4.1 Méhode des moindrescarreés

La minimisation du produit scalaire < R(x*),R(x*) >q par rapport aux inconnus

a; (t) revient achoisir :

OR(x*)
aal‘

w;(z) = i=12,..,N (3.8)

Car dela condition de minimisation :

0
a—ai < R(x*),R(x") >0=0

On déduit :
0
—] R>(x")dQ =0

Par conséquent :

OR(x*)
da; >0

< R(x"),

I
o
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3.4.2 Méthode de Galerkin

Dans cette méthode, |es conditions suivantes sont posées sur le choix des fonctions :

» Les fonctions de pondération sont choisies dans la méme famille que les fonctions de

forme.

» Lesfonctions de pondération et de forme doivent étre linéairement indépendantes.

> Les fonctions de pondération et de forme doivent étre les N premiers éléments d’'une

base de fonctions.

» Lesfonctions de forme doivent satisfaire exactement les conditions aux frontiéeres.

La minimisation du produit scalaire < R(x*), R(x*) > par rapport aux a;(t) revient a

choisir :

w;(2) = aRag*) = f;(2) i=12,..,N (3.9)

En effet, de la condition de minimisation :

0
2 < R(x*),R(x*) >q=0

On déduit :

9 OR(x"
—fRZ (x)dQ = fRZ 2R84 g
da; Jo Q da

Or:

N

N
RG) = ) a(Ofi() —M [Z a®fi()
i=1

i=1

— Hu
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Donc:

OR(x") )
o - fi(2) i=12,..,N

3.4.3 Méthode des moments

Dans ce cas, les fonctions w;(z) sont des fonctions linéairement indépendantes

orthogonales sur Q :

w; = 1;(2) i=12..,N
fwi(z) w; (2)dQ = §; (3.10)
Q

Ou les §;; sont lesindices de Kronecker.

Pratiquement, il est préférable de choisir ces polynémes orthogonaux dans le domaine

3.4.4 Méthode de collocation par sous-domaines (méthode des sous-domaines)

En partitionnant le domaine Q@ en N sous-domaines Q; (i =1,2,..,N) non

nécessairement digjoints, les fonctions de pondération w;(z) sont ainsi fixées:

w = {constante sur Q;
;=

0 ailleurs (31D

Cequi rend nulle I’intégrale du chacun des sous-domaines :

f R(x")dQ =0 i=12..,N (3.12)
Q

i
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La méthode de collocation est le cas limite de cette méthode ; elle correspond a un choix
de sous-domaines infiniment petits.

3.4.5 Méthode de collocation par points (collocation orthogonale)

Lorsque chague sous-domaines Q;, défini ci-dessus, se réduit a un point, les fonctions

de pondération w; (z) sont identifiées a des fonctions de Dirac :
w;(z) =6(z—z) i=12,..,N (3.13)

Dans ce cas le produit scalaire (3.7) s écrit :
LR[x*(z, t)]6(z —2)dQ =10
Soit :
R[x*(z;,t)] =0 i=12,..,N (3.14)

En annulant les résidus aux différents points de collocation z; (i = 1,2, ..., N) choisis

sur Q, lasolution x* est obtenue exactement en ces points.
Si cette méthode est tres simple a metre en cauvre, elle nécessite un certain nombre de

précautions dans le choix des fonctions de base f;(z), du nombre et de la position des points
de collocation.

3.5 Généralisation de la méthode desrésidus pondér és

D’une maniere générale, on peut dire que |I’éguation qui a servi a déterminer les
parameétres de cette méthode s écrit :
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fwi(z)R(x*)dQ =0 (3.15)
Q

Ou w; (z) sont :
e Fonctions dérivées du résidu par rapport aux coefficients pour les moindres carrés.
e Fonctions de base de I'approximation pour Galerkin.
e Fonctions linéairement indépendantes orthogonal es pour la méthode des moments.
e Fonctions « échelon unité » pour la collocation par sous-domaines.

e Fonctions de Dirac pour la collocation par points.

3.6 Comparaison des différentes méthodes des résidus pondér és

Une comparaison subjective de quelques unes de ces méthodes a été réalisée par
(Fletcher, 1984) [5], et serésume dans le tableau 3.1 :

M éthode Galerkin MoindresCarrés | Sous-domaines Collocation
Précision Tresgrande Tres grande Grande Modérée
Facilité Modérée Pauvre Bonne Trés bonne

deformulation

Remarques Equivalente a Non adéquate Equivalente ala Collocation
additionnelles | laméthode de pour des méthode des orthogonale

Ritzs problémes de volumesfinis, donne une
applicable | valeurspropresou | bonne pour les | grande précision
évolutions formulations de

conservation

Tableau 3.1 compar aison des méthodes des résidus pondér és.
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3.7 Conclusion

Il existe diverses méthodes qui font partie de la famille des méthodes des résidus

pondérés, elles se différencient entre elles par le choix des fonctions de pondération.

Un point important dans la méthode des résidus pondérés est le choix des points de
collocation. Les auteurs Villadsen et Stewart [15] ont montré que la solution était plus précise
pour un choix de points de collocation placés aux racines d' un polyndme, par exemple de
Jacobi ou de Lagrange. Dans ce cas on parle de la Méthode de Collocation Orthogonale. Cette
méthode dans le cas d' utilisation des polyndmes de Lagrange fera I’ objet de description du

chapitre suivant.
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Chapitre 1V

Simulation par la
méthode de
collocation
orthogonale

La théorie, c'est quand on sait
tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c'est quand tout
fonctionne et que personne ne
sait pourquoi. Ici, nous avons
réuni theorie et pratique :
Rien ne fonctionne... et
personne ne sait pourquoi !

Albert Einstein
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4.1 Introduction

La méthode de collocation orthogonale appartient au groupe des méthodes des résidus
pondérés qui sont des méthodes de discrétisation de problémes différentiels trés générales.
Cest une méthode puissante permettant d'établir un modéle approché d équations
différentielles ordinaires a partir d’'un modée initial d’ équations aux dérivées partielles. En ce
sens, on peut aussi la considérer comme une méthode de réduction de modele de systémes de

dimension infinie.

Ce chapitre a pour objectif de présenter la méthode de collocation orthogonale, entre
autres ses avantages, son principe, en mettant en évidence les différentes conditions a
respecter pour une meilleure application. A la fin de ce chapitre on effectuera une
comparaison entre la méthode de collocation et celle des différences finies étudiée dans le
chapitre I1.

4.2 Définition dela méthode de collocation orthogonale

La méthode de collocation constitue des techniques numériques de résolution
d’ équations aux dérivées partielles. Elle est utilisée dans les problemes pratiques pour sa
facilité d’implémentation, en particulier dans le cadre des ééments finis pour les équations
intégrales.

4.3 Avantages dela méthode de collocation orthogonale

Villadsen et Michelsen [14], ont montré que la collocation donnait & moindre co(t des
résultats similaires (en précision, a ordre de discrétisation comparable) a ceux issus de la
méthode de Galerkin (souvent considérée comme la méthode de référence) si certaines
précautions sont prises pour son implémentation.
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L es atouts de la méthode de collocation sont, entre autres :

e Safacilité d implémentation.

e L’ordre trés réduit du systeme différentiel approché obtenu (en comparaison a I’ ordre

obtenu a précision comparable pour la méthode des différences finies, par exemple).

e Lanature desvariables d état reste inchangée apres la procédure de réduction.

4.4 Principedela méthode de collocation orthogonale

L’idée de base de la méhode de collocation orthogonale consiste a rechercher la
solution approchée dans un espace d approximation linéaire de telle maniere que cette
solution approchée satisfasse le probléme différentiel initial en un certain nombre de points

choisis du domaine spatia appelés pour cette raison points de collocation.

En général, on utilise comme espace d approximation a chaque instant |’ espace linéaire
engendré par un ensemble fini de fonctions de forme (de la variable d espace) simples et

linéairement indépendantes (e plus souvent, des polyndmes).

Les fonctions inconnues recherchées sont alors écrites sous la forme de combinaisons
linéaires finies des fonctions de formes et les coefficients de ces combinaisons linéaires,

variables dans le temps, sont les inconnues du probléme différentiel approché.

Dans le cas du réacteur étudié dans le chapitre Il, la fonction inconnue de notre
probléeme différentiel approché est la concentration x, dépendant & la fois du temps et de

I’ espace.
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45 Miseen cauvre dela méthode de collocation orthogonale

Dans la mise en oauvre de la méthode de collocation de trés nombreux choix doivent
étre faits, qui ont des conséquences cruciales (il sagit en fait d une faiblesse de cette
méthode) [14].

Ces choix concernent : les fonctions de forme utilisées, la localisation des points de

collocation et I’ introduction des conditions aux limites.

45.1 Construction desfonctionsdeforme: polyndmes de Lagrange

Les fonctions de forme sont choisies en toute géenéralité pour étre linéairement
indépendantes et engendrer un espace linéaire « intéressant », mais dans la mise en oauvre
ultérieure de ces fonctions de forme, il peut étre intéressant d’utiliser des fonctions qui
rendent plus simple le calcul de la solution approchée et permettent en outre une

approximation précise de la solution du probléme différentiel.

Les fonctions de forme choisies dans la suite sont les fonctions dinterpolation de
Lagrange. Leur intérét est double : d'une part une expression plus simple du probléme
différentiel approché (gain en termes de nombre d' opérations), d autre part un calcul direct
des concentrations x;(t) aux différents points de collocation (ce sont les coefficients de
I” approximation des profils de la concentration dans la base des polyndmes de Lagrange, qui

est auss base d’interpolation aux points de collocation).

Soient {z;}"_, , N points de collocation, il est possible de construire N polynémes, notés

{Lj (z)}j,vz1 , appelés polyndémes de Lagrange, de degré N — 1 satisfont la condition suivante :

_ 611 =1 si i=j
Li(z) ={ 8;=0 sii#j
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Dont I’ expression générale du polynéme est donnée par :

N
Z—z;
b= L_llzj —z
i#j
Ou sous une forme plus dével oppée :
Ly (x) = (x —x)(x — x3) ou e (x —xy_1)(x —xy)
! (1 — x2) (X1 — x3) wor e (1 — xn—1) (1 — xn)
L,(x) = (x—x1)(x — x3) ... .. (x —xy_1)(x —xy)
? (2 — x1)(x2 — x3) woe . (2 — xy—_1) (X2 — xp)
Ly(x) = (x —x1)(x — x3) oo .. (x —xy_2)(x —xy_1)
N (xy —x1) ey — x2) wee oo (xny — xn—2) (xy — XN_1)

45.2 Choix despointsde collocation

Les points de collocation correspondent aux endroits ou on impose que la solution
approchée satisfasse le probleme différentiel de départ. 1l faut donc les positionner aux

endroits ou |’ on souhaite avoir le plus de précision.

En générd, les points de collocation sont choisis comme racines des polynémes
orthogonaux. Ceci présente plusieurs avantages, le plus notoire étant de réduire les
phénomeénes d’ oscillations qui apparaissent lors de I’ interpolation par des polynémes d ordre
élevé. Ce phénomeéne peut s expliquer a I’aide des formules de quadratures usuelles qui
montrent que ce choix permet I'intégration des fonctions approchées jusgu’a un ordre

«maximal», pour un nombre de points d’interpolation donné.

Un choix intéressant de points de collocation sont les zéros des polynémes de Jacobi.
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En effet, les deux paramétres qui définissent cette famille permettent de contréler

facilement et relativement souplement la position des points de collocation (étalement,
dissymétrie, concentration vers les bords, etc.).

En général, on a recours a une plus forte concentration de points de discrétisation aux
extremités, ce qui réduit les effets de bords dls notamment aux conditions aux limites.

L es polyndmes de Jacobi sont définis par larécurrence atrois termes :

PjacO(x) =1

11 11
Prac 1 (%) =§a—§b+(1 +Ea+§b>x

P _1(2N+a+b—1)(a2—b2+(2N+a+b)x)P
Jaen (X) = 2 N(N+a+b)2N+a+b—2) faen —1(X)

(N+a—1)(N+b—1)(2N+a+b)P
TN tatb)Ntatb_2) w2

Ou a et b sont des coefficients supérieurs a —1/2 (la vdeur a=b=—-1/2
correspond aux polynémes de Tchébycheff).

Il'y aauss les polyndmes de Legendre qui sont un cas particulier des polyndémes de
Jacobiavec a=b =0

P}'acO(x) =1

Pjacl(x) =X

12N - 1)x 2(N —-1)
F}'acN (x) = 2T N JaeN () — Tf}acN (%)
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Il faut bien noter qu’aucune des racines de ces polyndmes n’'est aux extrémités du
réacteur tubulaire, ¢’ est pour cela qu’il faut gouter deux points aux extrémités correspondant
aux conditions aux limites. Finalement, il faut donc calculer les N — 2 racines d’ un polynéme

dedegré N — 2, pour obtenir N points de collocation.

45.3 Localisation des pointsde collocation

La méthode de collocation ne pose pas de conditions spécifiques sur la localisation des
points de collocation, cependant, cette localisation est trés importante dans cette méthode pour
la précision du résultat. Il est a noter, que la solution des équations différentielles par cette
méthode est une approximation de la solution par interpolation polynémiale, et donc présente
les caractéristiques propres a ces méthodes d approximation, en particulier vis-a-vis du

nombre et du choix des points de collocation.

Il est bien connu dans ces méthodes que pour obtenir une solution acceptable il est
nécessaire d' utiliser un certain nombre de points, et que quand le nombre de points devient
tres élevé avec une répartition équidistante, la solution présente des oscillations [12]. Ces
oscillations apparaissent principalement sur les bords, et sont dles a I'ordre élevé du

polyndme d’ interpolation.

Pour éviter ce probleme, il est alors nécessaire de disposer les points de collocation
suivant les racines des polynémes orthogonaux, de sorte que les points sont plus rapprochés

sur les bords réduisant ainsi les oscillations.

4.6 Introduction des conditions aux limites

L’introduction des entrées est tres simple avec les fonctions de forme de Lagrange ; la

relation directe entre les valeurs physiques et les variables a calculer permet en effet de

substituer directement les valeurs des entrées dans un systeme.
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Il est important de noter deux points essentiels, qu'il existe ici les mémes possibilités
pour le choix des conditions aux limites que dans les méthodes antérieures, et que dans cette
méthode il faut éliminer |’ éguation correspondante a la condition au limite choisie.

En définitive, le systéme sera donné de fagon différente selon les conditions aux limites
choisies.

4.7 Application dela méthode de collocation au modéle du réacteur chimique [9]

4.7.1 Discrétisation spatiale

Reprenons I’ exemple du réacteur chimique tubulaire disperse isotherme étudié dans le
chapitre Il dont le modele d’ état est :

ax(z,t)  0x(zt) 0%x(z,t)
=V, t D 5t R.(x(z,1)) (4.1)
0x(z,t
vx(0,t) = vx(0",t) — D (2 ) |Z=0+ (4.2)
0x(z,t)
22 =0 (4.3)
Ou:

x(07,t) = u(t) : Variable d'entrée.

x(0%,t) = x(0,¢).

x(l,t) = y(t) : Variable de sortie.

Nous résolvons le modéle d'égquation (4.1) et (4.2) en utilisant la collocation

orthogonale.
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En appliquant la collocation orthogonale sur les ééments finis de N dans le domaine
spatial, la variable primaire x(z, t) peut étre exprimée comme x(z,t) = ¥V, L;(2)x(z;, t) au

tempst, ou L;(z) est le polynéme d'interpolation de Lagrange d'ordre (N-1) :

N
Z — Z;
L@ = || J (4.4)
AL Zp =2
j=1,j+i
Qui satisfait :
.
Li(z)={¢ iz (4.5)

Une autre propriété importante des polyndémes d'interpolation de Lagrange utilisés dans

I'approche de collocation orthogonale est qu'ils sont orthogonaux entre eux, c'est-a-dire :
1 —
f L)L (2)dz={ " §is (4.6)
0

Par conséguent, un nombre restreint de points de collocation est exigé pour obtenir une

solution preécise.

Basés sur |'arrangement orthogonal de collocation, les éléments de collocation (z;) et le
polynéme d'interpolation de Lagrange peuvent étre déterminés a priori sans information de la
structure de I'EDP. Alors, les dérivées partielles de x en ce qui concerne la coordonnée

peuvent étre exprimées comme suit :

N
dx(z,t) _ Z * (2 1) dL;(z) (4.7)

dz dz
i=1

2x(zt) &L, (2)
— = Z x(z;,t) (4.8)

d0z2 dz?
i=1
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On définit les deux matrices A et B comme suit ;

dL; (z;
A= {AU = ii(z ‘); ij=12, N} (4.9)
Et:
dzLj(Zl) ..
B=iB;; = ppeat i,j=1.2,..,N (4.10)
Ona
N
x(z,t) = Z Li@x(z0 (4.11)
l:

D’apres (4.7) et (4.8), 'EDP originale (4.1) peut étre convertie a un ensemble dEDO :

dX(Zz, t)

N
= —vz Azjx( t) +D Z Bz'jx(zj, t) + Ra(x(zz, t))
i=

(4.12)

dx(ZN 1,t)

N
= —‘UZAN 11x( t) +D z BN_l’jx(zj,t) + Ra(x(zN_l, t))
j=1

Selon (4.1) et les conditions aux frontieres (4.2) et (4.3)
Et selon :

x(07,t) = u(t)
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On aura:

N
vu(t) = vx(zy, t) — DZAij(Zj, t)
=1

(4.13)

N
ZAN,jx(Zj’t) =0
j=1

Le systéme d'éguations (4.12) et (4.13) est une EDO qui peut étre encore ssimplifiée en

incorporant les conditions aux limites dans |'égquation aux dérivées ordinaires.

D'abord, nous récrivons les équations décrivant les conditions aux limites sous laforme

suivante :
Ona:
N
vu(t) = vx(z;,t) — D ZAij(zj, t)
j=1
N-1
vu(t) = x(zy,t) [v — DAM] — DAy nyx(zy,t) — D z Ay jx(z,1)
=2
D'ou:

N
vx(zy,t) = vu(t) + DZAl.jx(Zj» t)
=1

N
= vx(zy,t) = vu(t) + D [Ay1x(z1, t) + Z Ay ;x(z,t)
j=2
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N-1
= UX(Zl,t) = UU(t) +D A1,1X(Zl, t) + Al,Nx(ZN't) + Alij(Zj, t)
j=2
N-1
=D Z Ay;x(z,t) + vu(t) = [v — DAy 1 |x(21,t) — DAy yx(zy, t) (4.14)
j=2
Etona:
N
ZAN‘jx(zj,t) =0
j=1
N-1
- AN'lx(Zl,t) + AN’jx(Z',t) + AN’Nx(ZN, t) =0
j=2
N-1
- AN,lx(ZlJ t) + AN‘Nx(ZN, t) = — Z ANJ'X(Z]', t) (415)
j=2

On met les équations (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15) sous forme matrices-vecteurs, on

obtient :
Ag={Ar, = Aiprjes Lj=12,.,N -2}

By={(B,, =Bii1j41; Lj=12..,N—2}

ri,j

Azq Az N By, By
A, = : : ) B, = : :
Ay-—11 An-an By_11 Bn-in
v—DA —DA
_ 11 1,N] ’ V= [v]
Anq Ay n 0
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_[PA1z -+ DAjn—

N =
—Ayz 0 —Ann-1

, H=[0 1]

x = [x(z3,t) x(z3,t) - x(zy_1,0)]"

d = [x(z,,) x(zy, )]

f =[Ra(x(z2,1)) Ro(x(z3,)) =+ Ry (x(zy-1,))]"

En utilisant les définitions ci-dessus, on aboutiraa:

d=MINx+ M WWu

A condition que M ne soit pas une matrice singuliére et en utilisant les notations

précédentes, les équations (4.12) et (4.13) peuvent étre écrites comme suit :

X = (—UAd + DBd)x + (—UAb + DBb)d + f(X)

x = [(—vAg + DBy) + (—vA, + DB,)MIN]x + f(x) + (—vA, + DB,)M WVu

Et:

y =HM Nx + HM Vu

Ce qui est sous la forme standard, en passant d'un état d’ un processus dynamigque non

lindaire aun autre:

x=Ax+B.u+ f(x)

y=Cx+D.u
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Ou:

A, =[(-vA; + DBy) + (—vA, + DB,)M~1N]

B. = (—vA, + DBy)M~ 1V

C.=HM'N

D.=HM™ v

4.7.2 Simulation numérique du modéle d’ état obtenu

En prenant le nombre de points de collocation N = 5, la simulation du modele
approximé obtenu par la méthode de collocation orthogonale conduit au résultat de la

figure4.1.

Figure 4.1 Evolution de la concentration dansleréacteur
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4.8 Comparaison entre la méthode de collocation orthogonale et la méthode des lignes

basée sur les différencesfinies

Pour obtenir une solution d' une précision similaire il faut utiliser, pour la méthode des
différences finies un nombre de points au moins quatre fois supérieur au nombre de points
utilisé pour la méthode de collocation. Cela indique que la méthode de collocation est
plus « performante » que la méhode des différences finies. Ceci représente deux effets
favorables pour lasimulation : Un premier effet favorable est la possibilité que les ssmulations
soient plus rapides car I’ utilisation d'un petit nombre de points implique moins de temps de
calcul. Et le second, qui est une conséquence du premier, est la possibilité d’ utiliser des pas de

temps plus grands pour la simulation.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, a I’aide de la méthode de collocation orthogonale on a éaboré un
modél e réduit (donné sous forme de représentation d’ état) du réacteur chimique. Les notions
de base relatives a la méthode de collocation ont été présentées. Ces derniéres mettent en
evidence les différentes étapes essentielles afin d aboutir a une meilleure application de la
méthode.

Finalement, il est possible de conclure que la méthode de collocation orthogonale est
une méthode classique et rapide, facile a implémenter, plus précise par rapport aux autres
méthodes de résolution approchée, et efficace en donnant un meilleur résultat en un nombre

inferieur de points de collocation.



Conclusion Générale

Conclusion
Générale

La Science est des faits ; juste comme des maisons sont
faites de pierres, est ainsi la science faite de faits ; mais
une pile des pierres n'est pas une maison et une
collection de faits n'est pas nécessairement la science.

Henri Poincare




Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cas de la simulation des systémes a
parametres distribués. L’ objectif principal est non seulement d étudier deux méthodes de
simulation différentes qui sont la méthode des lignes (basée sur les différences finies) et la

méthode de collocation orthogonale, mais aussi de comparer leurs performances.

Ainsi, aprés avoir présenté des genéralités sur les systemes a parameétres distribués, on a
mis en évidence, de maniere générale, les différentes méthodes de simulation dédiées aux
systemes décrits par des équations aux dérivées partielles en expliquant leurs principes, et
particuliérement |a méthode des lignes et de collocation orthogonale. Pour comparer ces deux
méthodes, une simulation d’un réacteur chimique munie de conditions initiales complexes a
été abordée.

Les résultats obtenus, par simulation, permettent de conclure que la méthode des
différences finies est relativement simple a utiliser. On a également trouvé que la méthode de
collocation orthogonale qui est « du point de vue pratique » la meilleure parmi toutes les
méthodes déja énonceées, que ca soit en termes de précision, de performances, mais auss de

rapidité et d’ efficacite.

Enfin, ce gu'on a présenté est loin d étre cloturé, puisque il existe quelques points
importants qui peuvent encore étre évoqués ou améliorés. On peut, par exemple, appliquer la
méthode de collocation orthogonale pour des systemes plus compliqués, ou d' utiliser d autres
polynémes d’ interpolation comme ceux de Legendre par exemple ou les ondel ettes.
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