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Introduction générale

La modélisation d’'un systeme dynamique consist€éaim sous forme d’équations
mathématiques les relations liant les différentasables caractéristiques du systeme (entrées,
sorties, états et perturbatiofis)]. Le modéle peut étre décrit sous forme d’équations
différentielles ordinaires, de fonction de transtar de représentation d’état.

En automatique, le modéle mathématique d’'un systéymamique est utilisé pour
'étude de son comportement, pour l'analyse de pexpriétés structurelles (stabilité,

commandabilité et observabilité) et pour la conicepde la loi de commande.

Pour I'obtention d’'un modéle mathématique, il exisieux approches. La premiére
approche, appelée modélisation mathématique, derssigcrire les lois physiques régissant le
fonctionnement du systeme (relations mathématiqerdse les variables du systéme) en
considérant un certain nombre d’hypothéses simplifices, physiquement, acceptables. La
deuxieme approche, appelée modélisation expérimeerdansiste a déterminer un modele
mathématique a partir des mesures entrées-sottess.parametres du modele sont alors

déterminés par des techniques d’identification.

L’identification est une technique expérimentaleé glappuie sur l'utilisation des
procédures et des algorithmes manipulant les mesexpérimentales et qui a pour but
d’élaborer les paramétres du modéle de telle squie le comportement du modeéle soit
identique a celui du systend [11][12].

L’identification des systémes dynamiques par desaggns différentielles d’ordre
entier a connu un grand succes, du fait de leuacgspa décrire le comportement réel du
systeme. Cependant, dans les derniéres décenmiemntbreux mathématiciens ont affirmé
gue l'usage des équations différentielles d'ordractfonnaire peut mieux décrire le
comportement réel d'un systeme. Dans plusieurs t@sala modélisation avec la dérivée
non entiere permet d’accroitre davantage la ptisiu modele. Ainsi, l'utilisation d’un
modeéle trés précis permet une analyse fiable de pexriétés fondamentales
(commandabilité, observabilité et stabilité) etrd&iorer ses performances.

Quoique les modeles fractionnaires soient recomégngour la description
dynamique du comportement du systeme, l'obtentientels modeles en écrivant les

éguations mathématiques régissant les phénomegsmpés est une tache tres délicate. Par
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conséquent, la modélisation expérimentale (ideatifbn) constitue une approche alternative
intéressante. La caractérisation consiste a chl@sstructure du modeéle puis chercher a
déterminer ses parametres par des techniques tification.

L’identification peut se faire dans le domaine pemel ou le domaine fréquentiel.
L’identification des systemes d’ordre fractionnairst un domaine de recherche actif et peu
de contributions sont proposées dans la littérataieplupart des méthodes sont basées sur
'approximation des modéles fractionnaires par desdeles entiers puis d'utiliser les
techniques d’identification développées pour cetgp modéle.

L’objectif de ce mémoire est l'identification degsteemes d’ordre fractionnaire. Pour
la simulation des équations d’ordre fractionngi@jr avoir les mesures, on propose d’utiliser
la méthode des itérations variationnelles fractarenet pour I'identification des parametres

du modéle on utilise la méthode du modele.
Le mémoire est organisé en trois chepittont les contenus sont comme suit :

Lepremier chapitre présente les différentes définitions mathématigieekintégrale
et de dérivée d'ordre fractionnaire : Riemann Litday Caputo et Griinwald-Letnikov, ainsi
gue les principales propriétés de la dérivatiorrdi® fractionnaire, I'évaluation numérique
des opérateurs d’ordre fractionnaire et la rept@sen mathématique d’'un systeme d’ordre

fractionnaire.

Dans ledeuxieme chapitre deux méthodes numériques pour la simulation des
systemes d'ordre fractionnaire sont présentées. ptemiere méthode est basée sur
approximation numérique de la dérivée d’ordre cfrannaire, selon la définition de
Grunwald-Letnikov et la deuxieme méthode est lahod¢ des itérations variationnelles
fractionnaire (FVIM). Les deux méthodes de simolatbnt été appliquées pour la simulation

d’'une équation différentielle d’ordre fractionnaire

Ledernier chapitre présente le principe de la méthode du modeleségélien
identification des systemes. Le chapitre présemaleénent la méthode d’optimisation
numérique de Newton. Un exemple d’application plidentification des parametres d’un
systeme linéaire d’ordre fractionnaire en utilisEniéthode du modele basée sur la méthode

des itérations variationnelles est abordé a lddirchapitre.
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1. Introduction :

Les systémes d'ordre fractionnaire sont des sysewui sont modélisés par des
égquations différentielles d’ordre non entier (fraghaire). Ces équations sont basées sur la
notion de dérivation et d’intégration d’ordre nartier.

La question de dérivation et intégration fractiain@ (calcul fractionnaire) était posée trés
tot dans I'histoire. Elle est abordée dés 1695 damgourrier échangé entre I'HOpital et
Leibniz, lorsque I'H6pital demande que pourraied# résultat de la dérivée d’ordre un demi
de la fonctionx(t) par rapport a la variabte Leibniz répond que cela méne & un paradoxe, et
un jour quelgu’un pourra atteindre d’utiles consg&tpes de cette expression, depuis, le calcul
fractionnaire est né, donc, c'était au cours19&™ siécld4]. Cent ans plus tard, aprés
guelque travaux d’'un grand nombre de mathématideregu’Abel, Liouville, Riemann, Bien
gu'’il ne soit pas nouveau, le calcul différentielitégral d’ordre fractionnaire est redevenu
un sujet d’étude dans la deuxiéme moitié 2d§™¢ siecle. Ce calcul fractionnaire est une
généralisation de la notion de dérivée d’ordreegntid’une fonctionx(t) par rapport a la
variablet. Différentes définitions de la dérivation et diatiégrale d’ordre fractionnaire (non

entier) ont été établies.

De nombreux systemes physiques comme systémes iguesnet électrochimiques

peuvent étre décrits par des équations différéesiél dérivée non entiére (fractionnaif)

L'absence d'outils mathématiques permettant la ktian, la modélisation et
l'identification des systemes d’ordre fractionna@st la raison de I'utilisation de modeles
basés sur des équations a dérivées entieres. Blayptusieurs recherches ont été entamées
pour pouvoir utiliser le calcul fractionnaire podécrire correctement le comportement de
nombreux systémes physiques. L'opérateur d’ordeetifsnnaire est une généralisation

d’intégration et de différentiation en un seul @téur d’ordre non entierD# [3] ou :
a ett sont les bornes de I'opérationaeest I'ordre de la dérivée fractionnaire.

L’opérateur integro-différentiel continu etfini comme suit :

a a>0
at®
D=1 1 a=0 (1.1)

[(dD)* a<0

oUa € R estl'ordre de I'opération.
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Dans ce chapitre, nous présenterons les difigse définitions de la dérivée
fractionnaire, les propriétés principales, I'intéfation de la dérivée fractionnaire ainsi que,
I'évaluation numérique des opérateurs d’'ordre foactaire.

2. Définitions mathématique [9] :
Dans cette partie, nous présenterons eni@reme définition unique de I'intégration

d’ordre fractionnaire et les différentes définitathe la dérivée d’ordre fractionnaire.
2.1 Définitions de l'intégration fractionnaire :

Soit f(t) une fonction réelle de la variable, continue et intégrable sur

lintervalle [0, +x] .

L’intégration réepétéek fois d’'une fonction réellg(t) de la variable réelle, appelée

également I'intégral&®™e def (t), notél*f(t), exprimée par la formule de Cauchy :

1
(k=1)!

LT by Jo ft) deydtydts dt, = TF(8) = == [ (t =D f (D)dr (1.2)

Aveck nombre entier positif.

Riemann a proposé de remplacer la fonctiotofetle par la fonction Gamma qui est la
généralisation aux nombre réelle, pour la génétabis de la formule de Cauchy (1.2) a un

nombre réet € R}, puis on obtient la fonction d’intégration noniere (fractionnaire) :

WIEF©) = 7 [ (=D (Dde (1.3)

Ave¢ fonction Gamma d’Euler définie par :

r@) = Jf e *x*ldx (1.4)

AvecY 1€ R\Z, x€(
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2.2. Dérivation d’ordre non entier :

La dérivation d’'ordre non entier est la généralisatde la dérivée d’'ordre entier a des
ordres quelconques (c'est-a-dire a des ordreenters). A partir de cette généralisation on
trouve la définition de Riemann-Liouville, la défion de Caputo et la définition de

Grunwald-Letnikov qui est basée sur la définitisuelle de la dérivée d’ordre entier.

Pour mieux expliquer les deux premieres défingicconsidérons le schéma de principe
de la figure (1.1) suivar®] :

Dérivation pm» p« pn-1 Dt It | I"  Intégration
i A
: den
EDf () W 10)
Ia—n+:1 )

mDf (1) f@®

\(_II)/
dTl
den

Fig.1.1: Principe de généralisation de I'opération de ddion a des ordres non entiers

Avec :
n: un entier positif
f:une fonction localement intégrable définie figy oo]
Plusieurs définitions pour la dérivée fractionnaséstent dans la littérature. Dans ce
qui suit, on présente les définitions les plussdés.
2.2.1. Définition de Riemann-Liouville :
Cette définition obtenue par deux étapes (figuié 1.

» En intégrant la fonction a 'ordre non entier— «.

> En dérivant le résultat obtenu a I'ordre entier
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Cette définition est appelée définition Beemann-Liouville. Elle trés utilisée pour des

dérivées d’ordre fractionnaire.

Sa définition mathématique est :

EDEF(D) =2 (=== [ (t = D" f(1)dr} (1.5)

dat" (r(n-a)“t

t’; DEf(t): la dérivée d’'ordre non entier par rapport & de la fonctionf (t) entret, ett

selon la définition de Riemann-Liouville.
2.2.2 Définition de Caputo :
Caputo a introduit une autre définition de laii® non entiere.
Elle est aussi obtenue par deux étapes (figude 1.1
» En dérivant la fonction a I'ordre entier

» Enintégrant le résultat obtenu a I'ordre non entie- n + 1.

Sa définition mathématique est:

1
r(n—-a)

EDEF(E) = o [, (t = D" f M (D)dr (1.6)

£,DEf (1) : la dérivée d'ordre non entierde la fonctiory (t) entret, ett selon la définition

de Caputo.

2.2.3 Définition de Grunwald-Letnikov
Elle est basée sur la généralisation de la dérikee fonctionf(t) d’ordren € N,

elle obtenue en utilisant la définition entiere elfi

En effet, partant de la dérivée premiére :
DU (8) = limy,.,o O (1.7)

h : le période d’échantillonnage.

)
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La dérivée seconde donne :

h)+f(t—2h)

. ®)-2f (-
D2f(t) = limy,.,, F2210 (1.8)
Généralisation a I'ordree N donne :
. 1
D f(t) = limpog — Sh=o((—D* ()f (t — kh)) (1.9)
Avec :
n: un nombre entier.
(%) : la combinaison di élément parmi
Ou:
1, k=0
{ ny __ o (1.10)
(k) T k!(n—k)!

La généralisation aux ordres non entiers (fwackires)a € R} de I'équation (1.9)

donne la définition de Grunwald-Letnikov suivante :

t—to

DUF(£) = limy o zkj] (D*(©)f e = kh)) (1.11)
Avec :

(%) : bindme de Newton généralisé a des ordres réels :

(a) _ F(a + 1) 112
k/  KT(ax—k+1) (112)
Ou I'(a) est la fonction Gamma généralisée aux nhombresdramaire, définie par :

r'(a) = foooe‘xx“_ldx (1.13)
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3. Propriétés principales [3] :
Les principales propriétés des dé@svet intégrales fractionnaires sont les suivantes

Si f(t) est une fonction analytique en alors sa dérivée fractionnaire est

=

oD{ f (t) une fonction analytique aneta.

2. Pour définir un operateur d’'ordre fractionnaireesit nécessaire de connaitre les
deux paramétres et t.

3. Poura =n, oun est un nombre entier, 'opératiopDf (t) produit le méme
résultat que la dérivation classique d’ordre entier

4. La dérivée d'ordre fractionnaire de l'intégrale de méme ordre d’'une fonction

donne la fonction elle-méme avec> 0.

to DELIEF(O)} = (D) avec a > 0 (1.14)

5. Poura = 0, I'opérateur,Df est 'opérateur identité, ainsi :

oDEF () = f(8) (1.15)

6. La différentiation et I'intégration fractionnairesnt des opérations linéaires.

DE(yf(6) + 6g(©)) = yDEf(£) + 6DF g (t) (1.16)

)
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4. Evaluation numérique des operateurs d’ordre fractiomnaire [3] :

Nous décrivons dans cette partie une méthode siaiméficace pour I'évaluation des
dérivées fractionnaire. Cette approche est baséeuse approximation de la dérivée

fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov.

Nous pouvons ainsi utiliser cette appr@tion pour I'évaluation numérique de
lintégrale et de la dérivée d’ordre fractionnae choisissant une valeur appropriée du pas

d’échantillonnagé, soit :

t DEY(®) = %ZL;TOO](—D" (vt —kn)
(1.17)

Pour une fonction causayét), et pourt = kh nous aurons I'approximation suivante :

to DEY(E) = ¢ TX_o(—1)* (%) y(Ieh — jh) (1.18)

Ou [%] désigne la partie entiere {t?) sont des coefficients binomiaux et

we =1/ (%) (=123..)

Le calcule des coefficients se fait par la formigerécurrence suivante.

1+a

Woa =1, ija — (1 — T) VVjEl (119)

)
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5. Représentation mathématique d’'un systeme d’ordre fctionnaire :

Comme pour les systemes d’ordre entisrsysteme d’ordre fractionnaire peut étre
représenté par :

Des équations différentielles d’ordre fraghaires comme suit

Dx(t)+ x(t) = uft)

(1.20)
Une représentation d’état comme suit
D“x(t) = AX(t) + Bult) (1.21)
Une fonction de transfert comme suit
a4 D2 4o+ O
G(s)= b,s™ +Db,s b,s 22
alsyl +a28y2 +.,.+ansyn .

Dans ce mémoire on s'intéresse a liderdtfon, dans le domaine temporel, des
systemes d'ordre fractionnaires représentés parédaations d’état dont la structure est

supposeée connue. L’objectif est de déterminer deametres du modeéle a partir des mesures.

6. Conclusion :

1. Dans ce chapitre, nous avons présenté les ditEsaléfinitions mathématique de la
dérivation fractionnaire, nous avons commenceé patéfinition mathématique d’'une
intégrale d’ordre fractionnaire, ensuite nous avdasné la définition mathématique
de la dérivée d'ordre fractionnaire selon les d@éfins données par Riemann
Liouville, Caputo et celle de Grinwald-Letnikov,sauleurs propriétés principales,
'évaluation numérique des operateurs d'ordre ifoactaire et Représentation
mathématique d’un systéme d’ordre fractionnaire.

Dans le chapitre suivant, nous aborderons les rdéthde simulation des systemes
d’ordre fractionnaire.
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1. Introduction :

La simulation des systemes d’ordre fractiorenaonsiste a résoudre les équations
différentielles d’ordre fractionnaire décrivant ldgnamiques de ces systemes. En simulation

des méthodes numériques sont utilisées.

Dans notre travail, la simulation est uéiéspour récupérer les mesures (solutions)
obtenues en considérant des parametres connudepowdele dont la structure est connue.

Puis, en utilisant des techniques d’identification,détermine les valeurs de ces parametres.

Dans ce chapitre deux méthodes de simulatoont utilisées pour la simulation des
eéquations d'ordre fractionnaire. La premiere méehoelst basée sur I'approximation
numérique de la dérivée d'ordre fractionnaire, diisant la définition de Grunwald-
Letnikov et la deuxieme méthode est la méthods itéeations variationnelles fractionnaire
(FVIM).

Dans ce chapitre, nous présentons en détaildeux méthodes de simulation des
systemes d’ordre fractionnaire et qui seront apgks pour la résolution d'une équation

différentielle linéaire d’ordre fractionnaire.
2. Simulation des systemes dynamiques :

La simulation d’'un systeme dynamique consiteléterminer I'évolution de ces

variables indépendants, a partir d'un état inigal fonction de la variable temps.

De point de vue mathématique, la simulation coes#stdéterminer les solutions des

équations différentielles du modele a partir desddmns initiales supposées connues.

Les méthodes de résolution des équations diff@iéagi peuvent étre scindées en trois
classes :

2.1. Méthodes analytiques :

Dans ce cas la solution est déterminée analytignemn utilisant des méthodes
bien déterminées (transformée de Laplace, méthedecaractéristiques, méthode de
séparation de variables). Généralement, I'obtentienla solution analytique est
impossible. Seules quelques équations simplesep¢@ire résolues analytiquement,

par exemple I'équation différentielle ordinaire ghemier ou de second ordre.
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2.2. Méthodes numeériques :

Dans ce cas la solution est obtenue numérigoneen faisant des itérations a partir
de la condition initiale, par exemple la méthodeuwer (des différences finies), la
méthode Runge-Kutta, développement en série deofldyans ce cas des conditions
de stabilité de la méthode doivent étre vérifiéela gualité de la solution dépend de
certains parameétres de la méthode par exemplesld’jpgegration.

2.3.Méthodes itératives :

Dans ce cas la solution est déterminée eisariil des formules récurrentes a partir
d’'une solution estimée de la solution puis en faigkes itérations, on détermine une
solution analytique qui approxime la solution. Baemple la méthode des itérations
variationnelles fait partie de cette classe.

3. Simulation des systemes fractionnaires en utilisanta définition Griunwald-

Letnikov :

Soit un systeme linéaire d’ordre fractionnaire dgmar I'équation suivante

D%x(t) = ax(t) + bu(t)

y(t) = cx(t) + du(t) (2.1)

Avec :
x(t) : L’état de systéme.
u(t) : L'entrée de systeme.
D% : L'operateur de dérivation d’ordre fractionnaire

a,b,c,d: Les parametres de systeme.

Pour la simulation du systéme d’ordre fi@atiaire décrit par I'équation (2.1), la dérivée

d’ordre fractionnaireD“x(t) est donnée par la définition de Grunwald- Letmikjui est

donnée par (1.11). On a donc:
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Dx(t) = 3o (=1) (§)x(t — jh) 22)

Avec :

W =1 () @9
En remplacant 'expression (2.3) dans (2.2pbtient :

t
1 $n

a - 1
D%x(t) = =20

wPx(t — jh) (2:4)

En remplacant I'expression de la dérivée d’rﬁactionnaireDax(t) donnée par (2.4)

dans I'équatiorf2.1), I'équation d’état du systeme d’ordre fragtiaire devient comme suit :

t
LS w®x(t— jh) = ax(®) + bu(®) 2.5)

On peut écrire I'équation (2.5) comme suit :

=x() +— z;'t;l wPx(t — jh) = ax(t) + bu(t) (2.6)

On metx(t) en facteur, I'équation (2.6) devient :
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(z-a)x)=- = fr:l wPx(t — jh) + bu(t) (2.7)

Ce qui donne la solution de I'équation (Z4)s la forme suivante :

h(l
1—ah¢

t
1 7 .
x(6) = o (< e Zioy wyOx(t —jh) + bu() (28)
Dans le cas discret, on-:?‘.: m c’est a diret = mh, ce qui donne :

h(l
1—ah®

x(mh) = —— (=== 3T, wPx(h(m — )) + bu(mh)) (2.9)

La solution de I'équation (2.1) est :

h(l
1—ah¢

x(m) = —— (=== 3T, w@x(m — j) + bu(m)) (2.10)

4. Méthode des itérations variationnelles fractionnae (FVIM)

La méthode des itérations variationnelleactionnaire permet de résoudre les
equations différentielles d’ordre fractionnaire méumaniére itérative. En générale la méthode

converge vers la solution exacte aprés un nomltmepsable des itérations.

Pour expliquer le principe de cette méthaate considére un systéme non linéaire
d’ordre fractionnaire décrit par un ensemble d’digus différentielles fractionnaires comme

Suit :

D% () = f(x;(©), e, %2 (1)), O0<a<1 (2.11)

=



Chapitre2 Simulation des systemes d’ofdxetionnaire

Avec x;(t) sont les états de systéme.
f(t) : est une fonction non linéaire.

D% : L'operateur de dérivation d’ordre fractionnadgre

L’algorithme de la méthode des itératimasiationnelles fractionnaire est donné par

I'équation suivant¢5] :

xE+D () = x® (¢) + fOtA (e) [D%x (&) — f(&;(e), ..., %n(£), €)]de (2.12)
Ou:
A : Multiplicateur de Lagrange

%; : sont des variations représentent les variatitiges (6x¢;(¢) = 0)

k : le nombre d'itérations

Pour déterminer la valeur du multiplicatderLagrangel on utilise la théorie le calcul
des variations et on considére I'ordre de la dérifractionnairex est égal a un, c’est a dire

a = 1. L’algorithme de la méthode FVIM qui est donra& (2.12) sera comme suit :

XD (1) = x® (1) + ftg (&) [x(e) — F(xi (&), o.n.., %y (£), 8)]de (2.13)
0
Le calcul des variations donne:
§ x®D () = 5x® (1) + 5[3 (&) [x(e) — F (&% (e), ....., %p(£), €)]de (2.14)
0

L’équation (2.14) peut étre écrite conmsné :
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5 x0+D(£) = 529 (£) + f 16 65(e) — f MO8 F G ia(©) )] de  (215)

Dans le cas non linéaire, le derniemterde I'équation (2.15) est nul puisque les

variables
%;(¢) représentent des variations strictes, c’estﬁ‘a&ﬁ[(")(e) =0

Par conséquent :

§ xU (1) = 6xB (1) + [ A (e) 5 (e) de (2.16)

L’intégration par partie de I'intégrale I'équation (2.16) donne:

t t
f A(e) 6xM () de = A(e)sx™ |§ — j 1(e)6x®de
0 0

= A(£)8x(t) — 2(0)8x(0) — [, 1 (£)5x W dle (2.17)

Comme la variation d€0) est nulle, c’est a diréx(0) = 0, I'équation (2.17) peut

étre écrite comme suit :
F1(e) 83®(e) de = A(£)Sx(t) — [ 4 ()6x®de (2.18)
0 0

En remplace (2.18) dans (2.16), nouterans :

§ xU D (6) = §xM(6) + A(O)8xO(e) — [ A (e)6x®de
s O +AW®) - [FA(0)6x W de (2.19)

En force la variation a zérdsx**V(t) = 0), qui nous donnent
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sx®(®)(1+ A1) — [, A ()6x®de = 0 (2.20)

Ce qui donne les conditions de station@atiivantes

1+2() =0 (2.21)
{,i(t) =0 (2.22)

La résolution de I'équation (2.22) etclandition (2.21), conduit au multiplicateur de
Lagrange suivants :

A0 = -1 (2.23)

En remplacant I'équation (2.23) dangligtion (2.13), I'algorithme de la méthode

FVIM devient comme suit :

xE+D () = x®B(t) — fot [D%x(e) — f(%;(€), ....., %, (€),€)]de (2.24)

Ces formules itératives données par 4{2.@ermettent de calculer la solution
approximative de I'équation (2.12). La précisiasdolutions obtenues dépend du nombre
des itérations effectuées. Apres un nombre acdeptlds itérations, on obtient la solution

avec une précision acceptable.

La solution exacte de la méthode deatitgths variationnelles fractionnaire est donnée

par :

x(6) = lim x*(¢) (2.25)
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5. Exemple
Soit un systeme linéaire d’ordm@ctronnaire décrit par I'équation suivante :

D%x(t) = —x(t) + u(t)

£(0) = 1 (2.26)

x(t) : L’état de systéme.
u(t) : L'entrée de systeme.
D% : L'operateur de dérivation d’ordre fractionnaire
a. Simulation du systeme d’ordre fractionnaire par b premiere méthode:

Pour la résolution du systeme parrinpére méthode en utilisant la définition de

Griinwald-Letnikov, la solution est :

o

h
x(m) =

(=X wPx(m—j) +1) (227)

Dans cet exemple, la période d’édianhage esh = 0.01 , la valeur de la dérivée
d'ordre fractionnairec = 0.9, et le nombre de période d'échantillonnage= %f =

100, tr=1
Le résultat de simulation est donaéla figure.1.2 en page21

b. Simulation par la Méthode des itérations variionnelles fractionnaire
(FVIM) :

Pour la résolution de I'équation (2.27), par latmée FVIM, I'algorithme itératif de la

méthode est donné par I'équation suivante:

xE+tD () = x®B(¢) — fot [D%x(e) — f(%;(€), ....., %, (€),€)]de (2.28)

Apres avoir discrétisé le temps, a la premiéraiién, c'est-a-dire pour k=0 on obtient :

=
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[ x™(0) = x@(®) - [[( D@ (0) + x@(0) — 1)d¢

x®(dt) = xO(dt) — [ ( D¥x©(dt) + xO(dt) — 1)d¢

. ' (2.29)

| x®f) = xO () - [7( DO (t,) + xO (1)) — 1)

Et a la deuxiéme itération (k=1), on oftie

x@(0) = xD(p) - fo( D “x®(0) + xW(0) — 1)d¢
0

dt
x@(dt) = xV(dt) — f ( D *xW(dt) + xV(dt) — 1)dé
0

) : (2.30

tf '
kx(2>(tf) = xW(tf) —f ( DD (t;) +xD(tf) — 1)dé
0

Le méme algorithme se répéte, jusiqutierniere itération.

Pour cet algorithme, on atteint la olua la sixieme itération, qui est donné par :

)
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x©®(0) = x®(t) - fo( D *x®(0) + x®(0) — 1)dé
0

dt
x©(dt) = x®(dt) — f ( D *x®(dt) + x®(dt) — 1)d¢
0

4 - (2.31)

tf '
kx(f’ﬂ(tf) = xO)(tf) —f ( D% (tr) +xO(tr) — 1)dé
0

Pour les mémes valeurs de l'ordre deddaivée fractionnairex, de la période
d’échantillonnageh et de nombre de période d’échantillonnagele résultat de simulation

est donné par la figure.1.3

Les figures 1.2 et 1.3 donnent les Itési de simulation de I'équation d’ordre
fractionnaire donnée par (2.26), en utilisant lesxdméthodes de simulation.
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Simulation du systeme en utilisant la dérivée de Grunwald-Letnikov
0.7 I I I I I I I I I

0.6+ 2

0.5+ |

0.4+ 2

0.3+ |

0.1~ 2

Figure 1.2 : Simulation du systéme d’ordre fractionnaire pantthode Letnikov

¢
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Simulation des systemes d’ofdaetionnaire

0.7

Simulation du systéme par FVIM

0.5+

0.3+

0.2

0.1-

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Figure 1.3: Simulation du systeme d’ordre fractionnaire pantthode FVIM

=  Pour une notre valeur de= 0.7 :

0.9

Apres avoir refait la simulation avec les deux md#s Letnikov et FVIM nous obtenons les

figuresl.4 et 1.5 suivantes :
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Simulation du systéme en utilisant la dérivee de Grunwald-Letnikov
0.7 I I I I I I I I I

Figure.1.4: Simulation du systeme d'ordre fractionnaire par maéthode Letnikov avec
a=0.7

&
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Simulation du systeme par FVIM
0.7 I I I I I

0.6

0.5F |

0.4+ .

0.1+ i

Figure 1.5: Simulation du systéme d'ordre fractionnaire par #aéthode FVIM avec
a=0.7

Interprétation des résultats :

Les figures 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5 représententtl’dta systeme d’ordre fractionnaire
simulé respectivement par la méthode directe disarit la définition de Grunwald- Letnikov
et par la méthode des itérations variationnelletivanaire (FVIM). La solution obtenue par

la méthode des itérations variationnelles fractarenconverge vers la solution obtenue par la
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meéthode directe aprés six itérations, ce qui mokitmgrét et la précision de la méthode
FVIM.

6. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté deiRoales numériques utilisées pour la
simulation des systemes d’ordre fractionnaire, tearpere méthode est basée sur I'utilisation
de la définition de Grunwald-Letnikov et la deur& méthode est la méthode des itérations

variationnelles fractionnaire (FVIM).

Pour comparer les résultats obtenus pardeg théthodes, on les a appliqués pour la
simulation d’'une équation différentielle d’ordreadtionnaire. Les résultats de simulation

obtenus sont identiques ce qui montre I'intérétaklsx méthodes de simulation.

Le chapitre suivant aura pour objectif dagpndir I'application de la méthode des
itérations variationnelles fractionnaire (FVIM) polidentification des systémes d’ordre

fractionnaire.
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1. Introduction :

De nombreux problemes issus de la réaditéparticulier les processus industriels)
sont modélisés par des systemes d’équations @iftiétles, aux dérivées partielles,...), dans
lesquelles un certain nombre de parameétres soohims. Ces inconnus doivent alors étre
déterminés ou identifies. On parle donc de lidedtion des paramétres d’'un modele
mathématique. L’identification donc est une techeigexpérimentale qui S’appuie sur
I'utilisation des procédures et des algorithmesipwdant les mesures expérimentales et qui a
pour but d’ajuster les paramétres du modele de tte a ce que le comportement du
modele soit identique a celui du systenqr@ [12]. Il existe plusieurs méthodes pour

I'identification des parametres d’un modele mathiaoi.

Ces méthodes existantes peuvent étre dsvisgetrois classes. La premiere classe
regroupe les méthodes graphiques (par exemple koo de Strejc), la seconde les
méthodes non récursives (comme la méthode des mesindrrés et la méthode du modele) et

la troisieme les méthodes récursives (par exeraptedthode des moindres carrés récursifs).

Dans ce chapitre, pour l'identificatiorsdsstémes d’ordre fractionnaire, on propose

d’utiliser la méthode du modéj2][2].
2. Etapes de l'identification :
Pour l'identification d’'un systeme dymigue, on suit les étapes suivantes

Collecte des mesures,
Traitement des mesures (filtrage, normalisation, ...)
Choix de la structure du modele,

Identification des parameétres

a bk w0 N

Validation du modéle

Notons que si les résultats de I'étape 5 ne somcpacluants, alors on reprend la procédure
en considérant d’autres choix, par exemple preadeestructure du modéle ou considérer une

autre méthode d’identification.
2.1.Collecte des mesures :

Elle consiste a exister un systeme par unmasig’entrée riche en frequences et récupérer

le signal de sortie.
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2.2.Traitement des mesures :

Généralement les mesures sont entachéesude dors pour une identification de

gualité, on peut filtrer les mesures.
2.3. Choix de la structure du modéle :

Cette étape est importante pour le succdsdeatification, elle consiste a choisir la
structure du modele (ordre du systéme et la folméaires ou non linéaires) et le nombre

des équations.
2.4. |ldentification des parametres :

Cette étapes consiste a utiliser des algonathpermettant de minimiser I'erreur entre
les mesures et les sorties prédites par le mo@&eéralement, a partir d'une estimation
des parametres du modeéle, les algorithmes terdentéterminer de nouveau parameétres
permettant de minimiser cette erreur. La plupad diorithmes implémentent des

méthodes d’optimisation déterministes ou stochastq
2.5.Validation du modéle :

Cette étape consiste a évaluer la qualitéhddéle obtenue en faisant confronter les
sorties prédites par le modéle avec les mesurexomsidérant d’autres signaux

d’excitation autre que celui utilisé pour I'idemtgtion.
3. Méthodes d’identification :

Les méthodes d’identification peuvéine classées comme suit :
a. Méthodes graphiques :

On les qualifie ainsi, parce qu'elles sonséms sur une réponse du procédé a un
échelon. Elles ne permettent pas d’obtenir dedtedsures précis, mais peuvent conduire
a un modele suffisant pour régler un correcteur. BI® plus, elles permettent d’avoir une
idée des parametres essentiels de la réponse i kagain, le retard et la constante de
temps principale. Ceux-ci sont nécessaires pouv@odéterminer un plan d’expérience

efficace avant de recourir éventuellement & debodéss plus sophistiquées.
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b. Meéthode des moindres carrés :

Cette méthode n’est pas la meilleure, magstcla plus simple car elle fournit une

solution analytique.
c. Méthode du modéle :

Cette méthode est nettement meilleure queréeédente, et nécessite moins de
précautions de la part de l'utilisateur. La conamtie est qu’elle est plus difficile a mettre

en ceuvre car la solution doit étre calculée panogation numérique.
d. Méthodes récursives :

Elles sont la base de la plupart des réigmiatadaptatives modernes. Il est donc

intéressant d’en connaitre le principe.

Dans ce travail, on utilise la méthode dud&ie pour lidentification d'un

systeme d’ordre fractionnaire.

4. Méthode du modeéle :

La méthode du modele reste I'une des méthodesntifbation la plus efficac§l][6].
Son principe consiste a proposer, en se référanrésultats expérimentaux, une structure
(fonction de transfert) pour le modele puis de falen un probléme d’optimisation dont la
fonction objectif consiste a minimiser I'écart enties mesures expérimentales et celles

prédites par le modele. Les parametres du modgtégsentent les variables de décision.
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4.1. Principe de la méthode du modeéle :

Le principe de la méthode du modéle est donnéadayure 2.

Systéme

u(k) — -
y(k)
\‘\ [ Optimisation
min 1(Q)
7

0
Figure 2. Principe de la méthode du modéle.

Le principe est de minimiser I'écart entre les rmeSLexpérimentaIesy(k) et les
sorties 9(k) obtenues par la simulation du modele mathématidyje en utilisant un
algorithme d’optimisation qui adapte les paraméthesnodéle d’'une maniéere a avoir I'erreur
e(k) = y(k)— 9(k) proche de zéro. Dans ce cas le modele et le sggt@égsique sont soumis a
une méme entréau(k) supposée suffisamment excitante pour toutes lesmndigues du

systeme (par exemple un signal SBPA). Par conségleemprobleme d’identification des

parametres du modele mathématique, devient un grabld’optimisation qui consiste a
minimiser une fonction objectif (critére) qui déperexplicitement de I’erreLﬁ(k).

Généralement, cette fonction objective prend lentosuivante :

+00 +00

3=% f(elk)) =3 f (vlk)- (k) (3.1)

k=0 k=0

Ou f est I'écart entre la sortie mesurée et la sotitermue par la simulation du modéle

mathématique, i.ey(k)et)?(k), généralement elle est non linéaire.

La sortie 9(k) est obtenue par la simulation du modele mathénmatiq’ordre

fractionnaire. Le modéle mathématique est en fonctles paramétres a identifier. Pour la

simulation de ce dernier on utilise la méthode FVIM
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Dans le cas discret, cette sortie est donogene suit :
y(k) = g(6) (3.2)

Avec 8 =(6,,---,6) représente le vecteur des paramétres du modéendfier etg est une

fonction généralement non linéaire.

Ainsi, en remplaganf/(k) par son expression (3.2) dans la fonction objeq{ds1), il vient

J =Xz fy(k) — g(6)) (3.3)

Comme les mesuregk) sont connues, il est clair que le critdrdépend explicitement

du vecteur des paramétsa identifier. Par conséquent,

J(0) = XkZo fy (k) — g(0)) (3.4)

Le probleme d’identification des paramétregroupés dans le vecteur désignéthae

ramene a la résolution du probleme d’optimisatilmbgle suivant :

minJ(6) = min > £ (y(k)- 9(6) (3.5)

6 k=0

La difficulté du probleme d'optimisationépend de la fonctionf considérée.

Généralement, cette fonction prend la forme quagpratelle que :

felk)) = €*(k)= (y(k) - 9(k))* (3.6)

D’'ou le critere a minimiser est :

k=0 (3.7)

Ce probleme d’optimisation peut étre résauusieurs méthodes qui sont généralement

itératives (méthode du Gradient, méthode du Gradiemugué, méthode de Newton,...etc).

Dans ce travail la méthode de Newton seliaég pour la résolution du probléme

d’optimisation donné par (3.5)
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5. Méthode de Newton [8] :

Pour expliquer le principe de l'algorithme de Newtmn considére la fonction
g(x1,...x,) de class&€® surR™. Le probléme de recherche d’'un minimum est domménce

suit:
miny ., g(xg, -, %) (3.8)
Qui signifie que I'on cherche des poiix;, -, x;;) veérifiant :

min g(xll""xn) = g(x’{,---,x;“l) (39)

X1, Xn

Soit: x =(xq,...,x,) €etx* = (x1*,...,x,%).

La condition nécessaire pour gtigoit un minimum s’écrit :

Veg(x*) =0, vx*€R" (3.10)
Veg(x™) = (;{—gl ;{%) est le gradient de la fonctigr(x) par rapport &

Si le gradient dg(x)(Ag(x)) est continue et dérivable dans le voisinage praghe

x*, on peut écrire :

Vieg(x*) = Vyg(x + Ax) = Vyg(x) + Vig(x)Ax =0 (3.11)

D’ou, avec les équations (3.10) et (3.t8jnaissant un estimé® proche dec* :

Ax®) = — (Vi g(x® ))_1 Vg (x%) (3.12)

La résolution de ce systeme linéaire nasd une direction de descente et I'on

calcule :
x kD) = (k) 4 Ay (K) (3.13)

L’algorithme de Newton est donc un algarh itératif qui, partant d’'un point
initial x(® appartient &™ (choisi généralement arbitrairement), va défiaivécteun ®+1 3

partir de x® par la formule :
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e+ — (k) _ (V)Z(g(x(k) ))—1 V.9 (x®) (3.14)

Pour déterminer le nombre des itératiansffectuer, on a la condition suivante a

vérifier a chaque itération :
[Dg(x¥) < (3.15)

Avec : ¢ est la tolérance.

6. Exemple d’identification d’'un systeme d'ordre fractionnaire par la méthode du

modeéle :

Le modele du systeme d'ordre fractionnainglentifier est donné sous forme d’une
équation mathématique d’ordre fractionnaire (mod&ietat). Pour générer les mesures
expérimentales x(k)), on propose de fixer d’abord les vraies valeunsrpes parametres du

modéle, puis de simuler le modele mathématiqueddeorfractionnaire par la premiere
méthode de simulation (voir le deuxieme chapitredirprécupérer les valeurs de la sortie
correspondante a une entrée convenablement choiseée entrée échelon). Les valeurs

obtenues pour la sortiey(k)) seront considérées comme les mesures expérieerat

seront utilisées pour l'identification.

Le modéle du systeme linéaire d’ordretfomnaire a identifier est donné comme suit :
DaX(t) = aX(t)+bU(t) (316)

a est I'ordre de la dérivée d’ordre fractionnaisegst la variable d’étatu(t) est I'entrée du

systéme,a et b sont les parameétres a identifier.

Pour calculer les valeurs de la sq}@i@ , C'est-a-dire les valeurs réelles du systeme

d’ordre fractionnaire (les mesures), on fixe lesenues suivantes pour les parameétres du

modéle comme suit :
a=-1lb=+1 (3.17)

Ensuite on applique la premiére méthddesimulation présentée dans le deuxieme

chapitre pour la simulation de I'équation du modeR16) avec les paramétres qui sont
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donnés par (3.18). La simulation du modele paur 0.9 , X, =0 et pour une entrée

échelon, donne les sorties mesuvgé(dxé, Y est un vecteur de dimensionm * 1

Avec :

t
m=-t41=_2 4+1=41 (3.18)
h 0.05 :

ty = 2s est le temps final.
h = 0.05s est la période d’échantillonnage.
m= %f est le nombre de périodes d’échantillonnage.

La simulation du modele d’état di@dractionnaire (3.16par I'algorithme FVIM,

apres 12 itérations donne la sortie du modéle cosunt:

y (k) = g(@,b) (3.19)
y etg sont des vecteurs de dimension 41*1.

Ainsi le critere a minimiser preladorme suivante :

J(®) =320 (v(k) —g(a b))? (3.20)

Et le vecteur de variables de déaisjui est le vecteur de parametres a identifier es

0=(6,6,) =(a.6) (3.21)

Pour la résolution de ce probleme tifojsation (3.20), on applique la méthode de

Newton (présentée dans la section précédente)’'agémé de départ :

U _ (— 0.5J
b +05 (3.22)
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La condition d’arrét est choisie comsné :

0J(g)| <10®
” ( )” (3.23)
L’algorithme de Newton converge vexsoblution aprés 30 itérations et le vecteur des

parametres est :

[é] ~ (— o.902cﬂ
b) (+09371 (3.24)

On reprend le méme probléme powr 0.8 eta = -2 et b = +2.

Le programme converge apres 40titara et donne les résultats suivants.
[é] _ (-1.7003
b 1.7641 (3.25)

7. Conclusion

Ce chapitre a pour objectif I'identification dess®mes d’ordre fractionnaire par la
méthode du modéle. Cette méthode permet de ranterngmobléme d’identification & un
probleme d’optimisation, dont les variables de siéa sont les parametres du modéle a
identifier. Ce probleme d’optimisation consiste gimiser I'erreur entre la sortie mesurée et
celle prédite par le modéle. Pour la résolutionpdableme d’identification, I'algorithme de
Newton a été utilisé.

Pour montrer l'intérét de I'approche utilisée, uxemple d’application pour
l'identification des parametres d’'un systeme d’erftactionnaire a été présenté. Pour avoir la
sortie réelle (les mesures réelles), on fait laution du modele mathématique par la
premiere méthode de simulation, en considérantvdiesirs pour les parametres du modéle.
Puis I'objectif est de retrouver les mémes paraesétn faisant une identification par la
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méthode du modéle. La simulation du modéle mathgomatpar la méthode FVIM permet
d’obtenir la sortie prédite qui est en fonction derameétres a identifier. Le probleme
d’optimisation obtenu a été résolu par la méthogeNdwton. Les résultats d’identification
obtenus sont tres proches des valeurs des parano@insidérés, ce qui montre l'intérét de

'approche utilisée.

=



Conclusion générale

Le travail réalisé dans ce mémoire s’inscrit damscadre de lidentification des
systemes dynamiques d’ordre fractionnaire linéalckbjectif du travail consiste, en premier
lieu, a étudier deux méthodes numériques pour la simuladies équations différentielles
d’ordre fractionnaire et de les comparer. La preenr@éthode est basée sur I'approximation
numeérique de la dérivée fractionnaire en utilis@ntéfinition de Grunwald-Letnikov. La
deuxieme est la méthode des itérations variatibesmélactionnaire (FVIM). En second lieu, a
exploiterla méthode du modéle pour l'identification des égwts d’ordre fractionnaire en
utilisant la méthode des itérations variationnehli@stionnaire. Cette technique permet de

ramener le probleme d’identification a un problédieptimisation dont les variables de

décision sont les paramétres a identifier.

Dans le premier chapitre nous avons présergéadtions relatives aux systemes d’ordre
fractionnaires utilisées le long du mémoire. Lexd@ome chapitre est consacré a la résolution
des équations ordinaires d’ordre fractionnaire diisant deux méthodes différentes.
L’identification des systemes dynamiques en utilida méthode du modele a fait I'objet du

troisieme chapitre avec une application a un systéiordre fractionnaire.

Ainsi, pour lidentification des systemes d'oed fractionnaire, la méthode
d’identification du modéle a été utilisée. Une amdion a l'identification des paramétres
d’'un modéle mathématique a été présentée. L'objestide minimiser I'écart entre la sortie
mesureée et la sortie prédite par le modele mathgusatPour avoir les mesures réelles, on
fait la simulation du modéle mathématique en wlisla premiere méthode de simulation
étudiée en considérant des valeurs pour les pamsndti modele. Puis I'objectif est de
retrouver ces parameétres en faisant une identiicgtar la méthode du modeéle. Ainsi, aprés
le choix de la structure du modéle, on fait un®hé®n du modele en utilisant la méthode
des itérations variationnelles. Cette méthode peeedéterminer la sortie du modele en
fonction des parameétres a identifier. En substituegtte expression dans le critére a
minimiser (différence entre la sortie mesurée deqarédite par le modeéle), on obtient un
probleme d’optimisation dont les parametres a iflensont les variables d’optimisation. La

résolution du probléme d’optimisation est réalisgautilisant la méthode de Newton.




Conclusion générale

Les résultats d’identification obtenus mentr que I'approche utilisée permet

d’identifier avec une précision appréciable lesapatres du modéle puisque les valeurs
estimées sont tres proches des valeurs réelles.

Comme perspectives du présent travaipeart penser a étendre I'approche proposée
a des systemes fractionnaires non linéaires eivartébles.
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