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Introduction générale

Au cours des derniéres décennies, de nombreuses études dans le domaine de la
Recherche Opérationnelle ont été dédiées au secteur du transport aérien en considérant des
problemes de planification, d’opération et de tarification. En général les études développées
considérent les effets immédiats des décisions a prendre sans tenir compte des effets de
feedback qui peuvent se mettre en place entre les différents acteurs du transport aérien, tel
que la direction de 'aviation civile, les compagnies aériennes, la tour de contréle...etc...car en
réalité aucune de ces structures opérationnelles et décisionnelles ne peuvent prendre une
décision unilatéralement sans y perdre au change. Ceci conduit souvent en des décisions qui
sur le plus long terme se révelent largement sous optimales, ou en d’autres termes, des
décisions qui ne réalisent pas le potentiel maximal du secteur, ce qui ce traduit par un manque
a gagner important.

Ainsi dans cette étude une approche globale est proposée pour modéliser le probleme
de la tarification des services du contrdle du trafic aérien (ATC) et de sa gestion (ATM). On
considére tout d’abord que I'objectif des compagnies aériennes est de maximiser leur profit,
en faisant en sorte de prendre les meilleurs décisions possibles en tenant en compte de toutes
les contraintes qui puisse exister, afin d’avoir le meilleur gain possible. Elles integrent donc
dans le prix des billets d’avion et du fret aérien leurs colits résultant des taxes ATC/ATM. Ces
colits représentent aujourd’hui entre 10 % et 20 % de leurs colits opérationnels. Ainsi la
tarification des services du contrdle et de la gestion du trafic aérien affecte indirectement les
niveaux de la demande de transport aérien (passagers et fret) qui est réactive au prix du
transport aérien. Les cas ou les opérateurs ATC/ATM sont soit privés soit publics sont
analysés et particularisés dans cette étude. Ceci conduit a formuler un probléme
d’optimisation bi-niveau, un probleme a deux niveaux de décisions, ce qui correspond le
mieux a un probleme du genre ou la décision ce prend de maniere bilatérale, mais avec un
niveau hiérarchique différent, selon la marge de manceuvre et I'importance de chacune des
parties. Comme dans notre cas, le premier niveau serra représenté par les services ATC/ATM,
et le deuxieme niveau la compagnie aérienne. Le cas mono dimensionnel ou chaque niveau
représente un seul acteur a été étudié et il a été montré qu'’il est possible de résoudre de facon
optimale le probléme de tarification qui est un probleme de programmation bi niveau, par un
processus de négociation implicite entre le fournisseur de service (public ou privé) et le
secteur des compagnies aérienne.



Dans la présente étude, on aborde le probleme de tarification dans le cas multi
dimensionnel ou chaque niveau est représenté par plusieurs acteurs de méme nature
(plusieurs secteurs de controle, plusieurs paires d’aéroports, etc.). On considere que la
tarification adoptée par 'opérateur public de 'ATC/ATM suit un triple objectif qui est de,
favoriser le service de transport aérien a ses usagers finaux, les passagers et le fret en
maximisant le niveau de la demande satisfaite, garantir une couverture acceptable des cofits
d’opération et d’investissements du service ATC/ATM et finalement garantir un niveau de
rentabilité acceptable pour le secteur des compagnies aériennes. En ce qui concerne
I'opérateur privé du service ATC/ATM, il s’agira de maximiser son profit en s’assurant que les
compagnies aériennes trouvent des conditions économiques qui leur permettent d’assurer la
poursuite de leur activité de transport aérien. Dans ces deux situations, il semble donc
indispensable de tenir compte du comportement de maximisation du profit des compagnies
aériennes dans leur prise de décision concernant le déploiement de leur offre de transport,
fréquence de vols, capacité de remplissage des avions et leur politique de prix. Ceci conduit
donc dans les deux cas a formuler des problémes d’optimisation bi niveaux. Afin de limiter la
complexité de cette étude, on considere ici 'ensemble du secteur des compagnies aériennes
sans prendre en compte les effets de la concurrence existante entre elles, car cella nous
obligerais a étendre nos critéres, a ajouter des contraintes, et donc a rajouté énormément de
complexité a notre probléme, alors que notre but est de trouver un prix qui servira de
référence. Ainsi I’étude se concentre sur les effets de feedback entre I’ATC/ATM, qui obéit au
principe d’'unicité de 'opérateur pour un espace donné, le secteur des compagnies aériennes
et les usagers. Dans cette premiere approche, on ne considere que le transport de passagers et
on adopte un tarif aérien uniforme par liaison aérienne. On considere dans cette étude le cas
d’'une région relativement étendue et présentant un trafic peu dense. Compte tenu des
hypothéses adoptées en ce qui concerne la structure des réseaux opérés par les compagnies
aériennes et la structure de la demande potentielle (région de faible trafic), la solution du
probléeme d’optimisation de I'offre de transport aérien (capacité en sieges et tarifs proposés
par liaison aérienne) est obtenue sous forme analytique en fonction des tarifs ATC/ATM
adoptés. Ceci permet alors de condenser le probleme de niveau inférieur et de se ramener a
des problemes d’optimisation a un seul niveau, bien plus simples a résoudre.



1- Programmation Linéaire mono-objectif

1-1- Introduction a la Programmation Linéaire

Un probleme de programmation linéaire consiste a minimiser ou a maximiser une fonction
linéaire sous contraintes linéaires.

Tout probléme de programmation linéaire peut se formuler de la maniere suivante :

Trouver les valeurs des variables x = (xj /i =1, n) qui maximisent ou minimisent la fonction

objectif suivante : [2]
Z(x) = Z(X1, X2, ey Xn) = C1X1 + CXp ot Cixj +otCpXny = Xy ¢ x; » max(min) (D).
Sous les contraintes suivantes :

{ ai1xX1t+aqx+-- +a1]X]+ +a1nxn: b1

| aypcq+agzu,+ . +ayjxjt +a2pxn= by
(P1) ajixq+aizx,+ ...+a:ijxj+--- +QainXn=b; 2
Am1X1+amaXxa+ ...+a7‘njxj+ et QnXn = b
xi=20Vje{l.,n} 3)

¢; ou j € {1,..,n} représente les couts(profit) des différents produits (les coefficients c;).

a;;j(i = 1,m;j = 1,n) sont supposés étre des nombres réels, en plus on considére que 'entier m

est inférieur ou égal an

Les nombres bi(i =1, m) sont tous positifs ou nuls et le rang du systeme (2) est inférieur ou

égal am.

Définition 1

-La fonction Z est appelée la fonction objectif.

-Les contraintes (2) sont appelées les contraintes principales.

-Les contraintes (3) sont dites contraintes directes.



Remarque 1

b

Si l'objectif consiste a minimiser une fonction linéaire Z telle que Z(x) = Z(x1, X2, ..., Xp) =
C1X1 + C2Xxp + -+ +¢jXj + ... + X, alors on maximisera la fonction linéaire opposée:

Z telle que Z(x) = —Z(x1, Xz, oo, Xp) = —C1X1 — CpXp — .o —CjXj — *** —CpXp.
1-2- Méthodes de résolution d'un programme linéaire

Les méthodes exactes sont utilisées dans la recherche opérationnelle afin de trouver une
solution ou des solutions optimales éventuelles pour les problemes de programmation
linéaire, et parmi ces méthodes on s'intéresse a la méthode du simplexe.

1-2-1. Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d'un point extréme (point de
départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de 1'algorithme du simplexe.
Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le test d'arrét par rapport au critére
d'optimalité.

Soit (P;) le probléme standard de programmation linéaire avec une maximisation, (P;) peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante [2] :

{c'x » max,Ax = b; x = 0}.
Ou
I ={1,2,..,m}estI'ensemble des indices de lignes de A.
J ={1,2,...,n} est’ensemble des indices de colonnes de A.
- A = A(1,]) estla matrice des conditions;avec:
aj = A(l,j) les colonnes de 4;j = 1,2, ...,n
b = b(I) est le vecteur des contraintes (second membre);
x=x(J) = (xj/j € J) estle vecteur des variables;

¢’ = c'(J) estle vecteur des profits;



1-2-2. Probléme standard et solution de base
Définition 1 [2]

Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2) et (3) de (P;) est appelé solution réalisable
(solution admissible) du probléme (1) —(2) — (3)

Définition 2 [2]

Une solution réalisable x est dite de base si (n — m)des composantes sont nulles. Aux autres
Xj1, Xjz, w-» Xjm correspondent m vecteurs a;;, @, @, de la matrice de condition A

linéairement indépendants. I‘ensemble J; = {j;, j2, ..., jm} €st appelé ensembles des indices de
base.

Ju = J\Jg ensemble des indices hors base.
Autrement :

La solution réalisable x = x(J) est solution de base sixy = x(Jy) = 0; det Az # 0; ou A =
A(L,]g); x(Jg) = 0

La matrice Ag est appelée matrice de base; x(Jg) sont les composantes de base; x(Jy) sont les
composantes hors base.

Définition 3 [2]

Une solution réalisable x> de base est optimale sic'x®° = max (c'x), pour toute solution
réalisable x.

Une solution réalisable de base x est dite non dégénérée six; > 0, j € Jg.
Définition 4 [2]
L'accroissement de la fonctionnelle de la fonction objectif Z est égale a

AZ=7Z(x)—Z(x)=c'x—c'x=c"Ax, (tel quexest une solution de base de départ
réalisable et non dégénérée). Construisons le m-vecteur y = y(I) des potentiels :

y' = cpAg* etle vecteur A=A (J) = (4),j € ]), dit vecteur des estimations:

{A'z y'A—c\A=y'a; - c]f, j E]}



1-2-3. Critére d’optimalité

Soit {x,Ag}une solution réalisable de base de départ. L’inégalité Ay=A (Jy) =0 est
suffisante et dans le cas de non dégénérescence elle est nécessaire pour 'optimalité de {x, Ag}.

1-2-4. Algorithme du Simplexe

Soit {x, Ag} une solution réalisable de base de départ et supposons que le critére d’optimalité
Aj=0,j € Jy n'est pas vérifié.

Choisissons l'indice j, € J/Aj;,= min (A;/A;< 0,j € Jy) .

Le but de l'itération est de faire rentrer cet indice j, dans la base. Donc il faut trouver un
indice j; € Jg, qui sortira de la base. Ceci constitue l'itération qui procede au passage de la

solution de base (point extréme) {x, Az} 4 la solution {X, Az} tel que z(X) > z(x) .

La nouvelle solution de base x sera trouvée de la maniere :

x = x + 0l, ou [ est la direction du changement de x et 0 le pas le long de cette direction
Construisons la direction [ de la maniere suivante :

sur Jy, posons :

| = {0, J € Ju\o
g L Jj=Jo

Sur /5 : x doit étre réalisable, donc elle doit vérifier Ax = b et comme Ax = b c’est a dire Al =
0.

De cette derniére relation on obtient :
lB = lUB) = _AEIAHIH

De la xy =xy +0ly=0ly =0etxg =x5+0lp > X% =x; — eAgla,-O si les composantes du
vecteur Aglajo < 0, alors Ej > 0,Vv0=>0, donc on peut prendre 6 = o et on aura une solution

infinie;
Si non, Parmi les composantes du vecteur A,}lajo, ils existent celles qui sont positives

Pour avoir X , il faut prendre un pas maximal 6°



80 =min 0;, (j€Jz) 6; =min {,:._j/xjjo >0,j€Jg}=106;, j1€Jp ou x;; est de la
0

jémecomposante de Az"aj, et ], = (J5\jo) Ui et Ap = (45\a;,) U a,.

Tableau du simplexe

les différents calculs qu'on aura a effectuer et les différentes étapes de
résolution seront disposés dans le tableau suivant

c a | o|. Cm cm+1 |..| ¢ |.. Cn
cs | base B a | a am am+1 ajy an o,
a | a bi=x1 |1 0 0 X1,m+1 |- |X1j |-| Xln |6
Q| a b=x2 |0 1 0 x2,m+1 x2j xX2n |6
Cm| am | bm=xm |0 | 0 |- 1 Xmm+1 | |Xmj | -| Xmn |0,
Z N : Am Am+1|-|A; || An

1-3- Exemple de résolution
Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

rmax z = x; + 2x,
—3x; + 2x, <2

(forme canonique)
(PLA _y 4 2x, < 4
X1 + Xo <5
le = O,XZ > 0.

on ajoute les variables d'écart pour (PL1) afin d'obtenir la forme standard suivante :

max z = x; + 2x,

sous les contraintes:

—3x; + 2x, +x3 =2

(PL2) < (forme standard)
—X1+ 2%, + x4, =4

Xy + Xy +x5=05

\x; =0,x, 20,x3=20,x4, =0,x5 = 0.




(x3, x4, x5) sont des variables d’écarts :

Initialisation
c |1 2 01]01]0
base | b | a1 a2 az|as|as |0
X3 2 | -3 2 1101015 =3
Xa 4 -1 2 01102
X5 511 1 0]0|1]|5
z=0 | Aj | -1 -2 01]01]0
/
Jo=2
1¢ére jtération
c 1 2 0 010
base | b ai a2l a3 |as|as| 0
X2 1 32 |1 1/210]0 ] >
Xa 2 2 0 -1 110 1 5 =4
X5 4 5/2 01-1/2| 01| 1|8/5
Z=4 | Aj -4 0 1 010
/
Jo=1
2 éme jtération
C 1] 2 0 0 0
base | b | a1 | a as a4 |as| 6
x2 |52 0 1] -1/4 | 3/4 |0 | >
X1 1 (110 -1/2 | 1/72 0| > '
xs (321010 34 [5/4 1 [43>1=5
z=6 | A;j | 0] 0 -1 2 0
/
jo=3
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3eme jtération

C 1 2 0 0 0
Base B a az a as as o
X2 3 0 1 0 1/3 1/3
X1 2 1 0 0 -1/3 2/3
X3 2 0 0 1 -5/3 4/3
z=8 Aj 0 0 0 2 4/3

condition d’arrét vérifiée (Ajz O) donc on arréte. la solution optimale est : x* = (2,3,2,0,0) et
(2) optimale : Z° = 8.
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2- Programmation Linéaire multi-objectifs

2-1- Introduction

Les ingénieurs se heurtent quotidiennement a des problémes technologiques de complexité
grandissante, qui surgissent dans des secteurs tres divers. Le probleme a résoudre peut
fréquemment étre exprimé sous la forme générale d'un probleme d’optimisation, dans lequel
on définit une fonction objectif, ou fonction Colt, que l'on cherche a minimiser (ou
maximiser) par rapport a tous les parameétres concernés./5/

L’optimisation multi-objectif optimise simultanément plusieurs fonctions objectives qui sont
souvent contradictoires ou conflictuelles, on cherche a trouver la meilleure solution suivant
un ensemble de performance du probleme (temps de réponse plus la robustesse, temps de
réponse plus temps de monté plus la robustesse,...etc), ou le résultat d’'un probléme
d'optimisation multicritére est généralement un assortiment de solutions, qui se distinguent
par différents compromis réalisés entre les objectifs. Cet assortiment est connu sous le nom
de Pareto-optimal.[5]

Donc le but de l'optimisation multicritére, est d’obtenir les solutions de Pareto, par
conséquent, a connaitre I'ensemble des compromis possibles entre les objectifs. La résolution
d’un probleme d’optimisation multicritére, a conduit les chercheurs a proposer des méthodes
de résolution de plus en plus performantes.

Dans ce chapitre, nous présentons les principes de base de l'optimisation multi-objectif, et
nous donnerons aussi une présentation de différents méthodes d’optimisation multi-objectif.

2-2- Concepts en optimisation multi-objectifs

Tout d’abord nous définissons les notions communes a n’'importe quelle méthode
d’optimisation multicritere :

Fonction objectif : Une fonction objectif est une fonction qui modélise le but a atteindre

Dans le probleme d'optimisation sur l'ensemble des criteres. 1l s'agit de la fonction qui doit
étre optimisée. Elle est notée f(x)et de maniere générale f (x) est un vecteur de fonctions :

) =[fi(x), f2(x), ..., fi(x)],avec k : le nombre de critéres..

Elle est aussi appelée : critere d’optimisation, fonction coit, fonction d’adaptation, ou encore
performance.

12



Parameétres : Un parametre du probleme d’optimisation, est une variable qui exprime une
donnée quantitative ou qualitative sur une dimension du probleme: colt, temps, taux
d'erreurs,...etc.

Ces parametres correspondent aux variables de la fonction objectif. Ils sont ajustés pendant le
processus d’optimisation, pour obtenir les solutions optimales. On les appelle aussi variables
d’optimisation, variables de conception ou de projet.

Vecteur de décision : Un vecteur de décision est un vecteur correspondant a 1'ensemble des
variables du probléme, il est noté : x = (xq, x5, ..., Xp,)

Avec n :le nombre de variables ou dimension du vecteur.

Critére de décision : est un critere sur lequel sont jugés les vecteurs de décision pour
déterminer le meilleur vecteur. Un critere peut étre une variable du probléeme ou une
combinaison de variables.

Contraintes : Une contrainte du probléme est une condition que doivent respecter les vecteurs
de décision du probléme. Une contrainte est notée : g;(x) avec:i =1,...,m

m: le nombre des contraintes.

Espace de recherche : représentant l'ensemble des valeurs pouvant étre prises par les
variables, il est noté X (par exemple R").

Espace réalisable : représentant l'ensemble des valeurs des variables satisfaisant les
contraintes, il est noté E.

Espace des objectifs : ensemble image de 'espace de recherche, déterminé par toutes les
valeurs possibles des fonctions objectifs.

Minimum local : Un point x € X est un minimum local du probleme si et seulement si :
Vx' €eV(X), f(x) < f(x")ou V (X) définit un voisinage de x .
Minimum global : Un point x € X est un minimum global du probleme si et seulement si :

Vx' €X, f(x)<f(x") (il appartient alors a I'ensemble des minimiseurs).

13



2-3- Probléme d'optimisation multicritére

Les problemes réels invoquent souvent de multiples mesures de performance ou objectifs, qui
doivent étre optimisés simultanément. En pratique, ceci n’est pas toujours possible car les
objectifs peuvent étre conflictuels, du fait qu’ils mesurent différents aspects de la qualité de la
solution. Dans ce cas, la qualité d’'un individu est décrite non pas par un scalaire mais par un
vecteur. La performance, la fiabilité et le colit sont des exemples d’objectifs conflictuels.

Un probleme d'optimisation multicritére consiste a trouver le vecteur de décision idéal x* tel
que les contraintes g;(x*) soient satisfaites et dont F (x*) est optimal.

En conséquence, le probleme d’optimisation multicritere peut étre défini formellement
comme suit:

Optimiser f(x) = [f1(x), f2(%), ..., fie (¥)]

Sc: gi(x)=<0
(MOP) ... o 910020
xeX

MOP : Multi-Objectifs Problem.
2-4- Formulation d’'un Probléme d'optimisation multicritere

Ces objectifs multiples sont souvent concurrents ou l'amélioration de l'un entraine la
détérioration de 'autre ou des autres, Ce conflit entre les objectifs s’explique facilement : de
facon générale, des structures de haute performance tendent a avoir un coiit élevé, alors que
des dispositifs plus simples et usuellement peu coliteux auront des performances moindres.
Selon les contraintes du cahier des charges, une solution intermédiaire (performance
satisfaisante et colit acceptable) peut étre optimale.

Dans les problemes multi-objectifs, I'optimum n'est plus une simple valeur comme pour les
problémes mono-objectif, mais un ensemble de points, appelé l'ensemble des meilleurs
compromis ou le front Pareto Tous les énoncés et définitions seront donnés dans le cadre de
problémes de minimisation. En effet un probléeme de maximisation peut étre aisément
transformé en un probleme de minimisation en considérant I'équivalence suivante :

Maximiser f(x) < Minimiser — f(x)
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2-5- Dominance
Définition :
On dit que le vecteurx = (x1; Xy; ...; X )t domine le vecteury = (y1,Vo; ...; Vi)' Si:
- X est au moins aussi bon que y sur tous les objectifs.
- X est strictement meilleur que y sur au moins un objectif.
C’est-a-dire si les conditions suivantes sont vérifiées :
fix) < fiy)vi e {1..k}Yet3ie{l..k}telquefi(x) <fi(y).

Et on dit que le vecteur x = (xy;%y;...; %)t domine strictement le vecteur y =
1,25 5 Vi) Si -

X est strictement meilleur que y sur tous les objectifs, C’est-a-dire si les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) < fily),vi € {1..k}.
Si /a solution x domine la solution y, nous allons écrire x < y.

Notons que pour toute paire de solutions x et y; une et seulement une des affirmations
suivantes est vraie.

- xdomine y.
- xest dominé par y.

- x et y sont équivalentes au sens de la dominance (appelées aussi solutions Pareto-
équivalentes).

Propriété de la relation de dominance :

La relation binaire de dominance <, telle qu'elle est définie ci-dessus,
- n'est pas réflexive, car une solution ne se domine pas elle-méme ;

- n'est pas symétrique, car on n'a jamais (x <y)et (y < x);

- est transitive, car (x <y)et (y < z) implique (x < z)

La relation de dominance est donc une relation d’'ordre partiel strict sur 1'espace des objectifs.
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Définition : une relation binaire est dite relation d’ordre partielle stricte si :
-Elle est asymétrique et transitive.
-Elle est iréflexive et transitive.

Conclusion : la relation binaire de dominance (<) et une relation d’ordre partielle stricte sur

I'espace des objectifs.
2-5-1. Dominance au sens de Pareto

Définition : Soit x = (x;xy;...; %) un vecteur de décision avec : x € X (L'espace
réalisable) x est dit Pareto optimal, s'il n'existe pas une solution x*dominant x. Une solution
Pareto optimal appelée aussi : solution efficace, non inférieur ou non dominée solution.

Ou x* Pareto optimale si et seulement si :
Alx € Etel que fi(x) < fi(x") Vi € {1..k}et3j € {1..k}tel que fj(x) < fj(x").
x* est faiblement efficace si et seulement si :
Alx € E tel que f;(x) < fi(x*) Vi € {1...k}
Appellations :

-Le front (frontiére) de Pareto est l'ensemble des solutions Pareto optimales qui sont
composées des points, ne sont dominés par aucun autre Le front de Pareto appelé aussi
surface de compromis ou I'ensemble des solutions efficaces.

-Dans l'espace réalisable de criteres, I'image de I'ensemble Pareto est appelée frontiére de
Pareto, surface de Pareto ou Front de Pareto.

Remarque :

Résoudre un MOP revient a trouver soit l'ensemble Pareto (ensemble des solutions
réalisables, Pareto optimales) ou les frontieres Pareto (les vecteurs non-dominées
équivalents).

‘Opt’ : Optimiser, qui veut dire maximiser ou minimiser, tout en travaillant dans le sens de la
minimisation.
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Solutions Supportées et non Supportées :

La définition de Front Pareto se réfere a I'espace des objectifs, et deux types de solutions
peuvent étre différenciés :

- les solutions supportées, appartenant aux portions convexes du Front Pareto.

- les solutions non-supportées, appartenant aux portions concaves du Front Pareto, mais ne
sont pas dominées pour autant.

2-6- Points Particuliers

S’il apparait naturel de limiter la considération des solutions qui sont efficaces, I'ensemble de
celles-ci est généralement trés vaste, dans le cas discret méme infini dans le cas continu./9/

La sélection d'une solution efficace spécifique comme candidat de meilleur compromis exige
une certaine connaissance de la structure de préférence du décideur, cette information se
traduit parfois en termes de parametres de préférence, les parametres les plus courants sont :

(1) Les points reflétant 'importance relative de chaque critére.

(2)Les points de références qui sont définis par niveaux d’aspiration (valeurs
souhaitables) sur chaque critére.

(3) Les points de réservations qui sont définis par niveaux de réservation (valeurs non
souhaitables) sur chaque critere.

Parmi tous ces points de référence ou de réservation, on peut citer plus particulierement les
points Nadir, Idéal et Anti-idéal, qui appartiennent a I’espace des criteres.

2-6-1. Point Idéal

Définition : soit z* = (2], 73, ..., z;) € R¥ est le vecteur qui optimise chaque fonction objectif
fi,i =1..k, séparemment.

C'est-a-dire z; = opt(ﬂ(x)),i =1...k,x€X.
Ou bien z" = (2] = opt fi(x),z; = opt f(x), ...,z = opt fi.(x)).

Remarque: Le point idéal n’est généralement pas dans l'espace des critéres réalisables,
puisque les objectifs sont souvent contradictoires est conflictuels, c’est pour cela qu’on
I'appelle point Utopique.
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2-6-2. Point Anti-Idéal

Définition : soit z4 = (z{}, 24, ..., z&)¢ € R¥ est le vecteur qui optimise chaque fonction objectif
fi, i =1..k, séparément tel que puisque l'objectif est de minimiser alors I'optimisation ici
serrait de maximiser les criteres.

Cest-a-dire z{# = opt(fi(x)), i=1..k,x € X.

Ou bien z4 = (Zf1 = opt f1(x), z& = opt f5(X), ...,z = opt fk(x)).
2-6-3. Point Nadir

nad . nad

Définition : soit z"%¢ = (21 , Zy %, ...,z,’}ad) € R¥ est le vecteur qui optimise chaque fonction

fi, i =1..k,séparément mais cette fois dans I'espace de la surface de Pareto qu’on nomme P.
7" = opt(fi(x)),i=1..k,xEP
Remarque : le point Nadir sert a restreindre I'espace de recherche.

Le graphe suivant représente les points cités ci-dessus :

T

24 X X
¥ x
|
| x 4
.
> ><
£ SO A 9
| |
| X x X
| .
| X
| 1 |
| ¥ |
| ) =
| | x
I |
& B B
o
. i)
X Sphition réalisable [ ] Sohution Pareto
© Point Idéal < Point Utopique £\ Point Nadir (:) Pomt Anti-idéal
Figure.3
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2-7-  Approches de résolution de Problémes Multi-Objectifs

Les méthodes d’optimisation multicriteres s’intéressent aux problémes essayant d’optimiser
simultanément plusieurs objectifs. Elles peuvent étre classées selon le schéma suivant :

Meéthodes d'optimisation multi-objectif

F'rnirwal.w.&un Brarich 3nd " Hiorilied Métshsirictiouss
dynamigue Bound spéciiues

Figure.4

Nous allons nous intéressés plus particulierement a 'approches Pareto, dont on a défini les
principes précédemment dans le chapitre :

Définition 1 : (Décideur)

Un décideur est un individu/un groupe d’individus, qui face a une décision a la responsabilité
d’évaluer les différentes alternatives possibles afin de proposer de mettre en ceuvre une
solution.

Définition 2 : (analyste)
Il est responsable de la définition et de la présentation des résultats au décideur.

La difficulté principale d’'un MOP est qu’il n’existe pas de définition de solution optimale, le
décideur peux simplement exprimer le fait qu'une solution est préférable a une autre mais il
n’existe pas de solutions meilleurs qu'une autre.
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Dés lors, résoudre un MOP ne consiste pas a rechercher la solution optimale mais 'ensemble

de solutions de compromis pour lesquelles on ne pourra pas effectuer une opération de
classement./9/

On distingue deux approches comme le montre la figure suivante:

Probléme multi-objectif (MOP)

Résolution | Intervention
multi-objectifs - du décideur

|

Ensemble de

Le décideur choisit un
poids pour chaque objectif
et les combine tous

ensemble Probleme

plusieurs ’ mono-objectif
solutions Pareto - : j
' Le décideur choisit une
solution parmi I’ensemble
de solutions Pareto
Intervention du ReSOIution.
décideur ‘ ~__mono-objectif
\ Solution unique /

Figure.5

Approche 1: elle consiste a ramener ou bien transformer le MOP en Probleme mono-objectif.

Approche 2: elle consiste a proposer des solutions en prenant compte de I'ensemble des
objectifs simultanément.
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2-7-1. Approche mono-objectif

Elle caractérise les méthodes dite « a priori » (Décideur — Recherche), nous allons détailler
deux méthodes des plus utilisées dans la littérature.

Méthode de la somme pondérée :

Appelée aussi méthode d’agrégation des objectifs. Cette méthode consiste a ramener le MOP a
un probléme de d’optimisation d’'une combinaison linéaire des objectifs initiaux de la maniere
suivante :

Optimiser f(x) = [fi(x), (%), ..., fie (x)]

(MOP) ... Sc: gi(x) <0
ou gi(x) =0
x€X

Qui serra transformer en probléeme paramétrique tel que :

( k
Optimiser Z Aifi(x)

i=1
(Pa) 9 sc: gi(x) <0
ou gi(x) =0

\ x€X

K
OuA; = 0avec )[4 = 1.
Les poids A; sont choisis en fonction de I'importance portée par le décideur au critere.

Tel que la solution optimale du probléme paramétrique (P;) est une solution Pareto Optimale
pour le (MOP).

Méthode s-contrainte :

Une autre fagon de transformer le (MOP) en un probléeme Mono-Objectif est d’optimiser
'objectif jugé prioritaire par le décideur et de convertir les autres criteres en contraintes, tel
que le probleme transformer s’écrira comme suit :
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( Optimiser f;(x)

Sc: gi(x) <0
(Ps) ou gi(x) =0
x€X

() <eVj=1.kj#i
fi V] J

Tel que la solution optimale du probléme paramétrique (P,) est une solution Pareto Optimale
pour le (MOP).

Remarque:
(1) Les poids 4; , etles parametres jsont définis par le décideur.

En les faisant varier dans les deux méthodes, on trouve un sous-ensemble de poids et
parametres Pareto Optimaux pour le (MOP).

2-7-2. Approche progressive

Cette approche contient les méthodes progressives et les méthodes dites « a postériori ».
Méthodes « a postériori » : (Recherche — Décideur)

Le décideur prend sa décision d’apres un ensemble de solutions calculées par un solveur
Méthodes interactives : (progressives)

Dans ces méthodes, le processus de décision et d’optimisation sont alternées, par moments le
décideur intervient de maniere a modifier certaines variables ou contraintes afin de diriger le
processus.

Le décideur modifie ainsi interactivement les compromis entre ses préférences et les
résultats.
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3- Programmation Linéaire bi-niveaux

3-1- Introduction

Un probléme de programmation bi-niveaux est un comme son nom l'indique, un
probléme a deux niveaux de décisions, qui est caractérisé par un probléme d’optimisation
classique avec la spécificité d’avoir les contraintes en parties déterminées par un autre
probleme d’optimisation, donc deux problemes d’optimisation, deux niveaux de décisions, ce
qui lui a valu d’étre classifié comme un probléme d’optimisation hiérarchique a deux échelons,
en références a la chaine de commandement militaire, comparaison vite trouvée car la
décision au niveau supérieur, c’est-a-dire au niveau de la fonction objectif est prioritaire par
rapport a I’échelon inférieur. Il est aussi appelé dans la littérature programmation en escalier
a deux étages, pour la forme de sa formulation mathématique, qui fait référence en quelques
sortes a un escaliers./6/

Alors, La programmation bi-niveaux est un outil puissant de l'aide a la décision dans
certains contextes ou la prise de décision n’est pas centralisée, donc ne se prend pas
unilatéralement, bien sir le niveau supérieur appelé Leader garde le coté prioritaire, puisque
le champ d’action du niveau inférieur appelé Suiveur (Follower .en Anglais) est limité par les
choix du Leader, comme un Chef de Gouvernement qui délegue a son ministere de la défense
le soin de s’occuper des affaires courantes en rapport avec la défense du territoire, le
Président (Leader) soumet sa Politique parmi les choix qui s’offrent a lui en tenant compte
des contraintes, le Ministére (Suiveur) fait au mieux son travail en prenant compte des
directives et éventuellement des contraintes auxquels il doit faire face./&/

Aussi, il existe deux voies a emprunter pour modéliser et résoudre ce genre de
probleme, Stackelberg a donc prit ca sous l'angle de la théorie des jeux, en traitant ce
probléme duopole comme un jeu a deux joueurs a somme nulle. Bracken, McGill et Bard eux le
prennent sous l'angle de la Programmation Mathématique, utilisant les outils de
I'optimisation. C’est cette seconde voie que nous allons emprunter et traiter au fil de ce
chapitre.

23



3-2- Formulation générale d'un Probléme bi-niveaux

Dans sa forme générale, un probléme de programmation bi-niveaux est formulé comme suit
:[11]
max F(x,y)
s.c.G(x,y) <0

max f(x,y)
s.c.g(x,y) <0,

(PB) (1)

ou les variables sont divisées en deux classes, les variables x € R™t du niveau supérieur et les
variables y € R™ du niveau inférieur. Les fonctions F : R™ X R"2 - Ret f: R™ x R"2 - R
sont respectivement les fonctions objectifs du niveau supérieur et niveau inférieur, et les
fonctions vectorielles G : R™ X R™"2 - R™ et g : R™ X R"2 - R™2 sont les contraintes du
niveau supérieur et niveau inférieur respectivement.

Dans le probleme (1), en ajoutant I'hypothese de linéarité des fonctions F(x,y), (x,y),
G(x,y) et g(x,y), on obtient un programme linéaire qu’'on appelle Programme bi-niveaux
linéaire et qu’on notera (PBL)

3-3- Formulation mathématique d'un Probléme bi-niveaux linéaire

La programmation bi-niveaux linéaire est I'un des modeles de base de l'optimisation bi-
niveaux, ou les fonctions objectifs et les contraintes du Leader et du Suiveur sont linéaires.
Dans cette section, nous allons voir, a travers des exemples, les propriétés de base des
problémes de programmation bi-niveaux linéaire.

Un probléeme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) peut étre écrit sous sa forme
générale :

(max F(x,y) = cix + dty
s.cAjx + By < b,
x=0
max f(x,y) = cix + diy
s.cA,x + B,y < b,

\ y=0

(PBL){ (2)

ou F: R xR™=R; f: R"™MxR™ - Rsont les fonctions objectifs du Leader et du Suiveur

respectivement; c¢;, c,€ R™; dy, d,€R"2; b; € R™1,
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b, e R™2; A; —my xn, -matrice, B; — m; x n, -matrice, A, — m, x n; -matrice et B, —m, X

n,-matrice.
3-4- Exemple de programme bi-niveaux
Probléme de controle de ressources :

Le probléme bi-niveaux linéaire de contréle de ressources est formulé de la maniere
suivante: /7]

max, F(x,y) = ckix + ¢ty
maxyf(x, y) = 5519‘ + dgzy
Aix+A,y<b

x,y=0

Ce modele a été proposé pour analyser la répartition d'un budget fédéral entre plusieurs états.
Le vecteur x représente la répartition du budget de chaque état. Au deuxiéme niveau, chaque
état peut choisir de maniere indépendante le financement de projets en respectant son
budget. Le niveau de financement est représenté par le vecteur y.

3-5- Définitions
Considérons le probleme (2). Nous avons les définitions suivantes.
Définition 1.
a) Le domaine S des contraintes du (PBL) est défini par:
S={(x,y) eR™ xR": Ajx+ By < b;,Ayx + B,y < b,,x 20,y = 0}.
b) L’ensemble des solutions réalisables du Suiveur pour un x fixé est noté par
S(x) et défini par:
Sx)={yeR"™: B,y<b,—A,x,y = 0}.
c) La projection de S sur I'ensemble des décisions du Leader :
PX)={xeR™: 3y € R"2,A;x + B,y < by,A,x + B,y < b,,x >0,y > 0}.

d) L’ensemble des réactions rationnelles du Suiveur pour xP(X) , est donné par:

R(x)={y € R™: y = arg max [f(x,¥) : § € S()]},
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Avec arg max [f(x,9) : €S ={y €S(x): f(x,y) = f(x,¥),Vy € S(x)}.

e) La région induite (ou ensemble induit) :

RI ={(x,y) €S,y € R(x)}.

Le Leader peut obtenir différentes réactions rationnelles du Suiveur en attribuant différentes
valeurs a x. L’union de toutes les valeurs possibles, x, que le Leader peut sélectionner ainsi
que les réactions rationnelles correspondantes yeR(x) forment la région induite RI définie

précédemment
3-6- Exemples de reformulation

La majorité des résultats obtenus dans la littérature concernent la version particuliere du
(PBL) sans contraintes du Leader (i.e. sans les contraintes A;x + B;y<b;,x=0). Il a été

remarqué que la présence de ces contraintes, appelées parfois contraintes couplantes, ou
contraintes de connexion, pourrait influencer considérablement la structure de I’ensemble
réalisable du (PBL) (région induite). Elle pourrait le rendre déconnecté et parfois méme vide.

Dans la pratique, la position des contraintes n’est pas arbitraire dans un (PBL) et dépend
fortement de l'application considérée. Les probléemes avec des contraintes du niveau
supérieur peuvent surgir par exemple si le Leader n’est pas disposé a accepter certaines
décisions optimales du Suiveur. De plus, il faut noter que le déplacement de telles contraintes
vers le niveau inférieur peut changer complétement le modele.

Pour le traitement du (PBL) avec contraintes du Leader, il existe une nouvelle définition
alternative a la définition 1. La différence entre les deux définitions est que la nouvelle
définition implique que le Suiveur est tenu de respecter les contraintes du Leader, ce qui n’est
pas le cas pour le (PBL) Les auteurs motivent leur nouvelle définition en donnant une
instance du (PBL) pour laquelle aucune solution ne peut étre trouvée en utilisant la définition
1., méme si S+@. [Is montrent que cette instance possede une solution et que le fait de ne pas

trouver cette solution est une défaillance de la définition classique du (PBL).

Mais apres analyse de cette nouvelle définition il est démontré qu’elle est simplement
équivalente a transférer les contraintes du niveau supérieur au niveau inférieur ce qui n’est
pas permis comme nous l'avons déja mentionné. Ils ont montré que la solution optimale du
(PBL) original n’est plus optimale apres déplacement de ces contraintes (voir les exemples 2
et 3).
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Exemple 1. Considérons 'exemple suivant :

B

(max F(x,y)=—x+4y
s.c.max f(x,y)=—y
—x—y< -3
{—2x+y<0

2x +y < 12
-3x+2y> —4

\ x,y=0

{3 ﬁ')',ﬂ\

/ \

(4.4)

Région induite

Figure.6

Suivant la définition 1, nous avons: - P(X) = {x: 1 < x < 4}.

- L’ensemble des solutions réalisables S(x) du Suiveur pour un x € P(X) fixé est représenté

par une ligne verticale contenue dans le polyedre S au point particulier x.

- Ensemble des réactions rationnelles du Suiveur: puisque la fonction objectif du Suiveur est

de minimiser y, donc R(x) est le plus petit point réalisable y sur la ligne verticale. Il est donné

par

R _{—x+3,si1£x£2,
) =1@Bx—4)/2,5si2 <x <4

- Larégion induite RI est la portion en gras du périmetre de S.
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Complexité du (PBL)

Le probléme de programmation bi-niveaux linéaire est un probleme compliqué et difficile a
résoudre./70] Malgré que les fonctions objectifs et les contraintes du niveau inférieur et du
niveau supérieur sont toutes linéaires, le (PBL) est ni continu partout, ni convexe. Il a été
prouvé que le probleme du niveau supérieur était non-convexe avec un exemple pratique,
ainsi que le (PBL) est un probleme NP-difficile. En outre, il a méme étais établi que le (PBL)
est fortement NP-difficile. Car établir l'optimalité stricte ou locale d'une solution est
également NP - difficile.

Propriétés du (PBL)

Dans la définition 1. du (PBL), I'ensemble des contraintes représente toutes les combinaisons
de choix que le Leader et le Suiveur peuvent faire. L’'objet le plus important dans cette
définition est la région induite. Elle représente I'’ensemble réalisable du (PBL) sur lequel le
Leader peut optimiser sa fonction objectif et est composée de I'union de faces de 'ensemble S.
Cet ensemble est polyédral, souvent non convexe et, en présence des contraintes du niveau
supérieur, il peut étre discontinu et méme vide./71/

Afin d’illustrer les propriétés citées ci-dessus, nous proposons les exemples suivants :
Exemple 2. Considérons le probleme suivant:

( max x + 2y
max y
s.c.—3x+y<-3
(P1){3x+y <30

2x —3y = —12
x+y< 14
\ x,y=0

La région des contraintes de ce probleme est représentée dans la figure.7 On remarque que
cet ensemble est convexe. La solution de cet exemple est le point B = (6,8)
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104

La région induite est représentée
mais continue (connectée). Dans

10 «x

Figure.7

par des traits en gras. On voit bien qu’elle est non convexe
le cas de présence des contraintes du niveau supérieur (le

Leader), cette région est souvent discontinue (voir exemple 3.).

Exemple 3. Considérons le (PBL) de I'exemple 2. ou les deux dernieres

contraintes du Suiveur sont déplacées vers le niveau supérieur;

(P2) 5

(max x + 2y

s.c.2x — 3y = —12
x+y< 14

maxy
s.c.—3x+y< -3
3x+y <30

\ x,y =0

La région des contraintes ainsi que la région induite en gras sont représentées dans la figure 8

Ya

10 4

10 X

Figure.8
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On voit bien d’apres le graphe de I'exemple 3. que la région induite est discontinue. Ceci est di
a la présence des contraintes du niveau supérieur. La solution globale de cet exemple est le
point C = (8,6) et A est une solution locale.

Comme nous I'avons déja mentionné, la région induite peut étre vide dans le cas de présence
des contraintes du niveau supérieur. Regardons I'exemple suivant [73].

Exemple 4.

(max F(x,y) = —x+4y
s.c.—x—y< =3
—-3x+2y > —4
(P3)qmax f(x,y)=—-x—y
s.c —2x+y <0
2x+y < 12

\ x,y =0

Le graphe de cet exemple donné dans la figure 9 nous montre que la région induite est vide :
nous avons la région des contraintes S, et pour un x fixé I'’ensemble réalisable du Suiveur est
représenté par une ligne vertical; par exemple pour x = 2, S§(2) est représenté par la ligne en
gras dans la figure 9. Puisque l'objectif du Suiveur est de minimiser f(x,y) =x+y,
I'ensemble des réactions rationnelles de ce dernier est 'ensemble R(x) = {0} ( voir figure 9 ).
En utilisant la définition 1., nous avons bien RI = @.

,“

(3.6) (3,6)
——————— N (4.4) (4.4)
(1,2)
S 4 i R (x)
1 2 3 4 5 5 X

Figure.9
Solutions optimales et multiplicité des solutions

Considérons le (PBL) et supposons que I'ensemble des réactions rationnelles du Suiveur est
constitué d'un seul point (au plus) pour toutx € P(X) ,i.e. |[R(x)| < 1,Vx € P(X).
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Définition 2.
Un point (x*,y*) € RI est optimal pour le (PBL) si :
cix* +diy* = cfx + dly,v(x,y) €RI.

Cette définition d‘une solution optimale du (PBL) est valable uniquement dans les conditions
citées ci-dessus. Par contre, dans le cas ou I'ensemble R(x) est constitué de plus d’un élément
(multiplicité de solutions optimales du Suiveur) pour unx<P(X) fixé, le raisonnement est

différent. En effet, dans ce cas il existe dans la littérature deux approches principales pour
formuler la solution du (PBL) : I'approche pessimiste (ou forte) et I'approche optimiste (ou
faible).[7]

1. Approche pessimiste: cette approche est appropriée pour le cas ou la coopération entre le
Leader et le Suiveur n’est pas autorisée et que le Leader ne peut influencer le choix du
Suiveur. Dans ce cas, il est rationnel que le Leader se protége en limitant le dommage
résultant d’une sélection indésirable du Suiveur tout en respectant son objectif. Donc, son
probléme sera formulé de la maniére suivante :

max min F(x,y)
s.c.(x,y) €S

Y € R(x)

2. Approche optimiste: dans ce cas, le Leader peut supposer la coopération du Suiveur, dans le
sens ol ce dernier va choisir a chaque fois une solution qui est la meilleure du point de vue du
Leader. Ce cas se formule de la méme maniére que le (PBL), i.e.

max F(x,y)
s.c.(x,y) €S

Y € R(x)
En se mettant dans les conditions de la formulation optimiste du (PBL), le Suiveur va choisir
y € arg max {cix + diy: y € R(x)},

ce qui signifie la meilleure solution dans R(x) du point de vue du Leader. Le (PBL) peut donc
étre écrit d'une maniere équivalente sous forme d'un programme mathématique standard :

max {F(x,y) : (x,y) € RI}, (PBLY

et dans ce cas la définition 2. pour une solution optimale du (PBL) reste valable. Cette
définition peut étre formulée autrement en utilisant la définition suivante :
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Définition 3.

Considérons un (PBL) et soitS son ensemble des contraintes. Alors

1. (x,y) est un point réalisable si (x,y) € S.

2. (x,y) est un point admissible si (x,y) est un point réalisable et y € S(x).
Une solution optimale du (PBL) sera alors définie comme suit :

Définition 4.

Un point (x*,y") est une solution optimale du (PBL) si (x*,y") est admissible et pour tout
point admissible (x,y) ona:

F(x*,y") =2 F(x,y).

Remarque 2. [ faut noter qu’en l'absence des contraintes du niveau supérieur, toute solution
rationnelle est aussi solution admissible. Dans le cas de présence de ces contraintes, l'inverse
n’est pas toujours vrai.

3-7- Approches de résolution

Soit le probléme de programmation bi-niveaux linéaire (PBL) et soitu € R™2,v € R les
variables duales associées aux contraintes A,x + B,y < b, et ay > 0 respectivement. Nous
avons la proposition suivante.

Proposition

Une condition nécessaire pour que (x*,y*) soit solution du (PBL) est qu’il existe u* et v* tels
que (x*,y*,u*,v") résout le systéeme :

(max F(x,y) = ctx + dly
Aix+ By <b;

A,x +B,y+w = b,
Blu—v=d,

viy +utw =0
x>0,y=>0,u=0,v=0w=0

(PBL) KKT |

Cette formulation du (PBL) va jouer par la suite un réle important dans le développement
d’algorithmes de résolution du (PBL) Le probleme d’optimisation (PBL)kgr est linéaire a
I'exception des contraintes de complémentarité (vty + u‘w = 0).
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Méthodes de résolution du (PBL)

Pour la résolution du (PBL), de nombreux algorithmes ont été mis au point et
particulierement pour le cas linéaire. Ces algorithmes peuvent étre classés en trois principales
catégories de méthodes basées sur la reformulation KKT, et les méthodes développées dans
cette catégorie sont nombreuses et requierent la transformation du probléme en un probléme
d’optimisation a un seul niveau en utilisant les conditions KKT. Donc au lieu de travailler avec
le probléme (PBL) on travaille avec le probleme (PBL)kxr- A cause de la présence des
contraintes de complémentarité dans le systeme KKT, le probléme résultant est non linéaire.
Les approches développées dans cette catégorie peuvent étre résumées en:

- Approche basée sur la programmation entiere mixte: il a été proposé, pour la résolution du
probléme (PBL)kkr de convertir les contraintes de complémentarité en contraintes linéaires
en ajoutant des variables binaires.

- Approche du pivot de complémentarité : 1'algorithme du pivot de complémentarité (PCP) il
calcule a chaque itération un point réalisable (x, y) pour le probléme original de telle fagcon
que la fonction objectif du Leader prenne une valeur au plus égale a un nombre a. Ce
parameétre est mis a jour a chaque itération et le processus s’arréte lorsque aucune solution
réalisable ne peut étre trouvée.

- Approche basée sur les techniques Branch and Bound : I'idée de cette approche est de
supprimer le terme de complémentarité et résoudre le programme linéaire résultant. A un
nceud donné de l'arbre Branch and Bound qui ne vérifie pas les contraintes de
complémentarité, la séparation se fait de la maniere suivante: deux nceuds seront créés, I'un
avec (v,u) = Ogn,+m, comme une contrainte additionnelle et 'autre avec (y, w) = Ognz+m,.
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4- Programmation Linéaire stochastique

4-1- Introduction

L’Optimisation Stochastique est née de la nécessité de trouver une meilleure approche de
modélisation et de résolution pour les problémes réels, ou dans certains cas les variables
revétent un caractere aléatoire, et que les méthodes de résolution conventionnelles ne
peuvent résoudre les programmes résultant, du fait qu’ils soient inadaptés./12/

4-2- Rappels sur les probabilités :

4-2-1. Tribu
Définition :

Soient ) un ensemble et T une partie de P(Q) ou P(Q) est l ensemble des parties de (),
on dit que T est une tribu (ou c-algébre) sur Q si:

. Q€eT7.
ii. VAET =>A°€eT

ili. V{4;}lien©T = U;n4;i ET.
Remarque:
Si A,, = @, a partir d'un certain rang n, alors:
Uien4i=Uiso 4i €T
dans ce cas T est appelée algebre.
Exemple :
Soitl’ensemble Q) = {y, 3, v}

T, = {Q, ¢} est une algébre.

Ty, = {{y, B}, {r}} est pas une algébre puisque Q ¢ Ty.
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4-2-2. Espace probabilisable
Définition :

Soient Q) un ensemble et T une tribu, le couple (Q,T) est appelé espace probabilisable
ou espace mesurable.

4-2-3. Tribu de Borel
Définition :

Soit (Q,T) un espace topologique. On appelle tribu Borélienne (ou tribu de Borel de Q)
lao-algébre engendrée par I'ensemble des ouverts de (), elle est notée B({) ou B,

Dans le cas ou Q) = R onla note par B(R) ou bien By. Elle est engendrée par des intervalles
ouverts | a; b[ ou a et b sont des éléments de R.

4-2-4. Espace probabilisé

Définition:
Soit un espace probabilisable (Q,T), on appelle mesure de probabilité ou probabilité sur
(Q,T) toute applicationP de T dans [0, 1] vérifiant:

i. PWQ) =1
ii.  Pour toute suite (4,,) ey d’éléments de T deux a deux disjoints, on a :

[P(UneN An) = ZneN P (An)

on dit que P est une mesure o-additive.

Le triplet (Q, T, P) est appelé espace probabilisé.
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4-2-5. Variable aléatoire
Définition :

Soit (Q, T, P) un espace de probabilité et X une application de Q dans R. On dit que X
est une variable aléatoire (en abrégé v-a) si pour tout B dans By:

X YB) ={w:X(w) EB}ET.

1. X est une variable aléatoire continue, si X (2) est un intervalle deR ou R.
2. X estune variable aléatoire discréte, si X ({2) est fini ou dénombrable.

4-2-6. Loi de probabilité de X
Définition :

Soit (Q, T, P) un espace probabilisé et X une v-a. on appelle loi de probabilité (ou loi)
de X, la probabilité Py définie pour tout B dans By par:

Px(B) = P(X™'(B))

e SiX estune v-adiscrete, alors:

Vx € B Py(B) = ZP(X —x)

X€EB

e SiX estune v-a continue, alors pour tout intervalle B = (a; b) (ouvert ou non) de R:
Px(B) = P(X € (a; b))
4-2-7. Fonction de Répartition
Définition :

Soient (0, T,P) un espace probabilisé et X une v-a. On appelle fonction de répartition
(ou distribution) de X la fonction définie par:

FX:R—)[O,l]

X — Fx(x) =PX <x)
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Théoréme:

Soient (Q,T,P) un espace probabilisé et X une v-a. soit Fx sa fonction de repartition,
alors:

e Fx estune fonction croissante.
e Fy est continue a droite.
e Ilim Fx(x) =1et lim Fx(x) =0.
X—+00 X—>—00
Définition :
Soient (), T, P) un espace probabilisé et X etY deux v-a. X et Y sontindépendantes si
PX <x,Y<y)=PX<x)P(Y <y)
4-2-8. Fonction de densité
Définition :

Une fonction fy définie sur R est une densité de probabilité de X si elle vérifie les
conditions suivantes:

e Pourtout x dans R, on a fy(x) = 0.
e fy est continue sur R.
e fy esttelle que:

Tofx(x)dx =1.

Pour tout x dans R, on a:
X
R = [ frde
Par suite : % (x) = fy(x)
4-2-9. Esperance mathématique
Définition :

Soient (), T, P) un espace probabilisé et X une v-a de densité fx, on dit que X admet une
espérance mathématique :

37



e Pour X discrete, si :
Yxex@)XP(X =x) <+ etonnote E(X) =X ex)XPX =x).
e Pour X continue, si:
fjoc:x fx(x)dx < + etonnote E(X)= f_:ox fx()dx.
Propriétés :
Soient (0, T,IP) un espace probabilisé et X, Y deux v-a possédants des espérances
mathématiques, alors:

i EX+Y)=EX) +EY)

i Vab€eR, E(@X+b)=aEX)+b
iil. Va€eR, E(a)=a
v. SIX=0=EX)=0

4-2-10. Variance et covariance
Définition :

Soient (2,7, P) un espace probabilisé et X,Y deux v-a admettant des espérances
mathématiques. On appelle covariance de X et Y le nombre réel:

Cov(X,Y) = E[(X — E))(Y — E(V)) ]
SiX =Y on appelle variance, le nombre réel :
VX)=E[(X — E(X))]*
Le nombre réel positif
a(X) = JV(X)
est appelé écart-type.
Remarque :
Si Cov(X,Y) existe alors :

Cov(X,Y)=E(XY) — ECOE(Y)
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Si X et Y sont indépendantes, alors :
Cov(X Y)=0
de méme si V(X) existe, alors :
ViX)=E(X?) — (E(X))?
Propriétés :
Soient (0, T ,P) un espace probabilisé et X,Y deux v-a admettant une variance, alors:

L Va€R; V(aX) = a?V(X)
i. VceR; V(ic)=0 et VX+c)=V(X)
i. Va,b€R, V(aX+ bY) = a?V(X) + 2abCov(X,Y) + b?V(Y)
En particulier, si X et Y sont indépendantes;
V(aX + bY) = a?V(X) + b2V (Y)

4-2-11. Loi uniforme et loi normale

Soient (0, T ,P) un espace probabilisé et X une v-a continue.
La loi uniforme

Définition :

La v-a X suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b] et on note X ’u[a,b], si elle
admet pour densité de probabilité la fonction f définie sur R par:

) = {ﬁ si x € [a,b]
0

sinon

et sa fonction de répartition définie par :

Fx)=P(X<x)=47— sia<x<b

0 six<a
xXxX—a
b—a

1 six=b
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Son espérance mathématique est:

E(X) = a+b
Sa variance est :
B (b — a)?
V(X) = v

Loi Normale
Définition :

La v-a X suit une loi normale de moyenne m et d’écart-type ¢ et on note X ~» N'(m, ), si elle
admet pour densité de probabilité la fonction f définie sur R par:

Sim = 0 et ¢ =1 on dit que X suit une loi normale centrée réduite et on note X ~ N'(0,1).

Remarque :
Si X suit une loi V'(m, o) alors,on a:

E(X)=m et V(X) =02
Lav-a:

XM\ N(O,1).

o2

X =

SiX ~ N(0,1), sa fonction de répartition est définie par :

X 1 _xZ
p(x)=PX <x) = j \/T_nerx

Pour tout nombre réel a avec 0 < a < 1, on peut déterminer d'apres la table de la loi normale
centrée réduite le nombre u, tel que :

P(X <u,)=1-a
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4-2-12. Matrice de covariance

Soient (2,T,P) un espace probabilisé et X une v-a a valeur dans R4, on dit que X est un
vecteur aléatoire et on note X = (X;,...,X4)¢. Les variable aléatoires réelles X, ..., X, sont
appelées composantes de X, leurs lois de probabilité sont appelées lois marginales de X. On
définit 'espérance de X par :

E(X,)
m, = E(X) = j
E(Xa)

et la matrice de covariance est donnée par:

I'= (Cov(Xy,X;)asijea = E[(X — ECX))'(X — E(X))]

ou
V(Xy1) Cov(Xy,X;) ... Cov(Xy,Xy)
E[(X — ECX))E(X — E(X))] = Cov()s(Z,Xl) V();(Z) .-.Cov()fz,Xd)
Cov(Xy,X1) Cov(Xg Xz) . V(Xy)
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4-3- Programmation stochastique

Lors de la formulation mathématique d'un probléme de décision ou d'optimisation qui
se rameéne a un programme linéaire uni-objectif ou multi-objectifs. Supposer que les données
sont déterministes ou constantes est une hypothése peu réaliste compte tenu du fait qu'elles
peuvent étre aléatoires de par leurs variabilités et des expériences précédentes, donc
représentées par des variables aléatoires. Ce qui a donné naissance a la programmation
linéaire stochastique uni-objectif ou multi-objectifs.

4-4- Formulation d’'un probléme de programmation linéaire stochastique

Un programme linéaire stochastique est un programme linéaire en présence de variable(s)
aléatoire(s) définie(s) sur un espace de probabilité (£, F, P) de distribution connue./714/

Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

( max ¢’ (w)x

n
j=1
Xj = 0,] =1..n

Avec c(w) = (¢1(w) ...ch(w)) ou ¢j(w),a;j(w) et bi(w) pour i=1..metj=1..n
sont des variables aléatoires de distribution connue sur I'espace de
probabilité (Q, F,P), etles x; = 0,j = 1...n sont des nombres réels positifs.

4-5- Approches de résolution

Il y a essentiellement deux différents types de modeles en programmation linéaire
stochastique qui sont :

1. méthode passive ou "'wait and see"
2. méthode active ou "'here and now"
Méthode passive :

Le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et résoudre le programme
déterministe résultant. Dans ce modele, on s'intéresse généralement a la distribution de
probabilité de la valeur optimale ou a son espérance mathématique et/ou sa variance. Comme
I'approche passive, relevant de la philosophie du "wait and see", concerne plus les problemes
prévisionnels, nous allons dans ce travail focaliser sur la philosophie du "'here and now"'./12/
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Méthode active :

Cette méthode est basée sur la décision sur x ou stratégie sur x qui est prise a I'avance, avant
les réalisations des variables aléatoires.

Résoudre un (Ps), revient a lui associer un programme déterministe équivalent,
comme suit:

4-5-1. Programme équivalent dans le cas d’une fonction objectif stochastique
Considérons le programme linéaire stochastique sous la forme suivante :

max ¢’ (w)x
(Ps)
x €D ={x/Ax < b,x = 0}

Ou c est un vecteur aléatoire et A = (a;;) et b = (b;) sont déterministes.

Pour établir la fonction objectif du probleme équivalent, nous avons plusieurs
modeles. Parmi elle, nous considérons les méthodes suivantes :

4-5-1.1. E-Modele

Cette méthode et la plus utilisée, elle consiste a remplacer la variable aléatoire
de I'objectif par son espérance mathématique pour obtenir le programme linéaire
déterministe suivant :

max E(c’(a)))x
(Ps)1
x €D ={x/Ax < b,x = 0}

43



4-5-1.2.

4-5-1.3.

4-5-1.4.

V-Modéle

Cette méthode consiste & minimiser la variance de I'objectif notée a2 (ct(w)x),
pour cela il nous faut calculer la matrice covariance notée V, il en résultera la
variance o2 (c!(w)x) = (x'Vx), ce qui nous donnera le programme déterministe
suivant :

min x‘Vx
(Ps)2
x €D ={x/Ax < b,x = 0}

E-V Modéle

Cette méthode est une extension du V-modele, et cela consiste a rajouter un
niveau de rendement minimum noté c, a l'espérance de [l'objectif, fixé
préalablement par le décideur, en le mettant comme contrainte additionnelle du
probléme, comme suit :

( min x‘Vx
(Ps)s { E(c'(w))x = ¢
x €D ={x /Ax < b,x = 0}
Mais le probleme de cette méthode et de choisir un ¢y convenable.

P-Modéle

Cette méthode consiste en la maximisation de la probabilité que la valeur de
'objectif est au moins égale a un certain niveau uchoisi préalablement par le
décideur, ce qui nous donnera le programme suivant :

max {P,(c'(w)x) = P(w/c'(w)x = u)}

(Ps)a
x €D ={x/Ax < b,x = 0}

44



La solution de ce probleme, dans le cas gaussien, est donnée par le programme
fractionnel suivant :

( ax (E(c'(a)))x —u)
VxtVx

Ps)'

x €D ={x/Ax < b,x =0}
Soit ¢(w) un vecteur aléatoire Gaussien, avec :

E(c'(w)x) = cx
o?(c'(w)x) = xVx

c(w) suit une loi normale N(¢x, x‘Vx)
En utilisant le théoreme central limite (TLC), on obtient donc :

(E(c’(a)))x —u)
VxtVx

P(w/c'(w)x =u) = P(w/

~ N(0,1)

(c'(w)x — ¢x) - (u — ¢x)

VxtVx  AxtVx )

P(w) (—c'(w)x + cx) - (—u+cx) (—u+cx)
= w < = S —
VxtVx VxtVx VxtVx
(E(cr(w))x—u) _ ((—u+c'x))
Alors max —W = max @ Tetvs

4-5-1.5. Critere (ou méthode) de Katoka

Cette méthode consiste en la maximisation a-fractile de la fonction de
distribution de I'objectif ou le risque a € [0,1] est choisi par le décideur, comme
suit :

max u
(P5)s {P(w /c'(w)x =u) =a}

x €D ={x /Ax < b,x = 0}
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Dans le cas gaussien ona:

Pw/cwxzu)y=aoP(w/cdwx<u)=1-a.

Et P(w /c'(w)x <u) = P{w/ C,(;),izc_v;c_x = %} =0 CZT%)

Ou @ est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée et

réduite.
Donc:
Pw/c(@x=u)=as0 (u _ c‘x) =l—-aou=cx—0 (a)yxtVx
B VxtVx

Par conséquent, résoudre le (Ps)srevient dans ce cas a résoudre le probleme
suivant:

max ¢x — @~ 1(a)yxtVx
(Ps)s'
x €D ={x/Ax < b,x =0}

cx — @ 1(a)VxtVx Est concavesip(a) >0 a > %
Si on revient au probléme (Ps)s et que P(w /c'(w)x = u) = a = %, cela veux dire

u’il faut avoir le maximum de gain avec une probabilité supérieure ou égale a 1.
2

Remarque: Sia = 1 onrevient a I'E-modele.

4-5-2. Programme équivalent dans le cas de contraintes stochastiques

Dans cette partie nous allons considérer 1'objectif comme étant déterministe, et
montrer que les méthodes utilisées dans le cas de I'objectif aléatoire ne peuvent
étre utilisées dans le cas présent.
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Exemple :
Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

(.1 1
mlnixl +ZX2

a(w)x; +x, =8
(Fs) S

b(w)x; +x, =16
c(w)x; +x, =23
\ %1 =20,x, =0

Le triplet de variables aléatoires (a(w), b(w), c(w)) est uniformément distribué sur
les intervalles {(a,8,7)/0<a<1,1<B<42<y<5}.

D’espérances,
E(a(w))=1/2
E(b(w)) =5/2
E(c(w))=7/2

Comme dans I'E-modéle, nous allons remplacer les variables aléatoires des

contraintes par leurs espérances.

1 1
rnlnle +Zx2

%xl + Xy =8
1
(Pd) gxl + Xy > 16

%xl +x, =23
\x; =0,x, >0

Apres résolution par la méthode du simplexe, on obtient la solution optimale suivante :
Maintenant, cherchons la probabilité pour que cette solution optimale soit réalisable :

P{a(w)xi + x5 =2 8,b(w)x] + x5 = 16,c(w)x] + x5 =23} =

P{a(w) > %,b(w) > g,c(w) > %} = =
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Car (a(w), b(w), c(w)) sont des variables aléatoires indépendantes.
==P (a(a)) > %).P(b(a)) > g).P(c(w) > g) =

(1 -P(a() <3).A-P(bw) <).A-P(c(w) <2)) =
(-5 ()(-R0) (-~ 0)

Puisque les variables aléatoires (a(w), b(w), c(w)) sont uniformément distribués sur
leurs intervalles, soit les fonctions de répartitions suivantes :

R(5)=1/2
P (5) =172
R (5) =172

1 5 7 1
Alors, P {a(w) 22,b(w) 27,c(w) 2 5} =5

Donc la probabilité de réalisation de la solution optimale trouvée apres résolution de
programme déterministe résultant, est de 12.5%, elle est donc tres faible, et n’est donc que
trés peu fiable, ce qui montre clairement que ces méthodes-la ne sont pas adaptés a la
résolution de ce genre de problemes.

Pour y remédier, on trouve principalement deux méthodes de résolution pour ce type
de problémes./74]

4-5-2.1. Chance Constrained Programming

Cette méthode consiste a transformer les contraintes stochastiques du programme (Ps) en
des contraintes déterministes équivalentes en considérant la probabilité de leurs réalisations,
simultanément ou séparément, au moins égale a un seuil ou a des seuils choisi(s) par le
décideur, en d’autres mots, cette méthode accepte la violation des contraintes, jusqu'a un
certain seuil choisi par le décideur.

48



Puisque cette méthode ce concentre sur les contraintes, nous allons considérer que
I'objectif est déterministe, comme suit :

maxc'x
P n
( S) Izjzl al](a))x] < bl(a)),l =1..m
k ijO,jzl...n

Avec a;j(w) et bj(w)pour i =1..metj=1..n sont des variables aléatoires de
distribution connue sur l'espace de probabilité (), F,P), et lesx; = 0,j = 1..nsont des
nombres réels positifs.

Il y a principalement deux modeles pour cette méthode :

1. Model avec seuil unique

Ce model consiste a remplacer 'ensemble des contraintes par la probabilité jointe
de leurs réalisations simultanées au moins égale a un seuil @ préalablement choisi
par le décideur.

( max ¢'x

n
Ps) P{w/z a;j(w)x; < bj(w)i=1..m}=>a
j=1
x20j=1..n
2. Model avec seuils multiples

Ce model consiste a remplacer chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation
au moins égale a un certain seuil ¢; i = 1 ...m, préalablement choisi par le décideur.

max c¢'x

(Ps) P{w/Zn a;j(@)x < bj(w)} = a;,i=1..m
| j=1
L % =0,j=1.n
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Cette méthode est la plus avantageuse, car elle permet au décideur de mettre a un
seuil a chaque contrainte individuellement, et ne lie pas les réalisations des
variables aléatoires.

Soient:

X(@)={x= O/P(a)/zn a;j(w)x; < bj(w),i =1..m) = a}
j=1

Xi@) = (2 0/P@/ ). ay(@)y < bi(@) = @)
N

Les ensembles de solutions admissibles dans respectivement les deux modeles, et la
question qui se pose dans ce cas, c’est est ce que ces ensembles la sont convexes ?
Citons donc les conditions de convexité :

1. Les variables aléatoires des contraintes sont de distribution de probabilité
discrete.
Soit (1, F, P) un espace de probabilité, et la distribution de probabilité
discrete et finie p(wy) = pp, k = 1,2,...,ret X5zl p, =1
Alors :

= poura> 1— min p,l'ensemble X(a) est convexe.
€ r

ke(1,2,..,7)
» poura; > 1— min p,l'ensemble X;(a;) est convexe.
ke(1,2,..,1)

2. Les variables aléatoires des contraintes sont de distribution de probabilité
normale.

Soient (2, F, P) un espace de probabilité, a;;(w) et b;(w) les composantes de la matrice
A(m *n) et du vecteur b(m * 1) respectivement.

Si a;1, aj, .- , Qi , b sont (n+ 1) variables aléatoires normales d'espérances
mathématiques g1, Wiz, -, Uin , A; €t de variances 63, 65, ..., 05, , 67 respectivement,
Alors :

1
Pour a > > I'ensemble X (a) est convexe.

15
Pour a; > >, I'ensemble X;(a;) est convexe.

50



Preuve:

Montrons que X;(«;) est convexe.

Posons y;(x,w) = Y% a;j(w)x; — bj(w),i = 1..mc'est une combinaison linéaire de
n + 1 variables aléatoires normales. Donc y;(x, w) est P une variable aléatoire normale
de moyenne E(y;(x,w)) = XJ_; u;jx; — A; et de variance V (y;(x,w)) = z'S;zoliz =

(x1, X2, oo, Xp, — 1) et S;((n + 1)(n + 1)) est la matrice de covariance suivante :

/ V(a;) Cov(ajy, b;)
Cov(a;y, ajy) Cov(a;y, b;) |
Si — E ‘o E
Cov(ain, ay)  Cov(ay, bi)/
Cov(b;, a;;) V(b;)

Ou V et Cov représentent respectivement la variance et la covariance.
Posons:

my, (1) = EQi(x, ) et 0y, () =V (i(x, 0))

Nous avons :
yi(x, ) ~ N(m,y, (x),0,,%(x))

En appliquant le théoréme central limite, on aura:

Vi (X, (1)) - myi (X)

o O
P@/Y, (@ < biw) =P/ ay@)y—hw) < 0)
~ p(y 2 “;iizx’;”(x) < —;:y(g) ) = ¢(%(ig)) >
Tel que ¢ est la fonction de répartition de % ~ N(0,1)
T S 1) o ¢t (@) 0y, (1) + my () 2 0
ay, (%) : :
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Donc
Xi@) =[x 2 0/P(0/ Y ay(wly; < biw) = @) = (x
j=1

= O/P(a)/qf)‘l(ai).ayi(x) +m, (x) = 0}

Puisque gy, (x) et m,, (x) sont convexes, donc la convexité de X;(a;) depend de si
¢ () 20> a; = ¢$(0) = 1/2 (de la table de la loi normale centrée et réduite)

De 13, on conclut donc que X;(«;) est convexe pour a; = 1/2. Cqfd
3. Casoules a;; déterministes, et les b; aléatoires

X;(a;) est toujours convexe

{X :(a;) est convexe si la distribution des composantes de b; est quasi — concave?®

4-5-2.2.

P(w/leaijxj - bl(a)) < O) = a; = P(a)/z:;laijxj Sbl(a))) =
=1 P(w/ Z,-=1 Qi 2 by (@) = a; = P(w/z:j:laijxj > ()

n

n
Sl—aiz FL(Z 1aijxj)S1—ai= z ainjSF_ll'(l—O!i)
J=

J=1

Tel que F est la fonction de répartition de la variable aléatoire b;(w), donc :
n
Xi@) = (2 0/P@/ ), ay(@)y < bw) 2w} = (x
]:
n
20/P(@/ ) ay(@)x; SF 71— @)
}:

Programmation avec recours

Cette méthode appelée aussi méthode a deux étapes, avec I'ajout d’'un second niveau de
décision apres transformation du probleme initial dit rigide ou stricte, en un probleme
permettant d’avoir plus de largesses dans le respect des contraintes, mais avec néanmoins sa
répercussion sur la fonction objectif.
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Partons donc du probléeme originel,

minc'(w)x

PN a)x <b (W)
x =0,

Soit y une décision corrective appelée recours, prise pour compenser une
violation q(w), un vecteur de pénalisation du recours, et q(w)y est la pénalité introduite pour
compenser ces violations. Et soit le probleme de second niveau suivant :

Q(x, ) = min{y/q"(w)y/ W(w)y = b(w) — A(w)x,x = 0,y = 0}
On aura donc le probléme déterministe avec recours suivant :
Py{min E(c'(w)x + Q(x, w))}

Avecw € O, x € R"/ Q(x,w) <+, ce qui veut dire qu'il existe au moins un
événement réalisable, autrement dit, que le recours est possible.

Et soit P,une distribution de probabilité :

¢ =Ey(c(w)) = [, c(@)dP,EtQ(x) = [, Q(x,w)dP,
Finalement, le probléme avec recours s’écrira comme suit :
Py{mincx + Q(x)} avecx € R"/x; 20,j =1..n
Et dans le cas d’une distribution de probabilité P, discrete et finie,
Po(wi) = pr, k = 1.1 et Yi_1px = 1,0naura Q(x) = Xi, piq(w)y;

alors, le programme s’écrira :

(

(Pd)

T
min cx + Z piq(w;)y;

i=1

Alw))x +W(w)yi=b (wy),i=1..r
X ﬂyl 2 0;

Il y’a aussi une autre sorte de recours, comme suit :
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Recours simple :

Dans le cas ou W est non stochastique, elle est appelée dans ce cas matrice de
recours simple, et sécrit W = (I,—I) oul(m *m) est la matrice identité de rang m,
donc W(2m * m).

Les violations des contraintes originales qui apparaissent apres le choix de la
décision x € B etlaréalisation de A(w) et b(w) valent q(w).

Il est préférable de représenter le deuxiéme étage du programme sous la forme suivante :

(Q(x, w) = min{q*(w)y* + q~ (w)y~}
yt =y~ =b(w) — A(w)x
| yt=>0,y =20
y+,y— E Rm

Le vecteur de décision y = (y*,y7), ou yTest le vecteur des variables d’écart par
défaut, et, y~les variables d’écart par exces.

Et le vecteur de pénalisation q(w) = (¢*(w), ¢ (w)), avec:
q" (w)[b(w) — A(w)]si b(w) — A(w) 2 0
q~ (w)[A(w) — b(w)]si b(w) — A(w) < 0
Q(x, w) est fini, si et seulement si g*(w) + ¢~ (w) = 0 est un événement certain.
4-6- Programmation Linéaire Stochastique Multi-objectifs
Soit le programme linéaire stochastique multi-objectifs suivant :

max(c; (w)x, ¢, (w)x, ..., ¢ (w)x)

n
(Pmos) z a;j(@)x; < by(w),i=1..m
j=1

XJZO,]=1H

Avec cr(@) = (€1 (@) ... crp(w)) ol ¢ j(w), a;5(w) et b;(w)

pouri=1.mr=1.ketj=1..n

sont des variables aléatoires de distribution connue sur I'espace de
probabilité (£, F, P), et les xj =20,j=1..nsont des nombres réels positifs.
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Pour la résolution de ce type de problémes, on recensera principalement, deux
méthodes :

4-6-1. Programme du risque minimal multiple

On consideére le probleme stochastique multi-objectifs, avec des contraintes déterministes
suivant:

max(c; (w)x, c;' (w)x, ..., ¢ (w)x)

n
z al-jijbl-,izl...m

j=1

(
I
(Pmos)%
I
k ijO,jzl...n

Avec ¢ (w) = (¢r1 (W) ... (W) oucyj(w), r=1..k et un vecteur de variables
aléatoire de distribution connue sur l'espace de probabilité (Q,F,P), et
a;j(w) et bi(w) pouri =1..metj=1..nsontdes variables déterministes et les x; >
0,7 = 1..nsont des nombres réels positifs.

On Pose: D = {Z};laijxj < bi,i =1.m /XJ = O,] =1 Tl}

Cette méthode consiste en la maximisation de la probabilité individuelle des k
objectifs qu'’ils soient au moins égales a des seuils préalablement choisis par le décideur py, il
en résulte le programme multi-objectifs déterministe suivant :

max(P(w/c;"(w)x = p1), P(w/c;' (w)x = U3), ..., P(w/ci' (w)x = )
(Pmod)

x €D
Ce probléme est appelé, probléme a risque minimal multiple a niveaux py,.

En supposant que les vecteurs aléatoires sont gaussiens, d’espérance ¢, et de matrice de
covariance V}, les solutions de bons compromis peuvent étre obtenues en considérant le
probléme de deux maniéres :

max )i, 4, P(w/c;' (w)x = w;))
Comme ceci (Pmod)’ ...

x €D
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Ou en maximisant la probabilité jointe des objectifs :

max P(w/ci'(w)x = pyg, ¢ (w)x = 1y), oo, ¢ (W)X = 1)
(Pmod)" ...

x €D

Pour la résolution du (Pmod), Stancu-Minasian a proposé la méthode suivante :
max P(w/c;'(w)x = pq)

x €D

Soit p; la valeur optimale du probléme précedent, résolvons le probléme suivant :

max P(w/c,' (w)x = uy)

Pw/ci'(w)x =) =2p1—&
x €D

Ou & est une infime quantité positive donnée, et P(w/c;(w)x = py) = p; — & a pour
équivalent déterministe ¢;x + ®@~1(1 — p; + &)/ xtVix = g ... et ainsi de suite...

( max P(w/c' (w)x = )
4 P(w/er(0)x 2 ) 2 pr — &

LP(w/Ck—1'((A))X = fg—1) = Pr—1 — Ek-1
x €D

Qui a pour équivalent déterministe le programme suivant :

( CrX — Uy
max ———
xtV,x

Gx+ @711 —py + e VxtVix =y

Cr—1x + 711 —proy + e DV X Vi1 X = pge_q
\ x €D
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4-6-2. Stochastic Goal Programming

Dans le cas ou les variables aléatoires sont normales et dont l'espérance
mathématique et la variance sont données. On établit une équivalence entre le
programme stochastique et un programme quadratique déterministe dont le but est de
maximiser la probabilité que la fonction objectif appartienne a une région bien
déterminée./12]

Cela consiste a rajouté un vecteur aléatoire u = (uq, 4y, ..., ) qui suit une loi normale
d’espérance 0 et de matrice de covariance V, représentant un facteur de perturbation
donné.

Ceci revient donc a maximiser un certain

Zg = Cp1 (W) + a2 (W) + -+ + cn (@) + pp () = ¢ (W) + u(w)  k=1..r1.

Soientz = (z4,2y,...,2,) et Z; la valeur que le décideur souhaite qu'elle soit atteinte
par z; L'egalité z; = Zz; ne peut avoir lieu a cause des perturbations dues au facteur
aléatoire p.

Alors un domaine Y* tel que Z € Y™ est choisi au départ, ensuite le probléme revient a
déterminer le vecteur x qui maximise la probabilité que z € Y* d'ou le modele suivant :

maxP(z(x) €Y")
(P)

x €D

Tel que Y* = {y = (y1, Y2, . ¥ )/ (v — 2OV (y — 2) < €2},
e convenablement choisi.
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5. Programmation bi-niveaux stochastique
5-1. Introduction

La programmation bi-niveaux stochastique, est donc une variante de la programmation
bi-niveaux qu’'on a adapté a nos besoins, en remplacant quelques variables en variables
aléatoires, pour mieux représenter leur nature stochastique, pour avoir un résultat plus
proche de la réalité, en utilisant leur caractéristiques dans la méthode de résolution.

Et pour ce, nous avons choisis d’utiliser la méthode avec recours, pour illustrer tout cela./74/
5-2. Méthode avec recours

On a considéré que toutes les variables doivent étre fixées avant que les parametres aléatoires
soient révélés, dans certains cas seules certaines variables (dites de premier niveau) sont
soumises a cette regle, les autres variables (de deuxieme niveau ou de recours) permettent
d’ajuster la solution une fois les parameétres aléatoires révélés, ces variables de recours
permettent en général d’assurer la réalisabilité des solutions de premier niveau. /74/

Soient:

e x vecteur de variables de décision de premier niveau
e y vecteur de variables de décision de second niveau (recours)

e ¢ vecteur colt des variables de premier niveau
e Tvecteur colt des variables de second niveau (stochastique)

A, b sont respectivement, matrice des contraintes et second membre du premier niveau,
T,W,d matrices des contraintes et second membre du deuxiéme niveau (stochastiques).

Premier niveau
minc'x + E[h(x,é, T,W,d)]
b

{Ax

>
X =

0
Deuxieme niveau
h(x, &, T.W,d) =
{T‘x + Wy >
y =0

min ¢ty
d

Il s’agit d'une généralisation de l'optimisation stochastique a deux niveaux. Les parametres
aléatoires sont progressivement révélés dans une série d’étapes (niveau).
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1. A chaque étape les variables du niveau e sont fixées (action)
2. Les parametres aléatoires du niveau e sont révélés (observation)
3. Lesvariables de recours du niveau e sont fixés (réaction)

Le processus répete jusqu'au niveau final. L'objectif est la minimisation de I'espérance du
colit total.

5-3. Exemple

Soient Q la quantité de journaux a commander. v le colit d’achat d’'un exemplaire. p
le prix de vente d'un exemplaire. g la remise sur invendu d’'un exemplaire. B le colit

de perte de clientele. La demande H~U[g, E]].

Probleme d’optimisation stochastique de minimisation du colt

vQ —pd—g(Q—d)sid<0

min E[C(Q,d)] ou €(Q.d) ={vQ_pQ_B(&_Q)si& >0

On vend min (d, Q) journaux. On paye B max(d -0, O)en colit de rupture de stock. On

récupére g max (Q — d, 0) en invendus. Le cofit peut donc s’écrire :
€(Q,d) = vQ — pmin(d, Q) + Bmax(d — Q,0) — gmax(Q — d,0)
On remarque que min(d,Q) = d —max(d — Q,0), on obtient:
€(Q,d) = vQ — pd — gmax(Q — d,0) + (B + p)max(d — Q,0)

Si f(x) est la densité de probabilité d'une variable aléatoire X, on rappelle que I'espérance
d’une fonction @(x) de cette variable aléatoire est :

E(@(X)) = [, 000 f (x)dx.

On a donc

oo Q [e9)
E(C(Q,d) = fo C(Q,x)f (W)dx = fo C(Q,x)f (W)dx + fQ C(Q,x)f ()dx

E[c(Q.d)] = vQ — pE[d] — g [} (@ = x)f (¥)dx + (B +p) [ (x — Q)f (x)dx
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E [C (o, d)] est une fonction convexe continue quel que soit la valeur de la variable aléatoire,
son minimum est atteint lorsque sa dérivée est nulle.

L’inégalité de Leibniz nous dit que :

L [ o ydy = [1 =G y)dy
E[C(Q,d)] = vQ - pE[d] — g f (@ - 0f()dx + (B + p) f (x - Q)f (X)dx
0 Q

En dérivant par rapport a Q (en appliquant I'inégalité de Leibniz) et en annulant au point Q*
on obtient

oo

Q*
v—gf f(x)dx — (B +p) f(x)dx =0
0 Q*

Et en remarquant que fOQ* f(x)dx = 0 estla fonction de répartition de F(Q*) ainsi que
foo f(x)dx =1 —F(Q"), on obtient:

B+p-v
B+p—g

F@Q") =

Sid~U[g,aJ, onaF(Q") = %et finalement
B+p—v_(v—g)g+(B+p—v)a
B+p—-g B+p—g

Q*=d+(d—d)
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6. Modélisation d'un probléme de tarification stochastique bi-niveau linéaire

6.1. Optimisation de la tarification de I'’ATC

Le fournisseur des services ATC (Air Traffic Control) est un acteur essentiel dans les

réseaux de l'aviation civile. Il joue un role central dans l'opération d’un avion, distribution de
lignes aériennes, le pilotage et les aéroports. L'opérateur ATC a besoins de plusieurs
infrastructures, des ressources humains et matériels qui ont un colt significatif.
La situation se complique par la nature spécifique du service ATC. Le principal objectif est en
premier lieu est d’assurer un tres haut niveau de sécurité dans le trafic aérien. Alors la
question de probabilité peut étre élevée. Cela correspond au dilemme général entre les
opérateurs public et privé, lorsque la sécurité est en jeu.

La nature (public ou privé) du fournisseur de service ATC est critique car plusieurs
conditions qui leurs sont liées ont I'aspect économique. Dans cette étude deux cas sont traités
(public et privé), endes  points différents.

Toutefois, considérons le probleme de sécurité est résolu, la question de consolider le
service ATC est plus simple a débattre. L'ICAO (Organisation Internationale de 1’Aviation
Civile) recommande de fixer la rétribution des usagers, lesquels signifie seulement les usagers
payant pour le service de I'’ATC (et non pas la contribution direct au budget général de I'état).
Toutefois chaque état possede une réponse a ce sujet.

Autre issue principale pour le fournisseur de service ATC est aussi une partie du
probleme général : le réseau aérien et de plus en plus engorgé, la solution est commune a
tous les états. L'engorgement et I’harmonisation sont deux issues qui peuvent influencer la
tarification du service de I’ATC.

Ici, on considere le cas du péage de 'ATC sur chaque billet vendu par la compagnie
aérien. Alors, plusieurs questions se posent autour comment définir le prix le plus efficace qui
soit discutable. Le prix est pris dans le compte du cofit de la sécurité, nombre de vols, la durée
du vol et des parametres complexes lesquels sont définis a mesure de la complexité du trafic
ou le type de vol.

Cette étude vise a optimiser la tarification de ’ATC afin de trouver un équilibre général
dans le secteur. La programmation bi-niveaux est considérée parce que le péage de '’ATC n’est
pas payé par le dernier usager. C'est pourquoi Le second niveau, le niveau de la ligne aérien
est étudié a I'intérieur du probleme d’optimisation de I’ATC.

On veut considérer ici le cas simple afin de simplifier la tarification de I'’ATC, lequel nous
donne quelque premiers résultats. Une premiere interprétation peut étre alors approfondie
sur ce cas afin de comprendre les différentes influences sur les enjeux.
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6.1.1. Pratique actuelle de tarification pour ATC / ATM

Le financement des activités des services de navigation aérienne (prestataires de services
ATC / ATS (Air Traffic Secteur)) en général se fait en faisant payer aux compagnies aériennes
leur espace aérien.

L'OACI publie des lignes directrices générales périodiquement mises a jour sur les prix,/77/
Les redevances de navigation aérienne représentent une part importante du cofit d'un vol
pour une compagnie aérienne,/75/ qui doit augmenter le billet prix pour les couvrir. Ces
charges représentent souvent entre 10% et 20% du cofit d'un vol,/76/ La Convention de
Chicago du 1947 qui a fondé 1'0OACI, a donné la base de la tarification actuelle systéemes pour
services de navigation aérienne.

Une formule détaillée pour le calcul des redevances de trafic aérien n’était pas proposé a
'époque, mais il a été recommandé aux Etats d'établir une méthode de calcul
le montant des frais pour couvrir les frais d’utilisations personnelles et équipement
(ordinateurs, radars et communications systemes) pour assurer la sécurité du trafic aérien.
Différents frais sont collectés aujourd'hui pour la navigation aérienne (route, approche et
aérodrome

frais) et d’autres services aéroportuaires.

Dans le cas de I'Europe, dans le contexte du ciel unique européen opération,/77/ le bureau
central des redevances en route (CRCO) de Eurocontrol est en charge du calcul et de la
perception des redevances payés par les utilisateurs de l'espace aérien et de les réaffecter aux
pays membres services de trafic. La formule empirique suivante a été utilisée pour calculer les
charges R; recues par chaque état a partir d'un vol:

D. M :
R=Tx—_x/|/— , R=>»R 1
i i 100 50 ; i ( )

R charge totale ou n est le nombre d'états considérés, T; est le taux unitaire adopté par I'état i,
D; est la distance parcourue en kilometres par ce vol dans I'espace aérien de I'état i, et M est le
décollage maximal poids en tonnes de l'aéronef utilisé dans ce vol. Ce taux unitaire
varie dans les pays européens de 22 (Irlande) a 90 (Belgique) Euros.

Aux Etats-Unis, le budget fédéral couvre tous les cofits d'exploitation et d'investissement liés a
I'ATC/ATM (Air Traffic Managment) puisqu'il n'y a aujourd'hui aucun frais ou redevances
effectifs pour les utilisateurs de 1'espace aérien américain. L'espace aérien et ses ressources
sont gratuits pour tout avion de toute taille conforme aux regles de I'administration fédérale.
Cependant, les billets d'avion comportent un ensemble de taxes liées a cette utilisation et qui
sont collectées par les compagnies aériennes. L'exception concerne les vols qui transitent par
I'espace aérien controlé par les Etats-Unis sans partir ni atterrir aux Etats-Unis.

Dans ce cas, les redevances de survol tiennent compte de taux différents pour les
composantes en route et océanique d'un vol. Différents taux exprimés par 100 milles marins
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mesurés le long de la distance du grand cercle entre les points d'entrée et de sortie dans
I'espace aérien contrélé par les Etats-Unis sont appliqués. Les redevances sont calculées avec
la formule qui ne tient pas compte de la masse ou de la taille de 1'aéronef:

R, = e * DE, /100+ r, *OD; /100
(2)

ou R;; est le montant total facturé aux aéronefs volant entre le point d'entrée i et le point de
sortie j, DO;;j est la distance totale parcourue a travers chaque segment d'espace aérien en
route entre le point d'entrée i et le point de sortie j, DO;; est la distance totale parcourue a
travers chacun segment d'espace aérien océanique entre le point d'entrée i et le point de
sortie j, 1, et 1, sont les tarifs en route et océanique, respectivement autour de 60 et 25 US $.
La FAA(Americain Air Federation) examine ces tarifs au moins une fois tous les deux ans et
les ajuste pour refléter le cofit et le volume actuels des services fournis.

Cas Simple : hypotheses
Ici, on considere le cas d'un systeme élémentaire de transport aérien composé d'une seule

paire d’aéroports relié par une simple ligne aérien.
Il y a un unique opérateur ATC et un unique opérateur de ligne aérien entre ces deux

aéroports.
e Aumport B
{ o
| e
hiy ATC sector .-~
P -

Figure 10Le cas de 'ATC élémentaire

Hypotheses :

une simple paire d’aéroport
une unique ligne aérienne
un unique opérateur ATC
une unique route aérienne
un secteur ATC unique
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Tarif apparent :

Pour la simplicité on suppose qu’il y a une unique classe de voyageurs et qu’il y a un
unique prix apparent adopté pour une ligne aérienne donnée.

Le parametre A représente un indice de taxe appliqué par I'état pour chaque billet
d’avion vendu.

r=n(l+A)=r+Aix

e 7 C'est la partie quirevient a la compagnie aérienne
e Az la partie que recoivent les autorités public commeTaxe

Demande Potentielle

Do demande potentielle absolue

«—

17 P est un parameétre qui caractérise
D le changement des prix du marché.

Remarque :

D’autres modeles peuvent étre adaptés aussi. Tel que le modele exponentiel avec

“¢=D,e" “ ou d’autre modele tel que “¢=D(7)” avec une hypothése adéquate :

oD/07 <0 et 0°D/ox%>0.

ATC

Le fournisseur de services ATC, pour son payement on lui assigne une proportion
a(a [0y delataxe A au dessus.

Capacité de transport

La capacité de transport de la ligne aérienne est lié a une fréquence maximale qu’on peut
atteindre de service f,mx , elle est relié au nombre d’avions dont dispose celle-ci. Ici pour

des simplifications pour une période de temps donne f peut étre le plus grand nombre
d’avions, f estpris comme un réel.

64



Cofts des opérations d'une ligne aérienne

Lorsque la fréquence de service f estadoptée, les colits des opérations sont supposés
donnés par:

Ck,y qui fixe qui relate avec la dimension de
(c) est un parameétre I'avion et I'équipage de la ligne aérienne avec
positif(colt variable les caractéristiques de I'opérateur du réseau.
avec la fréquence). Il \ /’

relate avec le prix du F
. . P (c+v)f + Chn
fioul, le colt de
I’équipage et la v
longueur du vol. (v) est le tarif appliqué par ’ATC sur un vol,

Incluant le controle de la route et le controle de

I’aéroport.

Remarque :
On ne fait pas distinction entre les taxes de I'aéroport et les charge d‘une route.

Profit d'une ligne aérienne

Solde totale des billets

Paun :7T¢_((C+V)+C,ELN) (4.1)

.

CoUt de I'opération

Opérateur ATC public ou privé

Dans cette étude, deux cas différents sont analysés : le cas fournisseur de services de
I'ATC public et le cas du fournisseur de services privé. Leurs objectifs sont
substantiellement différents.

L’opérateur de I’ATC public est supposé vise a maximiser la demande ¢ .

L’opérateur privé son but est de maximiser son bénéfice.

Dans la modélisation du probleme un nombre de contraintes est définit dans la suite, en
premier le modele est complété en s’assurant qu’il soit possible de I'adapté a la réalité.
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6.1.2. case du fournisseur de service de I’ATC est public

On suppose que l'objectif final du fournisseur de services ATC est de maximiser la
demande en garantissant un rendement économique minimum, Rarc et un rendement
minimum Rarn pour la ligne aérienne.

O estun parameétre positif (colt

variable avec la fréquence). |l relate

principalement la longueur du vol. ATC est le colit fixe appliqué relate avec les

if C Fe— | caractéristiques du controleur de I'espace aérien
Tlarc

avec la dimension du personnel I'ATC.

Dans cette étude on considére qu’il n'y a pas d’effet de saturation avec les conséquences
di a la fonction colt du fournisseur de services de 'ATC et de la ligne aérienne.

Profit de fournisseur de services de ’ATC

Cout de la ligne
aérienne ’ ‘

Purc =V +adrg—(of +Cc) (4.2)

Cout de I'opération

Remboursement des autorités public

6.1.3. la programmation bi-niveaux du fournisseur de services ATC Public
Du c6té du fournisseur de services de 'ATC, le probleme est de maximiser la demande par

adaptation de son tarif V a la ligne aérienne. Il est supposé que la ligne aérienne essaye de
maximiser son profit pris de la fonction colt et du tarif de I’ATC.
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max ¢

v20

“ous {vf +adnd—(of +Co) >R, ©)
" mg—((c+v)f +Chy >Ry (4)
J

- rnaf><7r¢—((c+v)f +Cry)

<D, - '
Sous : #< Dy pm ®)
0<f<f_

6.1.4. Cas ou on a Plusieurs Aéroports Intérieur et Extérieur (fournisseur public)

Dans ce cas, le probleme de 'optimisation de la tarification des services ATC/ATM peut
se formuler de la fagon suivante :

max > ¢,+ 4, (5)
u= ueU ecE
avec:

F
Zueu ((Vu — 0, ) fu + auﬂ’uﬂ-u¢u ) + ZEEE ((We - O-e) fu + aeﬂ’eﬂe e) a CATC < RATC (6)
int int int F

Z(ﬂ-fjn P¢L:n - (Cu +Vy )P fum )_ CALN < I:QALN (7)
uelU

ou: ¢u est la demande effectivement satisfaite pour la liaison locale u et ¢e est la

int
demande effectivement satisfaite sur la liaison internationale ¢ fum est le flux d’aéronefs

sur la liaison locale u et f:Xt est le flux d’aéronefs sur la liaison internationale e v est le
tarif ATC/ATM appliqué sur une liaison locale u et weest le tarif ATC/ATM appliqué sur la

liaison internationale e, C/ETC est le colt fixe associé aux services ATC/ATM dans la
région considérée, O ;m est le colit moyen variable associé aux services ATC/ATM sur la
liaison locale u, G:Xt est le colit moyen variable associé aux services ATC/ATM sur la
liaison internationale e, /1ium est la taxe appliquée aux usagers du transport aérien sur la

L ext ) , ;. . .
liaison locale u, 4. est la taxe appliquée aux usagers du transport aérien sur la liaison
internationale e « est un taux de subvention reversée au prestataire de services

ATC/ATM, 7Tli,m est le tarif passager moyen sur la liaison locale 4, CELN est le coft fixe des
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compagnies aériennes, C, est le colit moyen variable des compagnies aériennes, Rarc est
le résultat économique minimum escompté pour 'opérateur ATC/ATM (celui-ci pourra
étre pris méme légérement négatif dans le cas d'un opérateur public) et RALN est le

résultat économique minimum escompté pour le secteur des compagnies aériennes (en
général supposé positif).

Dans cette étude on ne considere pas de contraintes sur le résultat économique des
compagnies aériennes internationales. Il est seulement supposé que les cotlits ATC/ATM
restent inférieurs a un certain pourcentage des recettes sur une liaison internationale :

w, 2 <n, 4>z avec 0<ny, <1 pour eecE (8)

L’offre des compagnies aériennes ( 7z et fz,U€U) qui maximise leur profit est solution
du probleme :

¢< D, -pr,uel,  iel 9)

ou U, ie/est I'ensemble des arcs opérés par des avions de capacité g; les ensembles U;
constituent une partition de U.
et sous la contrainte :

mex > (7, 4, —((c, +v.) f.) —Chin (10)

s fy uey

La demande potentielle pour la liaison locale

0<> L f, <L) fry iel

uey; ueU

elle est supposée étre donnée par:

Du (ﬂ') = D(l)J ~ Puly (1_ﬁ)+zpuv7z’u (1_ﬂ’v) ueU (11)

V#U

ou les Py sont des parametres positifs supposés connus, alors que ¢ représente la
demande satisfaite.
La demande sur la liaison internationale e est supposée étre donnée par (ou P est un

parametre positif supposé connu):

De :Dg_pe”e(l-l_le) eck (13)
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Ainsi, le probléme global de maximisation de (1) sous les contraintes (2) et (3) sachant

que 7Tu ,fu ueU;,iel est solution du probleme (5),(6),(7) et (8), constitue un

probléme d’optimisation bi niveaux ou le leader est le fournisseur de service ATC/ATM et
le suiveur est le secteur des compagnies aériennes. On a donc le schéma:

Optimisation des tarifs
ATC/ATM

Fournisseur de service

Vu
Ty, f u

Optimisation de I'offre de
transport aérien

Compagnies aériennes

Figure 11 Structure bi niveaux de prise de décision

On aura le probléme bi-niveaux a résoudre :

mex D, ¢+ 4. (1)
uel ecE
avec:

ZUEU (v, o) f, +a,4 Z (W, —o)f, +a 4 e)_CAFTCSRATc (2)
Z(ﬂlntp¢lnt _(C +V )P fmt) CALN = RALN (3)
uel

gua)u( 2(7[ ¢ ((Cu +Vu)fu)_CELN (4)
avec

$<D; -p,r, Uel; iel (5)

0<> L f, <L) foy iel (6)
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6.2. Modélisation d’un probleme de tarification stochastique bi-niveau linéaire

La demande @ et la fréquence f sont liées a une probabilité P dont chaque compagnie
aérienne la probabilité suit une loi qui sera déterminée suivant la demande des années
écoulées.

6.2.1 Graphe de laloi de probabilité suivant les demandes durant une année

P 4
1
0.5
! 1 ! ! ! 1 ! ! ! ! >
0] jan fev. mar avr mai j jui aou  sep oct nov dec Jan
Jan:Janvier Fev: Février m:Mai mar: Mars avr:Avril aou: Aout sep: Septembre
Oct : Octobre nov :Novembre j :juin jui:juillet dec: Decembre
6.2.2 Tableau de décisons suivant les probabilités
P Décison
- Recrutement du personnel saisonnier
0.75<P<1

- Augment de vols et de fréquence avec frmx

0.5 <P <0.75 | - Déminution du personnel saisonnier
- Démunition de fréquence

0.15<P<05 - Libération de tous le personnel saisionnier
- Déminution des vols et de vréquence

0.05 < P <£0.15 | - Démunition des vols et de fréquence
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6.2.3. Modélisation stochastique de la tarification

La demande @ et la fréquence fsont liées avec une probabilité P :

max > P4+ P4, (1)

V20  ueU ecE
avec:

Zueu ((Vu _Ju)fu +a u¢ )+Z (W 6 f +aeﬁ’e7z-e e)_CXTC < RATC 2

Z(ﬂ-'mP ¢'m —(c, +Vv,)P. fmt) CALN <R ©

ueU

max 2. (z,P.4, —(c, +Vv,)P.f,)-Ci, @)

7wy, fy ueU
avec

P$<PD!-pz, ueU, icl

)
0< Y LP.f, <O L,)P.fr, UeU; i€l )
ueU uel
Pour avoir la demande maximale on doit avoir la probabilité P=1, ce qui nous
ramene a optimiser le programme suivant :

max 2. ¢, +2.¢. (D

Vy20  ueU ecE

avec:

ZUEU (v, —o )ty +a, 47,4, )"‘Z (W, —0) f, + @A 7.8,) ~Chrc <Ry (2)

Z( " mt_(c +V )fmt) CALN < R 3)

ueU

MaX Z(ﬂ'u¢ —(c, +v,)f,)-Cpy 4)

e, fy ueU

avec .
¢<D, —p,m,uel i€l (5)
0L, <O L) UeU; i€l (6)
ueuU ueU
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En Appliquant le théoreme de Karush-Khun -Tuker on obtient le programme linaire
suivant avec relaxation.

Le lagrangien du suiveur:

Lz, f)= Z(”u¢ —(c, +v)f) - CALN é/(Dg—,Ouﬂ'u— _|_g(L f )

ueU
V;zl—:¢u _é/pu ’ Vfl—:_(cu +Vu)+gLu

V,L=r,f, -C+el,

max 2.4 +2 ¢ ¢h)
V20  ueU ecE
Avec:
ZUEU (v, —o,)f, +a,4 Z (W, —0)f, + 2 A7.8.) = Crrc <Ry (2)

Z (”Jnt%m - (Cu + Vu) fuint) - C,':LN n RALN (3)

uel

Z (¢u_§pu)20 (4)
D (¢, -V, +4,)=0 (5)
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6.3. Exemple de résolution

() @\

- $

e ©

o @

Figure 12. Graphl

-1a 7 aéroports intérieurs
- 8 2 10 aéroports extérieurs

nV1aOX @, + ¢, (1)
Avec::
(v, —o ) f, +a,dx,e,)+ (W, -0c,)f, +a,A7.0,)-Cure <Rurc 2)
(m,d, —(c, +v,)f,)-Ciy <R 3)
(¢, —¢p,) =0 4)
(-c,-v,+&,)=0 (5)
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Les variables : 7, f,, 7, f, ¢, €20

Données : u=1, pour les arcs 1-7
La contrainte (2) devient:

((Vu _O-u)fu +aﬂuﬂu¢u)_C§TC < I:\>ATC (6)
les contraintes (3) et (4) deviennent:

=866.67 ,& =0.08
d (7)

On pose les valeurs suivantes :

D, =130, v, =120, o, = 40, p, =0.15, L, =2000,

CF. =200, R, =450, R, =7000, CF,, =2200

A=10.21, a = 0.08, cy = 40

On a aussi la relation suivante :
Q)u = Dy + pymy (8)
Avec laquelle on remplacera (1)

Puis, en utilisant le E-modele pour les contraintes, on remplace la demande par son
espérance dans notre programme, tel que :

E(Q)u) = DO

Car, selon le graphe de la loi de probabilité de la demande sur une année, la probabilité
que la demande soit maximale est de :

P(® = Opay) = % = 0.66
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Et la probabilité pour que la demande soit supérieure ou égale a la moyenne est :

10
P(® = D,) = IV 0.83

ce qui est une probabilité de réalisation tres satisfaisante.
Notre probleme ce réduira donc a:

max Dy + p, 7Ty, (8)

ueu

Avec:

(v, —o,)f, +at,z,D,) _C'A:TC < Rarc 9)

(”u Do - (Cu +Vu) fu) _CAFLN < RALN (10)

Enfin, on résout le programme avec la méthode du simplexe :
On pose::

X1=fy Xp=my ,Z=p, Ty
On remplace les variables et les coefficients, ce qui nous donnera :

max Z = 0.15X,

80X, + 2.184 X, < 650
~16 X, + 13X, < 920
X, X, = 0

On transforme le probleme sous sa forme canonique en ajoutant des variables d'exces,
d'écart et artificielles :
e Comme la contrainte 1 est de type '<' il est nécessaire d'ajouter la variable
d'écart X;.
e (Comme la contrainte 2 est de type '<' il est nécessaire d'ajouter la variable
d'écart X,.
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MAXIMISER: Z = 0.15X, MAXIMISER:Z = 0.15X,

sous les contraintes sous les contraintes
80 X, + 2.184X, < 650 ||- 80X, + 2.184X, + X; = 650
~16 X, + 13X, < 920 16X, + 13X, + X, = 920
X1'X220 X11X21X31X4 = 0

Nous avons construit le premier tableau de la méthode du Simplexe.

Tableau 1 0 0.15 0 0
Base Cb PO P1 P2 P3 P4

P3 0 650 80 2184 1 0

P4 0 | 920 | -16 13 0 1

Z 0 0 -0.15 0 0

La variable qui sort de la base est P4, et celle qui entre est P2.

Tableau 2 0 0.15 0 0
Base Cb PO P1 P2 P3 P4
P3 0 495.44 82.688 0 1 -0.168
P2 0.15 | 70.769230769231 -1.2307692307692 1 0 0.076923076923077
Z 10.615384615385 | -0.18461538461538 0 0 | 0.011538461538462

La variable qui sort de la base est P3, et celle qui entre est P1.
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Tableau 3

Base Cb PO
P1 0 5.9916795665635
P2 0.15 | 78.143605620386
Z 11.721540843058

P1

0.15

P2

0

1

0

La solution optimale est Z = 11.721540843058

5.9916795665635

78.143605620386
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P3

0.012093653250774

0.014884496308645

0.0022326744462967

P4

-0.00203173374613

0.074422481543225

0.011163372231484



En utilisant la méthode graphique, nous obtenons les résultats suivants :

SN

Point | Coordonnée X (X1) = Coordonnee Y (X2) = Valeur de la fonction (Z)
O 0 0 0
CAL 0 076l00MTOIN0S  44G4285TIAZST
B 8.125 0 0
| C SOUIGTOSSSEES 7814360560386 1721540843058
D 0 70.769230769231 10.615384615385
Remarque:

1. Envert, les points dont on trouve la solution.
2. Enrouge, les points qui ne satisfont pas les contraintes.



Dong, le point C est la solution qui correspond au mieux a nos attentes.

Ce qui nous donne, les résultats suivants.

7, =7814 f =6 =866.67 =008

@1 =Dg+Z =130+ 1172 = 141.72 = 142

Un prix de 78,14 dollar, une fréquence de 6 vols par semaine pour cette liaison. Ces
résultats sont satisfaisants, au-dessus du prix du marché qui est de 90 dollars. Avec une
activité aérienne plus importante, ce qui satisfait la compagnie et les autorités
compétentes d’'une part ainsi les usagers.

Tableau de décisons suivant les probabilités et la fréquence calculée pour une période
d’une semaine.

Décison

Fréquence

0.75<P<1

- Recrutement du personnel saisonnier
- Augment. de vols et de la fréquence avec

f = trm

0.5<P<0.75

- Diminution du personnel saisonnier
- Diminution de la fréquence

015<P<05

- Libération de tout Ile personnel
saisonnier
- Diminution des vols et de la fréquence

0.05<P<0.15

- Dimunition des vols et de la fréquence
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Conclusion générale

Depuis plusieurs années, les problémes d'incertitude (ou de nature aléatoires) et les
problemes a multiple niveaux de décisions sont considérés difficiles a résoudre, mais
apres l'apparition des méthodes de résolution ces problemes sont devenues faciles a
résoudre et cela on transforme ces probléemes stochastiques en probléme déterministes
qui sont des problemes pris en charge par la programmation mathématique.

Ces dernieres années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte de 'aléatoire
en programmation mathématique. Dans ce modeste travail aprés avoir donné une vue
panoramique sur les méthodes d'optimisation a utiliser (linéaire, mono objectif et multi
objectifs, bi niveau, et stochastique), ces méthodes sont basées sur la transformation des
problémes stochastiques bi niveau en probléme déterministes avant d'arriver a la solution
optimale. On a, en premier lieu, généralisé les différentes approches (passive et active) de
la programmation linéaire stochastique bi niveau, et les critéres d'optimisations du
probléme équivalent qui aident a résoudre les problémes stochastiques.

Puis, on a utilisé tout cela, apres avoir définis les normes en vigueur en matiere de
réglementation dans l'aviation civile, puis modélisé le probleme en programme bi niveau
stochastique. Pour transformer cela en un simple programme linéaire a résoudre avec la
méthode de deux phases du simplexe, qui nous a donné des résultats plus que
satisfaisants.

Cette expérience, m’a permis de parfaire mes connaissances en matiere de
programmation mathématique et programmation mathématique stochastique, et de
découvrir la programmation bi niveau, qu'on n’a pas étudiée lors de notre cursus,
m’ouvrant a de nouvelles perspectives dans la programmation mathématique, qui est un
domaine si riche, et encore, pas totalement exploré.
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