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Introduction générale 

 

 D’un point de vue expérimental, lorsqu’un contact a lieu entre des pièces mécaniques, 

des déformations et des contraintes apparaissent au sein des solides, ce qui entraîne l’usure de 

ces pièces, la dégradation et l’amorçage des fissures. Il est très important aux concepteurs de 

machines de connaître les contraintes et les déformations au voisinage et dans la zone de 

contact afin d’évaluer les dégradations, pour cela il est impératif d’étudier les contacts et 

d’évaluer les types et les amplitudes des contraintes imposées. 

  Dans ce présent travail, un problème de contact entre des pièces mécaniques a 

été résolu à l’aide de deux méthodes, une expérimentale et l’autre numérique. Cette étude a 

pour objectif de valider les résultats numériques par ceux obtenus expérimentalement et de 

montrer que nous pouvons traiter des problèmes complexes de contact mécanique à l’aide de 

codes de calculs éléments finis tel que le contact mécanique des revêtements. L’analyse des 

champs de contraintes dues au contact mécanique a été faite dans un disque en époxy 

déformable comprimé entre deux plaques, l’une des plaques est en époxy considérée comme 

solide déformable et l’autre en acier sans et avec revêtements par des plaques minces en 

époxy puis en aluminium avec différentes épaisseurs considérées comme un multicouche, 

nous réalisons plusieurs modèles à différents types de revêtements. Afin d’analyser les 

champs de contraintes développées au voisinage des zones de contact dans le modèle, ce 

disque a été analysé par les deux méthodes (expérimentale et numérique). 

 Dans la partie expérimentale nous avons utilisé un matériau biréfringent « l’époxy » 

afin de pouvoir observer par photoélasticimétrie les effets induits par les sollicitations 

mécaniques. En parallèle, une étude numérique a été développée à l’aide de Castem.  

 Le travail effectué dans le cadre du présent mémoire de Master est organisé en quatre 

chapitres. 

 Le premier chapitre consacré à la bibliographie traitera des différents travaux effectués 

dans les domaines de la mécanique des contacts. 
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 Le deuxième chapitre est consacré à quelques rappels importants sur la 

photoélasticimétrie et à la description du phénomène de biréfringence. 

 Le chapitre trois est consacré à la théorie de Hertz sur le contact mécanique. 

 Les différents essais réalisés sont présentés dans la dernière partie de ce mémoire. Les 

différents réseaux d’isochromes et d’isoclines obtenus à l’aide de la photoélasticimétrie et de 

la méthode des éléments finis sont analysés et comparés pour valider la solution éléments 

finis. 

 Enfin nous terminons ce mémoire par une conclusion générale et perspectives. 
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Chapitre I  

 Etude bibliographique 

 

I.1 Introduction 

 Dans l’industrie, le contact mécanique demeure un problème de mécanique des solides 

qui présente les non-linéarités les plus difficiles à prendre en compte. La nature de ces 

phénomènes est liée à l’interaction purement mécanique qui exige une attention très particulière 

à prendre dans ce domaine. 

 Les théories initiées par Hertz ont permis de modéliser ces contacts d’une manière très 

fidèle, en déterminant l’aire de contact et le champ de contraintes induit par les efforts 

appliqués. 

 L'étude et la résolution analytique du problème de contact mécanique datent de 1882 

avec les travaux de Hertz. Il a formulé une analyse satisfaisante du problème de contact entre 

deux solides, ses travaux permettent d'évaluer les phénomènes d'écrasement, les surfaces de 

contact, les pressions de contact et important encore les valeurs des contraintes principales et 

les valeurs de la contrainte de cisaillement maximale à l’intérieure des modèles. [1] 

 Aujourd ’hui, la plupart  des techniques  de résolution  numérique  avancées  ont permis 

de traiter des problèmes de contact de plus en plus complexes . A titre d'exemple, la méthode 

des éléments  finis permet  la discrétisation  de surfaces , de formes  quelconques  et la prise en 

compte aisée des diverses conditions aux limites. Elles offrent ainsi un outil de calcul puissant 

pour  l'étude  des  problèmes  de  contact . Ces  techniques  s'appuient  sur  une  modélisation 

simplifiée  du contact  et s'inspirent  bien souvent  des méthodes  employées  en dynamique  des 

structures. Cependant, elles rencontrent des difficultés qui sont le traitement des conditions de 

contact et la détermination efficace des zones de contact. [2] 

I.2 Quelques travaux réalisés dans le problème de contact 

 L’analyse des contraintes dans les structures mécaniques est d’une importance capitale 

dans la conception des composants de machines et aussi l’une des plus anciennes techniques 

dans la mécanique, elle a été étudié en premier lieu par Hertz en 1882, qui a apporté la solution 

du contact élastique entre deux massifs ellipsoïdaux avec des surfaces lisses et sans frottement.  
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 - M.Budirim a présente une procédure numérique pour le problème d’élasticité 

bidimensionnelle. Dans son modèle numérique de contact de Hertz entre deux solides, on 

considère l’état de contrainte plan. Il a montré une bonne corrélation avec les résultats 

théoriques. Les contraintes de contact ont été calculées en utilisant des matériaux ayant des 

modules d’élasticité différents: un cylindre en aluminium sur une plaque rectangulaire en acier. 

Il a montré que la contrainte normale maximale a lieu au centre de la surface de contact et 

qu’elle décroît invariablement vers zéro à l’extrémité. Il en résulte donc que les surfaces de 

contact sont fonction des modules de Young des deux solides en contact. Il a étudié l’effet de 

la friction avec le même couple de matériaux. Il a aussi analysé les conditions d’adhérence et 

de glissement pour des matériaux de modules de Young différents. [3] 

 - Kogut Dans son travail, a présenté une analyse par éléments finis d’un contact 

élastique-plastique d’une sphère parfaitement déformable sollicitée par un plan rigide, le 

contact élastique plastique d’une sphère sur plan est d’une importance fondamentale dans la 

mécanique des contacts. Elle trouve son application dans l’étude des problèmes d’usure, de 

frottement et aussi dans la conductivité thermique et électrique entre des surfaces de contacts 

rugueuses.  [4] 

 Kogut utilise le critère de (VON MISES) pour détecter la transition locale entre les 

déformations élastiques et plastiques. Il a montré une évolution du contact élastique plastique 

avec trois étapes qui vont du contact purement élastique au contact élastique plastique et 

finalement au contact purement plastique. (Figure I - 1)  

 Dans une autre étude, Kogut a montré que la charge maximale tangentielle que peut 

supporter le contact sphérique au commencement de glissement a été calculée. Cette analyse a 

été combinée avec une solution analytique en utilisant une approche basée sur l'utilisation de 

lois de comportement appropriées à tout mode de déformation, que ce soit élastique ou 

plastique. [5] 
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Figure I - 1 : Sphère sous chargement normal et tangentiel. [5] 

α : Rayon de la surface de contact 
ɯ : Déplacement 
P : Effort normal 
Q : Effort tangentiel  
 

 Dans cette étude, deux modes de rupture différents ont été identifiés en fonction de la 

nature de la charge normale initiale. Lorsque celle-ci est inférieure à la charge critique de Hertz, 

la rupture se produit sur l'aire du contact. Si la charge est supérieure à celle critique une 

défaillance se produit au-dessous de la zone de contact.   

             -Robert L. Jackson, a présenté une étude par éléments finis d’une sphère élastique 

parfaitement plastique en contact sans frottement avec un plan rigide (figure I - 2). [6] 

 

Figure I - 2 : (a) modèle sphérique avant le contact, (b) pendant la déformation  

élastique et (c) pendant la déformation plastique. [5] 
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 La pression moyenne d’un contact complètement plastique, varie avec la géométrie 

déformée du contact qui à son tour dépend des propriétés du matériau. Ce travail révèle de 

grandes différences entre les modèles analytiques approchées et d'autres solutions numériques. 

Plus important encore, la zone du contact et la contrainte sont particulièrement fonction de la 

géométrie déformée dans tous les régimes et dépendent des propriétés du matériau et des 

méthodes expérimentales. 

           -Pendant ces100 dernières années plusieurs chercheurs ont développé des théories pour 

décrire la distribution des contraintes dans les solides en contact. Cependant pour beaucoup 

d’entre eux il était difficile de faire des expériences pour valider les théories. Il y a eu quelques 

exemples ou la photoélasticité est l’une des méthodes expérimentales utilisée pour analyser la 

distribution des contraintes mais généralement ces études ont été limitées par le temps 

nécessaire pour leur mise en application et aussi pour l’exploitation des frange isochromes et 

isoclines obtenues. Le développement de la photoélasticimétrie automatique a permis 

d’améliorer ces analyses. La distribution des contraintes de cisaillement peut ainsi être obtenue 

très rapidement et les contraintes principales peuvent alors être séparées. 

I.3 Contraintes développées dans un contact de Hertz 

 Le contact de Hertz se réfère aux contraintes localisées qui se développent lorsque deux 

solides de révolution sphériques sont mis en contact sous l’effet d’un effort normal, l’aire de 

contact est un cercle de rayon (a). Et le degré de déformation dépend de l'élasticité du matériau 

en contact (module d’élasticité). La théorie de Hertz consiste à calculer la contrainte dans la 

zone de contact en fonction de la force normale appliquée, des propriétés élastiques et de la 

géométrie du contact. [7] 

 La figure I-3 montre un exemple de contact entre deux cylindres à axes parallèles. Les 

contraintes développées au voisinage de la zone de contact à l’intérieur du modèle sont 

représentées sur la moitié gauche de la figure. On remarque qu’effectivement la contrainte de 

cisaillement maximale est nulle à l’origine puis augmente et atteint un maximum égale à 03,0 

P0 au point de Hertz qui est situé à une distance « a » z = 0.78a, étant la demi largeur de contact. 

Sur la partie droite du graphe on remarque les contours d’égales contraintes de cisaillement 

maximales. Ces contours sont comparables aux franges isochromes obtenues en 

photoélasticimétrie (figure I-4) [1] 
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Figure I - 3 : Contact de deux cylindres à axes parallèles.  (a) Contraintes le long de 

l’axe de symétrie z,  (b) Contours d’égales contraintes de cisaillement maximales. [2] 

 La figure (I-3) montre les franges isochromes en photoélasticimétrie bidimensionnelle 

pour différentes charges. 

 Pour le premier cas de la charge ponctuelle (figure I–4 a) : les franges isochromes sont 

concentrées au niveau du point d’application de la charge. Le deuxième cas utilisant une 

pression uniforme (figure I-4 b) se traduit par des franges presque horizontales dans la zone 

d’application de la pression. Pour le cas du poinçon rigide plat (figure I-4c), on observe une 

concentration des contraintes sur les bords du poinçon.  
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Figure I - 4: Franges isochromes en photoélasticimétrie bidimensionnelle (Contours 

des contraintes de cisaillement maximales). pour (a) une charge   ponctuelle,  (b) une 

pression uniforme,  (c) un poinçon  rigide plat et  (d) un contact de deux cylindres. [2] 

I.4 Application de la photoélasticimétrie au problème du contact 

 Au début des années 1930 une technique d’analyse des contraintes dans les matériaux 

appelée « Photoélasticimétrie » fut développée par E.G. Coker et L.N.G. Fillon. Cette technique 

fait appel au phénomène de biréfringence que présente certains matériaux transparents 

lorsqu’ils sont chargés mécaniquement. La biréfringence, mise en évidence par Brewster en 

1816, caractérise la propagation anisotrope de la lumière, ou encore une variation de l’indice 

optique au sein du matériau. En utilisant les équations de Maxwell sur la propagation de la 

lumière, il est possible de relier les variations de l’indice optique aux contraintes principales, et 

la direction des contraintes principales à la direction de polarisation de la lumière transmise. Le 

montage développé au laboratoire (un polariscope 2D Figure I-5) est constitué d’une source 

lumineuse (mono ou polychromatique), d’un polariseur et d’un analyseur, la section étudiée se 

situant entre ces deux derniers. La lumière en sortie du polariscope est constituée d’une série 

de franges (isochromes et isoclines) que l’on peut relier aux contraintes. [8] [9] 
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Figure I - 5 : Schéma de principe d’un polariscope bidimensionnelle. 

 Le choix de la technique a utiliser en photoélasticimétrie varie selon la forme du modèle 

a étudier. Pour un modèle uniforme et également petit par rapport aux autres dimensions dans 

le plan on utilise la photoélasticité bidimensionnelle. Lors de l’étude de modèles, de forme 

complexe ou avec une épaisseur importante par rapport aux autres dimensions, l’état de 

contrainte ne peut plus être considéré comme plan, il varie en amplitude et en direction suivant 

l’épaisseur. De ce fait on ne peut plus analyser le modèle en photoélasticimétrie 2D. Différentes 

techniques en photoélasticimétrie sont alors développées pour l’étude des cas tridimensionnels. 

[10] 

I.4.1 Méthodes d’analyse des contraintes en photoélasticimétrie bidimensionnelle 

 La photoélasticimétrie 2D est basée sur la propriété de biréfringence de la plupart des 

matériaux transparents. Un matériau est biréfringent quand il est optiquement anisotrope de 

manière naturelle (biréfringence naturelle) ou lorsqu’il est contraint (biréfringence 

accidentelle). L’anisotropie correspond à une variation du tenseur des indices de réfraction du 

matériau. En élasticité, on peut relier le tenseur des indices au tenseur des contraintes et obtenir 

l’orientation (paramètre isocline) et la différence des contraintes principales. 

  De nouvelles techniques d’analyse de franges isoclines et isochrones se développent et 

l’automatisation de ces méthodes devient évidente. 



Chapitre I :                                                                 Etude bibliographique 

 

10 
 

 Les premières générations des méthodes automatiques furent développées. En général 

ces systèmes sont basés sur un polariscope avec des éléments optiques tournants et des capteurs 

photométriques mesurant la variation de l’intensité lumineuse en un point. 

 La seconde génération de méthodes automatiques s’est développée vers la fin des années 

1970. Dans les années 1980, la venue de l’image digitale développe considérablement les 

méthodes classiques utilisant une source de lumière monochromatique. Des caméras vidéo 

captent les images qui seront transmises à un ordinateur dédié à l’analyse numérique de ces 

images. [11] 

I.4.1.1 Méthodes utilisant plusieurs configurations de polariscope 

 Toutes les méthodes expérimentales utilisant plusieurs configurations de polariscope 

sont basées sur le même principe : 

 Quel que soit le polariscope utilisé, on peut déterminer l’expression générale de 

l’intensité lumineuse émergente. Cette expression est toujours fonction du paramètre isocline α 

et du paramètre isochrome 𝜑. La combinaison de ces équations permet de déterminer les 

paramètres isoclines λ et isochromes 𝜑 en tout point du modèle. L’intensité lumineuse I = (x,y) 

pour les différents types de polariscopes sont représentés sur le tableau ci-après : [12] 

Types de polariscope Champ clair Champ sombre 

Rectiligne 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼଴ − 𝐼଴𝑠𝑖𝑛
ଶ2𝛼𝑠𝑖𝑛ଶ

𝜑

2
 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼଴𝑠𝑖𝑛

ଶ2𝛼𝑠𝑖𝑛ଶ
𝜑

2
 

Circulaire 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼଴𝑐𝑜𝑠
ଶ
𝜑

2
 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼଴𝑠𝑖𝑛

ଶ
𝜑

2
 

 

Tableau I - 1: Intensité lumineuse I (x, y) pour différentes configurations du polariscope. 

 Les franges isochromes sont obtenues à partir d’une image du modèle placée dans un 

polariscope circulaire en champ clair ou obscure à plusieurs longueurs d’onde. Pour déterminer 

leurs ordres de franges, on étudie l’évolution des franges en fonction de la longueur d’onde. En 

effet, pour deux longueurs d’ondes différentes (λ1, λ2), les réseaux d’isochromes observés sont 

différents, puisque la valeur de la constante de frange est proportionnelle à la longueur d’onde. 

La seule frange qui ne change pas avec la longueur d’onde est la frange d’ordre zéro, elle est 

donc facilement observable. On observe sur le polariscope deux réseaux d’isochromes obtenus 

pour deux longueurs d’ondes différentes. On les superpose pour identifier les franges d’ordre 

zéro, qui sont les seules à se superposer parfaitement. Ensuite, partant de ces franges, un 

programme numérique identifie les autres franges en comparant les deux réseaux entre eux. En 
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un point donné de l’éprouvette, l’état de contrainte est le même quel que soit la longueur d’onde, 

l’ordre de frange est différent. 

 Pour déterminer la variation de la différence des contraintes principales, on doit 

visualiser le réseau d’isochromes sur le polariscope. Après la détermination des ordres de 

franges, la loi de Maxwell peut être alors utilisée pour déterminer l’intensité des contraintes. 

On peut donc écrire 

 
(𝜎ଵ − 𝜎ଶ) =

𝑁ଵ𝜆ଵ
𝐶. 𝑒

=
𝑁ଶ𝜆ଶ
𝐶. 𝑒

= ⋯ =
𝑁௜𝜆௜
𝐶. 𝑒

 
 (I-1) 

Figure I - 6: Réseaux de franges en photoélasticimétrie à deux longueurs d’ondes. [13] 

 Lorsque chaque frange a été identifiée, les valeurs des points situés entre les franges 

sont calculées par interpolation linéaire.  

I.5 Quelques travaux en photoélasticimétrie bidimensionnelles. 

 -T. Touat [14] dans son étude a traité d’abord deux problèmes mécaniques de contact 

en 2D à l’aide de la photoélasticimétrie et la méthode des éléments finis sur des modèles en 

contact.  

 Un dispositif de chargement fabriqué au Hall de technologie lui a permis d’appliquer 

l’effort normal et l’effort tangentiel. Il a utilisé un cylindre rigide et un poinçon rigide plat en 

aluminium.  Le plan déformable est en époxy son module de Young est faible devant celui de 

l’aluminium. 

 Les contraintes ont été déterminées à l’aide des réseaux de franges isochromes. 

L’évolution de la courbe de la différence des contraintes principales a été obtenue le long de 

l’axe vertical. Les isoclines ont servi à tracer les isostatiques qui sont les trajectoires des 

contraintes principales. 
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Figure I - 7 : Visualisation du réseau d’isochromes sur le modèle en champ sombre. [14] 

 BELDI.M, [15] A réalisés une étude pour déterminer les champs des contraintes et leurs 

directions principales dans deux modèles. Le premier modèle est un engrenage pignon-pignon 

et le deuxième est un engrenage pignon - crémaillère. L’engrènement dans les deux modèles 

s’effectue à l’aide de deux dispositifs de chargement. Dans la première manipulation ils ont 

utilisés un dispositif de chargement pour un contact pignon-pignon, dans la deuxième 

manipulation ils ont utilisés un dispositif de chargement pour un contact pignon-crémaillère. 

 

Figure I - 8 : Courbes 

(expérimentale et numérique) 

décrivant l’évolution de τmax pour le 

contact pignon-pignon. 

 

Figure I - 9 : Courbes (expérimentale et 

numérique) décrivant l’évolution de τmax pour 

pignon-crémaillère. 

 Ils ont constaté que pour chacun des deux modèles, les différents réseaux d’isochromes 

relevés expérimentalement peuvent être comparés directement au réseau numérique. Les 

figures (I-8) et (I-9), représentent une superposition de deux courbes (expérimentale et 

numérique). Ils ont obtenu ces courbes par les tracés de l’évolution de la contrainte de 

cisaillement maximale (τmax) suivant un segment pris sur les deux modèles. Pour les deux 
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figures, ils ont remarqué que les deux courbes se rapprochent sauf dans certaines zones, 

notamment au point d’application de la charge. [15] [14] 

I.5.1 Méthodes d’analyse des contraintes en photoélasticimétrie tridimensionnelle 

 En photoélasticimétrie 2D, on place une éprouvette plane transparente entre deux 

polariseurs. On observe des franges mettant en évidence le phénomène de biréfringence dans 

l’éprouvette sous chargement. Les différences des contraintes principales doivent être 

constantes dans l’épaisseur, d’où l’analyse de modèle plan. Dans le cas d’une répartition 3D 

des contraintes, le phénomène de biréfringence est toujours présent mais il n’est plus possible 

de déterminer les paramètres de la même manière. Plusieurs approches ont été développées 

dans le but d’observer l’état de contrainte dans les modèles 3D. 

 Cependant, lors de l’étude de pièces épaisses ou à géométrie complexes, l’état des 

contraintes ne pourra plus être considéré plan, il varie en amplitude et en direction. De ce fait 

on ne pourra plus parler de différence de contraintes principales (𝜎ଵ-𝜎ଶ), mais de différence des 

contraintes principales secondaires (𝜎`-𝜎``) car l’analyse de feuillet ne se fera pas 

nécessairement dans les axes principaux des contraintes. Les contraintes principales 

secondaires correspondent aux contraintes principales projetées sur la section plane illuminée. 

Quoique la biréfringence soit toujours présente dans les modèles 3D, la détermination des 

paramètres ne pourra plus se faire de la même manière que dans l’hypothèse 2D. [16] 

I.5.1.1 Méthode de figeage et découpage mécanique 

 Cette méthode consiste à figer les contraintes à l’intérieur d’un modèle photoélastique 

3D, Ce dernier sera découpé mécaniquement en plusieurs tranches; ensuite analysée sur un 

polariscope.  

 -G Oppel  a montré en 1936 que lorsqu’un modèle sera chargé dans un état hautement 

élastique à une température de transition vitreuse (environ 130° pour l’époxy), puis refroidie 

lentement, le polymère conserve pratiquement les déformations et la biréfringence acquise dans 

l’état hautement élastique et une très grande partie de la déformation est conservée. 

 Cette méthode est basée sur le comportement diphasique de certains polymères quand 

ils sont chauffés. En effet, ces polymères sont composés de deux types de chaînes reliant les 

molécules, les chaînes principales et les chaînes secondaires.   
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 Les deux chaînes supportent le chargement appliqué à la température ambiante. Lorsque 

la température du polymère augmente jusqu'à la température de transition vitreuse les chaînes 

secondaires cèdent et les chaines principales supportent alors le chargement.  Lors du 

refroidissement lent du polymère jusqu'à la température ambiante, les chaînes secondaires se 

reforment entre les chaînes principales. Après le figeage des contraintes, le modèle est découpé 

mécaniquement en tranches suivant une direction choisie. Les sections obtenues seront alors 

analysées avec un polariscope classique.  

 Le découpage mécanique en tranches peut engendrer des contraintes résiduelles qui 

peuvent perturber la visualisation des franges isochromes et isoclines sur le polariscope. Il est 

donc nécessaire de bien lubrifier et d’utiliser des disques en diamant. Une analyse complète des 

contraintes en 3D d’un modèle par la méthode de figeage nécessite de découper le modèle dans 

trois directions orthogonales. Les tranches sont alors étudiées par une méthode de 

photoélasticimétrie bidimensionnelle. [12] [17] 

I.5.2 Méthodes non destructives 

I.5.2.1 Méthode de découpage optique 

 -R.Desailly et A.Lagarde [16] ont développé une technique non-destructive dans la 

photoélasticimétrie 3D a champ complet. Elle consiste à isoler une tranche ou feuillet de 

l’éprouvette photoélastique découpée optiquement par deux plans lasers parallèles et de traiter 

les champs de lumière diffusée (figure I-10). Lorsqu’un faisceau plan de lumière cohérant 

traverse un milieu diffusant, chaque point de la section éclairée se comporte comme une source 

lumineuse. Ces sources cohérentes entre elles interfèrent et peuvent donner naissance à des 

régions d’intensité maximale ou minimale qui constituent le champ de granularité. Les 

possibilités d’interférences des rayonnements des deux sections éclairées dépendent de la 

biréfringence du feuillet ainsi isolé. 
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Figure I - 10 : Découpage optique d'un modèle photoélastique. [9] 

 Perpendiculairement aux faisceaux plans, on observe donc un champ de granularité 

provenant de l’interférence des rayonnements diffusés par chacune des deux sections éclairées. 

Cependant, expérimentalement, la visualisation des franges isoclines et isochromes est 

impossible. Pour extraire ces informations il est nécessaire d’étudier les caractéristiques de la 

lumière diffusée.  

 -R.Desailly [16] a proposé une méthode utilisant le rayonnement monochromatique 

pour obtenir les deux faisceaux plans. Il enregistre le champ résultant diffusé sur film 

holographique. Cette méthode, développé au laboratoire de Poitiers consiste à remplacer 

l’enregistrement holographique par une caméra numérique à capteur CCD pour révéler les 

franges photoélastiques. Pour que la lumière puisse être diffusée, de la poudre de silice très fine 

(< 1μm) est incorporée en petite quantité au modèle photoélastique lors de son élaboration. 

 L’épaisseur du feuillet peut varier entre 0,5 mm et 10mm. Pour éviter tout phénomène 

de réflexion et de réfraction, les plans lasers doivent arriver perpendiculairement à la surface 

de l’éprouvette. De plus, la direction d’observation est perpendiculaire à ces plans laser. Dans 

les cas de modèle de forme complexe, pour éviter ces problèmes optiques, la pièce est plongée 

dans une cuve de liquide du même indice optique que le matériau du modèle. 

I.5.2.2 Méthode de la lumière diffusée 

 Cette méthode est basée sur le phénomène de diffusion, lorsqu’un faisceau lumineux de 

polarisation quelconque traverse un corps transparent, une partie de l’énergie lumineuse est 

diffusée perpendiculairement à la direction de propagation de la lumière.  
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 R WELLER en 1939 a proposée d’utiliser une technique qui consiste à éclairer une 

section plane du modèle photoélastique par un faisceau lumineux plan polarisé rectiligne et à 

observer dans diverses directions normales au faisceau incident. Utilisant la diffusion comme 

analyseur, supposant que les directions principales ne changent pas d’orientation le long de 

faisceau lumineux incident. [18] 

 

Figure I - 11 : Polarisation de la lumière diffusée. [9] 

 Si on observe suivant la direction d’observation U normale à la direction V de 

propagation du faisceau, l’intensité lumineuse diffusée est polarisée rectilignement suivant la 

direction U^V (Loi de rayleigh), tout se passe comme si un polaroid se trouvait à l’intérieur du 

modèle. Ce polaroid fictif peut être utilisé comme un analyseur ou comme un polariseur. Il est 

associé à un polaroid réel placé à l’extérieur du modèle. En changeant la position du polaroïd 

fictif à l’intérieur du modèle on peut accéder aux paramètres photoélastique du modèle. La 

méthode de la lumière diffusée permet, d’une façon non destructive, la détermination des 

paramètres photoélastiques du modèle à savoir les directions principales ainsi que les 

contraintes principales. Le modèle peut avoir subi ou non un figeage des contraintes. 

- Méthode de Cheng  

 Cette technique utilise le phénomène de diffusion comme analyseur, permet 

d'enregistrer simultanément les intensités de la lumière diffusée suivant deux directions 

d'observation faisant un angle de 45 degrés dans un plan perpendiculaire au faisceau. Les 

paramètres photoélastiques sont ensuite évalués à partir de ces enregistrements.   

 La figure I-12 montre le schéma du dispositif utilisé par Cheng. Cet appareil est 

composé d’un laser de gaz en hélium-néon à onde continue utilisé comme source de lumière. Il 

émet un faisceau polarisé linéairement, intense et monochromatique de 2 mm de diamètre.  
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 Une lame quart d'onde est orientée pour produire un faisceau polarisé circulairement. 

Le modèle a été pris en charge sur une plate-forme dans la cuve d'immersion. Un fluide 

d'immersion (un mélange de naphtalène chloré et l'huile de paraffine), comportant le même 

indice de réfraction que le matériau du modèle, a été utilisé pour éliminer la réfraction et la 

réflexion à la surface du modèle.  

 Le point d’observation, O, dans le modèle a été défini comme le point d'intersection de 

la poutre et un plan transversal, comme indiqué sur la figure I-12. [19] 

 

Figure I - 12 : Schéma du modèle de Cheng. [19] 

I.6 Quelques travaux réalisés à l’aide de la méthode de photoélasticimétrie 

tridimensionnelle. 

 A.Bilek, dans son étude d’un emmanchement forcé de deux pièces cylindriques, a 

déterminé expérimentalement le champ des contraintes développé dans les deux pièces sous 

l’application de la pression après assemblage. Il a utilisé un exemple bidimensionnelle traité 

avec le logiciel PHOTO2D pour le traitement des images recueillies sur le polariscope. Les 

deux pièces emmanchées sont disposées sur le polariscope pour l’enregistrement des différentes 

images pour le traitement. Le logiciel permet de calculer le paramètre isocline et le paramètre 

isochrome (figure I-13). La valeur de la différence des contraintes principales est déterminée 

automatiquement le long d’une ligne quelconque appartenant au modèle. Les réseaux des 
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isostatiques sont tracés automatiquement par simple clique de la souris sur toute la surface du 

modèle. [12] 

 

Figure I - 13: Isoclines obtenues sur le polariscope en lumière plane. [12] 

 Il a aussi fait une étude dans le cas d’un contact tridimensionnel entre un cylindre rigide 

en aluminium de 10 mm de diamètre pour appliquer une charge de 200daN sur un 

parallélépipède déformable en époxy. L’analyse expérimentale est réalisée à l’aide de la 

méthode de découpage optique. Les franges obtenues sont représentées sur la figure I-14 et la 

figure I-15.en analyse tridimensionnelle en utilisant le logiciel PHOTO3D. [12] 
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Figure I - 14 : Franges expérimentales 

obtenues pour une tranche de 10mm 

d’épaisseur située le long de la direction 

dela charge. [12] 

 

Figure I - 15 : Franges simulées pour une 

tranche de 10 mm d’épaisseur située le 

long de la direction de la charge. [12] 

 Les franges isochromes obtenues ne se referment pas sur elles même ; l’isocline cache 

les isochromes au centre de l’image. Une étude par éléments finis réalisée avec le logiciel 

CASTEM a été utilisée pour obtenir le champ de contraintes développé à l’intérieur du modèle. 

Dans le calcul par éléments finis le comportement du modèle a été considéré isotrope purement 

élastique. Les fichiers images obtenues à l’aide de CASTEM ont été traités à l’aide du logiciel 

SURFER pour obtenir des franges en noir et blanc et pour permettre la comparaison avec les 

franges expérimentales. Les franges simulées sont relativement comparables aux franges 

expérimentales. 

 A. Bilek a analysé un contact entre un cylindre rigide en aluminium de diamètre 15 mm 

pour appliquer un chargement de 20 N sur un cylindre déformable. Les contraintes ont été figées 

à l’intérieur du volume du cylindre à l’aide du processus de figeage. Le cylindre est ensuite 

introduit dans la cuve à liquide d’indice puis analysé en isolant des tranches de 6.5 mm 

d’épaisseur à l’aide des plans laser.  

 Les franges photoélastiques obtenues expérimentalement ont été comparées à celles 

obtenues par calcul à l’aide de la méthode des éléments finis en utilisant le logiciel CASTEM. 

 Les contraintes développées dans les différentes tranches diminuent en s’éloignant de la 

direction d’application de charge. Par contre, les franges photoélastiques sont visibles et sont 

les mêmes sur la partie inférieure du modèle. 
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 - A.Germaneau, [20] dans son travail a mené une étude sur le développement de 

techniques de mesures dans le volume. Trois approches ont été développées pour étudier les 

effets mécaniques 3D dans les matériaux et les structures. Une approche par Corrélation 

d’Images Volumiques (CIV) associée à la microtomographie par rayons X, une approche en 

photoélasticimétrie 3D par découpage optique qui permet d’observer les différences de 

contraintes ou de déformations principales au cœur de structures fabriquées dans un matériau 

transparent et une approche par Corrélation d’Images Volumiques associée à la tomographie 

par découpage optique. Dans son travail il a exposé deux approches pour l’utilisation de ces 

méthodes. La première partie montre leur application pour l’étude d’un même système 

mécanique. Un chargement de compression effectué avec une touche plate cylindrique a été 

imposé sur une éprouvette contenant de la poudre de silice agglomérée. Celle-ci à l’avantage 

de provoquer une diffusion mixte de la lumière créant ainsi le phénomène de diffusion par les 

plus grosses particules et aussi la diffusion de Rayleigh. D’un côté, on suit l’évolution d’un 

mouchetis 3D par corrélation volumique et de l’autre, on relève les variations des indices 

optiques par photoélasticimétrie 3D. il a présenté un essai de compression à touche sphérique 

réalisé sur deux éprouvettes identiques respectivement étudiées par photoélasticimétrie 3D et 

par corrélation volumique.  

 Pour comparer les résultats donnés par les deux techniques, la Figure I-16 et la Figure 

I-17 montrent les différences de déformations principales projetées suivant deux plans dans 

l’épaisseur du volume : sur un plan vertical suivant l’axe de chargement et sur un plan à 45° 

par rapport à la direction du chargement. 
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Figure I - 16 : Différence des déformations principales secondaires sur un plan 

vertical suivant l’épaisseur parallèle au plan y-z. [20] 

(a) A partir du champ de déplacement donné par la corrélation volumique 

(b) A partir des franges photoélastiques 

 

Figure I - 17 : Différence des déformations principales secondaires sur un plan suivant 

l’épaisseur à 45° par rapport au plan y-z . [20] 

(a) A partir du champ de déplacement donné par la corrélation volumique. 

(b) A partir des franges photoélastiques 

 

 La figure I- 18 montre le profil des déformations principales secondaires suivant une 

droite dans le plan médian de l’éprouvette. 
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Figure I - 18 : Profils des déformations principales secondaires suivant une droite 

dans le plan médian de l’éprouvette. [20] 

(a) Suivant la droite AB dans le plan parallèle au plan y-z  

(b) Suivant la droite AC dans le plan à 45° du plan y-z 

 

 Les deux méthodes sont utilisées dans des conditions optimales afin de pouvoir évaluer 

leurs performances et leurs champs d’application. Dans ce cas, l’incertitude de mesure sur la 

différence des déformations est d’environ 2.10-4 pour la photoélasticimétrie 3D et de 1.10-3 pour 

la mesure des déformations par corrélation volumique. Cet essai de compression localisée 

présentant différents gradients de déformation confirme le fait que ces méthodes sont 

complémentaires. La photoélasticimétrie 3D est mieux adaptée dans le cas de petites 

déformations et elle permet de visualiser quasiment instantanément l’état de contrainte à 

l’intérieur d’une structure. En revanche, la corrélation volumique, qui est plus coûteuse en 

temps de calcul, présente de meilleures performances pour la mesure en grandes déformations 

et donne directement toutes les composantes des champs de déplacements et de déformations. 

Les deux méthodes peuvent être utilisées pour une étude de structures fabriquées dans un 

matériau modèle. [20] 

I.7 Conclusion 

 Grâce au progrès de l’informatique et au développement des logiciels de simulations, le 

problème de contact mécanique peut être analysé numériquement. L’étude expérimentale prend 

en charge le problème de contact mécanique en utilisant la méthode de la photoélasticimétrie 

qui exploite le caractère biréfringent des modèles en époxy pour visualiser les réseaux 

d’isochromes et d’isoclines.  
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 Dans ce chapitre on a cité quelques travaux liés aux problèmes du contact mécanique, 

qui ont été étudiés et on a exposé les différentes méthodes d’analyse par la photoélasticimétrie 

qui exploitent le caractère biréfringent des modèles en époxy pour visualiser les réseaux 

d’isochromes et d’isoclines. Cette méthode expérimentale, est d’un appui primordial aux 

méthodes numériques développées grâce aux progrès de l’informatique et de logiciels de 

simulation car elle permet de valider les modèles éléments finis.  
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Chapitre II 

Généralités sur la photoélasticimétrie 

 

II.1 Introduction  

 Le présent chapitre a pour but de présenter la méthode de la photoélasticité qui est une 

technique expérimentale fondée sur la physique des ondes lumineuses et la biréfringence de 

certains matériaux. C'est une méthode principalement optique qui permet l'analyse des champs 

de contraintes dans le modèle qui vient compléter des méthodes numériques telles que la 

méthode des éléments finis. Cependant, ce chapitre met l'accent sur les franges photoélastiques 

permettant la mesure des champs de contraintes. 

 La photoélasticimétrie s’est développée au début du 20éme siècle, c’est Maxwell qu’il 

a réalisé la première étude de photoélasticimétrie plane. 

 Les méthodes de mesures optiques sont couramment utilisées dans les domaines du 

contrôle industriel et de la caractérisation mécanique expérimentale. Ces méthodes permettent 

d’avoir accès à des cartographies de grandeurs physiques comme l’analyse complète du champ 

des contraintes. Par ailleurs, les techniques optiques permettent de simuler des structures 

complexes, on utilise généralement des modèles biréfringents en époxy donc peu couteux, 

toujours sans contact et souvent sans préparation de surface, ce qui rajoute à leur intérêt. 

II.2 La photoélasticité 

 La photoélasticité est une technique expérimental d'analyse des contraintes qui est 

particulièrement utile pour les éléments ayant une géométrie complexe, des conditions de 

charge ou les deux. Dans ces cas, les méthodes d'analyse (méthodes strictement mathématiques) 

peuvent être lourdes ou impossibles et l'analyse par une approche expérimentale peut être plus 

appropriée. Étant une méthode optique, la photoélasticité présente l'avantage de fournir des 

informations tant visuelles que quantitatives en plein champ. [21] 

II.3 Principe de la photoélasticimétrie 

 La photoélasticimétrie est une technique qui est basée sur les variations d'indice optique 

d'un matériau transparent. Le matériau isotrope optiquement au repos devient anisotrope 
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lorsqu'il est soumis à un chargement mécanique, cette propriété est le phénomène 

de biréfringence.  

 Ce phénomène peut être étudié en analysant la façon dont la polarisation de la lumière 

est transformée après le passage à travers le matériau. Par exemple, une onde lumineuse 

polarisée rectilignement pourra ressortir polarisée elliptiquement. Cela s'explique par le fait que 

les deux composantes de l'onde subissent un retard l'une par rapport à l'autre. Ce retard est 

directement relié aux contraintes dans le matériau. On peut donc mesurer les contraintes grâce 

à cette modification de la polarisation. Le retard entre les deux composantes de l'onde 

correspond à un déphasage qui dépend de la longueur d'onde, c'est-à-dire de la couleur. C'est 

pourquoi les images obtenues avec de la lumière blanche présentent des irisations colorées. 

Expérimentalement, sur un polariscope: une lumière monochromatique, polarisée à l'aide d'un 

polariseur, est envoyée sur le modèle à analyser, puis passe à travers un second 

polaroid(analyseur).  

 Principalement; la lumière polarisée rectilignement va se réfracter selon le trajet qu'elle 

emprunte dans le matériau et se décompose en deux rayons distincts autonomes qui ont la même 

fréquence mais sont déphasés l'un par rapport à l’autre avec un retard optique δ.  L’analyseur 

va donc éteindre ou pas cette lumière, on verra ainsi apparaître des zones claires ou sombres. 

De plus, en utilisant de la lumière blanche, chaque couleur éclaircirait des zones différentes, et 

on verrait apparaître des irisations colorées. [19] 
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Figure II - 1: Propagation de la lumière à travers un modèle photoélastique.[20] 

 

 L'intensité lumineuse obtenue sur l'analyseur (Figure II-1) est donnée par la relation 

suivante : 

 𝐼 =  𝑎ଶ sinଶ 2𝛼 sin
𝜑

2
 (II-1) 

 Les termes sinଶ 2𝛼 et sin
ఝ

ଶ
 donnent, respectivement, les directions principales des 

contraintes et les valeurs de leur différence avec la relation suivante (équation II-2) : 

 
𝜎ଵ − 𝜎ଶ =  

𝑁. 𝑓

𝑒
 

(II -2) 

 Où N est l'ordre de la frange obtenu expérimentalement à partir du modèle de frange 

isochromatique, e est l'épaisseur de la tranche et 𝑓 est la constante de la frange qui dépend de 

la longueur d'onde de la lumière λ utilisée et de la constante optique C du matériau modèle. [23] 

 
𝑓 =

λ

𝐶
 

(II - 3) 

 La valeur de la constante de la frange 𝑓 est déterminée expérimentalement avant de faire 

les essais.  

II.4 La biréfringence   

 La biréfringence est un phénomène physique qui peut se caractériser de la façon suivante 

: si une lumière plane se présente suivant une direction de polarisation quelconque par rapport 
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aux axes du modèle biréfringent, à l’intérieur du modèle tout se passe comme si elle était 

décomposée en deux ondes perpendiculaires qui progressent avec des vitesses de propagation 

différentes. À la sortie du modèle, deux ondes Px et Py se trouvent en présence avec des 

directions de polarisation perpendiculaires dont l’une est en retard par rapport à l’autre, mais 

qui progressent de nouveau à la même vitesse. Ce retard optique δ est une caractéristique du 

phénomène de biréfringence. Ainsi si on observe un objet quelconque à travers une lame 

biréfringente, ce dernier nous apparaîtra dédoublé. Ils existent deux types de biréfringence, la 

biréfringence naturelle et la biréfringence accidentelle. [23] 

II.4.1 La biréfringence naturelle  

 La biréfringence naturelle a lieu par exemple dans les matériaux tels que les cristaux où 

la vitesse de propagation varie suivant les directions propres du milieu. Le phénomène de 

biréfringence se caractérise par un retard optique (δ) entre les deux composantes à la sortie du 

corps biréfringent, certains corps présentent naturellement ce phénomène aussi appelé double 

réfraction. L’indice de réfraction passe par des valeurs minimum et maximum selon des 

directions qu'on appelle axes optiques principaux ou encore axes de biréfringence. Lorsqu'elle 

traverse un corps biréfringent, une lumière plane polarisée se divise en deux composantes 

autonomes (ondes polarisées planes) parallèles aux axes optiques principaux. [20] 

 Un corps transparent, naturellement biréfringent, placé entre deux polaroïds à axes 

perpendiculaires, l'un quelconque de ses axes étant parallèle à la direction de polarisation, ne 

modifie pas la zone d'extinction (figure II-2 a). Ce même corps biréfringent, placé obliquement 

laisse passer la lumière avec une couleur qui dépend de la biréfringence du corps (partie 

hachurée sur la figureII-2 b. C'est le phénomène de biréfringence naturelle. [19] 

  

Figure II - 2 : Phénomène de biréfringence naturelle. [20] 

(a) Les axes optiques du corps sont parallèles à ceux des polaroids 

(a) (b) 
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(b) Les axes optiques du corps biréfringent non parallèles à ceux des polaroïds. La couleur 

indique la présence de phénomène d’interférence (retard) 

II.4.2 La biréfringence accidentelle 

 Les milieux dans lesquels, il n’y a aucune direction privilégiée (matière à l’état gazeux, 

liquide et amorphe) ne sont pas biréfringents, mais peuvent le devenir sous l’action d’une cause 

extérieure qui crée une direction privilégiée. (Figure II-3) c’est la biréfringence provoquée. 

  

Figure II - 3 : Corps avec biréfringence accidentelle. [20] 

(c) Cas de contrainte nulle, pas de phénomène de biréfringence. 

(d) Apparition d’axes optiques principaux sous l’effet des contraintes. 

 Le milieu est caractérisé par un indice de réfraction𝑛଴ valable dans toutes les directions 

au repos, et un ellipsoïde des indices lorsqu'il est soumis à des contraintes. Les lois liant les 

indices principaux aux contraintes principales ont été déterminées par Maxwell. 

 Les axes principaux de l'état de contrainte coïncident avec les axes optiques principaux, 

les indices de réfraction principaux, sont en relation linéaire avec les contraintes principales. 

 
൜
𝑛ଵ = 𝑛ଵ(𝜎ଵ, 𝜎ଶ)

𝑛ଶ = 𝑛ଶ(𝜎ଵ, 𝜎ଶ)
⇒ 𝑛ଵ − 𝑛ଶ = 𝑐(𝜎ଵ − 𝜎ଶ) 

(II - 4) 

 

 Ces deux composantes vont vibrer selon des plans orthogonaux qui sont parallèles aux 

directions des contraintes principales (1 et 2). Elles ont la même fréquence mais sont déphasées 

l'une par rapport à l'autre (interférence possible), le retard optique δ entre ces deux composantes 

sera proportionnel à la différence des indices principaux donc à la différence entre les 

contraintes principales et à l'épaisseur "d" du matériau. [20] 

(c) (d) 
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 δ = c. d(σଵ − σଶ) (II - 5) 

II.5 Intérêts et applications  

 Pour comprendre l’utilité de cette méthode optique, citons certains domaines 

d’application : 

II.5.1 Applications industrielles 

 La photoélasticimétrie permet d’Identifier instantanément les domaines critiques, en 

mettant en évidence les régions en situation de surtension et de sous-tension, d’optimiser la 

répartition des contraintes et de dimensionner en conséquence des composants qui seront 

sollicités mécaniquement dans les pièces et les structures. Elle permet également de détecter 

d’éventuelles contraintes résiduelles pouvant accidentellement se retrouver dans des pièces 

après usinage ou thermoformage. Ainsi, les industries automobile et aéronautique recourent à 

cette méthode, qui leur permet d’éprouver l’efficacité des protocoles de fabrication des pièces 

et de les contrôler. 

II.5.2 Applications en architecture 

 La construction d’édifices architecturaux ou de génie civil nécessite la connaissance fine 

des contraintes au sein de la structure, afin d’en prévenir de possibles ruptures. Par exemple, en 

réalisant une maquette miniature de l’édifice en matériau photoélastique, il est possible 

d’accéder à des données pour étudier et comparer a posteriori les méthodes de construction des 

cathédrales de Chartres et Bourges. [24] 

II.5.3 Applications en biomécanique 

 Face à des problèmes mettant en jeu la résistance d’un ensemble de pièces solides 

constituant une ossature, ou d’un ensemble de pièces telles que des dents destinées à effectuer 

des opérations de broyage, on a toutes les raisons de chercher à connaître le mieux possible les 

conditions dans lesquelles chacune des pièces en question résiste aux efforts extérieurs 

auxquelles elle est soumise et de quelle manière elle transmet des efforts aux éléments voisins. 

La photoélasticité apporte aussi des éléments pertinents, notamment pour améliorer les 

systèmes de consolidation par plaques et vis dans le traitement des fractures complexes. 
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II.6 Le polariscope 

 Un polariscope est une installation optique qui permet d'analyser la biréfringence qui se 

produisent lorsque la lumière polarisée passe à travers un modèle photoélastique sous 

contrainte. 

II.6.1 Différents types de polariscopes:  

Il existe plusieurs types de polariscopes 

II.6.1.1 Polariscope par réflexion : 

 Le procédé consiste à déposer à la surface des structures réelles, une mince couche de 

produit photoélastique. La surface de la structure est rendue réfléchissante à l’aide d’une 

peinture ou par collage d’une plaque à base de poudre d'aluminium, c'est la structure qui impose 

ses déformations au revêtement biréfringent, on mesure donc des déformations qui sont 

converties en contraintes.  

 

Figure II - 4 : Polariscope à réflexion. [25] 

 Le polariscope comprend : une source lumineuse ; on peut utiliser la lumière 

monochromatique (une seule longueur d’onde) ou la lumière polychromatique. Un filtre 

polariseur, un filtre analyseur (polaroïds) et deux lames quart d’onde. 

 La lumière polarisée incidente est réfléchie par le matériau, soit par la couche 

réfléchissante déposée sur la pièce et traverse deux fois le revêtement et génère des isoclines et 

des isochromes. Les filtres polarisants sont placés du même côté de la pièce. L’exploitation des 
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franges obtenues permet de retrouver les valeurs et les directions principales des contraintes 

agissant sur la structure étudiée. [25] 

II.6.1.2  Polariscope à transmission  

II.6.1.2.1 Polariscope rectiligne : 

 Dans un polariscope plan (Figure II-5), le modèle est placé entre deux polaroïds croisés. 

Ces polaroïds sont appelés "polariseur" et "analyseur" respectivement. Avant d'insérer le 

modèle, ou lorsque celui-ci n'est pas chargé, aucune lumière ne traverse l’analyseur. Lorsque le 

modèle est chargé, l'onde lumineuse plane polarisée issue du polariseur se décompose suivant 

les directions principales, 1 et 2, en passant à travers le modèle. À la sortie du modèle, ces deux 

composantes sont déphasées. Lorsque ces deux ondes traversent l'analyseur, seules leurs 

composantes selon l'axe de l'analyseur sont transmises et elles sont toujours d'amplitudes 

égales. Elles vibrent maintenant dans un même plan et peuvent interférer entre-elles causant 

des phénomènes que peut voir l’observateur. [20] 

Ainsi dans un tel polariscope, l’intensité I est nulle (franges noires) si : 

sin 2𝛼 = 0 ;  𝛼 = 𝑘
𝜋

2
 

 Ce sont les lignes isoclines, ces lignes sont indépendantes de l'intensité de la charge 

appliquée et de la longueur d’onde utilisée. On peut les faire varier soit en tournant le modèle 

autour de l’axe z dans le polariscope, soit, ce qui est plus simple, en tournant l’ensemble 

polariseur analyseur. Elles indiquent la position des points dont l'une des directions principales 

des contraintes est parallèle à la direction du polariseur. 
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Figure II - 5 : Polariscope plan à transmission.. 

II.6.1.2.2 Polariscope circulaire à transmission  

 Le premier élément optique après la source lumineuse est le polariseur, suivi d'une 

plaque quart d'onde placée à 45° du plan de polarisation. La première plaque quart d'onde 

convertit la lumière polarisée dans le plan en lumière polarisée circulairement. On dit que la 

lumière est polarisée circulairement puisque la plaque quart d'onde est à 45° par rapport à la 

lumière polarisée, ce qui fait que les deux composantes ont la même amplitude mais sont 

déphasées de 90°. Ainsi, si les deux composantes sont additionnées de manière vectorielle, la 

pointe du vecteur lumière résultant trace un cercle lorsqu'elle tourne. La deuxième plaque quart 

d'onde convertit la lumière polarisée circulairement en lumière polarisée plane qui passe à 

travers l'analyseur. Dans le polariscope circulaire, l'onde lumineuse pénétrant dans le modèle 

est polarisée circulairement et n'est donc plus influencée par l'orientation des contraintes 

principales du modèle. Il n'y aura plus d'isoclines et seules les isochromes apparaîtront. [21] 

II.6.2 Les éléments du polariscope circulaire 

 Le polariscope est composé de plusieurs éléments et à chacun ces fonctions et son 

importance. 

II.6.2.1 Les polaroids : 
 Le filtre polaroid est un matériau transparent formé de longues chaînes d’hydrocarbures 

d’iode qui crée des électrons libres pouvant se déplacer le long de ces chaînes. La composante 

de l’onde lumineuse parallèle aux chaînes est absorbée, seule la composante perpendiculaire 

passe avec une faible atténuation.  

II.6.2.2 Polariseur 

 Un polariseur est un filtre polarisant qui recevant de la lumière naturelle non-polarisée, 

permet d’obtenir une lumière polarisée rectilignement dans une certaine direction. Dans ce cas, 
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cette direction est appelée l’axe du polariseur. Les polariseurs sont présents et utilisés dans de 

nombreux instruments d’optique.  

II.6.2.3 Analyseur 

 L’analyseur est un filtre polarisant qui recevant de la lumière polarisée permet de 

déterminer le plan de polarisation d’une lumière incidente par extinction du faisceau sortant de 

l’analyseur. Tout polariseur peut servir d’analyseur et vice et versa. [19] 

L’emplacement des différents polariseurs sont illustrés sur la figure (II- 6) 

 

- 1 source lumineuse 

- 2 filtre de 

polarisation comme 

polariseur 

- 3 filtre quart d’onde 

- 4 bâti  

- 5 filtre de 

polarisation comme 

analyseur 

- 6 filtre quart d’onde 

 

Figure II - 6: Essais photoélastique à l’aide d’un polariscope circulaire. [24] 

II.6.1.2.3 Lame quart d’onde 

 Les lames quart d’onde sont utilisé dans les polariscope circulaire pour polariser 

circulairement une onde lumineuse et éliminer les isoclines et ne laisse voir que les isochromes. 
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Figure II - 7 : Lame quart d’onde. [20] 

 Une lame quart d’onde est une lame de mica ou une mince feuille d’alcool polyvinylique 

orientée comprise entre deux feuilles d’acétate de cellulose. C’est une lame biréfringente pour 

laquelle le déphasage est 𝜑 = 𝜋/2 . 

 
𝛿 = ൬𝐾 +  

1

4
൰ λ ⇒ 𝜑 =

2𝜋𝛿

λ
= 2𝐾𝜋 +

𝜋

2
 

(II - 6) 

 On peut ajouter au polariscope deux lames quart d’onde intercalées entre les polaroïds 

qui ont pour fonction de transformer une vibration rectiligne en une vibration circulaire et 

l’inverse, ce changement dans le mode de vibration est assuré par une différence introduite 

égale au quart d’onde de la lumière polarisée. Les lames quart d’onde sont croisées entres elles 

et toujours intercalées avec leurs axes optiques à 45° de ceux du polariseur et de l’analyseur. 

L’effet de la seconde lame est de restituer une lumière polarisée plane. [27] 

II.7 Sources lumineuses 

 D’après la théorie de Maxwell le comportement de la lumière permet de décrire les 

phénomènes photoélastiques. La lumière est la conséquence de mouvements vibratoires et se 

propage par ondes sinusoïdales. Une onde monochromatique comporte deux grandeurs 

vectorielles sinusoïdales en phase et perpendiculaires : le champ électrique et le champ 

magnétique. La lumière monochromatique est dite polarisée si chacun des vecteurs champs 

reste parallèle à une direction fixe. 
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 Deux sortes de sources lumineuses sont utilisées pour ces études ; une source de lumière 

polychromatique (blanche) et une source de lumière monochromatique. 

 Source de lumière polychromatique 

 Elle comprend toutes les longueurs d'onde visibles qui sont comprises entre 4000 Å et 

7000 Å. C’est une lampe ordinaire dont la lumière permet de mieux distinguer les isochromes 

(en couleurs) des isoclines (noires), sauf pour la frange zéro qui est noire. 

 Source de lumière monochromatique (une seule longueur d'onde λ) 

  Cette lumière est obtenue en filtrant la lumière blanche à l’aide de filtres 

monochromatiques. Cette lumière permet l’observation aisée des isochromes avec la lumière 

circulaire, les isoclines étant éliminées. 

 Pour la lampe à vapeur de mercure cette lumière permet une visualisation plus nette des 

franges. [26] 

II.8 La polarisation de la lumière 

 C’est une propriété d'une onde lumineuse qui décrit le comportement des vecteurs 

électriques et magnétiques au cours de sa propagation. Plus précisément, la polarisation d'une 

onde lumineuse indique les directions que prend, au cours de l'évolution temporelle ou le long 

d'un rayon lumineux donné, le vecteur champ électrique (ou le vecteur champ magnétique) dans 

le plan orthogonal au vecteur d'onde. 

 Bien souvent, la lumière naturelle n'est pas polarisée, ce qui signifie que les 

"Déplacements" des vecteurs champs électrique et magnétique sont désordonnés. Une onde est 

dite non polarisée si E a une direction qui varie aléatoirement. 

II.8.1 Lumière polarisée rectilignement 

 Le vecteur induction magnétique 𝐵ሬ⃗  reste parallèle à une direction fixe𝑥ଵ. Si de plus cette 

lumière est monochromatique, et si elle se propage suivant𝑥ଷ, 𝐵ሬ⃗  s’écrit : 

 𝐵ሬ⃗ =  𝐵଴cos ቀ𝜔 ቀ𝑡 −
𝑥ଷ

𝑐
ቁ +  𝜑ቁ 𝑥ଵሬሬሬ⃗  (II - 7) 

Avec : 

ω : pulsation 

C : célérité du plan d’onde dans la direction n. [13] 



Chapitre II :                                      Généralités sur la photoélasticimétrie 

 

36 
 

 

Figure II - 8 : Lumière polarisée rectilignement suivant x. [28] 

 On peut la voir comme une polarisation elliptique pour laquelle l'un des deux axes de 

l'ellipse de polarisation serait réduit à un point. 

 Le champ électrique s'écrit alors de même que pour une lumière polarisée elliptiquement 

avec : 

 𝐸௫଴

𝐸௬଴
= 𝑐𝑠𝑡𝑒𝑒𝑡𝜑 = 0 

(II - 8) 

II.8.2 Lumière polarisée elliptiquement 

 Si le champ E dessine une ellipse dans le plan d'onde, on parle de polarisation elliptique. 

 

Figure II - 9 : Onde polarisée elliptiquement. [24] 

 C'est le cas le plus général. On peut alors décomposer le champ électrique selon deux 

composantes perpendiculaires : 

 𝐸௫ = 𝐸௫଴ cos(𝑘𝑧 − 𝜔𝑡) (II - 9) 
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 𝐸௬ = 𝐸௬଴ cos(𝑘𝑧 − 𝜔𝑡 +  𝜑) (II - 10) 

Où  𝜔 =
ଶగ

௖
 est la pulsation de l'onde électromagnétique, 𝑘 =

ଶగ

ఒ
 le nombre d'onde et φ le 

déphasage entre les deux composantes. 

II.8.1Lumière polarisée circulairement 

 Si le champ E dessine un cercle dans le plan d'onde, on parle de polarisation circulaire. 

Le sens de rotation de E définit une polarisation : 

 Droite, si l'onde tourne dans le sens trigonométrique et gauche, si l'onde tourne dans le 

sens horaire. Ceci est vrai si on se place du point de vue de l'observateur. Les directions doivent 

être interverties si on se place du point de vue de la source. 

 On peut alors écrire les composantes du champ électrique comme suit : 

 𝐸௫ = 𝐸଴ cos(𝑘𝑧 − 𝜔𝑡) (II - 11) 

 𝐸௬ = 𝐸଴ sin(𝑘𝑧 − 𝜔𝑡) (II - 12) 

 Où 𝐸଴ est l'amplitude commune des deux composantes du champ électrique. La phase 

vaut alors𝜑 =
గ

ଶ
  . [13] 

II.9 Notion de champ claire et champ obscure 

Suivant que l'on a un polariscope plan ou circulaire, le trajet de la lumière dans le polariscope 

ne sera pas le même. De plus, suivant la position des différents éléments, on peut obtenir en 

sortie un champ clair ou un champ obscur: 

 

Polariscope rectiligne P //A Polariscope rectiligne P et A 

sont croisés 

Polariscope circulaire P //A 

Figure II - 10: Images d’un modèle relevées sur les différentes configurations du 

polariscope [27] 
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 Polariscope plan : 

- polariseur et analyseur croisés = champ obscur 

- polariseur et analyseur parallèles = champ clair 

 Polariscope circulaire : 

- polariseur et analyseur croisés et lames quart d'onde croisées champ obscur. 

- Polariseur et analyseur parallèles et lames quart d'onde croisées champ clair. [29] 

II.10  Description de la réfraction 

 En physique des ondes le phénomène de réfraction est la déviation d'une onde lorsque 

la vitesse de celle-ci change entre deux milieux (par exemple : de l'air à l'eau, ou le contraire…). 

La vitesse de propagation est en fonction du milieu dans lequel se répand l’onde. En changeant 

de milieu la vitesse change et la lumière se réfracte. C'est ce phénomène qu'on observe lorsque 

l'on regarde une paille dans un verre : celle-ci paraît brisée. 

 

Figure II - 11 : schéma de réfraction de la lumière. [31] 

 La propriété qui caractérise les différents milieux transparents est la « réfringence », qui 

se traduit par une valeur numérique qui est : « l’indice de réfraction ». 

II.10.1 Définition de l’indice de réfraction 

 C’est le rapport de la vitesse de la lumière dans le vide𝐶଴et la vitesse de la lumière V 

dans le milieu transparent. 
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n =

C଴

V
 

(II - 13) 

𝐶଴ : est la vitesse de la lumière dans le vide 

V: vitesse de la lumière dans le milieu considéré 

II.11  La constante de frange 

 D’après l’équation de MAXWELL la constante de frange " f " est le rapport entre la 

différence des contraintes principales sur l’unité d’ordre de frange en un point du modèle ayant 

comme épaisseur e. 

 
𝛔𝟏 − 𝛔𝟐 =

𝐍𝐟

𝐞
⇒ 𝐟 =

𝐞

𝐍
 (𝛔𝟏 − 𝛔𝟐)  

(II - 14) 

Remarque : En champ obscur, les franges isochromes correspondent aux ordres de frange 

entiers. En champ clair, les bandes noires quant à elles correspondent à des demi-ordres c'est à 

dire (1/2, 3/2 ...). [27] 

II.12  Les isoclines 

 Une ligne isocline est le lieu des points où la direction de l’une des contraintes 

principales est parallèle à la direction de polarisation. Elles apparaissent en noir et lorsqu’on 

tourne simultanément le polariseur et l’analyseur, les isoclines se déplacent alors vers les points 

du modèle ou les contraintes principales sont parallèles aux nouveaux axes, ces lignes 

apparaissent toujours lorsque le polariseur et l’analyseur sont croisés (champ sombre). 

L’apparition de ces franges noires signifie qu’en ce point l’intensité lumineuse est nulle. 

Pour : 𝑠𝑖𝑛ଶ(2𝛼) = 0 𝑑ᇱ𝑜𝑢 𝛼 = 𝑁 𝜋
2ൗ  

 𝐼 =  𝑎ଶ sinଶ 2𝛼 sin
𝜑

2
= 0 (II - 15) 

 

 Après avoir analysé plusieurs directions, tous les 10 degrés par exemple, on obtient une 

cartographie de croix donnant les directions des contraintes principales en tous points. Cette 

carte des isoclines sert en réalité d'étape intermédiaire pour obtenir (par une construction 

graphique) les lignes isostatiques: lieux d'égale valeur de contrainte principale. La carte des 

isostatiques s'avère utile pour les problèmes d'optimisation de forme d'une pièce ou pour le 

placement de jauges de contrainte. [30] 
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II.12.1 Propriétés des isoclines 

- Les isoclines ne se coupent jamais (sauf dans les points isotropes où les contraintes principales 

sont les même dans toutes les directions). 

- Un contour libre d’une pièce est une isocline. 

- Un axe qui est symétrique simultanément à l’application de la charge et à la géométrie de la 

pièce coïncide avec une isocline 

II.12.2 Élimination des isoclines 

 En lumière plane, les deux types de franges (isoclines et isochromes) apparaissent de 

manière indissociable et ceci peut fausser l’étude, ce qui nous oblige à supprimer les franges 

isoclines par l’utilisation d’une onde circulaire qui procède à l’élimination des isoclines ainsi la 

répartition de contraintes dans le modèle est obtenue. Calcul numérique des franges isoclines 

 Dans le programme de simulation, les différentes valeurs du paramètre isocline α 

peuvent être calculées avec l'équation (II-16) qui peut être obtenue facilement à partir du cercle 

de contraintes de Mohr. 

 
𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡 (

2𝜏௫௬

𝜎௫ − 𝜎௬
) 

(II - 16) 

α: angle de rotation du polaroïd. 

 Le terme 𝑠𝑖𝑛ଶ (2 𝛼) peut donc être calculé et affiché. La comparaison est alors possible 

avec les franges isoclines qui sont les franges sombres. 

 L’avantage avec le modèle numérique est la précision des valeurs obtenu. Il convient de 

noter qu'il n'est pas possible d'observer expérimentalement uniquement les isoclines alors que 

pour la solution par éléments finis, cela est possible. De bons accords sont observés entre les 

franges sombres isoclines expérimentales et simulées pour des valeurs similaires de l'angle 

α.[22] 

II.12.3 Analyse des isochromes 

 Une ligne isochrome apparaît comme le lieu des points d’égale valeur de la différence 

des contraintes principales, en effet : 

 
(𝜎ଵ − 𝜎ଶ) =

𝑁λ

𝐶𝑒
 

(II - 17) 

N : ordre de frange d’isochromes. 
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λ : longueur d’onde utilisée. 

C : constante photoélastique. 

e : épaisseur du modèle. 

 Le réseau d’isochromes s’analyse en comptant les franges, c’est-à-dire en repérant la 

valeur de N. Dans le cas d’un éclairement en champ obscur, l’ordre zéro est toujours noir. 

 Dans le cas d’un polariscope rectiligne, l’analyse des isochromes est difficile du fait de 

la présence des lignes isoclines noires lorsqu’on travaille avec polariscope rectiligne. [19] 

On rappelle que l’intensité lumineuse est donnée par :  

 𝐼 =  𝑎ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ
𝜑

2
 (II - 18) 

 Cette intensité est similaire à celle obtenue lors de l’analyse photoélasticité 

bidimensionnel sur un polariscope circulaire à champ obscur. L’image isochromes de la figure 

II-12 représente le terme𝑠𝑖𝑛ଶ ఝ

ଶ
. 

 

Figure II - 12: Représentation des Franges éléments finis pour une tranche [14] 

II.12.4 Caractéristique d’un point isotrope 

 On représente un point isotrope par une frange noire. 
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 Dans un point isotrope, la différence des contraintes(𝜎௠௔௫ − 𝜎௠௜௡) = 0. 

 Toutes les lignes isoclines passent par le point isotrope. Ceci implique que toutes les 

directions sont principales dans ce point 

 Il existe deux formes possibles des isostatiques autour des points isotropes : attractif et 

répulsif. [20] 

 Que ce soit dans le montage en lumière circulaire ou entre polariseur et analyseur 

croisés, un tel point restera noir en lumière blanche ou monochromatique quelle que soit 

l’orientation du couple polariseur analyseur. [22] 

II.12.5 Les isostatiques 

 Les isoclines donnent l’ensemble des points où les directions principales des contraintes 

sont parallèles ou perpendiculaires à une direction repérée sur le polaroid. Ceci ne nous donne 

pas une bonne image de l’orientation des contraintes principales. Pour mieux voir les 

trajectoires des contraintes principales on trace les lignes isostatiques. [32] 

 Ce sont des lignes de forces tangentes aux directions principales composées de deux 

familles orthogonales : une tangente à σ1 et l'autre à σ2. Elles sont tracées à partir des isoclines. 

 En un point B2 (figure II-13) de l’isocline θ2, les directions principales des contraintes 

sont données par le dièdre incliné de θ2. Les isostatiques sont donc tangentes à ce dièdre. 

 Pour tracer une isostatique passant par A1, on relie le point A1 au point A2 avec une 

droite inclinée de (θ1 + θ 2)/ 2 et ainsi de suite. [19] 
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Figure II - 13: Tracé des isostatiques à partir des isoclines.[19] 

II.12.5 Propriétés des isostatiques 

 Lorsqu'une isostatique présente une forte courbure, la contrainte principale qui lui est 

perpendiculaire varie rapidement 

 Lorsqu'une isostatique est rectiligne, la contrainte principale qui lui est perpendiculaire 

est stationnaire et est généralement soit maximale, soit minimale 

 Une isostatique droite est aussi une isocline 

 Les axes de symétrie sont des isostatiques 

 La variation des contraintes dépend de la courbure des isostatiques 

II.13  Conclusion 

 Ce chapitre a traité, en premier lieu, le phénomène de biréfringence utilisé en 

photoélasticité bidimensionnelle pour analyser les contraintes dans les modèles sollicités. On a 

défini aussi le principe du polariseur qui permet d’utiliser ce phénomène de biréfringence en 

lumière plane ou en lumière circulaire. Par la suite, il a traité les franges isoclines et les franges 

isochromes obtenues qui permettent de déterminer respectivement les directions des contraintes 

principales (isoclines) et les valeurs des contraintes de cisaillement maximales (isochromes) 

dans les modèles étudiés. 
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III. Chapitre III  

La théorie de Hertz et la mécanique des contacts 

 

III.1  Introduction 

 Dans des conditions normales de fonctionnement d’un contact, les avaries sont dues soit 

à de la fatigue de contact (dégradation dans le volume), soit à la détérioration des surfaces de 

contact par frottement (dégradation surfacique), ce qui entraîne l’usure des pièces en contact 

Ces phénomènes sont principalement dus à la présence des contraintes tangentielles tant en 

surface qu’en sous surface. L’idée est d’agir sur le champ des contraintes afin de retarder la 

dégradation des composants en contact. Pour cela, nous mènerons une approche analytique du 

contact de Hertz. 

 Hertz a été l’un des premiers à étudier le cas du contact de deux surfaces l’une sur 

l’autre. Pour pouvoir traiter les efforts de contact séparément de la distribution générale de 

l’effort dans les corps, Hertz a formulé les hypothèses suivantes : 

 - les corps en contact doivent être des massifs, élastiques, semi-infinis, non-conformes et lisses 

à l’échelle micro et macro géométriques.  

 - les corps sont chargés sur une petite partie de leur surface, avec les dimensions de la zone de 

contact inférieures à celles des corps en contact.   

 Il est donc très important pour les concepteurs de machines de connaitre les contraintes 

et les déformations au voisinage et dans les zones de contact pour un bon dimensionnement des 

différents éléments. Les contraintes sont généralement concentrées au voisinage des zones de 

contact et diminuent rapidement en s’éloignant de ces zones. 

III.2  Historique  

 La mécanique de contact avant tout est liée à Heinrich hertz. En 1882 Hertz résout le 

problème impliquant un contact entre deux corps élastique avec des surfaces courbées (non 

conforme). 

 Il a posé comme hypothèse que chacun des deux corps peut être considéré comme un 

espace semi infini élastique chargé sur une surface elliptique relativement très faible devant les 
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dimensions des solides en contact. Ce résultat constitue encore aujourd’hui une des bases de la 

mécanique de contact. [33] 

III.3  Surface de contact  

 Dans le cas du contact de Hertz, ± (a) très petit devant les rayons des courbures des 

corps en contact. 

 

Figure III -  1: Surface de contact et contrainte au contact entre deux sphères.[33] 

 Pour caractériser le problème de contact mécanique, il importe dans un premier temps 

d’identifier les différents contacts qui sont mis en jeu et d’extraire les variables opérationnelles 

qui définissent la nature et le fonctionnement de chaque contact. 

 Par nature du contact, on entend la définition générale de ce qui constitue le contact : 

solide/solide, liquide/solide, liquide + particule/solide, liquide + vapeur/solide, etc. la géométrie 

du contact caractérise la forme générale des surfaces qui limitent les solides au voisinage de la 

zone de contact. On constate que l’ensemble des contacts que l’on rencontre en génie 

mécanique peuvent se regrouper en trois grandes familles : 

- Les contacts de type ponctuel (typiquement sphère/plan). 

- Les contacts linéiques (typiquement cylindre/plan). 

- Les contacts surfaciques (typiquement parallélépipède/plan). 

 Ces familles sont représentées dans la figure III-2. [31] 
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Figure III -  2: Trois familles de contacts. [31] 

 Les deux premières familles constituent le contact hertzien ou contacts concentrés. Le 

contact ponctuel est mis en œuvre dans des applications mécaniques telles que le contact 

roue/rail de chemin de fer, les contacts billes/bagues des roulements à billes, certains contacts 

came/poussoir ou came/linguet de moteurs thermiques, etc. le contact linéique est utilisé par 

exemple dans les roulements à rouleaux cylindriques ou coniques, ou dans les engrenages à 

denture droite à profil en développement de cercle. Ces deux premiers types de contacts sont 

virtuels car, dès que l’on applique un effort, une déformation élastique de la zone de contact se 

produit, induisant une aire de contact capable de supporter raisonnablement la charge appliquée. 

Les théories initiées par Hertz ont permis de modéliser ces contacts d’une manière très fidèle, 

en déterminant l’aire de contact et le champ de contraintes induit par les efforts appliqués. 

 On peut considérer comme contacts surfaciques le contact entre tourillon et coussinet 

de certains paliers (dans le cas où le jeu est faible), les emmanchements serrés, les joints 

d’étanchéité faciaux, les contacts curseurs/glissières, le contact garniture/disque de frein ou 

d’embrayage, etc.  
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Figure III -  3: Représentation d’application technologique des différentes familles de 

contact. [35] 

 La géométrie du contact précise aussi les caractéristiques principales et les dimensions 

du contact : plans de courbure principaux et rayons de courbure principaux par exemple pour 

les contacts hertziens. Elle sera prise en compte dans la détermination du champ de contraintes 

généré par les efforts appliqués au contact. [34] 

III.4  Contact de Hertz 

 Le contact de Hertz se réfère aux contraintes localisées qui se développent lorsque deux 

solides de révolution sphériques sont mis en contact sous l’effet d’un effort normal, l’aire de 

contact est un cercle de rayon (a). Et le degré de déformation dépend de l'élasticité du matériau 

en contact (module d’élasticité). La théorie de Hertz consiste à calculer la contrainte dans la 

zone de contact en fonction de la force normale appliquée, des propriétés élastiques et de la 

géométrie du contact.  

 Dans les engrenages et les roulements en mouvement ces forces de contact sont 

cycliques. Avec le temps elles entraînent une fatigue du matériau et l'apparition de fissures sous 

leurs surfaces. 

  Le contact de Hertz constitue le fondement des équations pour le calcul du chargement 

admissible pour les roulements, les engrenages et autres pièces dont deux surfaces sont en 

contact.  
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 L’hypothèse des relations de Hertz est la suivante: « Si deux corps à surfaces courbes 

sont pressés l’un contre l’autre, il y a contact sur une surface de pression elliptique ».  

 La solution proposée par Hertz n'est valable que si nous respectons certaines conditions 

sur la zone de contact. (Figure III-4). 

- Les surfaces sont continue et non conformes : a ≪ R 

- Les déformations sont petites. a≪ R 

- Chaque solide peut être considéré comme un milieu semi-infini, c’est –à-dire : a<<𝑅ଵ,ଶ 

- Pas de frottement. [27] 

Figure III - 4: Zone de contact de Hertz. [35] 

 

 𝜇௭ଵതതതത+𝜇௭ଶ= δ-A𝑥ଶ-B𝑦ଶ (III - 1) 

 𝜇௭ଵതതതത+𝜇௭ଶ<δ-A𝑥ଶ-B𝑦ଶ (III - 2) 
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μ୸ଵതതതത et μ୸ଶ : déplacements  

δ : l’enfoncement 

 Si la surface de contact est un cercle de rayon a alors :  

 
A =  B =

1

2
(

1

𝑅ଵ
+

1

𝑅ଶ
) 

(III - 3) 

R : rayon du cylindre 

III.5  Principe générale de résolution du problème de Hertz 

  La première résolution de ce problème est bien sûr due à Hertz. Hertz a formulé les 

conditions (III-1) et (III-2) que doivent satisfaire les points de la surface en contact. Ses 

hypothèses sont basées sur l’observation du contact entre lentilles convexes mises en 

compression.  

 L’hypothèse simplificatrice de choisir et de résoudre le problème d’élasticité sur un 

demi espace élastique permet de s’affranchir de la géométrie globale des corps en contact. Seule 

la géométrie locale (à travers les rayons de courbure) entre en jeu. Pour que cette hypothèse soit    

satisfaisante, deux conditions doivent être remplies: les dimensions de la surface de contact 

doivent être faibles devant :                                                                                         

• Les dimensions de chaque corps  

• Les courbures relatives des surfaces en contact  

 La première condition est évidemment nécessaire pour que le champ de contrainte 

calculé pour un demi-espace infini ne soit pas perturbé par les conditions aux limites sur les 

frontières du solide. La seconde condition est nécessaire pour que les surfaces en contact soient 

approximativement des plans et que les déformations dans la zone de contact restent faibles. 

[19] 

III.6  Contraintes développées dans un contact de Hertz 

III.6.1 Distribution des contraintes du contact cylindre/cylindres 

  Bien que certaines des tendances générales du contact sphérique se rapportent à contact 

cylindrique, le comportement de ce dernier est plus complexe comme on le verra.  
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 Considérons deux cylindres élastique, d’axes parallèles, de rayons R1 et R2, de module 

d’élasticité E1 et E2, de coefficient de Poisson𝛾ଵ𝑒𝑡𝛾ଶ, de longueur infinie, chargé par une force 

(W/L)par unité de longueur perpendiculaire à leur plan tangent (figure III-5). [27] 

 

Figure III -  5 : Contact entre deux cylindres le long de leurs génératrices et 

distribution de la Pression dans la zone de contact. [36] 

 La théorie de Hertz pour les contacts élastiques avec les hypothèses ci-dessous 

énumérées donne les relations de calcul ci-après pour le calcul de la pression, de la demi-largeur 

de contact et des contraintes développées à l’intérieur des modèles en contact. Les hypothèses 

posées par Hertz : 

La répartition de pression sur l’aire de contact est alors donnée par [3] : 

 
𝑃(𝑦) = 𝑃଴ ቆ1 −

𝑦ଶ 

𝑏ଶ 
ቇ

ଵ/ଶ

 
(III - 4) 

 

 Où P0 désigne la pression au centre du contact et b la demi-largeur de contact. Les 

valeurs de P0 et b sont données par les relations suivantes : 

 
𝑝଴ =

2𝑊

𝜋𝑏𝐿
 

(III - 5) 

 
𝑏 = 2ඨ

𝑊𝑅௘௤

𝜋𝐸௘௤𝐿
 

(III - 6) 

W : effort appliqué. 
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L: épaisseur du modèle. 

𝐸௘௤ : est le module d’élasticité équivalent  

Req : le rayon de courbure équivalent. 

III.6.2 Cylindre sur plan 

 Hertz suppose que les contraintes en profondeur ne dépassent pas la limite élastique du 

matériau et qu’il n’y a pas de frottement. Cela permet de calculer analytiquement la distribution 

de pression qui satisfait les conditions limites sur la frontière des massifs, à l’intérieur et à 

l’extérieur de l’aire de contact. L’étude singulière des contacts bille/plan ou cylindre / plan 

s’effectue en considérant le plan comme une surface qui présente un rayon de courbure infini. 

Ces deux cas se ramènent à l’étude d’un contact bidimensionnel. 

 

Figure III -  6: Contact hertzien particulier de type cylindre/plan. [37] 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝜎௬ = −

𝑃଴

𝜋
𝑧 ቆ

𝑏ଶ + 2𝑦ଶ + 2𝑧ଶ

𝑏
𝑄 −

2𝜋

𝑏
− 3𝑦𝑅ቇ

𝜎௭ = −
𝑃଴

𝜋
𝑧(𝑏𝑄 − 𝑦𝑅)

𝜎௫ = 𝑣൫𝜎௬ + 𝜎௭൯

𝜎௬௭ = −
𝑃଴

𝜋
𝑧ଶ𝑅

τ௫௬ୀ଴

τ௫௭ୀ଴

 

 

 

(III - 7) 

Ou il est posé  
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑅 =

𝜋

𝜔𝜀
(1 − 𝜀) ቈ𝜀ଶ + 2𝜀(1 −

4𝑏ଶ

𝜔
቉

ଵ/ଶ

𝑄 =
𝜋

𝜔𝜀
(1 + 𝜀) ቈ𝜀ଶ + 2𝜀(1 −

4𝑏ଶ

𝜔
቉

ଵ/ଶ
 

 

(III - 8) 

 Avec :  

 

ቐ

𝜔 = (𝑏 + 𝑦)ଶ + 𝑧ଶ

ℇଶ =
(𝑏 − 𝑦)ଶ + 𝑧ଶ

(𝑏 + 𝑦)ଶ + 𝑧ଶ

 

(III - 9) 

Sur l’axe oz, le champ des contraintes s’écrit : 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝜎௬ = −

𝑃଴

𝜋
𝑧 ቆ

𝑏ଶ + 2𝑦ଶ + 2𝑧ଶ

𝑏
𝑄 −

2𝜋

𝑏
ቇ

𝜎௭ = −
𝑃଴

𝜋
𝑧𝑏𝑄

𝜎௫ = 𝑣൫𝜎௬ + 𝜎௭൯

τ௬௭ = τ௫௬ = τ௫௭ = 0

 

(III - 10) 

Sur l’axe oz, les axes x, y et z sont des axes principaux.  

 La valeur de cisaillement maximale est obtenue pour  τ௠௔௫ =   0,3 P଴ , pour une 

profondeur z. 

z = 0,78b (point de hertz). [27] 

III.6.3 Contact plan sur plan (poinçon / plan) 

 Dans le contact plan-plan sous pression normale ou plus exactement le contact poinçon-

plan, différentes formulations peuvent être considérées. Dans le cas d’une distribution uniforme 

de pression correspondant au cas d’un poinçon souple, on détermine les composantes du tenseur 

en différents points du massif à l’aide des relations suivantes: 
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝜎ଵଵ

ே =
−𝑃

2𝜋
[2(𝜃ଵ + 𝜃ଶ) − (sin 𝜃ଵ − sin 2𝜃ଶ)]

𝜎ଷଷ
ே =

−𝑃

2𝜋
[2(𝜃ଵ − 𝜃ଶ) + sin 𝜃ଵ − sin 2𝜃ଶ]

𝜎ଵଷ
ே =

𝑃

2𝜋
(cos 2𝜃ଵ − cos 2𝜃ଶ)

𝜃ଵ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ቀ
𝑧

𝑥 − 𝑎
ቁ

𝜃ଶ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ቀ
𝑧

𝑥 + 𝑎
ቁ

𝜃ଵ,ଶ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 ൬
𝑧

𝑥 ± 𝑎
൰

 

 

 

 

(III - 11) 

 

On calcule respectivement les valeurs principales :   

 
𝜎ଵଶ

ே =
−𝑃

𝜋
(𝛼ା

ି sin 𝛼) 

 

(III - 12) 

Et  le cisaillement maximalτ୫ୟ୶ =
୔

஠
sin α 

 Les isovaleurs des contraintes principales σ1 et σ2 et du cisaillement maximal τmax sont 

décrites par la famille de cercles passant par les deux points du contact o1 et O2 (figure III-7) 

 La valeur maximale est obtenue pour 𝛼 =
గ

ଶ
  avec   τmax =

஠

ଶ
 .[27] 
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Figure III -7: Isovaleurs des contraintes principales σ1 et σ2 et du cisaillement 

maximal τmax.. [38] 

III.6.4 Contact sphère - plan 

 La théorie de Hertz montre que lorsque deux solides de révolution sphérique sont mis 

en contact sous l’effet normal, l’aire de contact et un cercle de rayon a. Les relations de Hertz 

permettent d’établir différentes relations en fonction de l’effort, de la propriété élastique et de 

la géométrie de contact. Considérons le contact sphère-plan à pression normale (figure III-8) 

L’indice 1 et les valeurs sans indice (lorsque ceci n’est pas précisé), sont associées au plan, 

alors que l’indice 2 correspond au matériau de la sphère. Les symboles E1, E2 correspondent 

respectivement aux modules élastique (d’Young) du plan et de la sphère. Le coefficient du 

poisson du plan et de la sphère sont désigné par v1, v2. 
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Figure III - 8: Condition du contact sphère – plan. [31] 

 On détermine le rayon équivalent R par  
ଵ

ோ೐೜
=

ଵ

ோభ
+

ଵ

ோమ
pour le contact sphère-plan on a : 

R1=∞et donc R = R2. 

Le module d’élasticité effectif E* est donné par la relation : 

 1

𝐸∗
=

1 − 𝑉ଵ
ଶ

𝐸ଵ
+

1 − 𝑉ଶ
ଶ

𝐸ଶ
 

(III - 13) 

Et finalement le rayon de contact a, 

 
𝑎 = ൤

3𝐹ே𝑅

4𝐸∗
൨

ଵ/ଷ

 
(III - 14) 

L’enfoncement δ0 des surfaces est égale à 

 
δ଴ =

aଶ

R
= ቈ

9𝐹ே
ଶ

16𝐸∗ଶ
቉

ଵ/ଷ

 
(III - 15) 

Le maximum de la pression appliquée au centre de la surface P0 est égale à 

 
𝑃଴ =

ଷிಿ

ଶగ௔మ
= ቂ

ଽிಿమ

ଵ଺ா∗మ
ቃ

ଵ/ଷ

=
ଷ

ଶ
P୫et𝐹ே =

గయோమ

଺ா∗మ
𝑃଴

ଷ 
(III - 16) 

Où Pm et la pression moyenne. 

 Compte tenu de la symétrie d’axe, il est commode d’utiliser une représentation polaire. 

On évalue la distribution radiale de la pression. 
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𝑃௥ = 𝑃଴ ቂ1 −

௥మ

௔మ
ቃ

భ

మ
Avec  𝑟ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

(III - 17) 

Suivant l’axe des X nous aurons la relation : 

 

𝑃௫ = 𝑃଴ ቈ1 −
𝑥ଶ

𝑎ଶ
቉

ଵ
ଶ

 

(III - 18) 

Les expressions des contraintes à l’intérieur du plan, dans l’espace 3D, peuvent être exprimées 

sous une forme analytiquement simple. Dans le plan médian X, Z, nous avons les relations 

simplifiées des composantes du tenseur associé à l’effort normal FN (y = 0) : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎ଵଵ

ே =
𝑃଴

𝑎
൤(1 + 𝑣)𝑧Φ +

1

𝑥௭
൜𝑀𝑧𝑎𝜈 +

1 − 2𝑣

3
(𝑁𝑆 + 2𝑁𝐴 + 𝑎ଷ) − (1 − 𝑣)𝑁𝑧ଶൠ − 𝑁

𝑀𝑧𝑎

𝑆
൨

𝜎ଶଶ
ே =

𝑃଴

𝑎
൤(1 + 𝑣)𝑧Φ +

1

𝑥ଶ
൜𝑀𝑧𝑎𝜈 +

1 − 2𝑣

3
(𝑁𝑆 + 2𝑁𝐴 + 𝑎ଷ) − (1 − 𝑣)𝑁𝑧ଶൠ − 2𝑁𝑣൨

𝜎ଷଷ
ே =  

𝑃଴

𝑎
൤
𝑀𝑥𝑎

𝑆
− 𝑁൨ (III −  19)

 

 

 
𝜎ଵଷ

ே =
𝑃଴

𝑎
൤−𝑥 ൜

𝑥𝑁

𝑆
−

𝑥𝑧𝐻

𝐺ଶ + 𝐻ଶ
ൠ൨ 

 

(III - 20) 

   

Et 𝜎ଵଶ
ே = 𝜎ଶଷ

ே = 0 (III - 21) 

 

Avec    

 
൜

𝐴 = 𝑥ଶ + 𝑧ଶ − 𝑎ଶ

𝑆 =  (𝐴ଶ + 4𝑎ଶ𝑧ଶ)
 

 

(III - 22) 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑀 = = ൬
S + A

2
൰

ଵ/ଶ

𝑁 =  ൬
S − A

2
൰

ଵ/ଶ
 

 

(III - 23) 

 

൞
ϕ = tangିଵ ቀ

a

M
ቁ

𝐺 = 𝑀ଶ − 𝑁ଶ + 𝑧𝑀 − 𝑎𝑁
𝐻 = 2𝑀𝑁 + 𝑎𝑀 + 𝑁𝑧

 

(III - 24) 
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 Pour le cas particulier où x=0, le long de l’axe Z, les expressions ne sont plus valables 

et devront être remplacées par : 

 
𝜎ଵଵ

ே = 𝜎ଶଶ
ே =

𝑃଴

𝑎
ቈ(1 + 𝑣) ቀ𝑧𝑡𝑎𝑛ିଵ ቀ

𝑎

𝑧
ቁ − 𝑎ቁ +

𝑎ଷ

𝑎ଶ + 𝑧ଶ
቉ 

 

(III - 25) 

 
𝜎ଷଷ

ே = −
𝑃଴

𝑎
ቈ

𝑎ଷ

𝑎ଶ + 𝑧ଶ
቉ 

 

(III - 26) 

Les autres composantes étant nulles. 

 Toutes les contraintes de surface sont en compression sauf en bordure de contact où 

elles sont tension : 

 
𝜎ଵଵ

௔ = −𝜎ଶଶ
௔ = −

(1 − 2𝑣)

3
𝑃଴ = 0.13𝑃଴ 

 

(III - 27) 

Au centre du contact, en surface (point B) 

 

ቐ
𝜎ଷଷ

(଴)
= −𝜎ଶଶ

(଴)
= −

(1 − 2𝑣)

3
𝑃଴

𝜎ଷଷ
(଴)

= −𝑃଴

𝑒𝑡 

 

(III - 28) 

 C’est sur l’axe des Z (r = 0), en sous-couche et à la profondeur z = 0,48 (point c), que la 

contrainte de cisaillement et la contrainte équivalente de Von Mises sont maximales. Ainsi pour 

v=0,3 la valeur de cisaillement maximal τmax (c) en ce point est égale à 0,31 P0. 

En comparaison ces grandeurs sont respectivement (pour les point A et B) : 

 

൞
τ୫ୟ୶(𝑨)

|1 − 2ν|

3
P଴

τ୫ୟ୶(୆)

|1 − 2ν|

3
P଴ = 0.10P଴

 

(III - 29) 

 La pression de première plastification, identique pour les deux critères de plasticité 

(Tresca, Von Mises) est : 

 
𝑃଴௬(௖) =

𝑘

0.13
= 0.16𝜎௬ 

(III - 30) 
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De la même façon on déduit la force normale limite de première plastification en sous couche ; 

[35] 

 

⎩
⎨

⎧ F୒୰(ୡ) =
πଷRଶ

6R∗ଶ

Pଷ
଴୰(ୡ) = 21

σ୷
ଷRଶ

R∗ଶ

 

(III - 31) 

III.7  Conclusion 

 Dans ce chapitre on parle de la théorie de Hertz et quelques problèmes de contact. A 

savoir le contact normal et le contact en présence d’effort tangentiel.  

 Les calculs montrent que, pour un contact normal d’un cylindre sur plan, la différence 

des contraintes principales est maximale pour z=hc=0,78b (point de hertz) et la valeur de la 

contrainte tangentielle est égale à 0,3P0. Pour le cas du contact normal d’un poinçon sur plan, 

les calculs montrent que le cisaillement maximal, se trouve sur une isocontraintes repérée par 

un angle 𝛼 =
గ

ଶ
 

 Aujourd’hui la plupart des études sur la mécanique des contacts s’effectuent avec des 

programmes de simulation qui sont bases sur la méthode des éléments finis. 
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Chapitre IV 

 

Partie Expérimentale 

 

IV.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous allons étudier le champ des contraintes dans un disque déformable 

qui se met en contact entre deux point (A et B). Au point A, le disque sera en contact avec une 

plaque en acier au premier temps puis on rajoute des revêtements à cette plaque avec 

différents matériaux et épaisseurs. Au point B, ce sera un contact contre une plaque en qui ne 

change pas le long des essais. 

Après validation des programmes éléments finis écrit sous Castem et à l’aide de la 

méthode expérimentale (la photoélasticité), et ce pour les différents cas cités ci-dessous, les 

tests par éléments finis seront effectués sur plusieurs modèles à différents matériaux et 

différentes épaisseurs de revêtement afin de voir la variation de l’évolution de la contrainte 

tangentielle au voisinage du point de contact. 

La comparaison des résultats se fera par comparaison des courbes de variation de la 

différence des contraintes principales obtenue par les deux méthodes expérimentale et 

numérique suivant le segment reliant les deux points de contact (A et B). Une autre comparaison 

sera faite entre les franges isochromes relevées sur le polariscope et les franges calculées 

numériquement avec le logiciel CASTEM. 

Cette comparaison a pour but la validation des résultats obtenus par la méthode des 

éléments finis. 

IV.2 Identification des modèles 

Dans notre étude, nous avons utilisé quatre pièces à différentes caractéristiques 

mécaniques et différentes épaisseurs, où deux d’entre elles sont en époxy qui possède des 

propriétés de biréfringence nécessaires pour mener l’étude sur un polariscope. La figure IV.1 

représente le schéma global des différents modèles. 
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Figure IV - 1 : Les dimensions du modèle utilisé pour les trois méthodes. 

Le tableau ci-dessous résume l’ensemble des caractéristiques mécaniques ainsi que les 

dimensions de toutes les pièces utilisées lors des essais de notre étude. La première est une 

plaque en époxy déformable de 101 mm de longueur de 51mm de hauteur et 6mm d’épaisseur, 

la deuxième un disque en époxy déformable de diamètre de 51 mm et 6 mm d’épaisseur. La 

troisième pièce est en acier de 30mm de longueur et 27mm de hauteur. La quatrième pièce est 

un revêtement en époxy ou aluminium avec différentes épaisseurs que nous allons coller sur la 

pièce en acier. 

 

Les 

caractéristiques 

la plaque 

rectangulaire 

en époxy 

(solide 

déformable) 

cylindre 

(solide 

déformable) 

en époxy 

de la plaque 

en Acier 

(solide 

indéformable) 

revêtements 

en époxy 

(solide 

déformable) 

revêtements 

en 

aluminium 

(solide 

déformable) 

Épaisseur « e » 
en mm 

6 6 16 0.5 à 3 0.5 /1.2 /2.8 

Module de 

Young « E » en 
Mpa 

3273 3273 210000 3273 69000 

Coefficient de 
poisson « υ » 

0.3 0.3 0.37 0.3 0.33 

Tableau IV- 1: Caractéristiques mécaniques et dimensions des pièces utilisées. 

Le modèle utilisé est chargé par une force F= 500 N 



Chapitre IV : Partie Expérimentale 

60 

 

 

 

 
 

Figure IV - 2 : Forme du modèle utilisé. 
 

IV.3 Vérification du modèle 

Avant de procéder à l’observation et l’analyse du modèle sur le polariscope, nous devons 

vérifier qu’il n’y a pas de contraintes résiduelles qui peuvent exister déjà dans le modèle. 

IV.3.1 Définition des contraintes résiduelles 

Les contraintes résiduelles sont des contraintes multiaxiales statiques auto équilibrées 

existant dans un système isolé de température uniforme et en l’absence de tout chargement 

extérieur. Dans une section, la répartition des contraintes résiduelles résulte de l’équilibre 

mécanique entre la zone occupée par la source des contraintes résiduelles caractérisée par une 

fonction de distribution bien définie et le reste de la section déformée élastiquement. Elles sont 

également appelées contraintes internes ou contraintes initiales car elles s’équilibrent entre 

elles. [39] 

Ces contraintes seront éliminées par un cycle thermique de relaxation. 
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Cadre du 

chargement 

 

  
 

 

Figure IV - 3 : Observation des contraintes résiduelles sur la plaque et le cylindre 

déformables. 

Après observation, nous avons constaté qu’il y a une très faible présence de contraintes 

résiduelles. 

IV.4 Analyse expérimentale du contact dans le modèle 

IV.4.1 Dispositif expérimental 

L’analyse des contraintes dans le modèle se fera à l’aide d’un polariscope à 

transmission. Afin de réaliser deux contacts mécaniques d’une part entre un solide indéformable 

(Acier) sans ou avec un revêtement en époxy ou aluminium et un disque déformable en époxy. 

D’autre part, un contact entre deux solides déformables disque-plan (figure IV-4). 

 

 
Figure IV - 4 : Observation du modèle utilisé placé sur le polariscope plan. 

Disque en époxy Plaque en époxy 
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Dynamomètre (mm) 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 

Chargement (N) 

Nous observons observe les isochromes et les isoclines directement au niveau de l’analyseur du 

polariscope. L’exploitation de ces franges permet d’analyser le champ des contraintes 

développées dans le modèle. 

IV.4.2 Étalonnage du dynamomètre 
 

Charge (N) Dynamomètre (mm) 

0 0 

10 6 

20 11.5 

30 17 

40 23 

50 29 

60 35 

70 41 

 

 

 

 

 

 

        

        

        

        

        

 

 

 
Figure IV - 5 : Courbe d’étalonnage du dynamomètre. 

Le facteur d’étalonnage est : 

 

tan   = 
70 − 50 

 
 

41 − 29.5 

 
= 1.739 

Nous avons procédé de la même façon pour l’étalonnage du 2éme dynamomètre 
 

Charge (N) Dynamomètre (mm) 

10 2.5 

20 5.5 

30 8.5 

40 11 

50 14.1 

60 17 

70 20 

G
ra

d
u
at

io
n
 (

m
m

) 
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Le facteur d’étalonnage tgα = 3.389 

IV.5 Détermination de la constante de frange 

Avant d’effectuer les essais nous devons d’abord retrouver la valeur exacte de la 

constante de frange « f ». Cela à l’aide d’un essai de flexion 4 points, la valeur obtenue par 

l’essais sera utilisée pour l’analyse des contraintes dans le modèle. 

IV.5.1 Essai flexion quatre point 

L’essai de flexion 4 points (Figure IV - 6), permet de créer un moment fléchissant 

constant sur une éprouvette en matériau biréfringent. 

 

Figure IV - 6 : Observation du modèle utilisé placé sur le polariscope plan. 

 

 

Modèle utilisé 

 
L’éprouvette ci-dessous sera soumise à un moment fléchissant en utilisant le banc 

d’essai sur (la figure IV - 7). 
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Figure IV - 7 : Eprouvette de l’essai de flexion. 
 

IV.5.2 Principe de détermination de la constante de frange 

Avant de commencer l’expérience, il est nécessaire de régler la disposition des polaroids 

qui donne la lumière circulaire avec élimination des isoclines. 

En créant un moment fléchissant constant sur une certaine partie de l’éprouvette, une 

fois les franges isochromes visualisées (la figure IV-8). Nous relevons leurs nombres et nous 

retrouverons la valeur de l’ordre de frange au niveau du bord libre. Le calcul de M  permet de 

retrouver la valeur de la constante de frange. 

 

Figure IV - 8 : Les franges isochromes obtenues en flexion 4 points. 
 

IV.5.3 Calcul de la constante de frange 

Nf 
σ1 − σ2 = 

e
 

Sur les bords de l’éprouvette nous avons  2 = 0 

(IV.1) 

 

Ce qui donne :  

 
e σ1 

f = 
N 

 

 
(IV.2) 
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La contrainte σ nous est donnée par la formule suivante 
 

 

σ1 = 
M  

= w 
M  

 
 I × ϑ 

(IV.3) 

XX 
 

Nous avons wXX 

XX 

= 
Ixx 

9 
 

Où : Ixx est le moment d’inertie de la plaque qu’est donné par la relation 
 

 

IXX = 
e. h3 

12 

(IV.4) 

P Est la distance qui sépare la ligne neutre du bord de la distance qu’est donnée par la relation: 
 

h 
ϑ = 

2 

En remplace (IV.3) dans (IV.2) : 

(IV.5) 

 

M  
f = 6 

Nh2 

(IV.6) 

 
 

Calcul du moment fléchissant M  : 

Nous appliquons aux points A et B, un effort F = 160 N. 

A l’équilibre, nous avons : 

 

 

 

 
Projection suivant (x) : 

 

Σ Fext = 0 
 

 Æ + RB + RC +  D = 0 

(IV.7) 

 

 Æ − RB − RC +  D = 0 
 

 Æ +  D = RB + RC 
 

Le moment ou point B : 

 

∑ M F =  Æ(  ) + RB(  ) + RC(  ) +  D(  )=0 
B 

 

 Æ(75) − RB(0) − RC(160) +  D(235)=0 

 
Nous aurons donc: 

 

RB  = RC  = F =160N (IV.8) 

Calcul des moments fléchissant : 
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M  =F.x (IV.9) 

Entre A et B est : 0< x <75 : 
 

M  = RB.   
 

à {
  = 0 M  = 0 

  = 75 Mƒ  = 12000 
 

Entre B et C est : 0< x <160 
 

M  =  Æ ∗ (75 +  ) − RB( ) 
 
D’après l’équation (IV.8) Nous avons : 

 
M  =  (75 +   −  ) (IV.10) 

M  = 75 = 12000N.m 

 
Entre D et C’est : 0< x <75 

 

M  =  Æ(235 +  ) − RB(160 +  ) − RC  
 
De (IV.9) et (IV.10), on déduit le moment maximum : 

 

M  =  (+235 − 160 +   −  ) 

M  =  (75 +  ) 

M  =12000 N.mm 
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Figure 0–1: Diagramme des moments fléchissant. 

 
Après application des efforts, Nous relevons sur la largeur de la poutre l’ordre de frange 

N* correspondant au moment fléchissant appliqué sur le modèle. 

 

Figure IV - 9 : Relevé de l’ordre de frange au bord de l’éprouvette. 

Sachant que l’ordre de frange au niveau de la ligne neutre est égale à zéro, à une distance 

A, nous avons l’ordre de frange est égale à 2, l’ordre de frange N au bord de l’éprouvette, à une 

distance B sera donné avec : N=2 (B/A) 

En mesurant les distances A et B à partir de la figure IV-9 nous aurons le rapport (B/A) 

égale à 2, ce qui donne N=4. 

N* : Nombre de frange 
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N=N*/2 (IV.11) 

En substituant (IV.11) dans (IV.9) nous aurons : 
 

 

 

Nous avons : 

h = 40mm 

M  =12000N.mm 

N*=8 

On remplace : 

 

  = 
12 M  

N∗ℎ2 

(IV.12) 

 

 

  = 
12 ∗ 12000 

 
 

8∗402 
 

  = 11.25 N/mm. Ordre 
 
IV.6 Analyse expérimentale des contraintes 

Pour analyser expérimentalement les contraintes agissant sur le modèle, nous optons 

pour la méthode photoélasticimétrique. 

IV.6.1 La variation de la contrainte de cisaillement maximale suivant l’axe [AB] 

Pour la détermination de la variation de la contrainte de cisaillement maximale, nous 

devons d’abord visualiser le réseau d’isochromes sur le polariscope, ici en lumière 

monochromatique et en champs clair. Après détermination des ordres de franges, la loi de 

Maxwell peut être alors utilisée pour déterminer l’intensité des contraintes. Nous définissons 

un segment [AB] à partir du point de contact du modèle, où A et B désigne les points du contact. 

Rappelons qu’en photoélasticimétrie : 

 
La différence des contraintes principales est donnée par la relation de MAXWELL 

 

 

 1 −  2 = 
N.   

 
 

  

(IV.13) 

La contrainte de cisaillement maximale est donnée par la relation suivante : 
 

 

τmax 

 1 −  2 
= 

2 
(IV.14) 
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Nous aurons donc à partir des relations ci-dessous : 
 

N.   
τmax = 

2.   
(IV.15) 

 
 

L’épaisseur du modèle: e=6mm 

 
Pour les différents modèles, nous avons calculé à l’aide des relations données, les 

valeurs de  max en un nombre déterminé de points pris sur le segment [AB]. En effet ces 

points sont repérés au niveau des intersections du segment [AB] avec les franges isochromes. 

L’abscisse X et l’ordre de frange N sont relevés en chacun de ces points. Ces valeurs 

sont portées sur des tableaux à partir desquels seront tracés les graphes de l’évolution de la 

contrainte de cisaillement maximale le long du segment [AB]. 

IV.6.2 Contact époxy-acier/ époxy-époxy 

IV.6.2.1 Visualisation des franges isochromes 

Nous avons compté les franges par demi-ordre croissant, jusqu'à 17.5 au voisinage du 

contact au point A, et jusqu’à 13.5 au voisinage du contact au point B. 

 

 
Figure IV - 10 : Réseau d’isochromes observé sur le polariscope (modèle 1). 

Les franges au voisinage du contact sont difficiles à distinguer, ce qui nous amène à 

agrandir cette zone pour pouvoir repérer ces franges (Figure IV- 11 et IV-12). 
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Figure IV - 11 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

supérieure (modèle 1). 

Figure IV - 12 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

inférieure (modèle 1). 
 

IV.6.2.2 Calcul de la valeur     suivant le segment [AB] du modèle 1. 

A l’intersection du segment [AB] avec les franges isochromes, nous relevons les 

distances correspondantes par rapport aux points de contact. 

 

Ordre de frange 

N 

Distance sur 

image [mm] 

Distance réel en 

[mm] 

N.   
 1  −  2  = 

 
 

[mm] 

 1 −  2 

τmax = 
2 

[MPA] 

17.5 3 1 32.8 16.4 

16.5 4 1.3 30.93 15.46 

15.5 4.5 1.5 29.06 14.53 

14.5 5 1.6 27.18 13.59 

13.5 5.5 1.8 25.31 12.65 

12.5 6.5 2.1 23.43 11.78 

11.5 7 2.3 21.56 10.78 

10.5 8 2.6 19.68 9.84 

9.5 9 3 17.81 8.9 

8.5 10.5 3.5 15.93 7.9 

7.5 12 4 14.06 7.03 

6.5 14.5 4.8 12.18 6.09 

5.5 17.5 5.8 10.31 5.15 

4.5 22 7.3 8.43 4.21 

3.5 32 10.6 6.56 3.28 

2.5 54 18 4.68 2.34 

2.5 102 34 4.68 2.34 

3.5 121 40.3 6.56 3.28 

4.5 129 43 8.43 4.21 
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5.5 134 44.6 10.31 5.15 

6.5 136 45.3 12.18 6.09 

7.5 138 46 14.06 7.03 

8.5 140 46.6 15.93 7.9 

9.5 141 47 17.81 8.9 

10.5 142.5 47.5 19.68 9.84 

11.5 143.5 47.8 21.56 10.78 

12.5 145 48.3 23.43 11.78 

13.5 147 49 25.31 12.65 

Tableau IV- 2 : Valeur de      relevée le long [AB] (modèle 1). 

A chaque ordre de frange, l’ordre N correspond à une valeur de la contrainte de 

cisaillement maximale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV - 13 : Evolution de τmax relevée expérimentalement le long de la droite AB 

(modèle 1). 

IV.6.3 Revêtement époxy 0.5 mm (Modèle 2) 

A l’aide d’une colle en époxy, nous avons collé une plaque d’époxy d’une épaisseur de 

0.5mm sur l’une des surface d’une plaque en acier. 

IV.6.3.1 Visualisation du réseau d’isochromes sur le modèle en champ clair. 

Après chargement du modèle en lumière monochromatique polarisée circulairement, les 

franges isochromes en champ clair peuvent être distinguées et repérées par leur ordre 

d’apparition (figure IV-14). 
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Nous pouvons compter les franges par demi-ordre croissant, jusqu'à 16.5 au voisinage 

du contact au point A, et jusqu’à 13.5 au voisinage du contact au point B. 

 

Figure IV - 14 : Réseau d’isochromes observé sur le polariscope (modèle 2). 

Les franges au voisinage du contact sont difficiles à distinguer, ce qui nous amène à 

agrandir cette zone pour pouvoir repérer ces franges (figure IV-14 et IV-15). 

 

 

Figure IV - 15 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

supérieure (modèle 2). 

Figure IV - 16 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

supérieure (modèle2). 
 

IV.6.3.2 Calcul de la valeur      suivant le segment [AB]modèle 2. 

A l’intersection du segment [AB] avec les franges isochromes, nous relevons les 

distances correspondantes par rapport aux points de contact. 
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Ordre de frange 

N 

Distance sur 

l’image [mm] 

Distance réel [mm] N.   
 1  −  2  = 

 
 

[MPa] 

 1 −  2 

τmax = 
2 

[MPa] 

16.5 01 0.67 30.93 15.46 

15.5 3 1 29.06 14.53 

14.5 3.5 1.16 27.18 13.59 

13.5 4.5 1.5 25.31 12.65 

12.5 5.5 1.8 23.43 11.78 

11.5 6 2 21.56 10.78 

10.5 7 2.3 19.68 9.84 

9.5 8 2.6 17.81 8.9 

8.5 9.5 3.1 15.93 7.9 

7.5 11.5 3.8 14.06 7.03 

6.5 13.5 4.5 12.18 6.09 

5.5 17.5 5.8 10.31 5.15 

4.5 22.5 7.5 8.43 4.21 

3.5 34 11.3 6.56 3.28 

2.5 52 17.3 4.68 2.34 

2.5 102 34 4.68 2.34 

3.5 119 39.6 6.56 3.28 

4.5 128 42.6 8.43 4.21 

5.5 133 44.3 10.31 5.15 

6.5 136 45.3 12.18 6.09 

7.5 137.5 45.8 14.06 7.03 

8.5 139 46.3 15.93 7.9 

9.5 140.5 46.8 17.81 8.9 

10.5 141.5 47.1 19.68 9.84 

11.5 142 47.3 21.56 10.78 

12.5 143 48 23.43 11.78 

13.5 145 48.3 25.31 12.65 

Tableau 0-1 : Relevé d’ordre de frange le long [AB]. (Modéle2) 

 
A chaque ordre de frange, l’ordre N correspond à une valeur de la contrainte de 

cisaillement maximale. 
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Figure IV - 17 : Evolution de τmax relevée expérimentalement le long de la droite 

AB(modèle 2). 
 

IV.6.4 Revêtement aluminium 0.5 mm (modèle 3) 

A l’aide d’une colle en époxy, nous avons collé une plaque d’aluminium d’une épaisseur 

de 0.5mm sur l’une des surfaces d’une plaque en acier. 

IV.6.4.1 Visualisation des franges isochromes en champs claire. 

Nous pouvons compter les franges par demi-ordre croissant, jusqu'à 16.5 au voisinage 

du contact au point A, et jusqu’à 13.5 au voisinage du contact au point B. 

 

 
Figure IV - 18 : Réseau d’isochromes observé sur le polariscope (modèle 3). 

Les franges au voisinage du contact sont difficiles à distinguer, ce qui nous amène à 

agrandir cette zone pour pouvoir repérer ces franges (figure IV-19 et IV-20). 
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Figure IV - 19 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

supérieure (modèle 3). 

Figure IV - 20 : Réseau d’isochromes 

observé sur le polariscope pour la partie 

inférieure (modèle 3). 
 

IV.6.4.2 Calcul de la valeur     suivant le segment [AB] modèle 3 

A l’intersection du segment [AB] avec les franges isochromes, nous relevons les 

distances correspondantes par rapport aux points de contact. 

 

Ordre de frange 

N 

Distance sur 

image [mm] 

Distance réel en 

[mm] 

N.   
 1  −  2  = 

 
 

[MPa] 

 1 −  2 

τmax = 
2 

[MPa] 

16.5 01 0.67 30.93 15.46 

15.5 3 1 29.06 14.53 

14.5 3.5 1.16 27.18 13.59 

13.5 4.5 1.5 25.31 12.65 

12.5 5.5 1.8 23.43 11.78 

11.5 6 2 21.56 10.78 

10.5 7 2.3 19.68 9.84 

9.5 8 2.6 17.81 8.9 

8.5 9.5 3.1 15.93 7.9 

7.5 11.5 3.8 14.06 7.03 

6.5 13.5 4.5 12.18 6.09 

5.5 17.5 5.8 10.31 5.15 

4.5 22.5 7.5 8.43 4.21 

3.5 34 11.3 6.56 3.28 

2.5 52 17.3 4.68 2.34 

2.5 102 34 4.68 2.34 

3.5 119 39.6 6.56 3.28 

4.5 128 42.6 8.43 4.21 

5.5 133 44.3 10.31 5.15 

6.5 136 45.3 12.18 6.09 

7.5 137.5 45.8 14.06 7.03 
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8.5 139 46.3 15.93 7.9 

9.5 140.5 46.8 17.81 8.9 

10.5 141.5 47.1 19.68 9.84 

11.5 142 47.3 21.56 10.78 

12.5 143 48 23.43 11.78 

13.5 145 48.3 25.31 12.65 

Tableau 0-2: Relevé d’ordre de frange le long [AB]. (Modèle 3). 

 
A chaque ordre de frange, l’ordre N correspond à une valeur de la contrainte de 

cisaillement maximale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV - 21 : Evolution de τmax relevée expérimentalement le long de la droite AB 

(modèle 3). 

IV.6.5 Les franges isoclines (modèle 2) 

En faisant tourner les deux polaroids simultanément nous visualisons les différentes franges 

isoclines (figure IV-22) qui apparaissent pour chaque valeur d’angle de rotation qui est de 10°, 

les franges isoclines qui sont les directions principales des contraintes apparaissent sous forme 

de franges obscures sur les images en fonction de la position des polaroids. 
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Figure IV - 22 : Relevée des isoclines par rotation par pas de 10°. 

IV.7 Analyse numérique des contraintes 

Pour la méthode numérique, nous calculons les champs de contraintes dans les modèles 

à l’aide d’un logiciel de calcul par éléments finis CASTEM. 

IV.7.1 Calcul des champs de contraintes à l’aide du logiciel CASTEM. 

Une étude par éléments finis conduite à l’aide du logiciel CASTEM a été utilisée pour 

obtenir le champ des contraintes développé dans le contact mécanique. La simulation du contact 

a été réalisée à l’aide d’un programme écrit sous CASTEM, elle est basée sur la configuration 

du montage expérimentale. 

Pour le calcul numérique, nous avons raffinés le maillage au voisinage des zones de 

contact pour avoir une meilleure visualisation des franges. Le module de Young et le coefficient 

de poisson des pièces sont introduits dans le programme. 
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Dans le contact entre les pièces mécaniques il est plus facile d’imposer un déplacement 

pour réaliser un contact qu’un effort imposé. 

IV.7.2 Les différentes étapes de l’étude modèle avec revêtement 0.5mm en 

époxy. 

Les différentes étapes utilisées et permettant l’analyse par élément finis des champs de 

contrainte de nos différents modèles ont été décrites étape par étape. Pour le modèle ci-après à 

0.5mm de revêtement. 

1er étape : Maillage 

 
L’objet du maillage est de discrétiser géométriquement le domaine d’analyse de manière 

à pouvoir ultérieurement associer une formulation éléments finis au support géométrique 

(Figure IV-23 et Figure IV-24). 

 

  

Figure IV - 23 : Représentation de la 

surface maillée pour la partie 

supérieure. 

2éme étape : Les déplacements imposés. 

Figure IV - 24 : Représentation de la 

surface maillée pour la partie inférieure. 

 

Dans le programme, nous avons choisi l’opérateur (DEPI); qui permet de déplacer la 

droite L11 suivant y. (figure IV-25) 

L’opérateur (IMPO) permet de créer un contact entre les pièces. 
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Figure IV - 25 : Représentation des déplacements imposés. 

3éme étape : Assurer le contact entre les pièces. 

 
Le contact mécanique a été assurée en utilisant l’opérateur Impo(ser) pour les deux types 

de contact mécanique. La figure suivante représente les deux zones de contact en couleur rouge. 

 

 

 

Figure IV - 26 : Représentation des zones de contact. 
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4éme étape : Déformation de la structure 

 
Le logiciel CASTEM permet de construire la déformée de la structure à partir de la 

géométrie initiale et du champ de déplacement, le maillage initial en couleur verte et la 

déformée en couleur rouge. La figure IV-27 représente la déformation dans les deux zones de 

contact. 

 

 
Figure IV - 27 : Représentation de la déformation. 

5éme étape : Déterminer les réactions. 

 
La figure IV- 28 représente l’ensemble des réactions dues aux sollicitations imposées 

dans le contact. 

 

Figure IV - 28 : Représentation des réactions sur le modèle. 
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6éme étape: Extraire les efforts. 

 
Le logiciel permet de récupérer les nœuds sur le segment [L3] pour extraire les efforts 

et leurs sommations: L’effort du premier nœud (i =1) est récupéré, puis l’effort du second nœud 

(i=2) qui sera additionné à celui du nœud précédent. Cette opération est répétée jusqu’au dernier 

nœud où il affiche la valeur de l’effort total appliqué, qui est de 80.823N (figure IV-26). 

 

Figure IV - 29 : Extraction des efforts correspondants au déplacement imposé. 

Cette valeur correspond approximativement à la charge imposée par unité d’épaisseur à 

la valeur expérimentale qui est de 500/6=80.823N. Sachant que 6 mm est l’épaisseur du modèle. 

7éme étape : Visualisation des franges isochromes 

 
La figure (IV-30) représente les franges isochromes en champ clair obtenues à l’aide 

d’un programme écrit sous CASTEM. Elles sont tracées avec une échelle de couleur. Les 

franges isochromes en champ clair représentent une intensité I = 1 − sin2 φ/2 . 
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Figure IV - 30 : Les franges isochromes simulées en champ claire. 

En pratique, en champs clair la couleur noire qui représente les franges isochromes 

correspond au bleu sur les figures données par CASTEM et les franges claires sont en rouge. 

8éme étape : Visualisation des isoclines 

 
Le programme donne la valeur de (sin

2
2α) en chaque point du modèle; ce qui permet de 

tracer les isoclines correspondant à sin
2
2α=0. Nous simulons la rotation des polaroids en 

augmentant successivement l’angle isocline α de 0° à 90° avec un pas de 10 degrés et nous 

avons aussi visualisé les isoclines à l’angle α=45°. (Figure IV-31). 
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Figure IV - 31 : Les différentes franges isoclines obtenues pour les différentes valeurs 

de l’angle isocline α. 

9éme étape : Le relevé de la variation de la contrainte de cisaillement maximale le long de la 

droite [AB]. 

Les graphes de la variation de la contrainte de cisaillement maximale le long de la droite 

[AB] pour les trois modèles étudiés sont représentés sur les figures suivantes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV - 32 : Evolution de τmax relevée numériquement pour le modèle avec 

revêtement 0.5mm d’époxy. 
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D’après la figure (IV-32), nous constatons que la contrainte dans la zone de contact n’est pas 

nulle à l’origine, mais elle prend une valeur de 1.22MPa puis augmente progressivement 

jusqu’à une valeur de 16.96 MPa (point de Hertz) à une distance de 0.85cm puis diminue 

progressivement et une autre fois augmente jusqu’à la valeur 13.87MPa à une distance de 

0.70cm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV - 33 : Evolution de τmax relevée numériquement pour le modèle avec 

revêtement 0.5mm d’aluminium. 

 

 

D’après la figure (IV-33) nous constatons que la contrainte dans la zone de contact n’est 

pas nulle à l’origine, mais elle prend une valeur de 2.39MPa puis augmente progressivement 

jusqu’à une valeur de 18.68 MPa à une distance de 0.85cm puis diminue progressivement et 

une autre fois augmente jusqu’à la valeur 13.98MPa à une distance de 0.70cm. 
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Figure IV - 34 : Evolution de τmax relevée numériquement pour le modèle en acier. 

 

 

D’après la figure (0-34) nous constatons que la contrainte au milieu de la zone de contact 

n’est pas nulle à l’origine, mais elle prend une valeur de 2.34MPa puis augmente 

progressivement jusqu’à une valeur de 18.71 MPa à une distance de 0.85cm puis diminue 

progressivement et une autre fois augmente jusqu’à la valeur 13.98MPa à une distance de 

0.70cm. 

IV.8 Comparaison des résultats expérimentaux a ceux numériques. 

IV.8.1 Comparaison des réseaux d’isochromes. 

Les images relevées numériquement avec CASTEM sont comparées avec celles 

relevées expérimentalement pour le modèle avec un revêtement de 0.5mm en époxy. 
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Figure IV - 35 : Isochromes simulées à l’aide du logiciel CASTEM et isochromes 

expérimentales. 

Nous voyons que ces images obtenues expérimentalement sont comparables avec les 

images obtenues sous CASTEM. (Figure IV-35) 

IV.8.2 Comparaison des isoclines 

Les franges isoclines obtenues numériquement peuvent être comparés aux franges 

isoclines obtenues par la photoélasticimétrie pour les différentes rotations de l’angle α, la partie 

sombre de chaque image correspond à l’isocline, zone ou l’une des directions principales est 

parallèle ou perpendiculaire à l’un des axes des polaroids. 
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Figure IV - 36 : Comparaison des isoclines obtenues numériquement avec leurs 

correspondantes obtenues expérimentalement. 

La figure (IV-36), représente la comparaison des isoclines obtenues numériquement 

(images à gauche) avec les isoclines correspondantes obtenues expérimentalement (images à 

droite). Nous remarquons qu’il est impossible de séparer le réseau isochrome du réseau isocline 

dans les images obtenues expérimentalement. Nous remarquons une bonne concordance entre 

les images isoclines relevées expérimentalement et celle relevées numériquement. 
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IV.8.3 Comparaison de l’évolution de la différence des contraintes 

principales suivant le segment [AB] pour les trois modèles. 

Les figures (IV-37-38-39) représentent la superposition des courbes d’évolution de la 

différence des contraintes principales suivent le segment [AB] obtenu numériquement et 

expérimentalement pour nos trois modèles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure IV - 37 : Comparaison des résultats numériques et expérimentaux avec 

revêtement en époxy. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV - 38 : Comparaison des résultats numériques et expérimentaux pour le 

revêtement en aluminium. 
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Figure IV - 39 : Comparaison des résultats numériques et expérimentaux pour le 

modèle en acier. 

Nous constatons une bonne concordance des résultats obtenus pour les trois modèles. 

L’écart constaté entre les valeurs expérimentales et numériques, est probablement dû à 

plusieurs sources d’erreurs à savoir: 

 L’erreur de mesure et d’analyse expérimentale 

 Les manipulations expérimentales dans un environnement qui ne peut pas être reproduit 

de manière parfaite par la modélisation telles que les conditions aux limites, les 

dimensions des modèles …etc. 

 Les matériaux utilisés pour les essais expérimentaux ont probablement subi un 

vieillissement, ce qui signifie que les caractéristiques mécaniques de ces derniers 

présentent une certaine différence par rapport aux caractéristiques données et appliquées 

dans le numérique. 
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IV.8.4 Comparaison des courbes numériques pour les trois modèles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure IV - 40 : Superposition des résultats numériques pour les trois modèles. 

 

 

Nous remarquons que les résultats obtenus pour les trois modèles nous donnent des 

valeurs différentes au point [A] ou le contact diffèrent selon le type de matériau. 

Selon les caractéristiques du matériau, plus précisément sa rigidité, la valeur de la 

contrainte de cisaillement maximale varie. Plus le matériau est rigide, plus la zone de contact 

est petite ce qui nous donne une valeur de      plus élevée. 

IV.8.5 Comparaison de la contrainte de cisaillement maximale pour les 

différentes épaisseurs en époxy. 
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Figure IV - 41 : Contrainte de cisaillement maximale pour les différentes épaisseurs 

de revêtement en époxy. 

 

 

Nous remarquons une diminution de la valeur de la contrainte de cisaillement au point 

[A] en fonction de l’épaisseur du revêtement. Plus le revêtement est épais, plus la contrainte de 

cisaillement diminue. Nous expliquons cela par le fait que la zone de contact augmente avec 

l’augmentation de l’épaisseur du revêtement. 

IV.8.6 Comparaison de la contrainte cisaillement maximale pour les 

différentes épaisseurs en aluminium. 
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Figure IV - 42 : Contrainte de cisaillement maximal pour les différentes épaisseurs de 

revêtement en aluminium. 

Dans le cas du revêtement en aluminium, la variation de l’épaisseur du revêtement a une 

influence légère sur la contrainte de cisaillement maximale. Nous expliquons cela par le fait 

que l’alliage d’aluminium est un matériau rigide donc il n’y a pas de variation dans la zone de 

contact. 

IV.9 Discussion des résultats 

Après analyse expérimentale et numérique des champs de contraintes dans les différents 

modèles, les différents réseaux d’isochromes et isoclines relevés expérimentalement sont 

comparés directement aux réseaux de franges obtenues numériquement ce qui a montrer une 

similitude des résultats du modèle en acier-époxy (Figure IV-35 et Figure IV-36). 

Une bonne concordance des résultats a été observée pour les trois modèles obtenus par 

la méthode des éléments finis avec ceux obtenus expérimentalement (Figure IV- 37-38-39). 

Cette concordance a permis la validation de l’ensemble des modèles numériques. 

Concernant les résultats obtenus pour les contacts avec revêtements à différentes 

rigidités. La superposition des courbes de      (Figure VI-40) numérique des trois modèles 

montre une différence au voisinage du contact au point [A]. La contrainte diminue au fur et à 

mesure que l’on ajoute des revêtements moins rigide à savoir l’aluminium puis l’époxy. Ceci 
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a été déjà expliqué par la théorie de Hertz [27], où la contrainte est directement lié à la rigidité 

et à la bande du contact. 

Pour l’utilisation de revêtements à différentes épaisseurs. Les courbes numériques des 

contraintes de cisaillement      suivant le segment [AB] pour chacun des modèles de 

revêtement montre que la valeur de      au voisinage du contact est fonction de l’épaisseur du 

revêtement pour l’époxy (figure IV-41). Quant au modèle avec revêtement en aluminium, 

l’épaisseur du revêtement n’influence pas la valeur de     , ceci peut probablement s’expliquer 

par la rigidité de l’alliage d’aluminium (figure IV-42). 

Pour l’époxy, cette différence dans la valeur de  max qui apparait au point [A] est due  

à l’élargissement de la zone de contact dans ce point, quand l’épaisseur du revêtement est plus 

grande la bande du contact augmente aussi. 

IV.10 Conclusion 

 
Dans ce chapitre nous avons fait une analyse des champs de contraintes dans un contact 

mécanique de plusieurs modèles à différentes épaisseurs et rigidités du revêtement. 

Une analyse expérimentale à l’aide de la photoélasticimétrie du champ de contraintes a 

été menée afin de valider le programme écrit sous Castem. Nous avons montré que les franges 

isochromes et isoclines obtenues expérimentalement sont similaires aux réseaux des franges 

obtenues numériquement. Une autre comparaison a été faite entre la contrainte de cisaillement 

principale le long d’une droite [AB] pour tous les modèles étudiés. Les résultats obtenus ont 

révélé une bonne concordance entre les valeurs numériques et expérimentales. 

Après validation des trois modèles numériques par la photoélasticité. D’autres 

programmes de calcul écrits sous Castem pour différentes épaisseurs et différentes rigidités de 

revêtements montrent que la rigidité du revêtement et son épaisseur ont une influence directe 

sur les champs de contraintes ce qui s’explique probablement par la relation qui peut exister 

entre la valeur de l’épaisseur et la bande du contact. Lorsque le revêtement est d’un matériau 

déformable (époxy), la bande du contact augmente avec l’augmentation de l’épaisseur et la 

contrainte diminue. Ceci a été déjà expliqué par la théorie de Hertz, où la contrainte est 

directement liée à la rigidité et à la dimension de la bande du contact. 
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Conclusion générale 
 

 

 Le travail présenté dans ce mémoire est une recherche dans le domaine de l’analyse 

des contraintes dans les pièces mécaniques en contact. Le but principal est de montrer que 

nous pouvons traiter des problèmes de contact complexes à l’aide d’un code de calculs par 

éléments finis sans avoir recours à l’expérience qui peut être couteuse et peut prendre 

beaucoup de temps. Nous avons traité un problème mécanique de contact en 2D à l’aide de la 

photoélasticimétrie et la méthode des éléments finis sur des modèles en contact; un disque 

déformable en époxy comprimé entre deux plaques avec et sans revêtement. 

 Afin d’obtenir un modèle numérique prototype exploitable, une étude expérimentale 

est toujours nécessaire pour le valider et lui apporter des améliorations et des modifications, 

afin de s’approcher des conditions réelles. La photoélasticimétrie est une méthode 

expérimentale non destructive d’analyse des champs de contraintes sur un modèle biréfringent 

qui a permis, après chargement du modèle et relevé des isochromes, de calculer la variation de 

la contrainte de cisaillement maximale le long d’un segment choisi à partir des points de 

contact A et B. 

 La modélisation numérique a été effectuée à l’aide du code de calcul CASTEM. Il 

permet de simuler les franges isochromes et isoclines et de déterminer la contrainte de 

cisaillement maximale afin de la comparer à celle obtenue par la photoélasticité. 

 Au début nous avons comparé les isochromes et les isoclines expérimentales à celles 

simulées. Puis comparé les graphes des variations des contraintes de cisaillement maximales 

obtenues expérimentalement et numériquement pour chaque modèle (contact acier/époxy, 

revêtement 0.5 époxy et revêtement 0.5 aluminium) mesurées le long du segment [AB]. 

 Une autre comparaison pour les graphes des valeurs numériques des contraintes de 

cisaillement a été réalisée entre les trois modèles. Vers la fin nous avons comparé les valeurs 

numériques des modèles pour chaque matériau avec variation de l’épaisseur du revêtement. 
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 En exploitant les résultats obtenus et après comparaison des images d’isochromes et 

d’isoclines, nous avons constaté une bonne concordance des résultats expérimentaux et 

numériques. 

 La comparaison des valeurs numériques faite entre les trois modèles a montré que la 

contrainte de cisaillement au point [A] diminue et diffère selon la rigidité du modèle, mais 

reste constante au point [B]. 

 La dernière comparaison a montré que l’épaisseur du modèle influe sur le champ de 

contraintes, notamment pour le modèle à revêtement époxy.  
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Annexe 

 

Programme CASTEM pour le contact mécanique 

 

Programme et analyse de la solution proposée 

a) début du programme 

*================================================================= 

*OPTION 

*================================================================= 

TITR 'solides déformables'; 

OPTI DIME 2 ELEM SEG2; 

La directive opti(on) permet de déclarer les principaux paramètres du programme (Ex : dimension du 
problème ,type d’éléments géométriques utilisés…….). 

b) géométrie du modèle 

*================================================================= 

* LES POINTS 

*================================================================= 

P1=-50. -25.6; 

P2=50. -25.6; 

PC1=-5. -25.6; 

PC2=5. -25.6; 

P3=50. -75.6; 

P4=-50. -75.6; 

Pf=0. 52.6; 

R=25.5; 

alpha=15; 

p6=(R * (sin alpha)) ((-1*R) * (cos alpha)); 

p5=(R * (sin alpha)) (R * (cos alpha)); 

P11=0. (R * ((cos alpha) - (sin alpha))); 

P10=0. (-1*R); 



                                                                                      Annexe : Programmation   
 
P9= 0. R; 

C1= 0.  (R * (cos alpha)); 

C2= 0.  ((-1*R) * (cos alpha)); 

P12= 0. ((-1*R) * ((cos alpha) - (sin alpha))); 

P8= ((-1*R) * (sin alpha)) ((-1*R) * (cos alpha)); 

P7= ((-1*R) * (sin alpha)) (R * (cos alpha)); 

*carre sup 

P13=-18. 25.6; 

PC13=-5. 25.6; 

PC14=5. 25.6; 

P14=18. 25.6; 

P15=18. 26.1; 

PC15=5. 26.1; 

PC16=-5. 26.1; 

P16=-18. 26.1; 

P17=-18. 26.1; 

PC17=-5. 26.1; 

PC18=5. 26.1; 

P18=18. 26.1; 

P19=18. 53.1; 

PC19=5. 53.1; 

PC20=-5. 53.1; 

P20=-18. 53.1; 

*====================================================================== 

* Lignes 

*====================================================================== 

L1 = P1 DROI 80 P2; 

LI21=P1 DROI 20 PC1; 

LI11=PC1 DROI 40 PC2; 

LI12=PC2 DROI 20 P2; 

L2 = P2 DROI 10 P3 ; 
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L3 = P3 DROI 20 P4 ; 

L4 = P4 DROI 10 P1 ; 

Dr1= DROI 40 P9 P11; 

Dr2= DROI 30 P11 P12; 

Dr3= DROI 30 P12 P10; 

DRT=Dr1 et Dr2 ET DR3; 

*trac (Dr1 et Dr2 ET DR3); 

C0= 0. 0.; 

*ll=50; 

HH=90; 

arc1=CERC HH P7 C1 P11; 

ARCC1=CERC HH P11 C1 P5; 

arc2=CERC HH p7  C0  P9; 

ARCC2=CERC HH P9 C0 P5; 

arc3=CERC 45 P6 C0 P5; 

ARCC4=CERC HH P8 C0 P10; 

ARC4=CERC HH P10 C0 P6; 

ARC5=CERC HH P6 C2 P12; 

ARCC5=CERC HH P12 C2 P8; 

ARC6=CERC 40 P8 C0 P7; 

*ligne carre haut 

L5 = P13 DROI 10 PC13; 

LL5= PC13 DROI 50 PC14; 

LL6=PC14 DROI 10 P14; 

L6 = P14 DROI 10 P15 ; 

*LL7=P15 DROI 10 PC15; 

L7= P15 DROI 10 P16; 

*LL8=PC16 DROI 10 P16; 

L8 = P16 DROI 10 P13 ; 

*carre sup sup 

L9 = P17 DROI 10 P18; 
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*LL9= PC17 DROI 10 PC18; 

*LL10=PC18 DROI 10 P18; 

L10 = P18 DROI 10 P19 ; 

LL11=P19 DROI 10 PC19; 

L11= PC19 DROI 10 PC20; 

LL12=PC20 DROI 10 P20; 

L12 = P20 DROI 10 P17 ; 

*================================================================= 

*Maillage des surfaces; 

*================================================================= 

CONT1= LI21 et LI11 et LI12 et L2 et L3 et L4; 

TRAC CONT1; 

SURF1= SURF PLAN CONT1; 

*trac CONT1; 

TRAC SURF1; 

Cont2 = ELIM 0.001 (arc2 ET ARCC2 ET ARCC1 et arc1); 

*trac cont2; 

Cont3 = ELIM 0.001 (arc1 ET ARCC1 et arc3 ET ARC5 ET ARCC5 ET ARC6); 

*trac CONT3; 

CONT4=ELIM 0.001 (ARCC4 ET arc4 et arc5 ET ARCC5); 

*trac CONT4; 

CONTT=cont2 et cont3 ET CONT4; 

TRAC CONTT; 

SURF2 = SURF cont2 'PLANE'; 

SURF3 = SURF cont3 'PLANE'; 

SURF4 = SURF cont4 'PLANE'; 

SECTT=SURF2 ET SURF3 ET SURF4; 

CONT5= L5 et LL5 et LL6 et L6 et L7 et L8; 

TRAC CONT5; 

SURF5=SURF PLAN CONT5; 

TRAC SURF5 
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CONT6= L9 et L10 et LL11 et LL12 et L11 et L12; 

TRAC CONT6; 

SURF6=SURF PLAN CONT6; 

TRAC SURF6; 

SURF56 = SURF5 ET SURF6 ; 

SURF = ELIM 0.001(SURF5 ET SURF6); 

TRAC SURF; 

CONTTOT=CONT5 ET CONTT ET CONT1 ET CONT6;  

SURFT=SURF5 ET SECTT ET SURF1 ET SURF6 ; 

TRAC CONTTOT; 

TRAC SURFT; 

-l’opérateur surf(ace) nous permis de créer une surface à partir du contour fermé. 

-l’opérateur trac(er) permet de tracer un objet de type maillage .on peut lui associer l’option 
qual(ification) qui permet d’afficher les noms des objets visualisés en post traitement. 

Résultat après maillage du modèle 

 
Tracé de la surface (SURFACE) 

 

*======================================================================== 

*CONDITION DU CONTACT 

*======================================================================== 

*Assuré le contact entre LI11 et arc1 et entre L9 et L7 

arcT1=arc2 et ARCC2; 

arcT2=arc4 et arcc4; 

MCONTH = (IMPO  'MAIL'  ('INVE'LI11) arcT2) 'COUL' 'ROUG'; 
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MCONTB = (IMPO  'MAIL'  ('INVE'arcT1) LL5) 'COUL' 'ROUG'; 

TRAC (MCONTB et MCONTH ET SURFT); 

 
Représentation des contacts assurés 

 

*======================================================================= 

*DEFINITION DU MODELE ET DU MATERIAU 

*======================================================================= 

MO1 = MODE SURF1 MECANIQUE ELASTIQUE ISOTROPE; 

MA1 = MATE MO1 YOUN 3273 NU 0.37; 

RI1 = RIGI MO1 MA1; 

MO2 = MODE SECTT MECANIQUE ELASTIQUE ISOTROPE; 

MA2 = MATE MO2 YOUN 3273 NU 0.37; 

RI2 = RIGI MO2 MA2; 

MO3 = MODE SURF5 MECANIQUE ELASTIQUE ISOTROPE; 

MA3 = MATE MO3 YOUN 3273 NU 0.37; 

RI3 = RIGI MO3 MA3; 

MO4 = MODE SURF6 MECANIQUE ELASTIQUE ISOTROPE; 

MA4 = MATE MO4 YOUN  210000 NU 0.3; 

RI4 = RIGI MO4 MA4; 

MOT = MO1 ET MO2 ET MO3 ET MO4 ; 

MAT = MA1 ET MA2 ET MA3 ET MA4 ; 
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RIT = RI1 ET RI2 ET RI3 ET RI4 ;  

MA(tériau) sert à définir les propriétés physique du matériau (module de Young ,coefficient de 
poisson ,…)pour un modèle donné. 

L’operateur rigi(dité) permet de construire la rigidité à partir du modèle et de ses caractéristiques. 

*======================================================================= 

* blocages - conditions aux limites 

*======================================================================= 

CL1=BLOQU  L3 'UY'; 

CL2=BLOQU  L3 'UX'; 

CL3= BLOQU DRT 'UX' ; 

CL4= BLOQU L11 'UY 

CLTOT= CL1 ET CL2 ET CL3 ET CL4 ; 

RITOT=CLTOT ET RIT; 

L’opérateur bloq(uer) construit la rigidité .qui sera ultérieurement à adjoindre à la rigidité de la 
structure 

*=================================================================== 

*(forces/déplacements)imposes 

*=================================================================== 

*La valeur du déplacement impose est MM 

MM= -0.375; 

DEPL1='DEPI'CL4 MM; 

'TITR' 'Déplacement imposer sur la droite L11; 

'TRAC' ('VECT'(DEPL1 'NOMC' 'UX') 10. 'UY' 'UX' 'VERT') (SURFT); 

L’opérateur Vect(eur) nous permet de tracer le vecteur déplacement imposé 

*================================================================= 

*Tracé du vecteur déplacement 

*================================================================= 
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Tracé du vecteur déplacement 

 

*==================================================== 

*chargements 

*==================================================== 

LTPS1 ='PROG' 0. 1.; 

LAMP =LTPS1; 

EV1 = 'EVOL' 'MANU' 'TEMPS' LAMP ('PROG' 0. 1. ); 

CHARU1 = 'CHAR' 'DIMP' DEPL1 EV1; 

CHAR0 = CHARU1; 

* Calculs et résolution 

*==================================================== 

*la force 

*==================================================== 

F1=FORC (0. 500.71) Pf; 

F= F1; 

*====================================================  

* Calcul des déformations 

*==================================================== 

*Construction de la table PASAPAS 

TAB1 = 'TABL'; 

TAB1. 'TEMPS_CALCULES'= LTPS1; 

TAB1. 'MODELE'= MOT; 

TAB1. 'CARACTERISTIQUES'= MAT; 

TAB1. 'BLOCAGES_MECANIQUES' = CLTOT; 
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TAB1. 'CHARGEMENT'= CHAR0; 

TAB1. 'CONTACT'= MCONTH ET MCONTB; 

TAB1. 'GRANDS DEPLACEMENT'= FAUX; 

*==================================================== 

*Résolution 

*==================================================== 

TAB2 = PASAPAS TAB1; 

DEPL1 = (TAB2. ‘DEPLACEMENTS’. 1) 'ENLE' 'LX' ; 

DEFO0='DEFO'(SURF1 'ET' SECTT  'ET' SURF56)DEPL1 0. 'VERT'; 

DEFO1='DEFO'(SURF1 'ET' SECTT 'ET'  SURF56)DEPL1 1. 'ROUG'; 

'TRAC'(DEFO0 'ET' DEFO1); 

L’opérateur defo(rme) construit la déformée de la structure à partir de la géométrie initiale et 

du champ de déplacement. On peut préciser que certain nombre d’options comme la couleur (Ici 
rouge). 

*================================================================= 

* Résultat après chargement du modèle 

*================================================================= 

 
Tracé de la déformée (DEFO et DEF1) 

 

*===================================================== 

* visualisation des réactions 

*===================================================== 

'SI' GRAPH ; 

REAC1 = TAB2 . 'REACTIONS'. 1; 

VR1 = 'VECT' REAC1 1. 'FX' 'FY' 'ROUG'; 
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'TITR'' Forces de réaction.'; 

'TRAC' VR1(SURFT); 

LFORCE = EXTR REAC1 'FX' Pf; 

LIST LFORCE; 

*LFORCE1 = EXTR REAC1 'FY' L11; 

*LISTE LFORCE1; 

*'FINS' ; 

 
Visualisation des réactions au voisinage de contact 

 

****************************************************************** 

*                         *Extraire des points pour determiner*            

*                * l'effort correspondant au déplacement imposé* 

****************************************************************** 

base2=L3; 

base2 = MANU CHPO base2 2 UX 0 UY 0 ; 

base2 = EXTR base2 'MAIL'; 

trac base2; 

n = nbno base2; 

mess 'nbno base2=' n; 

i = 0; 

PeC = TAB2 ; 

REPETER BlocVn (NBNO base2); 

  i = i + 1;  

  PeC.i = base2 POIN i; 
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Fin BlocVn; 

*LIST PeC; 

i = 0;  

EffY = TAB2; 

REPETER BlocFor n; 

i = i + 1; 

EffY.i= EXTR REAC1 'FX' PeC.i; 

LISTE EffY.i; 

FIN BlocFor; 

Seff = TAB2;      

Seff.1 = EffY.1;  

PoilT = TAB2;   

PoilT.1 = PeC.1;  

i = 1;  

REPETER BlocSef ( n - 1); 

i = i + 1; 

seffX  = Seff.1 + EffY.i; 

Seff.1 = seffX ; 

FIN BlocSef; 

LIST seffX ; 

suivx= (seffX )**2; 

list suivx; 

base2=L3; 

base2 = MANU CHPO base2 2 UX 0 UY 0 ; 

base2 = EXTR base2 'MAIL'; 

*trac base2; 

n = nbno base2; 

mess 'nbno base2=' n; 

i = 0; 

PeC = TAB2 ; 

REPETER BlocVn (NBNO base2); 
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  i = i + 1;  

  PeC.i = base2 POIN i; 

Fin BlocVn; 

*LIST PeC; 

i = 0;  

EffY = TAB2; 

REPETER BlocFor n; 

i = i + 1; 

EffY.i= EXTR REAC1 FY PeC.i; 

LISTE EffY.i; 

FIN BlocFor; 

Seff = TAB2;      

Seff.1 = EffY.1;  

PoilT = TAB2;   

PoilT.1 = PeC.1;  

i = 1;  

REPETER BlocSef ( n - 1); 

i = i + 1; 

seffY = Seff.1 + EffY.i; 

Seff.1 = seffY ; 

FIN BlocSef; 

LIST seffY ; 

suivy= (seffY )**2; 

list suivy; 

RESUL=(suivx+suivy)**0.5; 

list RESUL; 
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Extraction des efforts correspondant au déplacement imposé 
*==================================================== 

* calcul des contraintes 

*==================================================== 

MOT = MO1 ET MO2 ET MO3; 

MAT = MA1 ET MA2 ET MA3; 

CHACONTR=SIGM MOT MAT DEPL1; 

CHANOEUD=CHAN NOEUD MOT CHACONTR; 

CHANPOIN=CHAN CHPO MOT CHANOEUD; 

L’opérateur sigm(a) calcule le champ des contraintes à partir d’un champ de déplacements. 

*================================================== 

* extraction des contraintes (SX, SY, SXY) 

*================================================== 

SY=EXCO CHANPOIN SMYY; 

SX=EXCO CHANPOIN SMXX; 

SXY= EXCO CHANPOIN SMXY; 

L’operateur exco crée à partir d’un champ, un champ de même type en extrayant une ou plusieurs 
composantes données. 

DIFCONTR = (((SX-SY)**2)+(4*(SXY**2)))**0.5; 

Sur le cercle de Mohr cette relation donne la différence des contraintes principales (σ1-σ2) en 
fonction des contraintes σx, σy et τxy. 

*==================================================== 

* calcul du rapport I/I0 et traçage des isochromes 

*==================================================== 

f=10.87; 

e= 6.; 
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phi=360*(1./10.87)*6.*DIFCONTR; 

ISOC=(sin((phi)/2.))**2; 

ISOCH =1-ISOC; 

*==================================================== 

*TRACER LES ISOCLINES 

*==================================================== 

*SURFT =SURF56 ET SECTT ET SURF1; 

*trac  ECLA 0.0001 ISOCH  SURFT ; 

*trac ECLA 0.0001 ISOCL  SURFT;  

 

Les franges isochromes simulées en champ clair. 

L’ordinateur trace les isochromes avec une échelle de couleur par défaut. En pratique, en 

champ sombre, le noir qui représente les isochromes correspond ici au bleu. De même, les 

franges blanches correspondent au rouge. 

******************************************************************* 

*TRACER LES ISOCLINES 

******************************************************************* 

SECTT=SECTT ET SURF1 ET SURF56; 

term1=  (2. * SXY); 

term2= (SX- SY); 

term3= (term1/term2); 

ALPHA = (0.5) * (ATG term3); 

ISOCL= sin(2. * ALPHA); 

ISOCL= ISOC*(ISOCL ** 2); 
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*trac  ECLA 0.0001 ISOCL SECTT ;  

Le programme nous donne la valeur de (sin2 (2α)* (sin ((phi)/2.))**2) en chaque point 

de modèle. Ceci permet de tracer l’allure des franges isoclines et isochromes superposées sur toute la 

surface de ce dernier. 

Les franges isoclines concrétisées dans ce tracé sont celles correspondant à un sin2 (2α)=0, 

représentées par la couleur bleue (extinction en pratique). Ceci est dû au fait que les directions 

principales dans ces zones coïncidentes avec les axes (fixes) considérés par le programme. 

 

ALPHA0 = (ALPHA+0.); 

ISOCL0= sin(2. * ALPHA0); 

ISOCL0= (ISOCL0 ** 2); 

*trac ECLA 0.0001  isocl0 SECTT cont; 

 
 

**================================================================ 

* Evolutions des contraintes SxSy suivant LIG20 

*================================================================= 

TOM=DIFCONTR/2; 

LIG20=P9 droi 60 P10; 

COMPTOM=INT_COMP SECTT TOM LIG20; 

EVOL1= EVOL rouge'CHPO'LIG20 COMPTOM; 

dess EVOL1;  

L’opérateur inter(polation) _ comp(osante) nous a permet l’interpolation de la contrainte de 
cisaillement maximale (TOM ou τmax) du champ de contraintes sur le maillage. 

L’opérateur évol(ution) nous a permet de définir l’évolution de la contrainte tangentielle 
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maximale (TOM ou τmax ) le long du segment (LIG20) 

dess EVOL1;  

 
Tracé de l’évolution de τmax 

*==================================================== 

* fin du fichier 

*==================================================== 

Fin ; 
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