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Introduction générale

En Automatique, la modélisation et l’identification d’un système dynamique complexe

sont des étapes importantes pour la simulation, la conception d’une loi de commande et le

diagnostic. Différentes méthodes ont été utilisées pour l’identification des modèles linéaires

[1]. Cependant, la plupart des systèmes réels montrent un comportement dynamique non-

linéaire et différentes structures non-linéaires ont été proposées dans la littérature pour

décrire les systèmes non-linéaires, comme par exemple les modèles boite noire (Narmax,

série de Volterra) [2], les réseaux de neurones et les modèles flous [3], ou les modèles à

blocs structurés tels que les modèles de Wiener, de Hammerstein,... etc [4, 5, 6, 7, 8].

Les modèles à blocs structurés ont donné satisfaction pour modéliser les systèmes non-

linéaires, ils se composent de deux blocs de base : un élément linéaire dynamique et un

élément non-linéaire statique.

Actuellement, les systèmes d’ordre fractionnaire, constituent un grand champ d’inves-

tigation en Automatique. Ils permettent de modéliser de nombreux phénomènes physiques

dans divers domaines des sciences de l’ingénieur [9]. Ces processus sont caractérisés par

les propriétés de mémoire longue et une structure de dimension infinie, qui apparaissent

dans les phénomènes de diffusion : thermique [10], acoustique [11], [12], électrochimique,

[13], électromagnétique [14]...

L’objectif de ce travail est d’apporter une contribution à l’identification des systèmes

Hammerstein entiers puis des systèmes Hammerstein fractionnaires.

Dans le premier chapitre, les généralités sur les structures non-linéaires sont présentées.

Nous nous sommes intéressés plus particulièrement aux blocs structurés de type Hammer-

stein. Les différentes méthodes d’optimisation des systèmes non-linéaires sont décrites et
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les différentes structures existantes pour le choix de la structure de la partie linéaire et de

la partie non-linéaire de système Hammerstein sont mentionnées.

Le deuxième chapitre est consacré à l’identification des systèmes Hammerstein entiers

de type Controlled Auto-Regression (CAR). Après un état de l’art sur les méthodes d’iden-

tification des systèmes Hammerstein, deux principes d’identification ont été présentés :

le principe de sur-paramétrisation et le principe hiérarchique. La principale contribution

de ce chapitre consiste à identifier le système Hammerstein CAR, utilisant le principe

hiérarchique basé sur une méthode d’optimisation par essaim de particules (PSOH) qui

est une méthode heuristique qui s’inspire du comportement social des animaux évoluant

en essaim. Cette démarche est validée par la comparaison des résultats obtenus avec ceux

obtenus utilisant le principe de sur-paramétrisation (PSOO).

Le troisième chapitre traite l’identification d’un modèle Hammerstein utilisant le mo-

dèle d’état non-linéaire polynomial (PNLSS pour Polynomial Non Linear State Space

model) à temps discret. Le modèle PNLSS est une extension du modèle d’état linéaire

au cas non-linéaire dont la partie linéaire est un modèle d’état et la partie non-linéaire

est un polynôme d’ordre connu r. L’algorithme d’optimisation non-linéaire de Levenberg

Marquardt est utilisé pour identifier les paramètres de la partie linéaire et ceux de la

partie non-linéaire.

Le chapitre 4 est consacré à l’extension des modèles Hammerstein PNLSS pour le cas

fractionnaire. Les notions préliminaires essentielles, utilisées pour la dérivation fraction-

naire sont présentées. La définition de Grunwald Letnikov est utilisée pour la simulation du

modèle PNLSS fractionnaire. L’algorithme de Levenberg Marquardt est développé pour

le cas fractionnaire pour estimer les paramètres et l’ordre non entier. Des simulations

numériques permettent de tester l’efficacité de l’algorithme développé et nous terminons

par une conclusion et des perspectives de recherche.



Chapitre 1

Identification des systèmes non linéaires

1.1 Introduction

En traitement du signal, en automatique et, d’une manière générale, dans toutes les

sciences appliquées, il est souvent nécessaire de décrire le comportement d’un système

par un modèle mathématique. En effet, ce modèle peut servir en prédiction ( afin de

déterminer les sorties à des instants futurs), pour la synthèse d’une loi de commande, afin

de réguler le système ou de le stabiliser, pour la simulation (dans le but de diminuer le

coùt et le temps des expériences),etc.

La Modélisation, consiste à déterminer la structure du modèle. Elle peut être menée

soit à partir d’une analyse théorique et des lois fondamentales qui régissent le système ;

de cette approche résulte un modèle dit modèle de connaissance ou encore modèle "boîte

blanche". Soit à partir d’une analyse expérimentale où la structure et le nombre de pa-

ramètres du modèle sont déduits à partir des seules données d’entrées et de sorties dont

le but est de reproduire le comportement externe du système. Il en résulte un modèle de

représentation ou modèle "boîte noire".

Le modèle boite grise provient du fait que l’utilisateur d’un système réel ne connaît a

priori pas toutes les lois physiques qui régissent le comportement de ce système.
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L’identification comporte quatre étapes :

– Acquisition des entrées/sorties sous protocole d’expérimentation : cette étape consiste

à fixer un signal d’entrée adapté.

– Choix d’une structure : type de modèle, ordre et retard.

– Estimation des paramètres du modèle : choix d’un algorithme pour trouver le modèle

en minimisant les erreurs entre les mesures et le modèle.

– Validation du modèle identifié : Réalisation de plusieurs tests de vérification.

L’objectif de ce chapitre est l’identification des systèmes dynamiques non linéaires de

type Hammerstein. Après une description du principe de la modélisation mathématique,

nous abordons ici différentes structures de modèles de systèmes dynamiques non linéaires,

ainsi que les méthodes d’estimation paramétrique des modèles non linéaires.

1.2 Structure de modèles non linéaires

L’identification des systèmes linéaires a été très largement étudiée dans les décennies

passées et différentes structures linéaires ont été utilisées. D’une manière générale, la sortie

d’un système dynamique discret peut s’écrire sous la forme suivante :

y(k) = g(ϕ(k), θ) + n(k) (1.1)

Où le vecteur de régression ϕ(k) peut être formé comme suit :

ϕ(k) = [−y(k − 1) · · · − y(k − ny)u(k − 1) . . . u(k − nu)]
T (1.2)

et les paramètres nu et ny représentent respectivement, l’ordre de la régression sur l’entrée

u(k) et l’ordre de la régression sur la sortie y(k), θ le vecteur de paramètres du modèle et

n(k) le bruit.

La fonction g(.) étant paramétrée par le vecteur θ, elle peut être linéaire ou non-

linéaire. Dans le cas où g est linéaire, différents modèles existent : modèles ARX, ARMAX,

Output Error ou Box-Jenkins.
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En pratique, les systèmes réels sont non linéaires dans leur grande majorité, donc il

est difficile de les caractériser dans une large plage de fonctionnement par des modèles

linéaires.

Dans la référence [15], les auteurs proposent un classement, établi en fonction du

vecteur de régression pour le système (1.1) :

– Modèles NFIR, dans lesquels seul u(k − i) est utilisé pour construire le vecteur de

régression.

– Modèles NARX, dans lesquels u(k− i) et y(k− j) servent à construire le vecteur de

régression.

– Modèles NOE, dans lesquels u(k − i) et ŷ(k − j) servent à construire le vecteur de

régression, ŷ(k) étant la sortie estimée.

– Modèles NARMAX, dans lesquels u(k− i), y(k− j) et ε(k− j) servent à construire

le vecteur de régression avec ε(k) = y(k)− ŷ(k).

avec (1 ≤ j ≤ ny) et (1 ≤ i ≤ nu).

D’autre part, les systèmes non-linéaires peuvent être représentés par un modèle d’état

non-linéaire généralisé à temps discret pour nu entrées, ny sorties, et nx états donné par :






x(k + 1) = f(x(k), u(k), θ)

y(k) = S(x(k), u(k), θ)
(1.3)

avec : u ∈ R
nu ; y ∈ R

ny ; x ∈ R
nx . Les fonctions f et S dépendent du vecteur des

paramètres θ ∈ R
nθ .

Récemment les modèles à blocs structurés ont été extensivement utilisés pour la des-

cription des systèmes non-linéaires.

1.2.1 Modèles de systèmes à base de blocs structurés

Un moyen relativement simple de représenter le comportement non linéaire d’un sys-

tème repose sur l’utilisation de modèles à base de blocs structurés [16] c-à-d la combinaison

de deux blocs de base : un élément non linéaire statique NL et un élément linéaire dyna-

mique L. Parmi ces modèles on distingue le modèle d’Hammerstein, le modèle de Wiener,
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le modèle de Wiener-Hammerstein, le modèle Hammerstein-Wiener.

Le modèle Hammerstein (figure 1.1), se compose d’un élément non linéaire statique

suivi d’un bloc linéaire dynamique [17]. Le signal d’entrée passe d’abord par le modèle non-

linéaire statique NL pour donner le signal de sortie intermédiaire, lui-même transformé par

la partie linéaire dynamique L pour donner le signal de sortie du modèle. L’élément non-

linéaire peut expliquer les non-linéarités de type actionneur et d’autres effets qui peuvent

être placés à l’entrée du modèle. En dépit de leur simplicité, les modèles Hammerstein

s’avèrent capables de décrire exactement une grande variété de systèmes non-linéaires par

exemple : les processus chimiques [18], les amplificateurs de puissance [19], les commandes

électriques [20]...

La permutation des éléments linéaires et non-linéaires dans le modèle de Hammerstein

mène aux modèles de Wiener [21]. Sa structure est présentée sur la figure 1.2. Les modèles

de Wiener se révèlent bien adaptés à la caractérisation, au moyen d’un modèle linéaire,

du comportement dynamique d’un système dont le capteur présente un caractère non

linéaire.

Dans [22], les auteurs ont montré que la majorité des systèmes non-linéaires peuvent

être approximés par un modèle de Wiener avec une exactitude arbitrairement élevée. Ce

fait théorique a été expérimentalement vérifié par plusieurs applications pratiques par

exemple : les processus chimiques[23], les systèmes biologiques [24],...etc.

La combinaison en série d’un modèle d’Hammerstein et d’un modèle de Wiener, permet

d’élaborer une nouvelle structure de type Hammerstein-Wiener (la figure 1.3). Un modèle

de type Wiener-Hammerstein peut également être obtenu sur ce même principe mais en

inversant l’ordre des modèles (figure 1.4). Les modèles de Hammerstein-Wiener se révèlent

bien adaptés à la caractérisation d’un système dont l’actionneur et le capteur présentent

un caractère non linéaire. Il a été appliqué avec succès à la modélisation de plusieurs

processus physiques par exemple : les réacteurs de polymérase [25].

La plupart des travaux ont supposé que l’élément linéaire est paramétrique représenté

par une fonction du transfert d’ordre connu [26] ou par une représentation d’état ; le

degré de la dynamique est alors supposé connu [27]. Certains travaux ont suggéré des re-
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Figure 1.4: Modèle Wiener-Hammerstein

présentations non paramétriques de type réponse impulsionnelle finie (FIR) [28], réponse

impulsionnelle infinie,[30], ou réponse fréquentielle [31].

Le sous-système non linéaire a été supposé polynomial et de degré connu ,[30]. Certains

travaux ont supposé le développement de l’élément non linéaire en série de fonction or-

thogonale comme les splines cubiques dans [32], les polynômes de Laguere dans [29], de

Legendre [33]. Les non-linéarités de type hysterisis ont été considérées dans [34],[35], l’élé-

ment non linéaire de type seuils ou zone mortes a été abordé dans [36]. Dans le domaine

fréquentiel, on peut citer les travaux de Bai [8].

Parmi les structures de modèle Hammerstein, on distingue le modèle Controlled Auto-

Regression CAR donné en figure 1.5. La partie linéaire, est caractérisée par les deux poly-

nômes A(z) et B(z), et la partie non-linéaire est un polynôme d’ordre connu. Le modèle

Hammerstein CAR est donné par la relation suivante :

A (z) y (k) = B (z) ũ (k) + n (k)

ũ (k) = f(u(k))
(1.4)
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ũ(k)
+

1
A(z)

n(k)

B(z)
A(z)

f(.) y(k)
u(k)

Figure 1.5: Modèle Hammerstein CAR

où

u(k) et y(k) désignent respectivement l’entrée et la sortie du système, n(k) est une per-

turbation, et ũ(k) est la sortie du bloc non linéaire (est un signal interne non mesurable),

f(u) est une fonction non linéaire d’une base connue avec

f(u(k)) = p1f1(u(k)) + p2f2(u(k)) + · · ·+ prfr(u(k)) (1.5)

G(z) := B(z)/A(z) est la fonction de transfert du bloc dynamique linéaire avec :

A (z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ anz
−na

B (z) = 1 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ bnz
−nb

(1.6)

où

z−1 représente l’opérateur retard [z−1y(k) = y(k − 1)] .

L’identification de ce type de modèle fera l’objet du deuxième chapitre. Les paragraphes

suivants décrivent différentes méthodes d’estimation paramétrique des modèles non li-

néaires.

1.3 Méthodes d’identification des systèmes non-linéaires

Dans ce paragraphe, on rappelle les caractéristiques des algorithmes d’identification les

plus utilisés en identification (et en commande adaptative) des systèmes non linéaires. Les

méthodes d’identification sont généralement basées sur la minimisation d’une fonctionnelle

de l’écart entre la sortie mesurée y(k) et de la sortie estimée ŷ(k). Le critère J à minimiser

représente l’écart quadratique entre les deux sorties indiquées :

J =
K
∑

k=1

ε2(k)
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Où ε l’erreur de prédiction ou résidu tel que ε(k) = y(k)− ŷ(k), K est l’horizon d’obser-

vation (u(k), y(k)).

1.3.1 Optimisation linéaire

Les méthodes classiques d’identification sont basées sur l’optimisation non linéaire des

moindres carrés.

Soit un modèle linéaire d’écrit sous la forme :

y(k) = ϕT (k)θ + n(k) (1.7)

où ϕ est un vecteur de régression et θ le vecteur de paramètres.

Le principe de la méthode des moindres carrés est basé sur la minimisation du critère J .

avec :

J =

K
∑

k=1

ε2(k) =

K
∑

k=1

[y(k)− ϕT (k)θ̂]2

Où θ est le vecteur de paramètres à estimer, la valeur optimale θ̂ minimisant ce dernier

est obtenue par l’estimateur des moindres carrés :

θ̂ = (φTφ)−1φTY (1.8)

φ est la matrice d’information :

φ = [ ϕ(1) . . . ϕ(K)]T (1.9)

Y est le vecteur de sortie :

Y = [ yT (1) . . . yT (K)]T (1.10)

L’estimateur des moindres carrés conduit à un optimum unique mais il est biaisé. Pour

cela, l’utilisation d’autres méthodes d’identification telles que la méthode des Moindres

Carrés Récursifs est alors préconisée.
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Méthode des Moindres Carrés Récursifs (RLS)

Le principe de l’identification récursive (en temps réel) consiste à calculer, à chaque

instant k, le vecteur des paramètres du modèle recherché θ̂(k) en fonction des paramètres

estimés à l’instant précèdent θ̂(k−1) et des nouvelles informations acquises sur le procédé.

On considère le cas d’un système non linéaire pour lequel le modèle peut être repré-

senté sous la forme de l’équation (1.1), le vecteur de paramètres θ̂ peut être mis à jour de

façon récursive à chaque instant en utilisant la relation suivante :







θ̂(k) = θ̂(k − 1) + P (k)ϕ(t)[y(k)− ϕ(k)θ̂(k − 1)]

P−1(k) = P−1(k − 1) + ϕ(k)ϕT (k)
(1.11)

Où P (k) le gain d’adaptation.

1.3.2 Optimisation non linéaire

Pour les modèles non linéaires, l’estimation paramétrique se fait par une méthode ité-

rative d’optimisation non linéaire :

– méthode du Gradient,

– méthode de Gauss-Newton,

– méthode du gradient conjugué,

– méthode de Levenberg-Marquardt. . .

Méthode du gradient

Cette méthode basée sur la recherche itérative d’un vecteur des paramètres (θ) mini-

misant un critère J . L’équation récurrente de modification du vecteur θ est de la forme

suivante :

θ(i+1) = θ(i) − λJ
′

θ; J
′
θ =

∂J

∂θ
|θ=θ(i) (1.12)

Où :

J ′ est le gradient du critère J.
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θ(i) étant le vecteur de paramètre estimé à l’itération i, et le coefficient λ est un paramètre

de contrôle. Une faible valeur de λ conduit à une convergence lente vers le minimum alors

qu’une valeur élevée induit des oscillations autour du minimum.

Méthode de Gauss-Newton

Cette méthode utilise des dérivées premières et secondes du critère. La mise à jour du

vecteur de paramètres est obtenue à partir de l’équation de récurrence suivante [37] :

θ(i+1) = θ(i) − [(J ′′
θθ)

−1J ′
θ]θ=θ(i) (1.13)

Le gradient peut alors être écrit :

J
′

θ = −2

K
∑

k=1

ε(k) σ(k, θ)

La dérivée seconde de J (le Hessien) est donnée par :

J
′′

θθ ≈ −2
K
∑

k=1

σ(k, θ)T σ(k, θ)

σ(k, θ) = ∂ŷ(k,θ)
∂θ

est la fonction de sensibilité de la sortie ŷ(k) par rapport au paramètre

θ.

L’algorithme de Gauss Newton présente l’avantage d’une rapide convergence vers

l’optimum, mais s’avère instable lorsque l’initialisation n’est pas au voisinage de l’opti-

mum. Une version améliorée de la méthode Gauss-Newton est la méthode de Levenberg-

Marquardt.

Méthode de Levenberg-Marquardt

L’algorithme de Levenberg-Marquardt combine les avantages des algorithmes du gra-

dient et de Gauss-Newton. La mise à jour de l’estimation s’effectue de la manière suivante
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[38] :











































θ(i+1) = θ(i) −
{

[

J
′′

θθ + λI
]−1

J
′

θ

}

θ̂=θ(i)

J
′

θ = −2

(

K
∑

k=1

εk σk/θ

)

le gradient

J
′′

θ = −2

(

K
∑

k=1

σk/θ σ
T
k/θ

)

le Hessien

σk/θ =
∂ŷ(k, θ)

∂θ
Fonction de sensibilité de la sortie par rapport à θ

(1.14)

avec I la matrice identité. La valeur du paramètre de contrôle λ, appelé aussi coefficient

de Marquardt doit être ajusté à chaque pas de calcul.

si λ → 0 , on retrouve l’algorithme de Gauss-Newton.

si λ → ∞ , on retrouve l’algorithme du Gradient.

Cet algorithme est basé sur le calcul du Gradient (J
′

) et du Hessien (J
′′

), qui utilisent

des fonctions de sensibilité σ que nous définissons dans le paragraphe suivant.

Calcul des fonctions de sensibilité

Considérons le cas général d’un système non-linéaire sous forme de représentation

d’état à temps discret, pour simplifier l’écriture, les signaux sont écrits en fonction du k

tel que :






x(k + 1) = f(x(k), u(k), θ)

y(k) = g(x(k), u(k), θ)
(1.15)

Le vecteur de paramètres à estimer comprend les éléments des matrices définissant le

modèle d’état. Dans ce cas, il convient de définir deux sortes de fonctions de sensibilité :

- σy/θj =
∂y(k)

∂θj
vecteur des fonctions de sensibilité par rapport à la sortie.

- σx/θj =
∂x(k)

∂θj
vecteur des fonctions de sensibilité par rapport à l’état.

Avec j = 1, . . . , nθ et nθ le nombre de paramètres à estimer.

Ces fonctions peuvent être obtenues par différentiation du modèle (1.15) par rapport à θj

tel que :

∂x(k + 1)

∂θj
= σx(k+1)/θj
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de même pour les équations de sortie :

∂y(k)

∂θj
= σy(k)/θj

. Dans les travaux présentés dans les chapitres 3 et 4, nous utilisons la méthode de

Levenberg-Marquardt pour la programmation non-linéaire. La figure 1.3.2 présente l’al-

gorithme utilisé pour la réalisation de cette méthode. La modification du coefficient λ
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Figure 1.6: Algorithme de Levenberg-Marquardt

permettant un réglage de l’algorithme de Levenberg-Marquardt, est déterminée par l’évo-

lution du critère quadratique J :
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– Lorsque J augmente, on augmente alors λ pour se rapprocher de la méthode du

type gradient.

– Si J diminue , on diminue λ pour se rapprocher de la méthode du type Gauss-Newton

1.4 Méthodes basées sur les métaheuristiques

Les métaheurisiques sont des méthodes approchées, leur particularité réside dans le fait

que celles-ci sont adaptables à un grand nombre de problèmes sans changement majeur

dans leurs algorithmes, elles sont en général stochastiques et itératives.

Ces méthodes ont des inspirations de processus naturels dans de nombreux domaines

tels que : l’éthologie comme les colonies de fourmis, la physique comme le recuit simulé,

de la biologie comme les algorithmes évolutionnaires, et les algorithmes d’optimisation

qui utilisent les comportements sociaux et évolutifs comme la méthode d’optimisation

par essaims de particules (PSO). Parmi les métaheusitiques , nous nous intéressons à

l’optimisation par essaims de particules.

L’optimisation par essaim de particule, ou Particle Swarm Optimization (PSO) en An-

glais, est une méthode populaire pour résoudre des problèmes d’optimisation complexes,

où la population s’appelle maintenant un essaim et chaque individu s’appelle une particule.

Elle a été proposée par Kennedy et Eberhart en 1995 [39], cette méthode est inspirée du

comportement social des animaux évoluant en essaim [39, 40], comme les oiseaux évoluant

en groupe, les bancs de poissons,... etc. En effet, tout comme ces animaux se déplacent en

groupe pour trouver de la nourriture ou éviter les prédateurs, les algorithmes à essaims

de particules recherchent des solutions pour un problème d’optimisation.

Dans un système de PSO, les particules se déplacent à l’intérieur d’un espace de

recherche, pendant le déplacement, chaque particule ajuste sa position selon sa meilleure

position, et de celle de ses voisines.

Pour appliquer PSO, il faut définir un espace de recherche constitué de particules et

d’une fonction coût (fonction ’objectif’) à optimiser. Le principe de l’algorithme est de

déplacer ces particules afin qu’elles trouvent l’optimum, le déplacement d’une particule
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est influencé par les trois types de comportement : suivre son propre chemin, sa tendance

à revenir vers sa meilleure position atteinte et sa tendance à aller vers son meilleur voisin.

Chaque particules i est caractérisé par une position Xi et une vitesse Vi

L’algorithme PSO est donné par les étapes suivantes :

– Étape 1. Génération d’une population initiale de Q particules avec des positions et

des vitesses aléatoires. Chaque particule a une position initiale Xi
0 et une vitesse

initiale Vi
0, avec i = 1 . . . , Q.

– Étape 2. Construction du modèle a identifier.

– Étape 3. Exécution de la procédure d’identification et l’estimation du vecteur de

paramètres inconnus, avec l’évaluation du critère de performance ou d’une erreur

quadratique J .

– Étape 4. Mise à jour de la meilleure position plbesti de chaque particule et celle du

groupe glbest.

– Étape 5. Mise à jour de la position et de la vitesse de chaque particule par l’équation

(1.16).

Au départ de l’algorithme, les particules de l’essaim sont initialisées de manière aléa-

toire/régulière dans l’espace de recherche du problème. À chaque itération, la position et

la vitesse sont mises à jour suivant la formule citée ci-dessous :







Vi
l+1 = ωV i

l + α1rand1(p
l
besti

−Xi
l) + α2rand2(g

l
best −Xi

l)

Xi
l+1 = Xi

l + V i
l+1

(1.16)

ω est le coefficient d’inertie, α1 et α2 sont deux constantes, appelées coefficients d’ac-

célération. Avec α1=0.7 et α2 = (2/0.97725)α1), et le coefficient d’inertie ω est calculé

comme suit :

ω = 0.9− (0.55/lmax)l (1.17)

avec l l’itération courante et lmax le nombre maximal d’itérations.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principes de la modélisation "boîte noire",

les étapes de la conception d’un tel modèle, ainsi que quelques structures paramétrées

utilisables, et les algorithmes qu’il convient de mettre en œuvre pour l’ajustement des

paramètres. Le chapitre suivant sera consacré à l’identification d’un système Hammerstein

de type CAR et à la mise en œuvre des deux principes d’identification utilisant l’algorithme

d’optimisation par essaim de particule PSO : le principe de sur-paramétrisation et le

principe hiérarchique.



Chapitre 2

Identification des systèmes

Hammerstein CAR

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, le problème d’identification des systèmes Hammerstein CAR (HCAR)

est abordé. Le but de l’identification est l’estimation des paramètres du modèle de la dy-

namique linéaire et ceux de la partie non linéaire. Dans ce but, deux principes d’identifi-

cation peuvent être utilisés le principe de sur-paramétrisation et le principe hiérarchique,

deux méthodes sont associées au principe de sur-paramétrisation la première est celle des

moindres carrés récursifs, et la deuxième est l’optimisation par essaim de particule PSO,

cette dernière méthode est associée aussi au principe hiérarchique.

Le chapitre débute par un état de l’art des méthodes d’identification des systèmes

Hammerstein, le système à identifier est décrit dans la section 2.3. La section 2.4 aborde

le principe de sur-paramétrisation, le principe d’identification hiérarchique est présenté

dans la section 2.5. La fin de ce chapitre est consacrée à des exemples d’identification

illustrant les performances de PSO et les limites des RLS utilisant le principe de sur-

paramétrisation. Finalement,une comparaison entre les deux principes à base d’algorithme

PSO illustre l’efficacité de PSO Hiérarchique.
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2.2 Etat de l’art sur les méthodes d’identification des

systèmes Hammerstein

Les premiers travaux sur l’identification des systèmes Hammerstein ont été réalisés

par Narendra et Gallman (1966)[16] ; Depuis, plusieurs méthodes d’identifications ont été

proposées. Dans [16] [41], les auteurs ont abordé la méthode d’identification itérative,

cette dernière peut donner de bons résultats mais elle peut être divergente [42]. En 2002,

Bai a utilisé la méthode d’identification aveugle [8]. Dans [43][44][45] [46] [47], les auteurs

ont implémenté le principe de Sur-paramétrisation (en Anglais Over-parameterization) ce

principe sera développé dans la section 2.4.

En 2008,Giri et al. [48] ont abordé le problème d’identification des systèmes Hammer-

stein en présence des non-linéarités de type hysterisis-relais et, ils ont utilisé l’algorithme

des moindres carrés récursifs.

En plus des contributions mentionnées ci-dessus, beaucoup de travaux sur l’identifica-

tion des systèmes Hammerstein existent dans la littérature. Par exemple, Vörös a étudié

le problème d’identification des paramètres des systèmes de Hammerstein avec des non-

linéarités discontinues en utilisant le principe de séparation des termes clé the key term

separation principal [43].

Le principe d’identification hiérarchique a été abordé par Chen et al (2014) [49], les

auteurs ont développé l’algorithme (HLS) des moindres carrés hiérarchiques pour l’es-

timation des paramètres du système Hammerstein de type Controlled Auto Regression

(H-CAR), l’étude de la convergence a montré que l’algorithme (HLS) converge plus rapi-

dement par rapport à l’algorithme des moindres carrés récursifs donné dans [50].

En 2010, Wang et al [51] ont utilisé l’optimisation par essaim de particule pour identifier

le système Hammerstein, dans le même contexte, en 2014 Wang et al [52] ont estimé les

paramètres d’un processus thermique à base d’un modèle Hammerstein.

Dans notre travail, le modèle Hammerstein CAR est considéré.
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2.3 Identification du modèle Hammerstein CAR

Soit le modèle Hammerstein CAR (HCAR) de la figure (2.1) décrit par la relation

suivante :

A (z) y (k) = B (z) ũ (k) + n (k)

ũ (k) = f(u(k))
(2.1)

ũ(k)
+

1
A(z)

n(k)

B(z)
A(z)

f(.) y(k)
u(k)

Figure 2.1: Modèle Hammerstein CAR

La partie non-linéaire f(u) est une fonction non linéaire d’une base connue avec

f(u(k)) = p1f1(u(k)) + p2f2(u(k)) + · · ·+ prfr(u(k)) (2.2)

Les deux polynômes A(z) et B(z) de la partie linéaire sont donnés comme suit :

A (z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ anz
−na

B (z) = b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ bnz
−nb

(2.3)

où

z−1 représente l’opérateur retard [z−1y(k) = y(k − 1)].

En effet, en substituant 2.2 et 2.3 dans 2.1 on obtient successivement :

y(k) = −
∑na

i=1 aiy(k − i) +
∑nb

i=1 biũ(k − i) + n(k)

= −
∑na

i=1 aiy(k − i) +
∑nb

i=1 bi
∑r

j=1 pjfj(u(k − i)) + n(k)

= −
∑na

i=1 aiy(k − i) +
∑nb

i=1

∑r
j=1 pjbifj(u(k − i)) + n(k)

= −
∑na

i=1 aiy(t− i) +
∑nb

i=1[p1bif1(u(k − i)) + p2bif2(u(k − i)) + · · ·+ prbifr(u(k − i))] + n(k)

= −
∑na

i=1 aiy(k − i) + p1b1f1(u(k − 1)) + p1b2f1(u(k − 2)) + · · ·+ p1bnb
f1(u(k − nb))

+p2b1f2(u(k − 1)) + p2b2f2(u(k − 2)) + · · ·+ p2bnbf2(u(k − nb)) + · · ·+ prb1fr(u(k − 1))

+prb2fr(u(k − 2)) + · · ·+ prbnb
fr(u(k − nb)) + n(k).

(2.4)
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L’objectif de l’identification est de déterminer les vecteurs de paramètres a et b de système

CAR et p de la partie non linéaire avec :

a = [a1, a2, · · · , ana
]T ∈ R

na

b = [b1, b2, · · · , bnb
]T ∈ R

nb

p = [p1, p2, · · · , pr]
T ∈ R

r

(2.5)

L’équation (2.4) peut être réécrite sous la forme suivante [16], [47] ,[53] :

y(k) = ϕT (k)a+ bTF (k)p+ n(k) (2.6)

avec ϕ(k) le régresseur, défini par

ϕ(k) = [−y(k − 1) − y(k − 2) · · · − y(k − na)]
T ∈ R

na (2.7)

F (k) est la matrice d’information telle que :

F (k) =



















f1(u(k − 1)) f2(u(k − 1)) . . . fr(u(k − 1))

f1(u(k − 2)) f2(u(k − 2)) . . . fr(u(k − 2))

...
...

...

f1(u(k − nb)) f2(u(k − nb)) . . . fr(u(k − nb))



















F (k) = [f(u(k − 1)) f(u(k − 2)) · · · f(u(k − nb))]
T (2.8)

Sans perte de généralité on normalise l’un des gains de
B(z)

A(z)
ou f(u(k)). On prend le

premier coefficient de f(.) égal à 1 c-à-d p1 = 1 [8].

Nous présentons par la suite deux principes d’identification, le premier est le principe de

sur-paramétrisation et le second est le principe Hiérarchique.

2.4 Estimation basée sur le principe de Sur-paramétrisation

Le principe d’identification présenté ici, relève des travaux de [47, 46, 45, 44, 43, 54, 50],

il consiste d’utiliser l’expression de de la partie non linéaire comme somme des fonctions

de base, de sorte que, le vecteur final de paramètres est un produit entre les paramètres de
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la non linéarité statique et la dynamique linéaire. En d’autres termes, les paramètres et

les produits inconnus des paramètres semblent être linéaires dans le vecteur de paramètres

, et alors n’importe quel algorithme linéaire peut être appliqué.

L’équation (2.6) peut être écrite sous la forme linéaire suivante :

y(k) = ξ(k)Tθ + n(k) (2.9)

avec θ et ξ(k) désignent, respectivement, le vecteur de paramètres et le vecteur d’obser-

vation.

θ = [a p1b1 p1b2 · · · p1bnb
p2b1 · · · prb1 · · · prbnb

] ∈ R
nθ (2.10)

θ = [a b p2b · · · prb] ∈ R
nθ (2.11)

nθ = na + nbr (2.12)

ξ(k) = [ϕ(k)T , f(u(k − 1)), f(u(k − 2)), · · · , f(u(k − nb))]
T ∈ R

nθ (2.13)

Le problème de l’estimation se formalise, maintenant, par la recherche d’un vecteur

de paramètres θ̂ minimisant un critère quadratique donné par l’équation suivante :

J =
K
∑

k=1

[y(k)− ξ(k)T θ̂]2 (2.14)

L’estimation de θ fera l’objet du paragraphe suivant.

Auparavant, arrêtons-nous sur le problème de passage des paramètres composés bipj ( i =

1, 2, . . . , nb et j = 1, 2, . . . , r) vers les paramètres qui nous intéressent réellement, à savoir

b1, b2, . . . , bnb
et p1, p2, . . . , pr. L’équation (2.11) suggère alors les estimés â = [â1 â2, . . . ˆana

]

comme les premiers na éléments de θ̂ ; b̂ = [b̂1 b̂2, . . . b̂nb
] les nb élément suivant de θ̂ c-à-d :

âi = θ̂(i), i = 1, 3, ..., na (2.15)

b̂i = θ̂(na + i), i = 1, 3, ..., nb (2.16)

Les estimés p̂j du vecteur p, j = 2, 3 . . . , r peuvent être déduits de l’équation suivante :

p̂j =
θ̂(na + jnb − nb + i)

b̂i
, j = 2, 3, ..., r; i = 1, 2, ..., nb (2.17)
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De l’équation (2.11),nous remarquons que pour chaque pj nous avons nb estimés p̂j , la

valeur moyenne peut être calculé comme estimé de p̂j comme suit :

p̂j =
1

r

r
∑

k=1

θ̂(na + knb − nb + i)

b̂i
, i = 1, 2, ..., nb (2.18)

Le vecteur θ intervient linéairement dans l’équation (2.9) en utilisant à cet effet un es-

timateur de type moindres carrés récursifs dont la forme a été présentée dans le sous

paragraphe 1.3.1 et un algorithme d’optimisation par essaim de particules PSO développé

au paragraphe 1.4.

L’inconvénient de ce principe, est l’augmentation de nombre de paramètres à estimer

de nθ = na+nb + r à nθ = na +nbr, ce qui alourdit le temps de calcul, Pour y remédier à

cet inconvénient le principe hiérarchique est préconisé. Il transforme un système à grande

dimension en plusieurs sous-systèmes, avec de petites dimensions, plus faciles à identifier,

ce principe est décrit dans la section suivante.

2.5 Estimation basée sur le principe Hiérarchique

Le principe d’identification hiérarchique [55], [56], [49], [58], [57], consiste à décompo-

ser le système Hammerstein CAR -HCAR- en deux sous systèmes avec avec de petites

dimensions, et peu de variables. Le premier contient le vecteur de paramètres de la partie

linéaire θ1 = [a b]T , et le second contient le vecteur de paramètres de la partie non

linéaire θ2 = p(figure 2.5). Ainsi le système (2.6) peut être réécrit comme suit :

S1 : y(k) = φT (p, k)θ1 + n(k)

S2 : y1(t) = ΨT (b, k)θ2 + n(k)
(2.19)

Les vecteurs d’observation φ(p, k) et Ψ(b, k) sont donnés comme suit :

φ(p, k) =





ϕ((k)

F (k)p



 ∈ <na+nb Ψ(b, k) = F T (k)b ∈ R
r (2.20)

Cependant, les sous-systèmes sont liés entre eux, c-à-d, le premier sous-système contient le
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y(k) = φT (p, k)θ1 + n(k) y1(k) = ΨT (b, k)θ2 + n(k)

y(k) = ϕT (k)a+ bTF (k)p+ n(k)

S1 S2

b

p

Figure 2.2: Principe Hiérarchique

vecteur inconnu de paramètres p du deuxième sous-système, alors que le seconde contient

le vecteur inconnu de paramètres b du premier sous système. Par conséquent le problème

des calculs itératifs est résolu en calculant les estimés de θ1 à l’itération l avec le paramètre

inconnu θ2, remplacé par son estimé, θ̂2, à l’itération (l − 1) et calculant l’estimation de

θ2 à l’itération l et le vecteur de paramètres θ1 du premier système, remplacé avec son

estimé, θ̂1 calculé à l’itération (l − 1).

Définissons les critères quadratiques pour les sous-systèmes S1 et S2 de (2.19) :

J1(θ̂1) =
N
∑

k=1

[y(k)− φT (p, k)θ̂1]
2

J2(θ̂2) =
N
∑

k=1

[y1(k)−ΨT (b, k)θ̂2]
2

(2.21)

Ces deux principes seront utilisés pour l’optimisation de la méthode PSO heuristique afin

de déterminer les paramètres de modèle HCAR. Pour le principe hiérarchique, la popu-

lation est divisée en deux sous populations, y compris la position initiale et la vitesse de

chaque particule.

Soit P l
1best et P l

2best respectivement la position initiale de la première sous-population et la

deuxième sous-population, et nous calculons gl1best selon la première fonction fitnesse de la

première sous-population et gl2best pour la deuxième fitnesse de la seconde sous-population.

Afin de tester la validité et la précision de l’algorithme PSOH, deux simulations numé-

riques sont réalisées sur un système HCAR, dans le prochain paragraphe.
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2.6 Exemples de Simulation

2.6.1 Principe de sur-paramétrisation

Ce principe est utilisé avec la méthode classique récursive moindre carré puis la mé-

thode heuristique PSO.

L’objectif de ce paragraphe, est d’illustrer les performances de l’algorithme PSO à base

du principe de sur-paramétrisation PSOO, et de comparer les résultats obtenus avec celle

obtenus avec l’algorithme RLS développé au chapitre 1, en utilisant le principe de sur-

paramétrisation (RLSO).

Soit un système Hammerstein HCAR décrit par l’équation suivante :

A(z)y(k) = B(z) ũ(k) + n(k)

Les polynômes A(z) et B(z) de la partie linéaire sont donnés comme suit :

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 = 1− 1.60z−1 + 0.80z−2

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 = z−1 + 0.65z−2
(2.22)

La partie non-linéaire est un polynôme d’ordre 3

f(u(k)) = p1u(k) + p2u
2(k) + p3u

3(k)

= u(k) + 0.50u2(k) + 0.25u3(k)
(2.23)

à savoir θ = [a1 a2 b1 b2 p2 p3], mais avec le principe de sur-paramétrisation le

vecteur de paramètres est : θ = [a1 a2 b1 b2 b1p2 b2p2 b1p3 b2p3] et nθ = 8

L’entrée u(k) est une excitation persistante de moyenne nulle et de variance égale à

un et n(k) est un bruit blanc de moyenne nulle. Les simulations ont été réalisées pour le

cas sans bruit puis en présence de bruit avec différent rapports signal sur bruit (SNR=34

dB et SNR=25dB).
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Application avec les moindres carrés récursifs

La méthode des moindres carrés récursif développée au chapitre 1, est utilisée pour

identifier les paramètres du modèle HCAR utilisant le principe de sur-paramétrisation,

les paramètres de RLSO sont initialisés comme suit :

P (0) = 10−6Inθ
et θ̂ = 0 avec nθ = 8

Le tableau 2.1 donne les résultats des simulations, pour différents SNR et les Figures

2.3(a) et 2.4(a) montrent une parfaite adéquation entre la sortie estimée et la sortie

mesurée, respectivement pour le cas sans bruit et SNR=34 dB, tandis que les erreurs sont

représentées en Figure 2.3(b) et en Figure 2.4(b) de même que les paramètres estimés sont

très proches des paramètres exacts, pour le cas SNR=25dB les paramètres sont biaisés et

la sortie estimée est comparée avec la sortie mesurée en Figure 2.5(a) et la Figure 2.5(b)

représente l’erreur de prédiction.

Table 2.1: Résultats de la simulation avec RLSO pour différents SNR

SNR a1 a2 b1 b2 p2 p3 J

Sans bruit −1.600 0.800 1.000 0.650 0.500 0.250 6.434e− 013

34dB −1.600 0.800 1.011 0.635 0.503 0.253 0.039

25dB −1.465 0.674 0.864 1.055 0.483 0.242 590.938

V aleurs exactes −1.600 0.800 1.000 0.650 0.500 0.25 -
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Figure 2.3: Résultats de la simulation avec RLSO, cas sans bruit
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Figure 2.4: Résultats de la simulation avec RLSO, cas SNR=34dB
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Figure 2.5: Résultats de la simulation avec RLSO, cas SNR=25dB

Application avec PSO

La méthode évolutionnaire PSO est basée sur le principe de sur-paramétrisation PSOO

(PSO Over-parmeterization). L’algorithme PSOO a été exécuté pour une population de

taille 100 et un nombre d’itérations lmax = 300. Les paramètres de l’algorithme PSO

donnés au chapitre 1 sont choisis comme suit :

α1=0.7 et α2 = (2/0.97725)α1, et le coefficient d’inertie ω est calculé par l’équation

suivante :

ω = 0.9− (0.55/lmax)l (2.24)

avec l l’itération courante et lmax le nombre maximal d’itérations.

Le tableau (2.2) illustre les résultats de simulation, en utilisant la méthode PSOO,

les résultats montrent que dans le cas sans bruit, les paramètres estimés sont les valeurs

exactes des paramètres du système avec (J ' 10−19), et la valeur du critère quadratique
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J augmente avec l’augmentation du bruit. L’erreur de prédiction pour le cas sans bruit,

Table 2.2: Résultats de la simulation avec PSOO, cas sans bruit et bruité

SNR a1 a2 b1 b2 p2 p3 J

Sans bruit −1.600 0.800 1.000 0.650 0.500 0.250 9.989e− 19

34dB −1.600 0.800 1.001 0.648 0.500 0.250 0.0028

25dB −1.603 0.801 1.093 0.577 0.490 0.242 5.688

V aleurs exactes −1.600 0.800 1.000 0.650 0.500 0.250 -

représenté en Figure (2.6(b)) est nulle (≈ de 10−10) ; ainsi, la Figure 2.6(a) montre une

adéquation parfaite entre la sortie estimée et la sortie mesurée. En présence de bruit

SNR = 34dB , et SNR = 25dB , la sortie du modèle estimée est comparée aux don-

nées respectivement en Figure 2.7(a) et en Figure 2.8(a), elles montrent une adéquation

parfaite, alors que les erreurs de prédictions sont représentées en Figure 2.7(b) et Figure

2.8(b).
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Figure 2.6: Résultats de la simulation avec PSOO, cas sans bruit
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Figure 2.7: Résultats de la simulation avec PSOO, cas SNR=34dB
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Figure 2.8: Résultats de la simulation avec PSOO, cas SNR=25dB

La comparaison des résultats obtenus en appliquant le principe de sur-paramétrisation

combiné soit avec la méthode RLS soit avec PSO montrent que PSOO estime les para-

mètres du système avec une meilleure precision que RLSO surtout en présence de bruit.

Ce qui confirme que PSO est un approximateur universel pour les systèmes non-linéaires.

L’inconvénient de ce principe est que, la dimension du vecteur θ à estimer est couramment

très grande, qui nécessite un volume de calcul important, afin de résoudre ce problème, le

principe d’identification hiérarchique est habituellement adopté. Il transforme un système

à grande dimension en plusieurs sous-systèmes, avec de petites dimensions, plus faciles à

identifier.
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2.6.2 Principe Hiérarchique

Afin d’illustrer les performances de l’algorithme PSO basé sur le principe hiérarchique

(PSOH), l’identification est appliquée à deux modèles de Hammerstein avec différente

complexité. Dans le premier exemple la partie linéaire est d’ordre 2 (na = nb = 2) et la

partie non linéaire est d’ordre 2 (r = 2) et dans le deuxième exemple na = nb = 2, et

r = 3. L’entrée est une excitation persistante de moyenne nulle et de variance égal à un et

n(k) est un bruit blanc de moyenne nulle. L’algorithme de PSOH a été exécuté pour une

taille d’essaim 100 et un certain nombres d’itérations lmax = 300. Les simulations ont été

effectuées pour le cas sans-bruit puis pour différent rapports signal sur bruit SNR = 34dB

et SNR = 25bB.

Exemple 1

Le système est décrit par les equations suivantes :

A(z)y(k) = B(z) ũ(k) + n(k)

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 = 1− 1.00z−1 + 0.50z−2

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 = z−1 + 0.30z−2

f(u(k)) = p1u(k) + p2u
2(t) = u(k) + 0.25u2(k)

(2.25)

Le tableau 2.3 donne les résultats de simulation pour SNR = 34 dB et SNR = 25 dB et

pour le cas sans bruit. Les résultats obtenus montrent que l’erreur est très faible.

Table 2.3: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 1, pour différents SNR

SNR a1 a2 b1 b2 p2 J

Sans bruit −1.000 0.500 1.000 0.300 0.250 5.011e− 030

34dB −0.999 0.499 1.000 0.300 0.249 6.340e− 006

25dB −1.002 0.490 0.982 0.283 0.264 0.141

V aleurs exactes −1.000 0.500 1.00 0.300 0.250 -

L’erreur de prédiction pour le cas sans bruit, représenté en Figure2.9(b) est nulle (≈
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de 10−15) ; alors que, la sortie estimée coïncide avec les données d’identification en Figure

2.9(a).

Dans le cas de données bruitées, avec SNR = 34dB, et SNR = 25dB, la sortie estimée

est comparée avec les données d’identification respectivement en Figure 2.10(a) et Figure

2.11(a). Ces résultats illustrent une adéquation parfaite.

L’erreur de prédiction représentée en Figure 2.10(b) pour un SNR = 34 dB, est très faible

(≈ de 10−6) et la Figure 2.11(b) représente l’erreur pour un SNR = 25 dB.
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Figure 2.9: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 1, cas sans bruit
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Figure 2.10: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 1, cas SNR=34dB
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Figure 2.11: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 1, cas SNR=25dB

Dans l’exemple 2, la méthode PSOH est appliquée à l’exemple de la section 2.6.1,

étudié avec la méthode PSOO et une comparaison sera discutée.

Exemple 2

Les polynômes A(z) et B(z) de la partie linéaire sont donnés comme suit :

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 = 1− 1.60z−1 + 0.80z−2

B(z) = b1z
−1 + b2z

−2 = z−1 + 0.65z−2
(2.26)

La partie non-linéaire est un polynôme d’ordre 3

f(u(k)) = p1u(k) + p2u
2(k) + p3u

3(k)

= u(k) + 0.50u2(k) + 0.25u3(k)
(2.27)

Le Tableau (2.4) donne les résultats de simulation en utilisant l’algorithme PSOH. On

remarque une bonne estimation du système même pour un niveau élevé de bruit . Pour le

cas sans bruit, les figures relatives sont représentées en Figure 2.12(a) et Figure 2.12(b).

Pour SNR = 34dB et SNR = 25dB les sorties sont données respectivement en Figure

2.13(a) et Figure 2.14(a), tandis que les erreurs sont représentées en Figure 2.13(b) et

Figure 2.14(b).
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Table 2.4: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 2, pour différents SNR

SNR a1 a2 b1 b2 p2 p3 J

Sans bruit −1.600 0.800 1.00 0.650 0.500 0.250 3.491e− 28

34dB −1.600 0.800 1.000 0.651 0.499 0.249 4.216e− 04

25dB 1.593 0.792 1.010 0.582 0.506 0.275 2.026

V aleurs exactes −1.600 0.800 1.000 0.650 0.500 0.250 -
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Figure 2.12: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 2, cas sans bruit
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Figure 2.13: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 2, cas SNR=34dB

La méthode PSOH estime les paramètres de la partie non-linéaire plus précisément et

converge plus rapidement que la méthode PSOO, de plus elle donne des résultats satis-

faisants même en présence d’un haut niveau de bruit. Ceci confirme le faite que PSO

peut estimer n’importe quel système non-linéaire avec une bonne exactitude et le principe

hiérarchique montre son efficacité.
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Figure 2.14: Résultats de la simulation avec PSOH exemple 2, cas SNR=25dB

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème d’identification des systèmes non-

linéaires Hammerstein de type CAR. Deux principes ont été considérés : celui de type

sur-paramétrisation et celui de type hiérarchique.

Dans la première étape, le principe de sur-paramétrisation est considéré, à cet effet on

a estimé les paramètres de la partie linéaire et le produit inconnu de paramètres avec

l’algorithme RLSO puis avec PSOO. Les simulations effectuées, illustrent les performances

de l’algorithme PSO.

Cependant, le principe de sur-paramétrisation présente l’inconvénient de la redondance

des paramètres, ce qui provoque un temps de calcul important ; plus précisément ; avec le

principe de sur-paramétrisation le nombre de paramètres à estimer est : nθ = na+nbr qui

est plus grand que nθ = na +nb + r du système réel pour nb, r > 2. Pour y remédier à cet

inconvénient le principe hiérarchique est considéré dans la deuxième étape. La contribution

principale de ce chapitre est d’associé le principe hiérarchique à l’algorithme PSO (PSOH).

Les simulations ont permis de mettre en évidence la capacité de la méthode PSOH

même en présence de bruit.

Récemment les modèles Polynomial Non Linear State Space model (PNLSS) ont été

utilisés pour représenter les systèmes non-linéaires. Ils reposent sur un modèle d’état qui

permet de modéliser ainsi bien les systèmes monovariables que multivariables.

Le chapitre 3 présente le modèle PNLSS appliqué au modèle Hammerstein et une
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méthode d’identification basée sur l’algorithme de Levenberg Marquardt sera développée.



Chapitre 3

Identification des modèles PNLSS

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux modèles Hammerstein de type modèle

d’état non-linéaire polynomial ou "Polynomial Non Linear State Space model (PNLSS)"

en Anglais [59]. Le principal avantage de ce dernier est sa capacité de décrire un système

complexe avec un nombre réduit de paramètres. Le PNLSS prend en compte la partie

linéaire et la partie non-linéaire. L’identification est réalisée par une approche à erreur de

sortie associée à l’algorithme d’optimisation non-linéaire Levenberg Marquardt.

3.2 Modèles d’état non-linéaires polynomiaux PNLSS

On rappelle ici le modèle d’état non-linéaire généralisé à temps discret avec nu entrées,

ny sorties, na états :






x(k + 1) = f(x(k), u(k), θ)

y(k) = h(x(k), u(k), θ)
(3.1)

avec : u ∈ R
nu ; y ∈ R

ny ; x ∈ R
na . Les fonctions f et h dépendent du vecteur des

paramètres θ ∈ R
nθ .

Dans ce mémoire, nous considérons les non-linéarités de type polynôme, dans ce cas

le modèle (3.1) est appelé Polynomial Nonlinear State-space Model (PNLSS) [59], il est
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défini comme suit[7],[2], [60] :







x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fη(k)
(3.2)

Les coefficients du sous-système linéaire sont donnés par les matrices A et B de l’équa-

tion d’état, et C et D de l’équation de sortie . Les vecteurs ζ(k) et η(k) contiennent des

monômes non-linéaires en x(k) et u(k) de degré deux à un degré choisi r (avec r > 2).

Les coefficients associés à ces termes non-linéaires sont donnés par les matrices E et F ,

où les monômes de degré un sont inclus dans la partie linéaire de la structure du modèle

PNLSS.

Le modèle PNLSS a l’avantage de décrire une très grande classe de systèmes non-

linéaires, dans [7],[63], [2], les auteurs ont montré que certains modèles non-linéaires à

structure bloc (Wiener, Hammerstein, Wiener-Hammerstein) peuvent être décrits par ce

modèle.

Dans ce travail, le système Hammerstein est considéré, il consiste en un bloc non-

linéaire statique suivi d’un bloc linéaire dynamique de type modèle d’état, comme il est

représenté en figure 3.1.

avec ũ(k) la sortie du bloc non-linéaire (l’entrée du bloc linéaire). Le bloc dynamique
 

�(�) 

�(�) 

�(�)
�(�) 

��(�) 
	(� + 1) = 
�	(�) + ����(�)

   �(�)    = ��	(�) + ����(�)

Figure 3.1: Système Hammerstein

linéaire du modèle Hammerstein, en absence du bruit n(k) est décrit par le modèle d’état

suivant : (A0, B0, C0, D0)







x(k + 1) = A0 x(k) +B0 ũ(k)

y(k) = C0 x(k) +D0 ũ(k)
(3.3)
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avec y(k) la sortie du système, le signal intermédiaire ũ(k) est la sortie du bloc non-linéaire

.

Le bloc non-linéaire est décrit par un polynôme non-linéaire d’ordre connu r avec les

coefficients (p1, p2, ..., pr)[61][41][62]

ũ(k) = f(u(k)) =

r
∑

i=1

piu
i(k) (3.4)

La substitution de l’équation (3.4) dans (3.3) donne lieu au modèle PNLSS :






x(k + 1) = A0x(k) +B0

∑r
i=1 piu

i(k)

y(k) = C0x(k) +D0

∑r
i=1 piu

i(k)
(3.5)

Le nouveau modèle d’état(3.2) peut être déduit avec des matrices définies comme suit :

A = A0 B = p1B0 C = C0 D = p1D0 (3.6)

avec p1 le coefficient associé au monôme u(k) du degré un. Les vecteurs ζ(k) et η(k) dans

ce cas (un modèle Hammerstein) sont égaux, et contiennent le monôme dans u(k) de degré

2 à r, qui peuvent être écrits sous la forme : ζ(k) = η(k) = u(k){r}

Oú

u(k){r} = [u2(k) u3(k) . . . ur(k)]

Les coefficients associés à ces termes non linéaires sont donnés par les matrices E et F

comme suit :

E =
[

p2B0 p3B0 . . . prB0

]

F =
[

p2D0 p3D0 . . . prD0

] (3.7)

Sans perte de généralité, le premier coefficient de f(.) peut être choisi égal à 1, p1 = 1

[8],[45].

3.3 Identification des systèmes PNLSS

L’objectif de l’identification du modèle PNLSS (3.2) consiste à estimer les coefficients

des matrices A,B,E, C,D, F . Le vecteur θ à estimer est donné par :

θ = [A, B, C, D, E, F ] (3.8)
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Pour réduire le nombre de paramètres à estimer, sans perte de généralité, la forme cano-

nique commandable peut être considérée.

La partie linéaire (3.5) est donnée comme suit :














































x(k + 1) =



















0 1 0 . . . 0

...
...

0 0 . . . 0 1

−a1 −a2 . . . −ana−1 −ana



















x(k) +



















0

...

0

1



















ũ(k)

y(k) =
[

c1 c2 . . . cna

]

x(k) + [d] ũ(k)

(3.9)

Dans ce cas, le vecteur des paramètres θ à estimer réduit à :

θ = [a1 . . . an p2 . . . pr−1 c1 . . . cna
d] (3.10)

et les coefficients des matrices E et F peuvent être déduits ; le nombre de paramètres à

estimer dans le cas de la forme commandable est : nθ = 2na + r.

Soit θ̃ l’estimation du vecteur de paramètres exact θ, la valeur optimale de θ̃ est

obtenue en minimisant le critère quadratique :

J =
K
∑

k=1

ε2(k) avec ε(k) = y(k)− ŷ(k) le résidu.

L’algorithme de Marquardt est utilisé pour estimer θ itérativement [38].











































θ(i+1) = θ(i) −
{

[

J
′′

θθ + λI
]−1

J
′

θ

}

θ̂=θ(i)

J
′

θ = −2

(

K
∑

k=1

ε(k) σk/θ

)

le Gradient

J
′′

θ = −2

(

K
∑

k=1

σk/θ σ
T
k/θ

)

le Hessien

σk/θ =
∂ŷ(k, θ)

∂θ
Fonction de sensibilité de la sortie par rapport à θ

(3.11)

L’optimisation non linéaire est basée sur le calcul des fonctions de sensibilité σ, le déve-

loppement de ces dernières est présenté dans le paragraphe suivant.

Calcul des fonctions de sensibilité

La différenciation de l’équation d’état de (3.2) par rapport à chaque composante θj de

θ̃ avec j = 1, . . . , nθ permet d’obtenir le modèle des fonctions de sensibilité paramétriques



3.4 Exemples de simulation 39

tel que :



























∂x(k + 1)

∂θj
=

∂A

∂θj
x(k) + A

∂x(k)

∂θj
+

∂B

∂θj
u(k) +B

∂u(k)

∂θj
+ E

∂ζ(k)

∂θj
+

∂E

∂θj
ζ(k)

∂y(k)

∂θj
=

∂C

∂θj
x(k) + C

∂x(k)

∂θj
+

∂D

∂θj
u(k) +D

∂u(k)

∂θj
+ F

∂η(k)

∂θj
+

∂F

∂θj
η(t)

(3.12)






































































σx(k+1)/θj = A σx(k)/θj +

[

∂A

∂θj

∂B

∂θj

∂E

∂θ̃

]











x(k)

u(k)

ζ(k)











σy(k)/θj = C σx(k)/θ̃ +

[

∂C

∂θj

∂D

∂θj

∂F

∂θj

]











x(k)

u(k)

ζ(k)











(3.13)

3.4 Exemples de simulation

La méthode d’identification présentée dans ce chapitre est appliquée à deux modèles

Hammerstein de type PNLSS avec différentes complexités. Dans le premier exemple la

partie linéaire est d’ordre deux (na = 2) et la partie non linéaire est d’ordre deux (r = 2),

dans le deuxième exemple la partie linéaire est d’ordre deux (na = 2) et la partie non

linéaire est d’ordre trois (r = 3).

L’entrée est une excitation persistante de moyenne nulle et de variance égal à un et n(k)

est un bruit blanc de moyenne nulle.

Les simulations ont été effectuées pour le cas sans-bruit puis pour différent rapports signal

sur bruit SNR = 34 dB et SNR = 25 bB.

3.4.1 Exemple 1

Le système est décrit par les equations PNLSS suivantes :







x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fη(k)
(3.14)
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Avec

A =





0 1

−0.1 −0.4



 B =





0

1





C =
[

0.1 0.5

]

D =
[

0.1

]

Le sous système non-linéaire est décrit par le polynôme suivant :

f(u(k)) = u(k) + 0.25u2(k)

Le tableau (3.4.1) illustre les résultats des simulations de l’exemple 1 pour différents

SNR et pour le cas sans bruit. Les résultats obtenus montrent que dans le cas sans bruit

les paramètres estimés sont les valeurs exactes des paramètres du système.

L’erreur de prédiction pour le cas sans bruit, représentée en figure 3.2(b) est nulle (≈

10−16), ainsi la sortie du système estimée et mesurée en figure 3.2(a) montre une parfaite

adéquation.

En présence du bruit SNR = 34dB, et SNR = 25dB, la sortie du modèle estimée est

comparée aux données respectivement en figure 3.3(a) et en figure 3.4(a), elles montrent

une parfaite adéquation. L’erreur de prédiction pour SNR = 34dB est représentée en

figure 3.3(b), elle est de l’ordre de 10−16 et la figure 3.4(b) représente l’erreur pour SNR =

25dB.
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Figure 3.2: Résultats de l’exemple 1 cas sans bruit



3.4 Exemples de simulation 41

Table 3.1: Résultats des simulations de l’exemple 1, cas sans bruit et bruité

SNR Sans − bruit 34dB 25dB V aleurs exactes

a1 −0.100 −0.101 −0.0823 −0.100

a2 −0.400 −0.400 0.364 −0.400

p2 0.250 0.25 0.241 0.250

c1 0.100 0.100 0.126 0.100

c2 0.500 0.499 0.502 0.500

d 0.100 0.100 0.101 0.100

J 4.699e− 032 3.100e− 04 0.695 −
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Figure 3.3: Résultats de l’exemple 1 avec SNR=34 dB
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Figure 3.4: Résultats de l’exemple 1 avec SNR=25 dB
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3.4.2 Exemple 2

Dans ce cas, na = 2, et r = 3. Le système PNLSS est donné par :






x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fη(k)
(3.15)

Avec

A =





0 1

−0.1 −0.3



 B =





0

1





C =
[

0.25 0.45
]

D =
[

0.1
]

Le sous-système non-linéaire est décrit par le polynôme du troisième degré suivant :

f(u(k)) = u(k) + 0.35u2(k) + 0.4u3(k)

Les simulations sont effectuées en absence du bruit et pour des données bruités avec

SNR = 34dB et SNR = 25dB. Les résultats du tableau (3.4.2) sont très proches des

paramètres exacts. Les figures 3.5(a), 3.6(a), et 3.7(a) montrent que les sorties mesurées

et estimées sont très proches.

Table 3.2: Résultats des simulations de l’exemple 2, cas sans bruit et bruité

SNR Sans − bruit 34dB 25dB V aleurs exactes

a1 −0.100 −0.099 −0.104 −0.100

a2 −0.300 −0.300 −0.304 −0.300

p2 0.350 0.349 0.334 0.350

p3 0.400 0.398 0.369 0.400

c1 0.250 0.251 0.267 0.250

c2 0.450 0.450 0.480 0.450

d 0.100 0.100 0.103 0.100

J 3.724e− 031 8.942e− 04 1.673 −
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Figure 3.5: Résultats de l’exemple 2 pour le cas sans bruit
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Figure 3.6: Résultats de l’exemple 2 avec SNR=34 dB
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Figure 3.7: Résultats de l’exemple 2 avec SNR=25 dB

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème d’identification des systèmes non-

linéaires Hammerstein de type PNLSS. Le modèle est obtenu à partir d’un modèle d’état
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linéaire montée en série avec une partie non-linéaire de type polynôme. L’objectif d’identi-

fication était d’estimer les paramètres linéaires et non-linéaires du système PNLSS. Nous

avons utilisé une approche à erreur de sortie. Enfin, nous avons illustré par voie de simu-

lation l’efficacité de la méthode de Levenberg Marquard qui permet d’identifier le système

PNLSS même en présence d’un pourcentage important de bruit. Les résultats présentés

dans ce chapitre peuvent être étendus au cas du système PNLSS d’ordre fractionnaire.



Chapitre 4

Identification du modèle Hammerstein

fractionnaire

4.1 Introduction

Les systèmes fractionnaires ont suscité une grande attention ces dernières décennies en

raison de leur flexibilité à permettre une modélisation plus précise des systèmes complexes

dans divers domaines des sciences et de la technologie.

L’idée du calcul fractionnaire remonte à 1695, dans une lettre que l’Hopital a écrit à

Lebniz, s’interrogeant sur le concept de la différenciation de l’ordre non entier. Depuis,

plusieurs mathématiciens célèbres tels que Euler, Laplace, Fourrier, Abel et Laurent ont

travaillé dans l’idée des opérateurs différentiels fractionnaires. Néanmoins, ce n’est que

seulement plus tard au dix-neuvième siècle et dûe principalement aux contributions de

Liouville, de Grünwald, de Letnikov et de Riemann qu’une théorie complète appropriée a

été formalisée.

Le calcul fractionnaire présente l’avantage de décrire plusieurs phénomènes physiques,

par exemple, les phénomènes de la diffusion de la chaleur [10], la diffusion de matières par

l’eau dans le sol [64]. Il est aussi fortement utilisé dans l’industrie comme : Les processus

chimiques [65] , le traitement de signal [66], La viscoelasticité [67], la théorie de chaos [68].
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Dans le chapitre précédent nous nous sommes intéressés à l’identification des systèmes

non-linéaires Hammerstein PNLSS à temps discret dont la partie linéaire est supposée

de type entier. Nous avons constaté que les résultats de l’identification des paramètres

de modèle Hammerstein sont très satisfaisants. Par ailleurs, nous nous sommes posés la

question suivante : Que seront les résultats de l’identification lorsque la partie linéaire

n’est pas entière mais fractionnaire ?

Dans ce chapitre, nous essayons de répondre à cette question, surtout nous considérons le

cas où la partie linéaire est un modèle d’état d’ordre fractionnaire et la partie non-linéaire

est un polynôme ce qui aboutit à un modèle PNLSS fractionnaire.

Dans ce chapitre, nous rappellerons les éléments de base du calcul fractionnaire et

la simulation d’un modèle d’état fractionnaire à temps discret. L’extension du modèle

Hammerstein PNLSS au cas fractionnaire est décrite, son identification basée sur une

méthode à erreur de sortie est développée. La fin de ce chapitre est consacrée à des

exemples d’identification illustrant l’efficacité de la méthode implémentée.

4.2 Calcul fractionnaire

4.2.1 Définition de Grünwald-Letnikov

Le calcul d’ordre fractionnaire a une grande histoire, et plusieurs mathématiciens ont

contribué à des degrés divers à son développement au fil des siècles. Son développement

pour les systèmes dynamiques est basé sur la généralisation des opérateurs intégration et

de différentiation en un seul opérateur fondamental Dα
t , où α est un nombre non entier

(reel...).

Dα
t =























dα

dtα
pour α > 0

1 pour α = 0

Iαt pour α < 0

(4.1)

Les notations Dα
t et Iαt représentent l’opérateur de la dérivation et d’intégration.

Les dérivées et les intégrales fractionnaires apparaissent dans le contrôle des systèmes
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dynamiques ou le contrôleur est décrit par une equation différentielle fractionnaire.

Bien qu’il existe plusieurs définitions de généralisation de la dérivée d’ordre entier à

un ordre non entier, les définitions les plus utilisées sont : les définitions de Riemann-

Liouville, Grünwald- Letnikov, et Caputo.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la définition de Grünwald- Letnikov à temps discret.

L’idée de la dérivée au sens de Grünwald, est de généraliser la définition de la dérivée

entière d’une fonction temporelle x à des dérivées d’ordre réel α ∈ R
∗
+.

Soit t = kh le temps d’échantillonnage pour k = 0, 1, 2, . . . , avec h est la période d’échan-

tillonnage. Dans ce chapitre, nous supposons, sans perte de généralité, que h = 1.

En effet la différence finie d’ordre 1 est donnée comme suit :

∆1x(k + 1) = x(k + 1)− x(k) (4.2)

L’équation (4.2) représente l’approximation discrète d’Euler de la dérivée d’ordre entier
dx(t)

dt
.

La généralisation à un ordre α ∈ R
∗
+ de la dérivée entière est donnée [72] :

∆αx(kh) =
1

hα

k
∑

j=0

(−1)j
(

α

j

)

x((k − j)h) (4.3)

Avec :

∆ l’opérateur de dérivation fractionnaire discret avec le temps initial égal à zero.
(

α
j

)

est le binôme de Newton généralisé à des nombres réels :

(

α

j

)

=







1 pour j = 0

α(α−1)...(α−j+1)
j!

pour j > 0
(4.4)

Pour la dérivée d’ordre 1, mis à part j = 0 et j = 1, les coefficients de la pondération

(−1)j
(

α
j

)

sont nuls. La dérivée entière fournit donc une caractérisation locale de la fonction.

En revanche, pour des ordres α non entiers, les coefficients de pondération ne s’annulent

pas. La valeur à chaque instant est alors une combinaison linéaire de toutes les valeurs de

la fonction x((k− j)h), j = 0, 1, . . . , k. La dérivée non entière d’une fonction à un instant

t prend en compte les valeurs de cette fonction à tous les temps passés, donnant ainsi une
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caractérisation globale de cette fonction. Par conséquent, les systèmes non entiers sont

souvent assimilés à des systèmes à mémoire longue.

4.2.2 Modèle d’état fractionnaire

Un système fractionnaire peut être décrit par trois modèles : équation différentielle,

fonction de transfert généralisée, et modèle d’état fractionnaire. Dans notre travail, nous

considérons un système définit par un modèle d’état fractionnaire tel que :







Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(4.5)

Avec : u ∈ R, y ∈ R, α ∈ R
+ et Dα = [Dα1x Dα2x . . .Dαnx]T . Dans le cas de système

d’ordre fractionnaire commensurable tous les états x sont dérivés à un même ordre non

entier α : Dα = [Dαx Dαx . . . Dαx]T .

Ainsi, le modèle d’état fractionnaire à temps discret est donné comme suit[71][72] :







∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(4.6)

Dans notre travail, le modèle d’état fractionnaire à temps discret est considéré.

4.2.3 Simulation d’un modèle d’état fractionnaire

Considérons le modèle d’état discret décrit par les equations suivantes :







x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(4.7)

Avec u ∈ R et y ∈ R.

La dérivée d’ordre fractionnaire de l’équation (4.7) est donnée comme suit [71] [72]







∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(4.8)
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De l’équation (4.3) on déduit :

∆αx(k + 1) = x(k + 1)−

k+1
∑

j=1

(−1)j
(

α

j

)

x(k − j + 1) (4.9)

La substitution de l’équation 4.8 dans (4.9) conduit à :

∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

x(k + 1) = ∆αx(k + 1)−
∑k+1

j=1(−1)j
(

α
j

)

x(k − j + 1)

y(k) = Cx(k)

(4.10)

Soit β(j) des coefficients définit comment suit :

β(j) =
1

hα
(−1)j

(

α

j

)

La relation de récurrence peut être déduite :






β(0) = 1

β(j) = β(j − 1) (j−1)(α−1)
j

for j = 1, ..., k
(4.11)

La substitution de (4.11) dans (4.10) conduit à :






x(k + 1) = ∆αx(k + 1)−
∑k+1

j=1 β(j)x(k − j + 1)

y(k) = Cx(k)
(4.12)

Pour des réalisations pratiques le nombre d’échantillons pris en considération est réduit à

un nombre L, appelé la longueur de la mémoire de système.

4.3 Modèle d’état PNLSS fractionnaire et sa simulation

On rappelle ici le modèle Hammerstein basé sur un modèle d’état non-linéaire PNLSS

entier à temps discret [7, 2] donné en figure 4.1 :






x(k + 1) = Ax(t) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fη(k)
(4.13)

Avec

u(k) et y(k) sont respectivement l’entrée et la sortie du système PNLSS, le signal inter-

médiaire ũ(k) est l’entrée du bloc linéaire (la sortie du bloc non-linéaire).
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La partie linéaire est décrite par une représentation d’état de matrices (A0, B0, C0, D0) :






x(k + 1) = A0 x(k) +B0 ũ(k)

y(k) = C0 x(k) +D0 ũ(k)
(4.14)

La partie non-linéaire est un polynôme d’ordre r :

ũ(k) =
r

∑

i=1

piu
i(k) (4.15)

Les matrices A et B de l’équation d’état et C et D de l’équation de sortie du modèle

PNLSS (4.13) sont données comme suit :

A = A0 B = p1B0 C = C0 D = p1D0 (4.16)

Les vecteurs ζ(k) et η(k) dans le cas d’un système Hammerstein sont égaux

ζ(t) = η(t) = u(t){r} (4.17)

Les matrices E et F sont données comme suit :






E = [p2B0 p3B0 . . . prB0]

F = [p2D0 p3D0 . . . prD0]
(4.18)
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�(�) 
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�(�) 

��(�) 
	(� + 1) = 
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   �(�)    = ��	(�) + ����(�)

Figure 4.1: Système Hammerstein

L’avantage majeur de PNLSS est sa capacité de décrire un système complexe avec

un nombre réduit de paramètres. Dans ce cas, les équations PNLSS développées pour

un modèle Hammerstein à temps continu d’ordre entier peuvent être étendu pour le cas

d’ordre fractionnaire :






Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t) + Eζ(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t) + Fζ(t)
(4.19)
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Où Dαx(t) est la dérivée d’ordre fractionnaire d’ordre α de x(t). Dans ce chapitre, nous

considérons le cas d’un système non-linéaire fractionnaire à temps discret définit par :







∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fζ(k)
(4.20)

où α est l’ordre fractionnaire et ∆ est l’opérateur de différence fractionnaire discret définis

dans [71].

Le modèle fractionnaire (4.20) sera simulé utilisant (4.12).

4.4 Identification d’un système PNLSS fractionnaire

Le problème d’identification des paramètres devient très difficile pour les systèmes

d’ordre fractionnaire, il consiste à estimer non seulement les matrices du modèle PNLSS

mais aussi le vecteur des ordres non entiers. On assume que le modèle PNLSS (4.21) est

donné comme suit :






∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fζ(k)
(4.21)

L’objectif d’identification du modèle PNLSS consiste à estimer les coefficients des matrices

du modèle PNLSS A,B,E, C,D, F , et le vecteur d’ordre fractionnaire α.

Dans ce chapitre, nous considérons le cas commensurable où tout les états sont dérivés

en même ordre fractionnaire α. Pour réduire le nombre de paramètres à estimer, sans

perte de généralité, la forme canonique commandable peut être considérée, dans ce cas,

le vecteur de paramètres θ a estimé se réduit à :

θ = [a1 . . . ana
p2 . . . pr−1 c1 . . . cna

d α] (4.22)

et les coefficients des matrices E et F peuvent être déduits.

La sortie du modèle étant non-linéaire en θ, une méthode à erreur de sortie basée sur

une optimisation non linéaire est utilisée [69, 70]. L’estimation est basé sur l’algorithme

de Levenberg-Marquardt (LM) [38] qui est étendu au modèle PNLSS fractionnaire, et le
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nouveau modèle des fonctions de sensibilité, dans ce cas, est développé.

L’ensemble des données est composé de K observations [u(k); y(k)]

La valeur optimale de θ̂ est obtenu par la minimisation de critère quadratique :

J(θ) =

K
∑

k=1

ε(k)2 avec ε(k) = y(k)− ŷ(k) (4.23)

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est utilisé pour estimer θ̂ itérativement.

Où











































θ(i+1) = θ(i) −
{

[

J
′′

θθ + λI
]−1

J
′

θ

}

θ̂=θ(i)

J
′

θ = −2

(

K
∑

k=1

εk σk/θ

)

le Gradient

J
′′

θ = −2

(

K
∑

k=1

σk/θ σ
T
k/θ

)

le Hessien

σk/θ =
∂ŷ(k, θ)

∂θ
Fonction de sensibilité de la sortie par rapport à θ

(4.24)

Cet algorithme est basé sur des fonctions de sensibilité nécessaires pour le calcul du

Gradient et du Hessien [1] .

Le paragraphe suivant présente la méthode de calcul des fonctions de sensibilité pour le

cas fractionnaire.

Un modèle d’état multivariable d’ordre non entier est développé dans [69] pour calcu-

ler les fonctions de sensibilités par rapport θ̃ . La différentiation de l’équation d’état du

modèle PNLSS par rapport à chaque composante θj de θ̃ avec j = 1, . . . , nθ, donne :







































































∆α
[

σx/θ̃

]

= As σx/θ̃ +

[

∂A
∂θ̃

∂B
∂θ̃

∂E
∂θ̃

]











x

u

ζ











σy/θ̃ = Cs σx/θ̃ +

[

∂C
∂θ̃

∂D
∂θ̃

∂F
∂θ̃

]











x

u

ζ











(4.25)

Avec nθ = 2na + r + 1le nombre de paramètres du vecteur θ̃.
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Par simplification d’écriture nous écrivons (4.25) sous forme :







∆αXs = AsXs +BsUs

Ys = CsXs +DsUs

(4.26)

Avec






As = Diagonal block [A],

Cs = Diagonal block [C],
(4.27)



























Bs =

[

∂A

∂θ

∂B

∂θ

∂E

∂θ

]

Ds =

[

∂C

∂θ

∂D

∂θ

∂F

∂θ

]

(4.28)



















Ys =
[

σy/θ1 σy/θ2 · · · σy/θnθ

]T

Xs = σx/θ̃ =
[

σx/θ1 σx/θ2 · · · σx/θnθ

]T

Us = [x1 x2 · · · xna
u ζ ]T

(4.29)

Pour la dernière composante du vecteur θ, à savoir l’ordre α, sa sensibilité est déterminée

numériquement :

y(k, α+ δα)− y(k, α) ≈ δα
∂y

∂α
= δα σy/α (4.30)

Pour une variation suffisamment faible de δα une bonne approximation de la sensibilité

σy/α est obtenue.

Afin de tester l’efficacité de l’algorithme développé ci dessus, des simulations numé-

riques sont réalisées sur un système PNLSS fractionnaire, dans le cas sans bruit et en

présence de bruit, dans le prochain paragraphe .

4.5 Exemples de simulation

La méthode d’identification présentée dans ce chapitre est appliquée à deux modèles

Hammersein de type PNLSS avec différentes complexités. Dans le premier exemple la

partie linéaire est d’ordre deux (na = 2), la partie non linéaire est d’ordre deux (r = 2),

et l’ordre fractionnaire α = 0.5 dans le deuxième exemple na = 2, r = 3), et α = 0.3 .
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L’entrée u(k) est une excitation persistante de moyenne nulle et de variance égal à un,

et n(k) est un bruit blanc de moyenne nulle.

L’identification est réalisée dans un contexte sans bruit, puis en présence de bruit

SNR = 34 dB et SNR = 25 dB.

4.5.1 Exemple 1

Dans cet exemple, la partie linéaire est d’ordre deux (na = 2) et la partie non-linéaire

est d’ordre deux (r = 2). Le système est décrit par les équations PNLSS suivantes :







∆αx(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + Eζ(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k) + Fη(k)
(4.31)

avec α = 0.5 et les matrices de système sont données comme suit :

A =





0 1

−0.25 −0.1



 B =





0

1





C =
[

0.1 0.5

]

D =
[

1

]

Le sous système non-linéaire est décrit par le polynôme suivant :

f(u(t)) = u(t) + 0.2u2(t)

.

Le tableau 4.1 donne les résultats de simulation de l’exemple 1 pour différents SNR :

SNR = 34 dB, SNR = 25 dB et pour le cas sans bruit. Les résultats obtenus montrent que

les erreurs sont très faibles et les ordres fractionnaires du système sont estimés avec une

bonne precision pour tout les cas. L’erreur de prédiction pour le cas sans bruit représentée

en figure 4.2(b) est nulle (≈ de 10−16) ; ainsi, la sortie estimée coincide avec la sortie

mesurée en figure 4.2(a).

En présence de bruit SNR = 34 dB, et SNR = 25 dB, la sortie estimée est comparée

avec la sortie mesurée en Figure 4.3(a) et en Figure 4.4(a), elles montrent une parfaite

adéquation. L’erreur de prédiction pour un SNR = 34 dB est représentée en Figure

4.3(b), elle est d’ordre très faible (≈ de 10−3) et la Figure 4.4(b) représente l’erreur pour
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Table 4.1: Résultats d’identification d’un modèle PNLSS fractionnaire exemple 1

SNR Sans bruir 34dB 25dB V aleurs exactes

a1 −0.250 −0.250 −0.225 −0.250

a2 −0.100 −0.098 −0.169 −0.100

p2 0.200 0.200 0.185 0.200

c1 0.100 0.099 0.161 0.100

c2 0.500 0.499 0.512 0.500

d 1.000 1.001 0.949 1.000

α 0.5 0.50 0.54 0.5

J 8.6282e− 031 4.7e− 4 0.916 −

un SNR = 25 dB.

Les résultats obtenus montrent que la méthode estime les paramètres et les ordres fraction-

naires avec une bonne précision même en présence de bruit ; ainsi l’efficacité de l’éstimateur

est confirmée.
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Figure 4.2: Résultats de l’exemple 1 pour le cas sans bruit
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Figure 4.3: Résultats de l’exemple 1 avec SNR = 34 dB
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Figure 4.4: Résultats de l’exemple 1 avec SNR=25dB

4.5.2 Exemple 2

Dans ce cas, la complexité du système est augmenté avec na = 2 et r = 3, l’ordre

fractionnaire α = 0.3 et les matrices du système sont données comme suit :

A =





0 1

−0.2 −0.4



 B =





0

1





C =
[

0.1 0.5
]

D =
[

0.1
]

Le bloc non-linéaire est décrit par le polynôme suivant

f(u(t)) = u(t) + 0.25u2(t) + 0.5u3(t)
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Les simulations sont réalisées pour le cas sans bruit et pour des rapports signal sur bruit

(SNR) SNR = 34 dB, et SNR = 25 dB. Le tableau 4.2 donne les résultats des simula-

tions, ils montrent que les paramètres sont estimés avec une précision satisfaisante. Les

Table 4.2: Résultats d’identification d’un modèle PNLSS fractionnaire exemple 2

SNR Sans bruit 34dB 25dB V aleurs exactes

a1 −0.200 −0.199 −0.235 −0.200

a2 −0.400 −0.3965 −0.4732 −0.400

p2 0.250 0.250 0.223 0.250

p3 0.500 0.499 0.528 0.500

c2 0.100 0.0987 0.134 0.100

c3 0.500 0.5010 0.490 0.500

d 0.100 0.099 0.113 0.100

α 0.300 0.32 0.28 0.3

J 1.145e− 30 7.544e− 4 0.916 −

Figure (4.5(a)) et (4.6(a)) montrent une parfaite adéquation entre les sorties simulées et

les sorties estimées respectivement pour le cas sans bruit et pour un SNR = 34 dB ; les

erreurs de prédictions sont données en Figure (4.5(b)) et (4.6(b)) qui sont nulles (respec-

tivement 10−10 et 10−3 ).

Pour un niveau de bruit SNR = 25 dB, la sortie estimée correspond à la sortie mesurée

en Figure (4.7(a)) et l’erreur de prédiction est représentée en Figure (4.7(b)).

4.6 Conclusion

Ce chapitre est consacré à l’extension des modèles Hammerstein entier au cas fraction-

naire. Après un rappel sur les éléments de bases du calcul fractionnaire et la simulation

d’un modèle d’état fractionnaire, le modèle PNLSS est utilisé pour décrire la structure
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Figure 4.5: Résultats de l’exemple 2 pour le cas sans bruit
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Figure 4.6: Résultats de l’exemple 2 avec SNR=34dB
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Figure 4.7: Résultats de l’exemple 2 avec SNR=25dB

du système Hammerstein fractionnaire ; la partie linéaire est représentée par un modèle

d’état d’ordre fractionnaire tandis que la partie non-linéaire est un polynôme d’ordre r.
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La contribution principale de ce chapitre consiste à généraliser le modèle PNLSS au cas

fractionnaire à temps discret ; et le simuler utilisant la définition de Grunwald Letnikov.

La méthode d’identification développée est basée sur une méthode à erreur de sortie ,

celle-ci est utilisée pour estimer les paramètres et l’ordre non entier du modèle PNLSS,

et permet d’étendre l’algorithme de Marquardt au cas non entier ; le modèle de fonctions

de sensibilité est développé, c’est un système multivariable fractionnaire.

Afin d’illustrer les performances de l’algorithme utilisé, l’identification a été appliquée à

deux modèles Hammerstein de type PNLSS fractionnaire avec différentes complexités. Les

résultats de simulation obtenus montrent l’efficacité de la méthode pour l’identification

d’un modèle d’état non-linéaire polynomial PNLSS fractionnaire.





Conclusion générale

L’objectif de ce travail est d’apporter une contribution à l’identification des systèmes

non linéaires, le cas Hammerstein entier a été considéré dans une première étape, puis le

cas fractionnaire dans une deuxième étape.

Nous avons entamé ce travail par un rappel sur quelques structures non-linéaires et

les principales méthodes d’identification. Notre intérêt s’est porté sur les modèles à blocs

structurés en raison de leur simplicité pour représenter le comportement non-linéaire d’un

système. Les différentes structures de ce modèle sont rappelées.

La deuxième partie de ce mémoire est orientée vers l’aspect identification des systèmes

Hammerstein entier de type Controlled Auto-Regression CAR. Après un état de l’art des

différentes méthodes d’identification des systèmes Hammerstein, deux principes d’identi-

fication sont testés en utilisant deux méthodes d’identifications RLS et PSO pour estimer

les parties linéaires et non-linéaires. L’implémentation des algorithmes et leur simulation

sont réalisées dans le but de tester la précision de ces méthodes.

La troisième partie est consacrée au modèle Hammerstein, décrit par un modèle d’état

non-linéaire polynomial PNLSS à temps discret. La partie linéaire est représentée par

un modèle d’état et la partie non-linéaire est un polynôme d’ordre connu. Sons identifi-

cation est basée sur une méthode à erreur de sortie basée sur technique d’optimisation

non-linéaire. Les simulations ont mis en évidence l’efficacité de la méthode associée à

l’algorithme d’optimisation non-linéaire Levenberg Marquardt.

La dernière partie de notre travail est dédiée à l’extension du modèle PNLSS Ham-

merstein discret au cas non entier dont la partie linéaire est un modèle d’état d’ordre

fractionnaire. On rappelle tout d’abord quelques notions mathématiques principales du
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calcul fractionnaire, la définition de Grunwald Letnikov est utilisée pour simuler le modèle

PNLSS fractionnaire. La méthode d’identification développée est basée sur l’algorithme

d’optimisation non linéaire de Levenberg Marquardt que nous avons étendu au cas frac-

tionnaire, en développant les fonctions de sensibilité du modèle non-linéaire fractionnaire.

Les résultats obtenus montrent l’efficacité de la méthode de Levenberg Marquardt qui

permet d’identifier le système PNLSS fractionnaire même en présence d’un pourcentage

important de bruit.

Quant aux perspectives de recherche, elles s’inscrivent directement dans la continuité

des travaux exposés dans ce mémoire. La première perspective consiste à appliquer les

méthodes développées pour le cas d’un modèle Wiener. La deuxième perspective concerne

l’application de la méthode d’optimisation PSO à un modèle Hammerstein fractionnaire.
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