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« Mais que se passe-t-il si, quand vous arrivez, il n’y a que du brouillard ? 

Vous pouvez toujours espérer ceci ou cela, vous pouvez toujours énoncer des 

théorèmes sur la topologie des lignes de partage des eaux ; mais si vous vous 

retrouvez dans une nuée où se condensent des formes vagues et où il vous 

est impossible de distinguer sol et ciel ? Toutes vos belles théories s’effondrent 

! Voilà le genre d’aventure qui nous arrive de temps à autre ! » 

 
(Richard Feynman, 1918-1988) 
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Introduction générale 

       La matière est structurée à diverses échelles. La structure correspond à un 

arrangement spécifique, c'est-à-dire à une configuration spatiale moyenne dans le temps 

de ses composants internes. Il existe plusieurs échelles de description de la structure. La 

structure atomique est l’échelle la plus fine: à ce niveau, on s’intéresse aux densités 

d’électrons et à leurs interactions mutuelles. Au niveau immédiatement supérieur, on 

examine l’organisation des atomes ou des molécules, par exemple la répartition exacte 

des atomes dans le réseau d’un matériau cristallin, dans un solide amorphe ou bien dans 

un liquide. A plus grande échelle, les structures sont directement identifiables et relèvent 

alors des techniques de l’ingénieur. D’un point de vue expérimental, on détermine 

l’arrangement spatial des atomes ou des molécules par diffraction de rayons X ou de 

neutrons. L’information à l’échelle supérieure est procurée par différents types de 

spectroscopie (optique, microscopie électronique à transmission où à balayage). Un des 

plus grands succès de la science consiste à rapporter les propriétés physiques d’une 

substance à sa structure interne. La complexité de cette structure sous-tend des 

comportements très divers : on peut déduire le comportement d’un matériau de l’étude 

approfondie de son architecture interne. Ainsi la plupart des propriétés physiques et 

thermo-physiques de la matière dense désordonnée peut être difficilement déterminée 

sans la connaissance préalable de la structure atomique. Précisément, celle-ci est décrite 

par une fonction de corrélation de paire ( )rg  dans l’espace réel ou bien, par le facteur de 

structure ( )qS  dans l’espace réciproque. 

       L’état liquide qui est le prototype même de la matière dense désordonnée, est 

naturellement présent dans la nature et dans la vie de tous les jours. La connaissance de 

ses propriétés est d’un intérêt considérable pour de nombreuses applications : ainsi les 

processus d’élaboration des matériaux ne sont souvent possibles qu’à l’état liquide. D’un 

point de vue théorique, la physique de cet état n’a connu de progrès sensible qu’à partir 

du milieu du XX siècle avec le développement de la mécanique statistique. C’est dans ce 

cadre que l’on peut décrire de manière quantitative la structure ionique à partir des 

interactions microscopiques. Cette structure résulte en effet de l’équilibre des forces 

interatomiques responsables d’un ordre à courte distance et de l’agitation thermique qui 

engendre le désordre. A basse température, les forces interatomiques prédominent et la 
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structure parfaitement ordonnée, est décrite alors par un réseau cristallin. A haute 

température l’agitation thermique l’emporte et la substance est à l’état gazeux caractérisé 

par un désordre total. La structure d’un liquide correspond à un état intermédiaire où seul 

subsiste un ordre à courte distance. Dans les années soixante, la simulation numérique 

appliquée à la matière dense avait déjà permis de résoudre quelques problèmes ardus 

relatifs à la physique des liquides et d’en comprendre certaines particularités. Depuis, les 

concepts théoriques et les techniques expérimentales développés au cours des dernières 

décennies ont été généralisés permettant alors de calculer de nombreuses propriétés 

statiques et dynamiques des fluides denses d’un point de vue microscopique. 

       L’objet de notre travail est la détermination de la structure statique et de quelques 

propriétés dynamiques des métaux simples à partir d’une description des interactions 

interatomiques en termes de potentiels effectifs de paires. On montrera que ceux-ci sont 

le résultat net de deux contributions : l’interaction directe ion-ion donnée par le potentiel 

de Coulomb et l’interaction indirecte ion-électron-ion correspondant à un effet moyen du 

aux électrons de valence. En usant d’un formalisme «ab initio», on peut déterminer cette 

contribution à partir des interactions plus fondamentales dans la matière. Cependant, la 

nature des interactions à l’échelle microscopique rend l’étude «ab initio» très difficile. 

Un métal est en effet composé de deux types de particules de natures fondamentalement 

différentes : les ions qui sont des particules classiques qui obéissent à la statistique de 

Maxwell-Boltzmann et les électrons de conduction dont le comportement relève de la 

statistique de Fermi-Dirac. Le mouvement déterministe des ions est décrit par l’équation 

de Newton tandis que la dynamique des électrons relève de la mécanique quantique. 

       Cette thèse comprend deux parties distinctes. Dans la première (chapitres 1 et 2), 

nous donnons un aperçu sur les principales étapes de calcul de la structure électronique 

dans le formalisme des pseudopotentiels, conduisant à l’expression générale du potentiel 

effectif inter-ionique dans le cas d’un métal pur et dans le cas d’un alliage binaire. Dans 

la seconde partie (chapitres 3 à 5), nous rappelons les définitions des grandeurs 

caractéristiques de la structure ionique avec un bref aperçu sur les phénomènes de 

transport atomique (propriétés dynamiques). Les principaux outils de calcul de celle-ci 

sont également présentés avec une application aux métaux alcalins les plus légers (Li, Na 

et K) et à un alliage à base de ces métaux à savoir 0.390.61NaLi . 

       Le point de départ dans les calculs de la structure électronique est l’équation mono-

électronique qui comme on le sait est le résultat d’un calcul variationnel (dans le 

formalisme de Hartree-Fock ou selon le point de vue de la DFT). Les différentes 

hypothèses et approximations fondamentales qui justifient la validité de cette équation 
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sont discutées dans le chapitre 1. De plus l’idée de simplifier les calculs en remplaçant 

l’équation mono-électronique par une autre équation aux valeurs propres est à la base de 

la théorie des pseudopotentiels. Il s’agit en fait d’une transformation mathématique qui 

autorise l’emploi d’ondes planes. Les ondes planes sont en effet très pratiques d’un point 

de vue mathématique. Dans ce même chapitre, nous donnons les caractéristiques 

essentielles et les problèmes connexes qui interviennent dans les calculs au moyen des 

pseudopotentiels (écrantage par la fonction diélectrique statique, facteurs de forme 

respectivement écranté et non écranté, développement en perturbation au second ordre 

des niveaux d’énergie électroniques). Trois modèles de pseudopotentiels que nous avons 

employé dans nos calculs sont présentés. Pour deux d’entre eux, quelques difficultés liées 

à leur nature sont indiquées: non localité, dépendance en énergie. Ces trois modèles de 

pseudopotentiels sont de type «ab initio» car dépourvus de paramètres ajustables sur les 

propriétés macroscopiques. Ce sont : 

  

- Le modèle de pseudopotentiel optimisé de Shaw. Celui-ci est construit dans l’esprit de 

la méthode du défaut quantique (QDM) en ajustant ses paramètres sur les propriétés 

spectroscopiques de l’ion isolé. 

 

- le modèle de pseudopotentiel de Bachelet, Hamann et Schlüter (BHS). Ce modèle dit à 

«norme conservative», est construit à partir d’un calcul «all-electrons» pour un état de 

référence qui est celui de l’atome neutre isolé. 

 

- Le modèle de pseudopotentiel semi-empirique de Fiolhais et al. Avec ce modèle local et 

indépendant de l’énergie, les calculs sont beaucoup plus simples car les facteurs de forme 

«nu» ou écranté, ainsi que la «caractéristique-énergie-vecteur-d’onde normalisée» ont 

une forme analytique simple. 

 

       Dans le chapitre 2, nous donnons la décomposition de l’énergie totale d’un métal en 

un terme dépendant du volume et une contribution dépendant à la fois du volume et de la 

structure ionique. Cette deuxième contribution, comprend à la fois l’énergie 

électrostatique (énergie de Madelung) et l’énergie de structure de bande. Cette dernière 

peut être évaluée en terme de potentiel effectif inter-ionique. Le lien entre celui- ci et le 

modèle de pseudopotentiel de départ est réalisé par la «caractéristique-énergie-vecteur-

d’onde normalisée» dont nous rappelons l’expression analytique. 

       Le chapitre 3 est consacré aux définitions des grandeurs structurales dans le cadre de 

la mécanique statistique. Nous décrivons également deux méthodes analytiques dites des 

«perturbations thermodynamiques» qui permettent le calcul effectif de la structure 
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ionique. Cette approche théorique est basée sur l’approximation dite la Phase Aléatoire 

ou «Random Phase Approximation» (RPA). Divers raffinements apportés à la RPA 

conduisent à une méthode plus précise à savoir «l’Optimized Random Phase 

Approximation» (ORPA). La méthode ORPA donne des résultats plus réalistes et 

comparables à ceux obtenus par les méthodes de simulations numériques. L’intérêt de la 

RPA et de l’ORPA réside dans le fait que leurs mises en œuvre est plus rapide et permet 

de décrire les phénomènes physiques aux «petits angles». 

Dans le chapitre 4, nous définissons les propriétés structurales des liquides d’un 

point de vue microscopique. Un tel point de vue autorise une généralisation aux 

grandeurs structurales dépendant du temps. L’étude des systèmes hors équilibre est ainsi 

possible. Qui plus est, cette autre présentation est plus adaptée dans les calculs de la 

structure ionique par les méthodes de simulations numériques (Monte Carlo, dynamique 

moléculaire). Les propriétés dynamiques des liquides métalliques font appel au 

formalisme des fonctions de corrélation dépendant du temps dont certaines permettent de 

suivre le mouvement individuel des ions alors que d’autres permettent d’étudier leur 

mouvement collectif. Expérimentalement, l’étude des propriétés dynamiques requiert des 

mesures de structure par diffusion inélastique de neutrons. Après avoir exposé de manière 

succincte les fondements des méthodes de simulations numériques, nous discutons les 

résultats de calculs de la structure ionique et atomique par la dynamique moléculaire à la 

lumière de ceux obtenus par l’expérience. 

       Dans ce travail, l’une de nos principales contributions à la compréhension des 

propriétés des métaux liquides concerne l’extension de la théorie aux alliages binaires. 

Dans le chapitre 5, une application est faite à l’alliage à «gap de miscibilité» 0.390.61NaLi . 

Jusqu’à une époque récente, un tel alliage a fait l’objet de nombreux travaux théoriques. 

A partir des potentiels effectifs de paires calculés au chapitre 2, nous avons analysé de 

façon détaillée sa structure au chapitre 5. Les facteurs de structures partiels d’Ashcroft-

Langreth sont calculés tandis que le phénomène de ségrégation est étudié dans le 

formalisme de Bhatia-Thornton. 

       Finalement, dans la conclusion nous faisons une brève synthèse des principaux 

résultats de calculs obtenus. Nous apportons un éclairage nouveau sur la description des 

métaux simples par des potentiels effectifs de paires. Les perspectives de calculs 

ultérieurs relatifs aux propriétés dynamiques sont indiquées. 

 

       On notera que dans les calculs de la structure électronique (chapitres 1 et 2), nous 

avons adopté le système d’unités atomiques pour simplifier les expressions théoriques. 
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Dans ce système, si m est la masse de l’électron, e la charge élémentaire et h  la constante 

de Planck réduite, on pose : 1emh === . 
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Chapitre 1 
 

 

Modèles de pseudopotentiels pour les 
métaux simples 
 
 
 
1.1   Introduction 

Une longue pratique de calculs dans le champ de la physique de la matière dense 

a montré que l’étude de différents problèmes nécessite aussi bien des méthodes 

quantitatives exactes que des méthodes de calculs beaucoup plus simples qui permettent 

d’identifier les tendances et les traits qualitatifs de divers phénomènes. La méthode du 

pseudopotentiel s’inscrit dans un type de démarche intermédiaire car pour de nombreuses 

situations, son utilisation conduit à des résultats de calculs très satisfaisants et autorise en 

même temps une analyse qualitative. Celle-ci est une méthode de résolution parmi 

d’autres de l’équation de Schrödinger ou plus exactement de l’équation d’Euler-

Lagrange. Une telle équation est obtenue dans un calcul variationnel comme celui de 

Hartree-Fock (que nous rappelons) ou celui de Kohn-Sham (formalisme de la DFT). Les 

deux équations (Hatree-Fock et Kohn-Sham) ont la même forme qui est improprement 

appelée équation de Schrödinger mono-électronique. Il existe toutefois des différences de 

nature du potentiel d’interaction (auto-cohérent). Dans l’équation de Kohn-Sham le 

potentiel d’interaction est local et plus général que celui de nature nonlocale présent dans 

l’équation de Hartree-Fock. Dans l’équation de Kohn-Sham, les effets à N-corps (effets 

de corrélations) sont d’emblée incorporés. Historiquement le formalisme du 

pseudopotentiel s’appuie sur une transformation mathématique de l’équation de 

Schrödinger à une particule. Ceci demande la connaissance du potentiel auto-cohérent. 

Pour s’exonérer de cette contrainte, l’introduction de modèles de pseudopotentiels 

constitue une étape majeure dans les calculs de la structure électronique des métaux. 

Dans ce chapitre, nous présentons brièvement la théorie des pseudopotentiels et 

des modèles de potentiels, en incluant les modifications et les raffinements apportés par 

différents auteurs. Ainsi de nouveaux concepts sont introduits dans la théorie tels que 

l’optimisation de Shaw ou bien la «conservation de la norme» et la notion de 

transférabilité (BHS). Dans la méthode du pseudopotentiel, on assimile le métal à un 
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ensemble de pseudo-atomes (Ziman, 1964), de sorte qu’on doit distinguer deux régions 

délimitées par un rayon de cœur : à l’intérieur de ce rayon, le potentiel est faible et à 

l’extérieur de celui-ci, il est de type coulombien. De plus, ce rayon doit être suffisant 

pour contenir les électrons de cœur de l’atome, mais pas trop grand pour satisfaire à 

« l’approximation des petits cœurs ». Cette dernière approximation limite en principe la 

méthode aux métaux normaux (liaison s ou s-p). Dans nos calculs, nous utilisons trois 

types de modèles de pseudopotentiels. En premier lieu, nous décrivons en détail celui de 

Shaw (1968). Celui-ci est une version améliorée du potentiel proposé initialement par 

Heine et Abarenkov (1964). Le potentiel de Shaw est de type «premiers principes», 

nonlocal et dépendant de l’énergie. Ses paramètres sont déterminés à partir des propriétés 

de l’ion isolé (termes spectroscopiques) selon la méthode du défaut quantique (QDM). En 

second lieu, nous considérons le modèle de pseudopotentiel proposé par Bachelet et al. 

(BHS, 1982). Celui-ci est calculé à partir d’un calcul «all-electron» pour un état de 

référence qui est celui d’un atome isolé. Ce modèle est par construction nonlocal, 

indépendant de l’énergie et conserve la norme. Qui plus est, il est sensé être transférable 

pour d’autres configurations chimiques (métal, surface et interface). Dans nos calculs de 

structure électronique, nous considérons un modèle de pseudopotentiel local proposé par 

Fiolhais et al. (1995) construit pour un état de référence qui est celui du solide. Ses 

paramètres sont ajustés sur la densité électronique obtenue à partir d’un calcul de DFT. 

 

1.2   Equation de Schrödinger d’un métal 

La description quantique d’un système métallique formé de N  ions et aZ N  

électrons, où aZ  désigne le numéro atomique du métal, passe par la résolution de 

l’équation de Schrödinger contenant ( )a3 Z +1 N variables : 

 

( ) ( )M M i α M M i αr ,R , t r ,R , tH Φ = E Φ
r rr r

,                                  (1.1) 

où MH  est le hamiltonien du métal, MΦ , sa fonction d’onde propre et ME  est l’énergie 

du métal. La fonction d’onde du métal dépend des coordonnées de toutes les particules 

qui le composent 

( ) ( )M i α M 1 2 1 2Φ r ,R , t =Φ r ,r ,...;R ,R ,...; t
r r rr r r

,                                (1.2) 

Les grandeurs ir
r

 représentent les coordonnées des électrons et αR
r

 celles des noyaux. 

Le hamiltonien MH  du métal peut être développé comme suit : 
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M n e nn ee neH = T +T +V +V +V .                                (1.3) 

 

où les termes nT  , eT  , nnV , eeV  et neV  désignent respectivement les énergies cinétiques 

totales des noyaux et des électrons et les énergies potentielles totales d’interactions 

noyaux-noyaux, électrons-électrons, noyaux-électrons. 

 

Le hamiltonien MH  ne dépend pas explicitement du temps. Aussi, la dépendance 

temporelle de la fonction d’onde peut être séparée de sa dépendance spatiale en posant : 

 

( ) ( ) M
M i α M i α

iE tr ,R ,t r ,RΦ =Ψ e
r rr r

,                                  (1.4) 

 

où les états d’énergie ME  du métal et les fonctions d’onde MΨ  correspondantes sont 

données par les solutions de l’équation de Schrödinger aux états stationnaires : 

   

( ) ( )M M i α M M i αr ,R r ,RH Ψ = E Ψ
r rr r

.                                 (1.5) 

 

Il s’agit de résoudre l’équation de Schrödinger (1.5) pour un système renfermant 

un nombre pharamineux de particules en interactions ( 2310 N ≈ ). Cette équation reste 

trop complexe pour que ses solutions analytiques soient possibles. C’est pourquoi de 

nombreuses approches visant à la résoudre font appel à quelques approximations 

fondamentales que nous allons exposer par la suite. 

 

1.2.1   Approximation adiabatique (Born-Oppenheimer) 

En 1927, Born et Oppenheimer ont mis à profit le fait que la masse de l’électron 

est très faible comparativement à celle d’un noyau et donc que le mouvement de l’un est 

infiniment plus rapide que celui de l’autre, pour découpler ces deux mouvements. En 

d’autres termes, le mouvement d’ensemble des électrons suit «adiabatiquement» celui 

des noyaux. On peut alors supposer que la fonction d’onde du système s’exprime sous 

la forme du produit d’une fonction d’onde électronique ( )e i αΨ r ,R
rr

 et d’une fonction se 

rapportant au noyau ( )n αRΨ
r

: 

 

( ) ( ) ( )M i α n e i ααr ,R r ,RΨ =Ψ R Ψ⋅
r rr rr

.                                        (1.6) 

 

De sorte que : 
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( ) [ ] ( ) ( ) ( )e e i α e ne ee e i α e α e i αH Ψ r ,R = Τ + V + V Ψ r ,R = E R Ψ r ,R
r r r rr r r

.            (1.7a) 

et 

( ) ( ) ( ) ( )n n α n nn e α n α n n αH R = Τ + V + E R R = E RΨ Ψ Ψ 
 

r r r r

.                   (1.7b) 

 

Il reste à résoudre l’équation (1.7a) qui décrit le mouvement des électrons dans le 

champ des noyaux considérés comme fixes. C’est encore un problème à aZ N  électrons 

qui reste difficile à résoudre. C’est pourquoi on a recours à des approximations 

supplémentaires. 

 

1.2.2   Approximation mono-électronique  

Cette approximation importante nous permet de réduire le hamiltonien eH  à 

aZ N  électrons à un hamiltonien mono-électronique. Elle consiste à remplacer 

l’interaction entre aZ N  électrons par un potentiel moyen agissant sur un seul électron. 

Ce potentiel moyen est calculé à partir des fonctions d’onde décrivant les états occupés 

par les ( )aZ N-1  autres électrons. Comme ces états ne sont pas connus, ceci nécessite 

un calcul auto-cohérent pour obtenir ce potentiel incluant les effets d’échange. La 

méthode consiste à obtenir par la méthode variationnelle, un hamiltonien mono-

électronique en cherchant la fonction d’onde du système sous forme d’un déterminant 

de Slater. On obtient l’équation d’Hatree-Fock (1930), en minimisant l’énergie totale du 

système d’électrons : 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )rΨErΨrVrVrVTrΨH iiiéchcoul0iii

rrrrrr =+++= .        (1.8) 

 

où ( )rV0
r

 correspond à l’énergie d’interaction d’un électron avec les noyaux, ( )rVcoul
r

 

est l’énergie d’interaction coulombienne moyenne d’un électron avec les autres 

électrons de valence et ( )rVéch
r

 est l’énergie d’échange. 

 

Toutefois, l’équation mono-électronique (1.8), pour être correcte, doit inclure un terme 

supplémentaire qui correspond à un potentiel de corrélation ( )rVcor
r

. Soit : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )rΨErΨrVrVrVrVTrΨH iii

rV

coréchcoul0iii
rr

444444 3444444 21

rrrrr

r

=













++++= . 

(1.9) 
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1.2.3   Approximation des petits cœurs 

L’approximation des petits coeurs consiste à distinguer les électrons de coeur 

(électrons liés) de ceux qui participent à la liaison métallique. Cela revient à ignorer les 

corrélations entre les électrons de valence et les électrons de coeur ainsi que les 

corrélations entre les électrons de coeur appartenant à deux ions voisins. De plus, le 

cœur est supposé suffisamment petit pour que les états de cœur restent les mêmes dans 

l’ion libre et dans le métal. Cette hypothèse implique : 

 

•  qu’il n’y a pas de recouvrement des orbitales appartenant à des ions voisins de 

sorte que la seule interaction directe entre les ions soit la répulsion coulombienne. 

 

•  que le potentiel dans le cœur ionique dû aux électrons de conduction est 

considéré comme constant. 

 
 
Cette approximation convient pour les métaux simples, mais elle pose de sérieux 

problèmes dans le cas des métaux nobles et des métaux de transition du fait du 

recouvrement entre orbitales "d" appartenant à des ions voisins. Néanmoins, des efforts 

ont été entrepris pour étendre la théorie à ces types de métaux (Harrison 1969, 1972). 

 

1.3   Méthode des pseudopotentiels  

1.3.1   Principes généraux  

Certaines expériences (thèse Hellal, 2005) montrent que les surfaces de Fermi 

des métaux simples peuvent être décrites par le modèle des électrons presque libres. 

Ceci est étonnant, car le modèle est fondé sur le fait que le potentiel auquel sont soumis 

les électrons de conduction soit suffisamment faible par rapport à l’énergie cinétique 

pour être traité par la méthode des perturbations. Comment se fait-il qu’il donne de bons 

résultats, alors que l’interaction électron-ion dans le métal est très forte au voisinage de 

l’ion ?. La réponse à cette question peut être donnée dans le cadre de la théorie des 

pseudopotentiels. Cette théorie consiste à remplacer le potentiel auto-cohérent ( )rV
r

 

défini dans l’équation mono-électronique (1.9) par un pseudopotentiel qui conserve les 

caractéristiques du potentiel réel à longue distance, tout en restant peu profond dans le 

cœur ionique. Les états propres ( )kΨ r
r

 des électrons de conduction sont par définition 
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orthogonaux aux états de cœur. Ces états peuvent se décomposer en ondes planes 

orthogonalisées (OPW). Ainsi, on pose : 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )rP̂1qkP̂1karr k

OPW
q

qki
r

4434421

rrrrr
r

r

rr χ−=+−=Ψ=Ψ ∑ .               (1.10) 

 
où P̂  désigne l’opérateur de projection sur les états de cœur. La pseudo-fonction d’onde 

( )kχ rr

r
 est identique à la vraie fonction d’onde hors du cœur ionique, mais sa 

caractéristique principale est d’être moins oscillante que la vraie fonction d’onde à 

l’intérieur des cœurs (voir figure 1.1). 

 

 
Figure 1.1 : En haut : orbitale de valence (trait plein) et pseudo-orbitale (tirets), en bas : 
potentiel coulombien (trait plein) et potentiel modèle (points-tirets). 

 

A partir de cette décomposition, Phillipps et Kleinman (1959) ont proposé une 

réécriture de l’équation mono-électronique (1.9) comme suit : 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )rErP̂HErVT kkk

rW

k
rr

44 344 21

r
rrr

r

r χχ =
















−++ .                        (1.11) 

Nous pouvons constater que ce réarrangement purement formelle des termes de 

l’équation mono-électronique revient à introduire un potentiel d’orthogonalisation 

( )P̂HEk −r . Ce dernier permet de définir un pseudopotentiel ( )rW
r

 tel que la pseudo-

fonction d’onde ( )kχ rr

r
 soit solution de la pseudo-équation de Schrödinger : 
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( )[ ] ( ) ( )rErrWT kkk
rrr

rrr χχ =+ ,                                      (1.12) 

 
dont les valeurs propres kEr correspondant aux états de valence sont les mêmes que 

celles de l’équation (1.9). 

 

1.3.2   Théorie des perturbations  

Le pseudopotentiel ( )rW
r

 qui apparaît dans l’équation (1.12) est petit devant 

l’énergie cinétique T, car le potentiel d’orthogonalisation annule en partie le potentiel 

( )rV
r

 (Thèorème d’annulation) (Harrison 1966). C’est pourquoi le pseudopotentiel 

( )rW
r

 est alors traité comme une perturbation dans le cadre du modèle d’électrons 

libres. Dans la plupart des applications, la connaissance des valeurs propres de l’énergie 

au deuxième ordre est suffisante pour la description des propriétés métalliques. C’est 

pourquoi on ne conserve que le premier ordre dans le développement de la pseudo-

fonction d’onde. L’expression habituelle de l’énergie au second ordre est : 

 

( ) ( ) ( ) qkrWkkakrWk
2

k
E

0q
q

2

k
rrrrrrrr

r

rr +++= ∑
≠

.                       (1.13) 

La pseudo-fonction d’onde peut être développée en ondes planes : 
 

( ) qkkak
q

qk
rrrr

r

rr ++= ∑χ .                                                (1.14) 

où                            ( ) ( )








 +−

+
=

22
q

qkk

krWqk2
ka

rr

rrrr

r
r .           si  q 0≠r                           (1.15) 

où q
r

 représente le vecteur de diffusion d’un électron de conduction entre les états k
r

 

et k +q
r r

. La grandeur importante dans l’espace réel est le pseudopotentiel ( )rW
r

. Sa 

connaissance, nous permet de calculer les niveaux d’énergie kEr  . 

A partir des équations (1.13), (1.14) et (1.15) qui donnent l’énergie et la pseudo-

fonction d’onde, il apparaît clairement que la grandeur utile est l’élément de matrice : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) rderWe
1

krWqkq,kW rkirqki rrrrrrrr rrrrr

⋅⋅+−
∫Ω

=+= .                      (1.16) 
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Où Ω  est le volume du système. Cet élément de matrice peut être exprimé sous la 

forme du produit de deux quantités aux significations bien distinctes. 

 

En effet, dans l’approximation des petits cœurs, on assume la décomposition suivante : 

 

( ) ( )∑
=

−=
N

1i
iRrwrW

rrr
,                                           (1.17) 

de sorte que l’élément de matrice (éq. 1.16) s’écrit : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )q,kwqSrderwee
1

krWqk rkirqkiRqi- i
rrrrrrrr rrrrrrr

=′′
Ω

=+ ∑ ∫
′⋅′⋅+⋅

i

        (1.18) 

 
Dans la décomposition précédente apparaît: 

-  le facteur de structure ( ) i-iq.R

i

1
S q = e

Ω∑
rr

. Celui-ci dépend du vecteur de transfert q
r

 

et de la position des ions iR
r

.   
 

-  le facteur de forme ( ) ( ) krwqkNq,kw
rrrrrr

+= . 

  

Si le pseudopotentiel est local : 

 

                                                ( ) ( ) ( )qwqSq,kW =rr

.                                                 (1.19) 

avec                                        ( ) ( ) rderw
N

qw rqi rr rr⋅
∫Ω

=  

 

1.3.3   Facteur de forme individuel écranté  

 D’une façon générale le pseudopotentiel totale ( )rW
r

 se décompose en un 

pseudopotentiel ionique total ( )rW0
r

 et un potentiel d’écran définit par les trois derniers 

termes du potentiel ( )rV
r

 de l’équation (1.9). On admet la même hypothèse de 

superposition des pseudopotentiels individuels pour ( )rW0
r

 qui conduit à l’équation 

(1.18), ou (1.19) : 

( ) ( ) ( )qwqSq,kW 00 =rr

.                                               (1.20) 

Si 0w  est écrit sous la forme nonloc
0

loc
00 www +=  alors, il est possible de montrer que : 
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( ) ( ) ( ) ( )q,kqkrwqkNq,kw 00
rrrrrrrr

fv +=+= .                        (1.21) 

Le terme ( )qv  est la partie locale du facteur de forme non écranté ( )q,kw0
rr

. Le facteur 

de forme écranté dans les modèles de type Shaw-Heine-Abarenkov (1964,1968) peut 

écrire : 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )qq,k
qε

qq
q,kw d gf

vv +++= rrrr

.                            (1.22) 

( )qε  et ( )qdv  sont respectivement la fonction diélectrique et le potentiel local induit par 

la distribution de défaut de charge (quantité que l’on définira ci-dessous dans les 

paragraphes 1.3.4 et 1.3.5). ( )qg  une quantité de l’écrantage de la contribution 

nonlocale. 

 

Dans le cas d’un modèle local les facteurs de forme écranté et non écranté sont liés par : 

 

( ) ( )
( )qε

qw
qw 0= .                                                   (1.23) 

 

1.3.4 Lacune de charge ou «depletion hole» 

Cette quantité apparaît dans la théorie des pseudopotentiels en raison de la 

différence entre la fonction d’onde et la pseudo-fonction d’onde issues des équations 

(1.9) et (1.12). La densité électronique des équations de valence s’écrit comme suit : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rnrrrΨrΨrn dk
kk

*
kk

kk

*
k

FF

rrrrrr
+== ∑∑

≤≤
χχv .                (1.24) 

La densité de charge ( )rnd
r

 ainsi définie résulte du fait que la vraie fonction d’onde 

oscille fortement dans le cœur, alors que la pseudo-fonction d’onde est régulière 

(figure 1.1). La quantité ( )rnd
r

 est inconnue dans la théorie des pseudopotentiels. Shaw 

et Harrison (1967) ont pu montrer par la règle de «somme de Friedel» (Kittel 1967), que 

la valeur dρ  de la lacune de charge peut être exprimée en fonction de la dépendance en 

énergie du modèle de potentiel comme suit : 

 

( ) ( ) ( )∑ ∫
≤ Ω

∗
∂

∂
−=

F c
kk

k
k

k
kd rdr

E

Ew
r

rrr
r

r

r

r χχρ .                          (1.25) 
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où cΩ  est le volume du cœur ionique et Fk r  le vecteur d’onde de Fermi. Cependant, la 

distribution spatiale ( )rnd
r

 conduisant à la valeur de dρ  reste inconnue et il est 

nécessaire de faire les hypothèses sur cette dernière. Shaw (1968) exprime la 

transformée de Fourier de la distribution de la lacune de charge ( )rnd
r

 par : 

( ) ( )qM
Ω
N

qn dd ρ−= .                                                  (1.26) 

où ( )qM  est une fonction de modulation dont la forme est inconnue par principe. Pour 

notre part, nous supposerons que la lacune de charge est distribuée de façon uniforme 

dans le cœur de sorte que :      ( ) ( ) ( )0 C 2 CM q = j qR + j qR .                                 (1.27) 

 

où 0 1 2
C

R + 3R + 5R
R =

9
 est le rayon de coeur et lj  désignant la fonction de Bessel 

sphérique d’ordre l .  
 

D’autres expressions de la fonction de modulation ( )M q  ont été proposées et 

utilisées dans la littérature (Bretonnet 1982). Nous justifions notre choix par le fait 

qu’aucune indication tierce ne nous permet de préjuger de la nature de répartition. Il 

faut cependant exclure le cas d’une distribution ponctuelle qui conduit à un 

pseudopotentiel inter-ionique non physique. 

 

1.3.5 Théorie de l’écrantage  

Lorsque l’on considère la pseudo-équation de Schrödinger électronique, le 

pseudopotentiel total s’écrit : 

e0 VWW += .                                                  (1.28) 

eV  est le potentiel d’écran (ou potentiel de polarisation des électrons de valence), il 

correspond aux trois derniers termes de l’équation (1.9). Dans le cas général, compte 

tenu de la présence de la lacune de charge, eV  se décompose en deux contributions : 

dsce VVV += .                                                (1.29) 

 

scV  est le potentiel auto-cohérent résultant de la densité électronique, et dV  la 

contribution de la lacune de charge. L’expression scV  dans l’espace réciproque est : 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]qnqnqqV dscbe += v .                                    (1.30) 
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avec ( ) ( )[ ]qG1
q

π4
q XC2b −=v  est le terme coulombien résultant de la définition du champ 

auto-cohérent à partir de l’équation de Poisson. Le terme local ( )qGXC est un terme 

correctif d’échange et corrélation.  

L’expression de ( )qnsc  s’obtient à partir du développement en perturbation au second 

ordre de la pseudo-équation de Schrödinger. Il en résulte que la partie oscillante de la 

densité de charge des électrons de valence ( )rnsc  a une transformée de Fourier 

proportionnelle aux éléments de matrice ( ) krWqk
rrrr

+ , alors en usant de la notation 

de Hellal (2005) : 

( ) ( )Wˆqn 0sc χ−= ,                                          (1.31) 

 
où 0χ̂  est l’opérateur de la susceptibilité électronique. En général ( )rW

r
 n’est pas local. 

Si ( )rW
r

 est local, l’équation (1.31) se réduit à un simple produit dans l’espace 

réciproque : 

( ) ( ) ( )qWqWˆ 00 χχ = ,                                         (1.32) 

 
qui par conséquent correspond à un produit de convolution dans l’espace réel. 

L’expression de la susceptibilité électronique peut se mettre sous la forme :  

 

( ) 







=

F

F
0 k2

q
Ld

π
k4

qχ .                                      (1.33) 

Où Fk  est le vecteur d’onde de Fermi et Ld  est la fonction de Lindhardt (1954) définie 

par : 

η
η

η
ηη

−
+−+=








=

2

2
ln

8

4

2

1

k2

q
Ld

2

F
.                                   (1.34) 

Le potentiel d’écran (éq. 1.29) peut finalement s’écrire : 

 
( ) ( ) d0be WˆqV vv +−= χ .                                        (1.35) 

or on a, par la linéarité de ( )Wˆ0χ  : 

( ) ( ) e0000 VWˆWˆ χχχ += .                                       (1.36) 

ce qui permet d’écrire en reportant l’équation (1.36) dans (1.35) : 
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( )
ε

V
Wˆ

ε
V

V d
00

0
e +−= χ .                                         (1.37) 

en posant :        ( ) ( )[ ] ( )qqG1
q

π4
11qε 0XC20b χχ −+=+= v .                                (1.38) 

Le pseudopotentiel W est alors décomposé en parties locale et nonlocale comme suit : 

 

( )
ε
WˆV

W
ε

VW
W

nonloc
00bnonlocd

loc
0 χ−++= .                        (1.39) 

Par suite de la factorisation en pseudopotentiels individuels (éq. 1.17), on obtient 

l’expression (1.22) présentée plus haut. Après avoir posé : 

 

( ) ( )qqSkWqk loc
0 v=+

rrr

.                                     (1.40) 

( ) ( )qqSkVqk dd v=+
rrr

.                                     (1.41) 

( ) ( )q,kqSkWqk nonloc
0

rrrrr

f=+ .                                   (1.42) 

on obtient : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )qq,k
qε

qq
q,kw d gf

vv +++= rrrr

.                               (1.43) 

 
avec, en l’absence de masses effectives : 

( ) ( )
( )

( )
∑
≤ +

−Ω
=

Fkk
0

qk
0
k

b

EE

q,k
q

q2
qg

rrr

rr

fv

ε
.                                 (1.44)          

 

et                               ( ) ( )[ ] ( )qMqG1
Ω
N

q

π4
q XC2

d
d −= ρ

v .                                   (1.45) 

 

1.3.6 Effets d’échange et de corrélation 

La détermination de la correction du champ local ( )XCG q  (éq. 1.38) a été 

abondamment développée dans la littérature. Les efforts pour exprimer cette correction 

avec précision dans le cas des métaux s’expliquent en partie parce que cette grandeur, 

entre autres, a un rôle prépondérant sur la détermination de l’interaction effective inter-

ionique dans la région des premiers voisins. Dans son principe, cette correction 

s’obtient à partir de la dérivée fonctionnelle seconde de l’énergie d’échange et 
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corrélation ( )vXC nE , vn  étant la densité numérique du gaz d’électrons de valence 

(Pines 1963). ( )vXC nE  étant exprimée dans l’approximation LDA, si la variation de 

densité vnδ  est suffisamment faible, le potentiel d’échange et corrélation peut se 

développer au premier ordre, comme : 

 
( ) ( ) VXC0XCvXC nKnVnV δ+= .                              (1.46) 

avec :               ( ) ( )qG
q

π4
qK XC2XC −= .                                                                 (1.47) 

         Après avoir exprimé les différentes contributions à l’énergie des électrons de 

valence sous forme de développement limités analogues à celui utilisé dans l’expression 

(1.46), Hellal et al.(2005) ont montré que : 

 

( ) ( ) ( ) 2
0

XC
q

π4
q

1
q

1
qK- ++=

χR
.                                (1.48) 

 

( )
V

0
n
V

qR
δ
δ=  est la susceptibilité diélectrique (V0(q) désigne le potentiel ionique total 

exprimé dans l’espace réciproque). La fonction diélectrique électronique est par 

définition le rapport :  

 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )q

q

4π
qG11

qV

qV
qε 02XC

0 χ−−== .                          (1.49) 

où V(q) désigne le potentiel effectif de Kohn-Sham. 

Plusieurs expressions de ( )XCG q  ont été proposées dans la littérature. Celles qui 

semblent actuellement les plus réalistes sont celles de Vashista-Singwi (VS) (1972), 

Ichimaru-Utsumi (IU) (1981). Récemment, Hellal et al. (2003) ont obtenu de nouvelles 

expressions de ( )XCG q  que nous désignerons par la suite LFC-I et LFC-II (figure 1.2), 

obtenues à partir des résultats d’une étude Monte Carlo de la structure électronique d’un 

gaz d’électrons homogène (Ortiz-Ballone 1994). Leurs résultats sont sans doute les plus 

fiables actuellement. Les formes explicites de ces fonctions sont données dans 

l’annexe B. 
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Figure 1.2 : Fonctions d'échange et corrélation pour un rayon électronique rs=2. 
 

1.4   Familles de pseudopotentiels  

Les développements de la théorie des pseudopotentiels ont emprunté plusieurs 

voies conduisant à des modèles que l’on peut classer en plusieurs familles. L’une d’elles 

est fondée sur une approche opératorielle ou « operator approach ». Elle décrit les 

pseudopotentiels dits « first principles ». Ceux-ci, engendrés à partir du potentiel 

métallique ( )V r , sont nonlocaux et dépendant de l’énergie. Ils sont obtenus de manière 

particulière par orthogonalisation des fonctions d’onde des électrons de valence sur les 

états du cœur (méthode OPW) (Harrison 1966). Une construction plus générale a été 

proposée par Austin (1962), Heine et Weaire (1970) et Sham (1961). Une seconde 

approche théorique est basée sur le concept de « modèles de pseudopotentiels » et 

« potentiels modèles ». Ceux-ci sont générés à partir des propriétés spectroscopiques de 

l’ion isolé. Le modèle de Heine-Abarenkov (1964) est le prototype de cette seconde 

famille de pseudopotentiels. Plus récemment une équipe du « Bell Laboratory » 

(Bachelet et al., 1982) a publié plusieurs articles concernant des pseudopotentiels 

« transférables » et « conservant la norme ». Ces potentiels sont construits à partir de 

l’équation de Kohn-Sham (1965) pour un état de référence qui est celui d’un atome 

isolé. Une autre famille de pseudopotentiels est constituée de modèles 

phénoménologiques dont les propriétés sont plutôt ajustées sur les propriétés 

métalliques. Le modèle de Fiolhais et al. (1995) etc… 
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1.4.1   Pseudopotentiels modèles : OMP de Shaw 

Dans les années 1960, Heine et Abarenkov (1964, 1965) ont été les premiers à 

introduire et à discuter une nouvelle manière de construire des modèles de 

pseudopotentiel qui s’avèrent être plus facile d’emploi, grâce à leur formulation, que la 

méthode des pseudopotentiels « first principles ». 

Ces modèles de pseudopotentiel sont nonlocaux et dépendent de l’énergie. Ils 

sont construits pour un état de référence qui est celui de l’ion libre. On place ensuite 

l’ion dans son environnement métallique de sorte que les interactions entre les électrons 

de conduction et des autres ions doivent être prises en compte. Cette opération produit 

un décalage en énergie, nommé « core shift », de sorte que les paramètres du modèle 

sont modifiés. Enfin, les interactions entre les électrons de conduction sont prises en 

compte dans un écrantage auto-cohérent du modèle de potentiel. 

 

Le premier modèle de potentiel a été fourni par Heine et Abarenkov (1964, 

1965). Il a pour forme : 

( )
( ) M

=0
0

v
M

- A E P r <R
w r

Z
- r > R

r

∞
= 



∑ l l

l .                                      (1.50) 

 

où m m

m=-

P = Y Y∑
l

l l l

l

 est l’opérateur de projection dans les sous espaces de moment 

cinétique l  dans lequel mY
l

 désignent les harmoniques sphériques. Les paramètres 

( )A E
l

 sont ajustés initialement sur les données spectroscopiques de l’ion libre. En fait, 

en raison de l’absence des données nécessaires au calcul des termes d’ordre supérieur à 

= 2l , Abarenkov et Heine posent : 2A A=
l

, 2∀ >l . Avec cette approximation, le 

potentiel s’écrit : 

( )
( ) ( )2 1 2 0 2 0 M

0 v
M

-A - A -A P - A -A P r <R
w r = Z

- r >R
r







l

.                   (1.51) 

 

Des progrès théoriques relatifs aux modèles de potentiels sont apportés 

ultérieurement par divers auteurs : Shaw et Harrison (1967) et  Shaw (1968). Ainsi 

Shaw (1968) a introduit une condition d’optimisation tandis que Hallers (1974) a utilisé 

une combinaison du modèle de H-A et de Shaw. Shaw a optimisé le modèle de H-A en 

proposant deux améliorations. 
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          - La première consiste à remplacer le potentiel dans le cœur par ( )lA E  

uniquement si les valeurs expérimentales le permettent 0≤l l , 0l  désigne le moment 

cinétique orbital le plus élevé présent parmi les électrons de cœur. Pour les valeurs de 

0> l l , il propose d’utiliser le vrai potentiel qui est suffisamment faible pour que la 

théorie des perturbations s’applique. 

 

          - La deuxième amélioration de Shaw consiste à choisir un rayon ( )R E
l

 différent 

pour chaque valeur de l  en introduisant le critère d’optimisation :  

   ( ) ( )
vZ

A E =
R E

l

l

.                                              (1.52) 

 

Ce critère réduit les oscillations du facteur de forme en supprimant la discontinuité non 

physique en MR  dans le cas du modèle de Heine-Abarenkov (éq. 1.50 ou 1.51). Le 

modèle de potentiel de Shaw pour l’ion libre s’écrit alors : 

 

( )
( )

0
v v

=0
0

v

Z Z
- - A E - P r < R

r rw r =
Z

- r > R
r

  
    




∑
l

l l l

l

l

.                           (1.53) 

 

La détermination des paramètres ( )A E
l

 du modèle de Shaw est détaillée dans les 

articles originaux et la synthèse qui a été faite par Bretonnet (1982) et Hellal (2005). 

 

1.4.1.1   Notion de « core shift » 

L’équation de Schrödinger décrivant un électron dans le métal à l’énergie de 

Fermi est donnée par : 

 

( ) ( ) ( ) ( )rErrVrwT F
i

ei
ssrr χχ =








++∑ .                          (1.54) 

Dans cette équation, les potentiels ioniques ont été remplacés par des pseudopotentiels 

écrantés. Le potentiel ( )eV r
r

 représente l’interaction d’un électron de valence avec les 

autres électrons de valence. L’équation (1.54) se réécrit pour le èmej  ion : 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rεrrVrwErrwT F

CS

ji
eiFj

rs

44 344 21

rrsr χχχ =



















−−=+ ∑
≠

.                  (1.55) 
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Dans l’équation précédente, il apparaît le décalage en énergie entre l’ion libre et l’ion 

dans le métal, appelé décalage de cœur ou « core shift » (CS) : 

 

( ) ( )∑
≠

−=
ji

ei rVrwCS
rr

.                                          (1.56) 

Toutes les approximations nécessaires pour le calcul de l’énergie de Fermi FE , 

dans une échelle d’énergie absolue sont décrites en annexe A. Pour plus de détails, le 

lecteur est aussi renvoyé aux articles originaux de Shaw et al. (1967-1970) et la 

synthèse qui a été faite par Gasser (1982) ou Hellal (2005). Le « core shift » déterminé 

selon la méthode d’Animalu-Heine (A-H) (1965) ou bien Ballentine et Gupta (1971) 

nécessite la connaissance des données expérimentales relatives à l’énergie d’ionisation 

et l’énergie de cohésion du métal (voir tableau 1.1). Cette méthode n’est pas applicable, 

aux cas des alliages pour lesquels ces données ne sont pas toujours disponibles. Pour 

cela, Taut et Paash (1972) utilisent une méthode de calcul auto-cohérent qui est en 

pratique utile que dans le cas des faibles concentrations de l’un des éléments de 

l’alliage. Par la suite, la méthode de Taut et Paash a été adaptée par Hallers et al. (1974) 

et Hellal (2005) pour le cas des alliages à forte concentration.  

Dans ce présent travail, le modèle de Shaw est noté OMP-I lorsque le «core 

shift» est calculé selon la méthode d’A-H, et OMP-II lorsque le « core shift » est obtenu 

à partir d’un calcul auto-coherent. Les paramètres du modèle pour l’ion dans son 

environnement métallique sont alors ceux présentés dans le tableau (1.2). Notre 

principale contribution est le calcul auto-cohérent de l’énergie de Fermi dans une 

échelle absolue ainsi que la détermination du « core shift » dans le cas des métaux 

alcalins sans faire appel aux énergies expérimentales d’ionisation et de cohésion 

(Harchaoui et al. 2009). 

 

 
  

Li 
 

Na 
 

K 
 

EMI (u.a) 
 

ECO (u.a) 

 

0.1981 
 

0.0582 

 

0.1889 
 

0.0414 

 

0.1595 
 

0.036 

 
Tableau 1.1 : Données expérimentales relatives aux énergies d’ionisation EMI et de cohésion 
ECO (Ese et Reissland 1973). 
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Li 
 

Na 
 

K 

 
 

 
0=l  

 

( )A 0
l

 

( )
( )0

A E

E

∂ 
 ∂ 

l

( )FA E
l

 

 
 0.291 

 
-0.182 

 
0.326 

 
0.262 

 
-0.229 

 
0.305 

 
 0.189 

 
-0.311 

 
0.247 

 
 

 
 

1=l  

 

 

( )A 0
l

 

( )
( )0

A E

E

∂ 
 ∂ 

l

( )FA E
l

 
 

 
- 
 
- 
 
- 

 
0.343 

 
-0.097 

 
0.361 

 
0.228 

 
-0.165 

 
0.259 

 

 
Tableau 1.2 : Valeurs des paramètres du modèle de pseudopotentiel OMP-II que nous avons 
calculées à l’énergie de Fermi pour les métaux à étudier. 

 

1.4.2   Modèle de potentiel à « norme conservée » : BHS 

Les modèles de pseudopotentiels à « norme conservée » ont été introduits par 

Hamann, Schlüter et Chiang (HSC, 1979) puis discutés par Bachelet, Hamann et 

Schlüter  dans un article fameux (BHS, 1982). Un pseudopotentiel de ce type est 

construit pour chaque valeur du moment angulaire l  et doit pour une configuration 

électronique donnée (pas forcement l’état fondamental) satisfaire les propriétés 

suivantes : 

 

• Pour une configuration électronique choisie (atome neutre), les valeurs propres du 

hamiltonien exact et du pseudo-hamiltonien doivent coïncider pour les énergies 

autres que celles relatives aux orbitales de cœur. 

 

• Les orbitales et les pseudo-orbitales des électrons de conduction sont identiques 

au delà d’un certain rayon cR . 

 

• Condition de la conservation de la norme: la pseudocharge contenue à l’intérieur 

de la sphère de rayon cR  est égale à la charge exacte. Avec cette propriété, le 

problème de la lacune de charge est d’un modèle de pseudopotentiel dépendant de 

l’énergie est éludé. 

 

• Les dérivées logarithmiques de la fonction d’onde ( )rΨ
r

 et de la pseudo-fonction 
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d’onde χ  coïncident pour cr = R  
 

c cr=R r=R

d LogΨ d Logχ
=

d Logr dLogr

   
   
   

.                          (1.57) 

 

• La même condition s’applique à la dérivée de cette quantité par rapport à 

l’énergie: 

 

c cr=R r=R

d d LogΨ d d Logχ
=

dE d Logr dE dLogr

   
   
   

.                        (1.58) 

 

Ceci assure que les propriétés de diffusion des électrons par le potentiel réel et 

par le modèle de pseudopotentiel soient les mêmes pour toute une certaine gamme 

d’énergie. Le modèle de potentiel est de ce fait sensé être transférable à un 

environnement métallique. Dans cette partie, nous n’allons pas discuter la complexité de 

la mise en œuvre du modèle de BHS. Celle-ci a été notamment détaillée dans la thèse de 

Koubaa (1990) et de Hellal (2005). Nous rappelons seulement les principales 

expressions relatives à ce modèle de pseudopotentiel (voir aussi l’article original). 

 

Le pseudopotentiel ionique total de BHS (1982) a pour expression : 
 

( ) ( )( )ion ion SO
ps

=0

V (r) = P V r + V r L.S
∞

 
 ∑ l l l

l

rr

.                              (1.59) 

 

avec :                                  ( ) ( ) ( )ion ion
coreV r = V r + ∆V r

l l
.                                    (1.60) 

 

ionV
l

 est le potentiel ionique. 

SOV
l

 est le potentiel spin-orbite. 

coreV  décrit la contribution locale, c’est un potentiel de cœur. 

ion∆V
l

est une correction nonlocale sur le potentiel. 

      lP   est un opérateur de projection dans les sous espaces de moment cinétique l . 

 
BHS donnent les expressions suivantes :  

 

( ) ( )( )2 1 2core corev
core i i

i=1

Z
V r = - C erf α r

r
 
 
 
∑ .                                   (1.61) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
i

3
-α rion 2

i i+3
i=1

∆V r = A + r A e 
 ∑ l

l
l l .                                   (1.62) 
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Les paramètres core
iC , core

iα et iα  sont tabulés par (Bachelet et al. 1982). Ici, ils sont 

reproduits dans les tableaux (1.3) et (1.4). Les paramètres iA  sont calculés à partir des 

constantes core
iC suivant une procédure détaillée dans la thèse de Koubaa (1990) et celle 

de Hellal (2005). 

 
 

ATOME l  1α  2α  3α  
 

Lithium 
Core 

0 
1 
2 

1.84 
1.10 
2.48 
0.33 

0.73 
1.23 
7.47 
0.46 

- 
1.42 
8.20 
0.62 

 
Sodium 

Core 
0 
1 
2 

1.71 
0.99 
0.51 
0.38 

0.50 
1.10 
0.65 
0.55 

- 
1.24 
0.84 
0.73 

 
Potassium 

Core 
0 
1 
2 

1.42 
0.58 
0.39 
2.84 

0.26 
0.64 
0.56 
3.12 

- 
0.71 
0.73 
55.36 

 

Tableau 1.3 : Paramètres iα  du potentiel de BHS (1982). 
 

ATOME l  1c  2c  3c  4c  5c  6c  
 

Lithium 
Core 

0 
1 
2 

 2.9081 
-1.4520 
-0.0046 
-0.6347 

-1.9081 
 0.2543 
-0.1402 
-0.5406 

- 
 0.0381 
 0.1055 
-0.1712 

- 
 0.0581 
 0.1259 
-0.0055 

- 
-0.0004 
 0.0241 
-0.0300 

- 
-0.0114 
 0.0122 
 0.0316 

 
Sodium 

Core 
0 
1 
2 

 5.1815 
-2.4718 
-1.6202 
-0.9415 

-4.1815 
 0.3334 
-0.4908 
-0.9710 

- 
 0.0619 
-0.0861 
-0.2336 

- 
 0.0890 
 0.0375 
-0.0593 

- 
-0.0014 
 -0.0161 
-0.0228 

- 
-0.0123 
 0.0070 
 0.0455 

 
Potassium 

Core 
0 
1 
2 

6.3140 
-3.9287 
-3.2276 
 2.0774 

-5.3140 
 0.2938 
-0.4254 
-0.7044 

- 
-0.0613 
-0.1754 
-0.1248 

- 
 0.1062 
 0.0803 
-0.3174 

- 
 0.0000 
 0.0067 
-0.0802 

- 
-0.0092 
 0.0111 
-0.0004 

 

Tableau 1.4 : Paramètres ic  du potentiel de BHS (1982). 

 

1.4.3   Modèle de potentiel de Fiolhais et al.  

Le modèle de Fiolhais et al. (1995, 1996) est local et indépendant de l’énergie. 

Construit pour un état de référence qui est celui de l’état solide, il se présente comme un 

raffinement du modèle du jellium (Fiolhais et al., 1992). Il  comprend deux paramètres 

α  et MR  (tableau 1.5) ajustés sur la densité électronique calculée par la DFT. Ces 

paramètres sont déterminés pour toute une série de métaux simples (Fiolhais et al.1996) 



 35 

de telle sorte que pour chaque métal, trois caractéristiques de la densité sont reproduites 

(modèle dit individuel) ou bien seulement deux caractéristiques (modèle dit universel). 

 

Le modèle de potentiel de Fiolhais et al. s’écrit dans l’espace réel comme suit : 
 

( ) ( ) ( )v
0

M

Z 1
w r 1 1 x Aexp -x

R x
β = −  − +  −  

 
.                       (1.63) 

 

avec 
M

r
x =

R
, MR  étant le rayon de cœur et 0α > . 

Au voisinage de r = 0, ce pseudopotentiel est fini mais non nul et son développement 

limité est : 

 

( ) [ ]{
2

2 3 2v
0

3
4 3

Z 1 x 1
w r = - A x A A

r 2 2 3

x 1
A

6 4

α β α α β α α β

α α β

   − − + − + + + − −      

 + − + + +    
LL

. 

(1.64) 

Les dérivées première et troisième du modèle doivent tendre vers zéro pour r = 0. De 

sorte que β  et A  s’expriment en fonction de α  selon les relations : 

 

( )
3

2

2

4 1

α αβ
α

−=
−

          et           
2

A
2

α α β= −                            (1.65) 

Le facteur de forme sans l’effet d’écran du modèle de Fiolhais, a pour expression 

analytique : 

 

( ) ( )0 0
0

1
k +q w k = exp -iq.r w r dr

Ω ∫
r rr r r r

.                                  (1.66) 

Soit : 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
v M

0 2 2 2
0 M M

2 22 22
M M

4πZ R 1 1
w q -

Ω qR qR

2 2A

qR qR 1

α

α β

α


= +

+


+ + 

   + +     

.                (1.67) 
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Li 
 

Na 
 

K 
U 3.546 3.074 2.806  

α  
I 4.113 3.499 3.321 

U 0.361 0.528 0.745  

MR (u.a) 
I 0.342 0.494 0.683 

 
Tableau 1.5 : Valeurs calculées de α  et MR  dans les cas universel (U) et individuel (I). 
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Chapitre 2 
 

 

Energie totale dans un métal : potentiel 
effectif inter-ionique  
 
 
 
2.1   Introduction 

La description des interactions inter-ioniques dans la matière dense est d’un 

intérêt considérable. Dans le cas des métaux, une telle description par un potentiel 

effectif de paire est le plus souvent réaliste. Cependant, sa détermination nécessite au 

préalable, un traitement quantique du comportement des électrons de conduction. La 

méthode du pseudopotentiel répond assez bien à cette exigence (Cohen 1963, Harrison 

1966, Kahl et al. 1988). Une autre approche consiste à le déterminer à partir des 

données expérimentales du facteur de structure ionique obtenues par diffusion rayon X 

ou de neutrons. Bien que la relation entre le potentiel de paire et le facteur de structure 

soit biunivoque, la démarche est toutefois sujette à caution car en pratique, elle est basée 

sur une théorie statistique avec des hypothèses plus ou moins fondées. L’approximation 

dite de la phase aléatoire («Random Phase Approximation» RPA) en est un exemple 

bien connu. L’approche inverse, à savoir la détermination du facteur de structure à partir 

de la connaissance précise du potentiel effectif de paire construit dans le formalisme du 

pseudopotentiel, est le plus souvent envisagée par de nombreux auteurs. On peut citer : 

Bretonnet et al. (1985), Kahl et al. (1988) qui ont utilisé les modèles de Shaw et 

d’Ashcroft. Leurs résultats de calcul théoriques du facteur de structure ionique sont 

souvent conformes  aux données expérimentales. 

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement, les principales étapes de calcul du 

potentiel effectif de paire dans le cas d’un métal pur et dans le cas d’un alliage. La 

connexion avec la méthode du pseudopotentiel est alors montrée. Une application du 

formalisme aux métaux alcalins à l’état liquide, est faite en utilisant le modèle de 

pseudopotentiel de Fiolhais et al. (1995), de Bachelet et al. (1980) et de Shaw (1968).  
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Nous utiliserons l’écrantage local et nous discuterons l’effet de la fonction diélectrique 

sur le potentiel effectif. 

 

2.2   Evaluation de l’énergie totale 

Dans l’évaluation de l’énergie totale du métal (Harrison 1966, Stroud 1972, 

Heine 1970), on remarque qu’il y a deux contributions qui proviennent des interactions 

inter-ioniques directes et de l’énergie électronique, si on laisse à part l’énergie cinétique 

des ions qui a été ignorée en faisant l’approximation adiabatique et qui est fournie par la 

physique statistique classique : Tkmv B2
32

2
1 = . De ces deux contributions, il est 

possible d’extraire un terme qui dépend de l’arrangement des ions et qui s’exprime en 

termes de potentiel effectif. 

 

•  Interaction inter-ionique directe 

L’énergie d’interaction directe entre les ions est : 
 

2
v

d
α β α β

1 Z
E =

2N R -R≠
∑

%

r r  .                                             (2.1) 

 

Elle se met dans l’espace réciproque sous la forme : 

 

( ) ( )α β
2 2

-iq. R -R 2v v
d 2 2

q 0 α β α q 0

1 4πZ 1 4πZ
E = e = S q

2N q 2N q≠ ≠ ≠Ω Ω∑ ∑∑ ∑
r rr

r r

% %

.              (2.2) 

 

où v v dZ = Z -ρ%  est la valence effective et dρ  est la lacune de charge. 

 

•  Energie électronique 

L’énergie électronique est obtenu à partir des valeurs propres de l’équation de 

Schrödinger (éq. 1.12) du modèle de potentiel calculé au second ordre des perturbations 

est donnée par : 

( ) ( ) ( )∑ ∑
≤ ≠ 











+++=

Fkk 0q
q

2

el qkrWkkakrWk
2

k
N
1

E
rrrrrrrr

r

r .               (2.3) 

 
où ( )W r

r
 est le facteur de forme écranté dans l’approximation du champ auto-cohérent 

qui contient les interactions électron-ion et électron-électron. Cependant, ce terme 

comptabilise deux fois le terme d’interaction électron-électron qu’il faut alors 

retrancher. L’énergie d’interaction entre électrons que l’on retranche s’obtient en 
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intégrant le produit de la distribution spatiale de la charge d’écran ( )en r  par le potentiel 

d’écran ( )H
eV r , 

( ) ( ) rdrVrn
2N
1

E H
eee

rrr

∫= .                                        (2.4) 

       Dans les trois contributionsdE , elE  et eeE , on constate qu’il manque les 

composantes qui correspondent à 0q = . Il se trouve que les trois contributions 

manquantes divergent lorsqu’elles sont prises individuellement alors que leur somme 

converge. Plusieurs combinaisons des termes énergétiques peuvent être envisagées 

(Harrison 1966, Heine et Weaire 1970, Stroud et Ashcroft 1972) mais la plus pratique 

ici est celle qui fait apparaître explicitement l’énergie dépendant de la structure( )U R , 

car elle permet d’introduire le potentiel effectif ( )αβV R  nécessaire pour le calcul de la 

structure des liquides. Cette énergie regroupe le terme d’interaction directe dE  et un 

terme d’interaction indirecte qui est obtenu à partir d’une grandeur appelée énergie de 

structure de bande bsE . Toutes les contributions restantes dépendent du volume sont 

rassemblées dans un terme ( )U V  dont nous ne donnerons pas l’expression car il 

n’intervient pas dans le calcul du facteur de structure des liquides métalliques. 

Formellement, l’énergie totale par ion se met sous la forme : 

 

( ) ( )RUVUTk
2

3
E B ++= .                                            (2.5) 

 

2.3   Energie de structure de bande 

Celle-ci est une contribution à l’interaction ion-ion due aux électrons de valence. 

Elle est définie comme la somme du terme du second ordre de elE (éq. 2.3) et de  

eeE (éq. 2.4) (Harrison, 1966), soit : 

 

( )
( ) ( )qVqn

2qkk

q,kW2

N
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E H
e

0q

0

kk 0q
22

2

bs
F
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+−
=

rr

r

rr

rr

.               (2.6) 

 
En utilisant l’équation de Poisson et la relation (1.18), on obtient : 
 

( ) ( )2

bs
q 0

E = S q F q
≠
∑
r

.                                                     (2.7) 

 

où ( )F q est la fonction énergie-vecteur-d’onde introduite par Harrison (1966) et dont 
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l’expression, dans le cas du potentiel de Shaw (1968), est : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )
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    où                                 ( ) ( )
∫

≤ +−
=

Fkk
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2

2
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πq

4
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rr
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f
.                                    (2.9) 

 
 La fonction ( )F q  dépend du volume de l’échantillon du métal. Elle tend 

rapidement vers zéro aux grandes valeurs deq . Shaw (1970) a montré également que 

( )F q  se comporte comme 
2
v
2

0

2πZ
-
Ω q

%

 lorsque q  tend vers zéro, ce qui l’a conduit à définir 

une caractéristique-énergie-vecteur-d’onde normée ( )NF q  ou fonction de Cochran 

(1963) définie par : 

 ( ) ( )
2

0
N 2

v

q
F q = - F q

2πZ

Ω
%

.                                                (2.10) 

 

Le profil typique de ( )NF q  est montré sur la figure 2.1. Celle-ci tend vers 1 aux petits 

vecteurs d’onde et a pour expression dans le cas général (Hellal, 2005) :  
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   (2.11) 

 
L’énergie d’interaction indirecte est extraite de l’énergie de structure de bande. En effet, 

en introduisant l’expression du facteur de structure dans l’équation (2.7) il apparaît que : 

 

( ) ( ) ( )α β-iq. R -R

bs
α β α q 0 q 0

1 2 1
E = F q e F q

2N N N≠ ≠ ≠

+∑∑ ∑ ∑
r rr

r rr r

.                          (2.12) 

 
Le second terme de l’équation (2.12) ne dépend que du volume. Quant au premier terme 

qui dépend explicitement de la structure, il constitue le terme d’interaction indirecte et 

va permettre de définir le potentiel effectif inter-ionique.  
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Figure 2.1 : Fonction caractéristique-énergie-vecteur-d’onde normalisée ( )NF q . 

 

2.4   Expression du potentiel effectif inter-ionique 

Cette grandeur a un intérêt considérable puisqu’elle permet de déterminer la 

structure ionique ainsi que les propriétés de transport atomique. Pour obtenir le potentiel  

effectif, on regroupe le terme d’interaction directe dE avec le terme bsE  qui dépendent 

tous deux de la structure, soit : 

 

( ) ( ) ( )[ ]
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α αβ

α αβ 0q
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2
vRRqi

RRV
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.                      (2.13) 

 

Après avoir remplacé la somme discrète par une intégrale sur q
r

, le potentiel effectif 

( ) ( )α βV r V R -R≡
r r

 s’en déduit naturellement (Hafner, 1986) :  

 

( ) ( ) ( )2
v

N

0

sin qrZ 2
V r = 1 - F q dq

r π q

∞ 
 
 

∫
%

.                                 (2.14) 

Il est clair que si on connaît la fonction énergie-vecteur-d’onde normalisée qui 

est issue du formalisme des modèles de potentiel, on peut alors calculer le potentiel 

effectif. Celui-ci permettra ultérieurement de déterminer le facteur de structure des 

liquides métalliques à partir des propriétés microscopiques de la matière. 
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On peut également tenir compte des effets d’échange et de corrélation en 

modifiant la fonction ( )NF q  conformément à la démarche de Shaw (1970). Les calculs 

sont identiques à ceux qu’on a faits pour le facteur de forme (paragraphe 1.4.3). En 

définitive, la fonction ( )NF q  doit être remplacée par : 

 

( ) ( ) ( )XC
N N NF q = F q +∆F q                                        (2.15) 

Avec 
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= .                (2.16) 

Toutes les quantités qui se trouvent dans l’expression précédente ont été déjà définies. 

 
2.5   Extension de la théorie aux alliages binaires 

Jusqu'à présent, nous nous sommes limités à l’étude des interactions entre paires 

de particules pour un corps pur. Il convient maintenant d’adapter le formalisme au cas 

des alliages métalliques liquides. La généralisation est immédiate. Les quantités déjà 

considérées (facteur de forme, lacune de charge, potentiel effectif, etc.) sont maintenant 

relatives à chacune des espèces chimiques de l’alliage: ce sont des grandeurs partielles. 

Leurs expressions sont définies dans la partie suivante. 

 

•  Facteur de forme 

Le facteur de forme écranté pour les corps purs a été défini précédemment 

suivant les relations (1.22). On peut étendre ces relations aux alliages et ainsi établir un 

facteur de forme pour chaque constituant de l’alliage suivant les relations suivantes : 
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qq
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= rrrr

f
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.                  (2.17) 

où les grandeurs exprimées précédemment pour les corps purs s’expriment dans le cas 

des alliages : 
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( )qav  et ( )qbv  sont les parties locales des facteurs de forme correspondant à chaque 

type d’atome. ( )q,ka
rr

f  et ( )q,kb
rr

f  sont les parties nonlocales. 

Les termes ( )qa
dv  et ( )qb

dv  représentant la contribution fournit par la prise en compte de 

la lacune de charge dans les calculs. Ils sont nuls dans le modèle de BHS. 

 

•  Potentiels effectifs 

L’équation (2.14) du potentiel dans le cas d’un composé pur s’écrit dans le cas 

d’un alliage de la façon suivante : 
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où a
vZ%  est la valence effective de l’espèce chimique a  tandis que ( )qFN

ba,  est la fonction 

énergie-vecteur-d’onde normée définie précédemment qu’il va falloir établir dans le cas 

de l’alliage. 

 

•  Fonction énergie-vecteur normée d’alliage 

La fonction énergie-vecteur-d’onde définie au paragraphe 2.2 pour les corps purs 

est étendue aux alliages (Hellal 2005). Elle s’écrit alors : 
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2
N
ba, −= .                                        (2.22) 

où ( )abF q est la fonction énergie-vecteur-d’onde : 
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2.6   Présentation des potentiels effectifs 

2.6.1   Cas des métaux purs : Li, Na et K  

Plusieurs études fondées sur la méthode du pseudo-potentiel ont été consacrées 

aux potentiels effectifs inter-ioniques ( )V r  relatifs aux métaux simples (Harrison, 
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1966; Heine et Weaire, 1970 ; Regnaut, 1981; Bretonnet, 1982; Hafner, 1986; Hafner et 

Heine, 1986; Boulahbak, 1996 ; Nigon, 2002, Hellal, 2005). Leurs traits caractéristiques 

bien connus et discutées plus loin, sont montrés sur les figures (2.2 à 2.4). 

Qualitativement, le profil d’un potentiel effectif a une partie fortement répulsive aux 

courtes distances. Aux grandes distances, celui-ci montre des oscillations régulières 

mais amorties, connues sous le nom d’oscillations de Friedel (1954). Elles ont pour 

origine l’existence d’une singularité logarithmique en Fq=2k  dans la fonction 

diélectrique. Dans le cas des alcalins, les oscillations sont très amorties et elles ne sont 

pas visibles dans nos figures. Aux distances intermédiaires, le potentiel effectif a un 

profil beaucoup plus complexe. Il résulte de l’interférence entre les oscillations de 

Friedel et la partie répulsive du potentiel. Celui-ci est caractérisé par un diamètre de 

cœur cR  que l’on peut considérer comme le premier nœud du potentiel effectif. 

Afin de les utiliser dans des calculs de la structure ionique (Chapitres 4 et 5), 

nous avons réalisé les calculs du potentiel effectif inter-ionique pour les trois éléments 

chimiques suivants : Li, Na et K en utilisant le pseudopotentiel de Fiolhais et al. (1995), 

de Bachelet et al. (1980) et de Shaw (1968). Ce dernier est noté OMP-I si le «core shift» 

est calculé selon la méthode d’Animalu et Heine (1965). Si au contraire, le «core shift» 

est obtenu à partir d’un calcul auto-cohérent (Hallers et al. 1974, Hellal 2005), le même 

modèle de Shaw est noté OMP-II. Afin de permettre une discussion plus détaillée des 

potentiels effectifs certains de leurs caractéristiques ont été regroupés dans le tableau 

2.1. 

Nous avons représenté sur les figures 2.2 les potentiels effectifs de Li, Na et K 

avec les différents modèles de pseudopotentiel en utilisant la fonction d’échange et 

corrélation de Vashista-Singwi (VS). On constate que pour tous les alcalins, quelque 

soit le modèle de pseudopotentiel, le potentiel effectif  présente un minimum négatif. 

On remarque également que la profondeur de ce minimum est plus grande pour les 

modèles « ab initio » surtout dans le cas du modèle BHS. En revanche, la profondeur de 

ce minimum est moins prononcée pour le modèle de Fiolhais et al. En ce qui concerne 

les alcalins et en comparant les courbes des potentiels calculées avec OMP-I et OMP-II, 

on constate que l’effet du « core shift » a une faible incidence dans le cas du lithium 

(figure.2.2.a). Cet effet est négligeable dans le cas du sodium et du potassium 

(figure.2.2.b et 2.2.c). 

L’examen de l’influence de l’écrantage sur les potentiels effectifs des alcalins 

peut être fait en observant l’allure des potentiels effectifs montré sur les figures 2.3. Ces 

potentiels effectifs ont été calculés avec OMP-II et différentes fonctions diélectriques 
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les mieux fondées d’un point de vue physique ; à savoir : VS (1972), IU (1981) et, 

celles plus récentes, LFC-I et LFC-II (Hellal et al., 2003). Celles-ci satisfont toutes à 

une importante loi dite «compressibility sum rule». Nous avons remarqué que la forme 

du potentiel effectif est affectée quelque peu par la manière de représenter les échanges 

et les corrélations entre électrons de valence. L’effet est notable au voisinage du 

minimum et il est amplifié lorsqu’on passe des alcalins les plus légers aux plus lourds 

(voir également tableau 2.1). 

 

Métal T(K) 0Ω (u.a)3 ( )XCG q  sr (u.a) 0r (Ǻ) minr (Ǻ) minV (e.v) 

Li  463 151.3640 

 

VS 

IU 

LFC-I 

LFC-II 

3.3060 

 

2.665 

2.682 

2.741 
2.676 

 

3.184 

3.159 

3.230 
3.180 

 

-0.091 

-0.074 
-0.071 
-0.079 

Na 378 271.4370 

 

VS 

IU 

LFC-I 

LFC-II 

4.0166 

 

3.138 

3.178 

3.242 
3.176 

 

3.727 
3.664 
3.725 
3.712 

 

-0.061 
-0.043 

-0.044 
-0.047 

K 338 528.8612 

 

VS 

IU 

LFC-I 

LFC-II 

5.0166 

 

3.823 

3.874 

3.666 
3.886 

 

4.547 
4.523 
4.398 
4.560 

 

-0.055 
-0.039 

-0.074 
-0.041 

 
Tableau 2.1 : Caractéristiques du premier minimum du potentiel effectif des liquides alcalins 
avec le modèle OMP-II. sr  désigne le rayon électronique et 0r  la position du zéro du potentiel 
effectif inter-ionique. 

 

2.6.2   Cas de l’alliage Li0.61Na0.39 

Nous présentons dans ce qui suit les potentiels effectifs inter-ioniques ainsi que 

le potentiel d’ordre défini dans les chapitres suivants, de l’alliage lithium-sodium à la 

température de 577K et à la composition critique de démixtion de 61% en lithium. On 

possède en effet les données expérimentales concernant la structure ionique de cet 

alliage (Ruppersberg et Knoll 1977). Les calculs ont été menés avec la fonction 

d’échange et corrélation VS (1972). Les figures 2.4 illustrent les potentiels d’alliage 

correspondants au modèle de Fiolhais et al., Bachelet et al. et OMP-II. 
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Ces différents modèles montrent des différences quantitatives notables. Ainsi, 

d’après les modèles de Bachelet et OMP-II, les potentiels effectifs partiels Li-Li sont 

d’intensité comparable, mais, les potentiels partiels Li-Na et Na-Na, correspondants au 

modèle OMP-II, sont différents de ceux associés au modèle Bachelet et al. Selon les 

deux modèles les potentiels ( )LiNaV r  et ( )NaNaV r  sont intenses et les positions des 

minima sont nettement moins séparées. Le modèle de Bachelet conduit curieusement à 

trois potentiels partiels comparables en intensité et en position. Les potentiels effectifs 

partiels associés au modèle de Fiolhais et al. se distinguent nettement aussi des deux 

autres modèles par une intensité environ deux fois moindre au niveau du premier puits 

de potentiel. 

Pour étudier les alliages métalliques, il a été introduit la notion de potentiel 

d’ordre (Singh et sommer, 1997) dont le signe dans la zone des premiers voisins induit 

la nature de l’alliage (ordre chimique). On peut remarquer qu’a l’exception de ce lui de 

potentiel de Bachelet, le potentiel d’ordre est faiblement positif dans la région des 

premiers voisins (voir figures 2.4), ce qui est favorable à une homo coordination d’après 

le critère de Hoshino et Young (1988).  

 

2.7 Conclusion 

Nous avons déterminé les potentiels effectifs inter-ioniques de quelques métaux 

et alliages liquides avec les modèles de pseudopotentiel respectivement de Fiolhais et 

al. de Bachelet et al. et de Shaw non local. En ce qui concerne la fonction diélectrique, 

nous avons considéré que les modèles LFC-I ou LFC-II des corrections de champ local 

sont très réalistes. D’un point de vue théoriques, elles sont on progrès par rapport aux 

deux modèles les plus référencés de la littérature : Vashista-Singwi (1972),  Ichimaru-

Utsumi (1981). Le comportement des potentiels effectifs a été discuté à la lumière des 

différents paramètres qui sont d’une part, le modèle de pseudopotentiel de départ et 

d’autre part la représentation de l’échange et corrélation. Enfin de compte, les qualités 

respectives de ces potentiels effectives inter-ioniques sont jaugées lorsque ceux-ci sont 

introduits dans des calculs précis de la structure ionique par une méthode de simulation 

numérique (dynamique moléculaire). Nous avons effectivement réalisés de tels calculs 

et ceux-ci sont montrés dans les prochains chapitres. 
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Figure 2.2 : Potentiels effectifs du lithium (a), du sodium (b) et du potassium (c) en utilisant: le 
modèle de Bachelet et al. : tirets, le modèle OMP-I : pointillés, le modèle OMP-II : ligne 
continue et enfin le modèle de Fiolhais et al. : point-tirets. La fonction diélectrique utilisée ici 
est celle de VS. 
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Figure 2.3 : Potentiels effectifs du lithium (a), du sodium (b) et du potassium (c) avec le modèle 
OMP-II et différentes fonctions diélectriques. VS (ligne continue), IU (tirets), LFC-I 
(pointillés), LFC-II (point-tirets). 
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Figure 2.4 : Potentiels effectifs et potentiels d’ordre de l’alliage Li-Na à la composition critique 
de démixtion. Fiolhais et al. (a), Bachelet et al. (b), OMP-II (c): LiLiV : ligne continue, LiNaV : 

pointillés, NaNaV : tirets, ordreV : point-tirets. 
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Chapitre 3 
 

 

La structure ionique des métaux 
liquides : point de vue théorique 
 
 
 
3.1   Formalisme général 

Le liquide est un état intermédiaire entre le solide cristallin et le gaz. Il a 

longtemps été assimilé soit à un gaz très dense soit à un solide désordonné. En réalité, 

les liquides n’ont ni l’agencement ordonné des solides cristallins, ni le désordre complet 

des gaz. Cependant, les liquides diffèrent de l’état solide et de l’état gazeux par 

l’absence d’ordre à grande portée d’une part et par la présence de fortes interactions 

entre les atomes qui induisent un ordre a courte portée et un caractère non-aléatoire des 

positions atomiques d’autre part. De ce fait, les méthodes appliquées pour décrire la 

structure des gaz ou celles des cristaux ne sont plus appropriées dans le cas des liquides. 

Les progrès récents dans les domaines théorique, expérimental et informatique ont 

permis de mieux appréhender l’état liquide et d’établir une théorie plus complexe que 

celle des gaz et qui se distingue profondément de celle des solides. Contenant un 

nombre de particules de l’ordre du nombre d’Avogadro et des interactions entre 

particules qui ne peuvent pas être négligées, les liquides ne peuvent être étudiés qu’en 

ayant recours à une description statistique des systèmes au moyen de fonction de 

corrélations.  

D’un point de vue quantitatif, la structure d’un liquide est décrite plus 

généralement par des fonctions de distribution des configurations à plusieurs particules. 

La fonction de distribution à deux particules, ou fonction de distribution de paire, 

permet de déterminer l’essentiel des propriétés thermodynamiques et physiques d’un 

liquide (Egelstaff 1992, Fries 1988). Sa contrepartie dans l’espace réciproque est le 

facteur de structure que l’on peut déduire de mesures de diffraction de rayons X ou de 

diffusion neutronique. 
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Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement les principales grandeurs statistiques qui 

interviennent dans la théorie des liquides et les méthodes qui permettent de déterminer 

leur structure (Hansen et MacDonald, 1986). Dans nos applications au cas du lithium, 

sodium et de celui du potassium, nous utilisons une méthode analytique issu d’un 

formalisme dit méthode des perturbations « Optimized Random Phase Approximation 

(ORPA) ». Cette méthode de calculs a été mise au point par Regnaut (1981) pour les 

potentiels métalliques à longue portée. L’influence de la structure électronique décrite 

par les modèles de pseudopotentiels de Fiolhais et al., Shaw et de Bachelet et al 

(Chapitres 1 et 2) sur le facteur de structure est également montrée et discutée dans ce 

chapitre. 

 

3.1.1 Définitions des grandeurs structurales en mécanique statistique: 

           Fonction de distribution de paire 

 
Une des approches possibles pour décrire la structure repose sur l’utilisation de la 

densité de probabilité dans l’espace des phases : 

 

( )( ) ( )[ ]NN
N

NNN p,rHexp
Z
1

p,r
rrrr β−=f ,                                (3.1) 

où : 

{

( )N N- H r ,p
N N NN3N

6N

1
Z = ... e dr ...dp

N!h
β

∫ ∫
r r r r

 

 

représente la fonction de partition dans l’ensemble canonique. Dans ces deux formules, 

N  désigne le nombre total de particules, { }rr  leurs positions, { }p
r

 leurs impulsions, 

H  le hamiltonien classique total du système et
B

1
=

k T
β  est le facteur de Boltzmann. 

 

A partir de l’équation (3.1), il est possible de déduire, par intégrations partielles, 

d’autres fonctions de distribution. Ainsi le calcul de la fonction de distribution dans 

l’espace de configuration se fait aisément en intégrant par rapport aux impulsions : 

 

                 

( ) ( ) ( )

{

( ) ( )

NN
N N N

N
N N 1 N

3N

r = g r

... r ,p dp ...dpf

ρ ρ

= ∫ ∫

r r

r r r r .                              (3.2) 

où ρ  désigne la densité de particules.  
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Plutôt que de rechercher les probabilités d’apparition de chaque configuration de 

l’ensemble des particules, on préfère s’intéresser à des probabilités d’ordre moins élevé, 

c’est-à-dire des probabilités de voir apparaître certains groupements de 2,3,… particules 

(Wax 1994). Cette nouvelles approche se fait au moyen des fonctions de distribution à 

n  particules qui sont obtenues à partir de la fonction de distribution à N  particules 

( )N Nrρ r
 par : 

                   ( )( ) ( )
( )( )

N-n
n N

1 n 1 N n+1 Ng r ...r = ... g r ...r dr ...dr
N-n !

ρ
∫ ∫

r r r r r r
,                     (3.3) 

 

et dont une des propriétés intéressantes est la relation de récurrence : 
 

                   ( )( ) ( )( )n n+1
1 n 1 n+1 n+1g r ...r = g r ...r dr

N-n

ρ
∫

r r r r r
.                     (3.4) 

 

La plus importante des fonctions de distribution est la fonction de distribution radiale 

qui pour un système homogène s’écrit ( ) ( ) ( )2
1 2g r ,r = g r
r r

 avec 12 rrr
rr

−= . On peut la 

relier au facteur de structure S(q) par transformation de Fourier comme suit (Waseda, 

1980) : 

[ ] ( )[ ]

[ ]

3

0

0

S(q) = 1 + TF g(r) -1 = 1 exp -iq.r g(r) -1 d r

sinqr
                                   =1 4π r g(r) -1 dr

q

ρ

ρ

∞

∞

+

+

∫

∫

r r

.                   (3.5) 

 
Cette grandeur S(q) présente le très grand intérêt d’être accessible par l’expérience 

(diffraction de neutrons ou de rayon X). La fonction ( )g r  constitue donc un lien très 

précieux entre la théorie et l’expérience et décrit généralement l’ordre local 

caractéristique du liquide.  

 

3.1.2 Connexion entre les grandeurs thermodynamiques et les 

grandeurs structurales 
 
Les grandeurs thermodynamiques sont caractéristiques de l’état macroscopique du 

corps. Elles sont reliées, dans l’ensemble grand canonique, par la relation : 

 

BPV = k TLnΞ .                                              (3.6) 
 

où Ξ  est la fonction de partition grand canonique. 
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À la description microscopique fournie par la physique statistique via les fonctions de 

distribution. Le but de ce paragraphe est de donner une expression analytique à chaque 

propriété thermodynamique considérée ici (Hansen et MacDonald 1986), en fonction de 

( )g r . En effet, en s’appuyant sur la relation : 

 

B NF = - k TLnZ .                                            (3.7) 

 
où F et NZ  désignent respectivement l’énergie libre de Helmholtz et la fonction de 

partition dans l’ensemble canonique. On peut établir que l’énergie interne U  s’exprime 

par (Hansen et MacDonald 1986) : 

( )2

V V

2
2

B

0

F TF
U = F - T = - T

T T

3 4πρ
= Nk T + g(r)V(r)r dr

2 2

∞

 ∂  ∂
  ∂ ∂   

Ω
∫

.                             (3.8) 

et la pression par : 

 

( )2

V V

2
2

B

0

F TF
P = - = - T

T T

4πρ dV(r)
= k T + g(r) r dr

6 dr
ρ

∞

 ∂  ∂
  ∂ ∂   

∫

,                                 (3.9) 

 

où V(r)  est le potentiel de paire. Cette équation est l’équation d’état de la pression.  

Nous pouvons donc, par le truchement de la thermodynamique classique, obtenir toutes 

les autres grandeurs macroscopiques à partir de celle-ci. Mais, plus intéressant encore 

pour juger de la qualité de la description qui va être donnée au liquide, on peut obtenir 

une équation d’état autre que l’équation de pression et ce, par une voie indépendante. Il 

s’agit de l’équation de compressibilité (Bretonnet 1982) : 

 

[ ] ( )2
T B

0

ρk T = 1 + 4π g(r) -1 r dr = S 0χ ρ
∞

∫ .                           (3.10) 

 

où ( )S 0  est la valeur du facteur de structure en 0q =  et Tχ  est la compressibilité 

isotherme définie par : 

T

T,N

1 V
= -

V P
χ  ∂

 ∂ 
 .                                             (3.11) 
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L’équation (3.10) ne fait intervenir que la fonction de corrélation de paire et est donc 

directement reliée au facteur de structure S(q) enq=0. 

 

3.2   Potentiels de paires  

3.2.1   Modèles empiriques 

Dans des calculs de la structure ionique, on utilise plusieurs types de potentiels de paire 

pour décrire les interactions interatomiques. 

• Potentiel des sphères dures 

Le modèle des sphères dures est le plus simple modèle d’un fluide dense. Il possède un 

seul paramètre. Il est représenté par la figure 3.1.a et s’écrit : 

 

( )        r σ
V r =   

0       r σ
∞ ≤

 ≥
.                                       (3.12) 

 
où σ  est le diamètre de sphère dure. Un tel modèle est important dans la théorie des 

liquides (voir annexe C). 

• Modèles de Silbert et Young (1976) 

 

( )
           r σ

V r =   ε         σ  r λσ
0           λ σ r

∞ ≤
 ≤ ≤
 ≤

.                                  (3.13) 

Le modèle est dit «en puit» si ε 0>  (figure 3.1b) et dit modèle en palier si ε 0<  (figure 

3.1c). 

• Modèle de Lennard-Jones 

Le potentiel de Lennard-Jones (figure. 3.1.d), est le modèle le plus couramment utilisé. 

Il est peut-être moins fondé du point de vue théorique, mais plus simple du point de vue 

mathématique. Sa forme est donnée par : 

 

( )
12 6σ σ

V r = 4ε -
r r

    
    
     

.                                         (3.14) 

où r est la distance qui sépare deux atomes. Le terme ε  décrit la profondeur du puits du 

potentiel à son minimum et σ  représente ici la distance entre deux atomes. 
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3.2.2   Potentiels métalliques à longue portée 

Ceux-ci sont continus. Ils peuvent être aussi déterminés dans le formalisme des 

pseudopotentiels comme c’est le cas des potentiels effectifs de paire étudiés dans le 

chapitre 2 (voir les figures 2.2). 

 

 

 

 

                                                

Figure. 3.1 : Potentiels empiriques 
                 -  de sphères dures (a) 
                 -  de Silbert et Young: modèle de potentiel en puits (b) 
                 -  de Silbert et Young: modèle de potentiel en palier (c) 
                 -  de Lennard-Jones (d) 
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3.3   Méthodes théoriques de détermination des fonctions de 

corrélation 

 
3.3.1   Equations intégrales 

La méthode des équations d’intégrales repose sur la résolution d’un système de deux 

équations. La première est l’équation d’Ornstein–Zernicke (1914) : 

 

( ) ( )
V

h(r) = c(r) + c r - r h r drρ ′ ′ ′∫
r r r r

.                         (3.15) 

qui relie la fonction de corrélation directe, c(r)  (Hansen et MacDonald, 1986), à la 

fonction de corrélation totale, ( ) ( )h r =g r -1. Cette équation est très générale et peut être 

considérée comme exacte. Elle s’exprime dans l’espace réciproque sous la forme : 

 

1
S(q) =

1 c(q)ρ−
.                                         (3.16) 

 

Ces deux équations montrent que la connaissance de c(r)  est équivalente à celle de g(r)  

et que ces deux fonctions véhiculent la même information. L’équation d’Ornstein–

Zernicke (OZ) ne fait pas intervenir le potentiel d’interaction, contrairement à la 

seconde équation dite équation de clôture. Elle est donnée sous la forme (Hafner 1986) : 

 

( )h(r) -1 = exp -βV(r) + h(r) - c(r) + B r   .                 (3.17) 

 

Celle-ci particularise la description en faisant intervenir explicitement le potentiel 

d’interaction V(r) , ainsi que la fonction «bridge» B(r)  (Hafner 1986) regroupant toutes 

les contributions des corrélations d’ordres supérieurs à deux. Malheureusement, la 

fonction B(r)  n’est connue que de façon approximative. Aussi doit-elle être considérée 

comme la clé des équations intégrales. 

 

Il existe deux importantes relations de clôture :  

 

• Celle de Percus-Yevick (1958) : 

( ) ( ) ( )PY

B

c r g r
V r

= 1- exp
k T

  
  

  
,                            (3.18) 
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• Celle dite de la chaine hyper-réticulée (HNC) (Van Leeuwen et al., 1959) : 
 

( ) ( ) ( ) ( )HNC

B

V r
c r g r 1 - Log g r -= -

k T
.                          (3.19) 

Bien que ces deux relations de fermeture constituent les équations intégrales les plus 

simples. Elles permettent de décrire la structure des fluides denses de manière plus 

satisfaisante que les équations intégro-différentielles comme celles de Yvon (1935) et 

Born et Green (1947). L’équation PY donne de bons résultats pour les potentiels très 

durs et de courte portée comme dans le cas de HS (sphères dures). A l’opposé, 

l’équation HNC fournit de meilleurs résultats pour des potentiels qui présentent une 

partie attractive à longue portée (Boulahbak 1996).  

 

3.3.2   Les schémas perturbatifs 

3.3.2.1   Principe de la démarche 

Par analogie à la méthode des perturbations utilisée pour la résolution de l’équation de 

Schrödinger, on suppose que le potentiel d’interaction de paire du fluide à étudier se 

décompose comme suit : 
 

( ) ( ) ( )0 1V r = V r + V r .                                          (3.20) 

où ( )0V r  est le potentiel de référence et ( )1V r  la perturbation. 

La structure du fluide des particules interagissant à travers du potentiel ( )V r  est décrite 

par la fonction de corrélation totale :           ( ) ( ) ( )0 1h r = h r + h r .                        (3.21) 

et par la fonction de corrélation directe :      ( ) ( ) ( )0 1c r = c r + c r .                         (3.22) 

 
La relation d’Ornstein-Zernike (3.16) est vérifiée à la fois pour ce fluide perturbé et 

pour le fluide correspondant au système de référence. En exprimant sous forme de 

transformée de Fourier les deux équations (3.21 et 3.22) et les équations d’Ornstein- 

Zernike correspondant aux deux fluides, le facteur de structure s’exprime : 

 
 

( ) ( )
( ) ( )

0

0 1

S q
S q =

1+ S q c qρ
.                                    (3.23) 

où ( )0S q  est le facteur de structure du fluide de référence. 
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3.3.2.2   Approximation de la phase aléatoire où RPA (Random Phase 

Approximation) 

 
La RPA est une méthode en perturbation qui découle de la théorie de la réponse linéaire. 

Le principe est le suivant : 

 

• On sollicite le système en lui appliquant une perturbation. 

• Le système répond à cette perturbation en modifiant sa structure ionique. 

 

Dans notre cas, la perturbation apportée au système est le potentiel attractif ( )1V r . 

 

Dans l’approximation RPA, la fonction de corrélation directe due à la présence du 

potentiel perturbateur à la forme : 

 

( ) ( )1 1c r = -βV r .          r>0∀                              (3.24) 

L’introduction de la transformée de Fourier de cette relation dans l’équation (3.23) 

conduit à : 

 

( ) ( )
( ) ( )

0RPA

0 1

S q
S q =

1+β S q V qρ
.                                 (3.25) 

 

La fonction de distribution de paire, quant à elle, est donnée par : 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
0 1RPA 3

0 3
0 1

βS q V q1
g r = g r - exp iq.r d q

8π 1 -β S q V qρ∫
r r

.                   (3.26) 

 

La relation (3.26) présente une anomalie physique car ( )g r 0≠  pour r <σ . En effet, 

pour r <σ  le premier terme de cette relation est bien nul mais RPA ne garantit pas que 

le second le soit. La raison en est la suivante : nous avons supposé que lorsque r <σ  le 

potentiel ( )1 minV r = V  ( minV  désigne la valeur du premier minimum du potentiel) alors 

qu’en réalité il est indéterminé tout en restant fini dans cette portion de l’espace. On 

peut donc profiter de cette indétermination pour corriger ce défaut et revenir a une 

situation physique acceptable. C’est le principe de l’Optimisation de l’Approximation 

de la Phase Aléatoire : ORPA. 
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3.3.2.3   L’ORPA (Optimized Random Phase Approximation) 

Dans la méthode de perturbation, le potentiel ( )V r  total est décomposé de la manière 

suivante : 

 

( ) ( ) min min
0

min

V r -V r r
V r =

0 r r

 ≤


≥
.                            (3.27a) 

 

( ) ( )
min min

1
min

V r r
V r =

V r r r

≤
 ≥

.                            (3.27b) 

 

 

 

 

Figure 3.2 : Découpe du potentiel effectif (WCA 1971). 
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( )0V r  est la partie répulsive du potentiel, ( )1V r  sa partie résiduelle et minr  la position 

du premier minimum du potentiel. Cette décomposition du potentiel est connue comme 

étant la séparation de WCA (Weeks, Chandler et Andersen, 1971). Cette découpe s’est 

imposée car elle conduit à une convergence plus rapide des solutions.  

Lorsque le potentiel répulsif ( )0V r  est suffisamment dur, il peut être remplacé par un 

potentiel de sphère dure ( )V rσ  et l’on définit le potentiel approché : 

 

( ) ( ) ( )T 1V r = V r + V rσ .                                              (3.28) 

 
où σ  est le diamètre calculé selon la définition de Barker et Henderson (1976) : 

 

( )( )( )
minr

0

= 1- exp -βV r drσ ∫ .                                              (3.29) 

 

 

Figure 3.3 : Potentiel des sphères dures selon le critère de Barker et Henderson (1976). 

 

La composante ( )1V r  dans le cœur est indéterminée mais doit rester finie. La fonction 

de corrélation ( )Tc r , la fonction de distribution de paire ( )Tg r  et l’énergie libre 

d’excès Ta  d’un système de particules interagissant selon le potentiel ( )TV r , peuvent 

être déterminées dans l’approximation RPA et permet d’écrire : 

 

( ) ( )RPA
T 1c r = -βV r .        si    r σ≥                            (3.30) 
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Comme il a été décrit dans le paragraphe précédent, la méthode RPA n’assure pas que 

( )Tg r =0 (relation 3.26) dans le cœur, pour cela, il est possible d’optimiser ce 

développement en utilisant l’indétermination de ( )1V r  à l’intérieur du cœur. En termes 

de dérivation fonctionnelle, cela revient à imposer à ( )1V r  une variation telle que : 

 

( )
T

1

a
0

V r

δ
δ

= .          si   r<σ                                 (3.31) 

 

La fonction ( )*
1V r  qui répond à cette condition s’exprime à partir d’un développement 

en polynômes de Legendre dont les coefficients ik  sont optimisés : 

 

( ) ( )
2 l

*
1 min 1 2 n+3 n

n=0

r r 2r
-βV r = -βV r + k + k -1 + -1 k P -1

σ σ σ
     
     
     

∑ .              (3.32) 

 

Cette façon de procéder constitue l’ORPA. Pour plus amples détails concernant la 

réalisation pratique de cette optimisation variationnelle, nous renvoyons à Regnaut 

(1981), Kahl et Hafner (1984). 

 

Le potentiel ainsi obtenu est substitué a ( )1V r  afin d’exprimer les différente fonctions : 

 

( ) ( )
( ) ( )

ORPA
T *

1

S q
S q =

1 β S q V q
σ

σρ−
.                                 (3.33) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 *
1ORPA 3

T 3 *
1

βS q V q1
g r = g r exp iq.r d q

8π 1-β S q V q
σ

σ
σρ

− ∫
r r

.                      (3.34) 

 
A ce stade, nous avons décrit le fluide de particules interagissant par ( )TV r . Ce 

potentiel dépend du choix du diamètre de sphère dure σ . Pour fixer ce paramètre, nous 

utiliserons la méthode WCA encore appelée High Temperature Approximation (Weeks 

et al. 1971). 

 

3.3.2.4 Modèle des Sphères Molles : méthode WCA 

Cette méthode consiste à déterminer le paramètre de sphère dure σ  qui décrive 

correctement un fluide de sphères molles caractérisé par un potentiel 0V (r) dans le cœur. 

Pour ce faire, Weeks, Chandler et Andersen (1971), considérant la fonction : 
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    ( ) ( ) ( )y r = g r exp βV r   ,                                      (3.35) 

proposèrent la démarche suivante. En effet, plus le potentiel V(r)  est répulsif, moins 

cette fonction sera sensible aux variations deV(r) . De sorte qu’il est possible d’égaler 

les fonctions ( )y r  relatives au modèle des sphères dures et au modèle des sphères 

molles : 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
0 0

B

0

B

V r
g r = y r exp -

k T

V r
y r exp -

k T
σ

 
 
 

 
≈  

 

.                                   (3.36) 

 

Pour fixer le paramètre σ , ils proposent d’identifier les compressibilités isothermes des 

deux fluides au travers de la relation (3.10). On aboutit à l’égalité suivante : 

 

( )( ) ( )( )01 +ρ g r -1 dr = 1 + g r -1 drσ ρ∫ ∫
r r

.                             (3.37) 

 

L’égalité (3.37) peut donc se mette sous la forme : 
 

( ) ( ) ( )0y (r) f r - f r dr = B r dr = 0σ σ σ  ∫ ∫
r r

.                        (3.38) 

 

où      ( ) ( ) ( )0B r = y (r) f r - f rσ σ σ    désigne la fonction «blip» (Weeks et al, 1972). 

et    ( ) ( )
B

V r
f r = exp -

k T

 
 
 

 est la fonction de Mayer associée à V(r)  (Weeks et al, 1972). 

L’équation (3.36), complétée par le critère (éq. 3.38) pour le choix de σ , nous permet 

de calculer 0g (r)  et 0S (q) de sorte que : 

 

( ) ( ) ( )WCA
0S q = S q + B qσ σρ .                                       (3.39) 

où ( )B qσ  est la transformée de Fourier de la fonction «blip». 

 

Plusieurs auteurs ont utilisé l’approximation WCA qui correspond à l’équation (3.39) ; 

leur modèle du facteur de structure des liquides métalliques présente un extremum non 

physique aux petites valeurs de q , à la position 
π

q
σ

≈  (Wehling et al. 1972, 

Kumaravadivel et Evans 1976). Cet extremum n’est pas obtenu lorsque S(q) est 



 66 

déterminé par dynamique moléculaire. Il résulte d’un défaut de convergence de 

l’équation (3.39). Jacobs et Andersen (1975), proposèrent une relation qui permet de 

corriger le défaut de la relation de WCA de la manière suivante : 

 

( ) ( )
( ) ( )

JA
0

S q
S q =

1 - B q S q
σ

σ σρ
.                                          (3.40) 

 
Cette relation fait apparaître sur g(r)  un comportement non physique aux petites valeurs 

de r  comme l’ont signalé Kahl et Hafner (1984). Cette dernière est donc plus 

appropriée que (éq. 3.39) et c’est pourquoi nous la considérons dans nos calculs. 

 

3.4   Résultats de calculs pour les métaux alcalins: Description 

de S(0) par la méthode ORPA 
 

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenté les potentiels effectifs dérivés 

des pseudopotentiels de Fiolhais et al., Bachelet et al. et OMP-II avec la fonction 

d’échange et corrélation VS pour quelques métaux alcalins : lithium, sodium et 

potassium. Dans cette section, nous les avons utilisés aux calculs des facteurs de 

structure de ces métaux par la méthode perturbative (ORPA-WCA et ORPA-JA). Afin 

de tester la validité de cette méthode, nous avons confronté nos résultats obtenus à ceux 

de l’expérience.  

La première méthode ORPA-WCA, conduit évidemment à l’apparition d’une «bosse» 

dans la région des petites valeurs de q . L’approximation ORPA-JA quant à elle, 

élimine la « bosse » qui résulte de l’approximation WCA mais atténue la hauteur du 

premier pic (voir figures 3.4 à 3.10). 

 

• Structure ionique du lithium calculée par l’ORPA 

Les figures 3.4 et 3.5 montrent les facteurs de structures relatifs aux modèles de 

potentiels de Fiolhais et al. et OMP-II. Les mesures de ( )S q , par diffusion de neutrons 

(Olbrich et al. 1983) ou par diffraction de rayon X (Waseda 1980) conduisent à des 

valeurs 10% inferieures à ceux d’Olbrich et al. dans la région du premier pic. Il est donc 

à noter que le modèle de Fiolhais avec l’approximation ORPA-JA apparaît le plus apte 

pour décrire le facteur de structure du lithium liquide à faible q mais aussi au-delà et qui 

produit un meilleur accord avec l’expérience. Concernant le modèle de potentiel OMP-

II, la comparaison de ces deux méthodes avec l’expérience (voir figure 3.5) laisse 



 67 

apparaître une augmentation de l’amplitude du premier pic avec l’approximation 

ORPA-WCA et un bon accord avec l’expérience aux grandes longueurs d’onde. 
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Figure 3.4 : Facteurs de structure du lithium liquide à 463K correspondant au pseudopotentiel 
de Fiolhais et al.; ORPA-JA: ligne continue;  ORPA-WCA: Tirets; expérience (Waseda 1980): 
cercles; expérience (Olbrich et al. 1983): losanges. 
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Figure 3.5 : Facteurs de structure du lithium liquide à 463K correspondant au pseudopotentiel 
de OMP-II; ORPA-JA: ligne continue; ORPA-WCA: Tirets; expérience (Waseda 1980): 
cercles; expérience (Olbrich et al. 1983): losanges. 
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• Structure ionique du sodium calculée par l’ORPA 

Les figures 3.6 et 3.8 montrent que les facteurs de structure avec ORPA-JA 

correspondant aux modèles de Fiolhais et al. et Bachelet et al. sont en bon accord avec 

les résultats expérimentaux. En ce qui concernant le modèle OMP-II, la figure 3.7 

montre que le facteur de structure obtenu avec l’approximation ORPA-JA est très 

fortement atténué a celui obtenu par ORPA-WCA par rapport à l’expérience de 

diffraction de rayon X (Greenfield et al.1971, Waseda 1980 et Huijben et al. 1979) et 

que le déphasage des oscillations s’accroit avec q . 
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Figure 3.6 : Facteurs de structure du sodium liquide à 378K correspondant au pseudopotentiel 
de Fiolhais et al.; ORPA-JA: ligne continue; ORPA-WCA: Tirets; expérience (Waseda 1980): 
cercles; expérience (Greenfield et al. 1971): croix; expérience (Huijben et al. 1979): triangles. 
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Figure 3.7 : Facteurs de structure du sodium liquide à 378K correspondant au pseudopotentiel 
de OMP-II; ORPA-JA: ligne continue; ORPA-WCA: Tirets; expérience (Waseda 1980): 
cercles; expérience (Greenfield et al. 1971): croix; expérience (Huijben et al. 1979): triangles. 
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Figure 3.8 : Facteurs de structure du sodium liquide à 378K correspondant au pseudopotentiel 
de Bachelet et al.; ORPA-JA: ligne continue; ORPA-WCA: Tirets; expérience (Waseda 1980): 
cercles; expérience (Greenfield et al. 1971): croix; expérience (Huijben et al. 1979): triangles. 
 
 

• Structure ionique du potassium calculée par l’ORPA 

L’examen des facteurs de structures théoriques avec l’approximation ORPA-JA 

et ORPA-WCA des figures 3.9 à 3.10 montre que ces derniers sont sensibles aux 



 70 

pseudopotentiels considérés. Le modèle de Fiolhais avec ORPA-JA reproduit mieux le 

facteur de structure que celui d’OMP-II. 
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Figure 3.9 : Facteurs de structure du potassium liquide à 338K correspondant au 
pseudopotentiel de Fiolhais et al.; ORPA-JA: ligne continue; ORPA-WCA: Tirets; expérience 
(Waseda 1980): cercles; expérience (Greenfield et al. 1971): croix; expérience (Huijben et al. 
1979): triangles. 
 

0 2 4 6
0

1

2

3

 

 

 
 

q(Å-1)

S
(q

)

 
Figure 3.10 : Facteurs de structure du potassium liquide à 338K correspondant au 
pseudopotentiel de OMP-II.; ORPA-JA: ligne continue;  ORPA-WCA: Tirets; expérience 
(Waseda 1980): cercles; expérience (Greenfield et al. 1971): croix; expérience (Huijben et al. 
1979): triangles. 
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Description de S(0) par la méthode ORPA 

Pour analyser la région des petites valeurs du vecteur de diffusion, nous avons 

considéré les mesures très précises des facteurs de structure du sodium, du potassium et 

du lithium, faites respectivement par Greenfield et al. (diffraction de rayon X, 1971), 

Huijben (diffusion de neutrons, 1978) et Ruppersberg et al. (diffraction de rayon X, 

1976). En utilisant la méthode perturbative, nous avons présenté sur la figure 3.11 le 

comportement aux petites valeurs de q  du facteur de structure du sodium correspondant 

au potentiel de Bachelet, et sur le tableau 3.1, nous avons reporté les valeurs théoriques 

( )S 0  issues de l’approximation ( )ORPA
WCAS 0 , ( )ORPA

JAS 0 , et les valeurs expérimentales 

( )EXPS 0  déduites de la compressibilité isotherme du liquide (éq. 3.10). 

Nous constatons que les résultats obtenus avec l’approximation ORPA-WCA et 

ORPA-JA sont en meilleur accord avec l’expérience pour le lithium, sodium et le 

potassium respectivement avec les modèles OMP-II, BHS et Fiolhais et al. Il est surtout 

frappant de constater la surprenante concordance entre les valeurs de ( )S 0  obtenues 

tant par ORPA-WCA que par ORPA-JA. Cette situation se confirme indiscutablement 

ici pour les métaux étudiés. La cause pourrait résider dans le fait que les deux méthodes 

traitent la partie à longue distance du potentiel d’interaction selon la RPA. Or, par 

transformée de Fourier, le comportement aux grandes valeurs de r  se répercute sur les 

petites valeurs de q .  

 

 

Métal 
 

T/K 
 

Modèles    
 

( )ORPA
WCAS 0

 

 

( )ORPA
JAS 0

 

 

( )EXPS 0

 

 

Références 

 

Fiolhais  0.0102 0.0104  

463        
OMP-II  0.0212 0.0213 

0.031 
0.026 

Faber (1972) 
Ruppersberg et 
Speicher (1976) 

Fiolhais  0.0144 0.0143 

OMP-II  0.0487 0.0492 

 

378 

BHS  0.0334 0.0304 

0.0242 
  0.023 
0.0254 

Huijben (1978)  
Mac Alister et al(1974) 
Webber et Stephens 
(1968) 

Fiolhais  0.0162 0.0161 

 
Li 

 
 

Na 

 

 

K 

 

338 
OMP-II  0.0840 0.0838 

0.024 
0.023 

Mac Alister et al 
 Faber          

 

Tableau 3.1 : Valeurs théoriques de ( )S 0  par la méthode ORPA. 
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Figure 3.11 : Comportement en q = 0 des facteurs de structure du sodium obtenus par l’ORPA 
avec le modèle de Bachelet et al. (VS) . ORPA-JA: carrés vides, ORPA-WCA: carrés pleins. 
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Chapitre 4 
 

 

La structure ionique et les propriétés 
de transport atomique dans les métaux 
liquides : point de vue microscopique et 
méthodes de simulation numérique 
 
 
 
4.1   Introduction 

En physique statistique, la matière condensée est décrite à un niveau 

microscopique. Les particules ont des positions et des vitesses déterminées qui évoluent 

dans le temps et sont autant de coordonnées généralisées du système. Le calcul des 

propriétés macroscopiques du système correspond au calcul d’intégrales sur le temps de 

certaines fonctions de ces coordonnées. D’après l’hypothèse ergodique permet de passer 

d’intégrales sur le temps à des intégrales sur l’ensemble des états potentiellement 

occupés par le système. Qu’il s’agisse des équations intégrales ou des méthodes de 

perturbations thermodynamiques, on constate que toutes introduisent une erreur qui est 

liée à l’approximation sur laquelle elles reposent. Les méthodes de simulation 

numérique (ou expérience par le calcul) qui remontent aux débuts des années 1950, 

possèdent un avantage par rapport aux théories analytiques car leurs limitations sont 

d’ordre technique et tiennent aux algorithmes employés et aux capacités de calcul. Les 

méthodes numériques apportent des informations complémentaires aux outils 

théoriques.  

La théorie des liquides, pour laquelle peu de résultats exacts sont établis et dont 

la qualité des développements théoriques n’est pas toujours clairement établie, ont 

largement fait appel à la simulation numérique. La première méthode de simulation 

(Monte Carlo) remonte au travail de Metropolis et al. en 1949. La seconde méthode par 

dynamique moléculaire (DM) a été effectuée sur le modèle de sphères durs par Alder et 
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Wainwright en 1959. La première simulation par dynamique moléculaire dans le cas du 

liquide simple (argon) a été réalisée par Rahman en 1964, mais c’est principalement à 

partir des travaux de Verlet et de Levesque (entre 1967 et 1973) que ces méthodes ont 

connu un véritable essor.  

Ces deux méthodes de simulation numérique offrent la possibilité de simuler des 

fluides réels à condition de connaître la loi de force entre les particules. Sans ces 

méthodes, il ne serait possible de comparer une théorie approximative appliquée à un 

fluide dont l’interaction est hypothétique qu’aux résultats expérimentaux. Grâce à elles, 

il nous est maintenant possible de déterminer les incertitudes dues à la théorie utilisée 

pour calculer la structure à partir du potentiel et donc de valider les différentes méthodes 

analytiques. La simulation, ou une méthode théorique quasi-équivalente permettent 

donc ensuite de tester les modèles de potentiel représentant les interactions effectives 

entre les constituants du fluide.  

Dans ce chapitre, nous décrivons plus en détail la dynamique moléculaire. Nous 

rappellerons brièvement le principe de la méthode Monte Carlo. Ensuite, nous 

étudierons un aspect du mouvement individuel des atomes dans un liquide qui donne 

accès au coefficient d’autodiffusion. Enfin, le chapitre s’achève par une comparaison 

des résultats obtenus par DM avec l’expérience.   

 

4.2   Grandeurs structurales : point de vue microscopique 

Les propriétés physiques de la matière désordonnées dépendent de la «structure 

atomique» c'est à dire de l'arrangement spatial des atomes comme nous l’avons vu dans 

le chapitre précédent. Cet arrangement est décrit par la fonction de corrélation de paire 

( )g r  dans l’espace réel et par le facteur de structure ( )S q  dans l’espace réciproque. On 

passe de l’une à l’autre par une transformation de Fourier. Le facteur de structure est 

mesuré expérimentalement tandis que la simulation numérique nous permet d’obtenir la 

fonction de corrélation de paire. 

 
4.2.1   Cas des métaux purs 

4.2.1.1   Fonction de corrélation de paire  

Soient { }ir
r

 les positions des atomes à un instant donné. On définit les fonctions 

densité à un corps ( ) ( )1 rρ r
 et à deux corps ( ) ( )2 r , rρ ′r r

 par les moyennes 

thermodynamiques (Waseda 1980) :  
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( ) ( ) ( )
Ν

1
i

i 1

r r rρ δ
=

= −∑
r r r

.                                               (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( )
N N

2
i j

i=1 j=1

r , r r - r r - rρ δ δ′ = ∑∑
r r r r r r

.                                          (4.2) 

 
où δ  est la distribution de Dirac et Ν  est le nombre total d’atomes de l’échantillon de 

volume Ω  . Le symbole .  désigne la moyenne thermodynamique. 

 

Les deux fonctions ainsi définies vérifient les propriétés (Waseda, 1980) : 

 

( ) ( )1 3r d r Νρ
Ω

=∫
r r

.                                                  (4.3) 

( ) ( ) ( )2 3 3r , r d r d r Ν Ν 1ρ
Ω

′ ′ = −∫
r r r r

.                                       (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 13r , r d r Ν 1 rρ ρ
Ω

′ ′ = −∫
r r r r

.                                      (4.5) 

 

Dans la pratique, on utilise la fonction de distribution à deux particules ( )r,rg
rr ′ encore 

appelée fonction de corrélation de paire. Elle est reliée à ( ) ( )1 rρ r
 et ( ) ( )2 r , rρ ′r r

 par la 

relation : 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )r,rgr,rrr,r 212 ′′=′ rrrrrrr ρρρ .                                    (4.6) 

 
Si la phase désordonnée est homogène et isotrope, la fonction densité à un corps ne 

dépend pas de r
r

; elle est équivalente à sa densité moyenne
Νρ =
Ω

. C'est-à-

dire ( ) ( )1 rρ ρ≡r
. Dans cette situation, nous avons également : 

 
( ) ( ) ( )2 2r , r g r rρ ρ′ ′= −r r r r

.                                      (4.7) 

 
La fonction de corrélation de paire a l’allure générale représentée sur la 

figure 4.1. Cette dernière traduit plusieurs caractéristiques : 
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Figure 4.1 : Fonction de corrélation de paire (allure générale) 

 

Elle est uniforme et tend vers l’unité aux distances suffisamment grandes car les 

positions des atomes ne sont plus corrélées. Elle est nulle pour crr <  car les atomes ne 

peuvent pas s’approcher mutuellement, à des distances inférieures à leur diamètre de 

cœurcr  . A une distance correspondant à la position des proches voisins, la fonction de 

corrélation de paire présente un premier pic aigu. Aux distances intermédiaires, elle 

présente des oscillations évanescentes pseudo-périodiques. Pour analyser la répartition 

atomique dans un liquide, il est également utile de considérer la fonction de distribution 

radiale : 

                                     ( ) 2RDF r = 4πr g(r)ρ .                                               (4.8) 

Cette fonction permet le calcul du nombre CN  d’atomes les plus proches voisins d’un 

autre atome pris comme référence : c'est la coordinance. Ce nombre est donné par 

l’intégrale : 

( )
2

1

r
2

C

r

N = 4π r g r drρ∫ .                                    (4.9) 
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1r  et 2r  sont les distances radiales qui délimitent l’intervalle pris en compte pour 

calculer l’aire correspondant à la coordinance (éq. 4.9). Le choix de 1r  et 2r  peut varier 

d’un auteur à l’autre. Un choix standard est c1 rr =  et min2 rr =  distances qui 

correspondent respectivement à la valeur du cœur dur et à la position du premier 

minimum de la fonction au-delà du cœur dur. 

 

4.2.1.2   Facteur de structure et lien avec l’intensité de diffusion 

Le facteur de structure statique ou fonction d’interférence est une grandeur 

accessible expérimentalement par diffusion de neutrons ou par diffraction de rayon X. 

Pour un fluide simple, le facteur de structure statique est défini comme :  

 

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

−⋅−=
N

1α

N

1β
βα RRqiexp

N

1
qS

vrr
.                             (4.10) 

Une description de la structure statique par l’une ou l’autre des deux fonctions ( )rg  et 

S(q) sont équivalentes. Elles sont en effet liées par la relation :  

 

( ) ( )[ ] rde1rg1qS 3rqi rrr⋅−
∫ −+= ρ .                                  (4.11) 

 

La fonction S(q) est proportionnelle à l’intensité moyenne d’un rayonnement de 

diffusion I(q)  diffusée par le liquide (Adda, 1987) : 

 

( ) ( ) ( )2I q = Nf q S q .                                                (4.12) 

où N est le nombre total d’atomes et ( )qf  le facteur de diffusion atomique. 

 

4.3   Méthode Monte Carlo: Principe de la méthode 

La méthode Monte Carlo est une méthode stochastique basée sur le concept de 

probabilité. Pour déterminer les grandeurs macroscopiques du système, on estime les 

moyennes sur les configurations possibles. Cette méthode a été développée par Von 

Neumann (1945) ainsi que par Metropolis et Ulam (1949). L’algorithme de la méthode 

fut mis au point par Metropolis, Rosenbluth et Teller (1953).  

Les simulations par la méthode Monte Carlo sont utilisées pour calculer l’état 

d’équilibre du système. Elles se déroulent dans l’ensemble canonique : la concentration 

de chaque espèce chimique ainsi que la température du système sont fixées. Lorsque le 
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système se trouve dans son état d’équilibre thermodynamique, son énergie libre est 

minimale. L’approche Monte Carlo permet de trouver la (ou les) configuration(s) 

atomiques qui correspondent à ce minimum. La première étape consiste à définir 

l’énergie du système à partir des positions et de la nature chimique des atomes présents. 

Il faut ensuite définir un algorithme d’échantillonnage des configurations, de telle sorte 

que chacune d’elles soit observée avec une probabilité proportionnelle à son poids qui 

est donné par le facteur de Gibbs. Dans ces conditions le calcul de toute grandeur 

physique consistera simplement à effectuer une moyenne arithmétique sur les 

configurations visitées. La technique traditionnelle retenue pour effectuer cet 

échantillonnage est fondée sur une chaîne de Markov. Le plus important est de retenir 

que les configurations sont choisies selon un critère d’acceptation, qui est définie par 

l’algorithme de Métropolis (Allen et Tildesley, 1994).  

 

4.4   Dynamique Moléculaire 

4.4.1   Historique 

Historiquement, les premières simulations de dynamique moléculaire ont été 

réalisées par Alder et Wainwright (1957) pour un potentiel de sphères dures. Dans les 

années soixante, Rahman (1964) a réalisé les premières simulations de DM sur un 

système de 864 particules avec le potentiel de Lennard-Jones. En 1967, Verlet a 

introduit la technique des «listes de Verlet» qui a considérablement optimisé le calcul 

des forces. Les années quatre-vingts et quatre-vingt-dix ont vu le développement 

d’algorithmes favorisé par l’essor de l’informatique. 

La simulation de dynamique est devenue un moyen incontrôlable de la recherche 

scientifique aussi bien théorique qu’en expérimentale. En effet, cette méthode, qui s’est 

considérablement développée grâce aux progrès constants de l’informatique, constitue 

une véritable expérience par le calcul. La méthode de simulation utilisée dans ce travail 

est la dynamique moléculaire (DM). C’est une méthode purement déterministe dans 

laquelle on construit la trajectoire de phases du système étudié en intégrant les équations 

du mouvement pour calculer ses propriétés microscopiques (fonction de corrélation de 

paire, fonction d’autocorrélation des vitesses…) et macroscopiques (énergie, chaleur 

massique…). 

 Le principe de la dynamique moléculaire est de simuler le comportement d’un 

échantillon de matière contenant N particules qui interagissent par le potentiel de paire 

donné et obéissent aux équations classiques du mouvement. Ces particules, confinées 
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dans une boite de simulation de volume V, sont supposées être ponctuelles. Chaque 

particule interagit avec les (N-1) autres. Le nombre de particules N dépasse rarement 

quelques milliers pour que le temps de calcul ne soit pas prohibitif. Or, si l’on veut que 

les résultats se rapportent à un système réel pour lequel 2310N ≈  et non à un système 

fictif contenant peu de particules, des méthodes spécifiques doivent être employées.    

 

4.4.2   Equations du mouvement 

La dynamique moléculaire permet de déterminer à chaque instant les positions et 

les vitesses des N  particules du système en utilisant les N  équations classiques de 

Newton associées. Les interactions entre les particules sont décrites par un potentiel 

effectif de paireV(r) . Ce potentiel dépend uniquement des distances mutuelles des 

particules de sorte que la force exercée par la particule "i" sur la particule "j" distance de 

ijr  s’écrit : 

( )
ij

ij

ij

ij
ij r

rd

rVd

r

1
F

rr

−= .                                              (4.13) 

 
La force résultante des N-1 particules sur la particule i est donc : 

∑
≠

=
N

ij
iji FF
rr

.                                                      (4.14) 

 

La vitesse de la particule est obtenue en dérivant : 

( ) ( )
td

trd
tV i

i

r
r

= .                                                  (4.15) 

 

De même, l’accélération de la particule "i"  est évaluée de deux façons : 

Soit en dérivant sa vitesse instantanée : 

( ) ( )
td

tVd
t i

i

r

r =γ .                                                (4.16) 

 

Soit à partir de la force totale ( )tFi
r

 qui s’exerce sur la particule "i" (loi de Newton) : 

( ) ( )
m

tF
t i

i

r

r =γ .                                                 (4.17) 

Les équations du mouvement précédentes doivent être complétées en posant les 

conditions initiales. A cela s’ajoutent une ou plusieurs relations qui correspondent à des 



 81 

contraintes thermodynamiques qui précisent l’espace de phases (température, volume 

etc.). 

 
4.4.3 Conditions aux limites périodiques 

Ne pouvant modéliser un système infini, la simulation utilise pour éviter les 

effets de bord les conditions aux limites périodiques de Born-Von Kárman (1912). La 

boite de simulation est reproduite dans toutes les directions. Ainsi, on a 26 boîtes 

identiques qui enserrent la boite de simulation. Au cours des calculs, la particule et ses 

images se déplacent exactement de la même manière. Ainsi, si la particule sort d’une 

face de la boite centrale, son image rentre simultanément par la face opposée. Cette 

procédure est illustrée en deux dimensions. 

  Par ailleurs, l’utilisation de ces conditions aux limites a des conséquences pour le 

calcul de l’énergie potentielle. En effet, si l’interaction entre les particules se fait sentir à 

longue distance, on peut être amené à calculer l’énergie potentielle entre une particule et 

ses propres images dans les boîtes voisines. Ce qui représente un grand effort de calcul. 

Pour réduire le nombre d’interactions calculées, l’énergie potentielle est uniquement 

calculée entre la molécule test et celles situées à une distance inférieure à cutR  (appelé 

rayon de coupure). Cette distance est telle que cutR L 2≤  où L  est la dimension de la 

boîte. Cette condition garantie qu’il n’y ait pas plus d’une image de chaque molécule 

prise en compte. 

 

4.4.4   Algorithme de Verlet 

Pour intégrer numériquement les équations différentielles du mouvement, il est 

impératif de les discrétiser (Allen et Tildesley, 1990). Il existe deux méthodes 

importantes et bien connues pour intégrer ces équations : la méthode de Gear (1971) et 

la méthode de Verlet (1967). Ces méthodes permettent de déterminer la position et la 

vitesse de chaque particule à l’instant t +∆t  à partir de la position et de ses dérivées 

temporelles successives à l’instantt . Dans ce travail, nous avons utilisé l’algorithme de  

Verlet sous forme de vitesses parce qu’il est facile à programmer. Peu exigeant en taille 

mémoire, il est stable numériquement pour des pas de temps ∆t  relativement grands. 

De plus, il reproduit fidèlement la trajectoire du système simulé tout en respectant les 

principes de conservation (E, T). 

La méthode de résolution des équations du mouvement proposée par Verlet 

(1967) et améliorée par Swope et al. (1982) est appelée algorithme de Verlet sous forme 
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de vitesses. Sa mise en œuvre repose sur le développement de Taylor des positions ir
r

 

aux instants t +∆t  et t +2∆t  : 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
i i i i2

d 1 d
r t +∆t = r t + r t ∆t + r t ∆t

dt 2 dt

r r r r
,                         (4.18) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
i i i i2

d 1 d
r t +2∆t = r t +∆t + r t +∆t ∆t + r t +∆t ∆t

dt 2 dt

r r r r
,              (4.19) 

 
Les dérivées première et seconde de la position sont la vitesse et l’accélération de la 

particule i  à l’instant t  sont données par : 

 

( ) ( )i i

d
r t = v t

dt

r r
,                                                     (4.20) 

( ) ( )
2

i i2

d 1
r t = F t

dt m

rr
.                                                  (4.21) 

 
En sommant les deux équations (4.18) et (4.19), on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i i
i i i i2 2

r t +2∆t - r t d d d d ∆t
- r t +∆t = r t + r t + r t +∆t

∆t dt dt dt dt 2

 
 
 

r r
r r r r

.     (4.22) 

 

Or, si l’on évalue les vitesses à l’instant t +∆t  à l’aide de l’expression suivante 
 

( ) ( ) ( )i i i

d 1
r t +∆t = r t +2∆t - r t

dt 2∆t
  

r r r
,                                (4.23) 

 

La relation (4.22) se réduit finalement à : 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i i i i2 2

d d d d ∆t
r t +∆t = r t + r t + r t +∆t

dt dt dt dt 2

 
 
 

r r r r
,                   (4.24) 

 

Dans ce cas, l’algorithme de Verlet utilisé pour calculer les vitesses peut se décomposer 

comme suit : 

 

•  En utilisant la relation (4.21), on calcule les vitesses à l’ instant t +∆t  des deux  

          premiers termes du nombre de droite de la relation (4.24) : 

( ) ( ) ( )ip
i i

F t ∆t
v t +∆t = v t +

m 2

r

r r
.                                     (4.25) 

•  On calcule ensuite les positions à l’instant t +∆t  : 
 

( ) ( ) ( ) ( )tFtVtrt∆tr iiii

rrrr ++=+ .                                 (4.26) 
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•  On calcule la force ( )iF t +∆t  qui agit sur la particule i  à l’instant t +∆t  avec les 

positions obtenues de l’étape précédente, et d’évaluer l’accélération à cette 

instant. 

•  Enfin, les vitesses obtenues à l’instant t +∆t  sont données comme suit : 

( ) ( ) ( )ip
i i

F t +∆t ∆t
v t +∆t = v t +∆t +

m 2

r

r r
.                     (4.27) 

 

Les positions, les vitesses et les accélérations des atomes à l’étape n  étant connues, ces 

quantités peuvent être calculées à l’étape n +1, en usant des équations (4.26-4.27) et de 

l’équation de Newton (4.17). A chaque itération la température de simulation est  

évaluée à partir de la loi d’équipartition (Swope et al. 1982) : 

 
N

2
s α

α=1B

1
T = mv

3(N-1)k ∑
.                                         (4.28) 

où N  est le nombre de particules de l’échantillon. La moyenne thermodynamique de sT  
 

doit être à la température T du système. Les vitesses calculées à intervalles réguliers 

sont renormalisées par le facteur sT

T
. 

 

4.5 Propriétés dynamiques des liquides 

La théorie moderne des propriétés dynamiques et de transport dans le liquide est 

une discipline de la mécanique statistique des processus non en équilibre qui s’est 

particulièrement développé à partir des années cinquante grâce aux travaux de van Hove 

(1954), Green (1952, 1954) et Kubo (1966). Leurs travaux montrent que les coefficients 

qui décrivent les propriétés de transport atomique dans les liquides, ou des quantités 

comme le facteur de structure dynamique, peuvent s’écrire sous forme d’intégrales de 

fonctions dépendant du temps appelées fonctions de corrélation. Il est habituel de dire 

que les fonctions de corrélation jouent, pour les processus non en équilibre, le rôle que 

joue la fonction de partition pour les processus équilibrés. Naturellement, l’analogie 

n’est que partielle puisque la fonction de partition qui fournit toutes les propriétés 

thermodynamiques d’un système en équilibre thermique est unique, alors qu’il existe 

une fonction de corrélation dépendant du temps pour chaque propriété de transport 

considérée : Par exemple, le coefficient de diffusion D. 
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Les phénomènes dynamiques qui se déroulent dans un fluide dépendent dans une 

large mesure de l’état thermodynamique dans lequel se trouve le système. Dans un gaz 

très dilué, les atomes subissent des collisions binaires peu fréquentes au cours 

desquelles se produisent des transferts d’énergie et de quantité de mouvement 

parfaitement décrits par l’équation de Boltzmann. Par contre, dans un liquide, les 

atomes interagissent de manière continue les uns avec les autres par un potentiel 

attractif à longue distance et répulsif à courte distance, qui contribue à augmenter 

l’ordre local. Or, si les propriétés dynamiques des gaz sont gouvernées par le 

mouvement individuel des atomes, celles des liquides sont le résultat de leurs 

mouvements individuels et des effets collectifs.  

 

4.5.1   La densité spectrale  

Avant de définir la densité spectrale d’une fonction aléatoire, donnons quelques 

précisions sur les processus aléatoires stationnaires. Parmi les processus qui se déroulent 

d’une manière à peu prés uniforme au cours du temps, il en existe une catégorie appelée 

processus ergodiques pour lesquels la moyenne d’ensemble x  est égale à la moyenne 

temporelle x : 

( )
∞→

== ∫−T               
dtt

T2
1

lim
T

T
xxx .                                 (4.29) 

 
Une égalité analogue ayant également lieu pour les moyennes d’un produit, il est 

possible de calculer la fonction d’autocorrélation ( )txxC  de la fonction aléatoire ( )tx  

sous la forme : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞→

+== ∫−T                                  
dt

T2
1

limt0t
T

T
τττ xxCxx xx .                (4.30) 

En effectuant l’analyse de Fourier de la fonction( )tx , on est amené à définir la densité 

spectrale ( )ωS  de la fonction ( )tx  qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier 

de la fonction d’autocorrélation ( )txxC  définie par (Albaki 2002) : 

 

( ) ( ) ( )                                          dttωiexptω −= ∫
+∞
∞− xxCS .                                  (4.31) 

 
La relation (4.31) qui constitue le théorème de Wiener-Khintchine est également très 

utile en pratique lorsqu’on dispose du spectre expérimental de fréquences, ( )ωS , car 

elle permet de déduire la fonction d’autocorrélation ( )txxC  par transformée de Fourier 
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inverse. A titre indicatif, nous avons également représenté sur la figure (4.2) les densités 

spectrales qui leurs sont associées, pour les trois états de la matière. 

 

 
Figure 4.2 : Densité spectrale de la fonction d’autocorrélation des vitesses des particules. Les 
fréquences caractérisent leurs mouvements dans les trois états de la matière sont mises en 
évidence : gaz (diffusion à fréquence nulle), solide (oscillation à fréquence plus ou moins bien 
déterminée) et liquide (présence des deux comportements). 
 

4.5.2 Propriétés dynamiques «individuelles» : propriétés de transport 

atomique 
 

Le mouvement individuel d’une particule test qui diffuse dans un liquide peut 

être observé expérimentalement dans le mouvement brownien : en l’absence d’action 

extérieure. La particule décrit un mouvement aléatoire qui résulte des collisions répétées 

avec les particules voisines. Celles-ci exercent des forces aléatoires qui entretiennent le 

mouvement irrégulier de la particule test en donnant simultanément naissance à des 

forces de friction qui s’opposent à son mouvement. Les collisions aléatoires des atomes 

voisins induisent deux effets différents; l’un correspond à une force motrice et l’autre à 

une force de frottement. De même, lorsque le système est soumis à une action extérieure 

comme par exemple un champ électrique appliqué à des particules chargées, le 

mouvement de la particule résulte des actions simultanées du champ appliqué et des 

particules voisines. Par conséquent, le processus collisionnel est dû à la superposition 

d’une contribution aléatoire due au mouvement brownien et d’une contribution 

systématique due au champ appliqué qui produit un mouvement résultant de la particule 
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dans le sens du champ. Or, la force motrice partiellement fluctuante doit être reliée à la 

force de frottement puisqu’elles ont une origine commune. C’est précisément la relation 

entre les diverses contributions de ces actions microscopiques qui constitue le 

fondement du théorème dit de «fluctuation-dissipation» (Callen et al. 1951, Kubo 

1957). 

 

4.5.2.1 La fonction d’autocorrélation des vitesses  

Quoiqu’elle ne puisse pas, en pratique, être mesurée expérimentalement, la 

fonction d’autocorrélation des vitesses nous renseigne sur le mouvement des particules 

à l’échelle atomique. 

 

� Propriétés de la fonction d’autocorrélation des vitesses  

Ecrivons la fonction de corrélation ( )tABC  de deux grandeurs aléatoires ( )tA  et ( )tB  

 

( ) ( ) ( )
∞→

+= ∫T               
dtttBtA

T
1

limt 00
T

0 0ABC .                           (4.32) 

 
Cette intégrale représente une moyenne cumulée sur plusieurs origines de 

temps 0t , correspondant chacune à un système en équilibre. Si la grandeur A  diffère de 

la grandeurB , ( )tABC  est appelée simplement fonction de corrélation, alors que si les 

deux grandeurs A  et B  sont identiques, ( )tAAC  est appelée fonction d’autocorrélation. 

Nous nous intéressons ici à la fonction d’autocorrélation des vitesses notée 

habituellement : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞→

+=+=Ψ ∫−T                                              
dtttvtv

T2
1

limttvtvt
T

T 00i0i0i0i
rrrr

,          (4.33) 

 
où iv

r
 est la vitesse de la particule i. Cette fonction indique comment la valeur de 

( )ttv 0i +r
 est corrélée à sa valeur à l’instant 0t . En d’autres termes, elle exprime le 

temps au bout duquel le mouvement d’une particule perd tout lien, toute mémoire, avec 

son mouvement à un instant antérieur donné. Comme nous le verrons, la façon la plus 

simple de calculer la fonction d’autocorrélation des vitesses est de réaliser une 

expérience de simulation numérique. Bien que ces calculs donnent une idée précise de 

la variation de ( )tΨ , il est utile de développer un modèle élémentaire qui permette de 

connaître les valeurs exactes de ( )tΨ  pour toutes valeurs de t. Par exemple, pour 0t =  
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la fonction d’autocorrélation des vitesses ( ) ( ) ( )                                      tvtv0 0i0i
rr=Ψ n’est rien d’autre que 

la valeur moyenne du carré de la vitesse soit, d’après le théorème d’équipartition,  

 

( )  
m

Tk3
v0 B2

i ==Ψ r
,                                               (4.34) 

 

où ( )123
B KJ1038,1k −−×=  est la constante de Boltzmann et m la masse d’une particule. 

Au cours du temps, les particules subissent des collisions et ( )ttv 0i +r
 est de moins en 

moins corrélée à sa valeur initiale ( )0i tv
r

, de sorte qu’après un grand nombre de 

collisions, les vitesses sont totalement décorrélées et que ( )tΨ  tend vers zéro. Les rares 

informations que l’on ait de la fonction d’autocorrélation des vitesses sont sa 

valeur  
m

Tk3 B  à l’instant initial et sa décroissance vers zéro lorsque le temps augmente. 

Aussi, une approximation raisonnable de la fonction d’autocorrélation des vitesses est 

d’admettre qu’elle subit une décroissance exponentielle au cours du temps avec une 

constante de tempsτ , soit 

 

( ) ( ) ( ) 






 −=+=Ψ
τ
t

exp
m

Tk3
ttvtvt B

0i0i
rr

,                     (4.35) 

 
C’est ce genre d’argument qui est utilisé pour estimer la plupart des fonctions 

d’autocorrélation rencontrées dans l’étude des propriétés dynamiques des fluides 

denses. Mais la procédure est également utilisée dans l’étude de leurs propriétés 

statistiques, pour calculer le facteur de structure statique ( )qS  qui ne peut pas être 

obtenu analytiquement sans l’emploi d’approximations et de modèles simplifiés. 

Pour un fluide dense classique dont les interactions sont caractérisées par un 

potentiel de paire, on peut effectuer le calcul direct de la fonction d’autoccorélation des 

vitesses normée ( ) ( ) ( )( )0tt ΨΨ=ϕ  sous la forme suivante (Balucani et Zoppi, 1994) : 

 

                            ( ) ( ) ( )tv0v
Tk

m
t xi,xi,

B
=ϕ                            

                                    K&&& −

























−













−=

4!
t

v
2
t

v
Tk

m
1

4
2
xi,

2
2
xi,

B
 ,                (4.36) 

 

où v& , K&&v   désignent les dérivées successives de v
r

. 
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Figure 4.3 : Fonctions d’autocorrélation des vitesses représentatives des trois états de la matière: 
gaz (les particules diffusent), solide (les particules vibrent) et liquide (les particules ont les deux 
comportements). 
 

Dans le développement en série de la relation (4.36), seuls les deux premiers 

termes ont été retenus car ce sont les seuls qui sont facilement calculables. Ils suffisent 

néanmoins à prédire avec une assez bonne précision la fonction d’autocorrélation des 

vitesses d’un liquide aux temps courts. L’expression analytique de ( )tϕ  montre qu’il y a 

une tangente horizontale au point 0t = , ce qui n’est pas prévu par le modèle 

exponentiel décrit au début de ce paragraphe. Par ailleurs, le comportement 

asymptotique pour ∞→t  n’est pas non plus celui du modèle élémentaire (éq. 4.35), car 

une étude plus précise montre que la variation asymptotique se fait en 23t−  (Albaki 

2002). 

Dans la matière condensée, le temps de corrélation est important (> 10 ps selon la 

densité) quand il y a peu de collisions comme dans le cas des gaz et il est plus petit      

(≈ 5 ps selon la température) pour le solide. Ce temps peut être encore plus petit (< 2 ps) 

pour le liquide (Albaki 2002). Le solide et le liquide ayant des densités voisines, la 

différence observée est due au fait que le mouvement des atomes dans le solide est de 

type oscillatoire, alors qu’il est tout à la fois vibratoire et diffusant dans le liquide. La 

figure 4.3 montre la fonction d’autocorrélation des vitesses normée pour ces trois états 

de la matière. 

 

4.5.2.2 Le coefficient d’autodiffusion  

La diffusion est l’une des manifestations les plus directes du mouvement 

d’agitation thermique des molécules, ions ou atomes. Elle intervient dans les gaz, les 
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liquides et même les solides. Elle est observée à l’échelle macroscopique chaque fois 

qu’il existe une hétérogénéité de concentration non compensée par une action extérieure 

telle qu’une force de gravitation, une force centrifuge ou un champ électrique s’il s’agit 

de particules chargées telles que des ions. Elle apparaît comme un transport de matière 

ayant pour effet de supprimer tout gradient de concentration.  

Les idées de base sur la diffusion furent émises par Fick en 1855 en ce qui 

concerne les liquides, mais se généralisent aux cas des gaz et des solides. Naturellement, 

la diffusion ne prend pas la même importance suivant les états de la matière : 

 

• dans le gaz, le libre parcours moyen (distance moyenne parcourue par les 

molécules entre deux collisions) est très grand, 

 

• dans le liquide, le libre parcours moyen est de l’ordre de grandeur de la distance 

entre particules, 

 

• dans le solide, l’agitation thermique est encore plus limitée dans son amplitude, 

puisqu’elle est en général restreinte aux vibrations des atomes autour de leur 

position d’équilibre. 

 

La diffusion est caractérisée par le coefficient d’autodiffusion D . Ce coefficient 

s’obtient directement à partir de la fonction d’autocorrélation des vitesses. Il est 

également accessible expérimentalement par diffusion de traceurs isotopiques, par 

résonance magnétique nucléaire ou par diffusion incohérente de neutrons (Wax 2004). 

La façon la plus simple de le montrer est de partir de la formule d’Einstein : 

 

( )
∞→

=
t

D6
t
t

lim
σ

,                                                      (4.37) 

 

où ( )tσ  est le déplacement quadratique moyen :  
 

                                          ( ) ( ) ( ) 2
ii 0rtrt
rr −=σ           

            ( ) ( ) tdtdtvtv
t

0

t

0
′′′′′′= ∫ ∫

rr
.                                  (4.38) 

 

En utilisant les indications de Hansen et McDonald (1986), on aboutit à : 

( ) ( ) ( ) τττσ dv0v
t

1t2t
t

0

rr

∫ 






 −= ,                                        (4.39) 

 

de sorte qu’avec les relations (4.33) et (4.34), le coefficient d’autodiffusion s’écrit : 
 

( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

=⋅=
0

B
0

dtt
m

Tk
dt0vtv

3
1

D ϕrr
,                          (4.40) 
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où ( )tϕ  est la fonction d’autocorrélation des vitesses normée.  

Le coefficient d’autodiffusion apparaît comme une grandeur d’un intérêt théorique 

fondamental, car c’est la seule grandeur mesurable qui s’exprime en termes de fonction 

d’autocorrélation des vitesses et qui permet donc de tester le modèle et la théorie 

microscopique dynamique employés.  

 

4.5.3   Propriétés dynamiques «collectives» 

L’étude des propriétés dynamiques «individuelles» qui vient d’être présentée 

donne, une première illustration de l’importance que revêtent parallèlement les 

propriétés dynamiques collectives. La mise en œuvre de ce modèle requiert, en effet la 

connaissance de la fonction de diffusion intermédiaire, ( )t,qF
r

 défini plus bas. Ceci 

illustre clairement le fait que, même s’il est a priori naturel de distinguer les unes des 

autres, toutes sont en réalité intimement liées et l’étude des propriétés individuelles 

impose aussi de s’intéresser aussi aux propriétés collectives.   

Dans ce paragraphe, nous allons définir la fonction de diffusion intermédiaire, 

( )t,qF
r

 et le facteur de structure dynamique ( )ω,qS
r

 qui décrivent la structure des 

liquides et qui sont indispensables à l’interprétation des expériences de diffraction de 

neutrons. 

 

4.5.3.1    La fonction de diffusion intermédiaire et le facteur de structure  

              dynamique 
 

        La fonction de diffusion intermédiaire ( )t,qF
r

 est la transformée de Fourier spatiale 

de la fonction de corrélation de Van Hove ( )t,rG
r

 (1954) : 

 

( ) ( ) ( )drrqiexpt,rGt,qF
rrrr ⋅= ∫ .                                        (4.41) 

 

avec  

                                      ( ) ( ) ( )0,0t,r
N
1

t,rG ρρ rr =  

            ( ) ( )[ ]∑
=

++=
N

1ji,
ji tr0rr

N
1 rrrδ .                            (4.42) 

 

et ( )t,rrρ  est l’opérateur densité des particules au point r
r

 à l’instantt . Elle est donnée  
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sous la forme d’une distribution de Dirac: 

( ) ( )[ ]∑
=

−=
N

1i
i trrt,r
rrr δρ  ,                                       (4.43) 

 

Après substitution de relation (4.42) dans la relation (4.41). La fonction de diffusion 

intermédiaire s’écrit : 

 

( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )t,q0,q
N
1

0rtr.qiexp
N
1

t,qF
ji

ij
rrrrrr ρρ −=−= ∑ ,              (4.44) 

avec 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∫
=

⋅=⋅=
N

1i
i trqiexpdrt,rrqiexpt,q
rrvrrr ρρ .                       (4.45) 

Au temps 0t = , la fonction de diffusion intermédiaire ( ),0qF
r

 est égale au facteur  

de structure statique. On a en effet : 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )qSqπ2rdrqiexp1rg1,0qF 3 =+⋅−+= ∫ δρρ rrrr
.          (4.46) 

 

La transformée de Fourier temporelle de ( )t,qF
r

 c’est à dire son spectre de 

fréquences est appelée facteur de structure dynamique.  

 

( ) ( ) ( )dttωiexpt,qF
π2
1

ω,qS −= ∫
∞+
∞−

rr
.                             (4.47) 

 

4.6 Présentation des résultats et discussion 

Dans ce chapitre, nous présentons brièvement les éléments essentiels en mesure 

de décrire les grandeurs structurales et propriétés dynamiques de la matière dense 

désordonnée à partir de la connaissance des interactions à deux corps entre les particules 

du système considéré. Nous consacrons ce paragraphe à la présentation et à la 

discussion des résultats de notre travail. Ces résultats sont classés dans deux sections.   

Dans la première section, nous donnons les résultats de calculs par dynamique 

moléculaire relatifs aux fonctions de corrélation de paire g(r)  des métaux alcalins 

déduites des potentiels effectifs de Shaw (1968), de Bachelet et al. (1982) et de Fiolhais 

et al. (1995). Les facteurs de structure statique S(q) sont calculés à partir de la 

transformée de Fourier de g(r) . Les résultats sont alors confrontés aux données 

expérimentales. 
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Dans la seconde section, nous utilisons des simulations de dynamique 

moléculaire menées avec le pseudopotentiel de Shaw (OMP-II) pour présenter une 

étude détaillée des propriétés dynamique individuelles et nous analysons également la 

dépendance en température de ces propriétés d’une façon plus précise. Ensuite, nous 

calculons la fonction de diffusion intermédiaire ( ),0qF
r

 qui s’identifie au facteur de 

structure statique S(q). 

 

4.6.1   Propriétés structurales des métaux alcalins à l’état liquide  

Pour chaque métal, nous avons employé les potentiels de Shaw (1968), de 

Bachelet et al. (1982) et de Fiolhais et al. (1995) en utilisant la fonction d’échange et 

corrélation de Vashista-Singwi (1972) pour construire les potentiels effectifs de paires. 

Ces potentiels effectifs de paires sont alors utilisés dans nos calculs de dynamique 

moléculaire pour étudier la structure atomique au voisinage du point de fusion. Dans ce 

paragraphe, les seules grandeurs examinées sont : la fonction de corrélation de paire, la 

coordinance et le facteur de structure. Nos résultats sont alors comparés aux résultats 

expérimentaux. 

La dynamique moléculaire est l’une des méthodes les plus fiables de tester le 

potentiel effectif inter-ionique, car elle permet de calculer la structure ionique des 

systèmes en s’affranchissant des approximations inévitables dans la théorie statistique 

des liquides. Ainsi, la différence entre les résultats théoriques et l’expérience doit être 

attribuée uniquement aux imperfections de la description des interactions. Les calculs 

DM sont faits pour Li, Na et K pour les températures reportées dans le tableau 4.1. Pour 

obtenir des résultats satisfaisants du facteur de structure S(q), nous avons utilisé des 

boites de simulations contenant N = 4000 atomes afin d’assurer une assez grande 

extension de g(r) . Le facteur de structure S(q) est simplement obtenu par transformée 

de Fourier de g(r)  (éq. 4.11) ou directement par( ),0qF
r

. 

Les résultats de nos calculs de la fonction de corrélation de paire g(r)  sont 

présentés sur la figure 4.4 pour Li, Na, et K au voisinage de leurs points de fusion. Nos 

résultats ont été comparés aux données expérimentales de Waseda (1980). Pour le 

lithium, nous notons une légère surestimation de la hauteur du premier pic ainsi qu’un 

petit décalage des deuxième et troisième pics avec le modèle OMP-I, OMP-II et 

Bachelet et al. Concernant le modèle de Fiolhais et al. les résultats concordent avec 

l’expérience. Pour le sodium et le potassium, les trois modèles du potentiels : OMP-I, 

OMP-II et Fiolhais et al. donnent une meilleure prévision. Pour le modèle de Bachelet 
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et al, nous constatons que les résultats obtenus pour Na sont en accord avec l’expérience 

en position, alors que la hauteur du premier pic et les oscillations successives sont 

moins importantes. Par contre, les oscillations de g(r)  obtenu par DM pour le potassium 

sont plus importantes que celles des courbes expérimentales et cela se retrouve 

également sur la hauteur du premier pic. Les différences se situent principalement au 

niveau de la hauteur du premier pic et de la profondeur du premier minimum. Au fur et 

à mesure que la valeur de r augmente, les oscillations de la fonction de corrélation de 

paire g(r)  sont amorties, ce qui traduit l’absence d’ordre à longue distance dans les 

liquides. A petite distance, la fonction g(r)  est nulle car les ions sont impénétrables, 

c’est une conséquence de l’intensité du potentiel répulsif électrostatique qui se traduit 

par une très forte répulsion des ions dans la région du cœur.  

Nous avons également calculé les facteurs de structure statique S(q) en 

appliquant la transformée de Fourier à chacune des fonctions g(r)  de la figure 4.4. Les 

résultats obtenus sont présentés sur la figure 4.5. Bien que nos simulations soient 

réalisées avec 4000 particules, nous pouvons voir que le comportement de S(q) est mal 

reproduit, pour les faibles valeurs de q , en raison des (trop) petites dimensions de la 

boite de simulation. Pour le lithium, la hauteur du premier pic de S(q) semble être un 

peu surestimée surtout avec le modèle de Bachelet, OMP-I et OMP-II, tandis qu’avec le 

sodium et le potassium, seulement avec le modèle de Bachelet et al. Exception faite de 

ces petites différences, l’accord entre nos calculs et l’expérience est très satisfaisant. 

Comme pour g(r) , le pic principal de S(q) est suivi par des oscillations qui 

deviennent de plus en plus amorties autour de la valeur 1 au fur et à mesure que l’on se 

dirige vers les grandes valeurs deq . Théoriquement, pourq = 0, le facteur S(q) est 

proportionnel à la compressibilité isotherme (éq. 3.10). En réalité, la courbe S(q) ne 

commence pas à q = 0 mais plutôt à la valeur min maxq = 4π r  (Hugouvieux et al. 2007), 

où maxr  est l’étendue de g(r) . Ce défaut de S(q) localisé aux petites valeurs de q  résulte 

du manque d’informations sur g(r)  aux grandes distances dû à la faible valeur de N  et 

à la taille réduite des boites de simulation. Il faut noter qu’une meilleure précision sur le 

facteur de structure aux petites valeurs de q  est extrêmement coûteuse en temps de 

calcul. 

Nous avons aussi calculé la coordinance de trois alcalins pour chaque modèle de 

pseudopotentiel utilisé. Celle-ci est généralement calculée selon quatre méthodes 

différentes qui sont montrées dans le livre de Waseda (1980). Les résultats peuvent 
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beaucoup différés selon la méthode utilisée (voir tableau 2.4 de Waseda). Nous avons 

utilisé la quatrième méthode de Waseda qui correspond à l’équation 4.9. Les résultats 

obtenus sont présentés dans le tableau 4.1 et sont comparés aux calculs de Waseda 

(1980) utilisant notre équation. En effet, dans les calculs de Waseda, la fonction de 

corrélation de paire g(r)  est obtenu par la transformée de Fourier du facteur de structure 

statique expérimental S(q). Ceci induit une incertitude dans les calculs car ce dernier 

est difficilement mesurable aux petits angles. On constate des différences notables entre 

nos calculs et ceux de Waseda; ceci est justifié. Maintenant si on compare les 

pseudopotentiels, tous conduisent à la coordinance avec une incertitude relativement 

faible. 

 

 

 

Métal T(K) 0Ω (u.a)3 Modèle  cN  
waseda
cN  

Li  463 

 
 

 
151.36 

 

 Fiolhais 
BHS 

OMP-I 
OMP-II 

 

12.66 
13.05 
12.90 
12.81 

     9.5 

Na 378 

 
 

 
271.43 

 

Fiolhais 
BHS 

OMP-I 
OMP-II 

 

13.10 
12.89 
12.28 
12.36 

     10.40 

K 338 

 
 

 
528.86 

 

Fiolhais 
BHS 

OMP-I 
OMP-II 

 

12.64 
13.06 
11.85 
11.72 

  10.50 

 

Tableau 4.1 : Coordinances cN  calculées et comparés aux valeurs données par Waseda (1980).  
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Figure 4.4 : Fonctions de corrélation de paire g(r) calculées par DM à partir du modèle de 
Bachelet et al.: ligne continue, Fiolhais et al.: tirets, OMP-II: pointillés, et OMP-I: points-tirets. 
Les fonctions g(r)  calculées sont comparées avec les expérience de Waseda (1980): cercles 
pour le Li à T= 463K, Na à T= 378K et K à T= 338K. 
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Figure 4.5 : Facteurs de structure S(q) correspondant au pseudopotentiel de Bachelet et al.: 
ligne continue, Fiolhais et al.: tirets, OMP-II: pointillés, et OMP-I: points-tirets. Expérience 
(Waseda 1980): cercles, expérience (Olbrich et al. 1983): losanges pour le Li à T=463K.  
Expérience (Waseda 1980): cercles, expérience (Greenfield et al. 1971): croix, expérience 
(Huijben et al. 1979): triangles pour le Na à T=378K. Expérience (Waseda 1980): cercles, 
expérience (Greenfield et al. 1971): croix, expérience (Huijben et al. 1979): triangles pour K à 
T=338K. 
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4.6.2   Propriétés dynamiques «individuelles» et «collectives» des 

métaux alcalins à l’état liquide 

 
Dans notre étude, nous avons utilisé le pseudopotentiel de Shaw où le «core 

shift» (voir chapitre 1) est obtenu à partir d’un calcul auto cohérent (OMP-II) et la 

fonction d’échange et corrélation d’Ichimaru et Utsumi (IU 1981). Une fois le potentiel 

inter-ionique connu, le comportement dynamique des liquides métalliques peut être 

étudié grâce aux simulations par DM. On peut ainsi suivre directement l’évolution des 

positions et des vitesses des particules du système au cours du temps. Ces résultats de 

simulation contiennent toutes les informations nécessaires pour calculer les propriétés 

dynamiques des métaux liquides Li, Na et K. Les propriétés qui nous intéressent en 

priorité dans cette section sont la fonction d’autocorrélation des vitesses normée ( )tϕ , 

sa densité spectrale ( )ωΨ  et le coefficient d’autodiffusionD . C’est ce coefficient qui 

nous renseignera sur le mécanisme diffusionnel des ions. Dans cette section, nous 

comparons nos résultats de calculs aux résultats expérimentaux.  

 

� La fonction d’autocorrélation des vitesses  

Le calcul des propriétés dynamiques individuelles exige des simulations de 

durée assez longues et, pour éviter l’encombrement des mémoires par des fichiers 

énormes, on simule généralement des systèmes de taille plus petite que ceux utilisés 

pour la détermination des propriétés statiques. Dans cette étude, nous avons utilisé des 

systèmes comportant 864 particules. Or, si ces expériences requièrent des durées assez 

longues (la phase de production dure 22000 itérations avec un pas de temps ∆t  de 

l’ordre de 10-3 ps), le laps de temps sur lequel on détermine la fonction  

d’autoccorélation des vitesses (VACF) est généralement de 8 ps. Afin d’améliorer la 

précision de la VACF, on effectue la moyenne des résultats obtenus après décalages 

successives des origines du temps, conformément à la relation : 

 

( ) ( ) ( )ttvtv
NM

1
t ki

M

1k

N

1i
ki +=Ψ ∑ ∑

= =

rv
.                          (4.48) 

où iv
v

 est la vitesse de la particule i et M est le nombre de configurations indépendantes 

échantillonnées pendant la phase de production.  

Dans ce paragraphe, nous présentons nos résultats de calcul de la VACF dans le 

cas des métaux alcalins Li, Na et K. Dans le tableau 4.2 sont reportés les états 
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thermodynamiques ( )0ΩT,  choisis pour cette étude. Dans le but de vérifier 

l’universalité du comportement des VACF des métaux alcalins, nous avons tracé les 

courbes en unités réduites. Pour les besoins de la cause, l’unité de temps choisie est 

( )( ) 21
Bmin Tkmr=τ . La figure 4.6 représente les VACF des trois métaux alcalins au 

voisinage du point de fusion. Nous constatons que pour Li, il se produit un décalage par 

rapport aux autres éléments avec un déphasage sensible des oscillations. Néanmoins, 

l’amplitude des oscillations et, particulièrement, la profondeur du minimum 

correspondant à la rétrodiffusion sont très semblables pour les trois éléments. 
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Figure 4.6 : La fonction d’autocorrélation des vitesses normée pour les alcalins au voisinage de 

leur point de fusion en fonction de 
τ
t

. 

 
 

 

  
Etat      

 
   I 

 
   II 

 
  III 

 
  IV 

 
  V 

 
 VI 

 
 VII 

 

 T 
 

 463 
 

 500 
 

 574 
 

 600 
 

 700 
 

 800 
  

 Li  

0Ω  151.36 152.68 155.39 156.37 160.23 164.30  
 

 T 
 

 378 
 

 400 
 

 500 
 

 600 
 

 700 
 

 800 
 

 900 
 

 Na 

0Ω  271.43 272.85 279.48 286.45 293.77 301.47 309.59 
 

 T 
 

 338 
 

 400 
 

 500 
 

 600 
 

 700 
 

 800 
  

 K 

0Ω  528.86 538.59 555.08 572.61 591.28 611.21  
 

Tableau 4.2 : Les états thermodynamiques étudiés sont caractérisés par la température T (K) et 
le volume atomique 0Ω  (u.a).  
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 Nous avons tracé, sur la figure 4.7, la fonction d’autocorrélation des vitesses 

normée pour les trois métaux alcalins: Li, Na et K à l’état liquide. Toutes les courbes 

présentent un comportement standard des fluides denses. Il apparaît que le 

comportement oscillant est toujours présent pour tous les états thermodynamiques 

étudiés. Il faut atteindre le seuil de 800K dans le cas du potassium pour que le premier 

minimum de la VACF devienne positif. La région de corrélation négative peut être 

interprétée comme la rétrodiffusion de la particule prise comme origine dans la cage 

formée par ses voisines les plus proches. Comme cela vient d’être mentionné, cette 

rétrodiffusion a lieu pour des températures proches du point de fusion. Au dessus d’une 

certaine température, la situation n’est plus favorable à la rétrodiffusion et il faut plutôt 

invoquer un autre mécanisme que l’on peut imaginer comme suit : dans son 

mouvement, la particule est ralentie par son environnement comme si elle était attachée 

à une bande élastique, et c’est lorsque l’environnement se relaxe que la particule est 

poussée en avant comme s’il y avait rupture de la bande élastique. Dans ce cas la 

particule origine ne subit pas d’inversion de vitesse. 
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Figure 4.7 : VACF normée pour Li, Na et K  en fonction du temps pour différentes température. 
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� La densité spectrale  

La densité spectrale ( )ωΨ  est obtenue en calculant la transformée de Fourier de 

la fonction d’autocorrélation des vitesses ( )tΨ  correspondante. Elle contient des 

informations importantes sur la dynamique des liquides. En principe, ( )ωΨ  peut être 

déduite des expériences de diffusion de neutrons aux petits vecteurs d’onde, mais, en 

pratique, cette technique donne plutôt accès aux propriétés collectives qu’aux propriétés 

individuelles des liquides (Albaki 2002). Par conséquent, la DM est la seule approche 

qui peut fournir une image détaillée de la façon dont les particules se déplacent dans les 

liquides. En effet, la densité spectrale, ( )ωΨ , fait apparaître les deux caractéristiques du 

mouvement des particules : la vibration et la diffusion. L’aspect vibratoire se traduit par 

des pics dans ( )ωΨ  pour les fréquences non nulles. L’aspect diffusif, quant à lui, fixe la 

valeur de cette fonction en 0ω= , valeur qui est proportionnelle au coefficient 

d’autodiffusion D  : 

 

( ) ( )dttΨ
2π
1

0ωΨD ∫
∞+
∞−

=== .                                        (4.49) 

 
Nous avons présenté sur la figure 4.8 la densité spectrale en fonction de la 

fréquence. On constate que la bande de fréquence diminue quant les atomes deviennent 

plus lourds. En effet, les pics des fréquences de vibration ont des positions situées à 40, 

15, 8ps-1 pour, respectivement, Li, Na et K. Pour discuter du comportement de la densité 

spectrale en fonction de la température, nous avons présenté les résultats de calculs sur 

la figure 4.9. 

Les modes diffusifs aux basses fréquences et les modes vibratoires aux hautes 

fréquences sont très apparents sur la figure 4.9. Au point de fusion (état I), la forme 

générale de la distribution est large et fractionnée en deux pics de fréquences et la 

valeur à fréquence nulle est non nulle. Dans l’évolution avec la température, le 

comportement vibratoire persiste sans changement significatif de la position des pics 

dont la forme évolue en épaulements. 
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Figure 4.8 : La densité spectrale de VACF, ( )ωΨ , pour les métaux alcalins à l’état liquide: Li 
à T = 463K, Na à T = 378K et K à T = 338K.  
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Figure 4.9 : Densité spectrale de la VACF pour Li, Na et K en fonction de la fréquence.  
 
 
 
 
 



 104 

� Le coefficient d’autodiffusion  

Le coefficient d’autodiffusion D peut être obtenu par deux méthodes: par 

intégration de la fonction d’autocorrélation des vitesses (éq. 4.40) ou en évaluant la 

pente du déplacement quadratique moyen aux grandes valeurs de t (éq. 4.37). Pour le 

calcul de D, il est nécessaire de connaître ( )tσ  sur un intervalle de temps plus long 

( ≈ 28 ps) que celui nécessaire pour ( )tϕ ( ≈  2ps) compte tenu du fait que la relation 

(4.37) fait appel au comportement asymptotique de( )tσ . 

Pour les métaux alcalins, les résultats de calcul du coefficient d’autodiffusion sont 

analysés en fonction de la température. Nous avons résumé, dans le tableau 4.3, pour 

des états thermodynamiques: les unités de temps ( )( ) 21
Bmin Tkmr=τ  et les 

coefficients d’autodiffusion D obtenus par les deux méthodes de calcul notés ϕD  

et σD . La comparaison entre les valeurs obtenues par la relation (4.37) et la relation 

(4.40) permet de s’assurer de la fiabilité de nos calculs lorsque les deux valeurs de D 

sont identiques. Dans la plupart des cas, la différence entre ces deux valeurs est de 

l’ordre de quelque %. Cependant, il est plus commode de calculer D à partir de ( )tϕ  

qu’à partir de ( )tσ , car cette dernière exige des simulations plus longues pour atteindre 

la pente asymptotique de ( )tσ . A l’opposé, la VACF tend rapidement vers zéro après un 

laps de temps sensiblement plus court que celui exigé par ( )tσ  pour atteindre son 

comportement asymptotique. Nous pouvons, également déduire la valeur de D à partir 

de la densité spectrale à l’aide de la relation (4.49), elle nous a permis d’évaluer le 

coefficient D à moins de 1% de ϕD . 

En traçant, la variation de Ln(D) en fonction de la température pour Li, Na et K sur 

la figure 4.10, on constate que les résultats suivent la loi d’Arrhenius : 

 








 −=
RT
Q

expDD 0  ,                                          (4.50) 

où 11molJK8,314R −−= . L’analyse par la méthode des moindres carrés donne les 

valeurs de préfacteur 0D  et de l’énergie Q  que nous présentons dans le tableau 4.4. Les  

résultats expérimentaux (Egelstaff, 1994) ne sont pas trop éloignés des nôtres. En outre, 

bien que la mesure expérimentale du coefficient d’autodiffusion des métaux liquides est 

une tâche difficile à cause de sa grande sensibilité aux perturbations externes comme, 

par exemple, les effets de convection, tous les métaux alcalins liquides ont été étudiés 
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expérimentalement. Cependant, les données disponibles sont toujours limitées à des 

domaines de température très étroits. Il est très difficile d’évaluer les incertitudes sur nos 

mesures des propriétés dynamiques par dynamique moléculaire parce que plusieurs 

facteurs interviennent dans les calculs. Nous pouvons en citer au moins trois : (i) le 

nombre de particules relativement petit, il en résulte des effets de surface assez 

importants, (ii) les erreurs numériques inhérentes aux algorithmes utilisés et (iii) les 

imperfections des modèles de pseudopotentiels utilisés.  

Dans ce paragraphe, nous présentons nos résultats ainsi que les résultats 

expérimentaux de Na (Meyer et al. 1955) et de K (RÖhlin et al. 1962) et d’autres 

résultats théoriques (Lad et al. 2006), puis nous discutons leurs dépendances en 

température. Le tableau 4.3 contient les coefficients d’autodiffusion des alcalins à la 

fusion, obtenues avec le modèle OMP-II. Nos résultats obtenus sont en excellent accord 

avec l’expérience et avec d’autres études théoriques (Hsu et al. 1972, Gonzalez et al. 

1993, Balucani et al. 1993, Wax et al. 1997, Casas et al. 2000, Yokoyama 2001, Wax et 

al. 2002, Albaki 2002 et Lad et al. 2006). Les résultats de Ln(D) présentés sur la 

figure 4.10 correspondent à un intervalle de températures réduit afin d’être comparés 

aux résultats expérimentaux  (Meyer et al. 1955 et RÖhlin et al. 1962) et théoriques 

(Hsu et al. 1972). L’accord entre eux est excellent.  

 

                                                     
                                                    OMP-II                                         FIOLHAIS 
 

Eléments 
       

   

  T(K) 
            

   

 rmin(Å) 
                 

   

   τ (ps) 
              

       

     ϕD                   
       

σD  

 

 

DLad 
 

 

        Dexp 
 

    Li 
    Na 
    K 

 463 
 378 
 343 

 3.16 
 3.69 
 4.52 

 0.310 
 0.861 
 1.445 

    0.507 
    0.436 
    0.398 

    0.494 
    0.415 
    0.367 

     0.582 
     0.381 
     0.349 

     0.61-0.68 
   0.406-0.435 
   0.359-0.376 

 

Tableau 4. 3 : Pas de temps τ, position du minimum du potentiel rmin et les coefficients de 
diffusions ϕD , obtenus par la relation (4.40) etσD , obtenus par la relation (4.37) en 10-4 cm2/s 

pour les métaux alcalins. DLad sont les valeurs obtenues par Lad et al. (2006).  Dexp sont les 
valeurs expérimentales (Balucani et al. 1994). 
          

 

 

OMP-II ( ϕD ) 
 

Li Na K 

0D (10-4 cm2/s)        13.603 10.442 10.719 

Q(KJ/mol) 13.323 10.182 8.762 

expQ (KJ/mol) 12.442       10.137 9.218 

 

Tableau 4. 4 : les valeurs de D0 et de Q calculées par la méthode des moindres carrés. Les 
données expérimentales sont celles données par Egelstaff (1994). 
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Figure 4.10 : Les variations de Ln(D) en fonction de T-1 pour Li, Na et K. Le coefficient 
d’autodiffusion D a été calculé à partir de la VACF.  Les triangles correspondent aux 
expériences pour Na (Meyer et al. 1955) et K (RÖhlin et al. 1962). Les carrés correspondent à 
nos calculs et les croix représentent d’autres calculs faits avec d’autres potentiels ou méthodes 
(Hsu et al. 1972). 
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� Calcul de S(q) par la fonction de diffusion intermédiaire ( )0tq,F =  

Nous avons tracé, sur la figure 4.11, les facteurs de structure statique S(q) calculés à 

partir de la fonction de diffusion intermédiaire ( )0tq,F =  pour les métaux alcalins au 

voisinage de leurs points de fusion. La dynamique moléculaire a été employée avec le 

potentiel inter-ionique dérivé du pseudopotentiel de Shaw OMP-II et l’écrantage 

d’Ichimaru et Utsumi en utilisant 864 particules. Nos résultats sont confrontés d’une 

part, aux résultats de dynamique moléculaire obtenues à partir de la transformée de 

Fourier de chacune des fonctions de g(r) en utilisant 4000 particules et, d’autre part, aux 

expériences. On constate que, l’accord entre eux est excellent. 
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Figure 4.11 : Facteurs de structure S(q) correspondant au pseudopotentiel OMP-II. Ligne 
continue: S(q) calculé à partir de la TF de g(r) (4000 particules), Carrés: S(q) calculé à partir de 
F(q,t=0) (864 particules). Expérience (Waseda 1980): cercles, expérience (Olbrich et al. 1983): 
croix pour le Li à T=463K.  Expérience (Waseda 1980): cercles, expérience (Greenfield et al. 
1971): triangles, expérience (Huijben et al. 1979): étoiles pour le Na à T=378K. Expérience 
(Waseda 1980): cercles, expérience (Greenfield et al. 1971): triangles pour K à T=338K. 
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Chapitre 5 
 

 

Etude des alliages métalliques à seuil de 
démixtion : cas de LiNa 
 
 
 
5.1 Introduction 

Lorsque plusieurs composants d’un mélange sont partiellement miscibles et que 

l’un d’entre eux a dépassé sa limite de solubilité, une démixtion apparaît : plusieurs 

phases de compositions différentes se forment. La métallurgie des alliages est au cœur 

de ce problème. 

En se limitant aux alliages binaires, l’étude de la démixtion à partir des principes 

premiers est ici menée à partir des interactions effectives de paires et non à partir de 

l’enthalpie libre totale du métal. De ce point de vue, la prédiction de la démixtion repose 

essentiellement, sur l’étude des facteurs de structure partiels du liquide aux petits angles 

présentés dans ce chapitre, et en particulier sur celle du facteur de structure partiel 

( )CCS q  des fluctuations de concentration. La divergence en 0q= , qui est la signature 

d’une instabilité spinodale, s’amorce à des valeurs de q plus élevées sur cette grandeur 

que sur les facteurs de structure partiels d’Ashcroft-Langreth définis plus bas. La 

mécanique statistique montre que cette grandeur ( )CCS 0  est également inversement 

proportionnelle à la dérivée seconde de l’enthalpie libre de Gibbs par rapport à la 

concentration (Bhatia et Thornton 1970). Il est possible d’avoir ainsi une approche 

structurale plutôt qu’énergétique de la démixtion en fonction de la concentration des 

espèces. Ainsi, la compréhension détaillée des préférences structurales et énergétiques 

des atomes dans les systèmes métalliques liquides, binaires ou multicomposants (au 

delà de nombreuses règles ou observations empiriques bien connues des métallurgistes) 

nécessite une approche microscopique complète fondée sur la théorie statistique des 

liquides et la théorie quantique des métaux. Une abondante littérature existe pour les  
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alliages liquides ordonnés à courte distance (c’est à dire ceux pour lesquels l’hétéro 

coordination des atomes premiers voisins prédomine). Elle a été passée en revue par de 

nombreux auteurs : Bhatia (1976), Sommer (1990), Saboungi et al. (1993), Young 

(1992), Singh et Sommer (1997). En revanche, les alliages liquides dominés par une 

tendance à la ségrégation (c’est-à-dire ceux pour lesquels l’homo coordination des 

premiers voisins prédomine) ont été beaucoup moins étudiés (tableau 1), en particulier 

du point de vue microscopique et de la théorie électronique. Notre objectif est de voir 

dans quelle mesure cette approche peut être pertinente, compte tenu des développements 

théoriques (pseudopotentiels) et numériques (méthodes de simulations). 

 

 

Tableau 5.1 : Propriétés thermodynamiques des alliages liquides binaires présentant une 
ségrégation. (i) Predel (1995), (ii) Hultgren et al. (1973), (iii) Yu (1994), (iiii) Olesinski et 

Abbaschian (1984), XC
MG est enthalpie libre d’excès, XC

MH  est enthalpie d’excès, XC
MS  est 

entropie d’excès .(extrait de Singh et Sommer 1997) 
 

La stratégie que nous avons adoptée pour étudier les alliages liquides qui 

démixtent exige de considérer différents pseudopotentiels et une systématique de calcul 

des facteurs de structure. En ce qui concerne les potentiels effectifs, ces derniers ne 

diffèrent que par le modèle du pseudopotentiel électron-ion, l’écrantage des ions étant 

systématiquement traité avec la fonction diélectrique de Vashista-Singwi (1972). Nous 

avons organisé la présentation de l’étude en considérant d’abord le pseudopotentiel « ab 
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initio » de Bachelet et al. (1982) (voir chapitre 1) qui ne comporte aucun paramètre 

ajustable. Dans ce cas la réponse à la question de l’existence d’une démixtion relève du 

constat de l’aptitude du modèle à prédire une divergence du facteur de structure de 

l’alliage. Ensuite nous considérons le pseudopotentiel de nature local et indépendant de 

l’énergie de Fiolhais et al. (1995) qui ne comporte que deux paramètres indépendants. 

Ici encore, la réponse à la question de l’existence d’une démixtion ou non relèvera du 

constat une fois les paramètres choisis. Notons que le modèle de Fiolhais et al. a déjà 

été utilisé pour l’étude structurale de liquides simples alcalino-terreux, la théorie donne 

les résultats concluants sur cette série de métaux (Wax et al. 2000). Puis nous 

analyserons le potentiel de Lennard-Jones qui comporte deux paramètres, dont nous 

ajusterons les paramètres sur le potentiel de Fiolhais. En dernier lieu nous considérons 

le modèle de Shaw nonlocal et dépendant de l’énergie (OMP-II) (voir chapitre 1) qui 

comporte des paramètres calculés de façons auto-cohérents. Il ne s’agit pas de refaire la 

série de travaux effectués sur l’alliage LiNa par Hoshino et al. (1986, 1987, 1988, 1990) 

mais de considérer leurs résultats pour vérifier les programmes utilisés. 

Dans une première approche, nous allons faire une étude systématique de 

différents modèles de pseudopotentiels. Il n’est pas souhaitable d’avoir recours 

d’emblée à la simulation par dynamique moléculaire, car cette méthode ne permet pas 

d’avoir une bonne précision aux petits angles. En effet, on doit travailler avec un 

nombre limité d’atomes dans une « boîte de simulation » de dimension réduite (4 à 5 

distances interatomiques par exemple). Les transformées de Fourier sont alors entachées 

d’oscillations non physiques aux petits angles. Au contraire, les méthodes en 

perturbation thermodynamique ne limitent presque pas la dimension du système à 

étudier de sorte que la précision aux petits angles est quasi-parfaite du point de vue 

numérique et permets de tirer des conclusions sur les alliages à seuil de miscibilité. 

L’étude sera menée de la façon suivante: dans un premier temps, nous présentons 

la démarche et la justification des choix restrictifs qui ont dus être faites pour cette 

étude. Dans une deuxième étape, on déterminera par RPA (voir chapitre 3) les facteurs 

de structure concentration-concentration ( )CCS q  de l’alliage binaire modèle de type A-

B à partir du potentiel de Lennard-Jones et l’effet de l’amplitude et du signe du potentiel 

d’ordre sur ces derniers. Ensuite, nous nous intéressons à l’alliage LiNa pour une étude 

quantitative de la démixtion à partir des facteurs de structure aux petits angles obtenus 

d’une part par la transformée de Fourier des fonctions de corrélations de paire calculées 

par la dynamique moléculaire et d’autre part en utilisant les fonctions de diffusion 

intermédiaire partielles àt=0  ( )0t,qFab =
r

. Cet alliage présente une séparation de phase 
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pour la composition 0.61 0.39Li Na  à la température critique cT =577K (figure 5.1). Dans la 

dernière partie, nous discutons de la pertinence des résultats et les comparons à ceux 

obtenus à partir des méthodes de dynamique moléculaire quantique. 

 
Pourcentage massique en sodium 

 
Pourcentage atomique en sodium 

Figure 5.1 : Diagramme de phase de l’alliage LiNa (Massalski, 1990) dans la représentation 
température-concentration (massique ou atomique).  
 

5.2 Grandeurs structurales : point de vue microscopique 

5.2.1   Cas des alliages métalliques  

Dans le cas d’un alliage binaire, la connaissance de trois fonctions de 

distributions de paires partielles, ( )aag r , ( )abg r  et ( )bbg r  relatives aux paires 

d’atomesa -a, a -b et b-b est nécessaire pour décrire la structure. On doit introduire de 

même, leur contrepartie dans l’espace réciproque, les facteurs de structure partiels 

( )aaS q , ( )abS q  et ( )bbS q . Dans la littérature, la définition des facteurs de structure 

partiels n’est pas unique. Ainsi il existe plusieurs formalismes pour représenter la 

structure d’alliages à deux (et plus) composants: celui d’Ashcroft et Langreth (1967), 
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celui de Faber et Ziman (1972) et celui de Bhatia et Thornton (1970). Ce dernier est 

fondamentalement différent des deux premiers.  

Soient aN et bN  les nombres d’atomes des espèces a  et b  dans l’échantillon, de 

sorte que le nombre total d’atomes diffusant est a bN = N + N . Les concentrations 

correspondantes sont données par : a
a

N
c =

N
 et b

b

N
c =

N
. La moyenne arithmétique et la 

moyenne quadratique des facteurs de diffusion atomiques (cas des neutrons) sont notés 

respectivement (Waseda 1980) : 

 

( ) ( ) ( )a a b bb q = c b q + c b q.                                          (5.1) 

( ) ( ) ( )2 2 2
a a b bb q = c b q + c b q.                                          (5.2) 

 
5.2.1.1   Formalisme d’Ashcroft-Langreth (AL, 1967) 

Dans la représentation AL, les facteurs de structure partiels sont exprimés de la 

façon suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )
a bN N

-1 2 -1 2

ab a b aj bk a b q,0
j=1 k=1

S q = N N exp -iq. r - r N N δ  − ∑∑
r r r

.        (5.3) 

 

où le terme q,0δ  représente l’intensité de diffusion à q = 0 qui est en pratique «oublié»  

car il n’a de sens physique que pour des valeurs de q  extrêmement proches de0 . A 

partir des facteurs de structure partiels, on construit le facteur de structure total (AL) : 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )qS
qb

qbqb
ccqS ba2

ba21

a b
baAL ∑∑= .                               (5.4) 

 

5.2.1.2   Formalisme de Faber-Ziman (FZ, 1972) 

        Dans ce formalisme, les facteurs de structure partiels FZ sont reliés aux facteurs de 

structure partiels AL par les relations suivantes :  

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

aa aa b a

bb bb a b

1 2

ab ab a b

a q = S q -c c

a q = S q -c c

a q = S q c c +1

  

   .                                      (5.5) 

et le facteur structure total de Faber-Ziman s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )qa
qb

qbqb
ccqa ba2

ba

a b
baFZ ∑∑= .                         (5.6) 
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Il convient de noter que les grandeurs ba et bb sont constantes s’elles caractérisent la 

diffusion de neutrons.  

 

5.2.1.3   Formalisme de Bhatia-Thornton (BT, 1970) 

Les facteurs de structure partiels ( )NNS q , ( )CCS q  et ( )NCS q  introduits par 

Bhatia et Thornton sont totalement différents de ceux d’Ashcroft et Langreth ou de ceux 

de Faber et Ziman. ( )NNS q  est un révélateur de l’ordre topologique et caractérise la 

position relative des atomes quelle que soit leur nature. Le facteur ( )CCS q  est une 

mesure des fluctuations de concentration autour d’une concentration moyenne et rend 

donc compte de l’ordre chimique au sein de l’alliage. ( )NCS q  décrit les corrélations 

entre les fluctuations de la densité et celles de la concentration et correspond 

principalement à un effet de taille. 

 

Les facteurs de structure partiels BT peuvent s’exprimer en fonctions des 

facteurs de structure partiels FZ, (Waseda, 1980) : 

 

• Pour le terme « NN », nous obtenons : 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
NN a aa a b ab b bbS q = c a q + 2c c a q + c a q                         (5.7) 

• Pour le terme « CC » : 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )CC a b a b aa bb abS q = c c 1 + c c a q + a q - 2a q                 (5.8) 

• Pour le terme croisé « NC » : 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )NC a b a aa ab b bb abS q = c c c a q - a q c a q - a q−             (5.9) 

 
Le facteur de structure total de l’alliage s’écrit en fonction des facteurs de 

structure partiels de BT,  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

a b a b
BT NN CC NC2 2 2

b q b q -b q b q -b q
S q = S q + S q + 2 b q S q

b q b q b q

      

 (5.10) 

5.3   Thermodynamique de la démixtion  
 

La grandeur énergétique pertinente quant à l’étude des transitions de phase du 

point de vue thermodynamique, est l’enthalpie libre de Gibbs G . Pour un mélange 
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binaire d’espèces aetb , il est d’usage de considérer l’enthalpie libre du mélange 

( )MG P,c  ou ( )MG T,c  selon le choix des variables thermodynamiques indépendantes 

adoptées : 

 
0 0

M a a b bG = G - c G - c G .                                                   (5.11) 

où 0
aG  et 0

bG  sont l’énergie libre de Gibbs des deux composants purs. Les isothermes 

( )MG T,c  exprimées en fonction de la concentration c  d’un des composants ont l’allure 

générale montrée sur la figure 5.2.  

 

 
Figure 5.2 : Diagramme de phase schématique représentant l'énergie de Gibbs de mélange à une 
température T  constante en fonction de la concentrationc . Courbe (a) : 1T Tc>

 
: mixtion 

complète du mélange. Courbe (b) : 2T <Tc  
: mixtion partielle, ∆c  représente le gap de 

miscibilité à la température 2T
 
(extrait de Singh et Sommer 1997). 

 

Si la courbe représentative ne présente pas de changement de concavité, chaque point de 

la courbe représente un état d’équilibre stable de la solution homogène à la température 

T  et à la concentrationc . Si la courbe représentative ( )MG T,c  présente un changement 

de concavité, la solution homogène est alors instable dans la plage de concentration 

définie par les points ( )P,Q  où la courbure s’inverse. L’ensemble de ces points définit 

la ligne spinodale qui décrit le lieu des points ou la compressibilité du mélange diverge. 

Une nouvelle stabilité est atteinte par séparation de phase. Les concentrations à la limite 

de phase sont définies par l’égalité des potentiels chimiques des deux phases, ce qui 



 118 

correspond du point de vue géométrique aux points de contact de la tangente commune 

et de la courbe MG  (Prigogine et Defay 1954, Guggenheim1952). L’ensemble de ces 

points définit la ligne binodale. Entre la binodale et la spinodale le milieu homogène est 

métastable. Au point critique, de coordonnées ( )c cT ,c , caractéristique de la démixtion, 

la binodale et la spinodale sont en contact et à leur maximum. Le point critique vérifie 

les conditions suivantes (Singh et sommer 1997) : 

 

c

2
M

2

c=c

G
= 0

c

 ∂
 ∂ 

  et     
c

3
M

3

c=c

G
= 0

c

 ∂
 ∂ 

.                      (5.12) 

 

Comme l’ont montré Bhatia et Thornton (1970), les facteurs de structure partiels sont 

liés aux grandeurs thermodynamiques par les équations suivantes : 

 

( )CC 2
M

2

T,P

RT
S 0 =

G
c

 ∂
 ∂ 

 ,    ( ) ( )NC CCS 0 = S 0δ−     et     ( ) ( )20
NN T CCS 0 = S 0

ρ χ δ
β

+ . 

(5.13) 
 
dans lesquelles les termes G ,δ , Tχ  sont respectivement l’enthalpie libre de Gibbs, le 

facteur de dilatation par rapport à une concentration 
1 T,P

1 V

V c
δ
  ∂=   ∂  

 et la 

compressibilité isotherme T

T

1 V

V P
χ
  ∂= −   ∂  

. 

 

À l’approche du point critique, le facteur de structure partiel ( )CCS 0  devient infini pour 

la valeur nulle du module de vecteur de transfert q . Du point de vue expérimental, une 

séparation de phase à l’approche du point critique ou de la spinodale (état métastable) 

dans un mélange binaire se traduit par une forte augmentation des fluctuations de 

concentration. La relation ( )CCS 0  est importante en ce sens qu’elle propose une 

alternative pour prévoir une démixtion sans qu’il soit nécessaire de déterminer la 

grandeur d’excès MG . Cette remarque a toute son importance pour les liquides 

métalliques car la détermination quantitative théorique de MG  est paradoxalement plus 

complexe que celle de CCS . C’est donc sur cette grandeur que sera focalisée notre étude. 

En revanche ( )CCS 0  ne donne accès qu’à la courbe spinodale. Dans un alliage binaire, 

une homo coordination se traduisant par une tendance à une séparation de phase est 
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constatée si la condition ( ) baCC cc0S ≥  est vérifiée. Sinon une tendance à une hétéro 

coordination se traduisant par une formation d’un composé défini si la condition 

( ) baCC cc0S ≤  est vérifiée. Par contre, si ( )CC a bS 0 c c≈ , l’alliage est idéal.  

 

 La transformé de Fourier de ( )( ) 1ccS bacc −  est donnée par (Bhatia et Thornton 1970) : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

CC cc
aa bb ab 22

a b a b0 a b

S q g r1
q -1 sin qr dq = g r + g r - 2g r =

2π rc c c c c cρ

∞  
 
 

∫ .  (5.14) 

 

La fonction de corrélation de paire concentration-concentration ( )ccg r  est égale à un 

facteur près à : ( ) ( ) ( )aa bb abg r + g r - 2g r , où la somme ( ) ( )aa bbg r + g r  représente 

l’homo coordination (préférence à s’entourer d’atomes d’espèces identiques) et où le 

dernier terme représente l’hétéro coordination (c'est-à-dire que les atomes d’une espèce 

seront préférentiellement entourés par des atomes de l’autre espèce). La quantité 

( ) ( ) ( )aa bb abg r + g r - 2g r  est un indicateur précieux de la nature chimique de l’alliage, 

puisqu’elle est liée au potentiel d’ordre de l’alliage (Singh et al. 1997) : 

 

( ) ( ) ( ) ( )aa bb
ord ab

V r + V r
V r = V r -

2
.                                    (5.15) 

On constate qu’un mélange présente une tendance à la démixtion si la valeur de ( )ordV r  

est positive dans la zone des premiers voisins. Le potentiel d’ordre est relié 

approximativement au facteur de structure partiel ( )CCS q  par la relation suivante 

(Hoshino et Young 1986) : 

 

( ) ( )
( ) 2B

ord 3
a b cc0

sin qrk T 1 1
V r - q dq

4π c c S q qrρ

∞  
≅   

 
∫ .                     (5.16) 

 

Cet argument a été utilisé par Hoshino et Young (1988) pour montrer la démixtion de 

l’alliage LiNa qui est un «alliage zéro» (alliage dont l’amplitude de diffusion 

neutronique moyenne a a b bc b +c b 0= ) et semble conforté par les mesures de 

Ruppersberg et Knoll (1977). Néanmoins, il n’est pas évident que ce critère soit décisif, 

et la situation est certainement plus subtile car la relation (5.16) résulte 

d’approximations (Copestake et al. 1985).  
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5.4   Effet du potentiel d’ordre sur les facteurs de structure 

calculés par la méthode RPA. Etude des tendances 

Un certain nombre de propriétés dépendent étroitement de l’allure défini par 

l’équation du potentiel d’ordre. Dans ce paragraphe, nous allons discuter d’un point de 

vue formel l’effet du potentiel d’ordre sur les facteurs de structure concentration-

concentration calculés par la méthode RPA (voir chapitre 3). Pour ce faire, nous avons 

utilisé le modèle de potentiel de Lennard-Jones pour un alliage binaire symétrique 

a0.5b0.5. Pour faciliter la discussion nous supposerons que les deux éléments a et b sont 

identiques ( ( ) ( )rVrV bbaa = : même taille et même profondeur de puits). Nous 

modifierons uniquement les paramètres de l’interaction A-B (figure 5.3.a) en faisant en 

sorte que le nœud du potentiel effectif ne bouge pas (voir figures 5.3.b)1. Le potentiel de 

Lennard-Jones est défini par : 

            ( )
12 6

ij ij
ij ij

σ σ
V r = 4ε -

r r

    
    
     

.       Avec   ba,j,i =                         (5.17) 

 
 

Nous avons représenté sur la figure 5.3.c, les effets d’un potentiel d’ordre 

attractif sur le facteur de structure concentration-concentration réduit ( ) ( )CC*
CC

a b

S q
S q =

c c
 

d’un alliage hétéro coordonnée aux petits angles et sur la figure 5.3.d le premier pic du 

facteur de structure. Ainsi lorsque le potentiel Vab est plus profond que la moyenne de 

Vaa+Vbb (préférence à l’hétéro coordination), nous constatons qu’un prépic apparaît et 

que sa hauteur augmente avec la profondeur du potentiel d’ordre. La hauteur du pic 

principal augmente aussi.  

Sur la figure 5.3.e, nous avons représenté une situation où ((Vaa+Vbb)/2) est inférieur à 

Vab, les effets d’un potentiel d’ordre répulsif (figure 5.3.f) sur le facteur de structure 

d’un alliage homo coordonné sont représentés sur les figures 5.3.g et 5.3.h. Une 

remontée du facteur de structure apparaît tout d’abord et se transforme en une 

divergence lorsque le potentiel d’ordre atteint une valeur «critique». La hauteur du pic 

principal diminue. 

                                                 
1 Pour que les paramètres soient représentatifs de métaux liquides, les paramètres ijσ  et ijε  du potentiel 

de Lennard-Jones ont été ajustés sur le minimum du potentiel obtenu avec le modèle de Fiolhais pour le 
lithium. Ceci nous donne une profondeur de puits de référence de 0.487 kBT à une température de 577K 
et un potentiel d'ordre identiquement nul pour cette même profondeur. Ainsi si Vab avait un puits de cette 
profondeur, l’alliage serait un alliage de substitution. 
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Figure 5.3.a                                                                     Figure 5.3.b 
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Figure 5.3.c                                                                     Figure 5.3.d 

 

Figure 5.3 a à d : Effet du potentiel d’ordre sur le facteur de structure réduit ( )qS*
CC  d’un alliage 

hétéro coordonnée.  
 
 
 
 
 
 



 122 

 

 

6 8 10

-0,001

0,000

0,001

 

 
r(Å)

V
ab

(r
)(

e.
v)

Vab

 

 

 Vaa = Vbb

 Vab

6 9 12
-0,0002

0,0000

0,0002

 

 

 

 

r(A°)
V

or
d(

r)
(e

.v
)

 Vab = 0.387kBT
 Vab = 0.407kBT
 Vab = 0.427kBT
 Vab = 0.447kBT
 Vab = 0.467kBT
 Vab = 0.487kBT

 
Figure 5.3.e                                                                     Figure 5.3.f 
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Figure 5.3.g                                                                     Figure 5.3.h 

 

Figure 5.3 e à h : Effet du potentiel d’ordre sur le facteur de structure réduit ( )qS*
CC  d’un alliage 

homo coordonnée.  
 
 
 
 
 
 
 
 



 123 

Nous représentons sur la figure 5.4 les fonctions de corrélation de paire partielles 

obtenues avec les même potentiels que ceux décrit précédemment avec un potentiel abV  

de profondeur en énergie -0.467kBT. On observe particulièrement la valeur du 

maximum du premier pic de ABg  dont la hauteur est inférieure à la moyenne des 

hauteurs de aag  et bbg . Ceci est une signature d’une tendance à l’homo coordination  

(critère d’Hoshino 1988).  

Au potentiel d’ordre on va faire correspondre une fonction de corrélation de paire 

concentration-concentration ( )ccg r  que nous avons représenté sur la figure 5.4. On 

observe que cette fonction est toujours positive au delà de la distance interatomique et 

n’oscille pas autour de zéro. C’est une deuxième signature de l’homo coordination 

(Grosdidier et al. 2005). 
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g ab
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Figure 5.4 : Fonctions de corrélation de paires partielles et fonction de corrélation 
concentration-concentration de l’alliage correspondant au modèle de Lennard-Jones à T=577K 
décrit ci-dessus. 

 

5.5 Etude de la démixtion à partir des interactions effectives 

de paires issues de la théorie des pseudopotentiels 
 

Après l’étude du potentiel modèle ci-dessus et comme nous l’avons indiqué 

précédemment, seul l’alliage lithium-sodium va être étudié. Cette étude est menée de la 

façon suivante. Nous avons présenté dans le deuxième chapitre les potentiels effectifs 
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associés aux différents modèles de pseudopotentiels au voisinage de la concentration 

critique correspondant au seuil de démixtion. Nous les utilisons pour calculer les 

facteurs de structure concentration-concentration SCC(q) respectivement par une 

méthode analytique (RPA) et par la dynamique moléculaire en utilisant le potentiel de 

Fiolhais et al. Ensuite nous nous intéresserons essentiellement au potentiel nonlocal 

OMP-II qui, à notre connaissance, n’a jamais été utilisé pour cet alliage. Nous 

souhaitons détecter une signature de la séparation de phase à partir de SCC(q) calculé 

soit à partir de la transformée de Fourier des fonctions de corrélation de paire partielles, 

soit à partir des fonctions de diffusion intermédiaires partielles ( )t,qFab
r

 ci-dessous. 

Celles-ci conduisent à ( ) ( )qS0t,qF abab
rr ==  d’Ashcroft Langreth, puis en utilisant les 

relations entre les différentes familles de facteur de structure donnée par Waseda 

(1980), on calcule les facteurs de structure de Bhatia et Thornton. L’expression de 

( )t,qFab
r

 est donnée par (Hansen et Mc Donald, 1976) : 

 

( ) ( ) ( )( )[ ]∑ ∑
=

−+⋅=
a bN

1i

N

j
0

b
j0

a
i

ba
ab trttrqiexp

NN

1
t,qF

rrrr
.                   (5.18) 

 

Le symbole .  signifie qu’il faut faire une moyenne thermodynamique qu’on peut 

réaliser en faisant une moyenne temporelle sur toutes les valeurs possibles de 0t . De 

sorte que :  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∑ ∑
=

−⋅==
a bN

1i

N

j
0

b
j0

a
i

ba
abab trtrqiexp

NN

1
,0qFqS

rrrrr
.            (5.19) 

 

où aN  est le nombre de particules de l’espèce a  et a
ir (t)
r

 est la position à l’instant t de 

la particule indicée i de l’espèce a. La moyenne s’effectue également sur tous les 

vecteurs d’onde de transfert ayant le même module. Pour terminer, nous comparons nos 

résultats à ceux de l’expérience. 

 

5.5.1 Facteurs de structure partiels concentration-concentration: 

résultats de calculs 

 
Les calculs de dynamique moléculaire ont été effectués avec un nombre 

d’atomes N = 8788 et avec la fonction d’échange et corrélation VS. Nous savons que la 

dynamique moléculaire donne de très bons résultats dans l’espace direct mais seulement 

sur une distance faisant intervenir au mieux 4 à 5 couches de coordinance. De ce fait les 
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fonctions de corrélation de paire doivent être soit tronquées à 4 ou 5 distances 

interatomiques, soit être éventuellement prolongées artificiellement. Cela introduit des 

incertitudes artificielles dans l’espace réciproque, lorsque l’on effectue la transformée 

de Fourier pour obtenir les facteurs de structure notamment dans la région des petits q  

(Harchaoui et al. 2007). La dimension finie de la boîte de simulation et la troncature de 

la fonction de corrélation impliquent que dans la région q < 0.18 Å-1 les facteurs de 

structure peuvent présenter un pic localisé suivi d’oscillations parasites qui n’ont pas de 

sens physique. De ce fait la RPA permet, d’une certaine façon, d’avoir une appréciation 

plus fiable des phénomènes aux faibles valeurs de q, au moins pour prédire des 

tendances qualitatives (Takhtoukh 2007). De ce point de vue, la DM et la RPA 

deviennent complémentaires, en ce sens que si la DM valide en partie la RPA aux 

grandes valeurs de q  (région du pic principal des facteurs de structure partiels et au-

delà), la RPA complète cette dernière aux petites valeurs de q  (si les perturbations de 

potentiel sont raisonnables). C’est donc avec ces réserves à l’esprit que nous analysons 

les résultats exposés dans ce paragraphe. 

Nous comparons d’abord sur la figure 5.5 les facteurs de structure partiels 

(formalisme d’Ashcroft-Langreth) à ceux obtenus par DM et RPA dans le cas de 

l’alliage critique LiNa décrit par le modèle de Fiolhais et al. Cette comparaison appelle 

plusieurs remarques : tout d’abord les tendances globales indiquées par la RPA sont 

assez bien confirmées. Néanmoins le facteur de structure LiLiS , LiNaS  et NaNaS sont en 

moins bon accord quantitatif avec les résultats de la DM au niveau du premier pic. Il est 

naturel ici de trouver des écarts d’amplitude ou de déphasages aux grandes valeurs deq , 

car la mollesse du cœur répulsif du potentiel n’est pas prise en compte dans la RPA. Il 

n’est donc pas surprenant que le sodium soit le moins bien décrit, puisque qu’il est 

connu que dans la série des alcalins, à l’exception du lithium, les pseudopotentiels 

conduisent à des interactions effectives à cœur répulsif mou. Celle-ci nécessite un 

traitement plus complet par l’ORPA (Regnaut 1981, Hafner 1986), ou d’autres 

méthodes analytiques qui rétablissent en grande partie un accord quantitatif satisfaisant 

aux grandes valeurs deq . 
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Figure 5.5 : Comparaison des facteurs de structure partiels d’Ashcroft-Langreth associés au 
modèle de Fiolhais et al. calculés par Dynamique Moléculaire pour l'alliage Li 0.61Na0.39 à T= 
577K. SLiLi : ligne continue: DM, cercles : RPA ; SLiNa: tirets: DM, carrés : RPA ; SNaNa: 
pointillés: DM, losanges : RPA. La ligne pointillée verticale délimite la région q<0.18 Å-1 où la 
DM devient imprécise dans l'espace réciproque. 
 
 

Dans notre étude de la démixtion, c’est surtout la région des petites valeurs de q  

qui retient notre attention. En ce qui concerne la DM, si L  est la dimension de la boite 

de simulation, on s’attend à ce que la région q 4π L<  (Hugouvieux et al. 2007) devient 

imprécise dans l’espace réciproque. Dans le cas présent L  est de l’ordre de 4 ou 5 

distances interatomiques, ce qui fixe ici la zone d’incertitude à -1q 0.30 Å<  pour une 

étude avec 2048 atomes, -1q 0.21 Å<  pour une étude avec 6912 atomes et -1q 0.18 Å<  

pour une étude avec 8788 atomes. On montre sur la figure 5.6 la différence entre les 

trois simulations par DM, lorsque l’on a augmenté le nombre d’atomes. Il est intéressant 

de souligner que les résultats sont très différents : les oscillations parasites sont 

faiblement modifiées, les valeurs en q=0 peuvent changer significativement, mais ceci 

est attendu puisque nous sommes dans une région sans signification physique , par 

contre si -1Å0.18q >  les facteurs de structure sont très comparables, ce qui suggère que 

les simulations DM convergent bien dans cette région. 
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Figure 5.6 : Comparaison des facteurs de structure réduits S*CC associés au modèle de Fiolhais 
et al. calculés par Dynamique Moléculaire pour l'alliage Li 0.61Na0.39 à T= 577K, avec 2048 
atomes: lignes, 6912 atomes: tirets, 8788 atomes: pointillés. Les flèches délimites les régions 
q<0.30, 0.21 et 0.18 Å-1 où la DM devient imprécise dans l'espace réciproque. 
 
 

Les facteurs de structure partiels de Bhatia-Thornton correspondant au même 

modèle de potentiel effectif (Fiolhais et al.) obtenus par DM sont représentés sur la 

figure 5.7 ainsi que le facteur de structure total. L’intérêt de considérer le facteur de 

structure total dans le cas de l’alliage LiNa critique provient du fait que ce dernier est à 

la composition critique dans des conditions très proches de celle d’un « alliage zéro » 

(Feitsma et col. 1975, Ruppersberg et Knoll 1977), c’est à dire pour lequel la moyenne 

des longueurs de diffusion cohérente b 0=  et dont la concentration d’une espèce 

vérifie ( )ab

b
a bb

b
c

−
= . Dans ces conditions 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qS
b

bb
qS

b

bb
b2qS

b

bb
qS

b

b
S CC2

2
ba

NC2
ba

CC2

2
ba

NN2

2

total

−=−+−+=  

 
de sorte que le facteur de structure total et le facteur de structure partiel concentration -

concentration s’identifient à un facteur près, voisin de l’unité. Dans ce cas il est possible 

par ce biais d’évaluer directement le facteur de structure réduit ( )*
CCS q , comme le 

montre d’ailleurs clairement la figure 5.7. 
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Figure 5.7 : Facteurs de structure de Bhatia-Thornton associés au modèle de Fiolhais et al. 
calculés par Dynamique Moléculaire pour l'alliage Li0.61Na0.39 à T= 577K. cercles : SNN; tirets : 
SNC; ligne continue : S*CC ; point tirets : Stotal. La ligne pointillée verticale délimite la région 
q<0.18 Å-1 où la DM devient imprécise dans l'espace réciproque. 
 
 
 

La figure 5.8 représente le facteur de structure réduit le seul que nous puissions 

comparer aux données expérimentales de Ruppersberg et Knoll (1977). L’ensemble des 

courbes obtenues montre les mêmes tendances qualitatives, en particulier la remontée 

du facteur de structure aux petites valeurs deq . On remarquera que l’expérience montre 

une ondulation dans la région -1q=2.25Å  reproduite par RPA mais très peu visible en 

DM. Notons que si ces tendances qualitatives sont observées, il est très difficile de juger 

du point de vue quantitatif puisque la DM introduit des coupures dans l’espace réel, et la 

RPA bien qu’elle n’introduise pas d’effet de coupure significatif, englobe aussi des 

approximations assez grossières. 
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Figure 5.8 : Facteurs de structure réduits S*

CC de l'alliage Li0.61Na0.39 à T = 577K correspondant 
au modèle de Fiolhais et al. dans la région des faibles valeurs de q. Pointillés (S*

CC) ligne 
continue (Stotal): DM ; tirets RPA ; cercles expérience (Ruppersberg et Knoll, 1977). La ligne 
pointillée verticale délimite la région q<18 Å-1 où la DM devient imprécise dans l'espace 
réciproque. 
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Figure 5.9 : Fonctions de corrélation de paire partielles (DM) de l'alliage Li0.61Na0.39 à T= 577K 
correspondant au modèle de Fiolhais et al. (1995). gLiLi : ligne continue ;gLiNa : pointillés; gNaNa : 
tirets. 
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Une autre façon de montrer la tendance à la démixtion consiste à comparer les 

fonctions de corrélation de paire partielles obtenues par DM. La figure 5.9 montre des 

pics d’homo coordination plus intenses que le pic d’hétéro coordination à savoir max 

( )abg  < max( )aag  et max( )bbg . Ce critère a été invoqué par Hoshino pour expliquer les 

tendances à la démixtion en l’occurrence une séparation en une phase riche en lithium 

en équilibre avec une phase riche en sodium. 
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Figure 5.10 : Facteurs de structure partiels Ashcroft-Langreth associés au modèle OMP-II 
calculés par dynamique moléculaire pour l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K.  SLiLi : ligne continue ; 
SLiNa : pointillés ; SNaNa : tirets. 
 

 On peut refaire les mêmes analyses pour le modèle d’OMP-II en utilisant en 

plus, les fonctions de diffusion intermédiaires ( ),0qFab
r

 calculées par la dynamique 

moléculaire avec un nombre de 2048 atomes et avec la fonction d’échange et corrélation 

de Vashista-Singwi. La fonction ( ),0qFab
r

, nous permet d’obtenir directement sans utilisé 

la transformée de Fourier, les facteurs de structure partiels abS (q) d’Ashcroft et 

Langreth. Puis en utilisant les relations entre les différentes familles de facteur de 

structure donnée par Waseda (1980), on calcule les facteurs de structure de Bhatia et 

Thornton. Les résultats sont indiqués dans la série de figures suivantes qui montrent les 

mêmes tendances. 
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Figure 5.11a-b : Facteurs de structure de Bhatia-Thornton associés au modèle OMP-II calculés 
par dynamique moléculaire pour l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K. Comparaison lorsqu’on utilise la 
transformée de Fourier (ligne continue) où les fonctions de diffusion intermédiaires ( ),0qFab

r
 

(tirets) pour différents facteurs de structure: SNN : (a) ; SNC : (b). 
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Sur la figure 5.12 nous présentons nos calculs comparés à l’expérience de 

Ruppersberg. L’accord est qualitativement satisfaisant et les différents extrema sont 

bien représentés mais de manière moins ample. Il est à noter-ci que Mori et al. (1992) 

ont étudié également l’alliage Li0.61Na0.39 et obtiennent une démixtion. Ces auteurs 

associent des pseudopotentiels construits différemment : Bachelet pour Lithium et un 

modèle local pour le sodium ainsi qu’une fonction diélectrique (Ichimaru et Utsumi 

1981) différente de celle qui est considérée ici (Vashista et Singwi 1972). Il en résulte 

que les facteurs de structure ( )*
CCS q  déterminés par Mori et al. (1992) sont 

comparables à ceux que nous obtenons (figure 5.13). Nous avons représenté sur la 

figure 5.14 les fonctions de corrélation de paires partielles obtenues par dynamique 

moléculaire. Les résultats sont indiqués sans commentaires particuliers qui montrent les 

mêmes tendances montrées précédemment avec le modèle de Fiolhais. 

 

0 1 2 3 4
0 ,5

1 ,0

1 ,5

S
* C

C
(q

)

q ( Å -1 )

  

 

 
Figure 5.12 : Facteurs de structure réduits S*

CC de l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K correspondant au 
modèle OMP-II dans la région des faibles valeurs de q. Comparaison : ligne continue: lorsqu’on 
utilise la transformée de Fourier où tirets : les fonctions de diffusion intermédiaires ( ),0qFab

r
; 

cercles expérience (Ruppersberg et Knoll (1977)). 
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Figure 5.13 : Facteurs de structure réduit S*

CC de l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K correspondant à 
nos calculs. Ligne continue: lorsqu’on utilise la transformée de Fourier où tirets : les fonctions 
de diffusion intermédiaires ( ),0qFab

r
; pointillés: Mori et al. (1992) à T= 590K. 
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Figure 5.14 : Fonctions de corrélations de paire partielles (DM) de l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K 
correspondant au modèle OMP-II. gLiLi : ligne continue ;gLiNa : pointillés ; gNaNa : tirets. 
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Figure 5.15 : Configuration instantanée de l'alliage Li0.61Na0.39  (modèle OMP-II) à 577K. Les 
dimensions X, Y, Z sont en unités réduite ainsi que le diamètre de collision effectif des atomes, 
boules rouges: Lithium, boules verts: Sodium. 

   
 

On peut également obtenir une représentation tridimensionnelle des positions 

des atomes de lithium et de sodium dans la boîte de simulation. Une telle configuration 

est représentée figure 5.15. Elle a été obtenue à l’aide du logiciel standard ORIGIN 

après tri des particules Li et Na dans le fichier de stockage des positions. Dans la 

représentation donnée les axes X, Y, Z  de la boite sont en unités réduites minr r , où minr
 

désigne ici le minimum de la position du premier minimum du potentiel du sodium. Les 

valeurs des diamètres des atomes sont sensiblement ajustées sur celles des diamètres de 

collisions. Les atomes de lithium apparaissent donc plus petits que le sodium (rapport de 

taille 0.84). Cette figure suggère bien la formation d’amas de lithium et d’amas de 

sodium, avec la réserve qu’il ne s’agit que d’une configuration instantanée la 

configuration suivante pouvant être très différente. 

Nous avons aussi utilisé dans notre étude le modèle de Bachelet pour le calcul 

des fonctions de corrélations de paire abg (r)  de l’alliage Li0.61Na0.39 avec 2048 

particules. Les résultats obtenus sont donnés sur la figure 5.16. Nous constatons qu’avec 

ce modèle de potentiel, nous obtenons une tendance à la démixtion qui est moins 

marquée par rapport à ce qu’on obtient avec le modèle de Fiolhais et al. où avec le 

modèle OMP-II.  
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Figure 5.16 : Fonctions de corrélations de paires partielles (DM) de l'alliage Li0.61Na0.39 à 577K  
correspondant au modèle de Bachelet et al. (1982) : gLiLi : ligne continue ; gLiNa : pointillés ; 
gNaNa : tirets. 

 

5.6   Discussion 
 

L’étude menée dans ce chapitre montre que l’on peut prédire d’un point de vue 

qualitatif la démixtion de l’alliage métallique liquide LiNa à partir de la théorie des 

pseudopotentiels standard et des potentiels de paire associés. Cette problématique n’est 

pas nouvelle en soi, puisqu’elle s’est posée très tôt avec la théorie des pseudopotentiels 

et ses applications aux alliages métalliques de métaux simples. L’étude menée dans ce 

travail avait pour but de tenir compte de la fonction d’échange et corrélation et des 

pseudopotentiels. Nous avons donc pu faire une étude comparative de différents 

modèles de pseudopotentiels (il en existe de nombreux autres) afin d’examiner leur 

aptitude à prédire la démixtion de l’alliage liquides LiNa. Ainsi, les modèles de Fiolhais 

et al. et OMP-II permettent de prédire une démixtion de LiNa. 

Il est remarquable que le pseudopotentiel de Fiolhais et al. aussi différent que 

celui d’OMP-II puissent prévoir tous deux le phénomène de démixtion dans l’alliage 

étudié ici. Un argument que nous pouvons avancer pour expliquer le succès de ces deux 

modèles est que tous deux prédisent mieux le facteur de structure du métal pur. Au 

contraire, le modèle de « ab initio » de Bachelet et al. est en défaut car au moins un des 

composants de l’alliage (Li et Na) est mal décrit à l’état pur, notamment, aux petits 
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angles. Le modèle de Fiolhais et al. nous a permis accessoirement d’utiliser la RPA sans 

ambiguïté et de l’utiliser pour l’analyse aux petits angles. Ainsi, Le modèle de Fiolhais 

apparaît donc comme un modèle assez transférable du corps pur à l’alliage (au moins 

pour les métaux étudiés ici). Au plan quantitatif nous avons vu que la RPA nous a 

permis d’avoir ( )*
CCS 0  qui est difficile à calculer par la DM à cause des erreurs et des 

oscillations parasites induites par les dimensions limitées des boîtes de simulation. Dans 

ce cas ci, l’appréciation de la divergence de ( )*
CCS 0  sera d’autant plus délicate par la 

transformée de Fourier. Cette remarque étant faite, un autre élément que nous avons pu 

mettre en avant, est le calcul de la fonction de diffusion intermédiaire ( ),0qFab
r

. L’intérêt 

d’utiliser cette fonction, nous permet d’avoir les facteurs de structure de Bhatia et 

Thornton et en particulier ( )*
CCS 0  sans utiliser la transformée de Fourier. 

Il apparaît donc que la théorie de la démixtion peut s’expliquer par des 

pseudopotentiels simples ayant petit nombre de paramètres ajustés sur le corps pur. Ces 

résultats vont dans le même sens que ceux effectués récemment sur l’alliage K−Cs 

(Wax et Jakse 2007). A côté de ce point de vue qui permet d’envisager des analyses 

plus systématiques, il existe des méthodes de dynamique moléculaire quantique plus 

élaborées (Gonzalez et al. 2003, Cabral et al. 1999) qui prennent en compte la 

modification de la répartition électronique à chaque nouvelle configuration ionique 

après déplacements. Ces méthodes sont, bien entendu, en elles mêmes plus exactes que 

celle de la théorie des pseudopotentiels, mais elles se prêtent difficilement à l’étude de 

grands échantillons. Nous montrons dans la dernière figure 5.17 les résultats obtenus par 

Cabral et al. (1999) pour l’alliage LiNa. Ceux-ci sont très comparables à ceux obtenus 

par Senda et al. (1998) avec les pseudopotentiels que nous avons considérés. 
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Figure 5.17: (a) les facteurs de structure partiels par DM classique de Li0.61Na0.39  à T= 577K 
ligne continue (b) facteurs de structure partiels de Li0.61Na0.39  à T= 590K ligne continue et T= 
690K pointillé, Cabral et al. (1999). 
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Conclusion générale 

       Dans le présent travail, nous avons rendu compte de la structure ionique des métaux 

simples à l’état liquide à partir d’une description des forces interatomiques par des 

potentiels effectifs de paires. La théorie développée a été appliquée avec succès à 

quelques métaux alcalins (Li, Na, K) et à l’alliage 0.390.61NaLi  pour lequel le 

phénomène de ségrégation suscite toujours un très grand intérêt de la part des 

chercheurs. Cette modélisation des métaux simples à l’état liquide par une « théorie de 

paires » (Egelstaff 1994, Hafner 1987) comprend deux aspects importants. Le premier 

est relatif au traitement quantique de la liaison métallique. Le formalisme utilisé intègre 

la méthode du pseudopotentiel dans un développement en perturbation au second ordre 

des niveaux d’énergie électronique. Nous ainsi avons mené les calculs de structure 

électronique en considérant successivement trois modèles de pseudopotentiels : 

• Le modèle de pseudopotentiel optimisé de Shaw. Celui-ci est construit dans l’es 

prit de la méthode du défaut quantique (QDM) en ajustant ses paramètres sur les 

propriétés spectroscopiques de l’ion isolé. Il est non local et dépendant de l’énergie. 

Cette dépendance en énergie implique que l’énergie de Fermi soit calculée dans une 

échelle absolue. La méthode proposée par Animalu et Heine et modifiée par Ballentine 

et Gupta, exige la connaissance des énergies de cohésion et d’ionisation. Dans le cas des 

alliages métalliques pour lesquels cette méthode est difficilement applicable, nous avons 

utilisé pour le calcul du potentiel de paires une méthode de calcul auto cohérent de 

l’énergie de Fermi selon une procédure proposée par Hallers et al. pour le transport 

électronique.  

• Le modèle de pseudopotentiel de Bachelet, Hamann et Schlüter (BHS). Ce mod- 

èle dit à « norme conservative », est construit à partir d’un calcul « all electrons » pour 

un état de référence qui est celui de l’atome neutre isolé. Les qualités de transférabilité 

de ce modèle reposent sur les propriétés dites des « dérivées logarithmiques ». Non 

local il est néanmoins indépendant de l’énergie de sorte que certaines des difficultés 

rencontrées avec le modèle de Shaw sont sensées être éludées (calcul de l’énergie de 

Fermi, arbitraire dans le choix de la représentation spatiale de la lacune de charge, 

utilisation de plusieurs masses effectives, etc.). 
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• Le modèle de pseudopotentiel semi empirique de Fiolhais et al. Avec ce modèle 

 local et indépendant de l’énergie, les calculs sont beaucoup plus simples car les facteurs 

de forme « nus » ou écrantés, ainsi que la « caractéristique-énergie-vecteur-d’onde 

normalisée » sont présentés sous des formes analytiques. Son expression donnée à 

priori, comprend deux paramètres ajustés sur quelques valeurs de la densité électronique 

du métal à l’état solide déduite d’un calcul de DFT. 

       Ces trois modèles de pseudopotentiels sont de type « ab initio » car ils ne sont pas 

construits à partir de données expérimentales relatives aux grandeurs macroscopiques. 

Leur écrantage autocohérent par la fonction diélectrique est réalisé de manière 

appropriée en tenant compte de leur nature locale ou non locale et de leur dépendance 

ou non de l’énergie. L’expression de la fonction diélectrique choisie qui prend en 

compte au mieux de l’échange et corrélation est celle de Vashista et Singwi. D’autres 

expressions physiquement acceptables mais plus compliquées, ont été également testées 

dans nos calculs. Elles conduisent toutes à des résultats sensiblement similaires. Ceci 

suggère que les effets d’échange et de corrélation ont peu d’incidence sur le 

comportement du potentiel effectif des métaux monovalents. L’allure des potentiels 

effectifs calculés est caractéristique des métaux simples monovalents avec un minimum 

principal négatif aux distances correspondant à celles des premiers voisins et avec des 

oscillations de Friedel très amorties. Nous avons fait une analyse détaillée de l’influence 

de différents paramètres sur le comportement du potentiel effectif. Cette influence est 

surtout notable quant à la profondeur du premier minimum. On retiendra que la 

profondeur de ce minimum est plus importante dans le cas des modèles de 

pseudopotentiels « first principles » que dans le cas du modèle de Fiolhais et al. 

       Le second aspect de notre travail concerne le calcul de la structure ionique à partir 

des potentiels effectifs dérivés des modèles de pseudopotentiels ci-dessus. Nous avons 

emprunté deux voies. La première use d’une méthode analytique dite des 

« perturbations thermodynamiques » et qui est issue de la mécanique statistique : la 

RPA et sa version optimisée l’ORPA. Les méthodes analytiques sont basées sur des 

hypothèses et approximations plus ou moins pertinentes. Elles ont un double avantage 

sur les méthodes de simulations numériques : leur mise en oeuvre est rapide et qui plus 

est, le facteur de structure statique est aussi calculé pour les petits vecteurs d’onde de 

diffusion. Cependant, nos calculs réalisés n’ont pas pour seul objectif de calculer la 

structure ionique. Ils ont aussi pour finalité de tester les modèles de pseudopotentiels ci-

dessus quant à leur aptitude à décrire les propriétés des métaux alcalins pour un 

environnement chimique complexe (métal pur ou alliage à état liquide). Les méthodes 
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de simulations numériques plus « exactes » sont alors mieux fondées pour mener une 

telle analyse. Cependant, le temps de calcul nécessaire croît d’autant plus que le nombre 

de particules considérées est important. Qui plus est, le calcul du facteur de structure 

n’est pas possible pour des petits vecteurs d’onde de diffusion.  

       L’application des deux méthodes d’analyse de la structure ionique pour les métaux 

purs (méthode analytique et simulation numérique par la dynamique moléculaire) 

montre que le modèle de pseudopotentiel optimisé de Shaw et celui de Fiolhais et al. 

reproduisent correctement bien le comportement des facteurs de structure 

expérimentaux des métaux alcalins étudiés. Il ressort toutefois de ces calculs que la 

structure ionique des alcalins est moins bien représentée avec le modèle de 

pseudopotentiel BHS.  

       Le troisième aspect de notre travail concerne les propriétés dynamiques 

individuelles et collectives. Nous avons présenté les résultats d’une étude systématique 

des propriétés dynamiques des métaux alcalins effectuée exclusivement avec la 

dynamique moléculaire menée avec le pseudopotentiel de Shaw (OMP-II). Nous avons 

examiné en particulier l’influence relative de la température et de la densité sur la 

VACF, le spectre de fréquence et le coefficient d’autodiffusion de ces éléments. La 

comparaison avec d’autres travaux théoriques et avec les données expérimentales est 

très satisfaisante, montrant que le choix des interactions est tout à fait adapté. 

       L’une des plus importantes contributions issue de ce travail concerne l’alliage à 

« gap de miscibilité » 0.390.61NaLi . Nous ainsi avons montré que le modèle de 

pseudopotentiel optimisé de Shaw prédit bien la démixtion montrée principalement par 

la divergence du facteur de structure de corrélation ( )CCS q  aux faibles valeurs deq . 

Clairement, l’utilisation de potentiels de paires décrit la structure dans le cas des métaux 

purs pour lequel la densité est homogène. Dans le cas d’un alliage au seuil de 

démixtion, la densité fluctue énormément, les méthodes de simulations « ab initio » de 

type Car-Parrinello devraient donner des résultats plus probants mais au prix de calculs 

longs et d’intervalles de temps de simulations beaucoup plus petits. Il reste que ces 

résultats probants publiés dans des revues internationales constituent une étape qui 

devra être suivie par d’autres. En effet, l’exploration des propriétés de transport 

atomique (coefficient de diffusion) et celles relatives aux excitations collectives (facteur 

de structure dynamique, vitesse de propagation du son, viscosité, conductivité 

thermique) est d’un intérêt considérable à la fois d’un point de vue fondamental et 

appliqué. 
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Annexe A 
 

Energie de Fermi et la notion du «core shift» 

A.1   Introduction 

La notion de «core shift» (CS) ou décalage d’énergie de cœur, est étroitement 

liée aux potentiels modèles dépendants de l’énergie comme ceux de type Heine-

Abarenkov (HA) et Animalu-Shaw-Harrison (ASH). Cette quantité est évaluée, dans le 

cas d’un métal pur, à partir de données expérimentales relatives à l’énergie de cohésion 

et à l’énergie d’ionisation. D’après l’équation (1.56), les paramètres du modèle dans le 

métal doivent être évalués à l’énergie CSFE − . D’autre part, une longue expérience 

dans les calculs, montre que ces paramètres dépendent de l’énergie de façon quasi 

linéaire. Ce point est particulièrement important puisqu’il montre que l’on peut aussi les 

calculer à une énergie arbitraire, en utilisant la relation : 
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ou bien en considérant l’énergie de  Fermi FE  dans une échelle absolue : 
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Le calcul des paramètres du potentiel pour le métal nécessite donc la 

connaissance de l’énergie de Fermi et du «core shift». 

 
A.2   Evaluation de l’énergie de Fermi 

La détermination de l’énergie FE  d’un électron au niveau de Fermi n’est pas un 

problème simple. Animalu et Heine (1965) ont proposé d’utiliser une méthode due à 

Seitz (1940) et d’écrire : 

            ∗+=
m2

k
EE

2
F

BF      et          CSEE FF −=′                              (A.3)    

FE′ est l’énergie qu’il faut prendre en compte dans le calcul des lA au niveau de Fermi. 

BE est l’énergie du fond de la bande de conduction dans une échelle absolue. 
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Ceci étant, Animalu et Heine (1965) évaluent l’énergie FE  en tenant compte de 

l’énergie d’échange et corrélation ( )sxc rE  et de la contribution au potentiel chimique 

( )sxc rµ  due à l’échange et corrélation dans un gaz d’électrons de densité uniforme 

(Nozières et Pines, 1958). L’expression qu’ils donnent est la suivante : 

( ) ( )
a

v
sxcsxc

2
F

2
F

F 5R

3Z
rErµ

2m

k

5m

3k
ECOEMIE +−++−−−= ∗∗ .              (A.4) 

Dans cette expression, le rayon de la sphère de Wigner-Seitz aR  et le rayon 

électronique sr  sont définis respectivement par : 

           3
a0 R

3

4
Ω
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Ω π≡≡       et      3
ss

v
r

3

4
Ω

NZ

Ω π≡≡                                 (A.5) 

où N est le nombre d’atomes dans l’échantillon de métal de volume Ω . 

Dans les calculs, la connaissance de l’énergie d’ionisation EMI et celle de cohésion 

ECO est indispensable.  

 

A.3   Evaluation du « core shift » 

Le «core shift» provient de l’énergie d’interaction de l’électron étudié avec les 

cœurs et avec les autres électrons de valence. Son expression correspond à l’énergie 

potentielle d’un électron au sein d’une sphère de rayon aR  contenant une charge vZ  

sans omettre d’y retrancher les contributions d’échange et corrélation ( )sxc rµ . Il est 

donné par :  
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Le problème est que le « core shift » dépend de la distance r  par rapport au cœur. Pour 

supprimer cette anomalie, Animalu (1965) a suggéré de l’évaluer par la valeur moyenne 

de l’énergie sur la sphère de rayon MR , pondérée arbitrairement par 3r , pour amplifier 

les effets qui produisent prés de la surface. On trouve alors : 
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Ballentine et Gupta (1971) ont proposé une variante. Ils introduisent dans la 

moyenne un facteur pondéral : 
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De sorte que CS calculé selon ces auteurs est : 
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Ballentine et Gupta (1971) introduisent une deuxième correction au schéma 

proposé par Animalu en tenant compte de la saturation partielle des effets d’échange et 

de corrélation pour les densités électroniques élevées.  

Cowley (1976) a déterminé les valeurs des paramètres du modèle de 

psudopotentiel en FE′ en utilisant les différentes méthodes décrites ci-dessus. 

Ese et Reissland (1973) ont choisi la méthode d’Animalu pour déterminer FE′ . 

Ils l’ont adaptée pour tenir compte du fait que dans le modèle de Shaw les paramètres 

lR  sont différents et qu’il y a lieu de calculer une valeur de FE′  pour chaque valeur de 

l .  

Ceci étant, le procédé d’Animalu n’est pas applicable dans le cas des alliages 

car il nécessite la connaissance des données expérimentales relatives à l’énergie 

d’ionisation et de cohésion. L’estimation du «core shift» par une autre voie est alors 

nécessaire. Hallers et al. (1974) ont proposé une méthode de calcul auto-cohérent du 

«core shift» dont l’expression pour un métal pur est : 
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FF R
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kfE
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CS ++−= .                                  (A.10)  

où ( ) ( )
0q

q,kflimkf F
→

= rr

 est la partie non locale du facteur de forme donnée par ( )f k,q
r r

 

(voir chapitre 1) tandis que l’énergie de Fermi FE  est ici mesurée par rapport au fond de 
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la bande d’énergie. L’expression du CS dans le cas de l’alliage est donnée dans l’article 

de référence (Hallers et al., 1974). 

Dans nos calculs, nous retiendrons l’expression de Hallers et al. Nous sommes 

maintenant en mesure de calculer les paramètres du potentiel ( )FEAl  et, par 

conséquent, d’étudier un électron au sein du métal (Harchaoui et al. 2010). 

Les références des auteurs sont données au chapitre 1. 
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Annexe B 
 

Diverses expressions de la fonction d’échange-

corrélation Gxc (q) 

          
Dans cette annexe, nous rappelons quelques expressions de la fonction d’échange 

et corrélation ou correction du champ local )q(Gxc . Elles sont couramment utilisées dans 

les calculs des propriétés métalliques et une littérature abondante leur est consacrée (voir 

bibliographie du chapitre I). Nous ne discutons pas ici de la manière dont elles sont 

déduites. Donnons au préalable les définitions suivantes : 

- masse de l’électron : m 

- rayon de Bohr : 0a  

- masse effective de densité d’état : m* 

- vecteur d’onde de Fermi : kF
 

- rayon électronique de Wigner-Seitz : sr  

- volume d’un échantillon de métal : Ω 

- volume de la sphère de Fermi : 3
FF k

3

4
Ω π=  

- paramètre du gaz d’électrons (ou rayon électronique) : 

1

3

s
V 0

Ω 3 1
r =

Z 4π a

 
 
 

 

La fonction d’échange et corrélation ou correction du champ local a, selon les auteurs 

(références chapitre I), l’une des formes suivantes : 

 

-  RPA :                                                      ( ) 0qGxc ≡                                               (B.1) 

-  Hubbard (1957) :                                    ( )
2
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1
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+
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-  Hubbard-Sham (Sham, 1965) :              ( )
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-Hubbard–Sham-Animalu (Animalu, 1965) :   ( )
2/kkq
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=           (B.4) 

-  Shaw (1970) :                               ( )
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-  Geldart-Vosko (1966) :                    ( )
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où sr  est relié à la densité des électrons. 

-  Kleinman-Langreth (1967 et 1969) : 
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-  Singwi-Tosi-Land-Sjölander (STLS, 1968) : 
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-  Singwi-Sjölander-Tosi-Land (SSTL, 1970) : 
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A et B sont tabulés en fonction de rS . 
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-  Overhauser (1971) :              ( )
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-  Vashista-Singwi (VS, 1972) :        ( )
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Cette expression de la fonction de l’échange et corrélation est la même que celle 

de SSTL, mais les valeurs tabulées de A et B sont différentes. 

-  Taylor (1978) :     ( ) { }λ 0,015341
4k

q
qG

2
F

2

xc +=       où        
2
F0ka

1

π
=λ          (B.12) 

-  Ichimaru-Utsumi (1981) : Ces auteurs donnent la formule d’interpolation suivante de la 

fonction d’échange et corrélation: 
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0γ  est défini par la relation :                ( )
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Le coefficient 0γ  est relié à l’énergie de corrélation EC (en rydbergs) par l’expression 

suivante :                                  ( )
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Avec : 
31

9

4









π
=α . Les données concernant l’énergie de corrélation sont celles obtenues 

par une simulation Monte Carlo réalisée par Ceperley et Alder (1980). 

 

• Hellal-Gasser-Issolah: donnent deux expressions de )q(Gxc  dénommées 

respectivement LFC-I et LFC-II (Voir publication, Phys. Rev. B 68,94204, 2003).  
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Annexe C 
 

Modèles des sphères dures 

C.1   Approximation de Percus -Yevick 

Dans l’approximation de Percus-Yevick (1958), la fonction de corrélation directe 

( )C r  du fluide de sphères dures s’exprime sous la forme d’un polynôme de degré 3 

(Wertheim 1963, Theile 1963). La solution de Wertheim pour la fonction de corrélation 

directe est : 

 

( )
3

w

 -α -βx -γx        si  x<1
C x =

        0               si  x 1




≥
                                        (C.1) 

 

où 
r

x =
σ

 est la distance réduite et α ,β ,γ  sont des coefficients qui ne dépendent que du 

taux d’empilement η  des sphères dures. Celui-ci est défini par : 

 

3π
η= ρ σ

6
                                                    (C.2) 

 

où σ  et ρ  sont respectivement : le diamètre de la sphère et la densité de particules 

(nombre de sphères par unité de volume). 

 
Les coefficients dans (C.1) sont donnés par : 

 

( ) ( )2 - 4α= 1+2η 1-η  ,    ( )
2

- 4η
β=-6η 1+ 1-η

2
 
 
 

   et    
ηα

γ=
2

                   (C.3) 

 

La transformé de Fourier de ( )wC x  s’écrit en fonction du vecteur d’onde réduit Q =qσ  

                  ( ) ( ) ( ) ( )w 1 2 4

24η
C Q =- α J Q +β J Q +γJ Q

Q
                     (C.4) 

                                     

où              ( ) ( ) ( ) ( )1
n-2n

n 2
0

nsinQ-n n-1  J QcosQ
J Q = x sin Qx  dx = - +

Q Q∫             (C.5) 
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et les relations remarquables sont : 

 

                                               ( )wC x =0 = -α                                                      (C.6.a) 

                                     ( ) ( )wC x =1 = - α+β+γ                                               (C.6.b) 

                            ( )w

α β γ
C Q=0 = -24η + + = 1-α

3 4 6
 
 
 

                                     (C.6.c) 

 

Par définition, le facteur de structure s’écrit : 

 

( ) ( )w
w

1
S Q =

1-C Q
                                                    (C.7) 

 

Tandis  que  sa limite  vaut :         ( )w

1
S Q=0 =

α
                                                     (C.8) 

 

B.2   Corrections de Verlet-Weis (VW) 

La fonction de distribution radiale correspondante à ( )wS q , s’obtient 

numériquement selon une procédure décrite par Regnaut (thèse, Paris VI, 1982). Les 

calculs montrent, entre la fonction distribution radiale ( )g x,η  obtenue par simulation 

numérique et la solution ( )wg x,η  qu’existent trois différences remarquable (Verlet et 

Weis 1972) : 

 

i)   ( ) ( )η<η ,1g,1gw  

ii)   les oscillations de ( )wg x,η  aux grandes distances conduisent à une trop grande valeur 

de maximum principal de ( )wS q,η  

iii)   Les courbes ( )η,xgw et ( )η,xg  présentent un déphasage. 

 

A partir d’une relation empirique entre ( )η,xgw  et ( )η,xg  proposée par Verlet et Weis 

(1972), Regnaut (1982) donne un calcul détaillé du facteur de structure corrigé du système 

de sphères dures. Les références des auteurs sont données au chapitre 3. 
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Annexe D 
 

Constantes physiques et systèmes d’unités utilisés 

D.1 Constantes physiques 

1Å = 10 –10 m 

1 rydberg = 0.5 hartree = 13.606 eV 

1 eV = 1.60217733 x 10 -19 J 

 

Vitesse de la lumière :                                        c =  2.99792458 x 10 8 m / s 

Constante de Planck :                                         ћ = h /2π = 1.05457266 x 10 -34 J.s 

Charge élémentaire :                                          ee = 1.60217733 x 10 -19  C 

Charge élémentaire                                            
0

2

επ4
q

e=  

Masse de l’électron au repos :                            m = 9.1093897 x 10 -31 kg 

Constante de structure fine :                               α = e 2 / ћc =1/137.0359895 

Rayon de Bohr :                                                  ao = 5.29177 x 10 -11 m 

Constante de Boltzmann :                                   kB = 1.380658 x 10 -23 J / K 

Nombre d’Avogadro :                                         NA = 6.0221367 x 1023 particules /mole 

Unité atomique d’énergie :                                 1 hartree  = 27.212 eV 

Energie d’ionisation de l’atome d’hydrogène : ∞− IE = 1 ryd=13.606 eV 

                                                                        

D.2 Système d’unités atomiques 

En physique théorique, il est d’usage d’utiliser ce système d’unités rationalisées 

dans lequel les constantes physiques suivantes prennent la valeur unité : 

 

ћ =1  (constante de Planck) 

e = 1  (charge de l’électron) 

m =1  (masse de l’électron au repos)  

  L’unité de mesure naturelle d’une grandeur physique s’exprime alors en fonction des 

unités fondamentales suivantes : 

-  longueur :  
2

2

e m

h/
  (rayon de Bohr)  
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-  temps :      
4

3

e m

h/
  

-  énergie :     
2

4

h

e m

/
  (définit le hartree) 

-  résistivité :   
4

3

e m

h/
 (0.241888 × 10-10 µΩ. cm) 

 

D.3 Système d’unités réduites dans les méthodes de simulation 

numériques 

 

Il est d’usage que les paramètres nécessaires pour conduire une simulation soient 

sans dimension. Les paramètres du potentiel choisi sont utilisés comme unités de 

réduction. Ainsi, l’énergie caractéristique ε  et le nœud σ  ou la distance du minimum du 

potentiel mr  servent d’unités de distance. La densité ρ  est alors écrite en unité 3σ −  : 

 

33*

V
N σρσρ == . 

Toutes les distances, et en particulier la tailles de la boite de simulationL , sont en unité 

σ  : 

3
*

* NL
L

ρσ
== , 

La température, en unité Bkε : 

ε
B* k

TT = , 

et le temps, en unité mσ ε  : 

ε
σ m

t
t* = , 

m  est la masse d’une particule. 

D’autres grandeurs calculées par dynamique moléculaire sont obtenues en unités réduites. 

Les énergies sont en unité ε  : 

ε
E

E* = , 
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Les forces en unité ε
σ  : 

ε
σ

FF* = , 

La vitesse en unité m
ε  : 

ε
m

vv* = , 

et la pression en unité 3
ε

σ  : 

ε
σ 3

* PP = , 

Les quantités marquées par un astérisque sont des grandeurs réduites. 

 


