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Introduction générale

Nous faisons tous de 'optimisation. Dans notre vie quotidienne, nous cherchons a opti-
miser notre temps de travail, nos espaces de rangement, ou encore le trajet que nous aurons
a parcourir pour nous rendre quelque part, etc. Nous recherchons tous une meilleure solu-
tion aux problemes qui jalonnent notre existence. De maniere générale, 'optimisation va

donc consister a trouver cette meilleure solution.

Comme nous le rappelle I'adage populaire selon lequel: ”les mathématiques permettent
de mettre le monde en équation”, il peut étre tracé un parallele entre I'optimisation quoti-
dienne et celle, plus technique que ’on retrouve en science. En mathématique, la meilleure
solution se recherche au sein d’un domaine initial. Cette solution est souvent soumise a des

contraintes qui correspondent a des obligations ou des souhaits a respecter.

L’optimisation mathématique va consister a rechercher dans le domaine initial une so-
lution qui maximise ou minimise une fonction objectif tout en respectant des contraintes.
Pour un domaine continu, on distingue classiquement deux types d’optimisation :
L’optimisation locale recherche une solution qui est la meilleure localement,c’est-a-dire
que dans son voisinage aucune solution n’est meilleure qu’elle.Cette solution est appelée
un optimum local.

L’optimisation globale recherche quant a elle la meilleure solution du domaine en entier,
c’est-a-dire que dans tout le domaine il n’existe aucune solution qui lui soit meilleure tout

en respectant les contraintes. Cette solution est appelée 'optimum global.

L’intérét de 'optimisation globale par rapport a 'optimisation locale est patent.Elle garan-
tit en effet que personne ne peut avoir une solution meilleure que celle trouvée. Or, pour une
entreprise, cette information a son importance, car la différence entre la solution globale
et une solution locale est bien souvent significative. Mais l'intérét n’est pas que compétitif.
Dans de nombreux problemes, 'optimum global est la seule solution mathématique corres-
pondant a une réalité physique.

De nos jours, afin de résoudre des problemes d’optimisation globale avec contraintes,
de nombreuses stratégies algorithmique s’averent disponibles. Pour guider le choix de la
meilleure stratégie a utiliser.il est nécessaire de regarder: (i) la taille du probleme , (ii)
les propriétés de la fonction objectif et les contraintes (continuité, differentiable, linéarité,
convexité. .. .), (iii) ainsi que le temps disponible pour résoudre le probleme .Ces dernieres
années de nombreux travaux ont été effectuer sur les différentes approches (tel que les
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méthodes multi-start,les algorithmes révolutionnaires, Les méthodes métaheuristiques et
les méthodes déterministes globales ).

Nous allons nous intéressés aux méthodes déterministes ,parmi elles la méthode Branch-
and-Bound qui nous offres la certitude d’obtenir 'optimum global(si celui ci existe ).Ce
type d’algorithme dit de séparation et évaluation qui est plus connue sous le nom Branch
and Bound qui peut théoriquement ressoudes n’importe quel probleme.

Notre étude se base sur les problemes d’optimisations globales des fonctions deux fois
differentiable.

Le premier chapitre de notre étude commence par un rappel des notions élémentaires
de la programmation mathématique ainsi que les notions et définitions qui en découlent
afin d’établir clairement les bases sur lesquelles repose notre approche .

Nous y détaillerons le principe de I'algorithme de base Branch-and-Bound en optimisation
globale .

Le deuxieme chapitre est consacré quant a lui a I’étude des fonctions deux fois differentiable
en sous estimant ces fonctions selon leurs natures .Une nouvelle technique de calcul de ces
sous-estimateurs basée sur un parametre « .

La résolution de ce type de probleme est faite par 'algorithme aBB .

L’application de cet algorithme pour la résolution des problemes d’optimisations globales
des fonctions deux fois differentiable dans ™ sera présentée dans le troisieme chapitre.Des
exemples numériques seront traités afin de montrer 'efficacité de cet algorithme,avec une

constante « calculée.

Le dernier chapitre sera consacré pour résoudre les exemples traités dans le chapitre 3
en utilisant le logiciel LINGO.
Quelques notions de base seront données sur ce logiciel au debut de ce chapitre,les repre-

sentations graphiques sont faites en utilisant le logiciel MATLAB 7.

Nous terminerons notre travail par une conclusion générale et des perspectives .



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Introduction

Nous proposons dans ce premier chapitre introductif les notions de base sur l'étude de
I'optimisation et les notions d’analyse d’intervalles .

On parlera aussi d’une technique principale fréquente utilisée dans I'optimisation globale
qui est la méthode de séparation et évaluation ( Branch and Bound).afin d’établir claire-

ment les bases sur lesquelles repose notre approche.

1.2 Formulation des programmes mathématiques et
autres définitions pertinentes

La programmation mathématique porte sur 'optimisation d’une fonction a plusieurs
variables liées par un ensemble d’équations ou d’inequations appelées contraintes. On ap-
pelle fonction cout ou fonction critere la fonction & minimiser ou & maximiser et on nomme
respectivement contraintes d’égalité et contraintes d’inégalités les équations et les inequa-
tions .

Lorsque toutes ces fonctions sont linéaire on parle de la programmation linéaire ,dans le
cas contraire ,on parle de la programmation non linéaire. De facon générale, un programme
non linéaire s’écrit selon la forme standard suivante :

gi(x) <0 1=1,..,m

hj(l') = O j = 1,...,])

X e R,

O f,g,h de classe C?, X un vecteur de taille n. Presque tous les programmes mathématiques
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peuvent étre mis a la forme standard par quelques transformations élémentaires. Ainsi, un

probléeme de maximisation se transforme en probleme de minimisation par 1’égalité :
maz f(z) = —min(—f(x)).

Une contrainte d’inégalité dans le mauvais sens qui comporte un second membre non nul,
soit :
gi(z) > b
Peut s’écrire sous la forme:
—gi(x) +b; <0.
Une contrainte d’inégalité:
gi(z) <0.

Peut étre transformée en contrainte d’égalité par ’ajout d’une variable d’écart non négative
selon 'une ou 'autre formulation suivante:

gl(‘r) + Tpys = 0; Ln+i > 0

On transforme une contrainte d’égalité en deux contraintes d’inégalité, par exemple:

hj X SO
h;(z) :0<:){ —l(lj()a:) <0

Définition 1.2.1. [5]
Un minimum global est un point admissible z*qui est selon la fonction critere meilleur ou
aussi bon que n’importe quel autre point réalisable c¢’est-a-dire :

flz*) < f(x)Vx e S
Ce minimum est seulement local si 'inégalité précédente n’est valable que dans un voisi-

*

nage immédiat de  z* c’est-a-dire:

f@®) < flz) Vo euv(a”)
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f(xh

GLOBAL |

=X

Fi1Gc. 1.1 — Optimum local et optimum global

1.3 Rappel de notions d’analyse et d’algebre

1.3.1 DMatrice

Définition 1.3.1.
On définit une matrice carrée A(n x n) par un tableau:

ayr ... Qip

A=

Ap1 - App

Avec a;; € Ryi=1..n;j = 1..n.

On a n lignes et n colonnes.

Le vecteur (a;i,...,a;,) est appelé i ligne.
ay;

Le vecteur : est appelé j¢*¢ colonne.

a/nj
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Définition 1.3.2.

Soit A une matrice carrée symétrique :
1/ on dit que A est définie positive si:
XTAX >0
VX #£0.
2/ on dit que A est semi-définie positive si:
XTAX >0
VX #0.
3/ A est définie négative si:
XTAX <0

VX 0.

4/ A est définie semi-négative si:
XTAX <0

VX #£0.

1.3.2  Critere de Sylvester (mineurs principaux:)

Soit A une matrice carré-symétrique (n x n)

1/ A est définie positive si:det Ax >0 VK =1,...n

2/ A est définie négative si:(—1)X det Ax >0 VK =1,...n.

@11 ... A1k a ... 0K
AK: ,A: a1 ... OKK
arl - Qg Ap1 ... QApig

Remarque 1.1.

det Ax sont appelés mineurs principaux de la matrice A; K =1,...n

A1n
AKn

ann

[9],12].
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1.3.3 Un autre critere qui utilise les valeurs propres

A matrice carrée symétrique ; soit \; les valeurs propres de A.
1/ Si \; > 0,Vi = A est définie positive.

2/ Si A\; > 0,¥i = A est semi-définie positive.

3/ Si \; < 0,Vi = A est définie négative.

4/ Si\; < 0,Vi = A est semi-définie négative.

1.3.4 Fonction de plusieurs variables

Définition 1.3.3.

Soit D un domaine de R™, une application de D a valeurs dans R est dite fonction réelle
de n variables:

f:DCR'"— R

p=(21,n) = f(T1,0020)

Définition 1.3.4. [12]

Soit f une fonction définie comme suit :

f:DCR'"—R

f est continue en Py tel que Py € D si:Ve > 0,36 > 0 tel que:

IP— Rl < 6= |f(P)— f(R)] <e.

On écrit:  lim_of(P) = f(F)

Définition 1.3.5.

On dit que f est continue sur D si elle est continue en chaque point de D.

Définition 1.3.6.

On définit la dérivée partielle de f par rapport a x; au point P = (z1,...,2,,) par la limite

suivante:

f@1,xith, on)—f(@1,,%i,Tn)
h

limp_y quand elle existe et on la note: +-(p)
Définition 1.3.7.
On définit le gradient de f par:

Vi) = (3£ ®), 3L ()

Définition 1.3.8.
On dit que f est continiment differentiable sur D (classe C) si ses dérivées partielles sont
continues sur D.
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Exemple 1.1.
f(@1pen) = >0

f—é(ml,....,xn) = 2z, Vi continue sur R" = f est de classe C'.

Définition 1.3.9.
Soit F': D C R" — R" on définit la matrice Jacobienne de F' par:

Afi(x) o e
JF(z) = : = : - :
A L) Sh bk

OU X = (x1,...,2,); JF(z)(n x n) matrice.

Exemple 1.2.

Ecrire la matrice Jacobienne de F tel que:
F:R* — R?

(y) = F(zy) = (22 +y,3y)

JF(x):(g ;)

Définition 1.3.10.
Si les dérivées partielles de f existent et sont derivable sur D leurs dérivées partielles sont
pour f les dérivées partielles secondes et on écrit:

5 6f . 0%

Quand: i =j: 227’;(1:) sont appelées dérivées seconde .

~ . . §2 f , R .
LFT 52; (x) sont appelées dérivées mixtes.

Définition 1.3.11.
Soit f une fonction de classe C?(deux fois differentiable) c’est -a-dire les dérivées secondes

et mixtes sont continues; on définit la Hessienne de f la matrice Jacobienne du gradient

de f notée:
Vf:R'"— R"
X — (6%, ..... ,%)
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Vi (X0 LX) ()
Hf(z) = J(Vf(z) = ; _ . ,
VI ) S - X))

Remarque 1.2.
H f(z) est une matrice carrée (n x n) symétrique.

Exemple 1.3.

Ecrire la Hessienne de: f(z,y,2) = 22 4+ y? + 22 + 22y + 2yz + 22z
Hf = J(VS)

Hf =JQ2x 42y + 222y + 2z + 22,22 + 2y + 27)

2 2 2
Hf=|2 2 2
2 2 2

1.3.5 Condition d’optimalité pour les extremums d’une fonction

Chercher un optimum est une chose, mais faut-il avoir un moyen de le reconnaitre qui
soit plus pratique que celui de le comparer avec la multitude des autres points voisins.
Les optimums satisfont a des conditions d’optimalité qui permettent de les reconnaitre.
Le cas sans contrainte constitue une bonne introductive a ce genre de résultats théoriques
bien utiles. D’autre part, dans le cas ou les variables x1,...,x,, sont astreintes a vérifier des
conditions supplémentaires (¢;(X) <0 i=1,..m; h;(X)=0 j=1,..p) peuvent dans
certaines conditions se ramener a la résolution de problemes d’optimisation sans contrainte.

Condition nécessaire d’optimalité locale [5]

Soit X* un minimum de la fonction f(X).
pour tout ¢ > 0 assez petit et d € R"on écrit la formule de Taylor:

FOX* 4 td) = F(X7) 4+ 1V F(X7) + of | td )
= J(X* 4 td) — [(X*) = 1V F(X*)d + of | td )

SO ) —F(X*) _ EVF(X*)d+o(lltd])
t

= i

D’ou:
limy e LEHDIED g, o (1 £(X*)d + o(|| td |]))

En particulier avec: d = —V f(X*), on obtient:

VIX)(=VX)) 2 0= —[VA(X)[* =0
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= —[[VAX)*=0

= [[VF(X)|P =0

Dou:y7 f(X*) =0.

Ceci a donné I'énoncé d’une premiere condition d’optimalité dite condition nécessaire du

premier ordre :

Un minimum X* de f(X) sur R” annule le gradient de la fonction , ¢’est-a-dire que:
vi(X7) =0

Définition 1.3.12. [9]

Les points qui vérifient 57 f(X*) = 0 sont appelés points critiques ou points stationnaires.
Théoreme 1.1.

Une condition nécessaire du deuxiéme ordre pour que X* soit un minimum (local ou global)
de f est:

1/ Vf(X*) =0 (stationnarité).

2/ H f(X*) est une matrice semi-définie positive.

Preuve.

1/ déja démontré.

2/ comme f est deux fois continiment differentiable, le développement de Taylor & I'ordre

2 au voisinage de X* donne:
f(X*4td) = f(X*)+ Vf(X")td + %(td)THf(X*)td + o(||td||?)

_ JOCttd)f(X*) A HI (X )dro(t?) | d])”
t2 - t2
D’ou:
* * 14247 * 2 2
limtaow — limy__ 22 Hf(th)d+O(t )|

LATH £(X*)d + limy 022 [td||> = LdTH f(X*)d > 0

Hf(X™) est semi-définie positive.

Remarque 1.3.

la figure ci-dessous illustre le fait que les conditions 1/ et 2/ du théoreme ne sont pas

suffisantes pour garantir un minimum local ou global. A fortiori la stationnarité seule, bien
que nécessaire, n’est pas une condition suffisante d’optimalité locale.
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f(x),

x

|

|

|

|

|

|
x*

F1G. 1.2 — X*est un point stationnaire (mais ce n’est pas un minimum local)

Condition suffisante d’optimalité locale

Théoréme 1.2. /5]

Une condition suffisante pour que X* soit un optimum local de f sur R™ est:
1/ 7 f(X*) =0 (stationnarité).

2/ H f(X*) est une matrice définie positive .

Preuve.

On a le résultat d’algebre :\,,;, = min X¢0)‘&%

Amin:La plus petite valeur propre de A

t
)\max = mal'X#()%
Amaz: La plus grande valeur propre de A

On a:
. XtAX XtAX XtAX
minx0 xE S RpE S MATXA0x]E -

= Amin|| X2 < XPAX < Anaa|| X2
Le développement de Taylor de f a l'ordre 2 au niveau de X*s’écrit alors:

FX*+d) = f(X*) + VFAX)d+ LTHF(X*)d+o(]| d |2)

= f(X*+d) — f(X*) = S@THFX*)d+ o] d |2) > I uinlld]]® + o(]|d]|?)
= 3 Amin[d]* + o([|d]]*) > 0

F(X* +d) > f(X7)
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X* est un minimum local.

1.3.6 Cas des fonctions convexes: condition nécessaire et suffi-
sante d’optimalité global

Dans le cas d'une fonction convexe f définie sur R™ une condition nécessaire et suffi-
sante pour que X* soit un minimum global de f est que £ un sous gradient de f en X*.
Pour une fonction continument differentiable, on obtient donc:

Théoreme 1.3.

si f une fonction convexe continument differentiable une condition nécessaire et suffisante
pour que X* soit un optimum global de f sur R" est que: 7 f(X*) =0 .

Autrement dit; dans le cas convexe, la stationnarité a elle seule constitue une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité globale.

Remarque 1.4.
On appelle sous gradient de f au point X° tout vecteur Y = (yi,.....,y,)7 € R"™ vérifiant :
f(X)> (X)) +YT(X — XO) VX € R

1.3.7 Optimisation convexe

Dans les problemes d’optimisation, avec ou sans contraintes, la convexité joue un role tres
important : celle de convexité .En effet pour la plupart des algorithmes que nous décrirons,
la convergence vers un optimum global ne pourra étre démontré qu’avec des hypotheses
de convexité. Dans ce premier chapitre nous introduisons rapidement quelques éléments de
I’analyse convexe requis pour 1’étude de I'optimisation.

1.3.8 Eléments convexes

Un ensemble S C R™est dit convexe si et seulement si:

Vee SYye S VAe[0l]l= X+ (1-NyesS

C’est-a-~dire S est convexe si et seulement si pour deux points quelconques x et y pris dans
S le segment [x,y] est tout entier contenu dans S.
Plus généralement, étant donné p points de R™(z!,...,z7) ont dit que x € R" est combinai-

son convexe de ces points s’ils existent des coefficients Uy,...,U,,U; > 0,Vi = 1,2,....p tel que
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i=1 i=1

12].

On vérifie aisément qu’un ensemble S C R" est convexe si et seulement si toute combinai-
son convexe de points de S est dans S

ENSEMELE NON CONVERE

Fic. 1.3 -

1.3.9 Enveloppe convexe:

Etant donné S € R™ | on notera conv(S) enveloppe convexe de S ¢’est-a-dire I'en-

semble des points de R™qui sont combinaison convexe de points de S. Il découle de ce qui
précede que S est convexe si et seulement si S = conv(S).
Exemple 1.4.
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1.3.10 Fonction convexe

Une fonction f: R™ — R est dite convexe si elle vérifie:

Ve e R" Yy € R*" YA € [01],f(Az+ (1 — N)y) < Af(z)+ (1 —N)f(z).

Cette inégalité est appelée inégalité de convexité. Elle signifie que toute corde joignant
deux points quelconque (z1,f(x;)et (xq,f(z2)) se trouve toujours au dessus de la courbe
de f.

f(x)

f(b) o

a X b X

F1G. 1.5 — courbe représentative d’une fonction convexe

Le segment de droite reliant les points (a,f(a)) et (b,f(b)) se trouve totalement au dessus
du graphe de f.

Le point x = Aa + (1 — A)b est situé quelque part entre a et b.

Le point de coordonnées (z,Af(a)+ (1 —X)f(b)) se trouve sur le segment de droite entre les
points (a,f(a)) et (b,f(b)).Pour que la fonction soit convexe, il faut que ce point se trouve
toujours (c’est-a-dire pour tout a,b et 0 < A < 1) au dessus du graphe de la fonction.

Théoréeme 1.4.

Si f est continiment differentiable, les conditions (1) et (2) ci-dessous sont équivalentes ;
si f est deux fois continiment differentiable, les conditions (1) (2) (3) ci-dessous sont
équivalentes :

1/ f est convexe.

2/Nr € R"Nxg € R",f(x) > f(xo) + VT (x0).(x — x0) c’est-a-dire la courbe C' de f est
au dessus de ses tangentes.

3Nz, la hessienne V2f(x) est une matrice semi-définie positive c’est-a-dire:

Vyy"V2f(z)y >0 [5]
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Remarque 1.5.

f est dite strictement convexe si 'inégalité stricte est toujours vérifiée pour
x#yet Ae[0,1], fOx+ (1 —=NY) < Af(z)+ (1 =)\ f(z).
f est dite fortement convexe ,s’il existe a > 0 tel queVx € R™ Vy € R, VA € [0,1]

J Qe +(1=Ny) <Af(@) + 1 =Nfly) = 50M1=N) [z =y [I*.

On dit aussi que f est a convexe.

1.3.11 Fonction concave

Une fonction f: R™ — R est dite concave si (—f) est une fonction convexe i.e avec les
mémes notations , si Vo € R" Yy € R", VA € [0,1],f(Ax+ (1 —=N)y) > Af(x)+ (1 —=N)f(y).

|
I
I
:
|
f(x —71/ i

==X

F1G. 1.6 — courbe représentative d’une fonction concave

Remarque 1.6. -La convexité de la fonction est une caractéristique tres importante en
optimisation. En effet, lorsque la fonction n’est pas convexe ,il est pratiquement impos-
sible d’identifier un optimum global d’un probleme de minimisation on utilise la notion de
convexité.

-Noter que la convexité et la concavité ne sont pas des propriétés complémentaires

*Une fonction peut n’étre ni convexe ni concave.

*les fonctions linéaires sont convexes et concaves au méme temps .

1.3.12 L’estimation

C’est la connaissance des grandeurs initiales disponibles pour la résolution d’un probléeme
d’extremum est incomplete ,pourtant quoi qu’il en soit la position du probleme nous four-
nit quelques informations sur ’aspect physique et des renseignements correspondants sur
les estimations de la précision des données d’entrée appliquées aux problemes d’extremum
tout en étudiant la rapidité de leur convergence.

Disons que les erreurs de calcul sont admissibles si elle ne dépasse pas un certain nombre
e.5’il existe dans une méthode des estimations qui définissent 1'ordre de convergence.
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Remarque 1.7.

Sous-estimateur : ¢’est une fonction de borne inférieure.

1.3.13 Analyse d’intervalle

Définition 1.3.13. [10],[11]

L’analyse d’intervalles est née dans les années 1960 avec I’événement des premiers ordina-
teurs. Les formats pour coder les nombres flottants n’étaient pas encore standardisés et
des erreurs numériques pouvaient s’accumuler et aboutir a des résultats aberrants.
L’analyse d’intervalles a donc été développée a ses débuts pour contourner ce probleme.
le premier livre sur ce domaine est celui de Moore en 1966 .Ce n’est pas historiquement le
premier travail sur ce sujet. Mais c’est a la suite de ce livre que plus de 1000 articles furent

écrit .Ce qui donna un formidable élan a I’analyse d’intervalles.

Exemple 1.5.

Considérons 1'équation suivante: f(x,y) = 33.75y% +2%(1122y? —yS —121y* —2) +5.5y5+ 2£y
En I’évaluant au point x = 77617 et y = 33096, en Fortran double précision, on obtient :
f(77617,33096) = 1.1726039400531...

Alors que le vrai résultat est: f(77617,33096) = —54767/66192 = —0.8273960599. Comme
on peut le constater, le vrai résultat n’a aucun rapport avec la valeur retournée par 1’ordi-
nateur, méme le signe n’est pas correct.

Cet exemple montre qu’aujourd’hui encore, malgré la standardisation IEEE-754 du codage
des nombres flottants, on n’est jamais a ’abri des erreurs d’arrondi numérique. R étant
infini et non dénombrable, il est impossible de représenter exactement tous les nombres.
L’idée de I'analyse d’intervalles est de représenter tous les nombres réels par deux nombres

flottants qui ’encadrent.

1.3.14 Arithmétique d’intervalle:

Définissons un intervalle X comme étant une paire ordonnée de nombres réels [z,T],avec
x < 7.z représente la borne inférieure de X et T sa borne supérieure.
X=z7={reR/z<z<T}

En pratique l'arithmétique d’intervalles est utilisée pour calculer des minorants et des
majorants de fonction de R" dans R.
Notons I 'ensemble des intervalles tel que:I = {X = [z,7]/2,7 € R etz < T}.



Chapitre 1. Notions de base 22

Soit X et Y deux intervalles appartenant a I. Nous allons maintenant redéfinir dans I les
opérateurs usuels de I'arithmétique euclidienne. La plupart des opérateurs et des relations

gardent leur définition usuelle sur I, en revanche leurs propriétés sont souvent affaiblies.

Par exemple,la relation d’ordre inférieure (<) est une relation d’ordre partiel sur I X <Y
si et seulement si T < y.

Les opérateurs sur les ensembles gardent la méme définition pour des intervalles. Ainsi,
I'union et l'intersection de deux intervalles donnent :
X UY = {min(z,y), max(z,y)}

0, st T<y ou y<z
[max(z,y), min(Z,y)], sinon

XNY = {
Définissons w(x) comme étant la largeur de Uintervalle X, w(z) =7 — x
Si X = (21,%2,...0,) € I",alors w(r) = maxeqr,. oy w(w;).

Notons ,mid(z),le milieu de I'intervalle X:

mid(z) = L
2
Si X = (x1,%9,...7,) € " alors mid(X) = (ﬂgﬁ,ﬂgﬁ, ..... ,@;ﬁ).

Les opérateurs usuels de 'arithmétique d’intervalles sont définis de telle sorte que l'in-
tervalle résultant soit le plus petit intervalle contenant tous les points images des éléments
des intervalles de départ. Ainsi, la formule générale des opérateurs unaires et binaires de-
vient :

X op Y={z op ylre XetyeY}avecop € {+,—, X ,+}.

U(z) = {u(z)lzr € X} avec ue {,/log,exp,abs,...}. On obtient les formules suivantes
pour les opérateurs binaires de base:

rty=[z+yT+yir—y=[z-7T -yl

rxy=min{z X y,x X J,T X y,T X J}, max{z X y,x X J,T X y,T X J}],
rry=ax[5,] si0 ¢y,

Il est aussi tres simple d’étendre ce principe aux fonctions unaires.Voici quelques exemples
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d’opérateurs usuels:

Vi = [/Z,\/T];pour z > 0.

log(z) = [log(z), log(Z)];pour > 0.
exp(z) = [exp(z), exp(T)].

[abs(z),abs(T)], si x>0
abs(x) = ¢ [abs(T),abs(z)], si T <O0;

[0, max(abs(z),abs(Z)], si 0€ x.
De nombreuses extensions furent proposées notamment pour inclure les intervalles infinis,
ou par exemple pour gérer la division par un intervalle contenant 0, cette arithmétique ap-
pelée arithmétique d’intervalles étendue a été découverte par Kahan et Hanson de fagon

indépendante et popularisée par Hansen.

Concernant 'implementation de 'arithmétique d’intervalles sur machine, il est bien en-
tendu impossible d’utiliser des nombres réels, une version n’utilisant que des nombres
flottants est donc nécessaire. Cette arithmétique s’appelle 'arithmétique d’intervalles ar-
rondie. Elle consiste a approximer les nombres réels par Le nombre flottant le plus proche

de telle sorte que l'intervalle réel soit inclus dans I'intervalle arrondi[10].

Soit X € [;alors z sera arrondi au nombre flottant inférieur le plus proche et T sera
arrondi au nombre flottant supérieur le plus proche. Une étude pour créer le standard
IEEE-P1788 définissant cette arithmétique est actuellement en cours . Mais, il existe déja
de nombreuses implementations performantes de cette arithmétique, dont voici une liste
non exhaustive dans différents langages de programmation [11].

-INTLIB en Fortran 77 et Fortran 90.
-INTLAB en Matlab.
-PROFIL/BIAS en C.

une librairie directement incluse dans le compilateur SUN f90.

Ces différentes librairies permettent d’utiliser le type d’intervalle et de le manipuler comme
tous les autres types. Les opérateurs et les fonctions usuelles sont simplement redéfinis par
surcharge d’opérateur [11].
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1.3.15 Extension naturelle et propriétés

Il existe des definitions plus précises d’'une fonction explicite (factorable fonctions en an-
glais) et d’un probleme explicite (factorable program en anglais). Mais, par souci de conci-

sion, nous avons préféré utiliser des définitions plus intuitives.

Définition 1.3.14.

Soitf : R — R,f possede une expression explicite si I'expression analytique de f est
connue de facon explicite, ¢’est-a-dire qu’elle peut s’écrire en n’utilisant que des variables,
des fonctions et des opérateurs élémentaires tels que +,—,%,/,+/, log , exp ,abs, cos , sin , arccos.

On dit que f est une fonction explicite.
Définition 1.3.15.

Un probleme explicite est un probleme dans lequel toutes les fonctions possedent des expres-

sions explicites et les contraintes n’utilisent que les relations standards (<, <, >, > | =).

Définition 1.3.16.

Soit f : X C R* — R. Une extension naturelle aux intervalles d’une fonction est la
réécriture de f en remplacant toutes les occurrences d’une variable par l'intervalle corres-
pondant et les opérateurs classiques par leur équivalent en arithmétique d’intervalles, elle
est notée ENs(x).

Toutes les fonctions explicites possedent une extension naturelle. Mais, I’évaluation de celle-
ci n’est pas unique. En effet, certaines fonctions peuvent s’écrire sous forme développée ou
factorisée.

Il existe donc une extension naturelle pour chaque fagon d’écrire la fonction.

Bien entendu, les fonctions explicites ne sont pas les seules a posséder une fonction d’inclu-
sion. Il est par exemple possible d’écrire des fonctions d’inclusion de fonction comportant

des if..then...else.

Proposition 1.1.
L’extension naturelle auz intervalles d’une fonction est une fonction d’inclusion  [10].

Exemple 1.6.
Voici un exemple d’application de I’extension naturelle.
Les occurrences de z; sont remplacées par [1,2] et les occurrences de xopar [2,6].

Les calculs sont ensuite effectués en utilisant les formules de 'arithmétique d’intervalles.

Vo e X =[1,2] x [2,6],f(x) = 1 X 23 — exp(x; + x2).
EN(r) = [1.2] x (2.6 — exp([1.2] + [2.6]).
EN¢(z) = [—2976.9579870417284,51.91446307681234].
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Ainsi, —2976.9579870417284 est un minorant et 51.91446307681234 un majorant de f sur
[1,2] x [2,6].

L’analyse d’intervalles peut donc se munir de tous les outils de I'arithmétique classique
pour calculer des minorants et des majorants d’une fonction explicite sur un intervalle.
Malheureusement, les définitions naturelles proposées n’offrent pas les propriétés d’inversi-
bilité et de distributivité. Notons que I'inverse de ’addition dans I n’est pas la soustraction
et 'inverse de la multiplication n’est pas la division. De plus, I’ensemble I muni de la loi
X est sous-distributive. Ainsi,Vr,y,z € [,z X (x +y) Cz Xz + 2 X y.

Définition 1.3.17. La matrice Hessienne H (. de la fonction f(x) deux fois differentiable
est définie sur X peut étre transformée en une matrice d’intervalle H () . De méme cas
pour les polynomes caractéristiques I’ensemble de matrices décrit par Hy(,)) contient ceux-
1a définis par H ()

an(r) ... amw(r) lafy,afh] .. [af,,af))]
Hf@y = : : C Hfx)) = : :
An1 (x> e ann(QJ) [aﬁlvagl] e [aeraar({n]

voir [1].

1.4 La méthode Branch and Bound

La méthode Branch and Bound est une méthode qui devise le probleme non linéaire
donné en plusieurs sous problemes et qui exploite les informations qu’elle produit durant
la résolution de chacun de ces sous problemes.

De nombreuses améliorations ont été proposées pour cette méthode notamment a partir
de différentes structures des problemes a résoudre,et ¢a en prenant appui sur les outils

classiques de la recherche opérationnelle.

1.4.1 Le principe de la méthode

Soit (p) le probleme d’optimisation globale

w{ T
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Ou:H C R™.

f:K — R(H C K CR") f continue et non convexe .

L’algorithme Branch and Bound consiste a engendrer deux suites convergentes {U B }et{ LBk }
des bornes supérieure et inférieure respectivement de la valeur minimale de la fonction du
probleme (p).

UB:Upper bound.

LB:Lower bound.

Une relaxation initial R de I’ensemble réalisable H sera définie telle que:H C R.

R est convexe ,il peut étre un simplex,un rectangle ,un cone,...

A chaque itération K les problemes de bornes inférieure et supérieure seront résolus sur un
nombre fini de sous ensembles de R.On notera ces sous ensembles Ry, € I ou I est 'en-
semble des sous ensembles actifs a itération K .Sur chaque sous ensembleRg, les bornes
inférieures et supérieures LBk et U Bgseront calculées par la relaxation de f sur Ry, et la
relaxation de min f localement sur le sous ensemble réalisable Rx, N H .

Cette méthode utilise la stratégie ”le meilleur d’abord”.

En effet |les bornes inférieures supérieures finales pour l'itération K seront données par:

LB K = min LB K

respectivement ,et tout sous ensemble sur lequel la borne inférieure dépasse U Bk sera
éliminée,car min fne peut étre atteint sur un tel sous ensemble .

Au fait ,cette méthode peut se représenter schématiquement par une arborescence qui a
pour racine l’ensemble R ,et pour sommet des sous ensembles Ry, qui s’obtiennent par
les subdivisions successives ,et deux sommets seront reliés si et seulement si le deuxieme
sous ensemble est obtenu par la partition directe du premier,et a chaque niveau de l’ar-
borescence créé la borne inférieure et supérieure seront obtenues par ’application d’une
recherche locale.voir[2,4,5]

Notons z* la solution optimal du probleéme (p)pour ce qui suit .

1.4.2 L’algorithme de base de la méthode Branch and Bound

On peut résumer la procedure par les étapes suivantes:
Algorithme général:
1- Construire ’ensemble R tel que:H C R.
2- Posons : K = 1,1 = R.fixer € > 0.
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3-Construire les problemes des bornes inférieure et supérieure de minf(z) sur R .
Soient LBy ,U By des solution obtenues respectivement .

4-Si: UBK — LB < e donc on s’arréte et on pose:
min f(z) = UBg et 2* = 2% € {z: f(x) = UBg,x € HN R}.

5-Sinon: subdiviser /5 en deux sous ensembles (ou en un nombre finie de sous ensembles)

Rk, et Rg, tel que:

LI=2 Ry, = R et Ry, N Ry, = 0.
Ou:R est lintérieur de R.

6-construire les problemes des bornes inférieures et supérieures de min f(z) sur H N R,
i=1,2.Soient :
LBKlaUBKl et LBKQ,(]BK2

les solutions obtenues .

7- Posons:
{ UBK+1 = mm{UBKl,UBKQ,UBK}

LBK.H = mm{LBKl,LBKQ} = LBK*
8-Posons: Ix = {Rk,,Rk, }-
9-Eliminer de I tous sous ensembles Ry, ,j=1,2 tel que LBy, > UBg 1, ouH N Rk, = &.
et posons: Ix41 = Rk,..
10-Posons: K = k + 1 et revenant a 4-10.

Notation
Ry: le sous ensemble actuel; LB : la borne inférieure ( a laK¢™ itération ); UBf : la

borne supérieure (& laK ™ itération ); 2% : la solution trouvée ( & la K°™¢itération ).

1.4.3 La convergence de la méthode

Evidemment si l’algorithme précédent se termine & 'itération j ,alors 27 est la solution
optimale et UB; est la valeur optimale de la fonction objectif, mais en général on ne peut
pas garantir ca, c’est-a~dire le fait de s’arréter apres un nombre fini d’itérations, et si ’al-
gorithme est infini, alors il engendre au moins une suite Rx infinie des sous ensembles des
subdivisions successives telle que Rxy1 C R ,K € N .

Donc on doit montrer que chaque point d’accumulation de la suite des solutions {z}
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correspondante est une solution optimale du probleme donné.
Le théoreme suivant démontre la convergence de ’algorithme de Branch and Bound.

Théoreme 1.5.
Si pour chaque suite infinie {Ri}, Rxy1 C Ryg,K € N des ensembles des partitions
successives , les bornes inférieure et supérieure vérifient :

lim
K—oo K—oo

(UBkg — LB(Rk)) =0 (1)

Alors

UB = lim UByx = lim f(X,)= lim LB =LB (2).

K—o0

Et chaque point d’accumulationX™ de la suite{ Xk} est une solution optimale de min f(X),
e H.

Preuve.
A Titération K le sous ensemble Ry sera choisi a partir de la regle suivante :

LBy, = mm{LBK1 7LBK2}

de l'algorithme ci-dessus ,a la fin de I'itération (K-1) et donc:

LBy = LB(Rg)

Soit { Xk} la suite des solutions optimales engendrées par l’algorithme , comme H est
compact , alors { X} a des points d’accumulations .
Soit X* un point d’accumulation de la suite { X} , donc il existe une sous suite infinie de

{Xk} qui converge vers X* | et comme f est continue alors:
Jim F(Xg) = F(X°)

Posons: f* = min{f(X),X € H}, la suite {LBg} des bornes inférieures est croissante
monotone,majorée par f* donc la suite LB = limg .., LBk existe .
D’autre part ,la suite {UBg} des bornes supérieures est décroissante , minorée parf* |
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donc sa limite: UB = limg_., UBj existe , et on a: UBg = f(Xg) > f*, et ¢a implique
que:

LB < f*< lim f(Xk) = f(X*) = UB,

Et du fait de(1) on peut déduire directement(2) .

Chaque réalisation de I’algorithme Branch and Bound doit donc spécifier :

1. L’ensemble R tel que:H C R.

2. Les procédures qui donneront les bornes inférieures et supérieures sur les sous-ensembles
engendrés par l'algorithme.

3. Les subdivisions successives de R En sous-ensembles.

Bien entendu, ga va dépendre de la structure du probleme (P).pour cela nous allons étudier
chaque cas a part .en se basant sur les trois points précédents, et en montrant la convergence
de I'algorithme a chaque fois.

Pour savoir plus sur cette méthode ,regardez les références :[2],[5]
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Optimisation globale des fonctions
deux fois differentiable

2.1 Introduction

L’optimisation globale est une branche des mathématiques en plein expansion depuis
quelques années. Ce domaine étudie dans un cadre générale la question de trouver 'opti-
mum (maximum ou minimum) d’une fonction sous diverses contraintes.

L’intérét de I’étude de cette classe de probleme d’optimisation est qu’elle englobe un vaste
éventail d’applications réelles [2].

Le retour au premier plan de l'optimisation globale correspond a un besoin industriel
.De nombreuses applications que se soit au niveau de la conception ou de I'exploitation, se
ramene a la recherche d’optima qui n’entre pas dans le cadre des hypotheses simplificatrices
(convexité, differentiability ....). Pour cela, il existe plusieurs méthodes algorithmiques qui
menent a la solution stirement, mais la vitesse de convergence varie selon la méthode uti-
lisée[8].

En particulier parmi maintes méthodes proposées pour la résolution de tels problemes nous
exposons dans ce chapitre la méthode d’optimisation globale Branch and Bound(aBB)
basée sur 'analyse d’intervalle ce qui lui donne un caractere déterministe .Elle permet
donc de trouver avec certitude 'optimum global quel que soit la nature du probleme .Cette
méthode compte sur les propriétés mathématiques pour obtenir le probleme de la borne
inférieure. Cependant la construction rigoureuse de la borne inférieure est seulement pos-
sible dans les cas ou les expressions analytiques explicitent pourrait eétre dérivées pour les
valeurs propres ou des bornes sur les valeurs propres des fonctions deux fois differentiable
présentées dans le probleme[11].

30
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2.2 L’optimisation globale des fonctions deux fois dif-
ferentiable

2.2.1 Introduction

Cette partie sera consacrée a I’étude du probleme (1),qui garantie les propriétés théoriques
de l'algorithme BB (Branch and Bound) qui est congu pour résoudre ce genre des probléemes

de minimisation.

Minf(x)

gi(x) <0 i=1..m (1)

hJ<I> =0 j = 17...,p

XeR

Branch-and-Bound est I'approche qui nécessite I'identification de la valeur propre mini-

male de la matrice hessienne des fonctions convexes. son algorithme basé sur cette technique
converge vers la solution désirée. Il est appliqué en général pour les fonctions non convexes
deux fois differentiable. Cependant le calcul exact d’une valeur propre minimale d une fonc-
tion générale sur un intervalle donné d’une variable pose des difficultés. La généralisation
d’une borne inférieure sur cette valeur propre conserve les garanties théoriques d’optimalité
globale en améliorant le probleme .
Le sous-estimateur du probleme devrait étre trouvé pour satisfaire a cette exigence, les
fonctions sont décomposées en somme de termes selon la structure mathématique, chaque
terme est assigné a plusieurs catégories pré définies. L’avantage de cette méthode est que
chaque classe de termes peut étre sous-estimée en utilisant une technique connue et effi-
cace. Pour ce but le probleme original doit étre transformé en un sous probleme convexe qui
peut étre résolu par 'optimisation globale. Dans le fait de construire des sous estimateurs
convexes pour la fonction générale, il est d’abord noté que les termes linéaires et convexes
n’exigent pas de transformation. L’enveloppe convexe du bi linéaire, tri linéaire, tri linéaire
factionnaire, factionnaire et les termes concaves uni variant peut étre construite selon les

regles simples suivantes[1],[7].

2.2.2 La sous-estimation des termes bi linéaires:

En cas d'un terme bi linéaire xy, Al-Khayyal et Falk (1983) ont montré que la borne
inférieure dans le domaine [21,2Y] x [y¥ yV] est obtenue en présentant une nouvelle variable
wpg qui remplace chaque occurrence de xy dans le probleme et est satisfaisant la suite au
rapport:

wp = maz{zrty + y*z — 2ly"; 2y + gV — 2YyY} (2)
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Sa borne inférieure peut étre détendue et inclus dans le probleme de minimisation en
ajoutant deux contraintes d’inégalité linéaires,
wp > oty +yte —aty"
wp > ay +yYx — 2Vy” (3)

De Plus, sa borne supérieure peut étre imposé sur w a construire une meilleure approxi-

mation du probléme original (McCormick, 1976). C’est accompli par 1'adjonction de deux
contraintes linéaires :

wp < 2%y +y"z — 2Vy"
wp < vty +yVa — 2ty (4)

2.2.3 La sous-estimation des termes tri linéaires:

Un terme tri linéaire de la forme xyz peut étre sous-estimé d’une maniere semblable
(Maranas et Floudas, 1995). Une nouvelle variable wy est présentée et limitée par les huit
contraintes d’inégalité suivantes :

wr > wyt 2t 4+ oty oalyt e — 20tyl "

wp > nyzU + a:UyzL + nyLz — a:UyLzU — :BUyUzU

wr > xyl 2t + atyVsr + a2ty — alyV2V — alyl ok

wr > ay¥ 2t + 2VysV 4 abyUs — alyUsl — 2VyUV (5)

wr > xyLzU + :CLyzL + a:'UyLz - :CUyLzU — mLyLzL

U U

wyp > xyLzU + xLyzU + nyUz — xLyLz — nyUz
wp > nyzL + :L’UyzL + :UUyUz — :UUyUzL — xLyLzL

wy > oyV 2V + 2Vy2V 4 2VyVr — 22VyU Y
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2.2.4 La sous-estimation des termes fractionnaires:

Les termes fractionnaires de la forme 5 sont sous estimés en présentant une nouvelle

variable wg et deux nouvelles contraintes (Maranas et Floudas, 1995) qui dépendent du
signe des limites de x.

we > ol fy+x/yY — 2l /yY, si 2t > 0;
e ey —atylytyt adtyt, siat <0

wp > 2V )y + x/yt — 2V Jy*, siz¥ >0
= z/yt =Yy yEyY + 2V /Y, sia¥ <0 (6)

2.2.5 La sous-estimation des termes tri linéaire fractionnaire:

Pour les termes tri linéaire fractionnaire huit nouvelles contraintes sont exigées (Ma-
ranas et Floudas, 1995). xy/z est remplacé par la variable wpr et les contraintes pour
2l yl >0 et 2z > 0 sont donnés par:

wpr > ayt /U + aty/ byt 2etyt )
wpr > oy 20+ by )2ty ety [ ety
Wpr > ny/zU + fEUy/ZU + nyL/Z - QUU?JL/ZU — nyU/zL
wpp > xy¥ )2V 4+ 1Yy /2F FalyU )y — alyV )2V — VU )2
Wpr 2 WL/ZU + JCLy/ZL + nyL/z — nyL/zL — :JcLyL/zU
wpp > xyY 2V 4+ aVy /2 atyV ) — atyV )2V — VgV )2
wpr > wyt 2V + aty /2t 4 alyt 2 — aVyt2h = atyt )Y

wrp 2 ay’ /2 4 aVy 2+ Uyl e — 220y [ (7)

2.2.6 La sous estimation des termes concaves uni- variantes:

Les fonctions uni variantes concaves sont sous estimés par leur linéarisation . Ainsi

I'enveloppe convexe de la fonction concave ut(z) sur [#¥,2Y] est la fonction linéaire de = :

ut(zY) — ut(xh)

IU—’yL (.1'—1’ ) (8)

ut(z") +
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La généralisation d'un sous estimateur convexe pour une fonction concave uni variante

n’exige pas l'introduction de variables supplémentaires ou de contraintes.

2.2.7 La sous-estimation des termes non convexes

Pour les problemes non convexes en générale, une version légerement modifiée du
sous estimateur proposé par Maranas et Floudas (1994b) est utilisée. Une fonction f(x) €
C?(R™) est sous estimée sur le domaine entier [z, z"] par la fonction L(x) défini comme:

L(z) = f(z) + Z%(%L - l’z)(l{] — ;) 9)

Ou les «; sont des scalaires positifs.

Comme le terme de somme dans P'équation (9) est négatif sur la région entiere [zl 2],
L(x) est sous-estimateur de f(x). En outre, comme le terme quadratique est convexe toutes
les fonctions non convexes de f(z) peuvent données les valeurs des parametres «; , L(x)
est donc un sous-estimateur convexe.

L(x) est convexe si et seulement si sa matrice Hessienne H (x) est semi-définie positive,une
condition de convexité utile est tirée en notant que Hp(z) est rattaché a la matrice Hes-

sienne Hy(x) de f(x) par:

Ou A est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les «; .

L’adjonction du terme quadratique a la fonction f(x) montrée dans I’équation (9) corres-
pond a l'introduction d’un changement des éléments diagonaux de sa matrice Hessienne
Hp(z).

Le théoreme suivant peut alors étre utilisé pour garantir que L(x) est effectivement un
sous-estimateur convexe.

Théoreme 2.1.

L(z) Comme défini dans l’équation (9) est conveze si et seulement si:

Hp(z) = Hp(x) + 2A = Hy(z) + 2diag(c;) est semi-définie positive pour tout x € [z¥ zY].
Deux méthodes déterministes ont été concues pour identifier automatiquement une matrice

diagonale appropriée.

Remarque 2.1.
- N’importe quel terme qui n’appartient pas dans une des classes indiquées ci dessus est
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étiqueté comme un terme non convexe général.
-la seule condition est que la fonction doit étre deux fois differentiable afin que 'ordre de

la procédure des sous estimateurs doit étre applicable a tout genre de probleme non convexe.

2.2.8 Sous-estimateur convexe:

Pour n’importe quelle fonction donnée deux fois differentiable on peut identifié le sous-
estimateur convexe .

les fonctions peuvent donc étre décomposées comme :
bt nt
fx) = LT(X)+CT(X)+ Y BTi(z)+» NTi(x).
i=1 i=1

Ou:LT est le terme linéaire, CT est un terme convexe, BT sont des termes bi linéaires, ’'UT
sont des termes concaves uni variante et le N'T sont des termes non convexes généraux.
bt,ut et nt dénotent le nombre de termes concaves et uni variante et bi linéaires respecti-
vement.

La borne inférieure correspondante a la fonction est :

L(zw) = LT(X) +CT(X) + thzl biwp; + thzl tiwr; + ZZ; fiwp; + Z{Z tiwprit+

ut ; ; nt
iy UTi(@™Y) = UTy ("
> (UTi(a"") + (xg _W( )> +) (NTy(z)+

i=1 i=1

Z aij(x; — x7)(z; — 2Y))

Ot a;; correspond au terme i et a la variable j qui satisfait le Théoreme 2.1, les variables
wp; sont définies par les équations (3) et (4). Chaque sous-estimateur trouvé est une fonc-
tion du domaine considéré.

Puisque l'algorithme aBB suit 'approche du branchement et evaluation ce domaine est
systématiquement réduit a chaque nouveau nceud de ’arbre pour que les fonctions de
bornes inférieures puissent étre produites par les mises a jour d’équations (3)- (9).

La décomposition de fonctions dans les termes peut améliorer la performance de 'algo-
rithme aBB de deux fagons. D’abord, 1'utilisation du sous estimateur pour certains types
de termes augmente la qualité des bornes inférieures produites pour la solution optimale.
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Deuxiemement, la construction de sous estimateur convexe pour un terme non convexe
dépend de la dimension du terme a O(n?) ou plus haut.La séparation pour de grands
termes dans les termes impliquant un plus petit nombre de variables s’ensuit donc dans
une diminution dans les frais quantificatifs. D’une facon intéressante, la structure de beau-
coup de problemes physiques se préte naturellement a une telle décomposition.

2.2.9 Les contraintes d’égalités:

Pour trouver la borne inférieure du probleme non convexe, les sous estimateurs trouvés
dans chaque domaine doivent étre convexes.
Cela implique que toutes les contraintes d’inégalité doivent étre convexes et linéaires et
que la taille de I'intervalle réalisable doit étre augmentée par rapport a celle du probleme
non convexe original.
Une des deux stratégies peut étre utilisée pour sous estimer une égalité non linéaire selon
le type de termes qu’il implique.
La premiere approche est utilisée pour les égalités qui sont seulement linéaire, bi linéaire, tri
linéaire et tri linéaire fractionnaire. Les termes non linéaires sont remplacés par les nouvelles
variables qui sont utilisées d’une facon linéaire. L’égalité provenant de la substitution est
donc linéaire. L’ensemble des valeurs de ces nouvelles variables peuvent étre atteintes selon

les termes non linéaires. Ainsi, étant donné 1’égalité :

ftt x x
F;q F; 1L F; o
: +§ :fi;:() 11
F i=1 Ty -

bt tt 1t
LT(J:) + § :bimBi,lei,Q + § :tixTi,lei,Q'xTi,Z& + E fZ
i—1 i—1 i=1 0,2 i,

x
x
Les sous estimateurs suivants peuvent étre utilisés:

LT(z) + 3L, bwp, + Sty tiwr, + 20 fiwn, + X0 frwe, = 0.

Ou les contraintes d’inégalité appropriées pour les variables w sont ajoutées au probleme.
Si la contrainte d’égalité non linéaire contient des termes convexes ou des termes généraux
non convexes, ’égalité obtenue par la substitution simple des sous estimateurs correspon-
dante est non linéaire.

S’il contient des termes uni variant concave, c¢’est linéaire mais il correspond a un intervalle
réalisable différent. En présence des termes concaves ou des termes unis variant convexes ,

I’égalité originale h(z) = 0 doit donc étre réécrite comme deux inégalités de signes opposés.

{ h(z) <0
—h(z) <0
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Ces deux inégalités doivent étre sous-estimées indépendamment. Les termes unis variant

concaves qui apparaissent dans 1’égalité non convexes deviennent convexes en une des deux
inégalités pendant que les termes convexes deviennent concaves et les termes non convexes
deviennent convexes ou restent non convexes. Le seul obstacle restant a la formulation
rigoureuse du probleme d’une borne inférieure convexe qui réside dans la sélection des

valeurs propres pour les parametres o dans I’équation (9).

2.3 La construction de la borne inférieure

Le centre de cette section est le développement des méthodes qui produisent une ma-
trice du changement diagonale , c’est a dire un ensemble de parametres « satisfaisants le
Théoreme 2.1.Cela autorise la construction d’un sous estimateurs L(x) convexe pour la
fonction f(x) deux fois-differentiable sur un domaine indiqué. Deux classes d’approches a
ce probleme sont définies :

- Le changement uniforme de la diagonale de la matrice Hessienne de f(x).
- Le changement Hétérogene (non uniforme)de la diagonale de la matrice Hessienne de f(x).
Notre étude est basée sur la premiere classe d’approches.

2.3.1 Techniques de calcul de a:

Comme vu dans I’équation (10) et le Théoreme 2.1, la matrice du changement diagonale
A est liée a la matrice Hessienne H f(z) de la fonction qui est sous-estimée.
Pour les fonctions deux fois-differentiable les éléments de la matrice Hessienne H f(x)
peuvent étre des fonctions de variables non linéaires.
Les difficultés qui surviennent de la présence des variables dans la condition de la convexité
peuvent éetre allégées a travers la transformation de la matrice Hessienne dépendante de x
exacte & une matrice d’intervalle [H;| tel que Hy(x) C [Hy|Va € [aF,2Y].
On traite les éléments de la matrice Hessienne originale indépendamment en calculant
leurs extensions d’intervalle naturels .La famille de matrice Hessienne d’intervalle [H] est

alors utilisée pour formuler un théoreme dans lequel le probleme de calcul de « est détendu.

Théoreme 2.2.
Soit une fonction générale f(xr) avec les dérivés du deuziéme ordre continues et sa matrice
Hessienne Hy(x).

L(z) est défini par l'équation (9), [Hy] est une matrice d’intervalle symétrique réelle tel
que Hy(z) C [Hy]Vx € [z 2Y].
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St la matrice [Hy| définie par [Hp] = [Hf| + 2A = [Hy] + 2diag(o;) est semi-définie

positive alors L(x) est convexe sur le domaine [x% zY].

Soit [zY,2L] le domaine de validité qui est la condition de la convezité de lintervalle a
travers la matrice d’intervalle.[1],[3],[7]

2.3.2 Evaluation de méthodes de calcul de a:

La qualité du sous-estimateur produite par une méthode du calcul peut étre mesurée
dans les termes de la distance de la séparation entre la fonction non convexe et son sous-
estimateur.

Pour ce but, la distance de la séparation maximale entre f(x) et L(x) est utilisée et montrée
qu’elle est directement proportionnelle & o (montré par Maranas et Floudas (1994b)) :

dmaz = max:chxSxU(f(m) - L(QZ')) = ii al(ajgj - $ZL)2 (12)
=1

En plus, les parametres et les bornes peuvent étre montrés pour affecter le nombre maxi-
mum d’itérations exigées pour accomplir I’e-convergence (Maranas et Floudas 1994b) .
La distance de la séparation maximale est utilisée pour évaluer I'exactitude de chaque
méthode du calcul.

Exemple 2.1.
Soit a résoudre le probleme min, , f(z,y) suivant:

f(z,y) = cosxsiny — y;j_ 1
—1<x <2
-1<y<l1

La fonction objectif est la somme de deux termes non linéaires, deux différentes approches
sont disponibles pour la dérivation de la matrice Hessienne d’intervalle: dans le cas 1, une
simple Hessienne est obtenue pour la fonction objectif alors que dans le cas 2, une matrice
Hessienne est tirée pour chaque terme(technique de décomposition).

Cas 1
Basé sur la matrice Hessienne Hy(, ). la matrice Hessienne d’intervalle [Hy]qui contient
Hy () est obtenu comme suit:
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—coszsiny —sinxcosy%—(yf%)2
Hipay) = : 2 - 20(y?+1)° 82y (y*+1)
—sInzxcosy + Wiz T cosrsiny + RESE

Est tel que:

by C ) ([0-841480:84148] - [=3.00000,284148
) = W=\ 03.00000 ,2.84148] [-40.84148,32.84148)]

Pour -1 <x<2et -1<y<1.

[H{| est calculée par les extensions d’intervalle naturels, ce n’est pas la plus petite famille de
la hessienne d’intervalle qui contient Hy(, ). Si les valeurs minimales et maximales exactes
des éléments de la Hessienne sont calculés par 'optimisation globale(utiliser LINGO) alors
les plus petits intervalles exécutables peuvent étre identifiés .

Suite a cette procédure, il a été constaté que la matrice Hessienne d’intervalle optimale est

en fait:

H,] = ( [-0.84148,0.84148]  [-1.52288,1.38086] )
[-1.522881,1.38086] [-2.00608,4.00181]
Cas 2
On traite le terme trigonométrique (Terme A) et le terme fractionnel (Terme B) séparément.
Terme A: La matrice Hessienne H,4(z,y) et la matrice Hessienne d’intervalle est [H 4]
données par:

—cosxsiny —sinzcosy
—sinxzcosy —cosxsiny

Ha(z)y) = (

Et

] = [—0.84148,0.84148] [—1.00000,0.84148]
A7\ [-1.00000,0.84148]  [-0.84148,0.84148]

Terme B:
La matrice Hessienne Hp(z,y) et la matrice Hessienne d’intervalle [Hp| données par:
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0 22—y12
Hp(zy) = < 2y Zz(y2+1()y2—gazy2(y2+1)
(y2+1)2 (y2+1)4

Et
[0,0] [-2,2]
5] = ( [-2,2] [-40,32] )

La matrice Hessienne d’intervalle optimale est :

) (0.00000,0.00000] ~ [-0.64952,0.64952)
Bl \ [:0.64952,0.64952]  [-2.00000,4.00000]

2.3.3 La méthode du changement uniforme de la diagonale de la
matrice Hessienne

Pour cette classe de méthodes, le sous-estimateur L(x) est reformulé en utilisant une

valeur simple de «a:
L(z) = f(z) + a Z(l‘f —a;)(x] —a;)  (13)

Tous les éléments non nuls du changement diagonal de la matrice A sont donc égaux a a.
Maranas et Floudas (1994b) ont montré que L(x) comme défini par 1'équation (13) est

convexe si et seulement si:
1
a > maz{0, — §minmL§zS$U)\i($>} (14)

Ou \;(x) sont les valeurs propres de la matrice Hessienne H(z) .

Si f(x) est convexe, toutes les valeurs propres de Hy(z) sont positifs pour n’importe quel
z € [z1.2Y] et par I'équation (14) a = 0: la fonction originale semble inchangée dans le

probleme de borne inférieure.

Sinon « augmente comme les valeurs propres négatives de méme f(x) devient de plus en
plus non convexes. Le probleme de minimisation qui apparait dans I’équation (14) peut

étre écrit explicitement comme:
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MM A,

He(x) — M =0,

z € [zl2Y],
Ou I la matrice d’identité.
Maranas et Floudas (1994) ont suggérés que la plus petite valeur propre de H(z) pourrait
étre obtenue en utilisant la matrice Hessienne pour un probleme d’optimisation.
Pourtant, cette approche exige la solution d'un probleme de programmation convexe basé
sur les dérivés du deuxieme ordre de la fonction pour étre sous-estimée et implique une
grande quantité d’effort.
La plus petite valeur propre de Hy(x) peut étre facilement obtenue quand la matrice
Hessienne d’intervalle [H| J H(z) est présentée. La méthode présentées dans cette section
produit une valeur simple de « qui satisfait la condition suffisante suivante pour la convexité

de L(x):

1
a>{0, — 5)\mm([Hf])} (16)
Ot Apip, est la valeur propre minimale de la matrice d’intervalle [H]|.
Les deux méthodes 0(n?) et 6(n?) s’utilisent pour calculer la valeur propre minimale d'une
matrice d’intervalle symétrique .

Dans notre étude on s’intéresse qu’aux deux méthodes de 0(n?).

2.3.4 Méthode basée sur le théoréeme de Kharitonov

Cette méthode (kharitonov, 1979)est utilisée pour déterminer si un polynéme d’inter-
valle P(\) est stable ou pas en testant seulement la stabilité de quatre polynomes.
Adjiman et al (1996) on montrer que le théoreme de kharitonov ne peut pas étre utilisé
seulement pour déterminer la stabilité des polynomes mais aussi pour calculer la valeur de
Amin -

La technique proposée pour le calcul de la valeur propre minimale A,,;, d’une fonction
arbitraire deux-fois-differentiable f(x) est fondé sur la dérivation de son polynéme ca-

ractéristique d’intervalle.

Théoréme 2.3.

un intervalle polynomial P(\) définie par :

P(A) = [af.af ]+ a7, alIA + ..+ [ah_pal A"+ A"
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o)
e

af < af Vi .
) dén ote le sous-ensemble qui contient les quatre polynomes (polynomes Kharitonov):

Ki(f,XA) = af + af A+ a5 2> + aJ N + af At + af N + af \° +
Ko(f,XA\) = al +aV A+ ab X +af P 4+ aY X+ ad N + ab )0 +
Ks(f,.X\) = al +a" A +ad)\® +a N + al A\ + ab\° + ab )\ +
Ki(f,X,\) = af + af X+ a2\ + ay NP + af A + af N + af \° +
Alors P(\) et Py(\) ont la méme A, -

Ce résultat diminue grandement la complexité de \,,;, car le nombre de polynoémes considéré
est réduit a quatre.

La procédure suivante peut étre utilisée alors pour calculer une borne inférieure d’une va-
leur propre de la matrice Hessienne H(x):

1. Construisez H(X) — AI ou I est I'identité de la matrice.

2. Dérivez le déterminant de H(X) — Al et la mise a zéro. Le polynome résultant est de la

forme:

P(X,\) = ao(X) + ar (X)X + ao(X)A? 4 az(X)A* +

3. Utilisant I'arithmétique de I'intervalle, on obtient un intervalle P()) de polynomial pour
lequel il contient P(X,\).

4. Utilisant Théoreme 2.3, calculez \,;,(la borne inférieure qui est la valeur propre mini-
male de H(x)).

Le recours a l'arithmétique d’intervalle dans le Pas 3 est nécessaire car il transforme
énormément de difficulté.

Cependant, les familles de polynomes sont agrandis par le processus et comme \,,;, est la
racine du polynéme P() il ne peut pas étre la racine des polynémes de P(X,\). Donc, la
valeur obtenue est une borne inférieure qui est la valeur propre minimale.

Une alternative de la procédure présentée au-dessus est exécutée on utilisant I’extensions
de l'intervalle sur la matrice Hessienne , avant le calcul de déterminant il est possible que
cela aggrave le probleme de l'exactitude. Si on commence de la matrice Hessienne exacte
ou d’une matrice Hessienne qui le contient, le polynome d’intervalle peut produire un plus

grand spectre de valeur propre que U'intervalle de la matrice Hessienne.voir [3],[7].

Exemple 2.2.
On considere f(z1,29) = o3 — 1123 avec (11,22) € X = [0,1]?
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Son polynome caractéristique est:
—122% — 43 — 4 A+ A2 =0

Son polynome caractéristique d’intervalle sur X est:

[—16,0] + [—4,0]\ + A\ = 0.

Les quatre polynomes de Kharitonov sont alors:
Ki(f,X,\) = =16 — 4\ + \?
Ky(f, X, \) = \?
K3(f,X,\) = —4 + \?
Ki(f,X,\) = —16 + \?

L’ensemble des racines de ces polynémes est—4,2 — 2v/5,4,2 + 2v/5 Ainsi le calcule de la
plus petite valeur propre minimale de f(x1,x2) sur X est -4 .

2.4 La Méthode de la matrice Hessienne d’intervalle
(Hertz’s method)

Cette méthode est décrite en détail par Hertz (1992) , Adjiman et Floudas (1996).
C’est semblable au théoreme de Kharitonov: un sous-ensemble définit d’une matrices est
construit de la matrice d’intervalle, avec la propriété que la valeur propre minimale est égal
a la valeur propre minimale de la matrice d’intervalle. Les matrices exigées peuvent étre

obtenu a travers une procédure systématique.

Théoréme 2.4.

H* = ([a{},a%]) est un intervalle symétrique de la matrice Hessienne.

Soit X € R™ un vecteur. Il y a 2"~" combinaisons possibles pour les signes du x;x; produits
(i ¢ J)-
Soit la matrice du sommetHj, € H* définie par:

Hj, =af ;VK € {1,...2" '} (17)

iy
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aj; sii=j
K g o,
a; = @y SinT; > 0,2. #] (18)
af;  sizir; < 0, #

Alors la plus petite valeur propre de la matrices Hj; est une valeur propre de H*.
Preuve.

I a été montré que les valeurs propres de de matrice Hy(,) est bornée par les valeurs propres
extréemes d'un sous-ensemble de ces matrices.

Pour déterminer une borne inférieure de la plus petite valeur propre A,,;,, la valeur propre
minimale de la matrices c’est le calcule de 2"~! sommet de H fl@) -

Par définition,\,,;, peut étre exprimé comme :

Amin = MANHeH ) (min,.—yr’ Hr) (19)

Ou r est un vecteur réel de dimension n et H est une matrice des éléments réels , aiq,...,an,

appartenant a la matrice d’intervalle Hy,) .

Noté que I'ensemble de tous les vecteurs r couvre la surface de la sphere unitaire. Les défis
présentés par le probleme (19) peuvent étre survenus en imaginant des régles simples qui
identifient a priori la matrice réelle H* € Hj(,) qui minimisent la forme quadratique rTHr

pour tous les vecteurs r satisfaisant || r ||= 1.

L’équation (19) peut étre réécrite comme :

n

. . 2
Amin = MANHeH () (min|,|=1 E ayr; + g a;mir;)  (20)

i=1 1<j,j<n,i#j

n

. . 2 .
= mmHer(z)(manT”:l E i1y A+ MANjp)=1 E ai;rir;)  (21)
i=1 1<j,j<n,i#j

n
= Minjy|=1( E a;r;) + mingen,,,, (Mman =1 E a;riry)  (22)
i=1 1<j,j<n,i#j

Donc le premier terme a été réduit a une minimisation de la surface de la sphere unitaire

et les éléments de la diagonale de la matrice H* désirée ont été identifiés comme les bornes
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inférieures des éléments diagonaux de la matrice d’intervalle de Hy(,).

Le deuxieme terme pourrait étre simplifié dans une maniere semblable si le signe du r;r;

du produit était su.

U

Donc si ry7; < 0, le(ij) et (ji) les éléments de H* devraient étre égaux a a;).

si rgr; > 0 ils devraient étre égaux a a;.
Cette réduction peut étre accomplie en notant que I’espace du n-dimension peut étre divisé
en 2" sommets dans lesquels les signes des éléments de vecteur r restent inchangés. Dans

chacun de ces sommets , le signe de chaque produit r;7;,(4,j) € {1...,}? est aussi conservé.

De plus, du a la symétrie au sujet de l'origine du coordonné du systeme, il y a seulement
2"~! combinaisons possibles des signes de ce produit en corollaire afin que 2"~! sommets
soient suffisants pour décrire tout le signe qui conserve des domaines des produits 7;7; .

Ry est un ensemble de vecteurs r .
Alors pour chaque sommet k, la matrice réelle Hj; € Hy(,) minimise " Hr peut étre
construite d’apres la regle suivante:

Hi =af VK e{l,..2"'}.
Ou
aiLj Si1 = j
afj(- = aiLj sixiz; > 0,4 # j
ag sizir; <04 # j

Par conséquent, la valeur propre minimale de la famille de matrices H x est donné par:

Amin, = mz’nK:LM,anl(minreRKrTH;(r) (23)

=MiNg=1,. 2n-1 /\K,mm

-----

OU Ak min est la valeur propre minimale deH . de la matrice comme défini dans ’équation
(18).
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Noté que tous les 2"~ de H* sont des sommets de la matrices qui ont leurs éléments aux
extrémités des intervalles qui apparaissent dans la matrice Hy x .

En outre, ces matrices sont symétriques (r;7; = r;r;) et leurs valeurs propres sont par
conséquent réelles.

Exemple 2.3.

Le polynome de troisieme ordre dans deux variables est étudié comme suit :
— 23 2 X =101 2
f(x1,29) = 27 — 2125 avec (x1,25) € X = [0,1]% .
Sa matrice Hessienne est :

61‘1 _2$2 [076] [_270]
Hpor0) = ( —2my —2m ) C Hpe = < 2,00 [2,00 )

Les deux matrices du sommet sont alors:

Et

Et leurs plus petites valeurs propres sont Ay i, = —1 — V5 et A2min = —2 d’out A\, >
—-3.24 .
Exemple 2.4.

Le deuxieme exemple présenté ici est une fonction de deux variables qui implique des termes

trigonométriques:
f(x1,m9) = 21 COS Ty + Ty sinx; avec (z1,22) € X = [0,1]% .

La matrice Hessienne correspondante est :

I _ —21 8in 25 —sinzy +cosay \ - .- [—0.842,0] [—0.302,1]
(f(@1,22) —sinzy + cos — X1 COS T3 = e [-0.302,1] -1,0]
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Deux matrices du sommet sont exigées pour évaluer la plus petite valeur propre

. [ -0.842 -0.302
H1_<-o.302 -1 )

‘ -0.842 1
o (04 1Y,

Et

Les deux valeurs propres minimales sont:
Al,min = —1.234 et )\2’min = —1.925.

Cela cede une borne inférieure de -1.925 sur la plus petite valeur propre de Hy, ,,) sur X.

2.5 Relaxation de la fonction borne inférieure

Considérons I'ensemble H C R" et un point 27 € H,ou la fonction deux fois differentiable
f est définie.

La fonction borne inférieure pour f est:

L(@) = f()) +a Y (ch —al)(a! )

La borne inférieure pour f est le minimum de f?(z) sur H.

Si H est un hyper rectangle I tel que:

= [a,b]
et
a+b B

2
c est le centre de I,cette borne inférieure est définie par:

) =

C.

L = min f'(z) = f(c) + aZ(xf —o)(zi —¢)

zel

Supposons K points (z7) j=1,2,..k sont donnés dans I ,la fonction borne inférieure pour la
fonction f est:

F¥(z) = jmin f(z)
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Considérons la partition de I en K hyper rectangle (I;);—12 _x et on note par ¢/ le centre
de chaque hyper rectangle/;.

Vj=12,...kVz € [F(x) = f() +a) (zf — )= - )

La fonction borne inférieure est constante sur tout les hyper rectangle

2.6 Algorithme a«BB

1. Soit:X € H, avec X = (x1,&3,...,x,) et H = [a7 1] = [a" bV] x [a? b¥] x [a¥ b*] x
. X [a¥ b¥] C R".
avec j = 0,1,2..k;k € N.
2. Posons:j := k,Ix = H fixer ¢ > 0, a > 0.

3. Caleul de:c? @ " X = (", & ... LBy etUB,.

( k lk lk
/ l‘l 6 [alk’blk] Cl — a +b
2k b2k ok o2 p2* k 1k ok gk k
$2€[akv k] c = 2 XF=(c" e e, ")
x3 € [a* 0] = &= = 8 UB, = f(XF)
LBy = [(X*) +a (v} — af)(z] — })
L 2, € [0 0] et
\ _ 2

4. Si: UBK — LBk < €, on s’arréte et on aura la solution du probléme (p):
Xk=X
UBj, = min f(X)

5. Sinon: subdiviser [x en deux sous intervalles
(ou en un nombre finie de sous intervalles ) I, et Ik, tel que:

=2
|_|IK¢ =1 et jKl ﬂsz I@

i=1

Ow I est lintérieur de R.
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6.construire les problemes des bornes inférieures et supérieures de min f(z) sur H N Ig,;
i=1,2.
Soient: LBy, ,UBk, et LB, ,UBy, les solutions obtenues .

7. Posons :

LBycsy = min{LBy, LBy,} = LBy,
8. Posons: I = {Rk,,RK, }

{ UBK+1 == min{UBKl,UBKQ,UBK},

9. Eliminer de I tous sous ensembles If;,j=1,2 tel que LBy, > UBg1 ou HN Ik, = <.
et posons: Ixi1 = Ig,..
10. Posons: K = k + 1 et revenant a 4-10.

Notation :

Soit: I, = {zi" € R:a/" = 27" <" (j =1,2,...k),(k = 1,2,...)} : Vintervalle & I'itération
k.

F*(x) = max{f/(x),r € I}} :I'enveloppe convexe supérieure .

X*: la solution optimale globale du probleme (P*) correspondant (I, = R,F*),alors R sera
subdivisé en deux sous intervalles Ry, et Ry, tels que:

Ry ={a" eR:d" =27 V" (j=12,.k),(k=12..)}

Ry, ={2"" eR:a" <2/ V" (=12, k),(k=12..)}

2.6.1 La convergence de ’algorithme BB

Il existe plusieurs propositions qui montre la convergence de 1’algorithme aBB ,parmi
ces propositions:
Preuve. (Gourdin et al)
Soit I'algorithme s’arréte ,soit il converge asymptotiquement

lim f* = lim F*, = f* = min f(z).
oo fopt k00 opt f ey f( )
L’algorithme s’arréte apres un nombre fini d’iterations quand e=0.

Une telle situation se produit quand , a une étape donnée,la fonction objectif coincide avec
la fonction borne inférieure au moins dans un voisinage du minimum global.

f* = min f(x)

xel
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autrement dit ,I’algorithme est asymptotiquement convergent.

2.7 Conclusion

Comme c’est démonter dans ce chapitre I'algorithme aBB peut identifier rigoureuse-
ment la solution globale de probleme de la programmation non convexe deux fois differen-
tiable basé sur le plan de la sous estimation convexe .

Deux méthodes ont été développées pour le calcul du parametre o nécessaire pour la
construction d’'un sous-estimateur convexe . En utilisant I’approche du changement de la
diagonale pour lequel il exige le calcul d’une borne inférieure sur la valeur propre d'une
matrice hessienne d’intervalle .

La décomposition des fonctions non linéaires en une somme de termes constitue un concept
central pour la généralisation d'un sous estimateur .En général les termes non convexes
devraient impliquer peu de variables on réduisant les cotts de calcul de a.

De plus la construction des fonctions de borne inférieures personnalisées pour différentes
classes des termes tels que les termes bi linéaires ,tri linéaires ,fractionnaires,tri linéaires
fractionnaires ou uni variants concaves peut rehausser les caractéristiques de la convergence
de aBB.



Chapitre 3

Exemples d’applications

3.0.1 Introduction

Dans ce chapitre nous avons traités deux exemples de fonctions définies sur un hyper
rectangle de R?avec un parametre a calculé (voir chapitre 2),on utilisant la méthode
Branch-and-Bound dans le but de monter 'efficacité de cet algorithme .

(Le premier et le deuxieme exemple sont tirés de l'article [1]).

3.0.2 Application de la méthode Branch-and-Bound a I’optimi-
sation globale des fonctions deux fois differentiable dans
Rn

Algorithme aBB

1. Soit: X € H, avec X = (z1,x9,...,x,,) €t
H = [d/ V7] = [a¥ bY] x [a® b¥] x [a® b¥] x ... x [a™ 0] C R".
avec j = 0,1,2..k;k € N.

2. Posons:j := k,Ix = H fixer e > 0, a > 0.
3. Caleul de: ", &, X = (", &), LBy et UBy.

4 k 1k 1k
/ 1'1 6 [alk’blk] Cl — a -‘rb
ok 3ok ok a2k—|—b2}C k k k k
T3 € [a k’b k] « =" XF = (", c® .. ™)
z3 € [d® V] = S =t o UBk:f(X:) o
LBy = f(X )"‘azz'(xi — i) (ry — 7))
k k
[z, € [a™ 0] et
\ - 2

4. Si: UBKg — LBk < €, on s’arréte et on aura la solution du probléme (p):

51
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{ Xk=X

UBjy = min f(X)

5. Sinon: subdiviser Ik en deux sous intervalles (ou en un nombre finie de sous intervalles)
I, et Ik, tel que:

| =20k, =1 et Ig, N g, = 0.

O :] est I'intérieur de R.

6.construire les problemes des bornes inférieures et supérieures de min f(z) sur H N I,
i=1,2.
Soient: LBy, ,UBk, et LBg,,UBy, les solutions obtenues .

7. Posons:
UBK+1 = mZTL{UBKl,UBKQ,UBK}
LBK+1 = mz’n{LBKl,LBKQ} = LBK*

8. Posons: I = {Rk,,RKk,}

9. Eliminer de I tous sous ensembles [ K;:=1,2 tel que:
LBy, > UBgy1ou HN Ik, = .

et posons: Ixi = Ig,..

10. Posons: K = k + 1 et revenant a 4-10.

Application numérique de I’algorithme

Exemple 3.1.
Soit a résoudre le probleme suivant:

min f(x)
<P){ XeH

Ou f(xy,x9) = a3 — 2123
X = (z1,22) € H,H = [0,1] x [0,1],0 = 1.25,¢e = 107°

0 Itération:(j=0)
1.So0it(21,79) € [a?,b] x [a? 0]

2.Posons: j := 0, Iy = [a°,0"] x [a”,b”] = [0,1] x [0,1]

3. Calcul de ¢, ,20,UB, et LBy :
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{ x1 € [0,1] = { 0= =1 N Xo =(0.5,0.5)

UBy = 0
vz €(0,1] =g =1 LBy — —081

4. Test d’arrét :

UBy— LBy = 0.81 > ¢, donc min f(X) # UB, et X +# xo , on passe & la premiére itération
, c.a.d:

subdiviser 'hyperrectangle Iy = [0,1] x [0,1] en deux sous hyper rectangle suivant le plus
grand coté

/
W—a”=1-0=1
= comme les deux cotés sont égaux ,donc on choisie x ,puis on subdivise I’hyper rec-

tangle [0,1] x [0,1] en deux hyper rectangles I, = [0,3] % [0,1] ,[;, = [5,1] x [0,1]

z; € [0,1] P—a®=1-0=1
1‘26[0,1] '

1 itération :(j=1)
1.So0it(21,29) € [a?,b] x [a?" 0]

2.Posons: j:= 1, I; = [a',b'] x [a* ,b*] = [0,1] x [0,1] ,e = 107°
ler Cas: @ € [ay,,by,] % [af,,b},] = [0,3] x [0,1]

(a) Calcul de ¢y, ¢}, X1, ,UBy, et LBy, :

a X, = (0.25,0.5)
21 €0, 0, = Wt 1 1, = (0.25,
{ e {o f]] { Vw1 = UB =g =—-0.047
2 ) Cll — 2 = 5 LBll _ _0553
2ieme Cas:w € |ar,,bi,) x [af,,b),] = [3,1] x [0,1]

(a) Calcul de ¢y, ,¢},, X1, ,UB, et LBy, :

al bl X — (075 05)
z, €31 ¢, =222 =3 (75 L2 !
5 Y B A
2 2 — LBy, =—-0.071

3.Calcul de LB, et UB; :

UBl == miIl{UBh,U312,UBo} = —0.047
LB; = min{LB,,,LBy,} = —0.553

4. Test d’arrét:
UBy — LB; = 0.5 > ¢, donc min f(X) # UB et X # X, et X # X1,, on passe a la
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deuxieme itération , c.a.d:

1

subdiviser I'hyperrectangle I;, = [0,5] x [0,1] en deux sous hyper rectangle suivant le plus

grand coté car LBy = LBy,

z1 € [0,3] N blj—alj:%_o:%
zy € [0,1] bh—ahi=1-0=1

= comme les deux cotés ne sont pas égaux ,alors on subdivise suivant le plus grand
coté qui est y I'hyperrectangle [0,%] x [0,1] en deux hyper rectangles I, = [O,%] X [%,1]
Jo, =[0,5] x [0,4], et on laisse Ihyper rectangle [0,1] x [0,1] .

5.Pas d’élimination car les LBy, < UBjpy1.

2teme Ttération :(j=2)

1.S0it(21,29) € [a?,b] x [a?" 0]

2.Posons: j := 2, I, = [a®b*] x [a® b*] = [$,1] x [0,1] ,e = 1077

1 Cas: x € [as, by, | X [ab b5 ] =[0,3] x [3,1]
(a) Calcul de ¢y, ¢4, Xy, ,UBs, et LBy, :

X, = (0.25,0.75)

a2, +b2
{ e [(1),%] = { @ = /1«2H;’1 :% = UBy, = —0.125
ay 2 1 '
72 € [31] ¢, = A7 =1 LBy, = —0.125
2ieme Cas:x € [as,,ba,] X [ab,,bh,] = [0,3] x [0,3]
(a) Calcul de ¢, ,¢5,, X3, ,UBs, et LBy, :
a2y b2 Xy, = (0.25,0.25
1 € [0,5] C2y = %132 =3=025 U _( 0 )
x5 € [0,3] =2 195 2
2 Copp =725 =37 Y LB;, =0

3.Calcul de LBy et UB5 :
UB2 == Hlil’l{UBQl,UBQ2,UBl} = —0.125
LB2 = min{LBgl,LB22} = —0.125

4. Test d’arrét:
UB, — LBy = 0 < ¢, donc UBj;, = min f(X) et X* = X.
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Tableau représentatif des résultats du premier exemple.

K fL’Kl $K2 UBK1 UBK2 UBK LBK1 UBK2 UBK
0| (0.5,0.5) 0 0 -0.81 -0.81
1| (0.25,0.5) | (0.75,0.5) | -0.047 | 0.233 | -0.047 | -0.553 | -0.071 | -0.553
2 1 (0.25,0.75) | (0.25,0.25) | -0.125 0 -0.125 | -0.125 0 -0.125
Exemple 3.2.
f(z1,22) = z1 cos xy + zosinxy avec (r1,x2) € H,H = [0,1] x [0,1]
a=0.635, ¢ = 1075
0 Itération:(j=0)
1.So0it(21,79) € [a?,b] x [a?,b]
2.Posons: j := 0, Iy = [a°,0°] x [a”,b”] = [0,1] x [0,1]
3. Calcul de ¢, ,20,UBy et LBy :
= [071] CO _ a%+-p0 _ % XO = (05,05)
- €T T2 T LBy = 0.220

4. Test d’arret :
UBy— LBy = 0.318 > ¢, donc min f(X) # UBy et X # xo , on passe a la premiere itération
, c.a.d:

subdiviser I'hyperrectangle Iy = [0,1] x [0,1] en deux sous hyper rectangle suivant le plus
grand coté
W—-—a"=1-0=1

I c [0,1] N
Ty € [0,1] W—a"=1-0=1
= comme les deux cotés sont égaux ,donc on choisie x ,puis on subdivise I’hyper rec-

tangle [0,1] x [0,1] en deux hyper rectangles I;, = [0,3] x [0,1] ,[;, = [5,1] x [0,1]

1 itération:(j=1)
1.So0it(21,29) € [a?,b] x [a?",b"]

2.Posons: j:= 1, I; = [a',b'] x [a* "] = [0,1] x [0,1] ,e = 107°

1" Cas: x € |ay,,by,] x [af, b}, ] = [0,3] x [0,1]



Chapitre 3. Exemples d’application 56

(a) Calcul de ¢y, ,c},,X1, ,UBy, et LBy, :

X, = (0.25,0.5)

1 _aytby 1
{ e %8%]] = { LT T = UB, =021
2ieme Cas:z € [ay,,bi,] x [a},,b},] = [5.1] x [0,1]
(a) Calcu}' de Clg 70/127X12 7UB12 et LB12 :
z1 € [3,1] ¢, = D2te — 3 (75 Xy, = (0.75,0.5)
wel0] T\ g —mt 1 = { UB, =0.75
S Ay =gt =5 =05 LB, = 0.94

3.Calcul de LB, et UB; :

UBl = min{UBll,UBlz,UBo} = —0.251
LB, = min{LB,, LBy} = 0.051

4. Test d’arrét:
UBy — LBy = —0.2 < ¢, donc UB;, = min f(X) et X* = X.

Tableau représentatif des résultats du deuxieme exemple.

K l’Kl Z'KQ []BK1 UBK2 UBK LBK1 UBK2 UBK
0 | (0.5,0.5) 0.538 0.538 | 0.220 0.220
1 {(0.25,0.5) | (0.75,0.5) | -0.251 | 0.75 | -0.251 | 0.051 | 0.94 | 0.051

3.0.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a traité deux exemples numériques de fonctions a deux variables
sur un hyper rectangle de 2, en applicant I’algorithme oBB



Chapitre 4

Programmation dans LINGO

4.1 Introduction

La programmation est un ensemble d’outils et de technique permettant de résoudre
des problemes mathématiques par ordinateurs, elle sert a trouvé une solution optimal de
n’importe quel type de problemes.

Le processus de résoudre un probleme mathématiques exige un grand nombre de calculs
donc il est mieux de I'exécuter par machine . Pour cela on a choisit le logiciel LINGO qui
est spécifié pour résoudre des problemes d’optimisations (linéaire,non linéaire,convexe ;non
convexe,..etc).

Il comporte un éventail de commandes qui peuvent étre appelé a tout moment .

4.1.1 Présentation du logiciel

LINGO est livré avec un jeux de solveurs pour l'optimisation .En entrée, ce solveur
LINGO doit recevoir un modele mathématique et il possede quatre solveurs qu’il utilise
afin de résoudre les différents types de modeles:

- Solveur direct.

- Solveur linéaire.

- Solveur non linéaire.

- Méthode de type séparation et évaluation.

De plus, LINGO est:

-Un moyen pour confirmer que 'optimum trouvé est 'optimum global.

-Un moyen amélioré pour résoudre beaucoup de type de problemes .

-Un moyen de décomposition si un modele contient des sous-modeles.

-Possible de résoudre les problemes plus rapidement .

Les fonctions utilisées dans un modele de LINGO sont QFOR-utilisée pour pro-

o7
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duire des contraintes.
@SUM-calcul de la somme.
@MAX-recherche le maximum.
@MIN-recherche le minimum.

Type de variables dans LINGO

Toutes les variables dans un modele LINGO sont considérées non négatives et continues.Les
fonctions variables d’un modele de LINGO sont:

@GIN-toute valeur positive de nombre entier.

@BIN-une valeur binaire (0 ou 1).

@QFREE-toute valeur positive ou négative réelle .

@BND-toute valeur bornée par des limites indiquées .

Sa forme générale pour la déclaration d’'une variable x en utilisant la fonction @BND
qui inclut les bornes inférieures et supérieures est:

@BND(borne inférieure ,x,borne supérieure)

Pour savoir plus sur ce logiciel,regardez les références:[4],[6],[8]

4.1.2 Interface du logiciel

Lors de lancement de LINGO la barre des menus et une fenétre pour saisir le modele
du probleme a résoudre apparait :

File Edit LINGO Window Help

DlE|S| »[E=(@] <] wlz]o] ©f=m|

LINGO Madel - LINGO1

For Help, press F1

Fic. 4.1 — zzz
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On peut sélectionner les options a suivre pour résoudre un modele en clinquant sur

LINGO options . Dans la fenétre suivante on sélectionne ”global solver”.

"
LINGD Options = |
Interface I General Salver i Linear Salver !
Monlinear Solver i Integer Pre-Solver | Integer Solver ~ Global Solver

 Global Sclver Options

[¥ Uss Global Solver

— Warable Upper Bound:

Value: |1e+010

Application: IAJI v!

— Tolerances:

Optimality: [1e-006

Detta: [1e-007

— Strategies:
Branching: Box Selection: Reformulation:
|Global Width _~| |Depth First | [Nore |
— Muttistart Solver:
Mtempts: ISoIver Decides _%
Help Cancel | Default I Save | .:'-L'-;:Jliqueli oK

Ensuite on fait rentré le modele de problemes a résoudre.

Fic. 4.2 -

Pour ouvrir un modele enregistré en clique sur "open” dans la barre des menus ,la fenétre

suivante apparait :

File Open... ﬂ
Regarder dans : I . Samples _j -« o EE-
Nom = Modifie le Type -
SampText 01/08/2010 19:54 Dossier de ficl =)
BP AsLBAL 31/01,/2003 00:00 LINGO Docur
P esves 31/01/2003 00:00 LINGO Docur
BLEMD 21/01,/20032 00:00 LINGO Docur
Peox 31,/01,/2003 00:00 LINGO Dacur
P carLoC 31/01/2002 00:00 LINGO Docur
CHESS 31/01,/2003 00:00 LINGO Docur
CHMELL 31,/01,/20032 00:00 LINGO Docur
P corunT 31,/01,/2003 00:00 LINGO Docur
P CEAMOD 31/01/2003 00:00 LINGO Docur
DEMRMND 31/01,/2003 00:00 LINGO Docur -
4 | nr | S
Mom du fichier : [ Cuvrir l
Types de fichiers : iNI Files {*.%)

| Annuler |

Aide

F1G. 4.3 —

On sélectionne le model a ouvrir en cliquant sur ”ouvrir” dans la fenétre suivante le

modele sélectionné s’ouvre dans la fenétre "LINGO model”:
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-

LINGO Model - LINGO2

[= [= ][ =]

model:

min=-Esin(x) *8cos(v):
EBMD(-1,x,2):
BEND(-1,v,2):

END

Fic. 4.4 -

Une fois le modele est entré il peut étre résolut en cliquant sur le bouton ”solve ” sur

la barre des outils .

En sélectionnant LINGO/solve de menu,ou en utilisant un raccourci du clavier ”ctrl+s” .11

annonce les erreurs rencontrées ,la meilleure maniere pour avoir des informations sur une

erreur c’est de consulter la section ”Error Messages”.

LINGO Error Message

Error Code
11

Errar Text:

2] min=-@=in(xz)*cos(y):

Invalid input. A svntax error has occurred.

E uplain

FiGg. 4.5 —

Si aucune erreur n’est signalée alors la fenétre suivante

apparait:
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e -
LINGO Solver Status [LINGO2] [ s
Solver Status ‘Yariables
| | Model Class: HLE TDlal: 3
Monlinear: 2
State: Global Optimum Integers: 1]
Ubieciie =il Caongtraints
Infeasibility: ] Tatal: 2
Monlinear: 1
Iterations: 1
Monzeros

Extended Salver Status Tatal: 2
Monlinear: 2

Solver Type Global |ninear

Best Oby -1 Generatar Memary Used [K)
0bj Bound -1 €
Sl 17 Elapsed Runtime [hh:mnm:ss)
el L 00:00:00
Update Interval: |2 | Cloge
F1G. 4.6 -

Cette fenétre fournit des informations sur le nombre de variables non linéaires ,le type
de la solution obtenue (locale ou globale) la valeur de la fonction objectif ,le nombre
d’itérations requise pour résoudre le modele .

En fermant cette fenétre on peut alors regarder la fenétre de rapport de solution .

4.1.3 Résolution des exemples traités dans le chapitre 3 sur LINGO
avec la méthode Branch-and-Bound

Exemple 4.1. Soit a résoudre le probleme suivant:

min f(x)
(P) { XeH

Ou f(z1,29) = 23 — 1123

X = (z1,22) € H,H = [0,1] x [0,1],0 = 1.25,¢e = 107°

Le modele d’execution sur LINGO est le suivant: MODFEL :
MIN = x3 — zy23

QBN D(0,z1,1)

QBN D(0,z2,1)

END
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-

LINGO Solver Status [LINGOZ2] | G |
Solver Status Wariables
| | Model Class: HLF Total 3
Monlinear: 2
State: Global Optimum Integers: 0
Objective: —0.3849 Canstraints
Infeasitility: 0 Tatal 2
MHonlinear: 1
Iteratiohis: 1
Monzeros
Extended Solver Status Total 2
Monlinear: 2
Solver Tupe Global
Best Obj; —0.3849 Generator Memary Used (K]
Obj Bound: 0. 3849 E
Steps: 20 Elapzed Runtime [hh:mn:zz)
Active: 0 00:00:00
Jpdate Interval; |2 | Cloze ‘
b
Fi1G. 4.7 — Résultat de 'exécution du model
¥ solution Report - LINGO2 [= = |[=]
Global optimal solution found at iteration: 1
Cbjective wvalue: —-0.3843002
Variable Value Reduced Cost
X1 0.5773501 -0.3076T741E-08
x2 1.000000 -1.154700
Row Slack or Surplus Dual Price
1 -0.3849002 -1.000000

F1G. 4.8 — Résultat de Uexécution du model
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ot x2)=1 321722

F1G. 4.9 — Le graphe de la fonction

Exemple 4.2. f(x1,29) = x1co8x9 + xosinzy avec (xy,20) € HH = [0,1] x [0,1],a =
0.635,e = 107°

Le modele d’exécution sur LINGO est le suivant:

MODEL :

MIN = x1co8x9 + 2280 T3

QBN D(0,x1,1)

QBN D(0,x2,1)

END
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LUNGO Sclver Status [UNGO1] - [ 23 J
— Sobver Status — Waniables
I | Model Class: NLF Total: 1
Manlinsar: 3
State: Global Optimum Integers: 0
Objective: 1.84147 ~ Constaints
Infeasibility: i] Taotal: 2
MNonlinear: 1
Iterations: 1
— Monzeros
~ Extended Salver Status Total: 3
Manlinsar: 3
Salver Type Global oninear
Best Obj: 1.94147 — Generator Memory Used K]—
Obj Bound: 1.84147 €
Steps: 13 — Elapzed Runtime (hh:mm:ssg]—
el v 00:00:00
Update Interval: |2 Interupt Solver Close

Fi1G. 4.10 — Résultat de Uexécution du model

-

Solution Report - LINGO1

Global optimal solution found at iteration: 1

Cbhbjective wvalue:

Variable
X1

X

X2

Row 5

1.841471
Value Beduced Cost
1.000000 -1.540303
0.000000 0.000000
1.000000 -0.8414710
lack or Surplus Dual Price
1.841471 1.000000

Fi1G. 4.11 — Résultat de 'exécution du model
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fix1,x2)=x1."cos(x2+x2 "sin(x1)

Fi1Gc. 4.12 — Le graphe de la fonction

4.1.4 Conclusion

On a vu dans ce chapitre comment insérer un model d’execution d’un probleme sur
LINGO dans le cas des problemes traités par la méthode Branch and Bound.
Lingo fait appel au "solveur global”apres I'execution on a directement le minimum global
et la valeur optimale de la fonction objectif



conclusion et perspectives

Nous nous sommes intéressée dans notre travail a la résolution des problemes d’opti-
misation globale des fonctions deux fois differentiable non linéaires,non convexes sur un

intervalle en tenant compte de leurs structures telles que la linéarité et la convexité.

Nous avons présenté une méthode de résolution précisément la méthode déterministe qui
est beaucoup plus efficaces dans la détermination des minimums globaux .

La méthode Branch-and-Bound a été utilisée dans plusieurs domaines d’optimisation comme
I'optimisation combinatoire,l’optimisation semi-infini et 'optimisation quadratique ainsi
que l'optimisation globale.

Pour monter l'efficacité de ’algorithme aBB qu’on a étudié dans le deuxieme chapitre ,on

a traités quelques exemples numériques avec une constante «

La vérification des résultats a été faite sur le logiciel LINGO en programmant quelques
exemples de problemes de fonctions a deux variables.

On a comparer les résultat obtenus dans le troisieme chapitre et ceux trouvés dans le qua-
trieme chapitre. On a remarquer que la valeur minimale trouvée en utilisant le parametre

a et plus petite que celle calculée en utilisant le solveur LINGO.
Comme perspectives,il est souhaitable de traiter des problemes d’optimisation globale par

intervalle pour les fonctions deux fois differentiable en utilisant un langage de programma-

tion ,cela dans le but d’accélérer la convergence de I'algorithme.
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File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
FEEL BRI BRI

Shortcuts 2] How to Add (2] What's New

>

Fi1G. 4.13 —

alninexe
Le nom de MATLAB dérivé du terme MATRIX LABORATORY .1l s’agit d’un outil de
développement pour des problemes scientifiques et plus généralement pour tous les do-
maines ou des calculs numériques importants doivent étre faits.
MATLAB travaille essentiellement avec des ensembles rectangulaires carrés (matrices)de
données, les éléments peuvent étre réels ou complexes.
Au démarrage de MATLAB la fenétre de commande s’ouvre .Elle permet d’exécuter
immédiatement une instruction ou un programme.

dans cette fenétre .Chaque instruction est précédée du signe>>.
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On a utilis¢ MATLAB pour créer les graphes des fonctions traitées dans le chapitre3.Les

commandes utilisées sont les suivantes :
Plot,axis,Meshgrid,Mesh,Xlabel,Ylabel,Zlabel, TITLE,Figure. Axis.

Utillisation:

Polt:tracer le graphe 2D de la fonction.
Meshgrid:déclaration des variables.

Mesh: tracer le graphe 3D de la fonction.

Xlabel: ajoute une légende pour l'axe des abscisses.
Ylabel:ajouté une légende pour ’axe des ordonnées.
Zlabel:ajoute une légende pour 'axe des Z.

TITLE: ajoute un titre.

Figure:créer une nouvelle fenétre.

Axis :Modifie les échelles des axes.

exemple
[x1,x2]=Meshgrid (0:0.1:1,0:0.1:1);
F=x1.*cos(x2)+x2.*sin(x1);
Mesh(x1,x2,F);
Xlabel(’x1);
Ylabel(’x2’);
Title(*f(x1,x2)=x1.*cos(x2)+x2.*sin(x1)’);

Axis([x1min,x1max,x2min,x2max|);



