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Introduction

Nous nous intéressons aux algorithmes de simulations. Notre but est de
donner des justifications mathématiques aux différents algorithmes pour com-
prendre les différentes techniques de simulations. Il apparait que c’est un
terrain idéal pour voir I'impact profond du Calcul de Probabilités et de ses
outils mathématiques dans la vie scientifique.

Nous nous intéressons également au modéle d’Ising qui a donné lieu a de
nombreux travaux de recherche depuis son introduction par Wilhelm-Lenz
en 1920. Ce modele a de nombreux domaines d’application : en biologie, sur
les transitions de phase et surtout en thermodynamique. Nous donnons une
introduction a ce sujet essentiellement pour comprendre les méthodes ma-
thématiques permettants d’appliquer certains algorithmes de simulation.

La littérature est trés riche dans ce domaine des algorithmes de simula-
tion. Nous faisons la synthése de travaux récents qui nous ont semblé impor-
tants (Cf.|2],[3],[4],[9]...) par leurs impacts en calcul de probabilités et leurs
applications.

Concrétement ce mémoire est organisé en 4 chapitres. Dans le chapitre 1,
nous présentons une synthése sur les chaines de Markov et de leurs proprié-
tés les plus importantes, ainsi une autre synthése sur les marches aléatoires.
Au Chapitre 2, nous donnons un algorithme de simulation d’une chaine de
Markov et nous synthétisons par I’algorithme de Metropolis pour simuler une
loi de Poisson et tirer des observations en comparant avec la méthode théo-
rique. Au Chapitre 3, nous présentons 'algorithme de Gibbs sur le modéle
des sphéres lourdes (Hard-core) et nous donnons une simulation du modéle
d’Ising avec l'algorithme de Metropolis. Dans la littérature les deux algo-
rithmes (Metropolis et Gibbs) sont disignés par les méthodes MCMC. Au



Chapitre 4, nous donnons une synthése sur la simulation exacte (Algorithme
de Propp-Wilson) et son fonctionnement.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion sur les perspectives
pour developper ce travail. En annexe enfin, les programmes de simulations
utilisant les algorithmes étudiés sont récapitulés.



Chapitre 1

Chaine de Markov et Marches
aléatoires

Dans ce chapitre nous presentons les idées de base sur les chaines de
Markov et les marches aléatoires a partir des classiques(Cf [1], [2],...)

1.1 Généralités sur les chaines de Markov

Dans tout le chapitre E est un ensemble fini ou dénombrable non vide.
Les variables aléatoires considérées sont toutes définies sur le méme espace
de probabilités.

Définition 1.
Soit (X,)n une suite de v.a & valeurs dans E. On dit que (X,), est une
chaine de Markov d’espace des états E si : Vn € N,Vxg, x1,.... 0,41 € F

P[Xn+1 = l’n+1/X() = ZE(),Xl = a1, Xn = l’n] = P[Xn—i-l = xn—i—l/Xn = l’n]

Pour x ety € E, les probabilités de transition sont les nombres réels py,
définis par :

Pzy = P[Xn+1 = y/Xn = I]

Remarque 1.
Si (X,)n est une chaine de Markov, d’espace des états E, les probabilités
de transitions pg,, forment une matrice P = (pyy)syep appelée matrice de



transition de la chaine. Celle-ci est alors une matrice d’ordre |E| et verifie :

VLC,y € E7 Pazy >0, etszy =1L

Y

Définition 2.

Une chaine de Markov (X,), est dite homogéne ou & probabilités de transi-
tions stationnaires si les nombres p,, ne dépendent pas de n.

St est la loi de Xy, on dit que p est la loi initiale de la chaine de Markov

(Xo)n-

Exemple 1. (Marche aléatoire sur Z)
Soit (Y,)n une suite de v.a i.i.d tel que

PlY, =1] =p, etP]Y,=—-1]=¢q, p+q=1,

et Xo une variable aléatoire indépendante de (Y,),, on considére la suite
(Xn)n définie par :

Xo, etVn >0, X, => Y,
k=1

Alors (X)), est une chaine de Markov homogéne sur Z, de probabilités de
transitions les nombres (Pyy), cz définie par :

p sty=x+1
Py=1q siy=z—1
0 siy#x+1

Démonstration.

Nous avons, pour z,vy,--- ,xo € Z,

PXo1=y/Xp =2, X 1=2p_1,...., X0 =120) =
PX,+Y=yXo=2,X,1=2,_1,..., Xo = X9
P(X, =2, Xp_1 = Tn_1, ..., Xo = o) -
PY,pi=y—x,X,=x,.., Xy =)
P(X, =,...,Xg = ) B




Y, 11 indépendant de X,, et X,,_; donc
PXoi1=y/Xn=2,Xp1=2p-1,...X0=20) = P(Yoi1 =y—2).ccc...... (1)

D’autre part

PYopi=y—o,X,=1)
P(X, =x)

P(Xnp1=y/Xy=1) =

de (1) et (2) la chaine (X,,), est une chaine de Markov. En effet nous avons
VZL‘,y Xno1..Xg € Z, Vn e N

PX,1=y/Xo =20, X1 =21,..Xp =2, = P[Yp1 =y — 2] = P[ X1 = y/ X, = 7]
]

Remarque 2.
Sip=q= %, on dit que (X,), est une marche aléatoire Symétrique sur 7.

Propsition 1.
Pour tout entier n,m, et pour x ety € E soit

C’est la probabilité de transition de ’état x a [’état y, en n pas. Si P est la
matrice de transition, alors on a

(pgcg))x,yEE =pP"

Propsition 2. (Chapman-Kolmogorov)

Si (Xp)n est une chaine de Markov d’espace des états E, de matrice de tran-
sition P = (Dyy)zyer-

Vm,n >0, Ve,y € £

plr ™ =y " plpi)
zeE

Démonstration.
VYm,n >0, x,y,z € E, nous avons



Pl = PlXupm = y/Xo = 1]
= Pl{Xupm =y} U] U )}/Xo = 2]
= Y P{Xpim =y} N{X, = 2/Xo = 2}]

z

= Y PIX, =2/Xo = 2]P[Xopm = y/Xn = 2, X0 = 1]

z

donc
pl) = ZP = 2/Xo = z|P[X,;n = y/ Xy = 2]
O

Définition 3.
Soit m = (7;)eecp une famille de nombres réels positifs tel que Y 7, =1,

1. 7 est une loi stationnaire (invariante) pour la chaine de Markov (X,),
tel que m = (my,ma, ..... ,Tn). Sim=mP, c’est a dire, si pour tout y € F,

on a
= E TPy
x

2. La lot 7 est dite réversible ou que la matrice P est m réversible si
VI’, Yy e E TxPry = TyPyx

Remarque 3.
Si 7 est une loi stationnaire pour (X,), alors

= TPy & Ty = wxpg") :Vn.
Z Y Yy Z Yy

Démonstration.

P



n=1 fait
donc on a

Z pr(l) = Z TzPxy,

=

Onamy =) TPy VT,y
donc m, = > MoPos
On remplace dans (1)

— Z(Z szzx)pmy = Z T, szxpzy;
x z P x

D’aprés la propriété de Kolmogorov pzy > w PraPay,

Onam, =), ﬂngy).
Supposons que c’est vrai & 'ordre n i.e

Z szzy ?
On doit montrer que c’est vrai a l'ordre n + 1

_ § 7
- szzgﬁ
z

mais T, = Y Dy,

donc
Z Z Taba2)DY) = Z T mep Z apliy )
Donc
= Z TaDay & Ty = Z mop) n
] - :

Propsition 3.
Soit (X,)n une chaine de Markov d’espace des états E, et de matrice de
transition P = (pPay)syecr alors on a sim est réversible, w est stationnaire.
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Démonstration.
En effet, par hypothése, 7 est réversible, donc

TePzy = TyPyx

En sommant par rapport & x, on obtient :

Zﬂxpxy = Zwypyx = WyZpyx =7,y €L

relk zeE zel
car ). pys =1, cest adire Yy € E, my = > TPy O

Définition 4.

Une chaine de Markov (X,,),, est dit irréductible si elle ne posséde qu’une
unique classe de comunication, c’est a dire que tous ses €léments commu-
niquent.

Définition 5.

Soit (X,)n une chaine de Markov irréductible. La période d’un état x € E
est le PGCD (plus grand commun diviseur) de n € N*; Pl'._,.
Un état est dit apériodique si sa période est 1, sinon il est dit périodique.

N.B :
la périodicité est une propriété de classe. Si une classe de comunication est
de période 1, on dit qu’elle est apériodique. une chaine de Markov irréductible
est dite apériodique si elle admet une classe apériodique

Récurrence et Transience

Soit (X, ), une chaine de Markov d’espace des états E et de matrice de
transition P = (pyy)syer, €t pour y € E soit T, la v.a a valeurs dans N
définie par

T inf{n >0, X, =y}, si U, {Xn=y}#0
y — 00,  sinon

Intuitivement, 7} est le premier instant de visite de y. Si Xy = y, T, est le
premier instant de retour a y.

Définition 6.
Soit (X,,)n une chaine de Markov sur E' de matrice de transition P = (pyy)a.y-

11



Pour y € E soit T, le premier instant de visite a y.
L’état y est récurrent si P|T, < co| Xy =y|] =1 et transient sinon.

Autrement dit, si

fCEZ) = P[T, =n|X, = x] et si f, Zfl, ,

létat y est récurrent si f, =1 et transient si f;, <1

Propsition 4.

Si (X,)n est une chaine de Markov sur E du matrice de transition P = (pay),
piy = P[Xy = y|Xo = a]

x e FE, pourz,y € E alors

me) = 00, I est récurrent.

me < 00, ¥ est transient.

Propsition 5.

Soit (X,)n une chaine de Markov irréductible sur E de matrice de transition
P = (pmy)myEE-

Pour x € E, soit T, le premier instant de retour a x.

Si (Xn)n admet la loi stationnaire m = (7;)zep, alors on a

Propsition 6.

(1). Siy € E, Cy est la classe de y alors si y est récurrent les états de C,
sont récurrents. idem pour la transience.

(2). Si gy = P[X) =y, une infinité de fois Xo = y| alors si y est récurrent
Qyy = 1.

st y est transient gy, = 0.

1.2 Définitions et généralités sur les groupes

Définition 7.
Un groupe est un ensemble d’éléments associé a une loi de composition in-
terne (x) noté (G,*) ou il satisfait les conditions suivantes

12



1-Loi de composition interne :

Ve,ye G, zxy €.

2-Associativité :

Vo,y,2 € G, (x*xy)*z=mxx(yx*2).

3-Elément neutre :

1l existe un élément e de G tel que Vr € G exx =1z *xe = .

4-Symétrique :

Pour tout élément x de G, il existe y dans G tel que : xxy=yxxr =-e€, o
e est I’élément neutre , y est appelé symétrique de x.

Définition 8.
On dit qu’un groupe (G, x) est abélien, ou commutatif, lorsque la loi de com-
position interne du groupe est commutative, c’est-a-dire :

Ve,y € G, xxy=y*x

Définition 9.
Soit G un groupe et S € G, on dit que S est un systeme générateur du
groupe G, ou que G est engendré par S, lorsque le sous-groupe engendré par

S est G :
G =(S)

Autrement dit, tout élément de G est produit d’éléments de S ou de leurs
muverses.

Un systéme S générateur du groupe G est dit symétrique si tout élément de
S a son inverse dans S.

Définition 10.
Soient G un groupe discret, et S un systeme générateur symétrique de G. On
définit une géométrie sur G :

-La longueur d’un élément x € G est la plus petite longueur d’une suite
51,82, ...,8, € S telle que lg(x) = ls(x™') si = 81.59..... s, € S.
-La distance entre deuzx éléments x,y € G est la longueur de xy~' notée
ls(zy™t) telle que

GxG—R

(z,y) = Ls(zy™)

Si e désigne ’élément neutre de G, nous poserons {s(e) = 0.

13



Propriétés

1.S0it dg(z,y) une distance entre x et y, nous avons :

ds(zx, zy) = ls((z2) " 2y) = ls(x™'27 ey) = Ls(a™ly) = ds(@,y).
2. gs([[’) = gs(l’*l).
3. ds(e,x) = ls(z).

Propsition 7.
L’espace (G,dg) est un espace métrique.

Démonstration.

Soient z,y € G, en posant z = 2y, on a :

1. ds(z,y) = ds(e,z71y) = ls(2) > 0, avec égalité si et seulement si z = e,
si et seulement si z = y.

2. ds(z,y) = ls(2) = ls(27") = ds(2,€) = ds(az,2) = ds(y, v).
3. Pour l'inégalité triangulaire, il suffit de voir que :

ds(%y) S dS(x7€> + ds(e,y),

pour tout z différent de y et tous les deux sont différents de e. Soient n et m
les longueurs, respectivement de x et y, par conséquent

et

Par minimalité de la longueur de la décomposition on a

ds(z,y) = ls(x'y) < ls(x) + ls(y) = ds(x,e) + ds(e, y).

Ces trois points montrent que (G, dg) est un espace métrique. [J
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1.3 Marche aléatoire sur un groupe

-Action d’un groupe et marche aléatoire sur un ensemble :

Définition 11.
Soient E un ensemble et (G, .) un groupe multiplicatif d’élement neutre 1.L ac-
tion du groupe G sur l'ensemble E est une application :

GxFE—FE

(9,) = gx*x
qui vérifie les propriétés suivantes :
IVr e E, lxx==x
2¥g,gd € G, Vx € E, ¢ *(9*xx)=(¢.g)*x

E G
€ €

Dans ce cas on dit également que G opére a gauche sur [’ensemble E.

Définition 12.

Soit E un ensemble et soit (G,.) un groupe.On suppose que G opére a
gauche sur E par la loi ().
Soit (Y,)n une suite de variables aléatoires i.i.d sur G, et Xy une variable
aléatoire a valeur dans E. On appelle marche aléatoire a gauche sur E la
suite de variable aléatoire (X,), définie par :

Xo
X,=Y,xX,_1 st n>1

-Marche aléatoire sur un groupe :

Définition 13.

Soit (G,.) un groupe topologique,Be une tribu borélienne et (Y,,), une suite
de v.a i.i.d a valeur dans G .Soit Xy une v.a a valeurs dans G indépendante
des Y, on définit une marche aléatoire & gauche(respect a droite) sur G, la
suite (X,), de variable aléatoire définie par :

Xo, X, =Y, X21; n>0
(respect Xo, X, = Xp1.Y, ; n>0)

15



On verifie que (X,,),, est une chaine de Markov d’espace des états G.Soit
P le noyau de transition associé¢ a (X,,),. P par définition est :
pour A € Bg.

P[Xoi1 € A/ X0, X1... X,] = P[Xps1 € A/X,)]

Si p est la loi commune des (Y7,),, Nous avons alors

Propsition 8. VA € Bg, Vax € G Si le groupe est additif alors :
P(A,z) = u(A —z).

Si le groupe est multiplicatif alors :

P(A, z) = pu(Az™).

16



Démonstration.

Si G = R, le groupe additif Par définition de la probabilité condition-
nelle on a

VA € Bg, VB € Bgr, P[X,;1 € A/X,] est 'unique v.a o(X,,)-mesurable

qui vérifie

P[X,1 € A, X, € B] = / P[Xoi1 € A/X,]dP
XneB
Soit la fonction mesurable sur R | p(z) (qui existe) tel que

SO(Xn) = P[Xn-H € A/Xn]'

Nous avons

o(x) = P X1 € A/X, =x] = P[X; € A/ X, = x]

PX,11 € A X, €B] = / P[X,41 € A/X,, € B]dP
Xn€B

El4(Xp41/X,)]dP

T4(Xpi1)dP

Ix,..ea Nx,ep dP

Ta(Yos1 4+ X,)dP.

Donc

/ PlXoi € A/X, € BldP = [ o(z)P[X, € da]
Xn,€eB

2€B
/ La(y + 2)P[X,, € dz, Y1 € dy].
B

/,
_ /X Li(Yss + X,)dP
/.



Par indépendence de Y, 1 et X,, nous avons

/ / Ly(y+2)P[X,, € da, Yoy, € dy] = / / Li(y+2)P[X, € da]P[Ys1 € dy).
G JB G JB

Et en appliquant Fubini, nous avons

P[X, € dz] / I4(z +y)P[Yns1 € dy

/ / Ia(y + z)P[X, € dx]P[Y,41 € dy] =

PIX, € da] /G L o(y)P[Yas € dy

P[X, € dz]u(A — x)

I
T ———

P[X,, € dz|P[Y,11 € A—z].
Par unicité de ¢(x)

o(x) = P[Yp1 € A—1x).

Par conséquent
P(A,x) = P[Y,41 € A—x].

Donc

P(A z) = (A — ).
Si G est un groupe multiplicatif

On suppose que G est un groupe topologique.Par la définition de la pro-
babilité conditionnelle nous avons VA € Bg, Vo € G, P[X,4+1 € A/X,] est
I'unique v.a o(X,)-mesurable qui vérifie

P[Xpi1 € A, X, € B] = / P[X,1 € A/X,]|dP

XneB

Soit la fonction mesurable sur R | p(z) (qui existe) tel que

Nous avons

18



o(x) = P X1 € A/X,, =z] = P[X; € A/ X, = 7]

P[X,.1 € A X, € B] = / P[X,.1 € A/X, € BldP
Xn€B

= [ BIA(Xuw/X,)aP
Xn€eB
= / n+1 P
Xn,€eB
XnEB

Donc

/ P[X,.1 € A/X, € BJdP = / o(2)P[X,, € dz]
Xn€B B
= / [A(Yyi1.X,)dP
X.€B
= //]IA(y.:C)P[Xn € dx, Y1 € dy).
¢JB

Par indépendence de Y, et X,, nous avons

/G/BHA(y.J?)P[Xn €dx, Yo €dy] = /G/B]IA(y.x)P[Xn € dz]P[Y,41 € dy].

Et en appliquant Fubini, nous avons

/G/B]IA(y.x)P[Xn € dx|P[Y,11 €dy] = P[X,, € dz] / Ta(y.2)P[Yypi1 € dy]

G

m&emlmﬁwwmﬂaw

P[X,, € dz]u(A.z™")

P[X,, € dz]P[Y,1; € A7),

——c 5
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Par unicité de ()

() = P[Y,11 € Ax™1.

Par conséquent
P(A,x) = P[Y,; € Aa™].

Donc

P(A, z) = p(Az™).
UJ

1.4 Marche aléatoire sur un graphe

Définition 14.

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles V et E, ou V est
I’ensemble des sommets, et E est ’ensemble des arétes tel que :

E={(z,y) : z,y € V,x # y}.Une aréte est un chemin entre deuz sommets
adjacents.

Si (z,y) € E, on dit que = est le voisin de y, et on note x ~ y.

Exemple 2.

Soit G le graphe défini par :

V={1,2,3,4,5,} et E={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(1,5)}.
On représente le graphe simple G par le shéma suivant :

FIGURE 1.1: Exemple d’un graphe simple

20



Définition 15.
On appelle le degré d’un sommet x noté deg(x), le nombre des voisins de x
ou le nombre d’arétes incidentes a x (En ne comptant les boucles q’une seule

fois)

Définition 16.
Soit G = (V, E) un graphe simple. On appelle la marche aléatoire sur G, la
chaine de Markov (X,,)n>0 d’espace des états V' et de la matrice de transition

P = (puy)ayev tel que

Exemple 3.
Si G est par exemple le graphe ci-dessous

FIGURE 1.2: Graphe simple de sommets {1,2,3,4,5} et 06 arétes
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La matrice de transition P de la marche aléatoire simple est :

01200
1 g 1 19
O A
-] 2 1 4 1
0%%00
00100

Définition 17.

Soient G un groupe discret, et S = si,...,S, un systéme générateur symé-
trique de G. On appelle un graphe de Cayley par rapport a ce systéme noté
Cayley(G, S) le graphe dont ’ensemble des sommets V' sont les éléments de
groupe G et ’ensemble des arétes E est défini par :

E={(z,y) eV xV:zlyeS}
Marche aléatoire sur le graphe de cayley
Une marche aléatoire sur un graphe de C'ayley d'un groupe revient a se

donner une loi de probabilité p de support S et la chaine de Markov (X,,)n>0
a valeurs dans GG avec les probabilités de transition :

PlX,1 =y/X, =] = p(z'y).
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Chapitre 2

Algorithmes de simulation d’une
chaine de Markov

2.1 Simulation d’une chaine de Markov

On veut simuler une chaine de Markov (X,,),>0 de loi initial %, d’espace
des états I = {s1, 52, ...5x} et de matrice de transition P = (ps, s;)s;,s,cE-

Définition 1.
Avec ces données, on appelle fonction d’intialisation la fonction : [0,1] — E
définie pour s; € E et x € [0,1] par

(

sy siz €0, (sy)]
sy siw € [ (s1), u®(s1) + p @ (s9)][

VO =N s sime [T a0 (s, S, 1O (s))]

siosix e [0 nO(sy), 1]

Propsition 1.
Si Uy une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] alors

P[(Us) = s3] = P[Xo = s4],
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Démonstration.
On fixe Xo = ¢(U0) Vi = 1,2, ,]f

1
PlUy) = s = / L e)msny

S IACIED W)

Jj=1 Jj=1

= 1) = P[Xy = 5]

—_

O

Définition 2.
Awvec les méme données, on appelle fonction de mise-a-jour ¢ la fonction
¢ Ex|[0,1] = E définie pour s; € E et x € [0, 1] par

(51 six € [0,pi]

Sy i X € [P, Pig + Pigl

Siy L = 9 ' . j— j
o ) Sj S1T € [25:11 Dids 11 Dil

. . k—1
sk sia € D0 pigs 1]
Pour psi,sjv = Pij

Propsition 2.

Soit (Xy)n une chaine de Markov de matrice de transition P = (ps,s;)s, s;cE
sur B = {s1,59,...,5}, et soient 1) et ¢ les fonctions d’initialisation et de
mise-a-jour. Soit (Yy,), la suite de va définie par

YE) - w(UO)a 1/1 - ¢<YE)7 Ul), ceey Yn — ¢(Yn—1a Un)

ot (Uy,)n, une suite de variables aléatoires iid uniformes sur [0, 1]. Alors (Y;,),
est une chaine de Markov de méme espace des états et de méme matrice de
transition que (X,)n.
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Démonstration.
(Y,)n est la méme chaine de Markov que (X,),, et (Y,), est une chaine
de Markov itérative dont on peut facilement simuler les trajectoires Yy =
Xo, Y1 = Xy,...,Y, = X,,il suffit donc de se donner une suite (U,), de
variables aléatoires iid uniforme sur [0, 1].
On a

Yot1 = 8j/yn = si] = P[Xpp1 = 85/ X0 = 5]

et

[9(5i, Unt1) = s;]

,Un), et donc aussi de Y,.

P[Yn+1 = Sj/Yn = Si] = P[¢(Si, Un+1) = Sj/Yn = Si]
P

car U, est indépendante de (Uy, ..
Par suite nous avant

P[Yn+1 = Sj/Yn =5 = P[¢(3i, Un+1) = Sj]

1
= /0 Lo (si0)=s;1d

J j—1

- Zpsi,l - Zpsi,l - psi,sj
=1 =1

= P[Xrn+1 = Sj/Xn = Si]

Donc (Y},), est une chaine de Markov de méme espace des états et de méme
matrice de transition que (X,),. O

Remarque 1.

Cette proposition contient [’algorithme de simulation de la chaine de Mar-
kov (X,,)n-La trajectoire de (X,)n>0 @ n pas est donc :

Xo ¥(Uo)

X1 ¢(Xo, Uy)
Xy = ¢(X1,Us)
Xz = ¢(Xo,Us).

X, = o(Xn1,Up).
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2.2 Application : Simulation de I’evolution de
la météo a Gothenburg en hiver sur 100
jours

Pour simplifier, nous caractérisons le temps qu’il fait & Gothenburg par 3
états : sy : pluie, ss : ensoleillé ou nuageux, s3 : neige.

Nous supposons que les changements de la météo dans ces trois états sont
régis par un modéle Markovien. Les observations conduisent a considérer que
ces changements sont régis par la chaine de Markov homogéne (X,,),, a valeurs
dans E = {s1, 59,53} et de matrice de transition P = (P, ;); jer (cf. [2]) tel
que

05 03 0.2
P=1 015 0.7 0.15
0.2 0.7 0.5

(X1)n est une chaine de Markov irréductible d’aprés sa matrice de transi-
tion P. Sa seule classe essentielle étant finie, elle est donc récurrente positive.
Par suite elle admet la loi stationnaire © = (7, 7o, 73) unique.

Nous savons que si 7 est une loi stationnaire, 7w vérifie les équations :

3
T = D iy TiDij
Z?:l =1

C’est a dire le systéme d’ équations

T = O.57T1 + 0.157T2 + 027T3(1)
S =
(

Ce systéme admet comme solution m = (}L, %, %L)
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La fonction d’initialisation 1 est donc (d’aprés la définition) :

D’autre part la fonction de mise-a-jour ¢ est :

sy siz€0,0.5]
(s, z) =< s9 sixze[0.5,0.8]
s3 stz € [0.8,1]

et
s sixz€0,0.15]
O(s2,x) =< s9 size[0.15,0.85]
s3 sia € [0.85,1]
et

sp siz€0,0.2]
d(s3,x) =< s9 six€[0.2,0.5]
s3 stz € [0.5,1]
Soit (U,), une suite de variables aléatoires i.i.d, et uniformes sur [0, 1].
Nous avons donc un échantillon de taille n :

Xo Y(Uo)

X1 = ¢(Xo,Uh)
Xy = ¢(X1,Us)
Xz = ¢(Xo,Us)
Xy = ¢(X3,Uy)
X5 = ¢(Xy,Us)

Xn - ¢(Xn—17Un)~

Nous donnons ¢i-aprés des exemples de simulations de trajectoires de la
chaine de Markov (X,,),, sur 100 jours :
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FIGURE 2.1: Trajectoire a 100 jours de la chaine de Markov (X,,),,
avec 1 = s; = pluie, 2 = sy =ensoleillement ou nuageux, 3 = s3 =Neige.
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2.5
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1.0

0 20 40 80 80 100

FIGURE 2.2: Trajectoire a 100 jours de la chaine de Markov (X,,),,
avec 1 = s; = pluie, 2 = sy =ensoleillement ou nuageux, 3 = s3 =Neige.
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2.5

1.5

1.0

0 20 40 80 80 100

FIGURE 2.3: Trajectoire a 100 jours de la chaine de Markov (X,,),,
avec 1 = s; = pluie, 2 = sy =ensoleillement ou nuageux, 3 = s3 =Neige.

30



Analyse et caractérisation de temps & Gothenburg

Soit T; le 1°" instant de retour a l'état s;, m = (my, 7o, m3) étant la loi
stationnaire. Nous savons que :

1
E,,[T;] = — aveci=1,2,3
Ur
Pour I'état s; : pluie, le temps moyen de retour a I’état s;

E,, [T1] = 4 jours.

Pour I’état sy : ensoleillement ou nuages, le temps moyen de retour a I'état
59
E,,[T5] = 2 jours.

Pour I’état sz : neige, le temps moyen de retour a I'état ss

E,,[T3] = 4 jours.
Conclusion a ces observations

D’aprés ces résultats et la stationarité de la chaine de Markov, nous
constatons que Gothenburg est une ville froide en hiver vue la dominance de
la pluie et la neige malgré que le temps moyen de retour chaque fois & un
état pluvieux ou neigeux est de 4 jours.

D’autre part des plages de beau temps ou nuageuses aparaissent souvent et
reviennent en moyenne chaque 2 jours.

2.3 Algorithme de Metropolis

Soit 7 une loi de probabilité sur un ensemble fini £.On cherche a construire
une chaine de Markov qui admet 7 comme loi stationnaire (Cf.[6])
On se donne une matrice de trasition ¥ = (¢, ). 4cr appelée matrice de
selection tel que
Yoy > 0= Yy, >0, Vo,y €

Soit h :]0, 00[—]0, 1] une fonction tel que



Note : On peut prendre : h(u) = min(u, 1) Pour z # y, on pose :

TyYya .
a(z,y) = { h(ZH5)  sithy # 0

0 sinon

Donc si h(u) = min(u, 1) alors on a :

) ﬂ-ywyz .
a(%y) - { mln(”-f¢mg’ 1) Sl¢xy 7é 0

0 sinon

L’algorithme de Metropolis correspondant est le suivant
Etape0 : Initialiser Xj.

Etapen+1:
(Selection) Choisir y avec la loi U(X,,,y)

Tirer un nombre U au hasard dans [0, 1]

Si U < a(X,,y) accepter la selection :

Xn+1 =Y

Sinon, refuser la selection :

Xn+l = Xn

2.4 Etude de La chaine de Metropolis construite

Théoréme 1.

Soit E un ensemble fini et m une loi de probabilité sur E, (X,), une chaine
de Markov sur E de matrice de transitions (Y(x,y))syer-(Cf.[2])

1) Siv) est symétrique alors la chaine de Markov (Y,,), sur E de matrice de
transition P = (P(z,y))syer tel que

P(z,y) min{7*, 1} six#y
Pl,y) = { 1— Zz#mw(x, z) mm{:—i,l} st x =1y
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admettant m comme loi stationnaire.
2) Si i est quelconque, la chaine de Markov (Y,), sur E de matrice de
transition P = (P(z,y))zycr tel que

ﬂ'y¢ Y,z ) y
Z#xw(fn z) m’m{:zw fcﬁ 1} siz=y

admettant m comme loi stationnaire.

Démonstration.

Pour montrer que 7 est une loi stationnaire pour P, on montre que 7 est
reversible pour P.
7 est reversible si 7, P(z,y) = 7, P(y, x)

1)Si ¥ est symétrique :
Pour y # z on a

. P(x,y) = v(x,y) mm{%7 1}.....(1)

T, P(y, x) = m(y, >mm{j§—z,1} ..... 2)

Si 2 <1, nous avons
x

<>—memi:w@w@
et (2) =m(y,2)1 car *<1= 2> L

Si 7* > 1, nous avons
(1) = mt(,y)

et -
) o

(2) = mydh(y, 2) — = d(y, 2)ma

Y
car

iy v
“s1="2<1
Ty Ty

donc (1) = (2) car ¢(x,y) = ¥(y,x) et donc 7 est reversible.
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2)Si ¥ est quelconque :

7 est reversible si 7, P(z,y) = m,P(y, z). Nous avons, pour = # y

T P(x,y) = m)(x, y) mm{%, 1}...(%)

et

T, Py, z) = m,0(y, ) min{%, Lho (k)

Sl Wyllﬂ(va)

1, nous avons
sz(wvy) < ?

VN R A VL),
( )_ $¢< ,y)ﬂ-xw(l‘ay)

= Wy@/)(y, x)

et
(#x) = myh(y, )1

car

TP (2, )

7Ty’l7/)(y, ZL’)
reb(ey) L )

Donc (%) = (**) dans ce cas.

Si
Wyl/J(% T )
LECNT)
alors on a un calcul analogue au précédent établit 1’égalité recherchée et
montre donc que 7 est reversible par rapport a la matrice P. [

> 1

Exemple : Chaine de Metropolis sur un graphe

On veut simuler une distribution de probabilités 7 sur un ensemble S =
{s1, $2, ..., S }. Pour cela nous construisons la chaine de Metropolis a partir
de la marche aléatoire sur un graphe [cf.page20|
Soit G = (V, E) un graphe ot V = S est 'ensemble des sommets et E est
I’ensembles des arétes.

D’aprés le théoréme [cf.page34|, la chaine de Metropolis sur les sommets S
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du graphe G, a pour probabilités de transitions P(z,y)

tel que
. (z)deg(z .
degl(z) mm{ 7(y) deZEy)’ 1} S1x 7é yetx~y
P(z.y) = 0 six # y et x n’est pas voisin de y
1= degl( ) mm{:gi Z o L six =y

Supposons meintenant que 1’état actuel de X,, = x, et soit disant le choix
tombe sur y selon une répartition uniforme sur ’ensemble des voisins de x

de sorte que chaque voisin est choisi avec une probabilité - ( j »ona
% y avec une probabilité mm{% 1}
") X, =2z avec une probabilité 1 — mm{%, 1}

7 est une distribution stationnaire pour la chaine de Markov, d’aprés le théo-
réme.

Exemple 1. ( Simulation d’une loi de Poisson)

Utilisons [’algorithme de Metropolis a marche aléatoire equiprobable pour
simuler une loi de Poisson de paramétre A et comparons le résultat avec la
simulation théorique .

Dans le cas de la marche aléatoire, V(z,y) =1(y —x); donc :

my(V(z —y))
me(y — )

Notons que 1 est symétrique, On cherche ici a simuler la loi de poisson

)

a =min(1,

T

m(x) = exp(—)\)—‘ pour v € N
!

On considére ici le cas de la marche aléatoire dont la matrice de transition
est donnée alors par

1 1

U(z,y) = 5%71(@) + §Ux+1(y)

i.e. on passe de x ay = x + 1 avec une probabilité % etdexr ay=x—1
avec une probabilité % .
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L’algorithme de Metropolis s’ecrit alors sous la forme suivante :
Etape 0 : Initialiser X,.

Etape n+1 :
On pose y = x, — 1 ouy = x, + 1 avec une probabilité % ;

Tirer un nombre U au hasard dans [0, 1]
SiU < min{)\y*x"”y—’f, 1} accepter la selection :
Xnt1 =Y;
Sinon, refuser la selection :
X1 = X0,

Nous donnons ¢i-apres l’histogramme de la loi de X,, de paramétre A = 10
avec l'algorithme de Metropolis et la loi théorique d’une loi de Poisson.
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0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
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Avee new = TRUE

echantillon Metropolis
echantillon théorique

%1

FIGURE 2.4: Histogramme de la loi de X, avec A = 10
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Conclusion a ces observations

Nous constatons que la simulation de la loi de poisson avec l'algorithme de
Metropolis donne une bonne approximation des résultats par rapport a la
simulation théorique.
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Chapitre 3

Echantillonnage de Gibbs et
Modéle d’Ising

3.1 Modéle des sphéres lourdes (Hard-core)

Soit G = (V, E) un graphe. Le modeéle de Hard-core nous attribue de
maniére aléatoire la valeur 0 ou 1 pour chacun des sommets, suivant que
les sommets présentent oui ou non une propriété donnée ( c’est le cas ou si
les sommets sont occupés ou pas par des particules d’un type donné). La
régle est que deux sommets voisins (i.e. reliés par une aréte) ne peuvent pas
avoir la propriété ou étre occupés tous les deux. On veut connaitre le nombre
moyen des sommets occupés.

Définition 1.
Soit G = (V, E) un graphe et S = {0,1}. Une configuration est une applica-
tion
z:V —{0,1}.
Soit {0,1}V ={z:V — {0,1}}, Uensemble des configurations
Sixz € {0,1}V est tel que Vv € V siw est le voisinage de v noté par w ~ v

alors z(v) =1 et x(w) = 0 on dit que = est une configuration réalisable, ou
observable .

Soit Zg le nombre de configurations réalisables associé au graphe G. Si € €
{0,1}V, soit pg la loi uniforme sur 'ensemble des configurations réalisables
dans {0,1}", définie par
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si & est realisable
sinon

nat) = { 7%

Exemple 1.
Soit G = (V, E) le graphe constitué par une grille de 8 x 8

CC—9—CO—0—C—9——0

o @ 8 00O
O—@—CO0—CO——C——C—9—0
O—CO——C0O—@—O0—CO—C0—0

&
Yy
p
®
iy
Ry
P
o A
@
P
N
®

i
oy
i
oy
p
®
Y
R
P
e
»
O

&
O—e

P
W
L
£y
Ly
B
Ty
o
S
S

&
&

B
®
£
®
O

FIGURE 3.1: Exemple d’une configuration réalisable sur le graphe définie par
la grille 8 x 8

Probléme

Si nous choisissons une configuration réalisable, quel est le nombre moyen de
1 dans cette configuration ?

Soit N(£) = le nombres de 1 détecté sur la configuration £, et X une confi-
guration choisie selon la répartition uniforme pg.

La valeur moyenne

EIN(X)) = Y N©@ne©) = 5= . N
3

& realisable
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Si le graphe est 8 x 8 il ya 1,8 x 10 configurations ce qui fait 1'impossi-
bilité de ce calcul. On recourt alors aux simulations. Si on sait simuler une
configuration aléatoire X qui suit pg. On simule (Xj,....., X,,) on calcule
N(X;), N(X3),......, N(X,,) on sait d’aprés la loi des grands nombres que :

% Z N(X;) = E(N(X))(N — oo)ps

une estimation de E[N(X)] et donc = 3" | N(X;), le probléme est donc
revient a simuler une configuration aleat01re X.

Propsition 1.

Soit X une v.a a valeurs dans E = {s1,.....,8,} et de loi 7 tel que m =
(71, ..oy ), et soit U est une v.a uniforme sur [0,1] tel que ¢ : [0,1] — E la
fonction définie par

(51 st x € [0,m];

Sy St x € [y, m + Mol

blo) =4 | |
s si e Y w0 )

Alors lav.a'Y =1(U) est de méme loi que X et doncY = X ps

Démonstration.

3
=
S
I
QCl:)
Il
3
I/\
; Mw
E
Il
k}CI.')

Remarque 1.

En pratique cette méthode est défficilement utilisable sauf si ’espace S est
petit.  Pour construire v deja sur ce modele c’est trop long, car [’espace
S =1{0,1}" est trés important.

Soit G = {V, E} un graphe et S = {¢ € {0,1}V, £ estréalisable} . Notre
but est de construire une chaine de Markov (X,,), d’espace des états S et
admettant comme loi stationnaire la loi pg (loi uniforme) sur S. Ce probléme
est resolu par la proposition suivante.
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Propsition 2. (Algorithme de Gibbs)

Soit (X,,)n la chaine de Markov sur S = {€ € {0,1}V, € est réalisable}, définie
par :

1. On choisit un sommet v € V.

2. On jette une piece réguliere.

3. Si face sort, et tous les voisins w de v sont tel que X, (w) = 0, alors on
pose Xpi1(v) =1, sinon X,11(v) =0.

4. Enfin Yw # v, X,11(w) = X, (w).

Alors (X)), est une chaine de Markov apériodique, irréductible et admetant la
loi stationnaire pg = i ol Z¢g le nombre total de configurations réalisables.

Démonstration.
Pour toute configuration réalisable &

§ — & donc, Py >0

donc (X,,), apériodique.

(Xn)n est irréductible car chaque transition ne touche qu’un sommet. Donc si
¢ et & sont deux configuration réalisables, on cherche tous les sommets v oil
£(v) # € (v) et on change tous les sommets un & un par la chaine (X,),. La
chaine va donc passer de & & &. Cela montre que tous les états comuniquent.

Enfin pg est une loi stationnaire car ug est reversible par raport a (X,).,.

En effet, soit £ et ¢ deux configurations obsérvables et d = (g ,f/) le
nombre de sommets v ou £(v) # £ (v)

Cas d=0

Pig = Py ¢, pa(§) = (€ Donc immédiatement nous avons
(&) Peg = no(§) Py ...(1)

Casd>2:

On ne peut pas aller en un pas de & & et inversement et donc Peg=Py=0
. Donc (1) est valable.

Casd=1:

Soit v tel que &(v) # & (v)

Pour passer de £ a & (ou de & a €). On choisit un sommet dans V' suivant
la loi uniforme, avec |V| = n et on tire un pile ou face sont exactement touts
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les sommets voisin de v sont tel que £(v) = 0. Le choix de v se fait avec la
probabilité

1
n
et Face a la probabilité
1
2
Donc la transition de £ a £ se fait avec la probabilité
1
2n’
Par suite (1) devient
11 11
ZG 2n N ZG 2n

car ‘ng, = Py ¢ Donc (1) est verifice et g = i est bien reversible et donc
stationnaire pour (X,),. O
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3.2 Modéle d’Ising

Définition 2.

Soit G = (V, E) un graphe et S = {—1,1}V. Sio € S, o est une configura-
tion. Pour v € V, si o € S, o(v) = £1. On interprete la valeur o(v) = 1
lorsque le spin est orienté vers le haut, et o(v) = —1 lorsque le spin est
orienté vers le bas.

On appelle modele d’Ising la répartition des spins sur le graphe G.

Exemple 2. Nous présentons ¢i-aprés un exemple de modéle d’Ising :

spin down ar -1
spin up or +1

/L /f
//

A

FIGURE 3.2: Modéle d’Ising avec une grille de 6 x 6

On se limite au cas dit du ” modéle du voisin le plus proche”’(nearst
neighbording model). Pour ¢ € S, 'enérgie interne associé a o, H, est définie

par
Hy=— Y o()o(w).

v,weVetv~w

Dans ce modéle la loi de Gibbs est la mesure de probabilité ug, définie
sur S par
1

J— _/BHO'
= —e¢ .
Z

pa(o)
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ol Z est une constante de normalisation et 3 = % ou T est la température

et k =constante de Boltzmann. On se restereint donc au cas de modéle d’Ising
du voisin le plus proche.
Nous avons ) ¢ pc(0) =1 et donc Zs est définie par

Zﬁ = Z B_BHU.

ogeS

3.3 Echantilloneur de Gibbs sur le modéle d’Ising

Soient G = (V,E) et S = {—1,1}V, et 0 € {—1,1}V une configuration,
etveV ona

pe(o(V]v)ly)
pe(o(Viv)(=1),)

exp(—B(Hov vy, — BHovv)(-1),)

= exp(25 Z i)

i:||i—v||=1

On peut maintenant décrire la dynamique de 1’echantillonneur de Gibbs
du modele d’Ising.

Voila comment on passe de 1'état au temps n a I’étape au temps n + 1 :
On note o la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément v € V.
2. Choisir U suivant la loi uniforme sur [0, 1].

3. Définir la configuration o au temps n + 1 par

o(w) siv # w
o (w) = 1 siv=welU<1/(1+exp(=283, iy =10i))
—1 sinon

Propsition 3.
Soit G = (V, E) un graphe et S = {—1,1}V, la chaine de Markov (X,,), sur
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S de matrice de transition (P(o, a/))ma/es tel que

B’ (v)S(aw)

1
Plo,o) =+ U%:/ 5o o B WS < Hotw=o'w) pour vu)

0 S(0,0) =D o T(W).
admet la distribution de Gibbs g comme loi stationnaire.

Démonstration.
Nous avons deja vu le cas de cette preuve dans le modéle de Hard-core sur
(la page 44), il est donc facile de constater que

! ’ ’

Vo,0' € S xS, pg(o)Plo,0’) = u(0)P(d',a,),

c’est a dire que pg est réversible sous cette dynamique,donc invariante.
et
16(0)P(0,0) > 0

pour tout o, la chaine est apériodique.
Si la chaine est irréductible, alors c¢’est une chaine irréductible apériodique.
Donc la loi de Gibbs est stationnaire sur .S [

3.4 Simulation de modéle d’Ising (Algorithme
de Metropolis)

Soit le graphe G = (V, E) représenté par la grille {0,..., N — 1}? . Les
points sont repérés par leurs coordonées (abcisses et ordonnées). La relation
de voisinage est définie par

Yo,w eV v~ w.

Nous considérons que la configuration o a un spin unique (i.e S = {0, 1}V =

{0:V —={0,1}}) tel que

Vo= (i,j) €V, olv) = o(i,j) € S
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Pour ce modéle I'enérgie interne associé a o, H, est définie par

Hy= Y (o(v)—o(w))

v,weVetv~w

La configuration ¢ se transforme en une nouvelle configuration notée t en
construisant une chaine de Metropolis a partir de la marche aleatoire sur un
graphe (Voir.[page 36]).

Soit cette marche aléatoire, la chaine de Markov (X,),, d’espace des états S et
de probabilités de transition (o, t) qui est symétrique (i.e.t)(o,t) = ¥ (t,0)).
Soit (Y},), la chaine Metropolis construite de matrice de transition P(o, 1), tes
admettant la distribution de Gibbs ug comme loi stationnaire sur S tel que

) =exp(202—#{w eV :iv~w, olw)=0c(v)}))

On peut meintenant décrire la dynamique de P en utilisant 1’algorithme
de Metropolis (Voir.|page 33])

Voici comment on passe de I’état d’une configuration X au temps k a
I’état d’une autre configuration X1 au temps k + 1 tel que k = {0,...,n}

Etape £ =0 :
-Initialiser suivant une loi uniforme la configuration X, au temps k =0

-Choisir uniformément un sommet de la grille d € V sur cette configura-
tion.

Etape k:=k+1:

-Choisir le voisinage de d selon une répartition uniforme sur ’ensemble V'
(Cf.|Jpage 22|. Notons w ~ d .

-Tirer un nombre U suivant une loi uniforme sur [0, 1]
SiU < exp(262—#{w € V : w ~ d, o(w) = o(d)})) accepter la se-
lection :

X(d) = 1 — Xj_1(d).
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Sinon, refuser la selection :
Xi(d) = Xp_1(d).

-Si k < n :Aller a l'etape k := k 4+ 1 , sinon on génére les configurations

(Xo, .o, Xin).

Nous donnons ¢i-aprés des exemples de simulations de modéle d’Ising per-
métants d’afficher des configurations sous la distribution stationnaire pour
différents choix de g € {—1,0,0.5,1,2,10} sur une grille de 60 x 60 :

48



-1

Ising model with N= 60 and beta

& 00 40N EAEES 28 O OREMYEIMHE
s eee 00 2 H 00 A LU U L &
® 00 M B OO NIRRT SRR
2 S0 SEFS AV EF SR RO EPRA RO N

* 8 20 M O EIIILIEED LI A AN

L (AR R E. A ARAREREA L RLNERENR LN LA R )
e @ b b LA EENR RN L EREINIAEILER . _  J LENREN.
- l..l.l.ll!.l_-.-.l.l_l LE A LK)
..l“lll'“lll.ll.lll.l » lll.illl. . “l._“ll-.llll.l “ l.l
» II' I_I.OII_I_I_I'I'“I .0m. I'_lIl.ﬁllllll‘ll.‘lllllll‘l‘ .
“Ql_lll_lll_ &8N SEES SO METSRS

SIS Y RIS AR
®ed &SR EIEFNSRERD H LR . L
&0 SO EFOOIHNEOOONRE TP YR
LI AR R AN LN B _ A A REER. A RLELEENEZENLLENEDN.)
20N OIS N PO D

AL L A AR AR A LLELE SALEEE__AJILALE.  J

2000 PR O A0S ESMNMHMHDIINIE
LA L | L < LI L L L LK
e A 002 PABOS FAE VM EE M OEN

LI L N *Te OO BT OMNITAIS *ed OO OAE
a8 * 200002 B0 A0 SO0 E & L LK |

a8 S 00O EH B0 0 2AE S0 ABRS P ES
80006 FFEISOABES NS L AR AR _NXEN.
a% S edh 26000 A NS A MO ORES M B
e 20 #3000 BB * &% OO S LR UL
A8 08 OO AN NMMN 3 008 AR
80200 FFOOM RN & 8 N S0 FEEPRAN
LA A RAER RIAEIAEREERARIELEAREARAEAA N RN EN,)
L UL L L L L L L L L L L
L LT R AN AN R EEREILARIAEARIANL . A AR ENRE)
8088 LI LR LI A AT EE AN N
LA R A AR ... A . . B B AR NN L IR
LI AR R . B LI AN AR EIA NI EANRNE NN
LU R LN N LR _ AN E B AN KRN LI L
- e ae o M e B0 LI R AL AT ERLE . R
i.l.l.l.l' L .I..l_l." . .‘I.l.l....' L] .I.I_l_l.._'" e E 4 l | ]
'" ".‘ ""I_I'l_l_l_ll_l .l‘l_l_lll_l I'"I"l_l
.Hll!_l.l_ll LU *$ 0 S9N sEERN L
L L L L -..I_l.!-:'. 'I_l.'..
=' S8 SRS S0P RE SN ES MBS FRESD
e e e IR ROER B .l....'...l.ll.‘
P8 S S SEE FASEOEES e N LA

I _ I _ I _ I
0g 05 oF 0g Oc gt C

(¥4

60

50

40

30

20

10

Z1

FIGURE 3.3: Simulation du modéle d’Ising.
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Analyse des résultats

Nous constatons que 'affichage typiques des configurations sous la distri-
bution stationnaire pour différents choix de f € R est comme suit :
Pour les valeurs négatives de 3 : les types différents s’attirent,et les types
égaux se repoussent.
Pour les valeurs positives de 3 :les types différents se repoussent, et les types
égaux s’attirent.

Exemple 3. (Un métal ferromagnitique)

C’est un métal qui est aimanté a une température ambiante T.
St T > T, on aura une perte brutale de l’aimantation, et st T = oo , 3
tend vers 0 ou le métal sera dans un état equilibré des spins avec aucune

aimantation (Voir la Figure.3.4).

Si T < T, On aura un retour a [’aimantation.
Te est la température critique ou la température de curie
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Chapitre 4

Algorithme de simulation exacte
(Propp-Wilson)

4.1 Chaines de Markov itératives
Soit £ un ensemble fini et soit f une fonction :

f:ExE—E

(z,y) = f(z,y) = fy(z)

Soit (Y,), une suite de variables aléatoires i.i.d & valeurs dans F, et (X,),
la chaine de Markov d’espace des états E définie par :

Xo
Xn=fy,(Xyn1) sin>0

Si Xo =2 € E, on note (X7), la chaine de Markov itérative (X,,), et on
a donc :

{ Xo=I(Xo ) =fofvioofm@), sin>0
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Exemple 1.

Soit (Y,,)n une suite de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans Z, Xo une
variable aléatoire indépendante des Y, et X, = 22:1 Y.
St Xo=x, X} =XI ,+Y,, avec donc la procedure f(x,y) = f,(z) = v+,
pour x,y € 7.
(XE), est une chaine de Markov itérative d’espace des états Z, sur le modéle
¢i-dessus.

Propsition 1.

Soit (X,,)n une chaine de Markov d’espace des états E fini de matrice de
transition P. Si ¢ est la fonction de mise-a-jour et (U,), une suite de var
i.i.d uniformes dans [0, 1], alors (X,), peut se mettre sous la forme itérative,
en posant

¥n >0, X, = d(Un, Xo_1).

Démonstration.

Il suffit de montrer que si (Y,,), est tel que Yy = X, Y, = &(X,,_1,U,) alors
(Yy)n est une chaine de Markov de matrice de transition P et donc (Y},),, est
la méme chaine de Markov que (X,,),, [Cf.page 26]. O

4.2 L’algorithme de Propp-Wilson

Définition 1.
Soit (XF), une chaine de Markov itérative sur E de la forme X: =
fYn (Xz—l)

On appelle "backward process" associé a (X7), , le processus (HY), définie
par :

Ho =X
H? = fy, 0 fy,...o fy, (), sin>0
Conditions sur le processus H

Soit E un ensemble fini et 7 une loi de probabilité sur E. On veut simuler
7. Nous savons associer & 7 une chaine de Markov sur E dont elle est la loi
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stationnaire. Les algorithmes classiques de simulation (Metropolis, ,...) uti-
lisent une approximation de 7. L’algorithme de P-W propose une simulation
exacte c’est & dire sans approximation. Ce qui etablit une rupture avec la
simulation classique.

Il est basé sur les résultats suivants, dont le validation mathématique est
reprise largement dans la litterature par exemple dans Diaconis (Cf. [8] pp
53.). Dans les conditions de Diaconis, nous avons :

1. lim,, H? est une constante.

2. Si (X,), admet la loi stationnaire 7, alors lim,, H est une variable aléa-
toire de loi .

3. Si T est la variable aléatoire définie par :
T =inf{n € N, H, = cte},

alors T est fini, p.s.

Remarque 1.

Le processus (HY),, & valeurs dans E n’est pas une chaine de Markov, en
général.

Cependant si on définit (H,), sur E¥ = {f : E — E} et en posant

Hy=1idg, Hi = fvi; -, Ho=fvi 0 fvyy -, fy, = Hoo10 fy,-
alors (H,),, est une chaine de Markov sur E¥ .

Si 7 est une loi stationnaire pour (X,), et (H,), la chaine de Markov
associée a (X,,), alors on a la proposition suivante

Propsition 2.

Soit E est fini et (X,,)n, une chaine de Markov itérative sur E sur le modéle
XE = fy, (XF_)) avec fy, définie par la fonction “update”. On suppose que
(Xn)n est irréductible, apériodique et de loi stationnaire m . Soit (H,), la
chaine de Markov “backward” associée . Alors les seules classes récurrentes
pour (H,), sont les ensembles {h,} ot hy(x) = a, Vx € E et a € E et de
plus la loi des h, est 7.
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Démonstration.
Nous signalons qu'une démonstration de cette proposition est dans Benaim
(Cf. [4]) et Ycart (Cf. [9]). De nombreux travaux sont consacrés a la recherche

des conditions sur les fy;, pour assurer cette convergence vers les fonctions
constantes (Cf. [4],cf. [8]). O

Nous remarquons cependant que si h : F — E est constante, avec :
h=hs, eta€kFE, ethy,r)=a,VxeFE, alorssi: H, =h,, ona:

Hn+1 = ha o Hn - ha;

d’ott {h,} est un ensemble fermé, donc h, est un point absorbant.
Donc :Si H,, = h,, alors H,, = h,, Vk > 1.

Comme la chaine de Markov (H,), est finie, donc elle est absorbée dans
une classe récurrente au bout d’un temps fini. Ce qui donne une implication
valide dans un sens. L’algorithme de Propp-Wilson consiste donc & construire
un échantillon (7, Zs, ..., Z,) de loi stationnaire 7, en considérant :

Z; = lLmH™,
Zy = lim H™,

Z, = limH"™,

avec les Z,, distribués suivant la loi 7w, car si 7 est une loi stationnaire pour
XZ c’est aussi la loi de HY | car les processus (X?), et (H*), sont de méme

n

loi. Il en résulte que lim,, H? est une variable aléatoire de loi 7.

Fonctionnement de ’algorithme Propp-Wilson

D’aprés Hagstrom (Cf. [2]). Soit (X,,), une chaine de Markov d’espace
des etats £ = {s1, ..., s, }, de loi stationnaire 7. Nous voulons un échantillon
de la loi 7 sur 'ensemble fini £ = {sy, ..., s,}. Nous construisons une chaine
de Markov (H,), réversible, irréductible et apériodique d’espace des états
E associée a (X,), admétant 7 comme loi stationnaire.
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Soient P la matrice de transition de (X,,)n, et ¢ : E x [0,1] — E la fonction
de mise-a-jour, tel que définie dans le chapitre 2.

Par ailleurs, soit (N, Na,...) = (1,2,4,8,...) une suite croissante d’entiers
positifs, on utilise les nombres négatifs — Ny, — Ny, ... dans notre algorithme
comme "les temps de départ" pour les chaines de Markov, et finalement,
supposons que Uy, U_1,U_s, ... est une suite de variables aléatoires i.i.d. uni-
formes sur [0, 1].L’algorithme fonctionne maintenant comme suit :

1. Poser m = 1.

2. Pour chaque s € {sy, ..., S, }, simuler la chaine de Markov & partir de mo-

ment — N, de I’état s, et en cours d’exécution jusqu’a le temps 0 en utilisant

la fonction de mise-a-jour et les variables aléatoires U_y,,.,,, U-n,, ., --., U1, Up.(ceux-

m—+17
ci sont les mémes pour chacun des chaines n).

3. Si toutes les chaines de n a I’étape 2 finissent dans le méme état x au
temps 0, alors s sort et il s’arréte. Sinon passez a 'etape 4.

4. Augmenter m par 1, et passer a ’étape 2.

Exemple 2.

Dans la figure suivante nous donnons un exemple sur le déroulement de
l’algorithme Propp-Wilson pour une chaine de Markov a troix états E =
{s1, 82,83} avec (N1, No,...) = (1,2,4,8,...).

NB : Les transitions qui sont menées dans le déroulement de [’algorithme
sont indiqués par des traits continus; et d’autres discontinus.
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FIGURE 4.1: Une exécution de ’algorithme Propp-Wilson avec Ny = 1, Ny =
2, N3 =4, et de l'espace des états S = {s1, 59, 53}.
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Observations et commentaires sur le déroulement de P’algorithme
Propp-Wilson (Figure 4.1) :

Depuis N1 = 1, nous commenons par l’exécution de la chaine de temps
—1 au temps 0.

On a
¢(31, Uo) =35
¢(827 UO) = 52
¢(337 UO) =51

Ainsi U'état au temps 0 peut prendre deuz valeurs différentes (s1 ou $3)
en fonction de l’état au temps —1, et nous essayons donc a nouveau avec le
temps —Ny = —2 comme le temps de départ et on aura :

P(p(s1,U-1),Up) = d(s2, Up) = s2
P(p(s2,U-1), Up) = d(s3,Up) = 51
P(P(s3,U-1),Up) = d(s2,Up) = 52

qui produit a nouveau deux valeurs différentes au temps 0. Nous sommes donc
a nouveau forcés de commencer la chaine a partir d’un temps de démarrage
—N3 = —4, ce qui donne :

P(P(p(P(51,U-3),U2),U_1),Up) = ... = 52
P(P(d(d(s2,U-3),U2),U_1),Up) = ... = 52
P(P(H(P(83,U-3),U-2),U_1),Up) = ... = 89

Cette fois, nous arrivons a l’état so au temps 0, indépendamment de la valeur
de départ au moment —4. L’algorithme s’arréte donc avec une sortie égale a
so. Notons que si nous poursutvons a exécuter la chaine a partir des temps
de départ (—8,—16,...), on aura la méme sortie (état sy) pour toujours au
temps 0.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons synthétisé, en tenant compte de travaux
récents, les fondements des algorithmes de simulation : Simulation des tra-
jectoires d’une chaine de Markov, algrotithme de Metropolis et 1’algorithme
de Gibbs. Nous avons donné aussi quelques exemples d’application (Météo
d’hiver & Gothenburg, modéle des sphéres lourdes, modéle d’ising ). Enfin
nous nous sommes intéressés aux méthodes de simulation exactes, plus par-
ticulierement 1’algorithme de Propp-Wilson.

Les problémes qui apparaissent sont nombreux et nécessitent un inves-
tissement important. C’est le cas pour le test d’arrét dans 'algorithme de
Propp-Wilson. Plus généralement cet algorithme nous raméne a I’étude des
conditions d’existence d’une loi stationnaire unique pour une chaine de Mar-
kov itérative. Ce qui est une question de fond dans I’étude des chaines de
Markov itératives et qui constitue une direction de recherche tout & fait d’ac-
tualité (Cf. par exemple les travaux de Diaconis [8]).
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Annexes : Programmes utilisés
pour les simulations

Programme R sur la simulation du temps & Gothenburg

temps <- NULL;

n <- 100;

U<-runif(1,0,1/4) ;

if(U < 1/4){temps|1] <- 1}
for(i in 1 m){
U<-runif(n,0,1) ;
if(tempsli]== 1){

if(U < 0.5){temps|i+1] <- 1}
else{

if(U >=0.8 ){temps|i+1]<- 3}
else {temps|i+1] <- 2}

1}

if(temps|i] == 2){

if(U ~=0.85){temps|i  1]<- 3}
else{

if(U < 0.15){temps|i+1] <- 1}
else{temps|i+1]<-2}

1}

if(temps[i] == 3){

if (U < 0.2){temps|i+1] <-1}
else {

if(U >= 0.5){temps|i+1]<-3}
else{temps|i+1] <-2}

1
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j= (1:m)
z=temps|j]
plot(j,z,type="1", ylab="", col="red")

}

Programme R sur la simulation théorique de la loi de poisson et
par 1’algorithme de Metropolis

fact = function(n)gamma(n+1)

PoissonMetropolis = function(n,Jambda, x0){

X =x0; xn = x0

for (i in 1:m) {

xnCandidat = xn + (2 * rbinom(1,1,0.5) - 1)

critere = min(1,Jambda ~(xnCandidat-xn)*fact(xn) / fact(xnCandidat))
if ((runif(1)) < critere){ xn = xnCandidat }

X = ¢(X,xn)

}

X

}

x1 = PoissonMetropolis(10000,10,3)

x2 <- rpois(10000,10)

xlim <- range(c(x1, x2))

hl <- hist(x1, plot = FALSE)

h2 <- hist(x2, plot = FALSE)

coll <-rgh(1, 1,0, 0.5)

col2 <- rgh(0, 1, 1, 0.5)

hist(x1, xlim = xlim, ylim = ylim, col = coll, main = "Avec new = TRUE",

prob=T)
par(lend = "butt")
hist(x2, col = col2, xlim = xlim, ylim = ylim, main = "", xlab = "" ylab =

" prob=T, add=T)
legend("topright", legend = c¢("echantillon Metropolis", "echantillon theo-
rique"),lwd = 10, col = c(coll, col2))
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Programme R sur la simulation de modéle d’Ising

N<-60;
beta <-{-1,0,0.5,1,2,10}
X <- matrix(rbinom((N+2)*(N+2),1,1/2),N+2,N+2)

connect<-function(N,A) {
All)] <- AIN+1,:A[LL] <- A[N+1];A[N+2,] <- A[2,];A[N+2] <- A[,2];A }

n <- 100000

for (k in 1:m){

X <- connect(N,X)

V1 <- floor(N*runif(1))+2;

V2 <- floor(N*runif(1))+2;

U<-runif(1)

if (U < exp(2*beta*(2-(X[V1,V2]==X[V1-1,V2])-(X[V1,V2|==X[V1+1,V2])-
(X[V1,V2] == X|[V1,V2-1])-(X[V1,V2] == X|V1,V2+1])))) {

X[V1,V2| < 1-X[V1,V2]}

}

Z1 <- rep(NAN ~2):7Z2 <- rep(NAN ~2)

k<-1

for i in 1:N){

for (j in 1:N) {

if (X[i+1,j+1]==1){

Z1k] <-i-1;Z2[k|] <-j-1; k <- k+1 }}}
plot(Z1,722,pch=16,main—=paste("Ising model with N="/N," and beta=" beta))
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