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Introduction générale

Introduction générale

La théorie classique des systémes continus (y compris en temps discret) et de
I’automatique s’intéresse a des systemes obéissant essentiellement aux lois de la physique, et
descriptibles par des équations différentielles ou aux dérivées partielles (ou leur discrétisation
approchée en temps). Le vocable systemes a événements discrets (SED) recouvre des
systemes également dynamiques, mais dont la dynamique échappe totalement a ce genre de
description. En réalité, au lieu de s’intéresser au déroulement continu des phénomeénes, on ne
se soucie que des ‘’débuts’’ et des “’fins’” de ces phénomenes (les événements discrets) et de
leur enchainement dynamique, logique ou temporel. Les modéeles SED sont utilisés dans le
domaine de la production manufacturiere, la robotique, les trafics des véhicules, lalogistique,
les réseaux de communications,...etc. L’étude des systéemes a événements discrets peut étre
menée avec différents outils tels que la simulation sur ordinateur, réseaux de files d’attente,
les langages de programmation parallee/temps réd, des modéles dynamiques algébriques,
comme l'algébre “’Max Plus’’, et finalement les réseaux de Petri, les automates et les langages
qui reposent sur I’ordre exact d’occurrence des événements.

Parmi les différents formalismes, Les réseaux de Petri, représentent un formalisme
puissant et reconnu pour lamodélisation et I’analyse des systéemes a événements discrets.
Dans un souci de tenir compte de maniére efficace aussi bien des différentes fonctionnalités
du systeme, que de ses caractéristiques temporelles de maniére explicite, de nombreuses
extensions des réseaux de Petri ont été proposées dans la littérature. Les extensions
déterministes peuvent se regrouper en deux grandes classes distinctes : les modées
temporisés, ou les attributs temporels sont des valeurs ponctuelles, et les modéles temporels
ou ces derniers attributs prennent la forme d’intervalles de temps pouvant traduire des plages
de faisabilité aussi bien que desincertitudes sur le procédé.

Indépendamment du domaine des réseaux de Petri, une théorie a considéré les
structures des semi-anneaux au début des années 80. La structure la plus connue est celle des
semi-anneaux idempotents également appel és dioides qui permettent de décrire et d’analyser
différents problémes traités par la théorie des graphes de maniere unifiée. Appliquée aux
graphes d’événements temporisés et temporel, I’évolution de I’état est représentée sous la
forme d’équations de récurrence qui utilisent des opérateurs (max, +) ou alors (min, +) et qui
sont donc non-linéaires. Mais traduite dans cette structure de dioide, cette représentation
devient linéaire. La représentation est alors dite (max, +)-linéaire, dans le cas du dioide (max,
+). L’algébre des dioides est donc apparue comme une structure mathématique adéquate pour
modéliser et étudier cette classe de systemes.
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En dehors du cadre des systémes linéaires, peu de résultats sont connus pour
I’estimation des variables d’états dans un systeme a événements discrets. Les premiers
résultats concernant les problémes d’observation des systemes a événements discrets, obtenus
par une approche (max, +), ont é&té développés en Mars 2004 par Laurent Hardouin et Carlos
Maia, il s’agit d’un résultat inspiré de Luenberger.

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la théorie de
I’observation des systemes a événements discrets dans les dioides. La conception d’un tel
observateur nécessite la connaissance du modéle et les conditions initiales qui permettent de
caractériser le vecteur d’état par une itération directe de I’équation d’état. L’objectif de notre
mémoire est d’appliquer cette approche basée sur le calcul d'une borne supérieure de I'état en
utilisant I'éoile de Kleene, sur un graphe d’événement P-temporel représentant une cellule de
Production des pots de peinture.

Leslignes directrices des trois chapitres de ce mémoire, ainsi que son organi sation sont
Présentés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous exposons un ensemble de concepts et d'outils mathématiques
importants pour le traitement du probléme posés dans ce mémoire. Dans une premiére partie,
sont passés en revue les concepts et les fondements de base des treillis et des dioides. Ensuite
les méthodes de résolution d’eéquations dans les dioides, qui permet d’obtenir des modeles
des systemes sous forme canonique.

L e deuxieme chapitre est dédie ala modélisation dans ces nouvelles structures algébriques, de
différents graphes d'événements temporisés et temporels. La premiéere partie regroupe des
résultats bien connus sur les propriétés des réseaux de Petri. Quelques résultats classiques sur
la modélisation des graphes d'événements temporises dans l'algebre des dioides, sont
également exposes. Dans la deuxieme partie, nous abordons la modélisation des graphes
d'événements temporels (du type intervalle) dans I'algebre des dioides, et c’est cette catégorie
des GDE qui va étre étudié dans |e prochain chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, on traite le probléme de I'estimation du plus grand état possible.
Nous rappelons d'abord les modéles des observateurs dans le cas des systemes continus et
discret. Nous introduisons ensuite la méthode d’estimation par I’étoile de Kleene appliquer
sur les graphes d’événement P-temporel, et on applique cette estimation sur une cellule de
production.

Enfin on termine ce travail par une conclusion générale.




Chapitre 1 - Outils algébriques

I ntroduction
Ce premier chapitre a pour objectif d’expliciter les outils algébriques utilisés dans ce
mémoire. Dans un premier temps, nous introduirons les notions de base relatives aux
ensembles ordonnée lathéorie des treillis. Ensuite, nous présenterons les dioides qui sont liés
alathéorie des treillis. Cela, vient du fait, comme nous allons le voir, qu'un dioide peut étre
considere comme un sup-demi-treillis. Enfin nous présentant les techniques propres aux
dioides permettant de résoudre des équations. La premiére est la théorie de la résiduation qui
est une alternative aux problemes d’inversion d’application isotones définie sur les dioides. La
seconde est I’étoile de Kleene qui concerne les équations au point fixe et qui nous intéresse
dans la suite de notre travail .
1. Lesensembles ordonnés
L'association d'une relation d'ordre avec un ensemble (ou sous ensemble) définit un
ensemble ordonné qui a son tour introduit un treillis. Nous rappelons brievement dans cette
partie un ensemble de notions, de définitions et de propriétés sur les ensembles ordonnées et
lestreillis.
1.1. Relation d’ordre et structures ordonnées
On peut définir sur I’ensemble des entiers naturels les deux relations binaires
suivantes :
a < b : larelation d’ordre habituelle.
adiv b : adivise b (ou b est un multiple de a).
Ces deux relations possédent des propriétés communes. Elles sont alafois:
> Réflexives:Vae @, a< aetadiva.
» Antisymétriques:
as<betb<a=a=>»
adivbetbdiva=a=»b ,Va,b € 0.
» Tranditives:
asbhetbhsc=axc

adivbetbdivec = adivc va,b,c e .

On dit alors que ce sont des relations d’ordre.
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Définition 1.1. (Ensemble ordonné). Un ensemble E est ordonng, sil est muni d'une
relation d’ordre <. On le notera (E, <).

On dit que deux ééments x et y dans E sont non-comparables, si aucune des relations
suivantes x <y e y < x n'est vérifiee.

Définition 1.2. (Ordre partiel). Soit un ensemble ordonne (E,x). Sil existe deux
ééments x,y € E tels que x et y sont non-comparables, alors larelation dordre < est

partielle. On dit aussi que (E,<) est partiellement ordonnée.

Exemple1.1:

Soit I'ensemble des entiers naturels N*. Larelation d'ordre < est définie comme suit :

X < yS et seulement s, x divisey.
Il est clair aors que (E,x) est partiel (3%5) car 3 n'est pas divisible par 5 dans N* et

inversement)

Définition 1.3. (Ordre total). Soit E,< , s "x,y€ E telsquex < youy < x. On
dit quel'on aun ordre total et E est appelé un ensembl e totalement ordonné.
Définition 1.4. (Majorant, minorant) Soit S un ensemble muni d’une relation

d’ordre < et U un sous ensemble de S.

On appelle minorant de U tout éément sde Stel quevu € U, s < u.

On appelle majorant de U tout élément s’ de Stel quevu € U,u < s'.

Définition 1.5. (Bornes d’un ensemble). Un sous-ensemble U < § est dit borné s’il
admet un majorant et un minorant. Lorsque I’ensemble des majorants de U a un plus

petit élément, ce plus petit élément est appelé borne supérieure de U. On le note
sup(U) ou V U. De méme lorsque I’ensemble des minorants de U a un plus grand

élément, on I’appelle borne inférieure de U (notée inf (U) ou A U).

1.2. Demi-trellliset trelllis

Définition 1.5. (Demi-treillis).Un sup-demi-treillis est un ensemble S ordonné, dans
lequel tout couple d’éléments (s, s’) admet une borne supérieure (plus petit majorant)
notée sup(s, s’) ou sVs’. De méme, un inf-demi-treillis est un ensemble S ordonné,
dans lequel tout couple d’éléments (s, s’) admet une borne inférieure notée inf (s, s’)
ou sAs'.

Définition 1.6. (Treillis). Un treillis est un ensemble ordonné (S,<) qui est alafois un sup-

demi-treillis et un inf-demi-treillis ; autrement dit, un treillis est un ensemble ordonné dans

lequel tout couple d’éléments admet un plus petit majorant et un plus grand minorant.
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Exemple 1.2: I’ensemble des intervalles de & ordonné par I’inclusion a une structure de treillis, ou la
borne supérieure (respectivement inferieur) est donné par AVB = AUB (respectivement AAB = ANB)
avec I’ensemble vide comme plus petit sous-ensemble.
= Définition 1.7. (Demi-treillis complet et treillis complet). Un sup-demi-treillis (resp.
inf-demi-treillis) S est dit sup-complet (resp. inf-complet) si tout sous-ensemble (fini
ou infini) de Sadmet un plus petit majorant (resp. un plus grand minorant) dans S. Un
treillis est dit complet s’il est a la fois inf-compl et et sup-complet.
2. Dioide s et structures ordonnées
Le concept de dioide, ou demi-anneau idempotent, a éé formalisé dans les années 70 et a
depuis suscite des études et des applications de plus en plus poussées.
2.1. Notion de base sur lesdioides[8]
= Définition 1.8. (Monoide) Un monoide notée (M, @) est une structure algébrique
basée sur un ensemble d’éléments M et munie d’une loi de composition interne notée
@ telleque:
Laloi @ est associative: Va,b,c e M, a® b @©c = ad(b & c).
M possede un @ément neutree tel que, Vae D,a@P e=ePa= a.
Le monoide est dit commutatif si laloi @ est commutative c'est-a-dire:Va,b € M,a® b =
b ® a.
= Définition 1.9. (Monoide idempotent). Un monoide (E, @) est dit idempotent si la
loi @ est commutative, associative et idempotente, c’est-a-dire, i elle vérifie:
Va € E,a®a = a.
= Définition 1.10. (Demi-anneau). Un demi-anneau (D, ®,®) est une structure
algébrique basée sur un ensemble S muni de deux lois de composition internes notées
@ (lasomme) et ® (le produit) telles que:
(D, @)est un monoide commutatif dont I’élément neutre est «.
(D, ®) est un monoide ayant pour éément neutre e.
€ est absorbant pour le produit, c’est-a-dire :
Va € D, eQa = a®e¢ = &.
Le produit est distributif sur lasomme a gauche et adroite :
va,b,c € D,a® b®c = a®b @ a®@c et a®b ®c = (a®Qc)D(bQc).
= Définition 1.11. (dioide).Un dioide (D,®,®) est un demi-anneau pour lequel le

monoide (D,A) est également idempotent. On se permettra donc d’utiliser aussi
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I’appellation « demi-anneau idempotent », pour parler d’une structure algébrique de
type dioide.
Exemple 1.3
L’ensemble R U {- ¥}, muni de @ et ® qui correspondent respectivement al'opération max et
a l'addition usuelle, est un dioide noté R,,,,. Classiqguement, ce dioide est appelé algebre
(max,+)avece= 0et ¢ = - ¥.
De méme, on définit I'algebre (min, +) comme un dioide U {+ ¥} ) dans lequel @ coincide
avec |'operateur minet € = +¥.
2.2. Relation d'ordre dansun dioide
Dans un dioide D donné, la propriété d’idempotence de la loi additive @ induit une relation
d’ordre, notée <, définie par:VvV a,b € D? a<be a@®b=b. De plus cette relation

d’ordre est compatible avec les lois de structure de D, c'est-a-dire:
V abc €D}asb=>a®c<bDc,
as<b=a®@c<bQ®c.

Remarque. L’ordre < défini dans @, est total est coincide avec I’ordre usuel <.
En revanche, I’ordre total < défini dans @,,;,, est I’inverse de I’ordre usuel.
Exemple 1.4. La relation<, associée a I’application max est une relation d’ordre qui
correspond a I’ordre usuel < ,.

1<3 ®3=max 13 @ asbeb=max ab ©a<b,1<3
Larelation <, associée a I’application min est une relation d’ordre qui correspond a I’inverse
de I'ordreusuel >, a< b b= min a,b © a= b.

31 &1=min1l13 3= 1.

2.3. Dioides et treillis
L’idempotence de la somme dans un dioide induit une structure de sup-demi-treillis, pour
lequel la borne supérieure, notéV, correspond a la loi additive @ du dioide, ((a®b) est le
plus petit majorant de a et b).
De méme en considérant la définition algébrique d’un sup-demi-treillis, on peut noter que la
loi V d’un sup-demi-treillis est associative, commutative et idempotente, c'est-a-dire que V
possede les méme axiomes que la loi additive @ d’un dioide. De plus on sait qu’un dioide
possede un élément minimum ¢ (le plus petit que tous les autres é éments du dioide), ce qui

conféere au dioide une structure de treillis.
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= Définition 1.12. (Dioide complet)[3]
Un dioide D est dit complet si, dans ce dioide, toute somme finie ou infinie d'é éments est
définie et telle que la distributivité (a droite et a gauche) de ® par rapport a @ sétende aux

sommesinfinies VAc D,VBc DetVbeD,ona

b ® (Dacaa) = Daea (b® a),

(Daca 2)®b = Daea (a® b).
Dans un dioide complet D, le plus grand élément existe et noté T. Correspondant a la somme
de tous les ééments du dioide, on écrit dors T = @,cp x. L'éément T est absorbant pour la
loi®,Vae D, Tda=T.
= Définition 1.13. (Sous-dioide). [1]
Soit (D, ®, ®) un dioide. Un sous-ensemble C c D est un sous-dioide de (D, ®,®) s €t
Seulement S :
ceeleteeC,
C est fermé pour leslois @ et Q.
Le second point signifiequeva, b € C,a®b € C et a®b € C.
2.4. Applications définiessur lesdioide
= Définition 1.14 (isotonie, antitonie). soit f une application définit d’un dioide
(D, ®, ®) dansun dicide (C, B, ®)
f estditeisotone s :
VvabeD,asb=>fa <fb.
f est dite antitone s :
Va,b € D,a< b= f(a) = f(b).
Remarque: une application f est dite monotone s elle est isotone ou antitone. L’isotonie et
I’antitonie sont des notions utilisées pour caractériser les applications respectivement
croissantes et décroissantes, définie sur des ensembles ordonnées.
= Définition 1.15 (application injective, surjective et bijective). Soit f une application
définie d’un dioide (D, ®, ®) dansun dioide (C, ®, ®).
f estinjectivesiva,beD,f a = f b © a=b.
f et surjectives vb € C,3a€ D,f a = b.
f est bijective s elleaafoisinjective et surjective.
= Définition 1.16. (Homomorphisme). Une application f définie d’un dioide D vers un

dioide C est un homomorphismesi :
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VabeD:f a®b = fa®f betf e =c¢ (1.1)
fa®b = fa®@f betfe =e (1.2)
Notons que chagque application qui vérifie la propriété (1.1) sera appelée @-morphisme.
Aussi, une application qui ne vérifie que la propriété (1.2) sera appeée ®-morphisme. Un
homomorphisme est donc @-morphisme et ®-morphisme.
= Définition 1.17. (Isomorphisme). Une application f est dite isomorphisme s et
seulement s : I’application f est un homomorphisme et f est bijective.
= Définition 1.18 (continuité). Soient (D, P, Q) et (C, D, ®) deux dioide complets.
Une application f de D dans C est dite semi-continue inférieurement (s.c.i), si, pour
tout sous-ensemble B c D,
f(Vxesx) = Vyeaf(x)
et semi-continue supérieurement (s.c.s.), S :
f(Axest) = Avef(x)
Remarque : Une application s.c.sou s.c.i est nécessairement isotone puisque

a=a®b=f(a)= fla®b) = f(a) ®f(b) & f(a) > f(b)
b=anb=f(b)=flaAb)=fla) A f(b) = f(b) < f(a)

= Définition 1.19 (Linéarité). Une application f d’un dioide (D,®,®) dans un

ar>bse

dioide (C,®,®) est dite linéaire s elle satisfait les propriétés d’additivité et
d’homogénéité :
Va,b €eD,VvaeD,f a®b = f(a) ® f(b) (Additivite)
faa =af a (Homogénéité)
La combinaison des deux conditions mentionnées est connue sous le nom de principe de
superposition, soit :
VYabeD,vap €D, faa®pb =af a ®Bf b .
3. Dioides matriciels[3]
Soit (D,®, ®) un dioide, soit Ae D™ P, Be DP*" et Ce D™ ™ des matrices a coefficients
dans D. Lasomme et |e produit des matrices sont définis de lafagon suivante :
A®D B : (AD B);j=4Ai; ® Byj,
A®B: (A® B)jj=@®, A @ By;.

On peut montrer que I'ensemble D muni de ces deux opérations est un dioide matriciel, dont
I'Bément nul notée, est la matrice composee exclusivement de €. L'éément unité est la

matrice notée I'd,, composée de e sur la diagonale et de & partout ailleurs
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Exemple 1.5. : Nous donnons ici un exemple d'un produit et une somme de deux matrices

carrées dans I'algébre (max, +)

_3 7 _1 6
AS4 s 52 s
_ max[3,1] max[76] _ 3 7
ABB= max42] max[58 "~ 4 8
ARB = max[3+ 1,7+ 2] max[3+ 6,7+ 8] _ 9 15
~ max[4+ 1,5+ 2] max[4+6,5+8] ~ 7 13

On peut définir lamultiplication d'une matrice A par une constante a :
(8@/1)”- = a®Aij =a+ Aij

En général, lamultiplication des matrices dans D™ ™ n'est pas commutative, méme si
(D, ®, ®) est commutative. D™ ™ est distributif si D I'est. A > B dans D™ "
{Aijj » Bjjdans D,i= 1,..n,j = 1,..n}.

Exemple 1.6. : Exemple d'un produit et une somme de deux matrices carrées dans |'algebre

(min, +)
_3 7 _1 6
A4 s B= 5 g
_ min[3,1] min[76] _ 1 6
A®B = L in1a2] min[s8] - 2 5
ARB = min[3+ 1,7+ 2] min[3+67+8] _ 4 9
®5 = min[4+ 1,5+ 2] min[4+6, 5+8 — 5 10

3.1. Propriétés spectrales des matrices définies dans un dioide [5]
Les matrices carrées a coefficients dan un dioide présentent certaines propriétés spectrales
intéressantes qui permettent notamment d’étudier le comportement asymptotique de certains
systémes dynamiques. Plus particuliérement, pour chague matrice carrés, on peut lui associer
un graphe valué orienter, appelé graphe de précédence. Si un graphe de précédence est
fortement connexe, alors lamatrice qui lui correspond est dite irréductible.
= Définition 1.20. (Graphe valué orienté). Un graphe orienté est définit par un
ensemble de nceud interconnectés par des arcs orientés. Un graphe est dit valué, s
des poids positifs ont associés aux arcs qui reliant les nceuds j et les nceuds i, Ces

poids correspondent aux termes notés 4; ;, delamatrice A.
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= Définition 1.21 (Graphe de précédence). On appelle graphe de précédence d’une
matrice A € D™ ™ noté G(A), le graphe qui est composé de n nceud et des arcs, notés
(J,©), qui sont ponderée par le coefficient A;;. Si A;; # € ,dorsil existe un arc qui
relie le nceud j au nceud i, Sinon I’arc j,i ,n’existe pas. Dualement, pour touts
graphe orientés valué composes de n nceud, on peut associer une matrice carrée de
dimensionn x n, telle que les coefficients de cette matrice correspondent aux poids

des arcs du graphe.
= Définition 1.22 (Graphe fortement connexe). Un graphe est dit fortement connexe s

pour deux nceuds i et j quelconquesil existe un chemin allant dei aj.

= Définition 1.23. (Matrice irréductible). Une matrice A € D™ "est dite irréductible s

pour toute paire de nceuds (j, 1), il existe un entier Kk tel que(A")U # &. Cette matrice

admet une unique valeur propre notée A € D, et donnée par : A = P}, (traceA) /.
Avec:
trace A* = @™, (A*) ; etn désigne I’ordre de la matrice A.
Dans I’algebre usuelle, I’expression de la valeur propre A s’écrit comme suit :
A= maxp_y[; maxl,(49); 1
Cette valeur propre correspond au maximum des poids moyens des circuits élémentaires du
graphe de précédence G (A4).
Le graphe de précédence associé a une matrice réductible n’est pas fortement connexe. Il est
décomposable, dans ce cas, en plusieurs sous graphes fortement connexe. Cette matrice
réductible, peut avoir plusieurs valeurs propres, en la décomposant en blocs irréductibles.
La détermination des vecteurs propres d’une matrice A définie sur un dioide, revient a
résoudre I’équation suivante : Au = Au.
On appelle u le vecteur propre associé ala valeur propre A. Le vecteur propre associé a cette
unique valeur propre, ne contient pas de . Si une composante du vecteur u est égale ae, il
faut que la matrice A contiennent au moins une ligne avec des &, ce qui correspondra a un

graphe G A non fortement connexe.

10
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Exemple 10. Nous considérons le graphe orienté et valué de la Figure 1.1 suivante:

1 3
2

A/\

Figurel.l. Graphe orienté et valué

1 2 ¢
A= ¢ 3 e estlamatricede précédence associée au graphedelaFigure 1.1
£ € e

Le graphe de la Figurel.1l est composé de trois nceuds et pour chaque paire de nceuds, il
existe toujours un chemin orienté qui relie ses nceuds. Le graphe est donc fortement connexe,
par conséquent sa matrice de précédence associée A est irréductible. La valeur propre de cette
matrice est unique, elle est notée A et est donnée par : A = @i, (traceA*)/*

Dans I’algebre (max, +) ona:

max (1+ 1,2+ g,e+e) max(1l+ 2,2+ 3,e+¢€) max(1l+ &2+ e, e+ ¢€)
A*= max(e+ 1,3+ ¢ce+e) max(e+ 2,3+ 3,e+¢€) max(e+ &3+ e, e+ €)
max(e+ 1,6+ g,e+e) max(e+ 2,6+ 3,6+ €) max(e+ €+ e,£+ €)

AZ AB -

1
_ o N
N O U1
m W N
N W W
U1 O @
N O U1

1 1
A= (B 4:) ® 5(@9;3:1 (A%)y) @ 5(6%3:1 (A%)y)

1 1 6 9
1= 1038 @5 2060 ©3 30902 = (39583 =3
Le vecteur propre, noté u, associé alavaleur propre A vérifie I’équation suivante :

Au = Aulecacul du vecteur propre ce fait comme suit :

1 2 & W Uy max (1 + uy, 2+ Uy, €+ Uz) 3+ 1y

€ 3 0 Uz =3 U = max(e+ Uy, 3+ Uy, 0+ u3z) = 3+ Uy

e ¢ 0 Uus U3 max (& + Uy, €+ Uy, 0+ U3) 3+ Uy
3
Ontrouve le vecteur propresuivant:u = 4
0

11
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4. Résolution d’équations dans un dioide [2]
Dans cette partie on s’intéresse a la résolution d’équation de type
fx =b, beD
Leslois @ et ® n’étant pas inversibles, en particulier les applications matricielle. 1l n’est pas
possible, en général d’inverser les applications définies sous forme anal ytique dans un dioide,
alors la résolution de I’équation pose un probleme d’inversion d’application. La théorie de la
résiduation permet cependant de définir des pseudo-inverses pour ds application définie sur
des dioides. Par conséguent, elle permet d’établir, lorsqu’elles existent des solutions extrémes
de I’équation précédente. On s’intéresse donc a la plus grande solution de I’inéquation
f x < boulaplus petite solution de I’inéquation f(x) > b.
4.1. Théoriedelarésiduation
= Définition 2.24 (Application résiduable et sa résiduée). Une application isotone

f:(D,®,Q) = (C, &, Q) définie sur des dioides complets est dite résiduable si

vb € C, I’équation f x < b admet une plus grande solution dans D. L’application

qui associe a b la plus grande solution de f x < b est notée ! * et est appelée

application résiduée def . Ainsi :

¥ h)=@{xT Do fx <bh}.
4.2. Applicationsrésiduables sur les dioides complets (Résolution deax < b et
xa < b)[16]
Soient L, (produit & gauche) et R, (produit a droite), les applications définies sur un dioide D
complet comme suit :
Laox—->a®x
Riix—->xQ®a

Le fait que le dioide D soit complet implique que les applications L, et R, sont semi-
continues inférieurement (distributivité de produit a gauche et a droite sur les sommes
infinies). En outre, comme ¢ est absorbant pour le produit® , alorsl, € = a®¢e= ¢ et
R, e =eQa= ¢ Autrement dit, L, et R, sont isotones donc résiduable, et leurs

applications résiduées sont notées :
Li:x® axXx
R: ‘X® Xga

et respectivement appel ées quotient a gauche et quotient adroite. Ainsi, LZ(b) =axb

12
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et R:(b) =b~# asont les plus grandes solutions desinégalités ax < b et xa < b.
Remarque: Lorsque D est commutatif, L, = R,. Celaimplique donc également que LY, = R#

De nombreuses propriétés sont associées a ces quotients L* et R¥. Elles sont rappelées dans le
théoreme suivant :
< Théoréme 1.1. Les applications L et R} vérifient les propriétés suivantes

Vx,y,a,b € D avec D un dioide complet :

as =T T #£a=T,
alasx)xx (xFa)a<x,
ax(ax)=x (xa)Za>=x,
a(ax(a))=ax ((xa)#a)a=xa,
ax(a(axx))=axx (x#a)a)7a=x+-a,
ax(xany)=axxnaxy ((xAy)Fa=xzanrvza,
ax(x@y)=(axx)@(axy) (x®@y)rax=(xza)®(y#a),
(@nb)sx=(axx)®(bxx) xd(anb)r(x#a)D(x#b),
(@@b)xx=awxabswx xzg(a®@b)=xsanxsb,
(ab)xx=bx(axx) xz(ba)=(x#za)#b,
(axx)b<xax(xb) bxza)<(hbx)#a,
blasx)=x(azb)ysxx (xsa)b=<x#(bxa),

4.3. Extension aux dioidesde matrices: AX < Bet XA¢< B¢
Concernant le cas matriciel, définissons comme suit les applications produit & gauche La :
D™*P — D™*P et produit adroite Ry: D™*P — D™*P sur les dioides de matrices a coefficients
dans le dioide complet D :

Ly: X — AQX,

Ry: X — XQ®AC
Dans ces applications, Al D™ et A§ D™,
Les plus grandes solutions desinéquations AX < B et XA¢ < B, pour lesquelles
BeD™Pet B¢T DP™ sont respectivement la résiduée du produit & gauche notée

L', (B) = Ax B et larésiduée du produit a droite notée R: (B9 = Blr A¢. Les valeurs de ces

matrices sont alors données comme suit :

13
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L5(B) = AxB:(AxB), = UA, xB,

]

Y
=UB

Ri(B® = Bts AC: (Bts AQ, Bf ~ Ag

Remarque En toute rigueur, seul le produit de matrices carrées constitue une application
résiduable. Cependant, il est toujours possible de réécrire les applications L, et Ry, dans le
dioide de matrices D99 pour lequel ¢ = max (m,n, p).

Les lignes et colonnes doivent alors étre complétées par I’elément &, ce qui peut compliquer
les écritures.

4.4. Equations aux pointsfixes

Gréace a leur structure de treillis, il est possible d’appliquer aux dioides les résultats
concernant les points fixes d’applications isotones définies sur des treillis complets. Ainsi, des
équations du type f(x) = x peuvent étre résol ues.

= Définition 1.25 (Ensemble des points fixes d’application). Soit f une application
isotone définie sur un dioide complet D. Les ensembles des points fixes, post-fixes et

pré-fixes d’applications sont respectivement définis comme suit :
Bl = {xeDO f(x) = x},
Pr = {xeD0 f(x) > x}

QO = {xeDO f(x) < x}.

Notons que les ensembles des points post-fixes Py et pré-fixes 9 peuvent étre interprétés
dans @, selon les équivalences suivantes:

fx »xUf x ®&x= x,

fx <xUfx @x=x
4.5. Résolution d’équation par étoile de Kleene
Les équations de type point fixe formulées dans les dioide, delaforme f x = x ou f(x) =
ax® b, sont d’importance, car on cherchera systématiquement a représenter les systemes
étudiés sous des formes récurrentes explicites de type point fixe. Il a notamment é&é mis en
évidence que sous certaines hypothéses de continuité de I’application f, les ensembles de

solutions de ces équations sont ordonnés, nous nous intéresserons plus particulierement a
leurs solutions minimales.

14
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Nous alons voir la maniére de résoudre une équation de type a x@b par I’étoile de Kleene
ainsi que les propriétés relatives a cette méthode qui nous intéresse essentiellement dans notre
travail par la suite.

Notion 1.1. (Etoile de Kleene) Soit * I’opérateur défini sur un dioide (D, ®, ®) par Va €
D,a* = ®;cpa’,aveca’ = e

Cet operateur est cohérent avec la relation d’ordre < par I’implication suivante:

Va,b € D,sia< b,alorsa* < b".

De la méme fagon que pour un dioide de scalaires, I’étoile d’une matrice carrée A € D™ ™,
notée A*, est définie par A* = @;cp A’ avec par convention A%=I,,.

L’étoile de Kleene possede certaines propriétés dont les plus courantes ont été regroupees si

dessous. Ces propriétés sont valablesvVa, b € D.

a**=a" 1
a‘a=aa’ 2
aba*= aba 3
(ab*)" = e® ala® b)* (4)
(a®b)* = (a’b)'a* = a’(ba’)" = (a’b*)* (5)

(a®b) = (a®b) = (a®b*) = (aDb)" (6)

Lorsque D est commutatif :
(a®b)* = a*b*
On note "+" I’opérateur défini dans un dioide complet (D, &, ®) par :

aEDI a+: @Hala

Ona

a' = e®a’eta’ = aQa*
Les propriétés regroupées ci-dessus sont vérifiées pour tout dioide complet, y compris
matriciel. Dans le cas matriciel, on a en particulier le résultat suivant permettant de calculer

I’étoile d’une matrice carrée décomposée en 4 blocs.

15
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Exemple 1.6. Soit dansledioide &4, Ap =

m N M
= M M
th M M

A= @ i n Ay = LA AA AZAAS

e € ¢ £ € E £ & €

= e e € A2 e g A g ¢ ¢

£ € e e 4 ¢ 6 ¢ ¢
e & &
Ay= 2 e ¢
6 4 e

% Théoreme 1.2.dans un dioide complet, la quantité A*B est la plus petite solution de
I’équation
x = Ax @ B et de I’inéquation x > Ax @B.
Démonstration : Nous montrons que A*B est la plus petite solution de I’inéquation donnée
dans le théoréme. En effet pour toute solution x de I’inéquationx > Ax @B, nous avons:
X=AX® B =A. (Ax®B) ® B = AX. x® (@} A'B)," k>0
En outre
Ak x @ (®F L ALB) = A*. xA A'B

D’ou:
x= Ak xA A*B
On déduit donc que: x > A*B
Remarque: dans le dioide @,,,,4,, |a quantité (A*B) est la plus petite solution de I’inéquation
x= Ax@ B, par contre (A*B) correspond a la plus petite solution au sens usuel et ala plus
grande solution de I’inéquation x< Ax @ B au sens inverse de I’ordre usuel dans @, -

Exemple 1.7. Soit le systeme :

E £ & 2
X= 2 € 3 x@ ¢
4 & ¢ 5
Le calcul de A* donne
e & ¢ E £ & E £ € E £ ¢ e & ¢
A= ¢ e € @ 2 € 3 @ 7 € € @ € € € =7 e 3
E E e 4 £ ¢ E & £ E E & 4 £ e

Cedladonne la solution suivante :

e € € 2 2
Xx=A*B=7 e 3 g = 9
4 ¢ e § 6
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Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de faire un tour d'’horizon sur un ensemble d'outils
et d'ééments de base mathématiques dont les principaux sont les ensembles ordonnés, les
treillis, et leurs relation avec la structure algébrique des dioides. Ensuite, plusieurs types de
fonctions définies sur les dioides sont considérés, fonctions qui généralement ne sont pas
inversibles. Cependant, gréce a la théorie de la résiduation, il est possible de considérer les
pseudo-inverses d’application isotone, ainsi que la résolution des équations de type point fixes
qui nécessitent la definition de I’application étoile de Kleene qui joue un r6le clé dans le

probléme d’estimation qui fera I’objet de dernier chapitre.
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I ntroduction

Sous I’appellation Systtmes (Dynamiques) & Evénements Discrets (SED) sont
regroupés des systemes généralement congus par I’nomme et dont les transformations ont lieu
a des instants discrets, en réponse a des événements ponctuels. A I’instar des systemes dits «
naturels » qui peuvent étre modélisés par des équations différentielles dépendantes du temps,
les systémes a événements discrets doivent bénéficier de modéles aptes a prendre en compte
leurs caractéristiques dynamiques suscitées par divers phénomeénes (taches séquentielles ou
simultanées, temporisées ou non, synchronisées ou concurrentes, etc.).

L’étude des SED s’appuie sur des modéles graphiques et mathématiques variés. Parmi tous
les modéles étudiés, les réseaux de Petri constituent un modée important puisqu’ils
permettent de décrire une grande variété des phénomenes dynamiques a savoir la
synchronisation, la concurrence, la notion de ressource partagée, etc. En revanche, sur le plan
de I'analyse, il est difficile d’appréhender la grande variété des comportements dynamiques
gue peut engendrer un réseau de Petri général.

C’est pourquoi les SED sont également étudiés a travers d’autres modeles, parfois moins
généraux, mais pour lesquels les phénomenes dynamiques sont mieux délimités et donc mieux
compris. Par exemple, les systémes non temporisés déterministes peuvent étre décrits par des
automates a états finis, et disposent ainsi d’une théorie permettant d’aborder des problemes de
controle.

1. Modéisation graphique des systemes a événements discr ets

Les réseaux de Petri (RdP) sont un formalisme privilégie pour I’étude des propriétés
qualitatives d’un systéme complexe. On peut citer la bornitude, la vivacité et I’accessibilité
d’état d’un RdP.

Cependant dans notre étude, nous nous intéressons plutdt aux propriétés quantitatives qui
peuvent exister entre les différentes places et/ou transitions d’un RdP. Il s’agit d’établir des
relations entre elles, qui pourront aisement étre formalisées dans un dioide approprie. Nous
traiterons plus particuliérement une sous-classe de réseaux de Petri : les graphes
d’événements.

2. Lesréseaux de Petri (RdPs) [8]

Les RdP ont été introduits par Carl Adam Petri en 1962. Ils constituent un puissant
outil graphique et mathématique de représentation de phénomenes complexes et de
mécanismes séquentiels. 1ls sont largement utilisés pour I’analyse et la modélisation des
systemes a événements discrets. Ils permettent la modélisation des processus complexes

mettant en jeu des phénomeénes de synchronisme et de choix.
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Chapitre 2 - Systemes a événements discrets

2.1. Rappels et notions de base[2]
= Définition 2.1. (Réseau de Pétri). Un réseau de Pétri est un quadruplet R= (P, T, Pré,
Post) ou:
P est un ensemble non vide et fini dont les éléments sont appel és places ;
T est un ensemble non vide et fini d’éléments appelés transitions ;
Pré: P xT - [ est une application d’incidence avant : Pré (p, t) contient
la valeur entiére associée a I’arc allant de p at ;
Post: P x T — [ est une application d’incidence arriere : Post (p, t)
contient la valeur entiere associée a I’arc allantde tap;
Un RdP peut étre représenté par un graphe biparti orienté et valué dont les sommets sont soit
des places issues de I’ensemble P, soit des transitions issues de I’ensemble T. Un arc relie une
place p aunetransitiont si et seulement si Pré (p,t) * 0. De méme, un arc relie une transition
t aune place p s et seulement si Post (p,t) * 0. Les valeurs non nulles des applications Pré
et Post sont associées aux arcs comme valuations ou pondérations (sans indication contraire
sur les arcs du graphe, la valeur par défaut est 1). On représente généralement une place par

un cercle et une transition par un rectangle.

X

5 F3 ¥
: v

x3 xd ]
Pd

Figure 2.1 — Représentation graphique d’un RdP.
2.2. Marquage d’un RDP
= Définition 2.2. (Marquage). Lemarquage @ d’un réseau de Pétri est une application
: P - [@. La quantité @ (p) détermine le marquage de la place p. Un réseau de Pétri
marqué est déterminé par le couple (R, ) formé d’un réseau de Petri R et d’un marquage
initial @ .
Un marquage d’un réseau de Petri se caracterise de maniére graphique par la présence de

(p) jetons dans chague place p.
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Exemple 2.1. Un exemple de réseau de Petri marqué sous forme graphique est donné par la

figure 2.2.

Les ensembles des places et des transitions sont ici P = {p;,p2,p3} & T = {t;,¢;, t3, ts}.

On apar alleurs:

1 Post (p1, t2)

1 Post (py, t1)
Pré (ps,t3) = 1Post(p3 ts) =
Pré (pz,ts) = 1 Post (py, t3)

Lemarquage M présentéiciest M (p;) =1etM (p1) = M(p3) = 0

Pre (py, t1)
Pré (pZJ tZ)

1 1l 1
1l | 1 |
N

P1
(22 /‘
tl tz
tq ta
P=

Figure 2.2 : Exemple d’un RDP marqué

2.3. Tir destransitions
L’évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fait
selon le processus d’activation (ou de tirage) des transitions décrit ci-aprés. Etant donné un
réseau @ et un marquage @ , on dit que latransitiont € T est franchissable pour & si I’on a
VpeP,B p = Prép,t.
Lorsque cette condition est satisfaite, I’activation (le tir) de la transition t € J° conduit a un nouveau
marquage @ ' défini par :
"p =8 p - Prépt + Post pt.
Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de Petri de lafigure 2.1, en partant du marquage
o= (0,1,0) (ou pr 0,8 (p2) = 1; (p3) = 0), on atteint par le tir de latransition
t; lemarquage @ ; = (1,0,0) ; puisapartir del 4, par letir de latransition t; on obtient le
marquage @ , = (0,1,0) et ains de suite, sur la figure 2.3, on peut voir I’évolution du

marquage du réseau de Petri.
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P1 P1 P1

—_— (O e ()
A}

2 pz |/ pZ t

) /\ t, 1 O 2

ty t L3 L

P2
L3 ty s 4 t 4
Ps3 D3 P3
< <

Figure 2. 3 Evolution du marquage d’un réseau de Petri
2.4 Transitions sour ce et puits
Définition 2.5 (Transitions source et puits). Une transition sans place amont est dite
transition source et une transition sans place aval est dite transition puits.
Propriété 2.1 Le franchissement d'une transition source consiste a rgouter un jeton a

chacune de ces places de sortie. (Voir figure 2.4)

tl tj_ tl
P1 I P1 g P1 l
MO Mj_ Mz

Figure 2.4 Franchissement d’une transition source

Propriété 2.2 Le franchissement d'une transition puits consiste aretirer un jeton de chacune

de ses places d'entrée. (Voir figure 2.5)
P1 T P1 ﬁ P1
t
1 tl tl
MO Mj_

Figure2.5 Le franchissement d'une transition puits

M,
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2.5. Quelques propriétésdesréseaux de Petri [3], [13]

Les principales propriétés des RdPs, sont classées en deux groupes : celles qui dépendent
du marquage initial sont appelées "propriétés comportementales”, celles qui ne dépendent que
de la structure du RdP sont appel ées "propriétés structurelles”.

Pour étudier et vérifier les propriétés comportementales, on établit I’arbre de marquages,
appelé aussi graphe de marquages. |l est constitué de nceuds correspondant a un marquage
atteignable, et d’arcs orientés, correspondant au franchissement d’une transition qui fait
évoluer le RdP d’un état, ou marquage, a un autre.
Accessibilité : Le probléme d'accessibilité consiste a trouver si 1'on peut atteindre un
marquage @ ' apartir de @ .

Soit un RdP (N, @ ), on dit qu'un marquage @ , est accessible (ou atteignable) a partir de

o Sil existe une sequence de franchissement o telle que @ Sm. R(@ () est I'ensemble
des marquages que I'on peut atteindre en partant de @ .
Bornitude : Un réseau de Petri est borné pour un marquage initial donné si, quel que
soit le marquage accessible atteint et quelle que soit la place p considérée, le
nombre de jetons contenus dans cette place est inférieur a une borne k :
VMetvVp: @ (p) < k

Vivacité: Unetransition t; est dite vivante si elle peut étre franchie quelque soit le
marquage atteint :

VB €l B, ,38 '€@d B, tel quet; soitfranchissable pour @ '

UnRdP (N, 2 ) est vivant si chacune de ses transitions est vivante.

2.6. Lesclasse desréseaux de Petri
Dans I’étude des systemes dynamiques a événements discrets (SDED), on rencontre
fréguemment des phénoménes de types concurrence et synchronisation, qui sont modélisés
par différentes sous-classes de RdPs que nous décrivons maintenant.

» Graphe d’événement

Un graphe d’événement est un RdP élémentaire dans lequel :

v Chague place a exactement une transition d’entrée et une transition de sortie,

v' Touslesarcs sont pondérés a 1.[11]
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v

P3

Figure 2.6 : Exemple d’un graphe d’événement
» Graphe d’état
Un RdP non marqué ou marqué est un graphe d’états si et seulement si toute transition a

exactement une place d’entrée et une place de sortie.

- /“|/_\+P |—\x. s

I

Figure 2.7 : Graphe d’état marqué
» Réseaux de Petri a choix libres[2]
Un réseau de Petri a choix libres (RCL) est un réseau de Petri tel que si deux transitions
partagent |laméme place en amont, ils ne possédent pas d’autre place amont.

P1 P2 P1
T2 Tl T2
Tl
Avvec conflit sans Avec conflit avec
choix libre choix libre

Figure 2.8: Réseaux de Petri achoix libres

23



Chapitre 2 - Systemes a événements discrets

» Réseaux de Petri simple
les réseaux e Petri simples sont des RdP ordinaires tels que chaque transition a au plus une
place d’entrée qui peut étre reliée a d’autre transition,(Toute transition appartient & un seul

conflit au plus).

Pl P2

QL N

T2
T1

=

Figure 2.9: Réseau de Petri smple
» Reéseau de Petri sans conflit
C’est un RDP dans lequel toute place a au plus une transition de sortie. Un conflit (ou conflit
structurel) correspond donc a I’existence d’une place p; qui aau moins deux transitions de
sortie, ¢, ty ,€tc. Notation< p;{t;, ty, ...} >.
LeRDP delafigure2.10 (b) ale conflit < p;{t,,t3} >

ng

(a)Sans conflit (b)Avec conflit

Figure 2.10 Conflit et sans conflit
» Réseau de Petr1 pur

Un RDP pur est RDP dans lequel il n’existe pas de transition ayant une place d’entrée qui

soit également place de sortie de cette transition.
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P1 Q P3 P1

5]

P3

P2 P4 D2

(a) Pur (b) impur

Figure 2.11 RDP pur et impur

3. Lesgraphes d’événement temporisé (GET) [2]
Définition 2.3. (Graphe d’événement temporisé). Un RDP temporisé est un graphe
d’évenements auquel on associe des temporisations. || permet de décrire un systéme dont le
fonctionnement dépend du temps. Les RDPs temporises sont utiles pour I’évaluation des
performances d’un systeme. Soit les temporisations sont associées aux places (RDP P-
temporisé) soit aux transitions (RDP T-temporisé)..

= Principe de fonctionnement : lorsqu’une marque arrive dans une place temporisée,
ont dit qu’elle est indisponible pendant un temps 7;;.quand le temps est écoulé, la

marque devient disponible.

P23
Figure.2.12 : Exemple d’un graphe d’événements temporises

3.1. Modéles algébriques des graphes d’événements temporisés

Le graphe d’événements temporisé est un outil de modélisation graphique qui constitue une
premiére étape. La seconde étape est la mise en équations du modele graphique, c’est-a-dire,
la definition d’une représentation analytique du systeme. Le comportement d’un graphe

d’événements temporisé peut étre décrit par un modele linéaire dans I’algebre (max; +) (ou
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I’algebre (min; +), ce modele amene a manipuler des variables discrétes qui correspondent
aux dates d’activation des transitions du GET.

3.1.1. Modéle en équations aux dateurs (domaine événementiel)

On associe a chague transition du graphe considéré une fonction de la variable k T N*,
correspondant & la date du k™€ franchissement de la transition, cette fonction est appelé
dateur.

Exemple 2.1 : Nous considérons maintenant le graphe d'événements donné par lafigure 2.8.

O

Figure 2.13 : Un graphe d'événements temporisé

Les fonctions dateurs vérifient les équations suivantes :

xi k 2maxu k ,x, k-2 ,x3 k-2

Xo k = max{2+ x; k,1+ x3 k-1}

x3(k) 2 max {4+ x, k }

Sous I'hypothese d'un fonctionnement au plus tét, les dateurs (SUr ;4. :

X1k =uk ©x; k-2 ®x3 k-2

X, k= 2Qx;(k)D1®x3 k- 1
x3 k = 4Qx; (k)

Pour les dateurs, nous obtenons la représentation d'état sous forme récurrente :

E € € £ € € E e e e
xk = 2 € ¢ Qx(k))® ¢ ¢ 1 Quxk-1)P € ¢ ¢ Qxk-2)D ¢
e 4 ¢ E & € £ € & £
& u(k)
La Forme explicite est donnée comme suit :
E € €
Oncacule 4 ted quedy = 2 ¢ ¢
e 4 ¢

0= @i A= L DA DA DA}
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e € ¢ E € € E £ € E € E
Ay= € e &€ @ 2 ¢ ¢ @ € € € P € € ¢
E € e e 4 ¢ 6 & ¢ E €& &
e € ¢
Ay= 2 e ¢
6 4 e
L’équation explicite est donnée par :
E & € E e e e
xk = € € 1 x(k-1)® ¢ 2 2 x(tk-2)® 2 u(k)
e ¢ 5 E 6 6 6

Pour écrire le modele d’état on décompose chaque place ayant m > 1 en des places avec

m = 1 et on en goute des transitions intermédiaires, et on obtient le graphe suivant :

O
oo Fe

—()

Figure 2.14 : Graphe d’événement temporisé étendu

0 L
-—

x1 k= u(k)®xs(k - 1)®xys(k- 1)
X k = 1Q® xs(k- 1)®2@xs(k - 1)®2@x4(k - 1)
x5 k = 5Qux;3(k - 1)D6Qu(k)D6Q@xs(k - 1)D6Qx,(k - 1)
xy(k- 1)
x3(k- 1)

x4 k

xs k
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Le modele d’état obtenue est

E & & e e 2

e ¢ 1 2 2 2
xk = € € 55 6 xk-1+ 6 u(k)

E e & € ¢ £

E € e £ ¢ £

3.1.2. Modéle en équations aux compteur s (domaine temporel)

On associe a chaque transition du graphe considéré une fonction du temps correspondant au
nombre cumulé de franchissement de la transition a I’instant t. cette fonction est appelée
compteur.

Exemple: considérons toujours le graphe de lafigure 2.8

Les fonctions compteurs vérifient les équations suivantes :

X1t smnut,2+x,t,2+x3t

IN

Xt <min{x; t-2,1+x3t-1}

x3(k) < min{x, t- 4}

Sous I'hypothese d'un fonctionnement au plus tot, les compteurs (sur @ ,,in) :
X1t =ut O2Qx; t D2Qx3 t
X t = x1(t- 2)D1®x3 t- 1
x3 t = x(t- 4)

Cequi donne:
e 2 2 £ & € £ € ¢
xk = € ¢ ¢ Qx()® ¢ ¢ 1 Qx(t-1)P e ¢ ¢ Qx(t-2)
£ € € £ € ¢ € € ¢
E € € e
D ¢ € ¢ Qx(t-4)D ¢ Qu(t)
E e ¢ £
La Forme explicite est donnée comme suit :
e 2 2
0= & e &€
E € e
e ¢ 3 2 € ¢ £ 2 ¢ e
xt = ¢ & 1 x(t-1)0 e ¢ € x(t-2)D € ¢ ¢ x(t-4)D € u(t)
€ € ¢ € € € £ e ¢ 13

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événement temporisés initial pour

avoir un nouveau graphe équivalent avec des temporisations égalesa 1 ou 0.
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0

Figure 2.15 : Graphe d’événement temporisé étendu

Lanouvelle forme d'état explicite sur @ ,,,;, qui représente le graphe de lafigure 2.10 est :

E € 3 2 €& € 2 e

E € 1 e ¢ ¢ ¢ £

E &€ & & £ € e 3
xt = e € € € € € ¢ xt-1+ € u()

E e € & & & E £

E £ € & e & € £

E E € £ € e € £

4. Graphes d’événements P-temporels
Les graphes d’événements temporels sont une sous-classe des réseaux de Petri temporels,
introduits par Merlin. L’extension temporelle s’exprime sous la forme d’un intervalle associé
principalement aux transitions (T-temporel), ou aux places (P-temporel).
En ce qui concerne I’expressivité des graphes d’événements P-temporels et T-tempordls,
Khansa a montré gue ces deux modéles sont distinctes.
Dans ce travail, nous nous intéressons aux graphes d’évenements P-temporel.

= Définition 2.4. Un graphe d’événements P-temporel est défini par le doublet < R,

Is> ou:
R est un réseau de Petri marqué (places-transitions)
I;P® (B U{0}) x (BT U{+w))
P,® IS; = [a;, b;] avec a; < b;

[a;,b;] définit I'intervalle statique de temps de séjour d'une marque dans la place p;.
Is(p;) définit I’intervalle statique associe a la place p;. Un jeton contenu dans la place p; ne
participera a la validation des transitions dont p; est une place d’entrée que s’il a séjourné
pendant au moins a; unités de temps. Au-dela de b; unité du temps le jeton est considéré

comme mort, et de ce fait ne participera plus alavalidation de la transition.
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= Définition 2.5. (Fonctionnement admissible)
Un fonctionnement est admissible pour un réseau de Petri P-temporel, lorsque son évolution

dynamique préserve la vivacité des jetons. En conséquence, il ne méne pas le systéme a un

état de blocage.
X2
lal,bl] [a3,b3]
}f_q\]- ‘J }-'(f-\'l
|_E_ o "| [N N
""—u\.\_\_\_ e
X1 K““x_q___ N P
. © X3
|a2,b2]

Figure 2.16 : un graphe d’événement P-temporel
4.1. Regles de franchissement pour les GEP-temporée
Les regles de franchissement d’une transition sont les suivantes :
* Toutes les places en amont de la transition doivent contenir au moins un jeton disponible, c.-
a-d., ayant s§ourné au minimum, s,,;,, Unités de temps dans la place.
* Les jetons participants a la validation de la transition ne doivent pas avoir sé¢journé plus de

Smax UNités de temps dans la place.

Xy X7

(24.by) (@3.bq)

X3
Figure 2.17: Régle de franchissement d’une transition dans un graphe d’événements P-temporel
Exemple. Considérons I’exemple delafigure 2.12, si latransition x; est tirée a I’instant ¢, et
latransition x, est tiréeal’instant t,, ladate detir t; de latransition x; doit respecter les

contraintes suivantes:
* t3 > date de disponibilité des jetons c.-a-d.
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t3 7 tl + dq et
t3 = tz + dy
t; < Date de mort desjetons c.-a-d.

t; < t; +by et

4.2. Condition de franchissement d’une transition
4.2.1. Etat d’un jeton
Soit ¢ un instant absolu d’arrivé d’un jeton dans une place (donné par une horloge globale).A

I’instant t un jeton peut étre :

Indisponible sit<< c+a disponiblesic+a <t<c+b mortsit> c+ b

Figure 2.18 : Différents état d’un jeton dans un RdP P-temporel
= Définition 2.6.
Une transition t; est potentiellement tirable (validée au sens des RdP P-temporel) a partir de
I’état E (M, G) s et seulement si :
1- Vpi e P:m(p) = Pre(p; , t;)
2- Vp; € P, il existe au moins Pré (p; , t;) marques dans cette place telle que :
min (b; — ) — max (0, max(a; — 6%)) = 0 ou:
k=1, 2,3.... pré(p; , t;)
[a; , b;] Est I’intervalle statique associé a la place p;.
6k est 1’age de la marque k dans la place p;.
De plus, il n’existe pas de marques j(qui ne participent pas au franchissement de la transition
t;) telleque ( (b; — 65 ) < max(0, max(a; — Q;i )). Sinon cette marque sera morte.
Alors on associe a cette place I’intervalle [max (0, max((a; — 6%)), min((b; — 65)].
L’intersection de tout ces intervalles (pour chaque place d’entrée de ¢; , on associe un

intervalle) donne I’intervalle dans lequel la transition reste potentiellement tirable.
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4.3. Propriétés des Graphes d’événement P-tempor el [18]

Finitude et accessibilité
Un RdP P-temporel est borné pour un marquage initial @  si toutes les places sont bornées :
il existe
k e @, tel que pour tout marquage accessible de @ ,, le nombre de marques dans une place est
inférieur ou égal a k.
Le réseau est k-borné si toutes ses places sont k-bornées.
Lafinitude du marquage et le probleme d'accessibilité d'un marquage sont indécidables pour
les p-RdP.

Vivacité et blocage
Une transition ¢; d’un p-RdP est vivante pour un marquage initial @ , donné si : pour tout
marquage @ ; accessible depuis @ , il existe une séquence de franchissement (des transitions
et des dates de franchissement associées) réalisable apartir de @ ; contenant ¢;.
Un RdP P-temporel est vivant pour un marquage initia @ , s toutes ses transitions sont
vivantes pour @ .
Un p-RdP est marques-vivantes pour un marquage initial @ , (I'é&at initial Ey) s tous les
marquages des états accessibles depuis 1  sont des états marques-vivantes.

Si une marque d’un marquage d’un état accessible depuis E, est morte, aors le réseau est

margues-mortes.n blocage est un margquage qui ne valide aucune transition.
[3.3]

[3.4]

)

[0.] —e [0.2[

Graphe d'évenement P-temporel
vivant et marques-mories Graphe d'événement P-temporel
non vivant et marques vivantes

Figure2.19 : Vivacité des marques
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5. Modéle de GE P-temporels dans I’algebre (Max, +)
Dans I’algebre des dioides, nous adoptons les notations suivantes : @ opérateur maximum,
@ Opérateur minimum et @ addition dans Rmax.
La proposition suivante donne les conditions que doivent satisfaire les dates de tirs des
transitions pour garder un fonctionnement admissible. Ces conditions se présentent sous la
forme d’un modéle d’intervalle.
Proposition 2.1. Pour qu’un graphe d’événements P-temporel respecte un fonctionnement
admissible, la modélisation correspondant a chacune de ses transitions, non transition source,
est donnée par I’expression suivante :

Djis ((k—my) +T7) < xi(k) <@ s, (x5(k —m;) + 171,
Avec §; I’ensemble des places d’entrée de la transition x; et m; le marquage initial de chacune

de ces places.

| ( | Y ey
X, I *"\ i =J| X ) %
p ’nﬂjetons _-“_F-___-_ o
x| ""'""""'“‘\.j
“n rl' [anl bn]
(@ (b)

Figure 2.20 : Parties d’un graphe d’événements p-temporel.

Dans un graphe d'événements p-temporel, en dehors des transitions sources, une transition
(Interne ou de sorti€) peut avoir une seule place en amont ou, étre une transition de synchroni-
sation.

Nous associons un dateur x;(k) pour chague transition, qui a une seule place P; en amont.

Cette derniere se trouve en aval d'une transition qui a aussi pour dateur x;(k) (voir la figure
2.83). Les m; marques qui franchissent x; a la date x; (k — m}-) sont prétes pour franchir
x;(au plus tot ala date x;(k —m;) +a; , et au plus tard, doivent quitter cette place & la date
xj(k —mj) + by - D'ou x;(K) = x;(k —my) + a; et x;(K) < x(k —m;) + b;. Si x; est une

transition de synchronisation, x;(k) doit satisfaire les deux systémes d'inéquations suivants :
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( xi(k) = Xq k—ml +a1 (‘xi(k)s X1 k—ml +b1
xi(K) = x3 k- my +a, xi(K) < x; k- my +b,

< & <

L) = 2, k- my +ay %K) < %, k= my +by

Dansledioide @, , € premier systeme se réécrit : x;(K) = 69}7;1 a; Q xj(k-my) |
Dansledioide @, le deuxiéme systéme seréécrit : x;(k) < ®j=; b ® x;(k-m;) -
@7-1a;®x;(k - mj) < x;(k) <D=, b ® x;(k - m))

.Exemple d’application

[a, b]
F !

| -
Yoo

s

i
X,
Figure 2.21 : Exemple d’application

las, by ] =1[0,1], [az, b ] =[5, 6] ; [as, b3 ] =[O, 1] [a4, by ] =[O, 1]et [as, b5 ] = [3, 4]
Les équations d’état du systeme :
3Q@x;(k) < x1(k) < 4Q®x,(k)
x3(k- 1)®xs(k- 1) < x3(k) < 1Qx3(k- 1) D 1Qx,(k- 1)
x1(k) < x3(k) < 1Qx4(k)
5Qx; (k) < x4(k) < 6Q®x,(k)
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e 3 ¢ ¢ E & & £
E £ £ € E £ e e
c ¥ B B x(k)® “ B BB x(k-1) < x(k)
E 5 ¢ ¢ E £ & €
E 4 & ¢ E £ & ¢
E & & € e € 1 1
< 1 % % % x(k)® s B B B x(k-1)
E 6 £ € E € & ¢
Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés a la modéisation des systemes a
événements discrets a contraintes temporelles. Nous avons présenté briévement |es principaux
modeles des réseaux de Petri qui permettent une intégration simple et efficace du temps. Ces
modeles présentés (RAP temporisés et RdP temporels) sont donc bien adaptés a I’évaluation
des performances des systémes, a contraintes temporelles, soit analytiqguement en se basant
sur la recherche des circuits critiques et sur le calcul du temps de cycle associ€, soit par
simulation du modéle. Plusieurs chercheurs ont utilisé cette notion de temps de cycle pour

I’évaluation analytique des performances d’ateliers de fabrication.
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| ntroduction

Les Graphes d’événements temporisés joue un rble important en raison de son
comportement déterministe, I’évolution du systéme est alors décrite par des équations définies
dans un dioide, a coté de la classe maintenant bien connue des graphes d’évenements
temporisés les réseaux de Petri temporels sont une classe importante des réseaux de Petri. Ils
sont un langage graphique, permettant de décrire les systemes dynamiques a événements
discrets, a contrainte de temps. La dynamique de tels systémes modélisés par ces graphes
dépend alafois du marquage et des intervalles de temps associés aux places.

Le travail abordé dans ce chapitre est I’étude de I’estimation des graphes d’événements
temporels. Les premiers résultats concernant les problémes d’observation des systémes a
évenements discrets, obtenus par une approche (max, +), ont été développés en Mars 2004
par Laurent Hardouin et Carlos Maia, il s’agit d’un résultat inspiré de Luenberger. Dans
Declerck [18], une approche basée sur la connaissance de I'entrée u et la sortie y d’un graphe
d’événement temporisé est utilisée afin de caractériser le vecteur d’état. Dans ce chapitre, la
méme approche sera utilisée pour estimer le vecteur d’état d’un graphe d’événement P-
temporels. La difficulté réside dans le fait que le temps associé aux places appartient a des
intervalles.

1. Rappel sur les observateurs|3]

Un estimateur ou reconstructeur d'état est un systéme ayant comme entrées les entrées

et les sorties du processus réel, et dont la sortie est une estimation de |'état de ce processus.

U (Commande) ¥ (Sortie)
Processus

L
Y

X (etat)

Y

Y

Reconstruction

Y

Figure 3.1 : Reconstruction d’état a partir de I’entrée et de la sortie
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La réalisation de |'estimation dépend de |a nature du modéle du systéme réel étudie : continu
ou discret, déterministe ou stochastique. Notons que, dans le cas ou le modéle du processus
est déterministe, I’estimateur sera appelé observateur tandis que dans le cas ou le modéle est
stochastique, le reconstructeur d'état sera appelé filtre.

Rappelons la philosophie de I'estimation dans les systemes continus. Le probleme de
I'observabilité prend origine dans le fait que I'on considére souvent des systemes possedant n
variables d'état et m sorties, dans lesquels le nombre des sorties est inferieur a celui des
variables d'état (m< n). La question se pose sur la possibilité de reconstruire I'état a un instant,
a partir de l'observation de la sortie pendant un tempsfini.

Dans le probleme de I'estimation, les seules grandeurs accessibles du systéme sont les
variables d'entrée et de sortie. A I'opposg, la trgjectoire de I'état est I'inconnue. En cohérence
avec cette derniere donnée, il est important de rappeler qu'en estimation, les conditions
initiales de I'évolution du systéme dynamique sont inconnues.

Tout le probleme est alors de saffranchir de ces conditions initiales par une résolution adaptée
au modele défini et naturellement al'algebre utilisee.

1.1 Observateursen continu

Le modéle correspond aux classiques équations d'état et de mesure, définies dans |'algebre
habituelle :

xt =Axt + Bu(t)
yt = Cx(t)
xt=0 = x

La résolution du probléme par Luenberger I'a conduit a |'observateur suivant, ou la
décroissance de fonctions exponentielles se traduira par la convergence asymptotique a zéro
de l'erreur d’observation X = x — X, avec comme point de départ X = x, — X,. Lavariable X,
est une estimation de I'état initial.

A - ~ + + _ o
Xt AxtﬂButAKyt Cx(t) , £0 = %
yt =Cx()

L'estimation n'est alors correcte qu'aprés un certain temps de convergence, fixé par la
dynamique de |'observateur. Ce sera le cas si la matriceA = A- K - C, c’est-&dire que les

valeurs propres de A sont & partie réelle négative.
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1.2 Observateur dans I’algébre max-plus

Le point de départ de la constitution d’un observateur dans I’algebre (max, +) est la structure
de I'observateur de Luenberger mais avec les transformations suivantes : I'addition + du
Modele et la soustraction — du comparateur, sont remplacées par le maximum noté ; la

multiplication x est remplacée par |'addition notée

1.2.1 Observabilité des graphes d’événements P-temporé [3]

Définition 3.1 Un graphe d'événements est structurellement observable si, a partir de
chaque transition interne, il existe au moins un chemin qui méne a une transition de sortie.
Dans les réseaux de Petri, une autre définition est souvent utilisée : une transition est dite
observable si les dates des tirs sont connues.

Un effet possible sur les dates de transitions internes ne peut étre fait seulement s’il y a un

chemin entre une transition d’entrée et chaque transition interne.

2. Estimation d’état par étoile de Kleene

Cette méthode consiste a trouver la borne maximale de x (k) pour k alant de ko a k¢
sachant que la commande u(k) et la sortie y(k) sont connues, par exemple le tir de la
transition u; dans le systéme de production signifie qu'un objet est donné au processus pour
étre transformé et le tir de la transition y; signifie que la fabrication d'un objet vient d'étre
terminée, ains e modéle est supposeé connu sur le méme horizon d'observation. Ce probléme
d'estimation est différent de celui de la synthése de commande ou la commande et la sortie
sont des données inconnues.

2.1. Principe de la méthode d’estimation par éetoile de Kleene [18]

A partir du graphe d'événements, on construit dans un premier temps un nouveau
réseau de Petri tel que chaque place contenant n jetons avec n strictement supérieur a 1 soit
développée sous forme d'une chaine de n places contenant chacune un jeton. Ce nouveau
graphe peut étre décrit par |es équations ci-dessous.

xK=4, xk A xk-1 B uk

y(K=C  x(k)

L'élément [Ay];; (respectivement [A,];;) représente |la temporisation de la place sans jeton

(respectivement : avec un jeton) formant le lien entre latransition x; et latransitiony;.

38



Chapitre 3 - Estimation d’état par étoile de Kleene

L'élément [B];; (respectivement : [C];;) représente la temporisation de la place sans jeton
formant le lien entre I'entrée w; et latransition x; (respectivement : entre la transition x; et la
sortiey;).
Sous la condition que le graphe d'événements ne présente pas de circuit sans jeton, le systéme
peut se réduire a une forme d'état classique en utilisant I'étoile de 4, . On obtient

x(k) =A4,0A4,®x k- 1 ®A,®B.u(k)

y(K)=Cx (k)
Cette derniere forme n'étant pas indispensable, nous utiliserons la forme qui la précede et dont
l'intérét est que chague composante [Ag];;,[A41]ij, [Blijou[ C];; représente exactement une
simple temporisation du graphe. Ce model est ainsi plus prés de I'événement initia et de ¢a
conception. La méthode suivante peut naturellement étre appliquée indistinctement aux deux
types d'éguation aprés une modification légere des matrices et des éguations.

On note [Ap];; et [AO];fj les limites inférieure et supérieure de l'intervalle correspondant a
[Ao]i ;- Ainsi [A];; appartient a I'intervalle [[Ao]7 ;. [4o]7; 1 ou [4o]7; < [Aolij <[Ao]7j- La
notation est identique pour[A,]; ;, B; ; &C; ;.

Laméthode de résolution est constituée de trois étapes :

» Choisir un sous-ensemble particulier de contraintes CBD.

> Appliquer I’étoile de Kleene pour calculer la solution maximale.

» Utiliser la solution précédente pour guider le choix de la nouvelle contrainte et ains

minimiser la solution maximale.

Les deux étapes précédentes sont répétées jusqu’a la convergence vers une solution s elle
existe, vérifiant toutes les contraintes.
Nous adoptonsici une démarche itérative qui hous permettra de limiter |e nombre de variables
et d'équations atraiter smultanément. Ainsi, nous allons résoudre dans un premier tempsle
systeme précédent pour k = kf ce qui vanous permettre de donner une borne supérieure
pour x(ky) et x(ky - 1).

Nous notons respectivement x ™ (kf) et x " (ks — 1) laborne supérieure de x(k;) et x(ks - 1)
connaissant |'entrée et la sortie sur I'horizon [k , kf].

Commeiil faut tenir compte des calculs précédents et en particulier de la borne supérieure de

x ky— 1 déacalculée, on doit donc gouter I'inégalité suivante dans le systéme arésoudre.

x k-1 <x¥ k-1 .

On peut donc répéter la procédure de manieére itérative et décroissante jusque Ko.
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3. Développement de la méthode derésolution par étoile de Kleene [19]
Considérons des SED modélisés par des graphes d’événements P-temporel, la technique
d’estimation du vecteur d’état qui introduit un observateur dans I’ Algébre (Max , +) sera
développé dans la partie suivante.
3.1. Formulation du systéeme d’inéquation
Dans cette partie, le systeme est transformé en un ensemble d’inégalité. Le systeme est le
suivant :
xkkl=4, xk A xk-1 B uk
y(k=C x(k)
Ces équations peuvent étre réecrites de la maniére suivante :
Pour i alant de 1 an (ndimensions de I’état, q de I’entrée)
xik = -1 [Adi;  x(k) =1 [Ady;  x(k- 1) LBy (k)
Pour i allant de 1 am (m dimension de la sorti€)
yik = Jo Gy x(k)
En premier, comme a<bhb = a c¢c<b ¢ ,c<d =>c d<d b e & et
commutative, On aa< b et c< d on obtienta c¢< b d. L’opération @ est isotone
(a £ b Vc, ac < bc). Avec ces propriétés on peut déduire les inégalités suivantes :
[Ao]ij < [Aolij < [‘40];—}
=1 [AoD;®xi(k) < Ty [Aolij®xi(k) < T=1 [Ao]f;®x;(k)
T [AdD®x(k- 1) < T [Adij®x(k- 1) < Ty [Ad];®x (k- 1)
L1 Bo®w(k) < Ly Bk < Joy Bi®u;(k)
Enfin, en déduit :
=1 [l ®x(k)® Ty [Ai];®x(k- 1)@ [ B;®u;(k) < xi(k)
Et
xi(k) < Jog [AdD®x(k)® Ty [Adf;®x(k- 1)@ [ BYj®ui(k) (3.1
Pour la sortie :
T=1 C5j®x; (k) < yi(k) Etyi(k) < T=y C;®x;(k)
Les coefficients des matrices Ay, A7, B~ et C~ (respectivement A3, Af, BT et C") dans
Bl max rEPrésentent les bornes inférieures (respectivement supérieures) des intervalles de
temps associés au places. Ces coefficients sont positifs.
A partir de ce systeme de 2(n + m) équations et n variables x;(k), ceci pour k donné, nous

allons construire un systéme d'inégalités particuliéres que nous définissons ci-dessous.
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3.2. Construction d’un systeme d’inéquations particuliéres en introduisant les CBDs
= Définition : Une contrainte bornant par-dessus ou CBD, présente laforme suivante :

Xy S §=1 A; j x; ou T(;y est utilisé pour désigner |a variable du terme gauche de cette jeme

inégalite.
Remarque: lavariable Xz, PEUt étre les thermes gauches de plusieurs CBD et donc en peut
avoir Xy = Xq aveci # j.
-z . 5z . \ z q
Considerons maintenant I’équation (3.1). Dans le probleme posé, leterme 7, B, ; u; (k)

représente une constante. Pour ramener |le systeme a une forme CBD, nous introduisons une
nouvelle variable x, qui représente I'@dément neutre e pour |'opération et le z&o en
notation usuelle. Pour i allant de 1 a n (n est la dimension de I'é&at et g la dimension de
I'entrée).
xi(k) < o [A)®x(k)® T [Adf®x (k- D[ [, B i®u;(k) 1®x, et pour
chague j adlant de 1 an, [A,];;®x;(k) < xi(k) oux; k < ([A];))®P®x;(k) et aussi
xj(k= 1) < ([Ad;)® ™' ®x; k .
Pour le demier teme de droite L, Bj®uj(k) ®xo< x(k) ou
xo < [ ?:1 B ®u;(k)1®CD®x; (k) .
Considérons les inégalités relative ala sortie .Pour i allant de 1 a m (m est ladimension de la
sortie),ona:y; k < 7., C®x; k et T, CT;Qx;(k) < y;(k).
Pour les mémes rai sons que ci-dessus, nous introduisons la variable x, danslesinégalités.
yi k @xo< o C®x k Ouxy < [yi(k)1®CD( o, 6% k).
etpour chaquej dlantdelan, C;; xi(k)< yi k  xg
ou xi(k) < [C1°CY  y k x.
En résume, le systeme peut étre rameneé au systeme CBD suivantetsi x g = e:

> 2n 1+ m relation état / entrée.
( i [1n]),
xi(k) < ?:1 [Ao];j®xj(k)@ ?:1 [Al];:j®xj(k_ 1l f:l B:j®uj(k)]®x0
(i [Lnl).xos<[ [y Bi;®u(k)]®Hex(k)
(i [nD).(J [y k < [A15 7 xk etxy k-1 < [A415 " x k.

» m 1+ n relation état / sortie.
(i [Lm]), %< i(OI®D( Ty G5®x; k)
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(i [ml).(j [Ln])x(k) < [CH1%CY vk x.

3.3. Résolution du systeme par étoile de Kleene[19]

Exploitant I'étoile de Kleene, la technique de résolution de E. Wakup et G.Borridlo []
permet de calculer la plus grande solution des systémes d'équations et d'inéquations pouvant
se mettre sous la forme d'un ensemble dinéquations du type CBD. Elle peut résoudre des
équations (max, +) linéaires de laforme x < ax et faire de I'optimisation de fonctions sous
contraintes. Utilisant I'opérateur bien connu de I'étoile de Kleene présenté dans la section
1.3.2. La solution trouvée devra également vérifier les inégalités de type CBD couplées avec
lavariable x;, afin que toutes les inégalités soient vérifiées. Le systéme est sans solution si une
inégalité CBD couplée avec X lui impose une valeur négative. |l est d'autre part possible de
montrer que la convergence opere en un nombre fini d'étapes et qu'il existe un sous-ensemble

ciblant sauf permettant I'initialisation de I'itération.

4. Exemple d’application

Une cellule de production de pots de peinture est constituée de deux machines. La
premiere machine M1 soccupe du malaxage (mélange des différentes couleurs) et du
chargement de la peinture dans les pots. Cette opération dure au minimum 2 unites de temps,
et au maximum 7 unités de temps (sinon, il y aura un débordement du produit et le pot devra
étre retiré de la chaine de production). Le temps de fermeture des pots, remplis par la machine
M2, est compris entre 1 au minimum (sinon le pot sera mal fermé) et 6 unités de temps au
maximum (sinon, le pot sera fermée avec trop de force). Un premier convoyeur a besoin entre
2 et 5 unités de temps pour transporter les produits sortant de M1 vers une zone de transition.
Ces derniers transitent par x3 pour atteindre un deuxiéme convoyeur qui met entre 1 et 4
unités de temps pour transporter les produits de la zone de transition vers la machine M1. On
impose aux deux machines qu'ils ne restent pas libres au dela de 4 unités de temps. Les deux
convoyeurs mettent un temps minimum de 1 unité temps pour retourner
aleurs états initiaux une fois qu'ils ont livre un produit. IIs peuvent aussi attendre un produit

jusgu'a 3 unités de temps.

Afin de modéliser ce systeme, on utilise donc le graphe d’événements P-temporels représenté

danslafigure 3.2.
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3.2 : Graphe d'événements P-temporel qui représente le systeme
Le modele du graphe d’événement P-temporel du systeme s’écrit sous la forme suivante :
uk ®1®x; k-1 @ 1Qx3 k-1 <x;1k <su(k) 4 x(k-1)BBR®x3 k-1
2Qx (k) < x3(k) < 7 x4(k)

< X3 k S (5®x2 k )@(3®xg(k_ 1))

20x,(k)® 1®xz k-1 <
1Qx3(k)®(1Q®xs5(k - 1)) x4 k < (4Qx3 k )®(4Qx5(k - 1))
1Q®x4(k) £ x5(k) < 6Q@x4(k)
x5(k) < y(k) < x5(k)
Lasolution au plus tét est la suivante :
x1(k) = u(k)®(1®x2(k - 1))®(1®x3(k - 1))
Xy, k= 2Qx, (k)

2Qx,(k)® 1Qxs k-1

X3 k
1Qx;(k)B(1Qxs k- 1)

x4 k
x5 (k)= 1®x4(k)

y(k) = xs5(k)

Lasolution au plustard est la suivante :
X4 k = u(k) 4 xZ(k_ 1)@(3®x3 k- 1

x; k =7 x.(k)
x3(k)=(5@x; k )®(3Q®x5(k — 1))
xy k= (4®x3 k )®(4®x5(k - 1))

x5 k = 6@x4(k)
vk = xs5(k)
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Le fonctionnement au plus tét (respectivement au plus tard) d’un systéme représenté par un
graphe d’éveénements P-temporel, correspond a un franchissement pour chacune des
transitions (sources, internes et puits) a une date au plus tot (respectivement au plus tard), le
systéme peut perdre sa propriété de fonctionnement admissible, dans ce cas, il peut avoir un
dysfonctionnement qui ménera le systéme global a une situation de blocage.

Si on pose x(K) = (X1; X2; x3; x4; x5)¢ un vecteur colonne, le systéme peut se mettre sous la
forme matricielle:

£ & £ £ € e 1 1 ¢ ¢ e
2 € € € ¢ £ & € € ¢ £
€ 2 € € € Qxk)® ¢ ¢ ¢ ¢ 1 Qx(k-1)® ¢ u(k)< x(k)
e € 1 € ¢ e £ € ¢ 1 £
e € € 1 ¢ E £ € € € €
E & E E E e 4 3 ¢ ¢ €
7 € € € € E € € € € €
x(k)s € 5 € € ¢ x(K)® ¢ ¢ ¢ ¢ 3 Qx(k-1)® ¢ u(k
E € 4 € ¢ £ € € € 4 £
E € € 6 ¢ E & & £ € €
Lasortie

e € ¢ ¢ ex(th)sylk)s ¢ ¢ € & e x(k)

Pour pouvoir poursuivre la démarche de I’approche considérée, on doit ramener le
systeme d’inéquation a une forme CBD en introduisant une variable x, pour lestermes
constant. On aurale systéme suivant :

xi1 k €4 x(k-1)®3Qx; k- 1 Gu(k) xq

xp(k) <7 xy(k)
X3 k < 5Qx, k ®3Q@xs(k- 1)
X4 k < 4Qx; k ®4Qxs(k - 1)
x5(k) < 6@x4(k)

D’autre part :
1®x2 k_ 1 < x1 k

ukxy<x k
1®x3 k-1 < x; k
2x1 k < x;, k
2x, k < x3 k

1®X5 k_l SX3k
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1®x3 k < Xy k
1l®x5 k- 1 < Xy k
1®x4 k < X5 k

xs(k) < y(k)® xo

Arrivons a cette etape, on cherche a construire un systeme d’inéquation qu’on peut écrire sous

laforme suivante : x(k) < Ax(k)®B.
Donc, depuis les inéquations précédentes, on aura le systeme d’équation suivant :
x; k < [2]®Vx, k
x, k < [2]®CVx; k
xs k < [11°CDx, k
xs k < [119CDxs k
xs k <y kxg

Qu’on peut écrire sous forme matricielle :

e -2 ¢ £ £ €

e €& -2 ¢ £ €
x(k)s ¢ e € -1 ¢ x(k)® ¢

£ € £ e -1 £

E E ¥ B B y k xg

Le systeme ci-dessus est sousformedex k < Ax k @B, laplus grande solution de cette
équation est x(k) = A B.

Lecaculede A :

A =I;DA) DA ASDALDAS

e -2 -4 -5 -6
e e -2 -3 -4
Ap= € ¢ e -1 -2
E £ £ e -1
e € € € e

La plus grande solution d cette équation :
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e -2 -4 -5 -6 €

e e -2 -3 -4 €
xk =AB= ¢ ¢ e -1 -2 €

£ € £ e -1 €

£ € £ £ e Y k xg

L’entrée u(k) et lasortie y(k) correspondante pour k alant de 1a 10, sont données par le
tableau ci-dessous :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

uk) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Y (k) 15 24 33 42 51 60 69 78 87 96

Tableau3.1 les valeurs des entrées et leurs sortie correspondantes

Lasolution x (k) peut étre écrite sous forme d’un systeme d’équation afin de remplacer les
données du tableau 3.1

Xk = =6+ y(k)
% k = -4+ y(k)
x5 k = -2+ y(k)
xy k = -1+ y(k)
xs k = y(k

Au méme temps, en calcul la solution des inéguations suivantes et la comparer par la suite
dans I’itération suivante avec les résultats qu’on va trouver et choisir la minimal.

x, k-1 < [11°Vx, k
x3 k-1 < [119CYx, k
xs k-1 < [119CDx; k
xs k-1 < [11°Vx, k
En vérifiant a chaque itération les inéquations suivantes :
xi1 k €4 x(k-1)®3Qx; k- 1 Gu(k) xq

xp(k) <7 xy(k)
x3 k < 5Qx;, k ®3Qxs(k- 1)
X4 k < 4Qx; k ®4Qxs(k - 1)
x5(k) < 6@x4(k)
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Xo < [u k 19 Vx, k
Xo < [y(k)]®Dxsk)
Lademarche itérative aura lieu en décrémentant k de k=10 a k,=0.

» Pourk= 10onay 10 =96

x; 10 = -6®96 x; 10 = 90
x; 10 = -4Q@96 = xp, 10 = 92
x3 10 = -2®96 x3 10 = 94
x4 10 = —-1Q@96 x4 10 = 95
x5 10 = 96 x5 10 = 96

Dela, on peut déduire
x, 9 < [1]®CVx, 10 = 89

x3 9 <[1]1® 1x k =89
xs 9 <[1]® tx; k =93
89
92
x10 = 93
94
96
» Pour k=9 onremplace y(9) = 87
x1(9) = 81 X, 8 < 80
x,(9) = 83 x3 8 <80
X3(9) = 85 X5 8 <&
x4(9) = 86
x5(9) = 87
Donc I’estimation du vecteur pour k=9
81
83
x9 = 85
86
87
» Pour k= 8 onremplace y(8) = 78
X1 8 = —-6Q®78 x1(8) = 72
X; 8 = -4Q78 x,(8) = 74
x3(8) = —2Q78 = x3(8) = 76
X4 8 = -1®78 X4(8) = 77
X5 8 =78 x5(8) =78
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(7)< -1 "1x(8) x,(7) < 71
x3(7)< -1 1x(8) x3(7) < 71
xs 7 < -1 “1x4(8) xs(7) < 75
x5(7) < -1 "1x,(8) x5(7) < 76

L’estimation du vecteur pour k=8

72
74
X8 = 76
77
78
» Pour k=7 onremplace y(7) = 69
X1 7 = _6®69 x1(7): 63
Xy 7 = _4®69 x2(7) = 65
x3(7) = —-2®69 & x3(7) = 67
Xy 7 = -1®69 x4(7) = 68
X5 7 =78 x5(7) = 69
x2(6) < -1 _1x1(7) x2(6) < 62
X3 (6) < - 1 _1x1(7) X3(6) < 62
X5 6 < _1 _1X3(7) x5(6) < 66
X5(6) < - 1 _1X4(7) x5(6) < 67
L’estimation du vecteur pour k=7
63
65
X7 = 67
68
69
» Pour k= 6 onremplace y(6) = 60
Xq 6 = -6Q60 x1(6) =54
X; 6 = -4Q®60 x,(6) = 56
x3(6) = -2®60 & x3(6) = 58
Xs 6 = -1®60 x4(6) = 59
X5 6 = 60 x5(6) = 60
x2(5) < -1 _1x1(6) x2(5) < 53
X3 (5) < -1 _1x1(6) x3(5) < 53
X5 5 < -1 _1x3(6) x5(5) < 57
x5(5) < -1 _1x4(6) x5(5) < 58
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L’estimation du vecteur pour k=6

54
56
58
59
60

=
(o3}
1]

» Pour k=5 onremplace y(5) = 51

x, 5 = -6®51

x1(5) = 45
x,(5) = 47
x3(5) = 49
x4(5) = 50
x5(5) = 51

X; 5 = -4Q51
%3(5) = - 2®51
%, 5 = -1®51
X5 5 =51
x(4) < -1 “x(5)
x3(4)< -1 "x(5)
xs 4 < -1 “lx3(5)
x5(4) < -1 “'x(5)

L’estimation du vecteur pour k=5

x2(4) < 44
x3(4) < 44
x5(4) < 48
x5(4) < 49

45
a7
49
50
51

=
ol
1

» Pour k= 4 onremplace y(4) = 42

X, 4 = -6@42

X, 4 = - 4@42
x3(4) = —2@42
o 4 = - 1®42
Xs 4 = 42
RB)s -1 T'x(4)
3B)< -1 T'x(4)
xs 3 < -1 “lxy(4)
x5(3)< -1 Thx(4)

x1(4) = 36

x,(4) = 38

x3(4) = 40

x4(4) = 41

x5(4) = 42
x,(3) < 35
x3(3) < 35
x5(3) < 39
x5(3) < 40
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L’estimation du vecteur pour k=4

» Pour k= 3 onremplace y(3) = 33

X 3 = —-6®33
x; 3 = -4®33
%3(3) = -2®33
% 3 = -1®33
xs 3 =33

%2 < -1 “x,(3)
% (2)< -1 “x(3)
x5 2 < -1 "1x(3)
(2 < -1 “lx,(3)

L’estimation du vecteur pour k=3

» Pour k= 2 onremplace y(2) = 24
X1 2 = -6®24

X 2 = -4Q24
x3(2) = -2Q@24
Xy 2 = -1®24
Xxs 2 =24

nA) < -1 (2
()< -1 T'(2)
xs 1 £ -1 "1x(2)
()< -1 TTn(2)

L’estimation du vecteur pour k=2

=

<~

]

]

]

36
38

4 = 40

41
42

x1(3) = 27

x2(3) = 29

x3(3) = 31

x4(3) = 32

x5(3) = 33
x,(2) < 26
x3(2) < 26
x5(2) < 30
x5(2) < 31

27
29

3 = 31

32
33

x,(2) = 18

x2(2) = 20

x3(2) = 22

x4(2) = 23

x5(2) =24
x(1) < 17
x3(1) < 17
x5(1) < 21
x5(1) < 22

18
20

23
24
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» Pourk=1 onremplace y(1) = 15

xn 1= -6Q15

x, 1 = -4®15
x3(1) = -2@15
xs 1 = -1Q15
xs 1 =15

x(0)< -1 “x(1)
x3(0)< -1 Tx(D)
x5 0 £ -1 “Ixg(1)
x5(0) < -1 “x(D)

=

L’estimation du vecteur pour k=1

> Interprétation desrésultats
Dans un premier temps, nous calculons le vecteur d’état du systeme sur I’horizon

]

xl(l) =9

x2(1) =11

x3(1) = 13

x4(1) = 14

x5(1) = 15
x,(0) < 8
x3(0) < 10
x5(0) < 12
x5(0) < 13

11

14
15

[1,10], et qui vé&rifie le modéle algébrique donné par I’équation d’état correspondant

au modéle de la céellule de production suivant :

11
3 3
5 5
6 6
77

M M M M M
M M M M M

IN

WN PP M Mm

M M M M M

x(k- 1)®

4
11
16
20
26

3
10
15
19
25

e

2

4 u(k) < x(k)

5

6

£ € e

£ € 7

e 3 x(k-1D& 12 u(k)
e 7 16

e 13 22

Comme les coefficients des matrices A~, B~ (respectivement A, B*) représentent les bornes

inférieures (respectivement supérieures) des intervalles de temps associés, I’état estimé sera

différent de I’état réel que I’on pourrait obtenir.
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Les résultats de calculs sont regroupés dans le tableau ci-dessous :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u(k) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi(k) | 2 12 21 | 30 39 48 57 66 75 | 84
x2(k) | 6 15 24 33 42 51 60 69 78 | 87
xa(k) | 10 19 28 37 46 55 64 73 82 | 91
xs(k) | 12 21 30 39 48 57 66 75 84 | 93
xs(k) | 15 24 33 42 51 60 69 78 87 | 9%
y(k) | 15 24 33 42 51 60 69 78 87 | 9%

Tableau 3.2 : les résultats de calcul du vecteur d’état sur I’horizon k' [1,10]

Les résultats relatifs au plus grand état estimé (k) sur le méme horizon, sont regroupés dans

le tableau suivant :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
u(k) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X, (k) 9 18 27 36 45 54 63 72 81 89
x,(k)y | 11 20 29 38 47 56 65 74 83 92
x.(k)y| 13 22 31 40 49 58 67 76 85 93
X, (k)| 14 23 32 41 50 59 68 77 86 o7}
X (k)| 15 24 33 42 51 60 69 78 87 96
y(k) 15 24 33 42 51 60 69 78 87 96
Tableau 3.3: les résultats de calcul du vecteur d’état estimé sur I’horizon k  [1,10]
Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considére le probleme de I’estimation d’état, qui consiste a

estimer le plus grand état dans les graphes d’événements P-temporel. Le modéle algébrique

obtenu a été transformé afin de reformuler le probléme de I’estimation sous la forme d’un

probléme du point fixe. La résolution nous a conduits a estimer le plus grand état. En général,

I’état estimé est différent de I’état réel que I’on pourrait obtenir par des mesures effectuées sur

le systeme en raison de I’imperfection de I’estimation, cependant la solution trouvée est

admissible.
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Conclusion générale

Conclusion générale

L’étude des systémes de type systéme de production, réseau de transport,... et leur
supervision par un systéme de commande, peut conduire a des modéles complexes utilisant
les opérateurs de maximisation, de minimisation et d’addition. Les réseaux de Petri de type P-
temporel sont un exemple dont le comportement dynamique présente cette caractéristique.
Ceci rend nécessaire I’analyse et la résolution de nouveaux systemes d’équations et
d’inéquations.

Dans ce travail, nous avons abordé le probleme d’observation des systémes a
événement discret. Dans un premier temps, nous avons présenté la mise en équation des
Graphes d’événement P-temporel qui conduit & un modele mathématique couramment utilise
par les automaticiens: la représentation d’état linéaire. Ensuite nous avons abordé le
probleme de I’estimation des variables d’état, cette approche se base sur le calcule d’une
borne supérieure de I’état en utilisant I’étoile de Kleene. Pour mettre en ceuvre cette syntheése,
nous avons appliqué I’approche sur une cellule de production de pots de peinture.

Afin e résoudre le probleme de I’estimation par étoile de Kleene, il est important de
reformuler le modéle d’état sous forme d’un probléme de type point fixe. Larésolution nous a
conduits a estimer le plus grand état. L’état estimé est différent de I’état réel que 1’on pourrait
obtenir par des mesures effectuées sur le systeme en raison de I’imperfection de I’estimation,

cependant |a solution trouvée est admissible.
Comme perspective, il serait trés intéressant d’appliquer cet estimateur sur les

systemes de production dans I’objectif de détection de défaillance et la prédiction de la

future évolution de la sortie et |la commande du processus.
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|Les systemes a événements discrets sont soumis a des perturbations telles les défaillances qui

interrompent le fonctionnement habituel du systeme et réduisent les capacités de prédictions

et de commande de la future évolution du systeme. Sous I'hypothése d'un fonctionnement

normal, les processus modélises par un graphe d'événements P-temporel peuvent étre
représentes par un modele linéaire dans |'algebre (max, +). La connaissance du modéle et des
conditions initiales nous permettent de caractériser le vecteur d'état par une itération directe
de I'équation d'état mais |es perturbations peuvent générer une mauvaise détermination de ce
vecteur et ains d'empécher le contréle du processus.

L'objectif de cetravail est de proposer une estimation d'état en utilisant, non lathéorie dela
residuation mais I'étoile de Kleene sur les graphes d’évenement P-temporel.

Mots-clés : Systeme dynamique a événements discrets, Perturbation, Estimation, Prédictions,
Commande.
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