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Introduction générale

Le travail présenté dans cette thése porte sur 'étude de la conver-
gence de certains processus stochastiques de files d’attente vers les processus
de diffusion. Il s’agit en particulier de clarifier le comportement asymptotique
de la période d’activité de la file d’attente M/G/1 avec rappels.

On parle de phénoméne d’attente chaque fois que certaines unités ap-
pelées clients se présentent d’une maniére aléatoire a des "stations" afin de
recevoir un service dont la durée est généralement aléatoire. Les files d’at-
tente peuvent étre considérées comme un phénomeéne caractéristique de la vie
contemporaine. L’étude mathématique des phénomeénes d’attente constitue
un champs d’applications important des processus stochastiques.

La théorie des files d’attente (en anglais Queueing Theory) est un outil de
modélisation développé dans les années 1930 pour I'analyse stochastique des
systémes téléphoniques par A. K. Erlang. L’évolution rapide des systémes
informatiques et des réseaux de télécommunication ont montré les limites
de la théorie des files d’attente dites classiques qui ne permettent pas d’ex-
pliquer le comportement stochastique de certains systémes complexes o le
client répéte sans cesse sa demande jusqu’a obtention du service désiré, ce
qui a conduit certains chercheurs a développer d’autres modéles plus élaborés
qu’on appelle généralement "files d’attente avec rappels" ; en anglais "Retrial
Queues". Plusieurs méthodes basées sur la transformée de Laplace Stieltjes
ont été élaborées pour étudier les caractéristiques de ces systémes d’attente.
On peut citer, parmi ces caractéristiques, la période d’activité du systéme, le
temps d’attente, le temps de service, la stabilité et ’ergodicité du systéme.
Pour plus de détails, on peut se référer a 'ouvrage de Falin et Templeton
[32] ou & celui de J. R. Artalejo et Gomez-Corral [9].

Dans ce travail, on s’intéressera plus précisemment a la période d’activité de
la file d’attente avec rappels. Bien que les conditions de stabilité et d’ergodi-
cité ont été étudiées par plusieurs auteurs, I’étude approfondie du comporte-
ment asymptotique de cette derniére n’a pas été faite.

Il est connu que la période d’activité du systéme M/G/1 avec rappels peut



INTRODUCTION GENERALE 6

étre écrite comme la somme d’une suite de processus de sommes partielles
(R;, S;) ou S; est le temps de service du ¢™¢ client alors que R; est le temps
séparant la fin de service du (i — 1)™ client avec ’entrée en service du i"°
client avec Ry = 0. Durant le laps de temps R;, le serveur est libre alors qu’il
y a encore des clients dans l'orbite qui constitue ’ensemble des sources de
rappels. Ces deux processus ne sont pas forcément de méme loi et surtout
il y a dépendance du processus R; avec le nombre de clients dans 'orbite.
Ceci nous conduit a I’étude du processus de sommes partielles de variables
aléatoires dépéndantes et pas forcément de méme lois.
Lorsqu’on ne connait pas le type de dépendance, on utilise la décomposition
d’Artalejo (1996) de la période d’activité en periodes actives et périodes inac-
tives de I'orbite : (Li, L?). Cette décomposition nous permet d’utiliser le théo-
reme de Lamperti aprés son extension, ce qui constitue la premiére contri-
bution parue dans "International Journal of Applied Mathematics", Volume
39 Issue 1, (2009). Par la suite, on applique ce dernier résultat pour montrer
la convergence du processus de sommes partielles de la période d’activité du
systéme M/G/1 avec rappels exponentiels vers le mouvement brownien dans
H, et donc vers la loi normale dans R. Dans le cas d’une dépendance de
type a-mélange, le théoréme de Hamadouche (2000) permet de conclure par
un principe d’invariance en utilisant la modélisation de la suite (R;, S;). Les
deux principes d’invariance énoncés ci-dessus constituent la deuxiéme contri-
bution qui a donné la prépublication dans la revue IRMA Lille, Vol 71, VI,
(2011) et une communication internationale dans ROADEF2013 en France.
Il est bien connu que les processus limites comme le mouvement
brownien et le pont brownien ont une régularité holderienne pour tout ordre
a < 1/2. Cela méne a faire notre étude dans les espaces de Holder notés
H,. Dans la premiére partie de ce travail, on s’est intéressé a la convergence
de processus stochastiques considérés comme éléments aléatoires de H,,, plus
particuliérement aux principes d’invariance holderiens. Cet espace n’étant
pas séparable, on s’intéresse a son sous espace H? [0, 1] qui lest. Par I'injec-
tion canonique, la convergence en loi dans ce dernier espace implique celle
dans H, [0,1]. Le premier résultat dans ce sens est celui de Lamperti [52]
qui est une extension du principe d’invariance de Donsker-Prohorov au cas
holderien. 11 a obtenu la convergence holderienne pour tout ordre o < 1/2 du
processus lissé polygonalement de sommes partielles de variables aléatoires
i.i.d (indépendantes et identiquement distribuées). Ce résultat a été redé-
montré par Kerkyacharian et Roynette [50] en utilisant les isomorphismes
de Ciesielski [19] entre les espaces de Holder et des espaces de suites. Dans
|20], Ciesielski a donné une application a la régularité des trajectoires de
processus gaussiens. Hamadouche [42] a par ailleurs étendu ce résultat aux
suites stationnaires de variables aléatoires dépendantes (a-mélangeantes et
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associées) et ce avec deux types de lissage (polygonal et par convolution).
La convergence hélderienne de processus stochastiques est équivalente a la
convergence des lois fini-dimensionnelles et & 1’équitension de leurs lois. Le
principal résultat d’équitension hélderienne est la condition de Lamperti [52]
basée sur 'inégalité de moment suivante :

Elfn (t) _gn (5>|7 < C|t_ 8’1+67 s,t € [071]'

Dans [40], Hamadouche a prouvé qu’on peut se contenter de vérifier cette
inégalité pour |t — s| > a,, ol a, décroit vers 0, au prix d’un controle en pro-
babilité du module de continuité holderien de &, évalué en a,,. Ce résultat plus
flexible pour I'utilisation des inégalités de moment trouve ses applications
entre autres dans I’étude des processus empiriques, quantiles,... Une parfaite
illustration pour I'étude de la convergence hoélderienne de ces processus est
la contribution parue dans Hamadouche [41], [42] et leurs bibliographies.

Le principe d’invariance énonce la convergence en loi dans C'[0, 1]
du processus de Donsker-Prohorov ou du processus de sommes partielles de
variables aléatoires i.i.d. Aprés 'extension de Lamperti au cas holderien pour
des v.a. i.i.d et outre les extensions citées précédement, Rackauskas et Suquet
|68] ont étendu le principe d’invariance de Lamperti au cas d’une suite i.i.d
(X,) d’éléments aléatoires d'un espace de Banach B et des espaces de Holder
de fonctions [0, 1] — B batis a 'aide de poids p (h) = h®Log” (1/h).

Dans la premiére partie de ce travail [44], on se propose d’étendre le
principe d’invariance ou théoréme central limite fonctionnel classique au cas
holderien pour des variables aléatoires indépendantes non nécessairement de
méme loi puis dans la deuxiéme partie, on applique le théoréme obtenu au
cas de la file d’attente M/G/1 avec rappels [81].

Cette thése est composée d’une introduction générale, quatre chapitres et
une conclusion générale.

Le premier chapitre est consacré au comportement asymptotique des
processus stochastiques. On rappelle certains résultats de convergence de
mesures de probabilités dans les espaces métriques, la convergence de pro-
cessus stochastiques dans les espaces fonctionnels C[01] et D[01]. On termine
en donnant les deux théorémes énoncant les principes d’invariance dans ces
deux espaces.

Au chapitre deux, on rappelle I’essentiel des travaux de Ciesielski [19]
et [20]. On donne les principaux résultats des principes d’invariance holde-
riens pour le cas de variables aléatoires indépendantes et de méme loi ainsi
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que le cas d’une suite stationnaire de variables aléatoires a-mélangeantes ou
associées établis dans Hamadouche [41] et [42].

Le chapitre trois est consacré a I'extension du théoréme de Lamperti
pour le cas de variables aléatoires non identiquement distribuées. Il constitue
notre premiére contribution [44]. On montre, en utilisant les résultats de
Hamadouche [42], que le processus de Donsker-Prohorov ou processus de
sommes partielles de variables aléatoires non identiquement distribuées défini
par

£t w) = % S X @ - )X @), L<i<i D

n

converge vers le mouvement brownien. On montre que la convergence a lieu
aussi pour le processus de Donsker-Prohorov lissé par convolution.

Au chapitre quatre, on montre la convergence de la suite de processus
stochastiques constituant la période d’activité du modéle de la file d’attente
M/G/1 avec rappels en utilisant deux modélisations :

Dans le cas d'une dépendance a-mélangeante, le théoréme de Hamadouche
(2000) permet de conclure directement par un principe d’invariance en utili-
sant la modélisation par la suite de périodes inactives et de périodes actives
du serveur (R;, S;).

Lorsqu’on ne connait pas le type de dépendance, on utilise la décomposition
d’Artalejo (1996) de la période d’activité en periodes inactives et périodes ac-
tives de Porbite (L, LY) pour montrer la convergence du processus de sommes
partielles de la période d’activité du systéme M/G/1 avec rappels exponen-
tiels vers le mouvement brownien dans H, et donc vers la loi normale dans R.

Ces deux principes d’invariance constituent la deuxiéme contribution qui
a donné une prépublication dans la revue IRMA Lille, Vol 71, VI, (2011) et
une communication internationale dans ROADEF2013 en France.



Chapitre 1

Comportement asymptotique de
processus stochastiques

Introduction

La convergence (faible) d’une suite de processus stochastiques dans
les espaces fonctionnels équivaut a la convergence des loi fini-dimensionnelles
de cette suite et la relative compacité de la suite des mesures associées a cette
suite de processus. Cette relative compacité induit ’équitension de cette suite
de lois et la réciproque est vraie si ’espace est séparable et complet. Pour
cela, aprées un rappel des définitions de la convergence faible, on énoncera des
critéres d’équitension et de convergence faible pour chacun des espaces mé-
trique, C'[0,1] et D [0, 1] et H,[01]. Sauf cas spécifié, les théorémes, proposi-
tions, définitions, ..., cités dans ce chapitre sont pris (traduits) dans Billingsly
[13] et Ciesielski [19].

1.1 Convergence de mesures de probabilités dans
les espaces métriques

1.1.1 Définitions

Soit. ' un espace métrique muni d’une distance 6, A la tribu des
boréliens de F, P une loi de probabilité sur (E, A).

Définition 1.1.1 : Soient P,, P des mesures de probabilité sur (E, A). On
dit que la suite {P,} de lois de probabilités converge faiblement vers la loi de
probabilité P si pour toute fonction réelle, continue et bornée f sur E, on a
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n—oo

/E fap = | fap

et on note P, = P.

Soit X une application de ’espace probabilisé (€2, B, P) dans un es-
pace métrique F. Si X est mesurable, on dit que X est un élément aléatoire
de F.

Définition 1.1.2 : On dit que la suite (Xn)nZl d’éléments aléatoires de E,
converge en loi vers [’élément aléatoire X dans E, si la loi de probabilité P,
de X, converge faiblement vers la loi de probabilité P de X (i.e P, = P)

dans E et on écrit X, £ X dans E.

Définition 1.1.3 : La loi de probabilité P définie sur (E, A) est équitendue
si pour tout € > 0 il existe un compact K. tel que P(K.)>1—¢.

En d’autres termes, P est équitendue si et seulement si elle admet un
support o-compact.

1.1.2 Convergence faible et équitension.

Il est important de remarquer que la convergence faible dépend uni-
quement de la topologie de 'espace E et non de la métrique l'ayant géné-
rée.

Soit A un sous ensemble de A et §A sa frontiére. Si P (6A) = 0 alors
on dit que A est I'ensemble de continuité de P.

Les divers résultats relatifs aux propriétés de la convergence faible
découlent essentiellement des deux théorémes suivants établis dans Billing-
sley [13].

Théoréme 1.1.1 ([18]) : Soient P, et P des mesures de probabilités sur
(E,A). Les cing assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P,= P
(i1) liTErlffdPn = [ fdP pour toute fonction réelle f, bornée et
uniformément continue sur E.
(iii)  lim supP, (F) < P (F) pour tout fermé F € A.
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(iv)  lim inf P, (O) > P (O) pour tout ouvert O € A.
(v) limP, (A) = P (A) pour tout ensemble de continuité A de P.

Ce théoréme posséde une version exprimée en terme de convergence en
loi.

Théoréme 1.1.2 ([13]) : Soient P, et P des mesures de probabilités sur
(E,A) associées a (X,) et X. Les cing assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) X, 5 X
(i1) 17i1mE {f (X))} = EA{f (X)} pour toute fonction réelle, bornée
et uniformément continue sur E.
(1ii)  lim supP (X,, € F) < P(X € F) pour tout fermé F € A.

(iv)  lim infP (X, € O) > P(X € O) pour tout ouvert O € A.

(v) limP (X, € A) = P(X € A) pour tout ensemble de continuité
A de P.

Un autre critére de convergence est donné par le théoréme ci-dessous.

Théoréme 1.1.3 ([13]) : Soit U wune sous tribu de A telle que
(i) U est un fermé d’intersections finies d’éléments de A.

(i) Tout ouvert de E est fini ou union dénombrable d’éléments de
U. Si P,(A) — P(A) pour tout A € U, alors P, = P.

Soit IT une famille de loi de probabilités sur (E,.A). On dit que II
est relativement compacte si de toute suite d’élements de 11, on peut extraire
une sous suite qui converge faiblement.

La famille II est dite équitendue si pour tout € > 0, il existe un compact K
tel que P (K) > 1 — ¢, pour tout P € II. Un des principaux résultats sur la
relative compacité est le théoréme de Prohorov.

Théoréme 1.1.4 (Prohorov [63]) : Si la famille I1 de lois de probabilités
est équitendue, alors elle est relativement compacte.

Théoréme 1.1.5 ([18]) Supposons l'espace E séparable et complet. Si 11
est relativement compacte, alors elle est équitendue.
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1.1.3 Application.

Cette section sera utilisée notament dans le chapitre quatre sur les files
d’attente pour montrer la convergence de la période d’activité vers la loi nor-
male.

Soient ' et E' deux espaces métriques munis respectivement des distances
det &, Aet A les tribus des boréliens engendrées par les ouverts de E et
E'. Soit h une application de F dans E’, alors toute mesure de probabilité P
sur (E, A) induit sur (E’, A’) une unique mesure de probabilité Ph~! définie
par Ph=1(A") = P(h™'(A’)) pour tout A’eA’.

Théoréme 1.1.6 ([13]) : Si P, = P alors
P,h~' = Ph!.

Si Iapplication h n’est pas continue mais mesurable, on note D) l’en-
semble de discontinuité de h.

Théoréme 1.1.7 ([18]) : Si P, = P et P(D,) =0 alors P,h™' = Ph™.

De ces deux théorémes, on déduit deux corollaires pour le cas ou X et
X, sont des éléments aléatoires de F.

Corollaire 1.1.1 ([13]):Si X, L X etla fonction h continue alors h(X,) N

h(X).

Corollaire 1.1.2 ([13]) : Si X, 5 X et P(D},) = 0 alors
h(X,) 5 h(X) .

Lorsque E’ est la droite des réels, Papplication h une fonction réelle me-
surable, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.8 ([13]) :

i) Si P, = P alors P,h=t = Ph™! pour toute fonction réelle h mesurable
telle que P(Dy) = 0.

ii) Si P,h™t = Ph™! pour toute fonction réelle h continue et bornée, alors
P, = P.

iii) Si P, = P et si h est une fonction réelle mesurable et bornée avec
P(Dy) =0, alors [ hdP, = [ hdP.



INTRODUCTION GENERALE 13

Pour les démonstrations, voir Billingsly [13].

Théoréme 1.1.9 ([13]) : Si E est séparable, une condition nécessaire et
suffisante pour que P, = P est que :

P,(B'XB") — P(B'XB") pour tout ensemble de continuité B’ de P’ et tout
ensemble de continuité B” de P" ou P' et P" sont les lois marginales de P.

Théoréme 1.1.10 ([18]) : Si E est séparable alors

[P, XP) = P'XP"| <= [P, = P’ et P, = P"|

Théoréme 1.1.11 ([13]) : Supposons que E est séparable et les éléments
aléatoires X, et 'Y, ont méme domaine de définition. Si

X, £ X et § (Xn, Yn) 30, alors Y, £ X,

1.2 Convergence de processus stochastiques dans

Clo1]

On note par C' = C'[0, 1] ’ensemble des fonctions continues sur [0, 1]
muni de la topologie uniforme définie par la distance entre deux fonctions
comme suit

d(f,9)=Ilf -9l = Sup} ft)—g®)|, f,geC|0,1].

te[0,1

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 On définit le module de continuité d’un élément f de C'[0, 1]
par

wy (8) = w (f.0) = sup [f(t)—f(s)], 0<d<1.

[t—s|<é

Soit X une application mesurable de I'espace probabilisé (€2, B, P)
dans C'[0, 1]. Pour tout w € Q, X (w) est un élément de C' [0, 1], noté X (f,w)
en tant que fonction continue sur [0, 1]. Pour ¢ fixé, X (t) désigne la variable
aléatoire de valeur X (¢,w) au point w. X est dite fonction aléatoire ou pro-
cessus stochastique. On note par (X (¢1),..., X (tx)) Uapplication de Q dans
R* dont les valeurs au point w sont (X (t1,w), ..., X (t,w)).
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1.2.2 Convergence faible et équitension.

La convergence faible dans C'[0, 1] ne se montre pas en général par
la convergence des lois fini-dimensionnelles puisqu’il se pose le probléme de
compacité. Comme C'[0, 1] est séparable et complet pour la topologie uni-
forme, les théorémes 1.1.4 et 1.1.5 montrent que cette relative compacité
est équivalente a I'équitension des lois sur (C'[0,1],C), C désigne la tribu
borélienne de C'[0, 1].

Quelques critéres d’équitension dans C'[0, 1] sont les suivants :

Théoréme 1.2.1 ([13]) : Soient P, et P des lois de probabilité sur (C, A).
Si les lois fini-dimensionnelles de P, convergent faiblement vers celles de P
et si la suite {P,} est équitendue alors P, = P.

Théoréme 1.2.2 ([13]) : La suite {P,} est équitendue si et seulement si
les deuz assertions suivantes sont vérifiées.
i) Pour tout n >0, 3 a tel que

B S [fO0) > ay <n, n2>1.

i1) Pour tout € et n positifs, il existe 6 avec 0 < § < 1 et un entier
ng tel que

P {f:ws(0) >c}<mn, n>ny.

Théoréme 1.2.3 ([13]) : La suite {P,} est équitendue si et seulement si
les deuz assertions suitvantes sont vérifiées.
i) Pour tout n >0, 3 a tel que

B A0 >a} <n, n> 1

i1) Pour tout € et n positifs, il existe 6 avec 0 < § < 1 et un entier
ng tel que

2 {s s TO-f@lzeb e 0z

0 t<s<t+0
pour tout t.
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1.2.3 Principes d’invariance dans C[0,1]

Soit (Xj),., une suite de variables aléatoires définies sur (€2, B, ). On

note par S; = Zizl X la suite de sommes partielles. On définit 1’élément
aléatoire &, de C'[0, 1] par

1 1
——S t—[nt])) —=Xp, . 1.1
S0 @)+ (0 = ) =X (). (L)
Le principe d’invariance dans C [0, 1], pour les variables aléatoires indé-
pendantes, de méme loi, centrées et de variance finie est donné par le théoréme
de Donsker-Prohorov, BILLINGSLEY. [13].

&n (tvw) =

Théoréme 1.2.4 (Donsker-Prohorov [13])  Soit (X;),., une suite de
variables aléatoires indépendantes, de méme loi, centrées et de variance finie
EX? = 0% > 0. Alors la suite de fonctions aléatoires (£,) définie en (1.1)
converge faiblement vers le mouvement brownien W dans C' [0, 1].

La convergence des lois finidimensionnelles de &,, vers celles du mouvement
brownien est donnée par la proposition 3.2.1. Pour I’équitension, on montre
que les conditions du théoréme 1.2.4 sont remplies en utilisant le résultat
ci-dessous.

Lemme 1.2.1 Soient Xy, X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes,
centrées et de variance finie EX? = o2. Soit S; = X1+ Xo + ... + X; et
si=0r+ 02+ ...+ 02 . Alors

P{%%\SA > )\sm} < 2P{|Sm| > (A— \/5) sm}, A > 0.

1.3 Convergence de processus stochastiques dans
DJ0,1]

L’espace C'|0, 1] n’est pas adapté a I’étude de processus stochastiques
présentant des sauts comme par exemple tout processus basé sur la fonction
de répartition empirique F),.

On note par D = D [0, 1] V'espace des fonctions définies sur [0, 1],
continues a droite et admettant une limite a gauche. Autrement dit,

i) Pour tout t tel que 0 <t < 1 on a f(t+) = £{2f (s) existe et

ft+) = f(@).
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ii) Pour tout t tel que 0 <t <1 ona f(t—)= h}I%f( s) eiste.

1.3.1 Définitions
Définition 1.3.1 On définit le module de continuité de f € D par

wy(6) = sup  wylt,t+ ]
0< t <1-6

ot wy (To) = sup [f(t) = f(s)], To < [0,1].

s,t € Ty

On définit un autre module de continuité w} , qui jouera le méme role
que celui joué par wy dans C'[0,1] , par

/
w (0) = glg maxwy [ti—1,t), 0<d <1

ou l'infinimum est pris sur toutes les subdivisions {t;} vérifiant :

O=to<ti <..<t. =1
b=t >80, i=1,2, .7

Soit A la classe de fonctions continues de [O, 1| dans lui méme, stric-
tement croissantes. Si A € A, alors A (1) =1 et A(0) = 0. Soit € pour lequel
il existe une fonction A € A telle que

) sup | () — ] < e,

t
b) sup|f(t) =g (A (B))] <&

Pour tout f et g de D [0, 1] vérifiant a) et b), on montre que d (f, g) =
min (|A () —t|,|f (t) — g (A (t))|) est une métrique qui définit la topologie de
Skorohod sur cet espace. D [0, 1] muni de cette distance n’est pas complet.
On définit une autre métrique dy équivalente & d et qui fait de D [0, 1] un
espace complet.

Soit A la classe de fonctions continues de [0, 1] dans lui méme, stric-
tement croissantes. Si A € A, alors A (1) =1 et A(0) = 0. Soit € pour lequel
il existe une fonction A € A telle que

a) [[Al| < e, avec

b) suplf ()~ g ()] < =

At)=A(s)
t

—s )
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Définition 1.3.2 On définit la distance dy entre f et g de D [0, 1] vérifiant
les conditions a) et b) par

o () = min (A0 sup 17 )~ 5 A )] )

Cette distance fait de D [0,1] un espace séparable et complet.

Soient ti, ..., tx des élements de [0, 1], et 7 l’application (projection)

Tty o D — R*

fo (ft), s f ).

Un élément aléatoire dans D [0, 1] est aussi appelé fonction aléatoire. Si
X est une application de (2, A, P) dans D [0, 1], alors pour tout w, X (w)
est un élément de D [0, 1] dont la valeur au point ¢ est notée par X (¢,w).
Pour tout ¢, on note par X (t) la variable aléatoire m X de € dans R.

1.3.2 Convergence faible et équitension

Etant donné une loi de probabilité P sur I'espace (D, D), on note par
Tp l'ensemble des points ¢ € [0, 1] pour lesquels la projection ; est continue
sauf aux points appartenant & un ensemble de mesure nulle. Si 0 < t < 1
alors t € T}, si et seulement si P (S;) =0 o0 Sy = {f: f(t) # f(t—)}. I est
claire que 0 et 1 appartiennent a 7).

Quelques résultats d’équitension et de convergence faible dans D [0, 1]
sont :

Théoréme 1.3.1 ([13]) : Soit (P,) une suite de lois de probabilités sur
(D, D) telle que
i) la suite (P,) est équitendue
i) Pmr{l}___?tk — P! pour tout ty, ..., t, € T},
alors

otk

P, — P.
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Théoréme 1.3.2 ([13]) : La suite de lois {P,} est équitendue si et seule-
ment si les deux assertions suivantes sont vérifiées :
i) Pour tout n > 0, il existe a tel que

Pn{f :sup\f(t)\>a}§77, n>1.

ii) Pour tout € et n positifs, il existe 6, avec 0 < § < 1, et un entier ng
tel que

Lorsqu’on remplace le module de continuité w} (&) par le module de conti-
nuité wy (6) qui s’approprie aussi a C' = C'[0, 1], on a le résultat ci-dessous.

Théoréme 1.3.3 (/13])) : Supposons que les deux assertions suivantes sont
vérifiées :
i) Pour tout n > 0, il existe a tel que

PAf: 1 f(0O)]>a}<n n>1

ii) Pour tout € > 0 et tout n > 0, il existe 6, 0 < 6 < 1 et un entier ng
tels que

P {f: wp(d) >} <n, n>ny.

Alors la suite de loi (P,) est équitendue. De plus, si une sous suite (Pp)
converge faiblement vers P, alors P (C) = 1.

Voici maintenant un résultat de convergence faible (loi) pour une
suite d’éléments aléatoires de D [0,1].

Théoréme 1.3.4 (/13]) : Soient X,, et X des éléments aléatoires de D [0, 1]
tels que

i) (Xp (1), X (tr)) £ (X (t1), ..., X (t)) pour tout ty, ...t € Tx,
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i) P{X(1)#X(1-)} =0
i) P{1X, (t) = X (11)] = A, [ X (B2) = X ()] = A} < 55 [F (t2) — F (82)]*7,
avec t1 <t <ty, n>1letvy>20 a> %, F' fonction continue non

décroissante sur [0,1] alors

X, 5 X.

1.3.3 Principes d’invariance dans DJ[0, 1]

Soit X1, Xj,... une suite de variables aléatoires définies sur (€2, B, P),
indépendantes, centrées et de méme loi. On note par S; = > 7, X la suite
de sommes partielles. L’élément aléatoire &, (w) de D est défini par

1
o\v/n

Le principe d’invariance de Donsker-Prohorov dans D [0, 1] s’énonce comme
suit :

En (t,w) = ——Spy (W) . (1.2)

Théoréme 1.3.5 ([13]) : Supposons que les variables aléatoires X, sont
indépendantes, de méme loi, centrées et de variance commune finie EXj2 =
02 > 0. Alors la suite de fonctions aléatoires (&,) définie en (1.2) converge
en loi vers le mouvement brownien W dans D [0, 1].

La convergence des lois finidimensionnelles de &, vers celles du mouvement
brownien se montre de la méme maniére que dans la proposition 3.2.1.

Pour I’équitension, il suffit de vérifier les deux assertions du Théoréme
1.3.3.

Les trajectoires du mouvement brownien standard sont montrés dans la
figure suivante :
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houverment brownien

Fi1G. 1.1 — Mouvement brownien

La figure ci-dessous nous donne les trajectoires du pont brownien
qui partent de zéro et reviennent vers zéro (ce qui justifie le nom de pont) :

Font brownien

FiG. 1.2 — Pont brownien



Chapitre 2

Théorémes lhimites fonctionnels
holderiens

Introduction

Le principe d’invariance dans les espaces de Holder, pour les variables
aléatoires indépendantes, centrées et de méme loi, a été démontré par Lam-
perti [52]. Kerkyacharian et Roynette [50] ont redémontré ce résultat en uti-
lisant la base des fonctions triangulaires de Faber-Schauder et leur condition
suffisante d’équitension. Hamadouche [40] a étendu le théoréme de Lamperti
pour une suite strictement stationnaire de variables aléatoires a-mélangeantes
ou associées. Par ailleurs dans Hamadouche [42], il a été établi que le proces-
sus de Donsker-Prohorov lissé par convolution, pour les variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, converge aussi vers le mouvement brownien.
Le méme résultat pour les variables aléatoires dépendantes est également
établi pour le lissage par convolution.

2.1 Espaces de Holder

Il est connu que les trajectoires des processus limites habituels comme
le mouvement brownien W et le pont brownien B ont une régularité holde-
rienne pour tout ordre a < 1/2 (donc dépassant la seule continuité). Comme
lespace de Holder H, [0, 1] a une topologie plus fine que celle de C'[0, 1], on
obtient alors plus de fonctionnelles continues de trajectoires pour des appli-
cations statistiques. Il est alors légitime d’étudier la convergence faible dans
cet espace.

On rappelle les travaux de Ciesielski [19] et [20] sur les espaces de Holder
en donnant la base de Schauder de H? et on rappelle les expressions de S, et

21
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T, faisant de (HQ[0,1],.]l,) et (1°°,].|l..) des espaces isomorphes, {*° dési-
gnant l'espace de Banach des suites bornées muni de la norme du supremum.
On donne les théorémes essentiels fournissant les conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence d’une modification a trajectoires presque stres
dans H,. On termine le paragraphe par les principaux résultats de conver-
gence, de compacité et d’équitension dans H? du fait que la convergence
faible holderienne d’une suite de processus stochastiques est équivalente a
la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite et a sa relative
compacité (équitension).

2.1.1 Les espaces de Banach H,[0,1] et H|0,1]

Définitions

On reprend les notations et résultats de Ciesielski [19] et [20] relatifs
aux espaces de fonctions holderiennes sur [0, 1].

Définition 2.1.1 On appelle espace de Holder d’ordre o (0 < a < 1), noté
H, [0,1], Uespace des fonctions définies sur [0, 1], nulles en zéro et telles que

17, = sup TOZION o
0<|t—s|<1 |t — s

Le module de continuité Holderien de f noté w, (f,d) est défini par
t) —
s O =76
0<|t—s|<d |t - S|

Le sous espace H°[0,1] de H, [0,1] est défini par

wa(faé):

feEH) < feH,et (lsin%wa(f,d):O.

On notera souvent H, [0,1] par H, et H? [0,1] par H?.
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Propriétés

L’espace (H,,||.||,) est un espace de Banach non séparable. (HY,|.|,)
est un sous espace fermé, séparable alors que (H,,||.||,) est séparable pour
la norme ||.[|; pour tout 0 < 3 < a. De plus H,, s’injecte continuement dans
Hs.

2.1.2 Analyse fonctionnelle de H, et H?

On note Cj[0,1] 'hyperplan fermé des fonctions de C'[0, 1], nulles en
Z€ro.

Pour définir la base Faber-Schauder, on considére la fonction triangulaire
A (t) définie par

2t si0<t<3,
A(t) = 2(1—1t) sisg <t<l1,
0 ailleurs.

pourn =2 +k j>0,0<k<2, onpose
A,(t) = Ajp(t)=A(2t—k), telo,1],
Do (t) = tlpy (D),
Ay (t) = lpy().

On note par

M (f) = 1),
(D) = Aj,k<f>=f((k+2#)—%{f(g)”(k;l)}'

Lemme 2.1.1 (Faber-Schauder ) Pour toute fonction f de Cy|0,1],

=S A () Au(8), (2.1)

avec No (f) = f (1) et pourn=2"+k (>0, 0<k<2):

An<f>=Aj,k<f>:f(’“Zf/2) —é{f(g) *f(k;)}'
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La série (2.1) converge uniformément sur [0,1], autrement dit, au sens
de la norme ||.|| ., de Co[0,1].

Théoréme 2.1.1 (Ciesielski [19]) : Pour toute fonction f de HC la série

FE) =Y M)A

converge au sens de la norme ||.||,. La famille {A,, n > 0} est une base
de Schauder de (H2, ||.1|,,) -

Théoréme 2.1.2 (Ciesielski [19]) : On pose ALY = 2-G+DeA pour n =
Wik (j>0, 0<k<2)et A = Ay Les espaces (H, ||.||,,) et (1°°,].]l.)
sont isomorphes par les opérateurs S, et T, = S définis comme suit

Sy Hy — [
fou= (un)nzo

avec u, = 2UTVN (f), n > 1 et ug = Ao (f) .
T,:1*° — H,

U= (Un),>o — f= ZUNA%Q).

n=0
De plus ||Sa||, =1 et
2 2
< Tl < .
s @) - e S mron e

Remarque : On sait que I'approximation d’une fonction f par les
sommes partielles de sa série de Faber-Schauder est aussi son approxima-
tion par interpolation linéaire entre des points d’abscisses dyadiques.
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Lemme 2.1.2 (Hamadouche [41]) : Soit f une ligne polygonale sur [0,1],
de sommets (x;, f (x;)), (0<i<n+1) avec o =0, x,.1 = 1. Alors

sup 1f () — fa(s)!
o<s<t<1 [t — |

est atteint en deux sommets s =x; ett =x;, 0<i<j<n+ 1

2.1.3 Processus a trajectoires dans Ha

Dans nos travaux, on se place dans le cas ou le processus &, est a
trajectoires dans H,, c’est a dire considéré comme élément aléatoire de H,,.
On donne aussi les résultats sur I'existence d’une modification & trajectoires
presque stire dans cet espace.

Théoréme 2.1.3 (Kolmogorov [13]) : Soit (&, t € [0,1]) un processus dé-
fini sur un espace de probabilité (Q, B, P) et supposons qu’il existe § > 0,
v>0etc>0 tels que

VA0, P(|gt—gs|>A)gA—i|t—s|1+5.

Alors il existe une version de & a trajectoires dans HY pour tout 0 < o < %.

Théoréme 2.1.4 (Ibragimov [47]) : Soit f wune fonction définie sur RY,
croissante telle que pour tous s,t dans [0, 1]

E& = &I < f7 (It —s]).

Une condition nécessaire et suffisante pour que presque toutes les trajec-
toires de & soient dans H, est que

b f(uw)
; mdu < Q0.
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2.1.4 Compacité dans H,

Dans [41], il a été démontré que la convergence faible holderienne d’une
suite de processus stochastiques est équivalente a la convergence des lois
fini-dimensionnelles de cette suite et a sa relative compacité dans ’espace
des mesures de probabilité sur H muni de la topologie de la convergence
étroite. Par le théoréme de Prohorov, cette relative compacité équivaut a
I’équitension de la suite des lois. Les deux lemmes ci-dessous permettent de
caractériser les compacts de HY.

Lemme 2.1.3 (Hamadouche [41]) : Si0 < a < (3 <1 et si K est borné
dans HP alors K est relativement compact dans HC.

Lemme 2.1.4 (Suquet [79]) : K est relativement compact dans H? si et
seulement si

lim supw, (f,d) = 0.
d—0 feK

2.1.5 Convergence faible holderienne

On considére un processus £ a trajectoires holderiennes (élément aléatoire
de T’espace fonctionnel H,). Comme H? s’injecte continuement dans H,, la
convergence faible dans H? entraine celle dans H,. Le premier résultat dans
ce sens est :

Proposition 2.1.1 (Hamadouche [42]) : La convergence en loi dans H?
d’une suite de processus (&,, n > 1) équivaut a Uéquitension sur HC de la
suite des lois P, = P& des éléments aléatoires &, et a la convergence des
lois fini-dimensionnelles de &,.

Preuve : On rappelle ici les grandes lignes de la preuve (voir [42]).

Il est clair que I’équitension et la convergence des lois fini-dimensionnelles
sont des conditions nécessaires pour la convergence faible hélderienne d’une
suite de processus (&,),-,. D’autre part, si la suite des lois (P,),, est équi-
tendue, il existe au moins une sous suite de (P,), -, qui converge vers F%,
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loi d’un élément aléatoire & de H?. Il reste & montrer que cette loi limite est
unique.

Pour cela, on rappelle que si x est un espace de Banach séparable, sa
tribue borélienne B, coincide avec sa tribu cylindrique C,, tribu engendrée
par les fonctionnelles ¢ du dual topologique x’. Ainsi si on note, pour &
élément aléatoire de x et ¢ élément déterministe de y/,

Le (0) = Eexp (i (§,¢)) = Eexp (ip (€)),

la fonctionnelle caractéristique de &, on a

Le (¢) = Le () Voeyxy <= ¢£et(ont méme loi (Pe=Fp).

Par le théoréme de convergence dominée, on voit facilement que la fonc-
tionnelle caractéristique est continue sur x’. Il suffit donc de tester I'égalité
de L¢ et L¢ sur une partie dense de x’ pour vérifier I'égalité des lois de £ et
C.

Revenons a H? et soit ¢ un éléement du dual (H2)". On a la caractérisation
suivante :

Théoréme 2.1.5 (Ciestelski [19]) : Toute fonctionnelle linéaire continue
o sur (HY,||.|l,) est de la forme

P ()= anu,
=0

avec ug = X (f), wn = 200N (f), n=2"+k, (>0, 0<k <29) et
a = (agp,ay,...) €.

De pius ¢y < 1Salllall . llalls < NTl gl gy et les constantes
ISl et || Ta|| sont optimales.

Le théoréme ci-dessus nous fournit une suite a = (a,) € 1! (N) telle que

o (f) =aof (1) + Y _a20™°N, (f), feHY. (2.2)
n=1

De plus [|o[| goy < [ISall [[all;: - Cette inégalité nous permet de voir, via le
critére de Cauchy, que la série notée par (2.2) converge pour la topologie de
la norme de (H2)". Il en résulte immeédiatement que la famille des évaluations
aux points dyadiques (f — f (k277)) est totale dans (H?)' .
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Supposons maintenant que (P,), -, ait deux sous-suites dont les lois convergent
respectivement vers P et Pr. La convergence des lois fini-dimensionnelles de
(Pn),>, entraine 'égalité de Py et P, ce qui achéve la démonstration.

2.1.6 Equitension holderienne

L’essentiel de la difficulté pour montrer la convergence holderienne réside
dans la vérification de I’équitension. Une condition suffisante est donnée par :

Théoréme 2.1.6 (Kerkyacharian et Roynette [50]) : Soit (), une
suite de processus nuls en zéro et vérifiant pour des constantes v > 0, 0 > 0
etc>0

c
N

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans H® pour
0<a<?.

VA>0, P(&(t) =& (s) >N < —t—s) .

La version des moments de ce théoréme est obtenue via l'inégalité de
Markov. Elle s’énonce par le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 (Lamperti [52]) : Soit (§,),,, une suite de processus nuls
en zéro et vérifiant pour des constantes v >0, >0 et ¢ > 0

El&, (t) = & ()] < et — s

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans H® pour
O<a< %.

On termine ce chapitre en énoncant ce résultat plus maniable pour la
vérification des conditions de moments et sur lequel repose les démonstrations
de nos principes d’invariance.

Théoréme 2.1.7 (Hamadouche [{2]) : Soit (§,),,~, une suite de processus
a trajectoires dans HY, vérifiant les conditions suivantes :

a) Il existe des constantes a > 0, b > 0, ¢ > 0 et une suite de nombres
positifs (a,) \, 0 telles que
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Elé (t) =& (s)" < clt — s, (2.3)
pour tout n et tous s,t tels que |t — s| > ay;
b)Ve>0, limP{w, (&, a,) >c} =0.
Alors pour tout a < a~" (min (a,0) — 1), la suite (§,),>, est équitendue
dans HY.

Preuve : On rappelle aussi ici les grandes lignes de la preuve (Voir Ha-
madouche [42]).

On construit un autre processus (, qui interpole linéairement &, aux

points t, = ka, (0 < k < k,) avec k,, = [i et tx,+1 = 1. Les trajectoires de

an
(. sont des lignes polygonales , donc dans H?, pour tout a < 1. On utilise
alors :
I’hypothése a) pour montrer 1'équitension de {(,, n > 1} et 'hypothése b)
pour prouver la convergence en probabilité vers zéro de [|&, — ||,
L’équitention de {&,, n > 1} s’en déduit facilement via la caractérisation sé-
quentielle de la relative compacité des familles de mesures de probabilité sur
un espace polonais (ici H?) .

Premiére étape : Equitension de {(,, n > 1}.
Pour prouver ’équitension dans H?, nous nous appuierons sur la condition

suffisante de Kerkyacharian et Roynette [50|. Plus précisément, en utilisant
le corollaire 2.1.1, nous souhaitons montrer

ElG (@) =Gu(s)" <Kft=s|", n>1, s,tel01] (2.4)

ou vy = min (a,b) .

1cas : Si s et t sont dans le méme segment [, = [k,,, (k+1)a,],
(0<k<k,),alors [t —s| <a, <1 et la définition de (, nous donne

G (8) = Gu ()] = @, [t = s[ [0 (1) — &n (trsr)]

d’oul en prenant les moments d’ordre a et en utilisant (2.3)

EGn (t) = G ()" = a," [t = 8" E'|&n (t) — &n (trg0) "

<cal™ |t —s|”.
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Onalt—s| <a, <1,sib—a < 0, on majore ab* par |t — s|"*; si
b—a >0, on majore par a®~® par 1. Nous obtenons ainsi

ElG () =G (s)]" <clt—s[", ~=min(a,b).

2°cas : sis € [ et t € Iy, on écrit

|Cn (t) - Cn (S)| < |Cn (t) - gn (tk+1)| + |<n (tks—i—l) - Cn (S)| )

et par convexité, on se raméne a la majoration du 1* cas
E G (t) = G ()" <27 e ([t = taa]” + [tha — s]7)
<2¢le|t — 5|7,

car v > 0, [t = tpp1| <[t — s[ et [t —s[ < [t —s].

3°cas : Sis € [ et t € Iy , avec j > 1, on découpe l'accroissement (¢,
en trois termes :

Kn (t) - Cn (S)| < |Cn <t> - Cn (tk+j)|+|<n (tk‘ﬂ') - Cn (tk+1)‘+|<n (thrl) - Cn (S>| :

Avec l'inégalité de Jensen, la condition a) et le premier cas, on obtient :

E G (t) = G ()|* <3 Mo (It = tas|” + [tiws — trgal” + [trgr — s[)
< 3|t —s|”

car |t — tgi |, [tes; — tht1] et |tks1 — s| sont inférieurs a |t — s|.
Ainsi, 'inégalité de moment (2.4) est bien vérifiée (avec K = 3%c) . L’équi-
tension de {(,, n > 1} en découle.

Deuxiéme étape : Convergence en probabilité de ||, — (||,
Posons pour alléger les écritures x, = &, — (. Nous voulons montrer la
convergence en probabilité vers zéro de la suite de variables aléatoires réelles :

|Xn (t) — Xn (S>|
IXnll, = sup &
0<s<t<1 [t — s|

Comme a la premiére étape, nous discutons suivant la localisation de s et ¢.

1°cas : s,t € I}, donc |t — s| < a,. on a
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X (8) = X ()| f&n (&) = &n (S)] | 1Gn (8) = G (5)]

e N £ —s|”

La trajectoire de (, étant affine sur I, on a :

0 () = G ) _ 160 ()= 6o s |1
[t — s]® ay, ’

qui est de la forme f(u) = ku'~® u = |t — s| € [0,a,]. La fonction f est
croissante, son maximum est atteint en u = a,, donc

|G (£) = o ()] < 1€ (t) — &n (tey1)]”
[t — s|® - an
— |§n (tk> — fn (tk+1)|a

< We, (én; an) .

D’ou
X (1) = Xn (5)]

<2 « ny¥nj -

2° cas s € I, t € Iy1. On se raméne au premier cas par 'inégalité
triangulaire

n (8) = X ()] DXt () = Xn ()] [Xn (B1) = X (5))]
[t — s|® - |t — s|® [t — s|® '

Comme |t — s| > |t — tgi1] et [t —s| > |s — tx+1]|, on obtient

) =3 ), () = Eu(5)
[t — s|” T esl<t |t —s|®

= 4wa (gny an) .

3°cas: sl tel; (j>1).

X (8) = X ()] Dxn (&) = Xon ()| Dxn () = don (ties)] | [ (tiest) = X (B
t—s” = jt—s|” £ —s|” [t —s|”

Le dernier terme est nul car &, (t;) = ¢, (t;) pour 0 < i < k,. D’aprés le
premier cas, on obtient
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X (£) = Xn (5)]
£ —s|”

<Adw, (&, a,), 0<s<t <1

Finalement, dans tous les cas de figure, ||(, — &, < 4wq (§n, an) . L'hy-
pothése b) du théoréme nous donne alors la convergence en probabilité vers
zéro de ||C, — &l - Ainsi {&,, n > 1} est équitendue dans HY.

2.2 Principes d’invariance dans H,, : cas de suites
iid

Soit (Xj)j>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
centrées et de variance commune

2 2
EX5 =o". (2.5)
On note par &, les lignes polygonales obtenues par interpolation linéaire aux

- l S]' N
points W ovm) OU

J
Si=Y_ X (2.6)
k=1

Le premier principe d’invariance dans H,, pour les variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi, est donné par le théoréme de Lamperti.

Théoréme 2.2.1 (Lamperti [52]) : Soit (X;),,, une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi, centrées, réduites. On suppose qu’il
existe v > 2 tel que E'|X;|” < co. On pose pour tout n € N*, 0 < j <n:

1 , j j+1
NG O;Kij(w)+(nt—J)Xj+1(w) LSt —, (27)

alors la suite de lois de &, converge étroitement vers la mesure de Wiener

Py dans H?, pour tout o < % — %

5n(t>w) =

Ce résultat démontré par Lamperti, en montrant la convergence des lois
fini-dimensionnelles de &, ainsi que ’équitension de la suite de ses lois, a été
redémontré par Kerkyacharian et Roynette [50], en utilisant la base des fonc-
tions triangulaires de Faber-Schauder et leur condition suffisante d’équiten-
sion. Il est par ailleurs, étendu par Hamadouche pour une suite strictement
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stationnaire de variables aléatoires dépendantes a—mélangeantes ou asso-
ciées. De plus, Hamadouche [42| a étendu le théoréme de Donsker-Prohorov
pour le cas de lissage par convolution sous les conditions définies ci-dessous :

Soit (Xj)j>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
centrées telles que F'|X;|” < +00 pour un v > 2. On note o leur variance

commune. On pose encore S; = >, _, Xj et on considére le processus de
sommes partielles normalisé de Donsker-Prohorov

e ll) = Sis[m] ), telod], (2.8)

[nt] étant la partie entiére de (nt).
Soit K une densité de probabilité sur R telle que :

/R|u| K (u) du < o0 (2.9)

et (bn),>, une suite de réels positifs tendant vers zéro et vérifiant :

bl -0 (nT/Q) , 0<7< % (210)

On définit la suite (K,), -, de noyaux de convolution par

K, (1) = %K (é) . leR (2.11)

Nous considérons le processus de sommes partielles lissé défini par :

G () = (& x Kp) (1) — (& x K) (0),  t €[0,1]. (2.12)
Le terme correctif (&, * K,,) (0) assure la nullité en zéro du processus (,.
Le lemme suivant nous assure que (, est dans H% [0, 1].

Lemme 2.2.1 (Hamadouche [42]) : soit f une fonction mesurable, bornée
a support dans [0,1] et K un noyau de convolution tel que

KeL'(-1,1)nL2([-1,1)), (2.13)

K (2) = K(y)| <a(K) |z —y[, zyel[-11], (2.14)

pour une certaine constante a (K). Alors la restriction a lintervalle [0,1]
de (f « K)— (f * K)(0) est dans H, [0, 1].
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Lorsque les conditions énoncées ci-dessus sur K, sont remplies, on peut énon-
cer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2 (Hamadouche [42]) : Soit (X;),., une suite de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi, centrées et réduites telles que EX] <
oo pour un y > 2. On suppose que les noyaux de convolution K, vérifient
((2.9)),(2.11),(2.13) et (2.14). Alors la suite de processus de sommes par-

tielles lissés (, définis par (2.12) converge faiblement vers le mouvement

brownien W dans H?, pour tout o < % — max 7',% .

On montre I’équitension de la suite des lois de ¢, en utilisant le théoréme
2.1.7 avec a, = 1/n.

Pour la convergence des lois fini-dimensionnelles, on se raméne a celles de
&, en montrant que la distance entre ( ¢, (t1) , ..., Cu (tx)) €t (& (t1) 4 -y &n (tr))
tend en probabilité vers zéro.

2.3 Principes d’invariance dans H,, : cas de suites
dépendantes

2.3.1 Quelques outils de dépendance

Les résultats suivants sont nécessaires lors de ’établissement des principes
d’invariance sous dépendance.

Définition 2.3.1 On appelle coefficient de mélange entre deuz tribus A et
B le nombre

a(A,B)= sup |P(ANB)—P(A)P(B)|.
(A,B)cAxB

Définition 2.3.2 Soit (X,,),-, une suite de variables aléatoires définies sur
le méme espace probabilisé. On définit le coefficient de mélange fort o, par

o, = sup {a (ff, k) keN},

ou ‘7_-]1 désigne la tribu engendrée par les variables (X;, 7 <1i <I).
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Définition 2.3.3 Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires définies
sur le méme espace probabilisé (2, A, P). On dit que la suite (X,,)n>1 est
a-mélangeante (ou fortement mélangeante) si la suite de coefficients

a,, = sup {a (}"f, ,fik) ke N*} ;

tend vers zéro quand n tend vers ooetoFij désigne la tribu engendrée par les
variables (X;, 7 <i<I).

Définition 2.3.4 On dit que X1, Xs,...X,, est une suite finie de variables
asS0CiLées si

Cov (f (X1,..Xn), g (X1,..Xm)) >0,
pour toute paire f, g de fonctions R™ — R, croissantes coordonnée par coor-

donnée et telles que cette covariance existe.

Définition 2.3.5 On dit qu’une suite (X,),~, est une suite de variables
associées si toute sous-suite finie est associée.

2.3.2 Théorémes limites fonctionnels

On va énoncer quelques théorémes sur les inégalités des moments et des
théorémes limites fonctionnels pour les suites de variables aléatoires dépen-
dantes.

Le théoréme ci-dessous nous donne une majoration de la valeur absolue de
la covariance de deux variables aléatoires a variance finie.
Théoréme 2.3.1 (Davidov [23]) : Soient X etY des variables aléatoires

s . , . 1,1, 1
réelles centrées de variance finie. Pour p, q, r > 1 et et = 1,

lcov (X, V)| <8a (X, Y)YP EVa | X |2 EVT Y|
ot «v est le coefficient de mélange.

Le théoréme suivant nous fournit également une majoration pour le mo-
ment d’ordre v d’une somme partielle de suites de variables aléatoires a-
mélangeantes.

Théoréme 2.3.2 (Yokoyama [84]) : Soit (X;),
stationnaire, a-mélangeante telle que EX; = 0, E|X1|7+5 < 00 pour un
vy>2,une>0 et

| une suite strictement
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+oo
Z (n + 1)%71 af/0F9) < 4o,
n=0

alors il existe C' > 0 tel que

E|Xi4+Xo+ ..+ X, <Cn?.

Le théoréme suivant nous fournit les conditions suffisantes pour que la

suite (X;) a-mélangeante satisfasse le théoréme central limite fonctionnel
dans D[0, 1].

Théoréme 2.3.3 (Odaira, Yoshthara [62]) : Soit (X;),., une suite a-
mélangeante vérifiant pour des constantes € > 0, v > 2 les conditions :

+oo
Z s/ 09 < foo,
n=1

supF | X" < 400
Jj=1

Alors (X;) 5, satisfait le théoréme central limite fonctionnel dans D [0,1] .

Voici maintenant une inégalité des moment d’ordre v pour les suites sta-
tionnaires de variables aléatoires associées.

Théoréme 2.3.4 (Birkel [16]) : Soit (X;),., une suite de variables aléa-

toires associées, centrées, telles que supFE |X]~|A’Jrs pour un vy > 2 et un € > 0.
Jj=21
On suppose que le coefficient

u(n) = sup Z cov (X1, Xg) = O (n*(7*2)(7+5)/(25))

keN*
J:li—kl>n

Alors il existe une constante b telle que pour tout n > 1 :

k
SUpFE |Syim — Sm|” < 2, on Sy = ZXj.

j=1
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Le théoréme suivant nous donne un principe d’invariance dans C10, 1]
pour des variables aléatoires associées et a variance finie.

Théoréme 2.3.5 (Newman, Wright [55]) : Soit (X;),., une suite stric-
tement stationnaire de variables aléatoires centrées, de variance finie, asso-
ciées telles que

o = EX} + 2cov (X1, Xj) < +oo.

Pour tout n > 1, on définit le processus :

1 (< j j+1
W, (t) = —— X t— DX |, L<t<?ITo 0<j<n
0= o (Emr ot ma) i<l 0 <

Alors W, converge faiblement dans C'|0, 1] vers le mouvement brownien
W. A fortiori, les lois fini-dimensionnelles de W,, convergent vers celles de

w.

Le théoréme suivant,donnant un principe d’invariance dans H?, sera uti-
lise dans le chapitre quatre lorsque la dépendance des variables aléatoires
considérées est de type a-mélange.

Théoréme 2.3.6 (Hamadouche [{2]) : Soit (X;),., une suite strictement
stationnaire a-mélangeante de variables aléatoires centrées. On suppose qu’il

existe v > 2 et € > 0 tels que E| X" < oo et
Z (n+ 1) [a,, ]/ < 0.
n=1

On pose pour tout n e N* et 0 < 3 <n:

k=j . .

1 ~ ) J+1

6lt) = —= |3 X+t =) X |, siL<r<itl
o\v/n ; J

n n
ot -
o’ = EX} + QZCOU (X1, Xj) < o0.
=2

Les lois de &, convergent étroitement vers la mesure de Wienner Py dans

0 11
Hg, pour tout a < 5 — =.
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Par les théorémes 2.1.7 et 2.3.2, on montre 1’équitension de la suite des
lois des processus &, alors que la convergence des lois fini-dimensionnelles de
&, vers celles du mouvement brownien se fait par le Théoréme 2.3.3.

Un principe d’invariance dans H? pour une suite de variables aléatoires
associées est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.7 (Hamadouche [{2]) : Soit (X;),., une suite strictement

stationnaire de variables associées, centrées telles que E | X"

un vy > 2 et un e > 0. On suppose que

< 00 pour

= Z Cov (X1,X;) =0 (nf(vf2)(v+e)/(2e))
j>n+1
et
0<o®=FEX]+u(l) < oo.

Alors les lois de &, convergent étroitement vers la mesure de Wienner Py

dans HY, pout tout a < & — 1,
v

L’équitension se démontre comme dans le cas c-mélangeant en utilisant le
Théoréme 2.3.4. La convergence des lois finidimensionnelles résulte du Théo-
reme 2.3.5.

Voici maintenant deux principes d’invariance établis pour le lissage poly-
gonal de suites a-mélangentes ou associées de variables aléatoires.

Théoréme 2.3.8 (Hamadouche [{2]) : Soit (X;),., une suite strictement
stationnaire a-mélangeante de variables aléatoires centrees On suppose qu’il
existe v > 2 et € > 0 tels que E|X{|"™° < oo et

Z n—+1)2 7 a0 < oo,
n=1

Alors .
0’ =EX]+2) Cov(X;,X;)
j=2
est finie. On suppose de plus que 0* > 0 et que les noyauz de convolu-

tion K, vérifient (2.9), (2.11), (2.13) et (2.14). Alors la suite de processus
de sommes partielles lissés ¢, définis par (2.12) converge faiblement vers le

mouvement brownien W dans HY pout tout o < = — max (7’, i)
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L’équitension se démontre de la méme maniére que dans le théoréme 2.2.2
en utilisant le théoréme 2.1.7 et le théoréme 2.3.2.

Pour la convergence des lois fini-dimensionnelles de (,, on se raméne a
celles de &, qui convergent vers celles du mouvement brownien grace au théo-
réme 2.3.3.

Théoréme 2.3.9 (Hamadouche [{2]) : Soit (X;),., une suite strictement

stationnaire de variables associées, centrées telles que E| X"

un vy > 2 et un € > 0. On suppose que

< OO pour

u(n) = Z Cov(X1,X;)=0 (n—(7—2)(7+6)/(25))
j>n+1
et
o’ =EX] +u(l)>0.

On suppose de plus que les noyauz de convolution K, vérifient (2.9),

(2.11), (2.13) et (2.14). Alors la suite de processus de sommes partielles

lissés (, définis par (2.12) converge faiblement vers le mouvement brownien

W dans H® pout tout o < % — max T,% )

[’équitension se démontre de la méme maniére que dans le théoréme 2.2.2
en utilisant le théoréme 2.1.7 et le théoreme 2.3.4.

Pour la convergence des lois fini-dimensionnelles de (,, on se raméne a
celles de &, qui convergent vers celles du mouvement brownien grace au théo-
réme 2.3.5.



Chapitre 3

Théorémes lhimites fonctionnels
holderiens dans le cas non
stationnaire.

3.1 Introduction

Soit (X;);5, une suite de variables aléatoires indépendantes, non né-
cessairement de méme loi, centrées et de variances EX? = o7 . On note par &,

les lignes polygonales obtenues par interpolation linéaire aux points <l i)

n’ sp
ouS; =37 Xy ets2 =024 034...+02
Dans ce chapitre, on se propose d’étendre le théoréme de Lamperti,
aussi bien pour le lissage polygonal que pour le lissage par convolution, au cas
de variables aléatoires indépendantes, centrées n’ayant pas nécessairement la
méme loi. Il constitue notre premiére contribution [44]

3.2 Lissage polygonal du processus de sommes
partielles

Dans ce paragraphe, on présente la premiére extension du théoréme
de Lamperti pour les variables aléatoires indépendantes non identiquement
distribuées.

Théoréme 3.2.1 ([44]) Soit (X;);.,une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, centrées, non de méme loi. On suppose qu’il existe v > 2, m >0
et M >0 telles que

m<ol 0 o et B|X;"<M<oo, Vj>L1 (3.1)

40
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On pose pour tout n e N*, 0 <j<n

6itw) = =[S M)+t = DX )], Le< T @

Alors la suite de lois de &, converge étroitement vers la mesure de Wiener

P,, dans H? pour tout o < 3 — 1.

Preuve : D’aprés la proposition 2.1.1, il suffit de montrer I’équitension de la
suite des lois des éléments aléatoires &, et la convergence des lois finidimen-
sionnelles de &, vers celles du mouvement brownien.

Equitension des lois P, = P!

D’aprés le corollaire 2.1.1 il suffit de montrer que sous les hypothéses du
théoréme 3.2.1, on a

&
éﬁ
—~

~
~—

|
—~

&) < Kt—s|]”  avec 1+5:%>1.

= | (1) 4 (0t = ) X501 ()] = [5; + (05 — ) X0 (@)

puisque X (w) a la méme valeur sur 'intervalle [%, 3%1} pour tous s,t et ce

V j > 1. L’hypotheése (3.1) implique qu'’il existe une constante M’ telle que

E|X;P<M Vj>1. (3.3)
En effet, 'inégalité de Holder suivante :
i g 1 1
EIXY|<(E|X")» (E]Y|) avec — 4+ — =1,
P q
appliquée a X7 et a la variable déterministe X = 1 avec p = J et ¢ = %
donne
X % v ’YT_Q 2
E|X2x1| < <E|X§\2> <E|1|H> = (E|1X,;]")7 .

D’aprés (3.1) et ce qui précéde, on a
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m < E|X;[? < (B|X;[))" < M3 =M.

L’utilisation des précédentes inégalités nous permet de majorer et minorer
S, comme suit

mn < s2 < M'n. (3.4)

Ce qui implique

6a(t) — £uls)] < ‘

Par conséquent

v

Blen) - 66 < B| (%) -9 X4

nyz\’ v v
<((2)7) 1t=sl"EIXl
m

v

1 2 J X
< () Okt = sl sff BIXP

<m IM|t—s|? =K|t—s|'", (3.5)
puisque F | X;1|" < M et n|t —s| <1,avec K =m™2M et 1+5 = 1>1.

< < J+k+1

n

Cas 2: ’T< s< L g

n

+k j+k

[€n(t) = &n(s)| = én(t)—fn(jn )+€n( ) — én( )+£n( ) &n(s)

<[ - D)+

65 - e+

En appliquant I'inégalité de Jensen suivante :

fu(2) ~ 65
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E |Z?=1 Xip <n! Z?:l E |Xi|77

on obtient , y
Blén(t) — &(s)]” < 37U (E|6a(t) - &a(EE) [+ B [6a(2E) - £u()| +E |&a(2) - ()] ).
Le premier terme et le troisiéme terme du second membre de 'inégalité se
traitent de la méme maniére que le cas précédent

o

B lea(t) ~ (0| < Kot - o' (3:6)

~

< Kyt — s (3.7)

B (L)~ 0(s)

Pour le terme du milieu

~

j+k;

Bla ) (L)

On utilise (3.4) pour minorer s,, ce qui nous donne

Pl e < (L) B[ xf

En appliquant l’inégalité de Marcinkiewiez-Zygmond au dernier terme du
second membre de I'inégalité, on obtient

X

(L) ey pr)

(&) mm-a () @)

puisque d’aprés (3.4), E |Xj|2 < M'.

k
5n(‘7 i

) &l2)

R
[V

D’autre part, comme \t—s|2j%k—7%:§ on a
j—l—k INE M\ 2 7
n () <O, — ) [t—sl?
ot -ad) <o, (5) 1t

I existe donc une constante Ky = C, (%)




CHAPITRE 3 44

. -
E g,x%ygn(%) < Ko|t —s|'™. (3.8)

Les inégalités (3.6), (3.7) et (3.8) nous donnent finalement

E&u(t) — &als)|" < 3771 (K + Ko+ K3) [t — s

On peut conclure qu’il existe une contante K = 377 (K} + Ky + K3)
telle que

E&u(t) = &u(s)] < K|t — s avec 140 = % > 1.

D’aprés le corollaire 2.1.1, la suite des lois P,, du processus &, est équitendue
dansH2pourO<oz<%:

1_ 1
2 v°

Convergence des lois fini-dimensionnelles.

Cette partie de la démonstration sera utilisée dans la démonstration
du théoréme 3.3.1 pour le lissage par convolution. Il est donc utile de I’énoncer
sous forme de proposition.

Proposition 3.2.1 ([44]) Soit (X;),.,une suite de variables aléatoires in-
dépendantes, centrées, pas nécessairement identiquement distribuées. On sup-
pose qu’il existe des constantes v > 2, m >0 et M >0 telles que

m <o’ prarees o’ et EIX;"<M<oo, Vj>1 (3.9)

On pose pour tout n € N*et 0 < j<n

Jj+1

—
(3.10)
Alors la suite des lois fini-dimensionnelles de la suite de processus &, converge

vers celles du mouvement Brownien W dans HY , pour tout o < % -3 .

Eult0) =[S K@+ (- ) X )], L <t<

Sn k=1

Preuve .
Montrons d’abord que pour un point donné s, &, (s) — W;. De la défi-
nition de &,, on déduit
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1 1
= (ns — [ns]) S—X[ns]+1 < S_X[ns]-H

n n

_ S

Sn

&n (s)

puisque (ns — [ns]) < 1.
D’apreés le théoréme 1.1.11, il suffit de montrer

1 P S[ns} i} W,

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P (|X — E(X)| > ¢) < VA?LQ(X)
avec € > 0, appliquée a %X [ns]+1 Dous donne

VAR (£ Xpu01)

e2

1
P (_X[ns}—kl > 5) <
Sn

1 VAR (Xpns+1)
1 M

<—= >0,
nm 82 n—oo

puisque nm < s2 et VAR(X;) < M', Vj>1.

Ainsi
1 P
_X[ns]+1 — 0.
Sn
D’autre part, d’aprés le théoréme de Lindeberg, 2= converge en loi vers

la loi normale N (0, s) si "

. no 1 2
LD N3 B

k\ZESn

| X5 ]°

Or sous 'hypothése | X;| > €s,,, nous avons 1 < 5 et donc

lesn

n 1 n 1 X, |*H0
Sl warsyy o Bl
k=1 S | Xk |>esn k=1 Sh | X

1
klzgsn |5Sn|

" 1 2+6
< Zk:l 52+ /I | Xk dP

Xklzssn
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n 1 2+4
< Zk:l 5BS%L+5E|XI€’ )

Comme par hypothése, E|X;|*" < M et m < 02, on obtient

2496

Sp = Z::1 oz > (nm)% — 520 > (nm) 2 .

Il s’ensuit alors

n ]_ n 1
Zkzlg/'x XpdP <y M

_ 255
k| >esn k=1 cdm= n"2

M 1

=555 0.

EJmT n2 n—o
Ainsi

STLS
% i>/\/(O,S).

D’autre part, I'indépendance des variables aléatoires X; implique

VAR [%] _Ltvar (X1 + oo+ Xpg]

Sn s2

= L (VAR[X\) + .. + VAR [X,.))

n

0% + ...+ O'[Qns]

i T S

I R n [ns]
B [ns] ot .ot gt ton ] n

D’aprés (3.4) on a

[ns]m 0%—1—...—%0[2%] [ns] M’

[ns] — [ns] —  [ns]

0<

Y

46
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alors
O’%—}—...—i—O’Q 0%—}—...4—02
. [ns] . [ns]
m —— = lim ——
n—-0o00 [ns] n—-o0 n

= lim 02 = 0? < 0.
On déduit que
Sns
lim VAR {L} T L
n—->00 Sn n—oo M
puisque %‘1 < [T;—S] < 72
De plus

S[ns] 1 [ns]
E <?> - Zk:l E (X;) = 0.

On conclut finalement que

%iw\/(o,s).

Sn

Considérons maintenant deux points s et ¢ avec s < t. D’aprés ce qui
précéde, on a

S[nt] i) Wt '

Sn

Par conséquent
STL STLS
2y <—L) 5 Wy = W,
STL S?’l

Sns Sn STLS
Les deux membres du couple (% Pled] _ L ]

) Sn

) sont indépendants et ce

grace a I'indépendance des variables (X)), on peut donc conclure, puisque R
est séparable, en utilisant le théoréme 1.1.10 que

<S[ns] Sint)  Shns]

Sn Sn Sn

) A (Wsawt - Ws)

De plus

1 1
(nt — [nt]) S—X[nt]+1 — (ns — [ns]) S_X[ns]-‘rl

n

(60 (1) — €0 (5)) (h-h)':

Sn Sn
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< +

_X[nt]—H _X[TLSH-l .
Sn Sn

, . P ,
Nous avons montré précédement que iX[nS]H — 0 et par conséquent

= X 41 %, 0. On aura alors

| (€ () = & (s)) — <M_M)

Sn Sn

Y

En appliquant le théoréme 1.1.11, on conclut que

(6n (t) = En(s)) 5 (W = W)

Comme les variables X; sont indépendantes alors &, (s) et &, (t) — &, (s)
sont indépendants et en utilisant le théoréme 1.1.10, on a aussi

(60 (5), &0 (1) = &n (5)) — (Wy, W, — W)

Pour conclure, soit la fonction :
h:R? — R?

(z,y) = h(z,y) = (z,2 +y)

Il est clair que A est continue. L’application du corollaire 1.1.2 du théo-
réme 1.1.7 donne

(6 (5), &0 (1) — (Wy, Wh) .

On peut faire la méme démonstration pour un autre point u > ¢ puis
un autre point v > u et ainsi de suite jusqu’a un nombre p € N, ce qui
revient a dire que les lois fini-dimensionnelles de &, convergent vers celles du
mouvement brownien W, ce qui achéve la démonstration de la proposition
ainsi que celle du théoréeme 3.2.1. De plus cette convergence est établie pour

O<a<?=1-1
Y Y

1
2

3.3 Lissage par convolution du processus de sommes
partielles

Pour avoir la trajectoire du processus lissé par convolution dans H?,

il est utile de rappeler ici que les conditions et résultats établis dans Hama-
douche [42] sur les noyaux de convolution sont supposées vérifiées.
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On considére le processus de sommes partielles normalisé de Donsker-
Prohorov

&n (t) = iS[nﬂ (t), t e [O 1] , (3.11)

STL
ou [nt] représente la partie entiére de (nt).
Selon les besoins, on utilisera aussi les notations suivantes de &, ci-dessous,

§n (t) = i Z Sil[#%[ (t), (3.12)
&n (1) = SLZX;A[:J] (t). (3.13)
" k=1

Soit le processus lissé défini par

Gn (1) = (&n %K) (1) = (§n % Ki) (0), T €[0,1]. (3.14)

Le terme (&, * K,,) (0) assure la nullité de ¢, en zéro.
Pour avoir toutes les trajectoires des processus ¢, dans H, on suppose

)

que les conditions (2.9), (2.10), (2.11), (2.13) et (2.14) sont vérifiées.

Théoréme 3.3.1 ([{4]) Soit (X;),., une suite de variables aléatoires cen-
trées, indépendantes non identiquement distribuées vérifiant(3.1). On sup-
pose que les noyauz de convolution K, vérifient (2.9),(2.11),(2.13) et (2.14).
Alors la suite de processus de sommes partielles lissés ¢, définis par (3.14)
converge faiblement vers le mouvement brownien W dans HC pour tout

oz<l—max 7'l .
2 ? oy

Preuve
Le lemme 2.4.1 implique que toutes les trajectoires de (, sont dans H%

et donc dans H? pour tout a < %

D’aprés la proposition 2.1.1, il suffit de montrer 1’équitension sur H? des
lois P, = P¢; ! des élément aléatoires ¢, et la convergence des lois finidimen-
tionnelles de (,.

Rappelons que le produit de convolution de &, par K, s’écrit

(& * Kn) (t)=/an(t—u)Kn(u)du:/Rgn(u)Kn(t—u)du.
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Equitension :

On appliquera le théoréme 2.1.7 avec a, = % On doit alors étudier les
deux cas : t—szi et t—s<%.

On suppose que t > s.

cas 1: t—sZ%,ona

E G () = Gu ()" = E|(&n * Kn) (£) = (& % ) (s)]

= E| =[x (Sine—u) = Sin(s—wy) Kn (u) du

Y

n(t—u v
=L\ Sn fRzgf 7Ens u]—&-le‘ Kn<U)dU

_ n(t—u)] K
=FE\E ( Zk [n(s— u]+1Xk>

En appliquant I'inégalité de Jensen par rapport au noyau K, on a

1 n(t—u v
Z[( )l X, )
Sp, k=[n(s—u)]+1
)

K, (u) du.

E1Gu(t) — Gu(s) < B (Em

Par le théoréme de Fubini, on obtient

1 n(t—u
b Z[ (t—u)] X,
Sn k=[n(s—u)]+1

BlG (1) - G ()" < Exe, (E

1 ln(t-u)
< [ E|l= X
- /R Sn Zk=[n(sfu>}+1 F

L’inégalité de Marcinkiewiez-Zygmund appliquée a l’espérance donne

1 v n(t—u %
Bl - aor s [(£) o (S50 Bk) K wd

n

1\” [(t—u)] 3
<[ (=) ¢ X K, (u) du.
<[ (Sn) W(zk - |k|) (u) du

2 Y
Par suite les hypothéses (3.1) et (3.4) impliquent (%) < (ﬁm) et il

existe une constante M’ telle que E \Xk|2 < M’ < oo ; par conséquent on a
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[n t—u)) , 3
M| K, (u)du
k [n(s—u)]+1

< e (7= n(t=w)] = [n(s = w))

Orn(t—u)]—[n(s—uw)]<n(—s)+2 et|t—s| > cequidonne

Bl () - G6l's [ (

K, (u) du.

X
2

EICn(t)—Cn(S)IWS/R(mn)_ngM’( nlt —s|+2)2 Ky (u) du

X
2

< / (mn)~2 c,M' (n |t — s| + 22> K, (u)du
R n

~

2\ 2
S/mngM’ <\t—s]+ﬁ) K, (u) du
R

l
2

/m TCM (|t — s+ 2|t — s])? K, (u) du

<m IC,M'3% |t —s|? .
Il existe donc une constante C! = m_%CA,M/S% telle que
B G (t) = Gu ()] < C ]t = s
cas 2 : t—s<%,ona
G (8) = Ga ()] = [(§n * 1) (8) — (& %K) ()]
| Jr 2 S X (B (8= ) = Ko (= 5)) 1

n

< izzzl | X| [ (¢ = u) = Ko (t = 5))| 1[% 1] (u) du

1 (u) du
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< Jnm i 1l () |5 (52) - K (52)

En utilisant ’hypothése (2.14) du lemme 2.4.1 on a

-Gl < [ L35 1l () ato |5

L Zk 1|Xk‘| b lt 8| fR 1] (u) du

=Y X éa (K) |t — s (1 _ k)
ﬁéa <K) ZZ:1 |Xk| |t - S| puisque (1 — %) < 1.

IA A

Finalement, on obtient

|<n (t) —

Gl _ 11 " .
e ()Y Xl s

et

Pour montrer que W, (Cn, E) 20 , il suffit de montrer

1 1 1

n P

Par I'inégalité de Markov, on a

P

(Faigen @3 L ) 6] < e 0
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De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée a X,, et a la variable
deterministe X = 1 nous donne

BIX = E|X1] < (B1X?)? (E]1]%)?

Par conséquent,

P ( ! ;a(K)lZ:_l|Xk|>>5] g% L L gmAr

—_— —_— a
1
\/mb%nifa n M bin§*a n n—oo

du fait que %%a (K) est une constante et d’aprés (2.10)

Lt = (Lated) —oassaue (L-a)>r st a<
—n =\|1—"Nn — €S e - — SO (67 - —T.
» que {3 T S0l 5T

n—oo

Le théoréme 2.1.7 permet de conclure alors que la suite des lois de (, est
¢quitendue dans HY pour a =7, b=1%, c¢=C! et a, = +.
Cette équitension obtenue dans H? est valable pour tout a < % — 7 et
oz<%—lsoita<l—max<7' l).
v 2 et
Convergence des lois finidimensionnelles de {(,, n > 1}
On montre d’abord que la distance dans R¥ de

(Cn (tl) JRERS) Cn (tk)) et (é.n (tl) PRERE) gn (tk))

tend en probabilité vers zéro. Par la proposition 3.2.1 les lois fini-dimensionnelles
de &, convergent vers celles du mouvement brownien, il en sera de méme
alors pour celles de (, en vertu du théoréme 1.1.11. Il suffit donc de vérifier
la convergence vers 0 de E |¢, (t) — &, (t)]? pour tout ¢ € [0,1]. On a

2

Bl (t) — & (O = E /R»gn@—u)Kn(u)du—én(t)

2
=F

/R (Sn (t —u) K, (u)du — &, (t) /RK” (u) du)
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2

=F

/ (60 (= u) — &0 (8)) Ko (u) du
R

2

1
=F / — (Stn(t—u) = Sing) Ky (w) du
R Sn
| =) 2
= — Z X; K, (u) du
R Sn .
i=[nt]+1
[n(t—u)] 2
= E|E, Z X;
Sn 1= nt +1

L’inéglité de Jensen appliquée au dernier membre donne

[n(t—u)]

E|£H*Kn(t)_€n<t)|2 < E Ek . Z Xi

i=[nt]+1

Par le théoréme de Fubini, on obtient

[n(t—u)]
Ble s Ko (t) - &P < B [BE|— S X,
nz [nt]4+1
[Pl
< E|— X;| Kp(u)du.
< [rsy (u)du
i=[nt]+1
En appliquant enfin 'inégalité de Marcinkiewiez-Zygmund avec q—2, on
aura
) 9 [n(t—u)]
Ble s Ku(t) =6 (O < cfp | (&) 3 BIX| Kuuhdu
i=[nt]+1

< efi|(&) nte = ) = o) 3] £, )
< ¢ fp = ([n(t —u)] — [nt]) M'K,(u)du

<c/q n%ﬂ; (n|u| 4+ 2) K, (u)du
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< e o (ful + 3) Ka(u)du

< [ (Ju] + 2) Ky (u)du avec ¢ = L

‘m
Avec le changement de variable v = 3 et en utilisant (2.11), il s’ensuit

E (6 % Ko () — & (1) gc'/

R

< (bn /R |U|K(v)dv+% /R K(v)dv)
< <bn /R o] K (v)dv + %) |

Comme [, [v| K(v)dv < o0 et by, tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini,
on déduit que &, (t) *x K, (t) — &, (t) converge vers 0 dans L? (2) pour tout
t € [01] et en particulier pour t =0 on a F &, K, (0)]> = 0.

2\ 1
(bn lv| + ﬁ) b—K(v)bndv

n

Or pour tout t € [01] on a
E G0 (t) = & (1) = E (& * K,) (1) = (0 %K) (0) = & (1)

2 2

<2 (E[(&* Ka) (1) = & (O + E (& * Ka) (0)]7) -

Comme les deux espérances du second membre de 'inégalité convergent
vers 0, on déduit que pour tout ¢

G (1) =& () 50,

ce qui implique que ¢, (t) — &, (t) 20t par conséquent
k
P
> 16 (1) = &u (DI = 1160 — Ealiz 2 0.
i=1
Le théoréme 1.1.11 montre que les lois finidimentionnelles de (, ont la

méme limite que celles de &,, c’est a dire, elles convergent vers celles du
mouvement brownien. On conclut alors

1 1
QniW dans H,, Va<§—max<7,—)
~

et, ceci achéve la preuve du théoréeme 3.3.1.



Chapitre 4

Application au modéle de files
d’attente M /G/1 avec rappels

Introduction

Les systémes de files d’attente avec rappels sont des systémes oil un client
qui trouve tous les serveurs occupés a son arrivée quitte le systéme pour
rappeler ultérieurement a des instants aléatoires jusqu’a satisfaction de sa
demande. Entre deux rappels successifs (appelés aussi "appels secondaires"),
le client est dit en orbite. Ces systémes sont en particulier utilisés dans la mo-
délisation des réseaux de télécommunication et des systémes d’ordinateurs.
Ces systémes sont caractérisés par le fait qu'un client qui trouve tous les
serveurs occupés se met en orbite pour faire des rappels jusqu’a satisfaction
de sa demande. Ils peuvent étre représentés par la figure 4.1 ci-dessous

|

ORBITE

Rappels

ZONE DE SERVICE [—-RERaCs

Fic. 4.1 - SYSTEME DE FILES D’ATTENTE AVEC RAPPELS

26
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La difficulté majeure est qu’on ne peut pas observer I'orbite et en particu-
lier on arrive pas a faire la distinction entre un appel primaire (arrivée d’un
nouveau client) et un rappel (qui vient de I'orbite). De plus, le processus des
arrivées dépend a la fois des lois régissant les rappels ainsi que de la loi des
arrivées primaires ce qui supprime la propriété de I'indépendance.

Falin et Artalejo [7] ont montré qu’on peut étudier certaines caractéristiques
de la file d’attente M/G/1 avec rappels en modélisant la période d’activité
par des périodes actives L%b) et des périodes inactives LT(f) de T'orbite. Pour
plus de détails, il faut consulter la monographie de Falin [33], le livre d’Arta-
lejo & Gomez-Corall [10] et celui de Falin & Templeton [32], les travaux de
Falin [31] et ceux de Yang & Templeton [83]. Deux publications d’Artalejo
ont repris les articles publiés durant les décénies 1990-1999 et 2000-2009.
Dans ce chapitre, on s’intéresse a la période d’activité du modéle M /G /1 avec
rappels exponentiels. On la définit comme étant le temps qui sépare l'instant
to de 'arrivée d’un client primaire qui trouve le systéme (orbite et serveur)
et 'instant ¢; ou le systéme redevient, pour la premiére fois, vide (le serveur
libre et I'orbite vide). Plusieurs auteurs I'ont, avec des méthodes différentes,
analysée et se sont souvent contentés de donner son espérance mathématique
exprimée avec la transformée de Laplace-Stieltjes (voir [8], [32] et [33]).
Dans notre cas, on utilisera les principes d’invariance hélderiens (et en parti-
culier le Théoréme 2.3.6 et le Théoréme 3.2.1) pour préciser le comportement
asymptotique de la période d’activité du systéme M/G/1 avec rappels expo-
nentiels.

4.1 Le systéme M /G/1 avec rappels

Pour décrire la file d’attente M /G /1 avec rappels, on va reprendre la des-
cription faite dans l'article de Yang [83] : Les clients arrivent dans le systéme
selon un processus homogéne de Poisson de paramétre A > 0. Un client qui
arrive pour la premiére fois dans le systéme (appelé aussi appel primaire) et
trouve le serveur occupé, quitte le systéme et revient (rappel)a des instants
aléatoires ( On dit qu’il se met en orbite ) jusqu’a ce qu’il trouve le serveur
libre et entre en service. La durée entre deux rappels successifs d’'une méme
source secondaire (client en orbite) suit la loi exponentielle de paramétre .
Un client (appel primaire ou rappel) qui trouve a son arrivée le serveur libre
est immeédiatement servi et quitte le systéme. La suite des temps de ser-
vice est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi générale B sur . Soit
B(t), t > 0, la fonction de répartition du temps de service de transformée
de Laplace-Stieltjes 3(s) et de moments d’ordre k, 3, = (—1)*3%(0). On
suppose que B(0+4) = 0 et on sait que p = \f.
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Les intervalles de temps entre deux arrivées successives, les temps de service
et les rappels sont mutuellement indépendants.

L’évolution du systéme se fait de la maniére suivante : A I'instant n;_; le
(i — 1)°™¢ client termine son service et le serveur devient libre. Méme s’il y a
des clients dans 'orbite, ils ne peuvent pas occuper le service immédiatement
puisqu’ils ne savent pas que le serveur est libre. Le i™ client entre en service
aprés un laps de temps R; durant lequel le serveur est libre. Le service 5;
du i®™ client débute & l'instant & = 7,_; + R;. Supposons que le nombre
de client N;_; dans l'orbite a I'instant 7;_; est égale & n. Nous avons alors
(voir [7]) R; de loi exponentielle de paramétre A + nu. Le i®™¢ client sera
un appel primaire avec probabilité T’\W et un rappel avec probabilité "“N.

A+n
Tous les rappels qui arrivent durant ce temps de service n’ont aucun effet

sur le systéme. A l'instant n; = & + 5;, le 1™ client achéve son service et le
serveur devient de nouveau libre et ainsi de suite.

4.2 Etude de la période d’activité du systéme
par les périodes actives et inactives de ’or-
bite

Bien que trés utilisées dans les réseaux de télécommuniction, les files d’at-
tente sont trés difficiles a étudier. La difficulté majeure est qu’on ne peut pas
observer 'orbite et en particulier on n’arrive pas a faire la distinction entre
un client primaire (le premier appel) et un client qui rappelle (de 1'orbite). De
plus, le processus des arrivées dépend a la fois des lois régissant les rappels
ainsi que de la loi des arrivées ce qui supprime la propriété de 'indépendance.
G. L. Falin et J. R. Artalejo |7] ont montré qu’on peut étudier certaines carac-
téristiques de la file d’attente M /G/1 avec rappels en modelisant la période
d’activité par des périodes actives LS’) et des périodes inactives LY de or-
bite. Ces deux caractéristiques sont définies comme suit :

Définition 4.2.1 ([7])

Une période inactive L de Uorbite commence au moment ou le dernier
client de l’orbite (un rappel) entre en service (donc laisse 'orbite vide) et se
termine lorsqu’un client primaire (un client qui arrive pour la premiére fois)
trouve le serveur occupé et est obligé de rejoindre [’orbite.

Définition 4.2.2 ([7])
Une période active de Uorbite L®) commence au moment ot un client pri-
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maire arrive, trouve le serveur occupé et lorbite vide (il sera obligé de re-
joindre) Uorbite. Elle se termine au moment ot un rappel (client de [’orbite)
trouve le serveur libre et entre en service en laissant [’orbite vide.

La figure 4.2 ci-dessous, montre I’évolution du systéme suivant les périodes
actives et les périodes inactives de 1'orbite.

L0 L

: Temps de service.

}  Arrivée primaire.
T Rappel (Appel de I'orbite).

= Temps durant lequel le serveur est libre.

TT; client N°j

F1G. 4.2 — Evolution du systéme selon les périodes de I'orbite

Soit T}, le temps aléatoire qui s’est écoulé entre le début d’un temps de service
et 'arrivée d’un client juste avant le début de la période Lg)). T}, se termine
a l'arrivée d’un client primaire.

La durée d’une période inactive de l'orbite L,(f) est déterminée par la durée
minimale qui sépare le début d’un temps de service et I'instant de l'arrivée

d’un client primaire.

La densité de probabilité de la durée de cette compétition, si elle se termine
par la fin d’un temps de service est fi(t) = ﬁB’(t)e_(M) (voir [7]).

La densité de probabilité de la durée de cette compétition, si elle se termine
par l'arrivée d’un client primaire, est fo(t) = ﬁ(/\))\e_(’\t)(l — B(t)) (voir
[7D).
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En se référant a la figure 4.2 ci-dessus, la période d’activité du systéme peut
étre décomposée en plusieurs périodes actives Lg’) de l'orbite et de périodes
de compétition T (qui représentent dans ce cas les LS)). Elle se termine par
un temps de service qui est une variable aléatoire 2 (voir [7]). Cette période
d’activité, notée L, peut étre représentée par la figure 4.3 ci-dessous :

[ —
le—
—

to T

m Temps de service.

l Arrivée primaire.
T Rappel (Appel de I'orbite).

meeemee - Temps durant lequel le serveur est libre.

FiG. 4.3 — Période d’activité du systéeme selon les périodes de 'orbite

Le shema ci-dessus montre que Lg’) dépend de Tj. Par conséquent, la suite

) est une suite de variables dépendantes.

de variables aléatoires L;Cb
Par contre, les variables aléatoires définies par C’,ib) =T+ L,gb) forment

une suite de variables aléatoires indépendantes puisque C’,gb) commence au
moment oul 'orbite est vide (voir [7]).

On note par N® le nombre de périodes actives de Porbite se déroulant du-
rant la période d’activité L. On définit la variable aléatoire

Ln=(L/yoyzp-1) = ( l,zzl_l C,Eb)) +Q, n> 2, (4.1)

Comme les variables aléatoires L,(Cb), k > 1 sont de méme loi alors les
variables aléatoires C’,gb), k > 1 sont aussi de méme loi.
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De plus, lorsque p < 1 (voir [7]), on a

b B -1 RS LY
PEO=5a-mon ¢ PO Tom
Par conséquent,
E(C’(b)) _ 5()\)p00)\(‘i‘i\6ﬁlg>\§) ﬁ()\)’ (4.2)
o —>\ BA— )\u
poo = (1= pleap(= = ﬁA T
Pour tout n > 1, on note
i oy _ B B+ AT - B
o = B(Ly) = BOHn-1)BCY) =~ (1) 2020

Y

s2 =Var(L,) = Var(Q) + (n — 1)*Var(C®)

)

oit Var(Q) et Var(C®) sont calculées a partir des formules (4.2), (4.3) et
(4.4).

Lemme 4.2.1 ([81]) Pour p <1, on a

A gz = A (4.3)

PO =50y

AB"(N) = 2(pog — DAB'(N) + B(=E(L?) +2(pgy — 1))

A (1= B(N) (4’4)

E((C")?) =

ot E(L?) est donnée par Artalejo et Lopez-Herrero [10].

oy 1 1 (28 1 5 A1=F (A=A) 1 1 1-80—\w)
B(L?) =5[22 (0 +62)— [y samos—n X (=" a1~ 1562010 Ji 30

) du}dt)].
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Preuve du Lemme 4.2.1
a) La transformée de Laplace-Stieltjes de €2 est donnée par (cf. [7])

~ B(s+A)

Y= 50

bn dérive cette fonction, on obtient :

oy Bs+A)

Y =50

Comme V'(0) = —E(Q2), alors

A

PET==50

Pour obtenir F(Q?), il suffit de dériver une deuxiéme fois cette fonction
par rapport a s et de poser s = 0, avec U"(0) = E(Q?).

b) Soient g(s) et ®(s) les transformées de Laplace-Stieltjes de C®) et L
respectivement. On a la relation suivante |7|

B 1 B(s+ N)
=T e
La premiére dérivée de g par rapport a s nous donne
J(s) = -1 (ﬁ’(s + AN)P(s) — D'(s)B(s + A)
1— BN\ (®(s))?

En dérivant une deuxiéme fois

).

_ 1 [5”(8 + A ®(s) + B(s + N (=D"(s) + 2(2'(5))*d(s)) — 2¢(s)¢*(s)'(s + A)]
1—p5(A) o4(s) '

9"(s)

On sait que E((C®)?) = ¢”(0), par conséquent

1

PN =500

[NB"(N)=2(poo —D)AB (N)+BN) (—E(L*)+2(pgy —1))’]
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Théoréme 4.2.1 (/81]) On suppose que les variables aléatoires 2, C® sont
non dégénérées et qu’il existe v > 2 tel que :

EQ <00 et E|ICY|" < . (4.5)

Si p < 1, alors la suite ((Ly), > 1 est asymptotiquement gaussienne.

Preuve du Théoréme 4.2.1

En utilisant les notations X = C’,gb_)l, k>2et Xy =Q,onal,= ZZ:T X5
On considére la suite centrée (Yy = Xy — E(Xg))k>1, et nous allons vérifier
que les conditions du théoréme de Hamadouche & Taleb [44] sont satisfaites.

i) On a E(Y?) = Var(X;) = Var(Q) et pour k > 2,

EY? = Var(X;) = Var(C®) (la condition E|Y;|> — Var(C®) est bien
vérifiée).

Comme les variables aléatoires 2 et C'®) sont non dégénérées alors, on a
min(Var(Q), Var(C®)) > 0. Il suffit donc de prendre m = min(Var(Q2), Var(C®)).

La condition (4.5) assure que :

M = maz(E|Q — E(Q)|?, E|CY — E(C?)|) < o

Comme Y] =Q — E(Q) et Y}, = C’,gb) - E(C,gb)), k > 2, on obtient :
ElY; <M < oo, Vj>1,
ii) On a
02 =" Var(Yy) = St B(Y2) = S5 Var(Xy) = Var(Q)+ 3,24 Var(C®).

n

Il s’en suit que
b2 =Var(Q)+ (n — 1)2Var(C®). C'est a dire b? = s?

c.
Par le théoréme 3.2.1, on déduit que la suite de processus de sommes partielles
lissés

[nt]

fn(t) = SLn[kz_:lYVk =+ (nt - [nt])yv[nt]Jrl]? le [07 1]7 n € N*
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converge vers le mouvement brownien dans H, pour tout 0 < a < % -1

On considére la fonctionnelle continue F': H, — R définie par F'(g) = g(1).
Par le corollaire 1.1.1, on a F'(§,) qui converge en loi dans R, vers F(WW;) =
N(0,1), ot N(0,1) est la loi normale centrée, réduite.

Comme

F(&,) = ij(Xi—E(XO):( X)) — St B(XG)

Sn Sn

(it Xi) = B(Q) = (n = 1)’B(C*) _ (71 Xi) — an

Y

Sn Sn

ce qui confirme le résultat du théoréme 4.2.1.

Remarque 4.2.1 La valeur moyenne de la période d’activité E(L) vérifie
I’équation :

E(L ZEL/N =n—1)x P(N® =pn—1)= Z@nan 1,

n=1

ot qn, n >0 estla loi de probabilité de la variable aléatoire N qui est une
loi géométrique de parametre B(N), ce qui permet de faire une représentation
graphique de E(L).

4.3 Etude de la période d’activité du systéme
par les périodes actives et inactives du ser-
veur

Il est connu que la période d’activité du systéme (notée L) est formée d’une
somme (en une alternance) de périodes actives (notées S;) et de périodes
inactives (notées R;) du serveur.On rappelle que durant les périodes R; le
serveur est libre alors qu’il y a des clients dans I'orbite. L’évolution du systéme
peut étre représentée par la figure ci-dessous.
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| | Temps de service

Temps durant lequel le serveur est libre

l Appel primaire

1 Rappel

F1G. 4.4 — Evolution du sustéme selon les periodes (R;, S;)

Par contre, la période d’activité selon les périodes actives et les périodes
inactives du serveur (R;, S;) peut étre représentée comme suit :

-
—
r

b 4

t t,
F1G. 4.5 — Période d’activité selon les périodes (R;, S;)

On note par I le nombre de clients servis durant la période d’activité du
systéme. On a

Ly=(L/1=n) =) (R;+5;), n>1,
=1
avec R; = 0.

Lemme 4.3.1 ([32])
La variable aléatoire R; dépend du nombre de client dans l'orbite N,—1) a

linstant n;_1. On note sa loi conditionnelle par :
G(z) = P(R; < x/N;_1 = k) = 1 — e~ O+ de moyenne E(R; /n,_,—1) = v

T AMkpo



CHPITRE 4 66

Lemme 4.3.2 ([32])
Les variables aléatoires (R;+S;)i>2 sont identiquement distribuées si et seule-
ment st les variables aléatoires N; sont identiquement distribuées.

Sachant que p < 1, le nombre de client dans I'orbite pendant la période d’ac-
tivité L peut étre estimé par n. = [1,] + 1, ou 71, = % + M(i‘fp) est le
nombre moyen de client dans l'orbite (Voir. [83]). On peut trouver des modi-
fications des variables aléatoires (U; = S;+ R;) qui seront donc identiquement

distribuées.

=n

Par la suite, on s’intéresse a la loi asymptotique de A, = Z U;, avec R; de
i=1

loi exponentielle de paramétre A + n.u, ¢ > 1. Notons

—I—nﬁl, n>1

n

B A+ Nept
et

=00

2 + 2 Z COU(Rl,R,L').
1=2

02252—5f+m

On pose Z; = U; — E(U;). Les variables aléatoires centrées (Z;) sont dépen-
dantes et de méme loi. Dans le cas ou (Z;) est une suite a-mélangeante, on
note par (ay,),>1 la suite des coefficients de mélange fort de (Z,),>1 (Voir
définition 2.3.2) et on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 ([81]) On suppose que (R, + S, — E(R,, + Sp))n>1 est
stationnaire, c-mélangeante et qu’il existe v > 2, ¢ >0 tels que

E|S;|"* <00 ; E|R|™" <00 et X2, (n+1)2" (a,)7 < co.

Sip <1, alors (An)n>1 est asymptotiquement gaussienne.

Preuve du Théoréme 4.3.1

Sous les conditions du théoréme 4.3.1, la suite centrée (Z,),>1 est a-mélangeante
et stationnaire.

L’hypothése qu’il existe v > 2, ¢ > 0 tels que :

E|S;|"t® <00 et  E|R;|7 < 0o, donne E|Z,|7¢ < co.
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Les coefficients de mélange (ay,),, de la suite (Z,,),>; vérifient la condition

¥ (n+1)2Ya,]77 < oo du théoréme 2.3.6, ce qui permet de conclure
que la suite de processus :

[nt]

1
E—\/ﬁilei—l—(nt— (nt)) Zing i1, t €10,1], n>1
1

converge faiblement vers W dans H,, a < % — 5

&n (t) =

avec
1=00

o> =E(Z1)*) +2) _ Cov(Z, Z;)

1=2

D’autre part, on a :

72 =Var(Uy) +2) _ Cov(Uy,U;)

=00

=02 = B} + e —l-QZCOURl,R)

:102.

Le corollaire 1.1.1 appliqué a la fonction F'(g) = ¢g(1) continue sur (H,, |.||a)
et a valeurs dans R, permet de conclure a la convergence en loi de

F(&,) = A;\;g" vers F(W;) = N(0,1). Ce qui achéve la preuve du théoréme
4.3.1.




Conclusion et perspectives

L’objectif du travail présenté dans cette thése est 1’étude et I'analyse
du comportement asymptotique de la période d’activité de la file d’attente
M/G/1 avec rappels. L’'analyse de cette derniére nous a amené a l'exten-
tion du théoréme de Lamperti puisque les différents processus constituants
la période d’activité ne sont pas tous de méme loi. Le vrai probléme est la
dépendance des variables aléatoires de rappels notées R; avec le nombre de
clients dans l’orbite.

Lorsqu’on connait le type de dépendance, on peut appliquer certains théo-
rémes existants ou a démontrer. Un exemple est donné dans ce sens au cha-
pitre quatre, ou on montre la convergence vers le mouvement brownien dans
H, et donc vers la loi gaussiénne dans R. Lorsqu’on ne connait pas le type de
dépendance, on utilise la décomposition d’Artalejo de la période d’activité
en periodes actives et périodes inactives de l'orbite : (L, L%). On arrive ainsi
a exhiber une suite de variables aléatoires indépendantes mais pas de méme
loi. Ceci nous a conduit a l'utilisation du théoréme de Lamperti aprés son
extension, ce qui a constitué notre premiére contribution. Par la suite, on a
appliqué ce théoréme pour montrer la convergence du processus de sommmes
partielles (constituant la période d’activité du systéme M/G/1 avec rappels
exponentiels) vers le mouvement brownien dans H, et donc vers la loi nor-
male dans R. Cette partie traitée dans le chapitre quatre constitue notre
deuxiéme contribution qui a donné la prépublication [81] et la communica-
tion internationale dans ROADEF2013 en France.

Les perspectives de ce travail sont trés diverses. On peut envisager d’étendre
ces résultats a d’autre types de rappels ou a d’autres types de dépendance.
Il serait également intéressant de voir ce que donnerait ce résultat en utili-
sant la méthode du principe des grandes déviations (abrégée en anglais par
"LDP" :Large Deviation Principle).
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Annexe A

Rappels sur les files d’attente

Introduction

Comme par nature, tout étre humain déteste attendre pour accéder a
un service. Il est tout a fait naturel de vouloir réduire le temps d’attente et
par conséquent, dans I'étude des systémes de files d’attente, on s’intéresse
souvent au nombre de clients dans le systéme. L’évolution d’un systéme de
files d’attente se fait généralement en fonctions des arrivées des clients ainsi
que des fins de services (un client peut demander plusieurs services aupreés
de plusieurs serveurs) qui correspondent a un départ d’un client. L’évolution
d’un tel systéme est souvent modelisée par un processus aléatoire qui s’avére
étre un modéle mathématique adéquat. Les plus simples modéles sont mar-
koviens mais dans la réalité ce n’est pas toujours vrai auquel cas on modélise
avec un processus non markovien.

A.1 Généralités

La théorie des files d’attente, en anglais "Queueing Theory", permet de
modéliser des situations ou des clients arrivent a des instants aléatoires dans
un lieu appelé "station" pour demander un ou plusieurs services. Le serveur
peut étre un guichet de banque, la caisse d’un supermarché ou d’une station
service de carburants ; ou simplement un serveur informatique dont les clients
sont les taches que le serveur doit traiter. Le temps nécessaire pour servir un
client est aussi supposé aléatoire. Les systémes de files d’attente sont définis
par les éléments suivants :

1. Le flux d’arrivées des demandes.
2. Les caractéristiques des temps de service de chaque demande.

3. Le nombre de serveurs.
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4. La discipline de service aupres de chaque serveur.

I arrive qu’aprés un premier service, il est nécessaire d’obtenir un autre (ou
plusieurs) service(s). Dans ce cas, les différentes stations sont regroupées en
un réseau de systémes de files d’attente. Lorsque la station ne posséde pas
de file d’attente et que le client est obligé de revenir a des instants aléatoires
jusqu’a ce qu’il trouve le serveur libre, on parle de file d’attente avec rappels.
Dans ce cas, il faut préciser la loi régissant les rappels (appelés aussi appels
secondaires).

Notations de Kendall

Pour decrire les différents systémes de files d’attente, on utilise souvent
la notation de Kendall : A/B/m/n ou :

-A est le code de la loi de probabilité de l'intervalle entre les arrivées
successives du flux d’entrées,

-B est le code de la loi de probabilité de la durée de service d'une demande,
-m est le nombre de dispositifs de service (serveurs),

-n est le nombre de places dans la file d’attente et lorsque n = oo, on
utilise la notation A/B/m au lieu de A/B/m/oo,

-Les symboles A et B prennent le plus souvent leurs valeurs dans l’en-
semble M, Ey, H,, G,GI, D avec :

-M Désigne la loi exponentielle,
-Fy. est la loi d’Erlang d’ordre k,
-Hy, est la loi hyper exponentielle d’ordre £,

-G et G1 lois arbitraires ou I signifie que les intervalles successifs sont indé-
pendants,

-D désigne la loi de probabilité (déterministe) d’un flux régulier.

Dans un premier temps, on s’intéresse a I’ergodicité et au régime stationnaire
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du systéme. D’une facon générale, on cherche :

-Les conditions d’éxistence d’un régime stationnaire,

-La distribution stationnaire des probabilités d’état du systéme,

-Le nombre moyen de demandes présentes dans le systéme en régime station-
naire,

-La loi de probabilité du temps d’attente,

-Le temps moyen d’attente de service,

-Le temps moyen de séjour d’'une demande dans le systéme,

-etc.

Taux d’occupation

Dans le systéme G/G/1, si on note par A le taux des arrivées des clients
et par E[B] le temps moyen de service, on définit le taux d’occupation moyen
par p = A.E[B]. On montre que la file se vide si p < 1.

Soit L(t) la variable aléatoire qui désigne le nombre de clients dans le
systéme a l'instant ¢ et S, celle qui désigne le temps de séjour du client
n dans le systéme. Sous I’hypothése p < 1, on montre que ces variables
aléatoires admettent des limites lorsque n — oo et t — 0o et ne dépendent
pas de I’état initial du systéme. On note par L et S ces limites. Lorsque le
systéme est stable, on estime souvent le nombre moyen de clients par E[L]
et le temps moyen de séjour dans le systéme par E[S].

On note par

Pr = tli@P(L(t) =k)=P(L=k), Fs(z)= limP(S, <z)=P(S <x).

n—oo

Sachant que :

¢
lim L(z)dx = E[L], lim X}_,S, = E[5].

t—oo 2=0

La loi de Little nous donne la relation :

E[L] = \.E[S]. (A.1)
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A.2 Le modéle de files d’attente M /G /1 avec
rappels

Le systéme de files d’attente M/G/1 avec rappels est caractérisé par le
fait qu’un client qui arrive et trouve le serveur occupé quitte le systéme pour
rappeler ultérieurement a des instants aléatoires jusqu’a satisfaction de sa de-
mande. Entre deux rappels successifs, le client est dit en orbite. Ces systémes
sont en particulier utilisés dans la modélisation des réseaux de télécommuni-
cation et des systémes d’ordinateurs.

La difficulté majeure est qu’on ne peut pas observer I'orbite et en particu-
lier, on arrive pas a faire la distinction entre un appel primaire (arrivée d'un
nouveau client) et un rappel (qui vient de l'orbite). De plus, le processus des
arrivées dépend a la fois des lois régissant les rappels ainsi que de la loi des
arrivées primaires ce qui supprime la propriété de I'indépendance.

Le modéle M/G/1 avec rappels exponentiels est le modéle le plus étudié. On
peut citer entre autres les travaux de [2], [3], [7], [10] et [83]. L’évolution de
ce systéme est décrite au chapitre quatre. On rappelle toutefois que :

a) A : désigne le taux des arrivées.

b) p : est le taux des rappels de l'orbite.

¢) Bk est le moment d’ordre k de la loi de probabilité du temps de service.
On décrit souvent ’état du systéme par le processus :

equation X(t) = N(t), si C(t) =0 et  X(t) = (C(t),N(t),e(t)) si
C(t) =1,

ou :

X (t) désigne le nombre de clients dans le systéme (orbite + service) a
I'instant t.

C(t) = 0 ou C(t) = 1 selon que le serveur est libre ou occupé a I'instant ¢.

e(t) désigne la valeur résiduelle (ou le temps qui s’est écoulé) a la date ¢
si C(t) = 1.
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P i(t,x) = P(C(t) =1,N(t) =i,z <e(t) <x+dx), i>0.

La fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme en régime sta-
tionnaire (p < 1) est :

G(z) =

(1—=p)(1—2)B(A—Az2) A [F1—=BA—A2)
B — Az2) cxp(=5 /1

En posant :

(L= p)(L = 2)B(A = A2)

V(z) = BA—Az) — 2 ’

et

0(:) = e~ [ TTHE ),

on peut montrer la décomposition stochastique suivante :

D’apreés 1’égalité précédente, on peut dire que le nombre de clients dans le
systéme du modéle M/G/1 avec rappels est égal au nombre de clients dans
le systéme du modéle M/G/1 classique plus unevariable aléatoire positive de
fonction génératrice égale a : )

z

(1)

i

i
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En utilisant la méthode de la chaine de Markov incluse ou la méthode de
la variable aléatoire supplémentaire, on arrive a calculer les caractéristiques
moyennes du systéme M/G/1 avec rappels.

Nombre moyen de clients dans le systéme

N[y Ap
2—p)  pli—p)

n=p+

Nombre moyen de clients dans ’orbite :

Ay Ap
20 —p)  wli—p)

3|

Temps moyen d’attente :

B2 P

W:2(1—p)+u(1—p)'

Nombre moyen de rappels par client :




Annexe B

Le Mouvement Brownien et le
Pont Brownien

Le Mouvement Brownien

Nous rappelons ici les définitions et les propriétés du mouvement
brownien et du pont brownien. Pour plus de détails, on confére & [13],[46].

Définition B.0.1 Soient u et o fizés, le théoréme de Kolmogorov montre
qu’il existe un processus gaussien (ft)tzo caractérisé par

E&] = ut,

cov (&,&) = o%.s A t, Vs, t >0

s At =min(t,s).
Tout processus de ce type est appelée mouvement brownien.

Pour tout mouvement brownien (&)t>0, on peut se ramener au mouvement
brownien canonique par le changement de variable

& — pt
§e — =Gt
o
Dans ce cas, on a évidement

Ela] =0, cov (g1, 65) = S A L, Vs, t > 0.
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Indépendance et stationnarité des accroissements

Le mouvement brownien est a accroissements indépendants et station-
NaiTes.

Il suffit pour cela de constater que si t; >ty > t3 > t4, on a

cov (§t1 - £t27 §t3 - §t4) =0,
var (&, — &,) = o*(t, — ta),
E &, — &,) = u(ty — ta).

Par conséquent, pour un mouvement brownien (&),-,, avec

0 <t; <... <ty les accroissements (&Hl — &J.)sont mutuellements indépen-
dants et la loi du k-uplet ne dépend que des écarts (tj+1 - tj) .

Continuité en probabilité et en moyenne quadratique

Le mouvement brownien est continu en moyenne quadratique et donc en
probabilité en tout t fizé.

a t fixé on constate que var (§4p, — &) = ||pnll done ({4, — &) — 0
en moyenne quadratique lorsque p, tend vers zéro.
Toutefois cette continuité n’implique pas la continuité des trajectoires.

Continuité p.s des trajectoires d’une modification

Théoréme B.0.2 (Kolmogorov-Chantsov)[13] Soit & un processus sur l’es-
pace probabilisé (2, A, P) tel que

VO<s,t<T E|&—&|* <clt—s",

o« et [ sont des constantes positives
alors il existe un processus (; tel que

1) P{Ct:ft}:L vt € [OvT]7

2)  P{ osup ll<gi=1,
0<|t—s|<h
s, tel0 T

ol & est une constante, h une variable aléatoire presque sirement > 0 et
8
v€]0,2].

oY
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On dit que ((t) est une modification de (&) v-holdérienne.

Application au mouvement brownien

Soit (&) un mouvement brownien canonique. On sait que pour un tel pro-
cessus, 'accroissement (& — &) avec t > s, suit une loi normale de moyenne
nulle et de variance (t — s). On a donc

T _1 u?
1) P{é’t - 53 < ./I/'} = \/ﬁf_me 2(t—s)du‘

1 W
e 209 du,

2)  El&-&|" = \/ﬁ J20 |l

T N R DU T
= |t s|2f_oo\/m|u|e2i3du.

Les conditions du théoréme précédent sont réunies pour a > 2 et =5 — 1.

On peut donc énoncer que pour un mouvement brownien, il existe une modi-
fication de (&) dont les trajectoires sont toutes localement ~y-héldériennes.

Désormais, on travaillera dans toute la suite sous cette hypotheése et on notera
W; le mouvement brownien canonique, modification de (&;).

Mesurabilité du mouvement brownien

Pour t fixé, application qui & w — W, (w) est mesurable. Grace a la
continuité des trajectoires, on a le résultat plus fort suivant :

Théoréme B.0.3 ([13]) L’application

QOXR* — R
(w,t) — Wi(w)

est mesurable pour (A® B (R"), B (R)).

Preuve :
On considére dans un premier temps le découpage dyadique de Rt en
{0, 2%, 2%, ....} et le processus & trajectoires constantes :

W™ (w) = Wi (w) pourte [, BT



ANNEXE B 78

L’application (w,t) — W/ (w) est mesurable pour (A ® B (R"), B (R)).
Lorsque n /" oo, 'application précédente tend vers (w,t) — W, (w).

Par continuité de W (w) il en résulte la mesurabilité cherchée.

Propriétés de Markov et propriétés des trajec-
toires du Mouvement Brownien

Invariance du Mouvement Brownien

a) Si Wy est un mouvement brownien, alors U{\ = %W)\t est aussi un
mouvement brownien.

U* est bien gaussien et centré.
Sit1§t2§t3§t4ona:

1
cov (Ut’\2 — Ut’\17 Uti — Ut);) = XCOU (Wiaty = Wigy, Wi, — Way,) = 0,

1
var (Upy —Up)) = yvar (Aty — Aty) = (ta — t1).

De plus les trajectoires sont continues.

b) Si Wy est un mouvement brownien, alors le processus V; = tW% (1 — 1oy (t))
l’est aussi.

Propriété de Markov

Le mouvement brownien est un processus de Markov i.e Pour tout t < s
et A€ B(R) avec F;=0(W,, 7<t),

P{W,e A/F,} = P{W, € A/W,}.

Preuve :
il suffit de vérifier que Vk, Vit <ty... <tz <sona:

P{Ws < A/th,WtQ, Wtk} = P{WS € A/Wtk}
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WS — Wtk7 Wtk — Wtk*l’ ...Wt2 — th et th = th — WO sont indépendants
donc la loi de W conditionnellement aux écarts :W;, —W,,_,, .. Wy, =W, Wy,
est une loi gaussienne de variance (s — ty), centrée en t, ce qui implique

P{WS < A/th,WtQ, Wtk} - P{WS € A/Wtk}

Propriété de Markov forte

Propriété (de Markov) : Pour tout t € RT, le processus
(Wipe — Wi)yers

est un mouvement brownien indépendant de F;.
Cette propriété découle directement de I'indépendance des accroissements.
Elle reste vraie lorsque ¢ est un temps d’arrét.

Théoréme B.0.4 ([13])(propriété de Markov forte) Soit T un temps
d’arrét pour la suite de tribus(Fy),~, engendrée par le mouvement brownien
W,. le processus (Up),~, défini par U, = Wy — W, est un mouvement brow-
nien indépendant de F,

Preuve (voir Billingsley page 154) 1l faut établir que V A€ F, , Vk >0 et
pour tout k-uplet t1,t5, ..t etV E € B (Rk) on a:

P{[(U,..U,) € ElNA} = P{(Uy,,...U;,) € E} P(A) pour I'indépendance.

P{(Wy,. W)€ E} =P{(U,,...Us,) € E} pour le caractére brownien.

Irrégularité des trajectoires

Théoréme B.0.5 ([13])Pour presque tout w, (W;(w)),s, n'est en aucun
point y-holdérienne pour tout v > %

Théoréme B.0.6 (loi du Logarithme itéré) [13] Pour presque tout w
on a :

thl =1,
t—0+/2tloglog ¢
lim— W = 1,

t_>0\/2tlog10g%
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et
: Wi _
tli,lglo\/%loglogt =1,
. Wt _
th%?o\/%loglogt = -1
Remarque

Il faut d’abord constater que les deux expressions se raménent I'une a I’autre
par la transformation W, — ﬂ:W%. Par ailleurs les lim se déduisent des

lim par la transformation W; — —W, qui conserve le caractére brownien.

Lemme B.0.3 [13](loi des extréma) Si s = 0, la loi conjointe de (W, M)
a comme densité

2(2y — —)?
g(z,y) = Me_@y%) <y, y=0, M,= sup W,.

vV 2ms3 0<t<s

Module de continuité

Le théoréme suivant précise le module de continuité des trajectoires sur
1
un segment. Ce module de continuité d’ordre O <|t — 3|5_E> pour € > 0 est

certainement d’ordre inférieur & g (|t — s|) du théoréme précédent.

Théoréme B.0.7 ([13]) Avec g(6) = y/201og 3 , on presque pour toutes les
trajectoires :

lim sup —— =1.
0—=0 11_s|<6 9(9)
s,tef0 1]

Ensemble des points d’annulation

Théoréme B.0.8 ([13])Pour presque tout w l'ensemble Z(w) des points t
ot Wi(w) = 0 est parfait, non borné et de mesure de Lebesque nulle. De plus
tout intervalle en contient un autre inclus dans (Z (w))°.
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Propriétés de Martingales

a) Le processus (Wy),~o et (W7 —t),5, sont deur martingales pour la
famille (F}),s -

2
b) Pour tout A > 0 [e’\W’f—%} est aussi une martingale pour la fa-

>0
mille (F}),5 -

Le pont brownien

Un élément aléatoire X de C'[0, 1] est gaussien si ses lois fini-dimensionnelles
sont des vecteurs gaussiens. Dans C'[0, 1], la loi gaussienne d’un élément
aléatoire X est complétement définie par le moment EX (t) et par le moment
du produit E (X (s) X (t)), 0 < s,t < 1, puisqu’ils déterminent les lois fini-
dimensionnelles.

Or on sait que pour le mouvement brownien W, on a

EW, =0,

E(W,W,) = s At.

Dans le cadre de I’étude des loi empiriques, on cherche & avoir un élément
aléatoire gaussien B qui remplit les deux conditions :
1) EBt — 0,

i) E(BsB;) =s(1—1t) si s<t.

Il existe plusieurs maniéres de montrer 1’éxistence d’un tel élément. Dans [?]
il est construit comme suit :

Bt = Wt - th

L’élément aléatoire By ainst défini est appelé pont brownien.

Comme W; et W, sont des éléments aléatoires gaussiens, B; est aussi un
élément aléatoire gaussien. De plus
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E{(Bt—BS)Q}:(t—s)(l—(t—s)) sis <t

E{(B32 — le) (Bt2 — Btl)} = — (82 — 81) (tg — tg) Sl 81 < 89 <ty < to.

Le pont brownien admet pratiquement les mémes propriétés que le mou-
vement brownien (voir Billingsley [13]) pour plus de détails.
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Résumé

L’étude de la convergence faible des processus stochastiques dans ’espace de
Holder nous permet de montrer une version Holderienne du principe d’inva-
riance de Donsker-Prohorov en utilisant certains résultats d’équitension dans
cet espace. Ainsi, on généralise le principe d’invariance de Lamperti pour les
lignes polygonales du processus de sommes partielles de variables aléatoires
non stationnaires. Le méme résultat est obtenu par le lissage polygonal. Ces
deux extensions constituent notre premiére contribution.

Comme application, on utilise le premier résultat pour I’étude asymptotique
de la période d’activité de la file d’attente M/G/1 avec rappels. La mo-
délisation d’Artalejo et Falin (1996) permet de conclure par un principe
d’invariance pour les variables aléatoires indépendantes non stationnaires.
Dans la deuxiéme approche, on utilise la période active et la période inactive
du serveur et on conclut aussi par un principe d’invariance lorsque la suite
des variables aléatoires est a-mélangeante. Ces deux principes d’invariance
constituent notre deuxiéme contribution.

Mots clé : Processus stochastique, Equitension, Espace de Holder, Principe
d’Invariance, Mouvement Brownien, File d’Attente avec Rappels, Période
d’activité.

Abstract

We study the weak convergence of stochastic processes in Holder spaces and
using some results of tightness proved in these spaces , we obtain a Holderien
version of Donsker-Prohorov’s invariance principle. First, for the polygonal
interpolation of the partial sums process, generalizing Lamperti’s invariance
principle to the non-stationary case and similar results are proved for the
convolution smoothing of the partial sums process.

We use the first result to study the asymptotic distribution of the busy period
of an M/G/1 retrial queue. The first approach rely on the modeling of Ar-
talejo and Falin (1996) and an invariance principle for independent random
variables. In the second one, we use the evolution of the system in terms of
idle periods and busy periods of the server for dependent sequences and we
conclude with an Holderian invariance principle.

Keywords : Stochastic process, Tightness, Holder Space, Invariance Prin-
ciple, Brownian Motion, Retrial Queue, Busy Period.
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