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Introduction générale

Le travail présenté dans cette thèse porte sur l'étude de la conver-
gence de certains processus stochastiques de �les d'attente vers les processus
de di�usion. Il s'agit en particulier de clari�er le comportement asymptotique
de la période d'activité de la �le d'attente M/G/1 avec rappels.

On parle de phénomène d'attente chaque fois que certaines unités ap-
pelées clients se présentent d'une manière aléatoire à des "stations" a�n de
recevoir un service dont la durée est généralement aléatoire. Les �les d'at-
tente peuvent être considérées comme un phénomène caractéristique de la vie
contemporaine. L'étude mathématique des phénomènes d'attente constitue
un champs d'applications important des processus stochastiques.

La théorie des �les d'attente (en anglais Queueing Theory) est un outil de
modélisation développé dans les années 1930 pour l'analyse stochastique des
systèmes téléphoniques par A. K. Erlang. L'évolution rapide des systèmes
informatiques et des réseaux de télécommunication ont montré les limites
de la théorie des �les d'attente dites classiques qui ne permettent pas d'ex-
pliquer le comportement stochastique de certains systèmes complexes où le
client répète sans cesse sa demande jusqu'à obtention du service désiré, ce
qui a conduit certains chercheurs à développer d'autres modèles plus élaborés
qu'on appelle généralement "�les d'attente avec rappels" ; en anglais "Retrial
Queues". Plusieurs méthodes basées sur la transformée de Laplace Stieltjes
ont été élaborées pour étudier les caractéristiques de ces systèmes d'attente.
On peut citer, parmi ces caractéristiques, la période d'activité du système, le
temps d'attente, le temps de service, la stabilité et l'ergodicité du système.
Pour plus de détails, on peut se référer à l'ouvrage de Falin et Templeton
[32] ou à celui de J. R. Artalejo et Gomez-Corral [9].
Dans ce travail, on s'intéressera plus précisemment à la période d'activité de
la �le d'attente avec rappels. Bien que les conditions de stabilité et d'ergodi-
cité ont été étudiées par plusieurs auteurs, l'étude approfondie du comporte-
ment asymptotique de cette dernière n'a pas été faite.
Il est connu que la période d'activité du système M/G/1 avec rappels peut
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introduction générale 6

être écrite comme la somme d'une suite de processus de sommes partielles
(Ri, Si) où Si est le temps de service du ime client alors que Ri est le temps
séparant la �n de service du (i − 1)me client avec l'entrée en service du ime

client avec R0 = 0. Durant le laps de temps Ri, le serveur est libre alors qu'il
y a encore des clients dans l'orbite qui constitue l'ensemble des sources de
rappels. Ces deux processus ne sont pas forcément de même loi et surtout
il y a dépendance du processus Ri avec le nombre de clients dans l'orbite.
Ceci nous conduit à l'étude du processus de sommes partielles de variables
aléatoires dépéndantes et pas forcément de même lois.
Lorsqu'on ne connait pas le type de dépendance, on utilise la décomposition
d'Artalejo (1996) de la période d'activité en periodes actives et périodes inac-
tives de l'orbite : (Li

k, L
b
k). Cette décomposition nous permet d'utiliser le théo-

rème de Lamperti après son extension, ce qui constitue la première contri-
bution parue dans "International Journal of Applied Mathematics", Volume
39 Issue 1, (2009). Par la suite, on applique ce dernier résultat pour montrer
la convergence du processus de sommes partielles de la période d'activité du
système M/G/1 avec rappels exponentiels vers le mouvement brownien dans
Hα et donc vers la loi normale dans R. Dans le cas d'une dépendance de
type α-mélange, le théorème de Hamadouche (2000) permet de conclure par
un principe d'invariance en utilisant la modélisation de la suite (Ri, Si). Les
deux principes d'invariance énoncés ci-dessus constituent la deuxième contri-
bution qui a donné la prépublication dans la revue IRMA Lille, Vol 71, VI,
(2011) et une communication internationale dans ROADEF2013 en France.

Il est bien connu que les processus limites comme le mouvement
brownien et le pont brownien ont une régularité hölderienne pour tout ordre
α < 1/2. Celà mène à faire notre étude dans les espaces de Hölder notés
Hα. Dans la première partie de ce travail, on s'est intéressé à la convergence
de processus stochastiques considérés comme éléments aléatoires de Hα, plus
particulièrement aux principes d'invariance hölderiens. Cet espace n'étant
pas séparable, on s'intéresse à son sous espace H0

α [0, 1] qui l'est. Par l'injec-
tion canonique, la convergence en loi dans ce dernier espace implique celle
dans Hα [0, 1]. Le premier résultat dans ce sens est celui de Lamperti [52]
qui est une extension du principe d'invariance de Donsker-Prohorov au cas
hölderien. Il a obtenu la convergence hölderienne pour tout ordre α < 1/2 du
processus lissé polygonalement de sommes partielles de variables aléatoires
i.i.d (indépendantes et identiquement distribuées). Ce résultat a été redé-
montré par Kerkyacharian et Roynette [50] en utilisant les isomorphismes
de Ciesielski [19] entre les espaces de Hölder et des espaces de suites. Dans
[20], Ciesielski a donné une application à la régularité des trajectoires de
processus gaussiens. Hamadouche [42] a par ailleurs étendu ce résultat aux
suites stationnaires de variables aléatoires dépendantes (α-mélangeantes et
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associées) et ce avec deux types de lissage (polygonal et par convolution).
La convergence hölderienne de processus stochastiques est équivalente à la
convergence des lois �ni-dimensionnelles et à l'équitension de leurs lois. Le
principal résultat d'équitension hölderienne est la condition de Lamperti [52]
basée sur l'inégalité de moment suivante :

E |ξn (t)− ξn (s)|γ < C |t− s|1+δ , s, t ∈ [0, 1] .

Dans [40], Hamadouche a prouvé qu'on peut se contenter de véri�er cette
inégalité pour |t− s| ≥ an, où an décroit vers 0, au prix d'un contrôle en pro-
babilité du module de continuité hölderien de ξn évalué en an. Ce résultat plus
�exible pour l'utilisation des inégalités de moment trouve ses applications
entre autres dans l'étude des processus empiriques, quantiles,... Une parfaite
illustration pour l'étude de la convergence hölderienne de ces processus est
la contribution parue dans Hamadouche [41], [42] et leurs bibliographies.

Le principe d'invariance énonce la convergence en loi dans C [0, 1]
du processus de Donsker-Prohorov ou du processus de sommes partielles de
variables aléatoires i.i.d. Après l'extension de Lamperti au cas hölderien pour
des v.a. i.i.d et outre les extensions citées précédement, Ra£kauskas et Suquet
[68] ont étendu le principe d'invariance de Lamperti au cas d'une suite i.i.d
(Xn) d'éléments aléatoires d'un espace de Banach B et des espaces de Hölder
de fonctions [0, 1] → B batis à l'aide de poids p (h) = hαLogβ (1/h) .

Dans la première partie de ce travail [44], on se propose d'étendre le
principe d'invariance ou théorème central limite fonctionnel classique au cas
hölderien pour des variables aléatoires indépendantes non nécessairement de
même loi puis dans la deuxième partie, on applique le théorème obtenu au
cas de la �le d'attente M/G/1 avec rappels [81].

Cette thèse est composée d'une introduction générale, quatre chapitres et
une conclusion générale.

Le premier chapitre est consacré au comportement asymptotique des
processus stochastiques. On rappelle certains résultats de convergence de
mesures de probabilités dans les espaces métriques, la convergence de pro-
cessus stochastiques dans les espaces fonctionnels C[01] et D[01]. On termine
en donnant les deux théorèmes énonçant les principes d'invariance dans ces
deux espaces.

Au chapitre deux, on rappelle l'essentiel des travaux de Ciesielski [19]
et [20]. On donne les principaux résultats des principes d'invariance hölde-
riens pour le cas de variables aléatoires indépendantes et de même loi ainsi
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que le cas d'une suite stationnaire de variables aléatoires α-mélangeantes ou
associées établis dans Hamadouche [41] et [42].

Le chapitre trois est consacré à l'extension du théorème de Lamperti
pour le cas de variables aléatoires non identiquement distribuées. Il constitue
notre première contribution [44]. On montre, en utilisant les résultats de
Hamadouche [42], que le processus de Donsker-Prohorov ou processus de
sommes partielles de variables aléatoires non identiquement distribuées dé�ni
par

ξn(t, ω) =
1√
n

[∑k=j

k=1
Xk (ω) + (nt− j) Xj+1 (ω)

]
,

j

n
≤ t <

j + 1

n
,

converge vers le mouvement brownien. On montre que la convergence a lieu
aussi pour le processus de Donsker-Prohorov lissé par convolution.

Au chapitre quatre, on montre la convergence de la suite de processus
stochastiques constituant la période d'activité du modèle de la �le d'attente
M/G/1 avec rappels en utilisant deux modélisations :
Dans le cas d'une dépendance α-mélangeante, le théorème de Hamadouche
(2000) permet de conclure directement par un principe d'invariance en utili-
sant la modélisation par la suite de périodes inactives et de périodes actives
du serveur (Ri, Si).
Lorsqu'on ne connait pas le type de dépendance, on utilise la décomposition
d'Artalejo (1996) de la période d'activité en periodes inactives et périodes ac-
tives de l'orbite (Li

k, L
b
k) pour montrer la convergence du processus de sommes

partielles de la période d'activité du système M/G/1 avec rappels exponen-
tiels vers le mouvement brownien dans Hα et donc vers la loi normale dans R.

Ces deux principes d'invariance constituent la deuxième contribution qui
a donné une prépublication dans la revue IRMA Lille, Vol 71, VI, (2011) et
une communication internationale dans ROADEF2013 en France.



Chapitre 1

Comportement asymptotique de
processus stochastiques

Introduction
La convergence (faible) d'une suite de processus stochastiques dans

les espaces fonctionnels équivaut à la convergence des loi �ni-dimensionnelles
de cette suite et la relative compacité de la suite des mesures associées à cette
suite de processus. Cette relative compacité induit l'équitension de cette suite
de lois et la réciproque est vraie si l'espace est séparable et complet. Pour
celà, après un rappel des dé�nitions de la convergence faible, on énoncera des
critères d'équitension et de convergence faible pour chacun des espaces mé-
trique, C [0, 1] et D [0, 1] et Hα[01]. Sauf cas spéci�é, les théorèmes, proposi-
tions, dé�nitions, ..., cités dans ce chapitre sont pris (traduits) dans Billingsly
[13] et Ciesielski [19].

1.1 Convergence de mesures de probabilités dans
les espaces métriques

1.1.1 Dé�nitions
Soit E un espace métrique muni d'une distance δ, A la tribu des

boréliens de E, P une loi de probabilité sur (E,A).

Dé�nition 1.1.1 : Soient Pn, P des mesures de probabilité sur (E,A) . On
dit que la suite {Pn} de lois de probabilités converge faiblement vers la loi de
probabilité P si pour toute fonction réelle, continue et bornée f sur E, on a

9



introduction générale 10

∫

E

fdPn →
n→∞

∫

E

fdP

et on note Pn =⇒ P .

Soit X une application de l'espace probabilisé (Ω,B, P ) dans un es-
pace métrique E. Si X est mesurable, on dit que X est un élément aléatoire
de E.

Dé�nition 1.1.2 : On dit que la suite (Xn)n≥1 d'éléments aléatoires de E,
converge en loi vers l'élément aléatoire X dans E, si la loi de probabilité Pn

de Xn converge faiblement vers la loi de probabilité P de X (i.e Pn =⇒ P )

dans E et on écrit Xn
L→ X dans E.

Dé�nition 1.1.3 : La loi de probabilité P dé�nie sur (E,A) est équitendue
si pour tout ε > 0 il existe un compact Kε tel que P (Kε) > 1− ε.

En d'autres termes, P est équitendue si et seulement si elle admet un
support σ-compact.

1.1.2 Convergence faible et équitension.
Il est important de remarquer que la convergence faible dépend uni-

quement de la topologie de l'espace E et non de la métrique l'ayant géné-
rée.

Soit A un sous ensemble de A et δA sa frontière. Si P (δA) = 0 alors
on dit que A est l'ensemble de continuité de P.

Les divers résultats relatifs aux propriétés de la convergence faible
découlent essentiellement des deux théorèmes suivants établis dans Billing-
sley [13].

Théorème 1.1.1 ([13]) : Soient Pn et P des mesures de probabilités sur
(E,A). Les cinq assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pn =⇒ P
(ii) lim

n

∫
fdPn =

∫
fdP pour toute fonction réelle f , bornée et

uniformément continue sur E.
(iii) lim sup

n
Pn (F ) ≤ P (F ) pour tout fermé F ∈ A.
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(iv) lim inf
n

Pn (O) ≥ P (O) pour tout ouvert O ∈ A.

(v) lim
n

Pn (A) = P (A) pour tout ensemble de continuité A de P.

Ce théorème possède une version exprimée en terme de convergence en
loi.

Théorème 1.1.2 ([13]) : Soient Pn et P des mesures de probabilités sur
(E,A) associées à (Xn) et X. Les cinq assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Xn
L→ X

(ii) lim
n

E {f (Xn)} = E {f (X)} pour toute fonction réelle, bornée
et uniformément continue sur E.

(iii) lim sup
n

P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ) pour tout fermé F ∈ A.
(iv) lim inf

n
P (Xn ∈ O) ≥ P (X ∈ O) pour tout ouvert O ∈ A.

(v) lim
n

P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A) pour tout ensemble de continuité
A de P.

Un autre critère de convergence est donné par le théorème ci-dessous.

Théorème 1.1.3 ([13]) : Soit U une sous tribu de A telle que
(i) U est un fermé d'intersections �nies d'éléments de A.
(ii) Tout ouvert de E est �ni ou union dénombrable d'éléments de

U . Si Pn (A) → P (A) pour tout A ∈ U , alors Pn =⇒ P .

Soit Π une famille de loi de probabilités sur (E,A) . On dit que Π
est relativement compacte si de toute suite d'élements de Π, on peut extraire
une sous suite qui converge faiblement.
La famille Π est dite équitendue si pour tout ε > 0, il existe un compact K
tel que P (K) > 1− ε, pour tout P ∈ Π. Un des principaux résultats sur la
relative compacité est le théorème de Prohorov.

Théorème 1.1.4 (Prohorov [63]) : Si la famille Π de lois de probabilités
est équitendue, alors elle est relativement compacte.

Théorème 1.1.5 ([13]) Supposons l'espace E séparable et complet. Si Π
est relativement compacte, alors elle est équitendue.
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1.1.3 Application.
Cette section sera utilisée notament dans le chapitre quatre sur les �les

d'attente pour montrer la convergence de la période d'activité vers la loi nor-
male.

Soient E et E ′ deux espaces métriques munis respectivement des distances
δ et δ′, A et A′ les tribus des boréliens engendrées par les ouverts de E et
E ′. Soit h une application de E dans E ′, alors toute mesure de probabilité P
sur (E,A) induit sur (E ′,A′) une unique mesure de probabilité Ph−1 dé�nie
par Ph−1(A′) = P (h−1(A′)) pour tout A′εA′.

Théorème 1.1.6 ([13]) : Si Pn ⇒ P alors
Pnh

−1 ⇒ Ph−1.

Si l'application h n'est pas continue mais mesurable, on note Dh l'en-
semble de discontinuité de h.

Théorème 1.1.7 ([13]) : Si Pn ⇒ P et P (Dh) = 0 alors Pnh
−1 ⇒ Ph−1.

De ces deux théorèmes, on déduit deux corollaires pour le cas où X et
Xn sont des éléments aléatoires de E.

Corollaire 1.1.1 ([13]) : Si Xn
L→ X et la fonction h continue alors h(Xn)

L→
h(X).

Corollaire 1.1.2 ([13]) : Si Xn
L→ X et P (Dh) = 0 alors

h(Xn)
L→ h(X) .

Lorsque E ′ est la droite des réels, l'application h une fonction réelle me-
surable, on a le théorème suivant :

Théorème 1.1.8 ([13]) :
i) Si Pn ⇒ P alors Pnh−1 ⇒ Ph−1 pour toute fonction réelle h mesurable
telle que P (Dh) = 0.
ii) Si Pnh−1 ⇒ Ph−1 pour toute fonction réelle h continue et bornée, alors
Pn ⇒ P .
iii) Si Pn ⇒ P et si h est une fonction réelle mesurable et bornée avec
P (Dh) = 0, alors

∫
hdPn ⇒

∫
hdP .
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Pour les démonstrations, voir Billingsly [13].

Théorème 1.1.9 ([13]) : Si E est séparable, une condition nécessaire et
su�sante pour que Pn =⇒ P est que :
Pn (B′XB′′) → P (B′XB′′) pour tout ensemble de continuité B′ de P ′ et tout
ensemble de continuité B′′ de P ′′ où P ′ et P ′′ sont les lois marginales de P .

Théorème 1.1.10 ([13]) : Si E est séparable alors

[P ′
nXP ′′

n =⇒ P ′XP ′′] ⇐⇒ [P ′
n =⇒ P ′ et P ′′

n =⇒ P ′′]

Théorème 1.1.11 ([13]) : Supposons que E est séparable et les éléments
aléatoires Xn et Yn ont même domaine de dé�nition. Si

Xn
L→ X et δ (Xn, Yn)

P→ 0, alors Yn
L→ X.

1.2 Convergence de processus stochastiques dans
C[01]

On note par C = C [0, 1] l'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]
muni de la topologie uniforme dé�nie par la distance entre deux fonctions
comme suit

d(f, g) = ‖f − g‖ = sup
tε[0,1]

|f (t)− g (t)| , f, g ∈ C [0, 1] .

1.2.1 Dé�nitions
Dé�nition 1.2.1 On dé�nit le module de continuité d'un élément f de C [0, 1]
par

wf (δ) = w (f, δ) = sup
|t−s|<δ

|f (t)− f (s)| , 0 < δ ≤ 1.

Soit X une application mesurable de l'espace probabilisé (Ω,B, P )
dans C [0, 1]. Pour tout ω ∈ Ω, X (ω) est un élément de C [0, 1], noté X (t, ω)
en tant que fonction continue sur [0, 1]. Pour t �xé, X (t) désigne la variable
aléatoire de valeur X (t, ω) au point ω. X est dite fonction aléatoire ou pro-
cessus stochastique. On note par (X (t1) , ..., X (tk)) l'application de Ω dans
Rk dont les valeurs au point ω sont (X (t1, ω) , ..., X (tk, ω)) .
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1.2.2 Convergence faible et équitension.
La convergence faible dans C [0, 1] ne se montre pas en général par

la convergence des lois �ni-dimensionnelles puisqu'il se pose le problème de
compacité. Comme C [0, 1] est séparable et complet pour la topologie uni-
forme, les théorèmes 1.1.4 et 1.1.5 montrent que cette relative compacité
est équivalente à l'équitension des lois sur (C [0, 1] , C), C désigne la tribu
borélienne de C [0, 1].

Quelques critères d'équitension dans C [0, 1] sont les suivants :

Théorème 1.2.1 ([13]) : Soient Pn et P des lois de probabilité sur (C,A).
Si les lois �ni-dimensionnelles de Pn convergent faiblement vers celles de P
et si la suite {Pn} est équitendue alors Pn =⇒ P .

Théorème 1.2.2 ([13]) : La suite {Pn} est équitendue si et seulement si
les deux assertions suivantes sont véri�ées.
i) Pour tout η > 0, ∃ a tel que

Pn {f : |f (0)| > a} ≤ η, n ≥ 1.

ii) Pour tout ε et η positifs, il existe δ avec 0 < δ < 1 et un entier
n0 tel que

Pn {f : wf (δ) ≥ ε} ≤ η, n ≥ n0.

Théorème 1.2.3 ([13]) : La suite {Pn} est équitendue si et seulement si
les deux assertions suivantes sont véri�ées.

i) Pour tout η > 0, ∃ a tel que

Pn {f : |f (0)| > a} ≤ η, n ≥ 1.

ii) Pour tout ε et η positifs, il existe δ avec 0 < δ < 1 et un entier
n0 tel que

1

δ
Pn

{
f : sup

t≤s≤t+δ
|f (t)− f (s)| ≥ ε

}
≤ η, n ≥ n0,

pour tout t.
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1.2.3 Principes d'invariance dans C[0,1]
Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires dé�nies sur (Ω,B, P ). On

note par Sj =
∑j

k=1 Xk la suite de sommes partielles. On dé�nit l'élément
aléatoire ξn de C [0, 1] par

ξn (t, ω) =
1

σ
√

n
S[nt] (ω) + (nt− [nt])

1

σ
√

n
X[nt]+1 (ω) . (1.1)

Le principe d'invariance dans C [0, 1] , pour les variables aléatoires indé-
pendantes, de même loi, centrées et de variance �nie est donné par le théorème
de Donsker-Prohorov, BILLINGSLEY. [13].

Théorème 1.2.4 (Donsker-Prohorov [13]) Soit (Xj)j≥1 une suite de
variables aléatoires indépendantes, de même loi, centrées et de variance �nie
EX2

j = σ2 > 0. Alors la suite de fonctions aléatoires (ξn) dé�nie en (1.1)
converge faiblement vers le mouvement brownien W dans C [0, 1].

La convergence des lois �nidimensionnelles de ξn vers celles du mouvement
brownien est donnée par la proposition 3.2.1. Pour l'équitension, on montre
que les conditions du théorème 1.2.4 sont remplies en utilisant le résultat
ci-dessous.

Lemme 1.2.1 Soient X1, X2, ..., Xm des variables aléatoires indépendantes,
centrées et de variance �nie EX2

j = σ2
j . Soit Si = X1 + X2 + ... + Xi et

si = σ2
1 + σ2

2 + ... + σ2
i . Alors

P

{
max
i≤m

|Si| ≥ λsm

}
≤ 2P

{
|Sm| ≥

(
λ−

√
2
)

sm

}
, λ > 0.

1.3 Convergence de processus stochastiques dans
D[0,1]
L'espace C [0, 1] n'est pas adapté à l'étude de processus stochastiques

présentant des sauts comme par exemple tout processus basé sur la fonction
de répartition empirique Fn.

On note par D = D [0, 1] l'espace des fonctions dé�nies sur [0, 1],
continues à droite et admettant une limite à gauche. Autrement dit,

i) Pour tout t tel que 0 ≤ t < 1 on a f (t+) = lim
s↘t

f (s) existe et
f (t+) = f (t).
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ii) Pour tout t tel que 0 < t ≤ 1 on a f (t−) = lim
s↗t

f (s) existe.

1.3.1 Dé�nitions
Dé�nition 1.3.1 On dé�nit le module de continuité de f ∈ D par

wf (δ) = sup
0≤ t ≤1−δ

wf [t, t + δ]

où wf (T0) = sup
s,t ∈ T0

|f (t)− f (s)|, T0 ⊂ [0, 1].

On dé�nit un autre module de continuité w′
f , qui jouera le même rôle

que celui joué par wf dans C [0, 1] , par

w′
f (δ) = inf

{ti}
max
0<i≤r

wf [ti−1, ti) , 0 < δ < 1.

où l'in�nimum est pris sur toutes les subdivisions {ti} véri�ant :
{

0 = t0 < t1 < ... < tr = 1
ti − ti−1 > δ, i = 1, 2, ..., r.

Soit Λ la classe de fonctions continues de [0, 1] dans lui même, stric-
tement croissantes. Si λ ∈ Λ, alors λ (1) = 1 et λ (0) = 0. Soit ε pour lequel
il existe une fonction λ ∈ Λ telle que

a) sup
t
|λ (t)− t| ≤ ε,

b) sup
t
|f (t)− g (λ (t))| ≤ ε.

Pour tout f et g de D [0, 1] véri�ant a) et b), on montre que d (f, g) =
min (|λ (t)− t| , |f (t)− g (λ (t))|) est une métrique qui dé�nit la topologie de
Skorohod sur cet espace. D [0, 1] muni de cette distance n'est pas complet.
On dé�nit une autre métrique d0 équivalente à d et qui fait de D [0, 1] un
espace complet.

Soit Λ la classe de fonctions continues de [0, 1] dans lui même, stric-
tement croissantes. Si λ ∈ Λ, alors λ (1) = 1 et λ (0) = 0. Soit ε pour lequel
il existe une fonction λ ∈ Λ telle que

a) ‖λ‖ ≤ ε, avec ‖λ‖ = sup
s6=t

∣∣∣log λ(t)−λ(s)
t−s

∣∣∣ ,

b) sup
t
|f (t)− g (λ (t))| ≤ ε.
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Dé�nition 1.3.2 On dé�nit la distance d0 entre f et g de D [0, 1] véri�ant
les conditions a) et b) par

d0 (f, g) = min

(
‖λ (t)‖ , sup

t
|f (t)− g (λ (t))|

)
.

Cette distance fait de D [0, 1] un espace séparable et complet.

Soient t1, ..., tk des élements de [0, 1] , et π l'application (projection)

πt1,...,tk : D → Rk

f
π→ (f (t1) , ..., f (tk)) .

Un élément aléatoire dans D [0, 1] est aussi appelé fonction aléatoire. Si
X est une application de (Ω,A, P ) dans D [0, 1], alors pour tout ω, X (ω)
est un élément de D [0, 1] dont la valeur au point t est notée par X (t, ω) .
Pour tout t, on note par X (t) la variable aléatoire πtX de Ω dans R.

1.3.2 Convergence faible et équitension
Etant donné une loi de probabilité P sur l'espace (D,D), on note par

TP l'ensemble des points t ∈ [0, 1] pour lesquels la projection πt est continue
sauf aux points appartenant à un ensemble de mesure nulle. Si 0 < t < 1
alors t ∈ Tp si et seulement si P (St) = 0 où St = {f : f(t) 6= f (t−)}. Il est
claire que 0 et 1 appartiennent à Tp.

Quelques résultats d'équitension et de convergence faible dans D [0, 1]
sont :

Théorème 1.3.1 ([13]) : Soit (Pn) une suite de lois de probabilités sur
(D,D) telle que

i) la suite (Pn) est équitendue
ii) Pnπ−1

t1,...,tk
=⇒ Pπ−1

t1,...,tk
pour tout t1, ..., tk ∈ Tp,

alors
Pn =⇒ P.
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Théorème 1.3.2 ([13]) : La suite de lois {Pn} est équitendue si et seule-
ment si les deux assertions suivantes sont véri�ées :

i) Pour tout η > 0, il existe a tel que

Pn

{
f : sup

t
|f (t)| > a

}
≤ η, n ≥ 1.

ii) Pour tout ε et η positifs, il existe δ, avec 0 < δ < 1, et un entier n0

tel que

Pn

{
f : w′

f (δ) ≥ ε
} ≤ η, n ≥ n0.

Lorsqu'on remplace le module de continuité w′
f (δ) par le module de conti-

nuité wf (δ) qui s'approprie aussi à C = C [0, 1], on a le résultat ci-dessous.

Théorème 1.3.3 ([13])) : Supposons que les deux assertions suivantes sont
véri�ées :

i) Pour tout η > 0, il existe a tel que

Pn {f : | f (0)| > a} ≤ η, n ≥ 1.

ii) Pour tout ε > 0 et tout η > 0, il existe δ, 0 < δ < 1 et un entier n0

tels que

Pn {f : wf (δ) ≥ ε} ≤ η, n ≥ n0.

Alors la suite de loi (Pn) est équitendue. De plus, si une sous suite (Pn′)
converge faiblement vers P , alors P (C) = 1.

Voici maintenant un résultat de convergence faible (loi) pour une
suite d'éléments aléatoires de D [0, 1] .

Théorème 1.3.4 ([13]) : Soient Xn et X des éléments aléatoires de D [0, 1]
tels que

i) (Xn (t1) , ..., Xn (tk))
L→ (X (t1) , ..., X (tk)) pour tout t1, ..., tk ∈ TX ,
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ii) P {X (1) 6= X (1−)} = 0
iii) P {|Xn (t)−Xn (t1)| ≥ λ, |Xn (t2)−Xn (t)| ≥ λ} ≤ 1

λ2γ [F (t2)− F (t1)]
2α,

avec t1 < t < t2, n ≥ 1 et γ ≥ 0, α > 1
2
, F fonction continue non

décroissante sur [0, 1] alors
Xn

L→ X.

1.3.3 Principes d'invariance dans D[0, 1]

Soit X1, X2,... une suite de variables aléatoires dé�nies sur (Ω,B, P ),
indépendantes, centrées et de même loi. On note par Sj =

∑j
k=1 Xk la suite

de sommes partielles. L'élément aléatoire ξn (ω) de D est dé�ni par

ξn (t, ω) =
1

σ
√

n
S[nt] (ω) . (1.2)

Le principe d'invariance de Donsker-Prohorov dans D [0, 1] s'énonce comme
suit :

Théorème 1.3.5 ([13]) : Supposons que les variables aléatoires Xj sont
indépendantes, de même loi, centrées et de variance commune �nie EX2

j =
σ2 > 0. Alors la suite de fonctions aléatoires (ξn) dé�nie en (1.2) converge
en loi vers le mouvement brownien W dans D [0, 1].

La convergence des lois �nidimensionnelles de ξn vers celles du mouvement
brownien se montre de la même manière que dans la proposition 3.2.1.

Pour l'équitension, il su�t de véri�er les deux assertions du Théorème
1.3.3.

Les trajectoires du mouvement brownien standard sont montrés dans la
�gure suivante :
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Fig. 1.1 � Mouvement brownien

La �gure ci-dessous nous donne les trajectoires du pont brownien
qui partent de zéro et reviennent vers zéro (ce qui justi�e le nom de pont) :

Fig. 1.2 � Pont brownien



Chapitre 2

Théorèmes limites fonctionnels
hölderiens

Introduction
Le principe d'invariance dans les espaces de Hölder, pour les variables

aléatoires indépendantes, centrées et de même loi, a été démontré par Lam-
perti [52]. Kerkyacharian et Roynette [50] ont redémontré ce résultat en uti-
lisant la base des fonctions triangulaires de Faber-Schauder et leur condition
su�sante d'équitension. Hamadouche [40] a étendu le théorème de Lamperti
pour une suite strictement stationnaire de variables aléatoires α-mélangeantes
ou associées. Par ailleurs dans Hamadouche [42], il a été établi que le proces-
sus de Donsker-Prohorov lissé par convolution, pour les variables aléatoires
indépendantes et de même loi, converge aussi vers le mouvement brownien.
Le même résultat pour les variables aléatoires dépendantes est également
établi pour le lissage par convolution.

2.1 Espaces de Hölder
Il est connu que les trajectoires des processus limites habituels comme

le mouvement brownien W et le pont brownien B ont une régularité hölde-
rienne pour tout ordre α < 1/2 (donc dépassant la seule continuité). Comme
l'espace de Hölder Hα [0, 1] a une topologie plus �ne que celle de C [0, 1], on
obtient alors plus de fonctionnelles continues de trajectoires pour des appli-
cations statistiques. Il est alors légitime d'étudier la convergence faible dans
cet espace.

On rappelle les travaux de Ciesielski [19] et [20] sur les espaces de Hölder
en donnant la base de Schauder de H0

α et on rappelle les expressions de Sα et

21
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Tα faisant de (H0
α [0, 1] , ‖.‖α) et (l∞, ‖.‖∞) des espaces isomorphes, l∞ dési-

gnant l'espace de Banach des suites bornées muni de la norme du supremum.
On donne les théorèmes essentiels fournissant les conditions nécessaires et
su�santes pour l'existence d'une modi�cation à trajectoires presque sûres
dans Hα. On termine le paragraphe par les principaux résultats de conver-
gence, de compacité et d'équitension dans H0

α du fait que la convergence
faible hölderienne d'une suite de processus stochastiques est équivalente à
la convergence des lois �ni-dimensionnelles de cette suite et à sa relative
compacité (équitension).

2.1.1 Les espaces de Banach Hα[0,1] et H0
α[0,1]

Dé�nitions
On reprend les notations et résultats de Ciesielski [19] et [20] relatifs

aux espaces de fonctions hölderiennes sur [0, 1].

Dé�nition 2.1.1 On appelle espace de Hölder d'ordre α (0 < α ≤ 1), noté
Hα [0, 1], l'espace des fonctions dé�nies sur [0, 1], nulles en zéro et telles que

‖f‖α = Sup
0<|t−s|≤1

|f (t)− f (s)|
|t− s|α < ∞.

Le module de continuité Hölderien de f noté wα (f, δ) est dé�ni par

wα (f, δ) = Sup
0<|t−s|≤δ

|f (t)− f (s)|
|t− s|α .

Le sous espace H0
α [0, 1] de Hα [0, 1] est dé�ni par

f ∈ H0
α ⇔ f ∈ Hα et lim

δ→0
wα (f, δ) = 0.

On notera souvent Hα [0, 1] par Hα et H0
α [0, 1] par H0

α.
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Propriétés
L'espace (Hα, ‖.‖α) est un espace de Banach non séparable. (H0

α, ‖.‖α)
est un sous espace fermé, séparable alors que (Hα, ‖.‖α) est séparable pour
la norme ‖.‖β pour tout 0 < β < α. De plus Hα s'injecte continuement dans
Hβ.

2.1.2 Analyse fonctionnelle de Hα et H0
α

On note C0 [0, 1] l'hyperplan fermé des fonctions de C [0, 1] , nulles en
zéro.

Pour dé�nir la base Faber-Schauder, on considère la fonction triangulaire
∆ (t) dé�nie par

∆ (t) =





2t si 0 ≤ t ≤ 1
2
,

2 (1− t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

0 ailleurs.

pour n = 2j + k, j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j, on pose

∆n (t) = ∆j,k (t) = ∆
(
2jt− k

)
, t ∈ [0, 1] ,

∆0 (t) = t1[0,1] (t) ,

∆−1 (t) = 1[0,1] (t) .

On note par

λ0 (f) = f (1) ,

λn (f) = λj,k (f) = f

(
(k + 1) /2

2j

)
− 1

2

{
f

(
k

2j

)
+ f

(
k + 1

2j

)}
.

Lemme 2.1.1 (Faber-Schauder ) Pour toute fonction f de C0 [0, 1],

f (t) =
∞∑

n=0

λn (f) ∆n (t) , (2.1)

avec λ0 (f) = f (1) et pour n = 2j + k (j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j) :

λn (f) = λj,k (f) = f

(
k + 1/2

2j

)
− 1

2

{
f

(
k

2j

)
+ f

(
k + 1

2j

)}
.
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La série (2.1) converge uniformément sur [0, 1], autrement dit, au sens
de la norme ‖.‖∞ de C0 [0, 1] .

Théorème 2.1.1 (Ciesielski [19]) : Pour toute fonction f de H0
α la série

f (t) =
∞∑

n=0

λn (f) ∆n (t)

converge au sens de la norme ‖.‖α. La famille {∆n, n ≥ 0} est une base
de Schauder de (H0

α, ‖.‖α) .

Théorème 2.1.2 (Ciesielski [19]) : On pose ∆
(α)
n = 2−(j+1)α∆n pour n =

2j+k (j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j) et ∆
(α)
0 = ∆0. Les espaces (Hα, ‖.‖α) et (l∞, ‖.‖∞)

sont isomorphes par les opérateurs Sα et Tα = S−1
α dé�nis comme suit

Sα : Hα → l∞

f → u = (un)n≥0

avec un = 2(j+1)αλn (f), n ≥ 1 et u0 = λ0 (f) .

Tα : l∞ → Hα

u = (un)n≥0 → f =
∞∑

n=0

un∆(α)
n .

De plus ‖Sα‖α = 1 et

2

3 (2α − 1) (21−α)
≤ ‖Tα‖α ≤

2

(2α − 1) (21−α)
.

Remarque : On sait que l'approximation d'une fonction f par les
sommes partielles de sa série de Faber-Schauder est aussi son approxima-
tion par interpolation linéaire entre des points d'abscisses dyadiques.
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Lemme 2.1.2 (Hamadouche [41]) : Soit f une ligne polygonale sur [0, 1] ,
de sommets (xi, f (xi)) , (0 ≤ i ≤ n + 1) avec x0 = 0, xn+1 = 1. Alors

sup
0≤s≤t≤1

|f (t)− f (s)|
|t− s|α

est atteint en deux sommets s = xi et t = xj, 0 ≤ i < j ≤ n + 1.

2.1.3 Processus à trajectoires dans Hα

Dans nos travaux, on se place dans le cas où le processus ξn est à
trajectoires dans Hα, c'est à dire considéré comme élément aléatoire de Hα.
On donne aussi les résultats sur l'existence d'une modi�cation à trajectoires
presque sûre dans cet espace.

Théorème 2.1.3 (Kolmogorov [13]) : Soit (ξt, t ∈ [0, 1]) un processus dé-
�ni sur un espace de probabilité (Ω,B, P ) et supposons qu'il existe δ > 0,
γ > 0 et c > 0 tels que

∀ λ > 0, P (|ξt − ξs| > λ) ≤ c

λγ
|t− s|1+δ .

Alors il existe une version de ξ à trajectoires dans H0
α pour tout 0 < α < δ

γ
.

Théorème 2.1.4 (Ibragimov [47]) : Soit f une fonction dé�nie sur R+,
croissante telle que pour tous s, t dans [0, 1]

E |ξt − ξs|p ≤ f p (|t− s|) .

Une condition nécessaire et su�sante pour que presque toutes les trajec-
toires de ξ soient dans Hα est que

∫ 1

0

f (u)

uα+1+1/p
du < ∞.
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2.1.4 Compacité dans Hα

Dans [41], il a été démontré que la convergence faible hölderienne d'une
suite de processus stochastiques est équivalente à la convergence des lois
�ni-dimensionnelles de cette suite et à sa relative compacité dans l'espace
des mesures de probabilité sur H0

α muni de la topologie de la convergence
étroite. Par le théorème de Prohorov, cette relative compacité équivaut à
l'équitension de la suite des lois. Les deux lemmes ci-dessous permettent de
caractériser les compacts de H0

α.

Lemme 2.1.3 (Hamadouche [41]) : Si 0 < α < β < 1 et si K est borné
dans Hβ alors K est relativement compact dans H0

α.

Lemme 2.1.4 (Suquet [79]) : K est relativement compact dans H0
α si et

seulement si

lim
δ→0

sup
f∈K

wα (f, δ) = 0.

2.1.5 Convergence faible hölderienne
On considère un processus ξ à trajectoires hölderiennes (élément aléatoire

de l'espace fonctionnel Hα). Comme H0
α s'injecte continuement dans Hα, la

convergence faible dans H0
α entraine celle dans Hα. Le premier résultat dans

ce sens est :

Proposition 2.1.1 (Hamadouche [42]) : La convergence en loi dans H0
α

d'une suite de processus (ξn, n ≥ 1) équivaut à l'équitension sur H0
α de la

suite des lois Pn = Pξ−1
n des éléments aléatoires ξn et à la convergence des

lois �ni-dimensionnelles de ξn.

Preuve : On rappelle ici les grandes lignes de la preuve (voir [42]).
Il est clair que l'équitension et la convergence des lois �ni-dimensionnelles

sont des conditions nécessaires pour la convergence faible hölderienne d'une
suite de processus (ξn)n≥1. D'autre part, si la suite des lois (Pn)n≥1 est équi-
tendue, il existe au moins une sous suite de (Pn)n≥1 qui converge vers Pξ,
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loi d'un élément aléatoire ξ de H0
α. Il reste à montrer que cette loi limite est

unique.
Pour celà, on rappelle que si χ est un espace de Banach séparable, sa

tribue borélienne Bχ coincide avec sa tribu cylindrique Cχ, tribu engendrée
par les fonctionnelles ϕ du dual topologique χ′. Ainsi si on note, pour ξ
élément aléatoire de χ et ϕ élément déterministe de χ′,

Lξ (ϕ) = E exp (i (ξ, ϕ)) = E exp (iϕ (ξ)) ,

la fonctionnelle caractéristique de ξ, on a

Lξ (ϕ) = Lζ (ϕ) , ∀ ϕ ∈ χ′ ⇐⇒ ξ et ζ ont même loi (Pξ = Pζ) .

Par le théorème de convergence dominée, on voit facilement que la fonc-
tionnelle caractéristique est continue sur χ′. Il su�t donc de tester l'égalité
de Lξ et Lζ sur une partie dense de χ′ pour véri�er l'égalité des lois de ξ et
ζ.

Revenons à H0
α et soit ϕ un élément du dual (H0

α)
′. On a la caractérisation

suivante :

Théorème 2.1.5 (Ciesielski [19]) : Toute fonctionnelle linéaire continue
ϕ sur (H0

α, ‖.‖α) est de la forme

ϕ (f) =
∞∑
i=0

anun

avec u0 = λ0 (f) , un = 2(j+1)αλn (f) , n = 2j + k, (j ≥ 0, 0 ≤ k < 2j) et
a = (a0, a1, ...) ∈ l1.

De plus ‖ϕ‖(H0
α)′ ≤ ‖Sα‖ ‖a‖l1 , ‖a‖l1 ≤ ‖Tα‖ ‖ϕ‖(H0

α)′ et les constantes
‖Sα‖ et ‖Tα‖ sont optimales.

Le théorème ci-dessus nous fournit une suite a = (an) ∈ l1 (N) telle que

ϕ (f) = a0f (1) +
∞∑

n=1

an2(j+1)αλn (f) , f ∈ H0
α. (2.2)

De plus ‖ϕ‖(H0
α)′ ≤ ‖Sα‖ ‖a‖l1 . Cette inégalité nous permet de voir, via le

critère de Cauchy, que la série notée par (2.2) converge pour la topologie de
la norme de (H0

α)
′
. Il en résulte immédiatement que la famille des évaluations

aux points dyadiques (f → f (k2−j)) est totale dans (H0
α)
′
.
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Supposons maintenant que (Pn)n≥1 ait deux sous-suites dont les lois convergent
respectivement vers Pξ et Pζ . La convergence des lois �ni-dimensionnelles de
(Pn)n≥1 entraine l'égalité de Pξ et Pζ , ce qui achève la démonstration.

2.1.6 Equitension hölderienne
L'essentiel de la di�culté pour montrer la convergence hölderienne réside

dans la véri�cation de l'équitension. Une condition su�sante est donnée par :

Théorème 2.1.6 (Kerkyacharian et Roynette [50]) : Soit (ξn)n≥1 une
suite de processus nuls en zéro et véri�ant pour des constantes γ > 0, δ > 0
et c > 0

∀ λ > 0, P (|ξn (t)− ξn (s)| > λ) ≤ c

λγ
|t− s|1+δ .

Alors la suite des lois Pn des processus ξn est équitendue dans H0
α pour

0 < α < δ
γ
.

La version des moments de ce théorème est obtenue via l'inégalité de
Markov. Elle s'énonce par le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.1 (Lamperti [52]) : Soit (ξn)n≥1 une suite de processus nuls
en zéro et véri�ant pour des constantes γ > 0, δ > 0 et c > 0

E |ξn (t)− ξn (s)|γ ≤ c |t− s|1+δ .

Alors la suite des lois Pn des processus ξn est équitendue dans H0
α pour

0 < α < δ
γ
.

On termine ce chapitre en énonçant ce résultat plus maniable pour la
véri�cation des conditions de moments et sur lequel repose les démonstrations
de nos principes d'invariance.

Théorème 2.1.7 (Hamadouche [42]) : Soit (ξn)n≥1 une suite de processus
à trajectoires dans H0

α, véri�ant les conditions suivantes :
a) Il existe des constantes a > 0, b > 0, c > 0 et une suite de nombres

positifs (an) ↘ 0 telles que
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E |ξn (t)− ξn (s)|a ≤ c |t− s|b , (2.3)
pour tout n et tous s, t tels que |t− s| ≥ an;
b) ∀ ε > 0, lim

n→∞
P {wα (ξn, an) > ε} = 0.

Alors pour tout α < a−1 (min (a, b)− 1) , la suite (ξn)n≥1 est équitendue
dans H0

α.

Preuve : On rappelle aussi ici les grandes lignes de la preuve (Voir Ha-
madouche [42]).

On construit un autre processus ζn qui interpole linéairement ξn aux
points tk = kan (0 ≤ k ≤ kn) avec kn =

[
1

an

]
et tkn+1 = 1. Les trajectoires de

ζn sont des lignes polygonales , donc dans H0
α, pour tout α ≤ 1. On utilise

alors :
l'hypothèse a) pour montrer l'équitension de {ζn, n ≥ 1} et l'hypothèse b)
pour prouver la convergence en probabilité vers zéro de ‖ξn − ζn‖α.
L'équitention de {ξn, n ≥ 1} s'en déduit facilement via la caractérisation sé-
quentielle de la relative compacité des familles de mesures de probabilité sur
un espace polonais (ici H0

α) .

Première étape : Equitension de {ζn, n ≥ 1} .
Pour prouver l'équitension dans H0

α, nous nous appuierons sur la condition
su�sante de Kerkyacharian et Roynette [50]. Plus précisément, en utilisant
le corollaire 2.1.1, nous souhaitons montrer

E |ζn (t)− ζn (s)|a ≤ K |t− s|γ , n ≥ 1, s, t ∈ [0, 1] (2.4)

où γ = min (a, b) .

1ercas : Si s et t sont dans le même segment Ik = [kan , (k + 1) an] ,
(0 ≤ k ≤ kn) , alors |t− s| ≤ an ≤ 1 et la dé�nition de ζn nous donne

|ζn (t)− ζn (s)| = a−1
n |t− s| |ξn (tk)− ξn (tk+1)| ,

d'où en prenant les moments d'ordre a et en utilisant (2.3)

E |ζn (t)− ζn (s)|a = a−a
n |t− s|a E |ξn (tk)− ξn (tk+1)|a

≤ cab−a
n |t− s|a .
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On a |t− s| ≤ an ≤ 1, si b − a < 0, on majore ab−a
n par |t− s|b−a ; si

b− a ≥ 0, on majore par ab−a
n par 1. Nous obtenons ainsi

E |ζn (t)− ζn (s)|a ≤ c |t− s|γ , γ = min (a, b) .

2ecas : si s ∈ Ik et t ∈ Ik+1, on écrit

|ζn (t)− ζn (s)| ≤ |ζn (t)− ζn (tk+1)|+ |ζn (tk+1)− ζn (s)| ,
et par convexité, on se ramène à la majoration du 1ercas

E |ζn (t)− ζn (s)|a ≤ 2a−1c (|t− tk+1|γ + |tk+1 − s|γ)
≤ 2a−1c |t− s|γ ,

car γ > 0, |t− tk+1| ≤ |t− s| et |tk+1 − s| ≤ |t− s| .

3ecas : Si s ∈ Ik et t ∈ Ik+j, avec j > 1, on découpe l'accroissement ζn

en trois termes :

|ζn (t)− ζn (s)| ≤ |ζn (t)− ζn (tk+j)|+|ζn (tk+j)− ζn (tk+1)|+|ζn (tk+1)− ζn (s)| .

Avec l'inégalité de Jensen, la condition a) et le premier cas, on obtient :

E |ζn (t)− ζn (s)|a ≤ 3a−1c (|t− tk+j|γ + |tk+j − tk+1|γ + |tk+1 − s|γ)

≤ 3ac |t− s|γ

car |t− tk+j| , |tk+j − tk+1| et |tk+1 − s| sont inférieurs à |t− s| .
Ainsi, l'inégalité de moment (2.4) est bien véri�ée (avec K = 3ac) . L'équi-

tension de {ζn, n ≥ 1} en découle.

Deuxième étape : Convergence en probabilité de ‖ξn − ζn‖α.
Posons pour alléger les écritures χn = ξn − ζn. Nous voulons montrer la

convergence en probabilité vers zéro de la suite de variables aléatoires réelles :

‖χn‖α = sup
0≤s<t≤1

|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α .

Comme à la première étape, nous discutons suivant la localisation de s et t.

1ercas : s, t ∈ Ik donc |t− s| < an. on a
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|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ |ξn (t)− ξn (s)|

|t− s|α +
|ζn (t)− ζn (s)|

|t− s|α .

La trajectoire de ζn étant a�ne sur Ik, on a :

|ζn (t)− ζn (s)|
|t− s|α =

|ξn (tk)− ξn (tk+1)|
an

|t− s|1−α ,

qui est de la forme f (u) = ku1−α, u = |t− s| ∈ [0, an] . La fonction f est
croissante, son maximum est atteint en u = an donc

|ζn (t)− ζn (s)|
|t− s|α ≤ |ξn (tk)− ξn (tk+1)|α

an

=
|ξn (tk)− ξn (tk+1)|α

an

≤ wα (ξn, an) .

D'où |χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ 2wα (ξn, an) .

2e cas s ∈ Ik, t ∈ Ik+1. On se ramène au premier cas par l'inégalité
triangulaire

|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ |χn (t)− χn (tk+1)|

|t− s|α +
|χn (tk+1)− χn (s)|

|t− s|α .

Comme |t− s| ≥ |t− tk+1| et |t− s| ≥ |s− tk+1| , on obtient

|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ 4 max

|t−s|≤1

|ξn (t)− ξn (s)|
|t− s|α

= 4wα (ξn, an) .

3e cas : s ∈ Ik, t ∈ Ik+j (j ≥ 1) .

|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ |χn (t)− χn (tk+j)|

|t− s|α +
|χn (s)− χn (tk+1)|

|t− s|α +
|χn (tk+1)− χn (tk+j)|

|t− s|α

Le dernier terme est nul car ξn (ti) = ζn (ti) pour 0 ≤ i ≤ kn. D'après le
premier cas, on obtient
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|χn (t)− χn (s)|
|t− s|α ≤ 4wα (ξn, an) , 0 ≤ s < t ≤ 1.

Finalement, dans tous les cas de �gure, ‖ζn − ξn‖α ≤ 4wα (ξn, an) . L'hy-
pothèse b) du théorème nous donne alors la convergence en probabilité vers
zéro de ‖ζn − ξn‖α . Ainsi {ξn, n ≥ 1} est équitendue dans H0

α.

2.2 Principes d'invariance dans Hα : cas de suites
iid

Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi,
centrées et de variance commune

EX2
j = σ2. (2.5)

On note par ξn les lignes polygonales obtenues par interpolation linéaire aux
points

(
j
n
,

Sj

σ
√

n

)
où

Sj =

j∑

k=1

Xk. (2.6)

Le premier principe d'invariance dans Hα, pour les variables aléatoires indé-
pendantes et de même loi, est donné par le théorème de Lamperti.

Théorème 2.2.1 (Lamperti [52]) : Soit (Xj)j≥1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de même loi, centrées, réduites. On suppose qu'il
existe γ > 2 tel que E |Xj|γ < ∞. On pose pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ j < n :

ξn(t, ω) =
1√
n

[ ∑

0<k≤j

Xk (ω) + (nt− j) Xj+1 (ω)

]
,

j

n
≤ t <

j + 1

n
, (2.7)

alors la suite de lois de ξn converge étroitement vers la mesure de Wiener
PW dans H0

α, pour tout α < 1
2
− 1

γ
.

Ce résultat démontré par Lamperti, en montrant la convergence des lois
�ni-dimensionnelles de ξn ainsi que l'équitension de la suite de ses lois, a été
redémontré par Kerkyacharian et Roynette [50], en utilisant la base des fonc-
tions triangulaires de Faber-Schauder et leur condition su�sante d'équiten-
sion. Il est par ailleurs, étendu par Hamadouche pour une suite strictement
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stationnaire de variables aléatoires dépendantes α−mélangeantes ou asso-
ciées. De plus, Hamadouche [42] a étendu le théorème de Donsker-Prohorov
pour le cas de lissage par convolution sous les conditions dé�nies ci-dessous :

Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi,
centrées telles que E |X1|γ < +∞ pour un γ > 2. On note σ2 leur variance
commune. On pose encore Si =

∑i
k=1 Xk et on considère le processus de

sommes partielles normalisé de Donsker-Prohorov

ξn (t) =
1

sn

S[nt] (t) , t ∈ [0,1] , (2.8)

[nt] étant la partie entière de (nt).
Soit K une densité de probabilité sur R telle que :

∫

R
|u|K (u) du ≺ ∞ (2.9)

et (bn)n≥1 une suite de réels positifs tendant vers zéro et véri�ant :

1

bn

= O
(
nτ/2

)
, 0 ≺ τ ≺ 1

2
. (2.10)

On dé�nit la suite (Kn)n≥1 de noyaux de convolution par

Kn (t) =
1

bn

K

(
t

bn

)
, t ∈ R. (2.11)

Nous considérons le processus de sommes partielles lissé dé�ni par :

ζn (t) = (ξn ∗Kn) (t)− (ξn ∗Kn) (0) , t ∈ [0,1] . (2.12)
Le terme correctif (ξn ∗Kn) (0) assure la nullité en zéro du processus ζn.

Le lemme suivant nous assure que ζn est dans H 1
2
[0, 1].

Lemme 2.2.1 (Hamadouche [42]) : soit f une fonction mesurable, bornée
à support dans [0,1] et K un noyau de convolution tel que

K ∈ L1 ([−1, 1]) ∩ L
1
2 ([−1, 1]) , (2.13)

|K (x)−K (y)| ≤ α (K) |x− y| , x, y ∈ [−1, 1] , (2.14)
pour une certaine constante α (K). Alors la restriction à l'intervalle [0,1]

de (f ∗K)− (f ∗K) (0) est dans H 1
2
[0, 1].
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Lorsque les conditions énoncées ci-dessus sur Kn sont remplies, on peut énon-
cer le résultat suivant :

Théorème 2.2.2 (Hamadouche [42]) : Soit (Xj)j≥1 une suite de variables
aléatoires indépendantes, de même loi, centrées et réduites telles que EXγ

1 <
∞ pour un γ > 2. On suppose que les noyaux de convolution Kn véri�ent
((2.9)) , (2.11) , (2.13) et (2.14). Alors la suite de processus de sommes par-
tielles lissés ζn dé�nis par (2.12) converge faiblement vers le mouvement
brownien W dans H0

α, pour tout α < 1
2
−max

(
τ, 1

γ

)
.

On montre l'équitension de la suite des lois de ζn en utilisant le théorème
2.1.7 avec an = 1/n.

Pour la convergence des lois �ni-dimensionnelles, on se ramène à celles de
ξn en montrant que la distance entre ( ζn (t1) , ..., ζn (tk)) et (ξn (t1) , ..., ξn (tk))
tend en probabilité vers zéro.

2.3 Principes d'invariance dans Hα : cas de suites
dépendantes

2.3.1 Quelques outils de dépendance
Les résultats suivants sont nécessaires lors de l'établissement des principes

d'invariance sous dépendance.

Dé�nition 2.3.1 On appelle coe�cient de mélange entre deux tribus A et
B le nombre

α (A,B) = sup
(A,B)∈A×B

|P (A ∩B)− P (A) P (B)| .

Dé�nition 2.3.2 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires dé�nies sur
le même espace probabilisé. On dé�nit le coe�cient de mélange fort αn par

αn = sup
{
α

(Fk
1 ,F∞

n+k

)
k ∈ N∗} ,

où F l
j désigne la tribu engendrée par les variables (Xi, j ≤ i ≤ l).
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Dé�nition 2.3.3 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires dé�nies
sur le même espace probabilisé (Ω,A, P ). On dit que la suite (Xn)n≥1 est
α-mélangeante (ou fortement mélangeante) si la suite de coe�cients

αn = sup
{
α

(Fk
1 ,F∞

n+k

)
k ∈ N∗} ,

tend vers zéro quand n tend vers ∞etoFl
j désigne la tribu engendrée par les

variables (Xi, j ≤ i ≤ l).

Dé�nition 2.3.4 On dit que X1, X2, ...Xm est une suite �nie de variables
associées si

Cov (f (X1, ...Xm) , g (X1, ...Xm)) ≥ 0,

pour toute paire f, g de fonctions Rm → R, croissantes coordonnée par coor-
donnée et telles que cette covariance existe.

Dé�nition 2.3.5 On dit qu'une suite (Xn)n≥1 est une suite de variables
associées si toute sous-suite �nie est associée.

2.3.2 Théorèmes limites fonctionnels
On va énoncer quelques théorèmes sur les inégalités des moments et des

théorèmes limites fonctionnels pour les suites de variables aléatoires dépen-
dantes.

Le théorème ci-dessous nous donne une majoration de la valeur absolue de
la covariance de deux variables aléatoires à variance �nie.

Théorème 2.3.1 (Davidov [23]) : Soient X et Y des variables aléatoires
réelles centrées de variance �nie. Pour p, q, r ≥ 1 et 1

p
+ 1

q
+ 1

r
= 1,

|cov (X, Y )| ≤8α (X, Y )1/p E1/q |X|q E1/r |Y |r

où α est le coe�cient de mélange.

Le théorème suivant nous fournit également une majoration pour le mo-
ment d'ordre γ d'une somme partielle de suites de variables aléatoires α-
mélangeantes.

Théorème 2.3.2 (Yokoyama [84]) : Soit (Xj)j≥1 une suite strictement
stationnaire, α-mélangeante telle que EX1 = 0, E |X1|γ+ε < ∞ pour un
γ > 2, un ε > 0 et
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+∞∑
n=0

(n + 1)
γ
2
−1 αε/(γ+ε)

n < +∞,

alors il existe C > 0 tel que

E |X1 + X2 + ... + Xn|γ ≤ Cnγ/2.

Le théorème suivant nous fournit les conditions su�santes pour que la
suite (Xj) α-mélangeante satisfasse le théorème central limite fonctionnel
dans D[0, 1].

Théorème 2.3.3 (Odaïra, Yoshihara [62]) : Soit (Xj)j≥1 une suite α-
mélangeante véri�ant pour des constantes ε > 0, γ > 2 les conditions :

+∞∑
n=1

αε/(γ+ε)
n < +∞,

sup
j≥1

E |Xj|γ+ε < +∞

Alors (Xj)j≥1 satisfait le théorème central limite fonctionnel dans D [0, 1] .

Voici maintenant une inégalité des moment d'ordre γ pour les suites sta-
tionnaires de variables aléatoires associées.

Théorème 2.3.4 (Birkel [16]) : Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléa-
toires associées, centrées, telles que sup

j≥1
E |Xj|γ+ε pour un γ > 2 et un ε > 0.

On suppose que le coe�cient

u (n) = sup
k∈N∗

∑

j:|j−k|≥n

cov (X1, Xk) = O
(
n−(γ−2)(γ+ε)/(2ε)

)

Alors il existe une constante b telle que pour tout n ≥ 1 :

sup
m

E |Sn+m − Sm|γ ≤ bnγ/2, où Sk =
k∑

j=1

Xj.
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Le théorème suivant nous donne un principe d'invariance dans C[0, 1]
pour des variables aléatoires associées et à variance �nie.

Théorème 2.3.5 (Newman, Wright [55]) : Soit (Xj)j≥1 une suite stric-
tement stationnaire de variables aléatoires centrées, de variance �nie, asso-
ciées telles que

σ2 = EX2
1 + 2cov (X1, Xj) < +∞.

Pour tout n ≥ 1, on dé�nit le processus :

Wn (t) =
1

σ
√

n

(
j∑

k=1

Xk + (nt− j) Xj+1

)
,

j

n
≤ t ≤ j + 1

n
, 0 ≤ j < n.

Alors Wn converge faiblement dans C [0, 1] vers le mouvement brownien
W . A fortiori, les lois �ni-dimensionnelles de Wn convergent vers celles de
W .

Le théorème suivant,donnant un principe d'invariance dans H0
α, sera uti-

lisé dans le chapitre quatre lorsque la dépendance des variables aléatoires
considérées est de type α-mélange.

Théorème 2.3.6 (Hamadouche [42]) : Soit (Xj)j≥1 une suite strictement
stationnaire α-mélangeante de variables aléatoires centrées. On suppose qu'il
existe γ > 2 et ε > 0 tels que E |X1|γ+ε < ∞ et

∞∑
n=1

(n + 1)
γ
2
−1 [αn]ε/(γ+ε) < ∞.

On pose pour tout n ∈ N∗ et 0 ≤ j < n :

ξn(t) =
1

σ
√

n

[
k=j∑

k=1

Xk + (nt− j) Xj+1

]
, si

j

n
≤ t <

j + 1

n
,

où
σ2 = EX2

1 + 2
∞∑

j=2

Cov (X1, Xj) < ∞.

Les lois de ξn convergent étroitement vers la mesure de Wienner PW dans
H0

α pour tout α < 1
2
− 1

γ
.
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Par les théorèmes 2.1.7 et 2.3.2, on montre l'équitension de la suite des
lois des processus ξn alors que la convergence des lois �ni-dimensionnelles de
ξn vers celles du mouvement brownien se fait par le Théorème 2.3.3.

Un principe d'invariance dans H0
α pour une suite de variables aléatoires

associées est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.3.7 (Hamadouche [42]) : Soit (Xj)j≥1 une suite strictement
stationnaire de variables associées, centrées telles que E |X1|γ+ε < ∞ pour
un γ > 2 et un ε > 0. On suppose que

u (n) =
∑

j≥n+1

Cov (X1, Xj) = O
(
n−(γ−2)(γ+ε)/(2ε)

)

et
0 < σ2 = EX2

1 + u (1) < ∞.

Alors les lois de ξn convergent étroitement vers la mesure de Wienner PW

dans H0
α, pout tout α < 1

2
− 1

γ
.

L'équitension se démontre comme dans le cas α-mélangeant en utilisant le
Théorème 2.3.4. La convergence des lois �nidimensionnelles résulte du Théo-
rème 2.3.5.

Voici maintenant deux principes d'invariance établis pour le lissage poly-
gonal de suites α-mélangentes ou associées de variables aléatoires.

Théorème 2.3.8 (Hamadouche [42]) : Soit (Xj)j≥1 une suite strictement
stationnaire α-mélangeante de variables aléatoires centrées. On suppose qu'il
existe γ > 2 et ε > 0 tels que E |X1|γ+ε < ∞ et

∞∑
n=1

(n + 1)
γ
2
−1 [αn]ε/(γ+ε) < ∞.

Alors
σ2 = EX2

1 + 2
∞∑

j=2

Cov (X1, Xj)

est �nie. On suppose de plus que σ2 > 0 et que les noyaux de convolu-
tion Kn véri�ent (2.9) , (2.11) , (2.13) et (2.14) . Alors la suite de processus
de sommes partielles lissés ζn dé�nis par (2.12) converge faiblement vers le
mouvement brownien W dans H0

α pout tout α < 1
2
−max

(
τ, 1

γ

)
.
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L'équitension se démontre de la même manière que dans le théorème 2.2.2
en utilisant le théorème 2.1.7 et le théorème 2.3.2.

Pour la convergence des lois �ni-dimensionnelles de ζn, on se ramène à
celles de ξn qui convergent vers celles du mouvement brownien grâce au théo-
rème 2.3.3.

Théorème 2.3.9 (Hamadouche [42]) : Soit (Xj)j≥1 une suite strictement
stationnaire de variables associées, centrées telles que E |X1|γ+ε < ∞ pour
un γ > 2 et un ε > 0. On suppose que

u (n) =
∑

j≥n+1

Cov (X1, Xj) = O
(
n−(γ−2)(γ+ε)/(2ε)

)

et
σ2 = EX2

1 + u (1) > 0.

On suppose de plus que les noyaux de convolution Kn véri�ent (2.9) ,

(2.11) , (2.13) et (2.14) . Alors la suite de processus de sommes partielles
lissés ζn dé�nis par (2.12) converge faiblement vers le mouvement brownien
W dans H0

α pout tout α < 1
2
−max

(
τ, 1

γ

)
.

L'équitension se démontre de la même manière que dans le théorème 2.2.2
en utilisant le théorème 2.1.7 et le théorème 2.3.4.

Pour la convergence des lois �ni-dimensionnelles de ζn, on se ramène à
celles de ξn qui convergent vers celles du mouvement brownien grace au théo-
rème 2.3.5.
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Théorèmes limites fonctionnels
hölderiens dans le cas non
stationnaire.

3.1 Introduction
Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, non né-

cessairement de même loi, centrées et de variances EX2
j = σ2

j . On note par ξn

les lignes polygonales obtenues par interpolation linéaire aux points
(

j
n
,

Sj

sn

)

où Sj =
∑j

k=1 Xk et s2
n = σ2

1 + σ2
2 + ... + σ2

n.
Dans ce chapitre, on se propose d'étendre le théorème de Lamperti,

aussi bien pour le lissage polygonal que pour le lissage par convolution, au cas
de variables aléatoires indépendantes, centrées n'ayant pas nécessairement la
même loi. Il constitue notre première contribution [44]

3.2 Lissage polygonal du processus de sommes
partielles
Dans ce paragraphe, on présente la première extension du théorème

de Lamperti pour les variables aléatoires indépendantes non identiquement
distribuées.
Théorème 3.2.1 ([44]) Soit (Xj)j≥1une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, centrées, non de même loi. On suppose qu'il existe γ > 2, m > 0
et M > 0 telles que

m ≤ σ2
j

−−−→
j 7→∞ σ2 et E |Xj|γ ≤ M < ∞, ∀ j ≥ 1. (3.1)

40
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On pose pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ j < n

ξn(t, ω) =
1

sn

[∑k=j

k=1
Xk (ω) + (nt− j) Xj+1 (ω)

]
,

j

n
≤ t <

j + 1

n
. (3.2)

Alors la suite de lois de ξn converge étroitement vers la mesure de Wiener
Pw dans H0

α pour tout α < 1
2
− γ

2
.

Preuve : D'après la proposition 2.1.1, il su�t de montrer l'équitension de la
suite des lois des éléments aléatoires ξn et la convergence des lois �nidimen-
sionnelles de ξn vers celles du mouvement brownien.

Equitension des lois Pn = Pξ−1
n :

D'après le corollaire 2.1.1 il su�t de montrer que sous les hypothèses du
théorème 3.2.1, on a

E |ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ K |t− s|γ avec 1 + δ =
γ

2
> 1.

Cas 1 : j
n
≤ s ≤ t ≤ j+1

n

|ξn(t)− ξn(s)| =
∣∣∣∣

1

sn

([Sj + (nt− j)Xj+1 (ω)]− [Sj + (ns− j)Xj+1 (ω)])

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

sn

n (t− s) Xj+1 (ω)

∣∣∣∣
puisque Xj (ω) a la même valeur sur l'intervalle

[
j
n
, j+1

n

]
pour tous s, t et ce

∀ j ≥ 1. L'hypothèse (3.1) implique qu'il existe une constante M ′ telle que

E |Xj|2 ≤ M ′ ∀j ≥ 1. (3.3)
En e�et, l'inégalité de Hölder suivante :

E |XY | ≤ (E |X|p) 1
p (E |Y |q) 1

q avec 1

p
+

1

q
= 1,

appliquée à X2
j et à la variable déterministe X = 1 avec p = γ

2
et q = γ

γ−2

donne

E
∣∣X2

j × 1
∣∣ ≤

(
E

∣∣X2
j

∣∣ γ
2

) 2
γ

(
E |1| γ

γ−2

) γ−2
γ

= (E |Xj|γ)
2
γ .

D'après (3.1) et ce qui précède, on a
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m < E |Xj|2 ≤ (E |Xj|γ)
2
γ < M

2
γ = M ′.

L'utilisation des précédentes inégalités nous permet de majorer et minorer
sn comme suit

mn ≤ s2
n ≤ M ′n. (3.4)

Ce qui implique

|ξn(t)− ξn(s)| ≤
∣∣∣∣

1√
nm

n (t− s) Xj+1

∣∣∣∣ =
( n

m

) 1
2 |(t− s) Xj+1| .

Par conséquent

E |ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ E

∣∣∣∣
( n

m

) 1
2
(t− s) Xj+1

∣∣∣∣
γ

≤
(( n

m

) 1
2

)γ

|t− s|γ E |Xj+1|γ

≤
(

1

m

) γ
2

(n |t− s|) γ
2 |t− s| γ2 E |Xj+1|γ

≤ m− γ
2 M |t− s| γ2 = K |t− s|1+δ , (3.5)

puisque E |Xj+1|γ < M et n |t− s| ≤ 1, avec K = m− γ
2 M et 1+δ = γ

2
> 1.

Cas 2 : j−1
n
≤ s ≤ j

n
≤ j+k

n
≤ t ≤ j+k+1

n

|ξn(t)− ξn(s)| =
∣∣∣∣ξn(t)− ξn(

j + k

n
) + ξn(

j + k

n
)− ξn(

j

n
) + ξn(

j

n
)− ξn(s)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣ξn(t)− ξn(

j + k

n
)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ξn(

j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ξn(

j

n
)− ξn(s)

∣∣∣∣ .

En appliquant l'inégalité de Jensen suivante :
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E |∑n
i=1 Xi|γ ≤ nγ−1

∑n
i=1 E |Xi|γ,

on obtient
E|ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ 3γ−1(E

∣∣∣ξn(t)− ξn( j+k
n )

∣∣∣
γ
+E

∣∣∣ξn( j+k
n )− ξn( j

n)
∣∣∣
γ
+E

∣∣∣ξn( j
n)− ξn(s)

∣∣∣
γ
).

Le premier terme et le troisième terme du second membre de l'inégalité se
traitent de la même manière que le cas précédent

E

∣∣∣∣ξn(t)− ξn(
j + k

n
)

∣∣∣∣
γ

≤ K1 |t− s|1+δ , (3.6)

E

∣∣∣∣ξn(
j

n
)− ξn(s)

∣∣∣∣
γ

≤ K3 |t− s|1+δ . (3.7)

Pour le terme du milieu

E

∣∣∣∣ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣
γ

= E

∣∣∣∣
1

sn

[∑j+k

i=1
Xi

]
− 1

sn

[∑j

i=1
Xi

]∣∣∣∣
γ

= E

∣∣∣∣
1

sn

∑j+k

i=j+1
Xi

∣∣∣∣
γ

.

On utilise (3.4) pour minorer sn, ce qui nous donne

E

∣∣∣∣ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣
γ

≤
(

1

nm

) γ
2

E
∣∣∣
∑j+k

i=j+1
Xi

∣∣∣
γ

.

En appliquant l'inégalité de Marcinkiewiez-Zygmond au dernier terme du
second membre de l'inégalité, on obtient

E

∣∣∣∣ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣
γ

≤
(

1

nm

) γ
2

Cγ

(∑k

i=1
E |Xi|2

) γ
2

≤
(

1

nm

) γ
2

Cγ (kM ′)
γ
2 = Cγ

(
M ′

m

) γ
2
(

k

n

) γ
2

,

puisque d'après (3.4) , E |Xj|2 < M ′.

D'autre part, comme |t− s| ≥ j+k
n
− j

n
= k

n
on a

E

∣∣∣∣ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣
γ

≤ Cγ

(
M ′

m

) γ
2

|t− s| γ2 .

Il existe donc une constante K2 = Cγ

(
M ′
m

) γ
2 et δ > 0 telles que
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E

∣∣∣∣ξn(
j + k

n
)− ξn(

j

n
)

∣∣∣∣
γ

≤ K2 |t− s|1+δ . (3.8)

Les inégalités (3.6), (3.7) et (3.8) nous donnent �nalement

E |ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ 3γ−1 (K1 + K2 + K3) |t− s|1+δ .

On peut conclure qu'il existe une contante K = 3γ−1 (K1 + K2 + K3)
telle que

E |ξn(t)− ξn(s)|γ ≤ K |t− s|1+δ avec 1 + δ =
γ

2
> 1.

D'après le corollaire 2.1.1, la suite des lois Pn du processus ξn est équitendue
dans H0

α pour 0 < α < δ
γ

= 1
2
− 1

γ
.

Convergence des lois �ni-dimensionnelles.

Cette partie de la démonstration sera utilisée dans la démonstration
du théorème 3.3.1 pour le lissage par convolution. Il est donc utile de l'énoncer
sous forme de proposition.

Proposition 3.2.1 ([44]) Soit (Xj)j≥1une suite de variables aléatoires in-
dépendantes, centrées, pas nécessairement identiquement distribuées. On sup-
pose qu'il existe des constantes γ > 2, m > 0 et M > 0 telles que

m ≤ σ2
j

−−−→
j 7→∞ σ2 et E |Xj|γ ≤ M < ∞, ∀ j ≥ 1. (3.9)

On pose pour tout n ∈ N∗et 0 ≤ j < n

ξn(t, ω) =
1

sn

[∑k=j

k=1
Xk (ω) + (nt− j) Xj+1 (ω)

]
,

j

n
≤ t <

j + 1

n
.

(3.10)
Alors la suite des lois �ni-dimensionnelles de la suite de processus ξn converge
vers celles du mouvement Brownien W dans H0

α , pour tout α < 1
2
− γ

2
.

Preuve
Montrons d'abord que pour un point donné s, ξn (s)

L−→ Ws. De la dé�-
nition de ξn, on déduit
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∣∣∣∣ξn (s) − S[ns]

sn

∣∣∣∣ = (ns− [ns])
1

sn

X[ns]+1 ≤ 1

sn

X[ns]+1

puisque (ns− [ns]) ≤ 1.
D'après le théorème 1.1.11, il su�t de montrer

1

sn

X[ns]+1
P−→ 0 et S[ns]

sn

L−→ Ws.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P (|X − E (X)| ≥ ε) ≤ V AR(X)
ε2

avec ε > 0, appliquée à 1
sn

X[ns]+1 nous donne

P

(
1

sn

X[ns]+1 ≥ ε

)
≤

V AR
(

1
sn

X[ns]+1

)

ε2

=
1

s2
n

V AR
(
X[ns]+1

)

ε2

≤ 1

nm

M ′

ε2
→

n→∞
0,

puisque nm ≤ s2
n et V AR (Xj) ≤ M ′, ∀ j ≥ 1.

Ainsi

1

sn

X[ns]+1
P−→ 0.

D'autre part, d'après le théorème de Lindeberg, Sn

sn
converge en loi vers

la loi normale N (0, s) si

lim
n→∞

∑n

k=1

1

s2
n

∫

|Xk|≥εsn

X2
kdP = 0.

Or sous l'hypothèse |Xk| ≥ εsn, nous avons 1 ≤ |Xk|δ
|εsn|δ et donc

∑n

k=1

1

s2
n

∫

|Xk|≥εsn

X2
kdP ≤

∑n

k=1

1

s2
n

∫

|Xk|≥εsn

|Xk|2+δ

|εsn|δ
dP

≤
∑n

k=1

1

εδs2+δ
n

∫

|Xk|≥εsn

|Xk|2+δ dP
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≤
∑n

k=1

1

εδs2+δ
n

E |Xk|2+δ .

Comme par hypothèse, E |Xi|2+δ < M et m < σ2
i , on obtient

sn =

√∑n

k=1
σ2

k > (nm)
1
2 =⇒ s2+δ

n > (nm)
2+δ
2 .

Il s'ensuit alors
∑n

k=1

1

s2
n

∫

|Xk|≥εsn

X2
kdP ≤

∑n

k=1

1

εδm
2+δ
2 n

2+δ
2

M

=
M

εδm
2+δ
2

1

n
δ
2

−→ 0
n→∞

.

Ainsi

S[ns]

sn

L−→ N (0, s).

D'autre part, l'indépendance des variables aléatoires Xj implique

V AR

[
S[ns]

sn

]
=

1

s2
n

V AR
[
X1 + ... + X[ns]

]

=
1

s2
n

(
V AR [X1] + ... + V AR

[
X[ns]

])

=
σ2

1 + ... + σ2
[ns]

σ2
1 + ... + ... + σ2

n

=

(
σ2

1 + ... + σ2
[ns]

[ns]

)(
n

σ2
1 + ... + σ2

[ns] + ... + σ2
n

)
[ns]

n
.

D'après (3.4) on a

0 <
[ns] m

[ns]
≤

σ2
1 + ... + σ2

[ns]

[ns]
≤ [ns] M ′

[ns]
,
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alors
lim

n−→∞

σ2
1 + ... + σ2

[ns]

[ns]
= lim

n−→∞

σ2
1 + ... + σ2

[ns]

n

= lim
n−→∞

σ2
n = σ2 < ∞.

On déduit que

lim
n−→∞

V AR

[
S[ns]

sn

]
= lim

n−→∞
[ns]

n
= s

puisque ns−1
n

≤ [ns]
n
≤ ns

n
.

De plus

E

(
S[ns]

sn

)
=

1

sn

∑[ns]

k=1
E (Xk) = 0.

On conclut �nalement que

S[ns]

sn

L−→ N (0, s).

Considérons maintenant deux points s et t avec s < t. D'après ce qui
précède, on a

S[nt]

sn

L−→ Wt.

Par conséquent

S[nt]

sn

+

(
−S[ns]

sn

)
L−→ Wt −Ws.

Les deux membres du couple
(

S[ns]

sn
,

S[nt]

sn
− S[ns]

sn

)
sont indépendants et ce

grâce à l'indépendance des variables (Xj), on peut donc conclure, puisque R
est séparable, en utilisant le théorème 1.1.10 que

(
S[ns]

sn

,
S[nt]

sn

− S[ns]

sn

)
L−→ (Ws,Wt −Ws) .

De plus

∣∣∣∣(ξn (t)− ξn (s))−
(

S[nt]

sn

− S[ns]

sn

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(nt− [nt])
1

sn

X[nt]+1 − (ns− [ns])
1

sn

X[ns]+1

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣

1

sn

X[nt]+1

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
1

sn

X[ns]+1

∣∣∣∣ .

Nous avons montré précédement que 1
sn

X[ns]+1
P→ 0 et par conséquent

1
sn

X[nt]+1
P→ 0. On aura alors

∣∣∣∣(ξn (t)− ξn (s))−
(

S[nt]

sn

− S[ns]

sn

)∣∣∣∣
P−→ 0.

En appliquant le théorème 1.1.11, on conclut que

(ξn (t)− ξn (s))
L−→ (Wt −Ws) .

Comme les variables Xj sont indépendantes alors ξn (s) et ξn (t)− ξn (s)
sont indépendants et en utilisant le théorème 1.1.10, on a aussi

(ξn (s) , ξn (t)− ξn (s))
L−→ (Ws,Wt −Ws) .

Pour conclure, soit la fonction :

h : <2 → <2

(x, y) → h(x, y) = (x, x + y)

Il est clair que h est continue. L'application du corollaire 1.1.2 du théo-
rème 1.1.7 donne

(ξn (s) , ξn (t))
L−→ (Ws,Wt) .

On peut faire la même démonstration pour un autre point u > t puis
un autre point v > u et ainsi de suite jusqu'à un nombre p ∈ N, ce qui
revient à dire que les lois �ni-dimensionnelles de ξn convergent vers celles du
mouvement brownien W , ce qui achève la démonstration de la proposition
ainsi que celle du théorème 3.2.1. De plus cette convergence est établie pour
0 < α < δ

γ
= 1

2
− 1

γ
.

3.3 Lissage par convolution du processus de sommes
partielles
Pour avoir la trajectoire du processus lissé par convolution dans H0

α,
il est utile de rappeler ici que les conditions et résultats établis dans Hama-
douche [42] sur les noyaux de convolution sont supposées véri�ées.
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On considère le processus de sommes partielles normalisé de Donsker-
Prohorov

ξn (t) =
1

sn

S[nt] (t) , t ∈ [0 1] , (3.11)

où [nt] représente la partie entière de (nt).
Selon les besoins, on utilisera aussi les notations suivantes de ξn ci-dessous,

ξn (t) =
1

sn

n∑
i=1

Si1[ i
n

, i+1
n [ (t) , (3.12)

ξn (t) =
1

sn

n∑

k=1

Xk1[ k
n

,1] (t) . (3.13)

Soit le processus lissé dé�ni par

ζn (t) = (ξn ∗Kn) (t)− (ξn ∗Kn) (0) , t ∈ [0, 1] . (3.14)
Le terme (ξn ∗Kn) (0) assure la nullité de ζn en zéro.
Pour avoir toutes les trajectoires des processus ζn dans H0

α, on suppose
que les conditions (2.9), (2.10), (2.11), (2.13) et (2.14) sont véri�ées.

Théorème 3.3.1 ([44]) Soit (Xj)j≥1 une suite de variables aléatoires cen-
trées, indépendantes non identiquement distribuées véri�ant(3.1). On sup-
pose que les noyaux de convolution Kn véri�ent (2.9) , (2.11) , (2.13) et (2.14).
Alors la suite de processus de sommes partielles lissés ζn dé�nis par (3.14)
converge faiblement vers le mouvement brownien W dans H0

α pour tout
α < 1

2
−max

(
τ, 1

γ

)
.

Preuve
Le lemme 2.4.1 implique que toutes les trajectoires de ζn sont dans H 1

2

et donc dans H0
α pour tout α < 1

2
.

D'après la proposition 2.1.1, il su�t de montrer l'équitension sur H0
α des

lois Pn = Pζ−1
n des élément aléatoires ζn et la convergence des lois �nidimen-

tionnelles de ζn.
Rappelons que le produit de convolution de ξn par Kn s'écrit

(ξn ∗Kn) (t) =

∫

R
ξn (t− u) Kn (u) du =

∫

R
ξn (u) Kn (t− u) du.
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Equitension :
On appliquera le théorème 2.1.7 avec an = 1

n
. On doit alors étudier les

deux cas : t− s ≥ 1
n

et t− s < 1
n
.

On suppose que t > s.
cas 1 : t− s ≥ 1

n
, on a

E |ζn (t)− ζn (s)|γ = E |(ξn ∗Kn) (t)− (ξn ∗Kn) (s)|γ

= E
∣∣∣ 1

sn

∫
R

(
S[n(t−u)] − S[n(s−u)]

)
Kn (u) du

∣∣∣
γ

= E
∣∣∣ 1
sn

∫
R

∑[n(t−u)]
k=[n(s−u)]+1 Xk

∣∣∣
γ

Kn (u) du

= E
∣∣∣EKn

(
1
sn

∑[n(t−u)]
k=[n(s−u)]+1 Xk

)∣∣∣
γ

.

En appliquant l'inégalité de Jensen par rapport au noyau K, on a

E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤ E

(
EKn

∣∣∣∣
1

sn

∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
Xk

∣∣∣∣
γ)

.

Par le théorème de Fubini, on obtient

E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤ EKn

(
E

∣∣∣∣
1

sn

∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
Xk

∣∣∣∣
γ)

≤
∫

R
E

∣∣∣∣
1

sn

∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
Xk

∣∣∣∣
γ

Kn (u) du.

L'inégalité de Marcinkiewiez-Zygmund appliquée à l'espérance donne

E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤
∫

R

(
1

sn

)γ

Cγ

(∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
E |Xk|2

) γ
2

Kn (u) du

≤
∫

R

(
1

sn

)γ

Cγ

(∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
E |Xk|2

) γ
2

Kn (u) du.

Par suite les hypothèses (3.1) et (3.4) impliquent
(

1
sn

)γ

≤
(

1√
nm

)γ

et il
existe une constante M ′ telle que E |Xk|2 ≤ M ′ < ∞ ; par conséquent on a
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E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤
∫

R

(
1√
nm

)γ

Cγ

(∑[n(t−u)]

k=[n(s−u)]+1
M ′

) γ
2

Kn (u) du

≤ ∫
R

(
1√
mn

)γ

CγM
′ ([n (t− u)]− [n (s− u)])

γ
2 Kn (u) du.

Or [n (t− u)]− [n (s− u)] ≤ n (t− s) + 2 et |t− s| ≥ 1
n
, ce qui donne

E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤
∫

R
(mn)−

γ
2 CγM

′ (n |t− s|+ 2)
γ
2 Kn (u) du

≤
∫

R
(mn)−

γ
2 CγM

′
(
n |t− s|+ 2

n

n

) γ
2
Kn (u) du

≤
∫

R
m− γ

2 CγM
′
(
|t− s|+ 2

n

) γ
2

Kn (u) du

≤
∫

R
m− γ

2 CγM
′ (|t− s|+ 2 |t− s|) γ

2 Kn (u) du

≤
∫

R
m− γ

2 CγM
′ (3 |t− s|) γ

2 Kn (u) du

≤ m− γ
2 CγM

′ (3 |t− s|) γ
2

∫

R
Kn (u) du

≤ m− γ
2 CγM

′3
γ
2 |t− s| γ2 .

Il existe donc une constante C ′
γ = m− γ

2 CγM
′3

γ
2 telle que

E |ζn (t)− ζn (s)|γ ≤ C ′
γ |t− s| γ2 .

cas 2 : t− s < 1
n
, on a

|ζn (t)− ζn (s)| = |(ξn ∗Kn) (t)− (ξn ∗Kn) (s)|

=
∣∣∣
∫
R

1
sn

∑n
k=1 Xk (Kn (t− u)−Kn (t− s)) 1[ k

n
1] (u) du

∣∣∣

≤ ∫
R

1
sn

∑n
k=1 |Xk| |Kn (t− u)−Kn (t− s)| 1[ k

n
1] (u) du
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≤ ∫
R

1
sn

∑n
k=1 |Xk|

(
1
bn

) ∣∣∣K
(

t−u
bn

)
−K

(
s−u
bn

)∣∣∣ 1[ k
n

1] (u) du.

En utilisant l'hypothèse (2.14) du lemme 2.4.1 on a

|ζn (t)− ζn (s)| ≤
∫

R

1

sn

∑n

k=1
|Xk|

(
1

bn

)
α (K)

∣∣∣∣
t− s

bn

∣∣∣∣ 1[ k
n

1] (u) du

≤ 1
sn

∑n
k=1 |Xk| 1

bn
α (K) |t−s|

bn

∫
R 1[ k

n
1] (u) du

≤ 1√
nm

∑n
k=1 |Xk| 1

b2n
α (K) |t− s| (1− k

n

)

≤ 1√
nm

1
b2n

α (K)
∑n

k=1 |Xk| |t− s| puisque
(
1− k

n

)
< 1.

Finalement, on obtient

|ζn (t)− ζn (s)|
|t− s|α ≤ 1√

nm

1

b2
n

α (K)
∑n

k=1
|Xk| |t− s|1−α

et

Wα

(
ζn,

1

n

)
= sup

|t−s|≤ 1
n

|ζn (t)− ζn (s)|
|t− s|α

≤ 1√
m

1

b2
n

α (K) n−
1
2

∑n

k=1
|Xk|

∣∣∣∣
1

n

∣∣∣∣
1−α

≤ 1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
1

n

∑n

k=1
|Xk| .

Pour montrer que Wα

(
ζn, 1

n

) P→ 0, il su�t de montrer

1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
1

n

∑n

k=1
|Xk| P→ 0.

Par l'inégalité de Markov, on a

P

[(
1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
1

n

∑n

k=1
|Xk|

)
> δ

]
≤ 1

δ

1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
1

n

∑n

k=1
E |Xk| .
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De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée à Xn et à la variable
deterministe X = 1 nous donne

E |Xk| = E |Xk1| ≤
(
E |Xk|2

) 1
2
(
E |1|2)

1
2

≤ (M ′)
1
2 .

Par conséquent,

P

[(
1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
1

n

∑n

k=1
|Xk|

)
> δ

]
≤ 1

δ

1√
m

1

b2
nn

1
2
−α

α (K)
n
√

M ′

n
→ 0
n→∞

,

du fait que 1
δ

√
M ′√
m

α (K) est une constante et d'après (2.10)

1

b2
n

na− 1
2 =

(
1

bn

n
1
2(α− 1

2)
)2

−→
n→∞

0 dès que
(

1

2
− α

)
> τ soit α <

1

2
− τ.

Le théorème 2.1.7 permet de conclure alors que la suite des lois de ζn est
équitendue dans H0

α pour a = γ, b = γ
2
, c = C ′

γ et an = 1
n
.

Cette équitension obtenue dans H0
α est valable pour tout α < 1

2
− τ et

α < 1
2
− 1

γ
soit α < 1

2
−max

(
τ, 1

γ

)
.

Convergence des lois �nidimensionnelles de {ζn, n ≥ 1}
On montre d'abord que la distance dans Rk de

(ζn (t1) , ..., ζn (tk)) et (ξn (t1) , ..., ξn (tk))

tend en probabilité vers zéro. Par la proposition 3.2.1 les lois �ni-dimensionnelles
de ξn convergent vers celles du mouvement brownien, il en sera de même
alors pour celles de ζn en vertu du théorème 1.1.11. Il su�t donc de véri�er
la convergence vers 0 de E |ζn (t)− ξn (t)|2 pour tout t ∈ [0, 1] . On a

E |ζn (t)− ξn (t)|2 = E

∣∣∣∣
∫

R

ξn (t− u) Kn (u) du− ξn (t)

∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣
∫

R

(
ξn (t− u) Kn (u) du− ξn (t)

∫

R

Kn (u) du

)∣∣∣∣
2
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= E

∣∣∣∣
∫

R

(ξn (t− u)− ξn (t)) Kn (u) du

∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣
∫

R

1

sn

(
S[n(t−u)] − S[nt]

)
Kn (u) du

∣∣∣∣
2

= E

∣∣∣∣∣∣

∫

R

1

sn

[n(t−u)]∑

i=[nt]+1

XiKn (u) du

∣∣∣∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣∣
Ek


 1

sn

[n(t−u)]∑

i=[nt]+1

Xi




∣∣∣∣∣∣

2

.

L'inéglité de Jensen appliquée au dernier membre donne

E |ξn ∗Kn (t)− ξn (t)|2 ≤ E


Ek

∣∣∣∣∣∣
1

sn

[n(t−u)]∑

i=[nt]+1

Xi

∣∣∣∣∣∣

2
 .

Par le théorème de Fubini, on obtient

E |ξn ∗Kn (t)− ξn (t)|2 ≤ Ek


E

∣∣∣∣∣∣
1

sn

[n(t−u)]∑

i=[nt]+1

Xi

∣∣∣∣∣∣

2


≤
∫

R

E

∣∣∣∣∣∣
1

sn

[n(t−u)]∑

i=[nt]+1

Xi

∣∣∣∣∣∣

2

Kn(u)du.

En appliquant en�n l'inégalité de Marcinkiewiez-Zygmund avec q=2, on
aura

E |ξn ∗Kn (t)− ξn (t)|2 ≤ c
∫

R

[(
1
sn

)2 [n(t−u)]∑
i=[nt]+1

E |X2
i |

]
Kn(u)du

≤ c
∫

R

[(
1
sn

)2

([n(t− u)]− [nt]) M ′
]

Kn(u)du

≤ c
∫

R
1

nm
([n(t− u)]− [nt]) M ′Kn(u)du

≤ c
∫

R
M ′
nm

(n |u|+ 2) Kn(u)du
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≤ cM ′
m

∫
R

(|u|+ 2
n

)
Kn(u)du

≤ c′
∫

R

(|u|+ 2
n

)
Kn(u)du avec c′ = cM ′

m

Avec le changement de variable v = u
bn

et en utilisant (2.11) , il s'ensuit

E |ξn ∗Kn (t)− ξn (t)|2 ≤ c′
∫

R

(
bn |v|+ 2

n

)
1

bn

K(v)bndv

≤ c′
(

bn

∫

R

|v|K(v)dv +
2

n

∫

R

K(v)dv

)

≤ c′
(

bn

∫

R

|v|K(v)dv +
2

n

)
.

Comme
∫

R
|v|K(v)dv < ∞ et bn tend vers zéro lorsque n tend vers l'in�ni,

on déduit que ξn (t) ∗ Kn (t) − ξn (t) converge vers 0 dans L2 (Ω) pour tout
t ∈ [01] et en particulier pour t = 0 on a E |ξn ∗Kn (0)|2 = 0.

Or pour tout t ∈ [01] on a

E |ζn (t)− ξn (t)|2 = E |(ξn ∗Kn) (t)− (ξn ∗Kn) (0)− ξn (t)|2

≤ 2
(
E |(ξn ∗Kn) (t)− ξn (t)|2 + E |(ξn ∗Kn) (0)|2) .

Comme les deux espérances du second membre de l'inégalité convergent
vers 0, on déduit que pour tout t

ζn (t)− ξn (t)
L2→ 0,

ce qui implique que ζn (t)− ξn (t)
P→ 0 et par conséquent

k∑
i=1

|ζn (ti)− ξn (ti)|2 = ‖ζn − ξn‖2
Rk

P→ 0.

Le théorème 1.1.11 montre que les lois �nidimentionnelles de ζn ont la
même limite que celles de ξn, c'est à dire, elles convergent vers celles du
mouvement brownien. On conclut alors

ζn
L→ W dans Hα, ∀ α <

1

2
−max

(
τ,

1

γ

)

et ceci achève la preuve du théorème 3.3.1.



Chapitre 4

Application au modèle de �les
d'attente M/G/1 avec rappels

Introduction
Les systèmes de �les d'attente avec rappels sont des systèmes où un client

qui trouve tous les serveurs occupés à son arrivée quitte le système pour
rappeler ultérieurement à des instants aléatoires jusqu'à satisfaction de sa
demande. Entre deux rappels successifs (appelés aussi "appels secondaires"),
le client est dit en orbite. Ces systèmes sont en particulier utilisés dans la mo-
délisation des réseaux de télécommunication et des systèmes d'ordinateurs.
Ces systèmes sont caractérisés par le fait qu'un client qui trouve tous les
serveurs occupés se met en orbite pour faire des rappels jusqu'à satisfaction
de sa demande. Ils peuvent être représentés par la �gure 4.1 ci-dessous

Fig. 4.1 � SYSTEME DE FILES D'ATTENTE AVEC RAPPELS

56
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La di�culté majeure est qu'on ne peut pas observer l'orbite et en particu-
lier on arrive pas à faire la distinction entre un appel primaire (arrivée d'un
nouveau client) et un rappel (qui vient de l'orbite). De plus, le processus des
arrivées dépend à la fois des lois régissant les rappels ainsi que de la loi des
arrivées primaires ce qui supprime la propriété de l'indépendance.
Falin et Artalejo [7] ont montré qu'on peut étudier certaines caractéristiques
de la �le d'attente M/G/1 avec rappels en modélisant la période d'activité
par des périodes actives L

(b)
n et des périodes inactives L

(i)
n de l'orbite. Pour

plus de détails, il faut consulter la monographie de Falin [33], le livre d'Arta-
lejo & Gomez-Corall [10] et celui de Falin & Templeton [32], les travaux de
Falin [31] et ceux de Yang & Templeton [83]. Deux publications d'Artalejo
ont repris les articles publiés durant les décénies 1990-1999 et 2000-2009.
Dans ce chapitre, on s'intéresse à la période d'activité du modèle M/G/1 avec
rappels exponentiels. On la dé�nit comme étant le temps qui sépare l'instant
t0 de l'arrivée d'un client primaire qui trouve le système (orbite et serveur)
et l'instant t1 où le système redevient, pour la première fois, vide (le serveur
libre et l'orbite vide). Plusieurs auteurs l'ont, avec des méthodes di�érentes,
analysée et se sont souvent contentés de donner son espérance mathématique
exprimée avec la transformée de Laplace-Stieltjes (voir [8], [32] et [33]).
Dans notre cas, on utilisera les principes d'invariance hölderiens (et en parti-
culier le Théorème 2.3.6 et le Théorème 3.2.1) pour préciser le comportement
asymptotique de la période d'activité du système M/G/1 avec rappels expo-
nentiels.

4.1 Le système M/G/1 avec rappels
Pour décrire la �le d'attente M/G/1 avec rappels, on va reprendre la des-

cription faite dans l'article de Yang [83] : Les clients arrivent dans le système
selon un processus homogène de Poisson de paramètre λ > 0. Un client qui
arrive pour la première fois dans le système (appelé aussi appel primaire) et
trouve le serveur occupé, quitte le système et revient (rappel)à des instants
aléatoires ( On dit qu'il se met en orbite ) jusqu'à ce qu'il trouve le serveur
libre et entre en service. La durée entre deux rappels successifs d'une même
source secondaire (client en orbite) suit la loi exponentielle de paramètre µ.
Un client (appel primaire ou rappel) qui trouve à son arrivée le serveur libre
est immédiatement servi et quitte le système. La suite des temps de ser-
vice est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi générale B sur <+. Soit
B(t), t ≥ 0, la fonction de répartition du temps de service de transformée
de Laplace-Stieltjes β(s) et de moments d'ordre k, βk = (−1)kβ(k)(0). On
suppose que B(0+) = 0 et on sait que ρ = λβ1.
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Les intervalles de temps entre deux arrivées successives, les temps de service
et les rappels sont mutuellement indépendants.

L'évolution du système se fait de la manière suivante : A l'instant ηi−1 le
(i− 1)ème client termine son service et le serveur devient libre. Même s'il y a
des clients dans l'orbite, ils ne peuvent pas occuper le service immédiatement
puisqu'ils ne savent pas que le serveur est libre. Le ième client entre en service
après un laps de temps Ri durant lequel le serveur est libre. Le service Si

du ième client débute à l'instant ξi = ηi−1 + Ri. Supposons que le nombre
de client Ni−1 dans l'orbite à l'instant ηi−1 est égale à n. Nous avons alors
(voir [7]) Ri de loi exponentielle de paramètre λ + nµ. Le ième client sera
un appel primaire avec probabilité λ

λ+nµ
et un rappel avec probabilité nµ

λ+nµ
.

Tous les rappels qui arrivent durant ce temps de service n'ont aucun e�et
sur le système. A l'instant ηi = ξi + Si, le ième client achève son service et le
serveur devient de nouveau libre et ainsi de suite.

4.2 Etude de la période d'activité du système
par les périodes actives et inactives de l'or-
bite

Bien que très utilisées dans les réseaux de télécommuniction, les �les d'at-
tente sont très di�ciles à étudier. La di�culté majeure est qu'on ne peut pas
observer l'orbite et en particulier on n'arrive pas à faire la distinction entre
un client primaire (le premier appel) et un client qui rappelle (de l'orbite). De
plus, le processus des arrivées dépend à la fois des lois régissant les rappels
ainsi que de la loi des arrivées ce qui supprime la propriété de l'indépendance.
G. I. Falin et J. R. Artalejo [7] ont montré qu'on peut étudier certaines carac-
téristiques de la �le d'attente M/G/1 avec rappels en modelisant la période
d'activité par des périodes actives L

(b)
n et des périodes inactives L

(i)
n de l'or-

bite. Ces deux caractéristiques sont dé�nies comme suit :

Dé�nition 4.2.1 ([7])
Une période inactive L(i) de l'orbite commence au moment où le dernier
client de l'orbite (un rappel) entre en service (donc laisse l'orbite vide) et se
termine lorsqu'un client primaire (un client qui arrive pour la première fois)
trouve le serveur occupé et est obligé de rejoindre l'orbite.

Dé�nition 4.2.2 ([7])
Une période active de l'orbite L(b) commence au moment où un client pri-
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maire arrive, trouve le serveur occupé et l'orbite vide (il sera obligé de re-
joindre) l'orbite. Elle se termine au moment où un rappel (client de l'orbite)
trouve le serveur libre et entre en service en laissant l'orbite vide.

La �gure 4.2 ci-dessous, montre l'évolution du système suivant les périodes
actives et les périodes inactives de l'orbite.

Fig. 4.2 � Evolution du système selon les périodes de l'orbite

Soit Tk le temps aléatoire qui s'est écoulé entre le début d'un temps de service
et l'arrivée d'un client juste avant le début de la période L

(b)
k . Tk se termine

à l'arrivée d'un client primaire.
La durée d'une période inactive de l'orbite L

(i)
k est déterminée par la durée

minimale qui sépare le début d'un temps de service et l'instant de l'arrivée
d'un client primaire.

La densité de probabilité de la durée de cette compétition, si elle se termine
par la �n d'un temps de service est f1(t) = 1

β(λ)
B′(t)e−(λt) (voir [7]).

La densité de probabilité de la durée de cette compétition, si elle se termine
par l'arrivée d'un client primaire, est f2(t) = 1

1−β(λ)
λe−(λt)(1 − B(t)) (voir

[7]).



chpitre 4 60

En se référant à la �gure 4.2 ci-dessus, la période d'activité du système peut
être décomposée en plusieurs périodes actives L

(b)
k de l'orbite et de périodes

de compétition Tk (qui représentent dans ce cas les L
(i)
k ). Elle se termine par

un temps de service qui est une variable aléatoire Ω (voir [7]). Cette période
d'activité, notée L, peut être représentée par la �gure 4.3 ci-dessous :

Fig. 4.3 � Période d'activité du système selon les périodes de l'orbite

Le shema ci-dessus montre que L
(b)
k dépend de Tk. Par conséquent, la suite

de variables aléatoires L
(b)
k est une suite de variables dépendantes.

Par contre, les variables aléatoires dé�nies par C
(b)
k = Tk + L

(b)
k forment

une suite de variables aléatoires indépendantes puisque C
(b)
k commence au

moment où l'orbite est vide (voir [7]).

On note par N (b) le nombre de périodes actives de l'orbite se déroulant du-
rant la période d'activité L. On dé�nit la variable aléatoire

Ln = (L/N(b)=n−1) = (̈
∑k=n−1

k=1 C
(b)
k ) + Ω, n ≥ 2, (4.1)

Comme les variables aléatoires L
(b)
k , k ≥ 1 sont de même loi alors les

variables aléatoires C
(b)
k , k ≥ 1 sont aussi de même loi.
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De plus, lorsque ρ < 1 (voir [7]), on a

E(Lb) =
β(λ)p−1

00 − 1

λ(1− β(λ))
et E(T ) =

1

λ
+

β′(λ)

1− β(λ)

Par conséquent,

E(C(b)) =
β(λ)p−1

00 + λβ′(λ)− β(λ)

λ(1− β(λ))
, (4.2)

où
p00 = (1− ρ)exp(

−λ

µ

∫ 1

0

1− β(λ− λu)

β(λ− λu)− u
du)

.

Pour tout n ≥ 1, on note

an = E(Ln) = E(Ω)+(n−1)E(C(b)) = −β′(λ)

β(λ)
+(n−1)

β(λ)p−1
00 + λβ′(λ)− β(λ)

λ(1− β(λ))

,

s2
n = V ar(Ln) = V ar(Ω) + (n− 1)2V ar(C(b))

,
où V ar(Ω) et V ar(C(b)) sont calculées à partir des formules (4.2), (4.3) et
(4.4).

Lemme 4.2.1 ([81]) Pour ρ < 1, on a

E(Ω) = −β′(λ)

β(λ)
, E(Ω2) =

β′′(λ)

β(λ)
. (4.3)

E((C(b))2) =
λ2β′′(λ)− 2(p−1

00 − 1)λβ′(λ) + β(λ)(−E(L2) + 2(p−1
00 − 1)2)

λ2(1− β(λ))
,

(4.4)
où E(L2) est donnée par Artalejo et Lopez-Herrero [10].

E(L2)= 1
p00

[ 1
1−ρ2 (2ρβ1

µ +β2)−
∫ 1
0

2
λµ(β(λ−λt)−t)×(1−λ(1−t)β′(λ−λt)

β(λ−λt)−t − 1
1−ρexp{λ

µ

∫ 1
t

1−β(λ−λu)
β(λ−λu)−udu}dt)].
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Preuve du Lemme 4.2.1
a) La transformée de Laplace-Stieltjes de Ω est donnée par (cf. [7])

Ψ(s) =
β(s + λ)

β(λ)
.
On dérive cette fonction, on obtient :

Ψ′(s) =
β′(s + λ)

β(λ)
.

Comme Ψ′(0) = −E(Ω), alors

E(Ω) = −β′(λ)

β(λ)

*
Pour obtenir E(Ω2), il su�t de dériver une deuxième fois cette fonction

par rapport à s et de poser s = 0, avec Ψ′′(0) = E(Ω2).

b) Soient g(s) et Φ(s) les transformées de Laplace-Stieltjes de C(b) et L
respectivement. On a la relation suivante [7]

g(s) =
1

1− β(λ)
(1− β(s + λ)

Φ(s)
).

La première dérivée de g par rapport à s nous donne

g′(s) =
−1

1− β(λ)
(
β′(s + λ)Φ(s)− Φ′(s)β(s + λ)

(Φ(s))2
).

En dérivant une deuxième fois

g′′(s) =
−1

1− β(λ)
[
β′′(s + λ)Φ(s) + β(s + λ)(−Φ′′(s) + 2(Φ′(s))2φ(s))− 2φ′(s)φ2(s)β′(s + λ)

Φ4(s)
].

On sait que E((C(b))2) = g′′(0), par conséquent

E((C(b))2) =
1

λ2(1− β(λ))
[λ2β′′(λ)−2(p−1

00 −1)λβ′(λ)+β(λ)(−E(L2)+2(p−1
00 −1))2]

.
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Théorème 4.2.1 ([81]) On suppose que les variables aléatoires Ω, C(b) sont
non dégénérées et qu'il existe γ > 2 tel que :

E|Ω|γ < ∞ et E|C(b)|γ < ∞. (4.5)

Si ρ < 1, alors la suite ((Ln)n ≥ 1 est asymptotiquement gaussienne.

Preuve du Théorème 4.2.1

En utilisant les notations Xk = C
(b)
k−1, k ≥ 2 et X1 = Ω, on a Ln =

∑k=n
k=1 Xk.

On considère la suite centrée (Yk = Xk − E(Xk))k≥1, et nous allons véri�er
que les conditions du théorème de Hamadouche & Taleb [44] sont satisfaites.

i) On a E(Y 2
1 ) = V ar(X1) = V ar(Ω) et pour k ≥ 2,

EY 2
k = V ar(Xk) = V ar(C(b)) (la condition E|Yk|2 → V ar(C(b)) est bien

véri�ée).
Comme les variables aléatoires Ω et C(b) sont non dégénérées alors, on a
min(V ar(Ω), V ar(C(b))) > 0. Il su�t donc de prendre m = min(V ar(Ω2), V ar(C(b))).

La condition (4.5) assure que :

M = max(E|Ω− E(Ω)|γ, E|C(b) − E(C(b))|γ) < ∞

.
Comme Y1 = Ω− E(Ω) et Yk = C

(b)
k − E(C

(b)
k ), k ≥ 2, on obtient :

E|Yj|γ ≤ M < ∞, ∀j ≥ 1.

ii) On a
b2
n =

∑k=n
k=1 V ar(Yk) =

∑k=n
k=1 E(Y 2

k ) =
∑k=n

k=1 V ar(Xk) = V ar(Ω)+
∑k=n

k=2 V ar(C(b)).

Il s'en suit que
b2
n = V ar(Ω) + (n− 1)2V ar(C(b)). C'est à dire b2

n = s2
n.

Par le théorème 3.2.1, on déduit que la suite de processus de sommes partielles
lissés

ξn(t) = 1
sn

[
[nt]∑
k=1

Yk + (nt− [nt])Y[nt]+1], t ∈ [0, 1], n ∈ N∗
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converge vers le mouvement brownien dans Hα pour tout 0 < α < 1
2
− 1

γ
.

On considère la fonctionnelle continue F : Hα −→ R dé�nie par F (g) = g(1).
Par le corollaire 1.1.1, on a F (ξn) qui converge en loi dans R, vers F (Wt) =
N(0, 1), où N(0, 1) est la loi normale centrée, réduite.
Comme

F (ξn) =

∑k=n
k=1 (Xi − E(Xi))

sn

=
(
∑k=n

k=1 Xk)−
∑k=n

k=1 E(Xk)

sn

=
(
∑k=n

k=1 Xk)− E(Ω)− (n− 1)2E(Cb)

sn

=
(
∑k=n

k=1 Xk)− an

sn

,

ce qui con�rme le résultat du théorème 4.2.1.

Remarque 4.2.1 La valeur moyenne de la période d'activité E(L) véri�e
l'équation :

E(L) =
∞∑

n=1

E(L/N (b) = n− 1)× P (N (b) = n− 1) =
∞∑

n=1

an × qn−1,

où qn, n ≥ 0 est la loi de probabilité de la variable aléatoire N (b) qui est une
loi géométrique de paramètre β(λ), ce qui permet de faire une représentation
graphique de E(L).

4.3 Etude de la période d'activité du système
par les périodes actives et inactives du ser-
veur

Il est connu que la période d'activité du système (notée L) est formée d'une
somme (en une alternance) de périodes actives (notées Si) et de périodes
inactives (notées Ri) du serveur.On rappelle que durant les périodes Ri le
serveur est libre alors qu'il y a des clients dans l'orbite. L'évolution du système
peut être représentée par la �gure ci-dessous.
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Fig. 4.4 � Evolution du sustème selon les periodes (Ri, Si)

Par contre, la période d'activité selon les périodes actives et les périodes
inactives du serveur (Ri, Si) peut être représentée comme suit :

Fig. 4.5 � Période d'activité selon les périodes (Ri, Si)

On note par I le nombre de clients servis durant la période d'activité du
système. On a

Ln = (L/I=n) =
i=n∑
i=1

(Ri + Si), n ≥ 1,

avec R1 = 0.

Lemme 4.3.1 ([32])
La variable aléatoire Ri dépend du nombre de client dans l'orbite N(n−1) à
l'instant ηi−1. On note sa loi conditionnelle par :
G(x) = P (Ri < x/Ni−1 = k) = 1− e−(λ+kµ)x de moyenne E(Ri/Ni−1=k) = 1

λ+kµ
.
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Lemme 4.3.2 ([32])
Les variables aléatoires (Ri+Si)i≥2 sont identiquement distribuées si et seule-
ment si les variables aléatoires Ni sont identiquement distribuées.

Sachant que ρ < 1, le nombre de client dans l'orbite pendant la période d'ac-
tivité L peut être estimé par ne = [no] + 1, où no = λ2β2

2(1−ρ)
+ λρ

µ(1−ρ)
est le

nombre moyen de client dans l'orbite (Voir. [83]). On peut trouver des modi-
�cations des variables aléatoires (Ui = Si+Ri) qui seront donc identiquement
distribuées.

Par la suite, on s'intéresse à la loi asymptotique de An =
i=n∑
i=1

Ui, avec Ri de

loi exponentielle de paramètre λ + neµ, i ≥ 1. Notons

bn =
n

λ + neµ
+ nβ1, n ≥ 1

et

σ2 = β2 − β2
1 +

1

(λ + neµ)2
+ 2

i=∞∑
i=2

Cov(R1, Ri).

On pose Zi = Ui − E(Ui). Les variables aléatoires centrées (Zi) sont dépen-
dantes et de même loi. Dans le cas où (Zi) est une suite α-mélangeante, on
note par (αn)n≥1 la suite des coe�cients de mélange fort de (Zn)n≥1 (Voir
dé�nition 2.3.2) et on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.3.1 ([81]) On suppose que (Rn + Sn − E(Rn + Sn))n≥1 est
stationnaire, α-mélangeante et qu'il existe γ > 2, ε > 0 tels que

E|Si|γ+ε < ∞ ; E|Ri|γ+ε < ∞ et Σ∞
n=1(n + 1)

γ
2
−1(αn)

ε
γ+ε < ∞.

Si ρ < 1, alors (An)n≥1 est asymptotiquement gaussienne.

Preuve du Théorème 4.3.1
Sous les conditions du théorème 4.3.1, la suite centrée (Zn)n≥1 est α-mélangeante
et stationnaire.

L'hypothèse qu'il existe γ > 2, ε > 0 tels que :

E|Si|γ+ε < ∞ et E|Ri|γ+ε < ∞, donne E|Zn|γ+ε < ∞.
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Les coe�cients de mélange (αn)n de la suite (Zn)n≥1 véri�ent la condition

Σ∞
n=1(n+1)

γ
2
−1[αn]

ε
γ+ε < ∞ du théorème 2.3.6, ce qui permet de conclure

que la suite de processus :

ξn(t) =
1

σ
√

n

[nt]∑
i=1

Zi + (nt− [nt])Z[nt]+1, t ∈ [0, 1], n ≥ 1

converge faiblement vers W dans Hα, α < 1
2
− 1

γ
,

avec

σ2 = E((Z1)
2) + 2

i=∞∑
i=2

Cov(Z1, Zi)

.

D'autre part, on a :

σ2 = V ar(U1) + 2
i=∞∑
i=2

Cov(U1, Ui)

= β2 − β2
1 + 1

(λ+neµ)2
+ 2

i=∞∑
i=2

Cov(R1, Ri)

= σ2.

Le corollaire 1.1.1 appliqué à la fonction F (g) = g(1) continue sur (Hα, ‖.‖α)
et à valeurs dans R, permet de conclure à la convergence en loi de
F (ξn) = An−bn

σ
√

n
vers F (Wt) = N (0, 1). Ce qui achève la preuve du théorème

4.3.1.



Conclusion et perspectives

L'objectif du travail présenté dans cette thèse est l'étude et l'analyse
du comportement asymptotique de la période d'activité de la �le d'attente
M/G/1 avec rappels. L'analyse de cette dernière nous a amené à l'exten-
tion du théorème de Lamperti puisque les di�érents processus constituants
la période d'activité ne sont pas tous de même loi. Le vrai problème est la
dépendance des variables aléatoires de rappels notées Ri avec le nombre de
clients dans l'orbite.

Lorsqu'on connait le type de dépendance, on peut appliquer certains théo-
rèmes existants ou à démontrer. Un exemple est donné dans ce sens au cha-
pitre quatre, où on montre la convergence vers le mouvement brownien dans
Hα et donc vers la loi gaussiènne dans R. Lorsqu'on ne connait pas le type de
dépendance, on utilise la décomposition d'Artalejo de la période d'activité
en periodes actives et périodes inactives de l'orbite : (Li

k, L
b
k). On arrive ainsi

à exhiber une suite de variables aléatoires indépendantes mais pas de même
loi. Ceci nous a conduit à l'utilisation du théorème de Lamperti après son
extension, ce qui a constitué notre première contribution. Par la suite, on a
appliqué ce théorème pour montrer la convergence du processus de sommmes
partielles (constituant la période d'activité du système M/G/1 avec rappels
exponentiels) vers le mouvement brownien dans Hα et donc vers la loi nor-
male dans R. Cette partie traitée dans le chapitre quatre constitue notre
deuxième contribution qui a donné la prépublication [81] et la communica-
tion internationale dans ROADEF2013 en France.

Les perspectives de ce travail sont très diverses. On peut envisager d'étendre
ces résultats à d'autre types de rappels ou à d'autres types de dépendance.
Il serait également intéressant de voir ce que donnerait ce résultat en utili-
sant la méthode du principe des grandes déviations (abrégée en anglais par
"LDP" :Large Deviation Principle).
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Annexe A

Rappels sur les �les d'attente

Introduction
Comme par nature, tout être humain déteste attendre pour accéder à

un service. Il est tout a fait naturel de vouloir réduire le temps d'attente et
par conséquent, dans l'étude des systèmes de �les d'attente, on s'intéresse
souvent au nombre de clients dans le système. L'évolution d'un système de
�les d'attente se fait généralement en fonctions des arrivées des clients ainsi
que des �ns de services (un client peut demander plusieurs services auprès
de plusieurs serveurs) qui correspondent à un départ d'un client. L'évolution
d'un tel système est souvent modelisée par un processus aléatoire qui s'avère
être un modèle mathématique adéquat. Les plus simples modèles sont mar-
koviens mais dans la réalité ce n'est pas toujours vrai auquel cas on modélise
avec un processus non markovien.

A.1 Généralités

La théorie des �les d'attente, en anglais "Queueing Theory", permet de
modéliser des situations où des clients arrivent à des instants aléatoires dans
un lieu appelé "station" pour demander un ou plusieurs services. Le serveur
peut être un guichet de banque, la caisse d'un supermarché ou d'une station
service de carburants ; ou simplement un serveur informatique dont les clients
sont les tâches que le serveur doit traiter. Le temps nécessaire pour servir un
client est aussi supposé aléatoire. Les systèmes de �les d'attente sont dé�nis
par les éléments suivants :

1. Le �ux d'arrivées des demandes.
2. Les caractéristiques des temps de service de chaque demande.
3. Le nombre de serveurs.
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4. La discipline de service auprès de chaque serveur.
Il arrive qu'après un premier service, il est nécessaire d'obtenir un autre (ou
plusieurs) service(s). Dans ce cas, les di�érentes stations sont regroupées en
un réseau de systèmes de �les d'attente. Lorsque la station ne possède pas
de �le d'attente et que le client est obligé de revenir à des instants aléatoires
jusqu'à ce qu'il trouve le serveur libre, on parle de �le d'attente avec rappels.
Dans ce cas, il faut préciser la loi régissant les rappels (appelés aussi appels
secondaires).

Notations de Kendall
Pour decrire les di�érents systèmes de �les d'attente, on utilise souvent

la notation de Kendall : A/B/m/n où :

-A est le code de la loi de probabilité de l'intervalle entre les arrivées
successives du �ux d'entrées,

-B est le code de la loi de probabilité de la durée de service d'une demande,

-m est le nombre de dispositifs de service (serveurs),

-n est le nombre de places dans la �le d'attente et lorsque n = ∞, on
utilise la notation A/B/m au lieu de A/B/m/∞,

-Les symboles A et B prennent le plus souvent leurs valeurs dans l'en-
semble M, Ek, Hk, G, GI, D avec :

-M Désigne la loi exponentielle,

-Ek est la loi d'Erlang d'ordre k,

-Hk est la loi hyper exponentielle d'ordre k,

-G et GI lois arbitraires où I signi�e que les intervalles successifs sont indé-
pendants,

-D désigne la loi de probabilité (déterministe) d'un �ux régulier.

Dans un premier temps, on s'intéresse à l'ergodicité et au régime stationnaire
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du système. D'une façon générale, on cherche :
-Les conditions d'éxistence d'un régime stationnaire,
-La distribution stationnaire des probabilités d'état du système,
-Le nombre moyen de demandes présentes dans le système en régime station-
naire,
-La loi de probabilité du temps d'attente,
-Le temps moyen d'attente de service,
-Le temps moyen de séjour d'une demande dans le système,
-etc.

Taux d'occupation
Dans le système G/G/1, si on note par λ le taux des arrivées des clients

et par E[B] le temps moyen de service, on dé�nit le taux d'occupation moyen
par ρ = λ.E[B]. On montre que la �le se vide si ρ < 1.

Soit L(t) la variable aléatoire qui désigne le nombre de clients dans le
système à l'instant t et Sn celle qui désigne le temps de séjour du client
n dans le système. Sous l'hypothèse ρ < 1, on montre que ces variables
aléatoires admettent des limites lorsque n → ∞ et t → ∞ et ne dépendent
pas de l'état initial du système. On note par L et S ces limites. Lorsque le
système est stable, on estime souvent le nombre moyen de clients par E[L]
et le temps moyen de séjour dans le système par E[S].
On note par

pk = lim
t→∞

P (L(t) = k) = P (L = k), FS(x) = lim
n→∞

P (Sn ≤ x) = P (S ≤ x).

Sachant que :

lim
t→∞

∫ t

x=0

L(x)dx = E[L], lim
n→∞

Σn
k=1Sk = E[S].

La loi de Little nous donne la relation :

E[L] = λ.E[S]. (A.1)
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A.2 Le modèle de �les d'attente M/G/1 avec
rappels

Le système de �les d'attente M/G/1 avec rappels est caractérisé par le
fait qu'un client qui arrive et trouve le serveur occupé quitte le système pour
rappeler ultérieurement à des instants aléatoires jusqu'à satisfaction de sa de-
mande. Entre deux rappels successifs, le client est dit en orbite. Ces systèmes
sont en particulier utilisés dans la modélisation des réseaux de télécommuni-
cation et des systèmes d'ordinateurs.

La di�culté majeure est qu'on ne peut pas observer l'orbite et en particu-
lier, on arrive pas à faire la distinction entre un appel primaire (arrivée d'un
nouveau client) et un rappel (qui vient de l'orbite). De plus, le processus des
arrivées dépend à la fois des lois régissant les rappels ainsi que de la loi des
arrivées primaires ce qui supprime la propriété de l'indépendance.
Le modèle M/G/1 avec rappels exponentiels est le modèle le plus étudié. On
peut citer entre autres les travaux de [2], [3], [7], [10] et [83]. L'évolution de
ce système est décrite au chapitre quatre. On rappelle toutefois que :

a) λ : désigne le taux des arrivées.

b) µ : est le taux des rappels de l'orbite.

c) βk est le moment d'ordre k de la loi de probabilité du temps de service.

On décrit souvent l'état du système par le processus :
equation X(t) = N(t), si C(t) = 0 et X(t) = (C(t), N(t), ε(t)) si
C(t) = 1,

où :

X(t) désigne le nombre de clients dans le système (orbite + service) à
l'instant t.

C(t) = 0 ou C(t) = 1 selon que le serveur est libre ou occupé à l'instant t.

ε(t) désigne la valeur résiduelle (ou le temps qui s'est écoulé) à la date t
si C(t) = 1.
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Soit :

P0,i(t) = P (C(t) = 0, N(t) = i),

P1,i(t, x) = P (C(t) = 1, N(t) = i, x < ε(t) < x + dx), i > 0.

La fonction génératrice du nombre de clients dans le système en régime sta-
tionnaire (ρ < 1) est :

G(z) =
(1− ρ)(1− z)β(λ− λz)

β(λ− λz)
exp(−λ

θ

∫ z

1

1− β(λ− λz)

x− β(λ− λx)
dx).

En posant :

Ψ(z) =
(1− ρ)(1− z)β(λ− λz)

β(λ− λz)− z
,

et
Φ(z) = exp(−λ

θ

∫ z

1

1− β(λ− λx)

x− β(λ− λx)
dx),

on peut montrer la décomposition stochastique suivante :

G(z) = Ψ(z) +
Φ(z)

Φ(1)
.

D'après l'égalité précédente, on peut dire que le nombre de clients dans le
système du modèle M/G/1 avec rappels est égal au nombre de clients dans
le système du modèle M/G/1 classique plus unevariable aléatoire positive de
fonction génératrice égale à :

Φ(z)

Φ(1)
.
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En utilisant la méthode de la chaîne de Markov incluse ou la méthode de
la variable aléatoire supplémentaire, on arrive à calculer les caractéristiques
moyennes du système M/G/1 avec rappels.

Nombre moyen de clients dans le système

n = ρ +
λ2β2

2(1− ρ)
+

λρ

µ(1− ρ)
.

Nombre moyen de clients dans l'orbite :

n0 = n− ρ =
λ2β2

2(1− ρ)
+

λρ

µ(1− ρ)
.

Temps moyen d'attente :

W =
λβ2

2(1− ρ)
+

ρ

µ(1− ρ)
.

Nombre moyen de rappels par client :

r = Wµ =
µλβ2

2(1− ρ)
+

ρ

µ(1− ρ)
.
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Le Mouvement Brownien et le
Pont Brownien

Le Mouvement Brownien
Nous rappelons ici les dé�nitions et les propriétés du mouvement

brownien et du pont brownien. Pour plus de détails, on confère à [13],[46].

Dé�nition B.0.1 Soient µ et σ2 �xés, le théorème de Kolmogorov montre
qu'il existe un processus gaussien (ξt)t≥0 caractérisé par

E [ξt] = µt,

cov (ξt, ξs) = σ2.s ∧ t, ∀s, t ≥ 0

s ∧ t = min(t, s).
Tout processus de ce type est appelée mouvement brownien.

Pour tout mouvement brownien (ξt)t≥0, on peut se ramener au mouvement
brownien canonique par le changement de variable

ξt 7−→ ξt − µt

σ
= ςt

Dans ce cas, on a évidement

E [ςt] = 0, cov (ςt, ςs) = s ∧ t, ∀s, t ≥ 0.
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Indépendance et stationnarité des accroissements
Le mouvement brownien est à accroissements indépendants et station-

naires.

Il su�t pour celà de constater que si t1 ≥ t2 ≥ t3 ≥ t4 on a

cov (ξt1 − ξt2 , ξt3 − ξt4) = 0,

var (ξt1 − ξt2) = σ2(t1 − t2),

E [ξt1 − ξt2 ] = µ(t1 − t2).

Par conséquent, pour un mouvement brownien (ξt)t≥0, avec
0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tk, les accroissements

(
ξtj+1

− ξtj

)
sont mutuellements indépen-

dants et la loi du k-uplet ne dépend que des écarts
(
tj+1 − tj

)
.

Continuité en probabilité et en moyenne quadratique
Le mouvement brownien est continu en moyenne quadratique et donc en

probabilité en tout t �xé.
à t �xé on constate que var (ξt+µn − ξt) = ‖µn‖ donc (ξt+µn − ξt) −→ 0

en moyenne quadratique lorsque µn tend vers zéro.
Toutefois cette continuité n'implique pas la continuité des trajectoires.

Continuité p.s des trajectoires d'une modi�cation
Théorème B.0.2 (Kolmogorov-Chantsov)[13] Soit ξt un processus sur l'es-
pace probabilisé (Ω,A, P ) tel que

∀ 0 ≤ s, t ≤ T E |ξt − ξs|α ≤ c |t− s|1+β ,

o α et β sont des constantes positives
alors il existe un processus ζt tel que

1) P {ζt = ξt} = 1, ∀t ∈ [0, T ] ,

2) P





sup
0≺|t−s|≺h
s,t∈[0 T ]

|ζt−ζs|
|t−s|γ ≤ δ





= 1,

où δ est une constante, h une variable aléatoire presque sûrement > 0 et
γ ∈ ]

0, β
α

[
.
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On dit que (ζt) est une modi�cation de (ξt) γ-höldérienne.

Application au mouvement brownien
Soit (ξt) un mouvement brownien canonique. On sait que pour un tel pro-

cessus, l'accroissement (ξt − ξs) avec t > s, suit une loi normale de moyenne
nulle et de variance (t− s). On a donc

1) P {ξt − ξs < x} = 1√
2π(t−s)

∫ x

−∞ e−
1
2

u2

(t−s) du.

2) E |ξt − ξs|α = 1√
2π(t−s)

∫∞
−∞ |u|α e−

1
2

u2

(t−s) du,

= |t− s|α2 ∫∞
−∞

1√
2π(t−s)

|u|α e−
1
2

u2

(t−s) du.

Les conditions du théorème précédent sont réunies pour α > 2 et β = α
2
− 1.

On peut donc énoncer que pour un mouvement brownien, il existe une modi-
�cation de (ξt) dont les trajectoires sont toutes localement γ-höldériennes.

Désormais, on travaillera dans toute la suite sous cette hypothèse et on notera
Wt le mouvement brownien canonique, modi�cation de (ξt).

Mesurabilité du mouvement brownien
Pour t �xé, l'application qui à ω −→ Wt (ω) est mesurable. Grâce à la

continuité des trajectoires, on a le résultat plus fort suivant :

Théorème B.0.3 ([13]) L'application

ΩXR+ −→ R
(ω, t) −→ Wt (ω)

est mesurable pour (A⊗B (R+) , B (R)) .

Preuve :
On considère dans un premier temps le découpage dyadique de R+ en
{0, 1

2n , 2
2n , ....} et le processus à trajectoires constantes :

W
(n)
t (ω) = W k

2n
(ω) pour t ∈ [

k
2n , k+1

2n

[
.
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L'application (ω, t) −→ W n
t (ω) est mesurable pour (A⊗B (R+) , B (R)) .

Lorsque n ↗∞, l'application précédente tend vers (ω, t) −→ Wt (ω) .

Par continuité de W0 (ω) il en résulte la mesurabilité cherchée.

Propriétés de Markov et propriétés des trajec-
toires du Mouvement Brownien
Invariance du Mouvement Brownien

a) Si Wt est un mouvement brownien, alors Uλ
t = 1√

λ
Wλt est aussi un

mouvement brownien.

Uλ est bien gaussien et centré.

Si t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ t4 on a :

cov
(
Uλ

t2
− Uλ

t1
, Uλ

t4
− Uλ

t3

)
=

1

λ
cov (Wλt2 −Wλt1 ,Wλt4 −Wλt3) = 0,

var
(
Uλ

t2 − Uλ
t1

)
=

1

λ
var (λt2 − λt1) = (t2 − t1) .

De plus les trajectoires sont continues.

b) Si Wt est un mouvement brownien, alors le processus Vt = tW 1
t

(
1− 1{0} (t)

)
l'est aussi.

Propriété de Markov
Le mouvement brownien est un processus de Markov i.e Pour tout t ≤ s

et A ∈ B (R) avec Ft = σ (Wτ , τ ≤ t) ,

P {Ws ∈ A/Ft} = P {Ws ∈ A/Wt} .

Preuve :

il su�t de véri�er que ∀k, ∀ t1 ≤ t2... ≤ tk ≤ s on a :

P {Ws ∈ A/Wt1 ,Wt2 , ...Wtk} = P {Ws ∈ A/Wtk} .
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Ws−Wtk ,Wtk −Wtk−1
, ...Wt2−Wt1 et Wt1 = Wt1−W0 sont indépendants

donc la loi de Ws conditionnellement aux écarts :Wtk−Wtk−1
, ...Wt2−Wt1 ,Wt1

est une loi gaussienne de variance (s− tk), centrée en tk, ce qui implique

P {Ws ∈ A/Wt1 ,Wt2 , ...Wtk} = P {Ws ∈ A/Wtk} .

Propriété de Markov forte
Propriété (de Markov) : Pour tout t ∈ R+, le processus

(Wt+t′ −Wt)t′∈R+

est un mouvement brownien indépendant de Ft.
Cette propriété découle directement de l'indépendance des accroissements.
Elle reste vraie lorsque t est un temps d'arrêt.

Théorème B.0.4 ([13])(propriété de Markov forte) Soit τ un temps
d'arrêt pour la suite de tribus(Ft)t≥0 engendrée par le mouvement brownien
Wt. le processus (Ut)t≥0 dé�ni par Ut = Wτ+t −Wτ est un mouvement brow-
nien indépendant de Fτ

Preuve (voir Billingsley page 154) Il faut établir que ∀ A ∈ Ft , ∀ k ≥ 0 et
pour tout k-uplet t1, t2, ..tk et ∀ E ∈ B

(
Rk

)
on a :

P {[(Ut1 , ...Utk) ∈ E] ∩ A} = P {(Ut1 , ...Utk) ∈ E}P (A) pour l'indépendance.

P {(Wt1 , ...Wtk) ∈ E} = P {(Ut1 , ...Utk) ∈ E} pour le caractère brownien.

Irrégularité des trajectoires
Théorème B.0.5 ([13])Pour presque tout ω, (Wt (ω))t≥0 n'est en aucun
point γ-höldérienne pour tout γ ≥ 1

2
.

Théorème B.0.6 (loi du Logarithme itéré) [13] Pour presque tout ω
on a : 




lim
t→0

Wt√
2t log log 1

t

= 1 ,

lim
t→0

Wt√
2t log log 1

t

= −1,
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et




lim
t→∞

Wt√
2t log log t

= 1 ,

lim
t→∞

Wt√
2t log log t

= −1.

Remarque
Il faut d'abord constater que les deux expressions se ramènent l'une à l'autre
par la transformation Wt −→ ±W 1

t
. Par ailleurs les lim se déduisent des

lim par la transformation Wt −→ −Wt qui conserve le caractère brownien.

Lemme B.0.3 [13](loi des extréma) Si s Â 0, la loi conjointe de (Ws,Ms)
a comme densité

g(x, y) =
2 (2y − x)√

2πs3
e−

(2y−x)2

2s x ≤ y, y ≥ 0, Ms = sup
0≤t≤s

Wt.

Module de continuité
Le théorème suivant précise le module de continuité des trajectoires sur

un segment. Ce module de continuité d'ordre O
(
|t− s| 12−ε

)
pour ε Â 0 est

certainement d'ordre inférieur à g (|t− s|) du théorème précédent.

Théorème B.0.7 ([13]) Avec g(δ) =
√

2δ log 1
δ
, on presque pour toutes les

trajectoires :

lim
δ→0

sup
|t−s|≤δ
s,t∈[0 1]

|Wt −Ws|
g(δ)

= 1.

Ensemble des points d'annulation
Théorème B.0.8 ([13])Pour presque tout ω l′ensemble Z(ω) des points t
où Wt(ω) = 0 est parfait, non borné et de mesure de Lebesgue nulle. De plus
tout intervalle en contient un autre inclus dans (Z (ω))c .
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Propriétés de Martingales
a) Le processus (Wt)t≥0 et (W 2

t − t)t≥0 sont deux martingales pour la
famille (Ft)t≥0 .

b) Pour tout λ > 0
[
eλWt−λ2t

2

]
t≥0

est aussi une martingale pour la fa-
mille (Ft)t≥0 .

Le pont brownien
Un élément aléatoire X de C [0, 1] est gaussien si ses lois �ni-dimensionnelles
sont des vecteurs gaussiens. Dans C [0, 1], la loi gaussienne d'un élément
aléatoire X est complètement dé�nie par le moment EX (t) et par le moment
du produit E (X (s) X (t)), 0 ≤ s, t ≤ 1, puisqu'ils déterminent les lois �ni-
dimensionnelles.
Or on sait que pour le mouvement brownien W , on a

EWt = 0,

E (WsWt) = s ∧ t.

Dans le cadre de l'étude des loi empiriques, on cherche à avoir un élément
aléatoire gaussien B qui remplit les deux conditions :

i) EBt = 0,

ii) E (BsBt) = s (1− t) si s < t.

Il existe plusieurs manières de montrer l'éxistence d'un tel élément. Dans [?]
il est construit comme suit :

Bt = Wt − tW1.

L'élément aléatoire Bt ainsi dé�ni est appelé pont brownien.

Comme Wt et W1 sont des éléments aléatoires gaussiens, Bt est aussi un
élément aléatoire gaussien. De plus

B0 = B1 = 0,

EBt = 0,
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E
{
(Bt −Bs)

2} = (t− s) (1− (t− s)) si s < t,

E {(Bs2 −Bs1) (Bt2 −Bt1)} = − (s2 − s1) (t2 − t2) si s1 < s2 ≤ t1 < t2.

Le pont brownien admet pratiquement les mêmes propriétés que le mou-
vement brownien (voir Billingsley [13]) pour plus de détails.
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Résumé
L'étude de la convergence faible des processus stochastiques dans l'espace de
Hölder nous permet de montrer une version Hölderienne du principe d'inva-
riance de Donsker-Prohorov en utilisant certains résultats d'équitension dans
cet espace. Ainsi, on généralise le principe d'invariance de Lamperti pour les
lignes polygonales du processus de sommes partielles de variables aléatoires
non stationnaires. Le même résultat est obtenu par le lissage polygonal. Ces
deux extensions constituent notre première contribution.
Comme application, on utilise le premier résultat pour l'étude asymptotique
de la période d'activité de la �le d'attente M/G/1 avec rappels. La mo-
délisation d'Artalejo et Falin (1996) permet de conclure par un principe
d'invariance pour les variables aléatoires indépendantes non stationnaires.
Dans la deuxième approche, on utilise la période active et la période inactive
du serveur et on conclut aussi par un principe d'invariance lorsque la suite
des variables aléatoires est α-mélangeante. Ces deux principes d'invariance
constituent notre deuxième contribution.

Mots clé : Processus stochastique, Equitension, Espace de Hölder, Principe
d'Invariance, Mouvement Brownien, File d'Attente avec Rappels, Période
d'activité.

Abstract
We study the weak convergence of stochastic processes in Hölder spaces and
using some results of tightness proved in these spaces , we obtain a Hölderien
version of Donsker-Prohorov's invariance principle. First, for the polygonal
interpolation of the partial sums process, generalizing Lamperti's invariance
principle to the non-stationary case and similar results are proved for the
convolution smoothing of the partial sums process.
We use the �rst result to study the asymptotic distribution of the busy period
of an M/G/1 retrial queue. The �rst approach rely on the modeling of Ar-
talejo and Falin (1996) and an invariance principle for independent random
variables. In the second one, we use the evolution of the system in terms of
idle periods and busy periods of the server for dependent sequences and we
conclude with an Hölderian invariance principle.

Keywords : Stochastic process, Tightness, Hölder Space, Invariance Prin-
ciple, Brownian Motion, Retrial Queue, Busy Period.
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