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Résumé & Mots Clés

Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de développer une des méthodes appliqué pour
résoudre le probléme de planification de trajectoires pour les systémes a parametres distribué
qui est le développement en séries formelles, et I’application de cette méthode pour I’équation

de chaleur et I’équation d’onde.

Mots Clés

Systémes a paramétres distribués, équations aux dérivées partielles, planification de
trajectoires, systéme de réaction-diffusion, méthode des différences finies, équation de

chaleur, équation d’onde.
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Introduction Générale

L’un des problémes récemment introduit dans le cas des systémes a parametres
distribués est celui de la planification des trajectoires qui consiste a concevoir une commande
en boucle ouverte pour construire des trajectoires souhaitées pour les états ou les sorties du

systéme a des positions données.

Pour la solution de ce probléme pour les systémes de dimension linéaires et non
linéaires finie plusieurs recherches ont été¢ effectuées et parmi ces recherches on a celle
introduite par Fliess [6], la platitude différentielle, qui a évolué pour devenir une technique

d’inversion bien établie.

La platitude peut étre adaptée a des systeémes régit par des équations aux dérivées
partielles et pour ceci différentes techniques ont été développées. Ces derniéres seront étudies

dans ce mémoire.

En effet, dans des nombreuses applications industrielles (réacteur chimique,
bioréacteurs, bio-filtre, décanteurs, propagation d’onde, diffusion de la chaleur, mécanique
des fluides, ...), les variables caractéristiques du systetme dépendent fréquemment de
coordonnées spatiales d’ou la nécessit¢ de caractériser leurs évolutions par des modeles
dynamiques a parameétres distribués. Ceci fait intervenir des EDP, c'est-a-dire des équations
mettant en jeu des dérivées partielles spatiales et temporelles des différentes variables

caractéristiques des systémes.

La description mathématique d’un systeme a parametres distribués (SPD) doit étre
complétée par des conditions aux limites qui représentent des contraintes physique auxquelles
sont soumises les frontiéres du systéme, et permettant la résolution des équations du modéle.
Par conséquent, elles doivent étre en nombre suffisant dépendant de I’ordre des EDP par

rapport a la variable d’espace.

Les EDP que I’on rencontre en pratique sont rarement d’ordre élevé en temps et en

espace, le plus souvent d’ordre deux en espace et d’ordre un en temps, et de type linéaire.
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La mod¢lisation mathématique des systémes est considérée comme élément de base
dans I’automatique. Elle s’impose pour simulation, la conception, la détection de défaut, le

diagnostique de panne et la commande.

Le présent mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre I donne quelques définitions et la description mathématique des systémes a
parametres distribués (ou répartis), a savoir les types de commande et d’observation utilisées
lors de I’analyse et de la commande de ce type de systémes. Cette partie est suivie de la

définition et les différents types de conditions aux limites des systémes a parametres

distribués.

Le chapitre II présente le couplage de phénomene de transport (réaction et diffusion).
En effet, la modélisation du phénoméne de transport conduit fréquemment a des modeles a
parametres distribués. Ce chapitre débute par la formulation du probléme de réaction-
diffusion a savoir son sens physique, et afin de résoudre ce probléme on part d’une trajectoire
de sortie de référence, ensuite on combine ce résultat avec une loi de commande pour stabilisé¢

la trajectoire et pour forcer la sortie a suivre la trajectoire de sortie de référence imposée.

Par la suite, on aborde la planification des trajectoires des systémes a parametres
distribués. Cette partie présente aussi la méthode d’approximation par les différences finies,

utilisé par la simulation.

Le chapitre III présente en premier lieu les différents modes de transfert thermique, la
représentation mathématique de I’équation de chaleur. Ensuite, on établit le modele de cette

derniere. La deuxiéme partie est consacrée a la planification de trajectoires.

Le chapitre IV présente au début des généralités sur les ondes et les différents types
des ondes. Ensuite, on aborde la modélisation de 1’équation d’onde d’une corde vibrante. On
commence par la formulation du probléme de planification de trajectoire, suivi de sa

résolution et des résultats de simulation obtenus.

Enfin on termine notre travail par la conclusion générale sur le travail réalisé, tout en

proposant des perspectives de continuité.
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Chapitre I Les systéemes a parametres distribués

[. 1. Introduction

Pour comprendre et développer des automatismes, il est nécessaire de connaitre le
comportement des éléments qui font partie du systéme et de la commande, donc il faut
unmodéle mathématique qu'est une expression mathématique qui représente le
comportement dynamique du systéme. Ces expressions permettent de déterminer
anaytiquement (ou numériquement) la réponse (sortie) d'un systéme quand I’entrée est

soumise & des variations dansle temps et dans I espace.

Les modéles mathématiques des systémes a parametres distribues sont donnés sous
forme des équations aux dérivées partielles. Elles peuvent étres linéaires ou non linéaires

suivant le systéme et la gamme de fonctionnement sur lequel on veut |’ étudier.

Le contenu de ce chapitre est consacré essentiellement a la définition, ala description
mathématique ainsi que les types d observation et de commande pour les systémes a

parameétres distribués.

|. 2. Définition d’un systéme a parametre distribués

Les systemes a paramétres distribués sont des systémes décrits essentiellement par des
équations aux dérivées partielles (EDP en abrégé) linéaires ou non linéaires, éventuellement
couplées avec des équations différentielles ordinaires (EDO en abrégé), des équations

intégrales ou intégra-différentielles et des équations a gébriques.

Les systémes a paramétres distribués sont représentés dans des espaces fonctionnels

dedimension infinie.

Les variables indépendantes sont le temps et |’ espace, les variables spatiales pouvant

étre mono- ou multidimensionnéls.

]
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|. 3. Représentation mathématique des systemes a paramétre distribués

Les équations aux dérivees partielles sont des équations différentielles qui dépendent
des variables de temps et d' espace. Ce type de systémes est de dimension infinie.
Dans le cas général d’'un systéme d’ordre 2, dont la solution y (z, t) est fonction de deux

variables indépendantes z et t, |le modéle mathématique s écrit comme suit [1]:

9% y(z,t) 0%y(z,t) 9%y(z,t) _
a——3>= +2b——= +c—5—+ - ]=0 (LD

Ou le terme entre crochets dépend de 'y, z, t et des dérivées premieres dey.

Par analogie avec I’ équation des coniques, | égquation (I.1) est dite :

. Hyperbolique, si b%-ac>0
. Elliptique, si b%-ac <0

. Parabolique, s b%-ac=0

Si les trois coefficients a, b et ¢ sont nuls, le type d'éguation dépend des seules

dérivées premiéres de y (équation hyperbolique d’ ordre 1).
Si b=c=0 |'équation d'évolution (I.1) est dans ce cas soit parabolique (a#0), ou

hyperbolique (a=0).
On considere la classe de systemes définie par | équation d’ état [1] :

2ED = My ()] + H@u (20 (L2)

Sur un domaine spatial Q < R est un domaine temporel T R avec y, = y(z,t,)
est I éat initial.

Des conditions aux limites doivent aussi étre fixées sur lafonction de Q, elles prennent

|aforme suivante :

Lly(z,9)] =u,(z,¢t) z € Fr(Q) (1.3)
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L, M et H sont des opérateurs matriciels différentiels agissant sur le vecteur d’ état y.

u(z, t) et u;(z, t) sont les entrées ou commandes du systéme.

|. 4. Commandes et des observations d’un systéme a parametres distribués

l. 4. 1. Commandes d’un systéme a paramétres distribués

On distingue plusieurs classes de commande [ 2]

J Commanderépartie

Représentées par des fonctions définit sur QxT, en généradle u (z, t) peut étre

décomposé comme suit :

u(zt) =

q(2). ue (1) (1.4)

q (2) : représente la structure géomeétrique de I’ actionneur.

u, : représente le signal d entrée.

Cette formulation permet de simplifier le calcul dans la transformation du modéle et la

détermination de lacommande.

. Commande par zone

Définit sur un sous-ensemble QxT, si lacommande est appliquée sur n zoneson a :

)
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LY = 4 (Dua® (1.5

. Commande ponctuelle

Agissant sur un ou plusieurs points de Q, cette commande est un cas particulier ou la
commande par zone se réduit & un point particulier dans Q, la fonction q;(z) est remplacée par

un pic de Dirac.

n

WY = ) e (960 - 2) (1.6)

i=1

d : Lafonction (pic) de Dirac.

. Commande aux frontieres

Définit sur Fr(Q) xT, cette commande peut étre elle-méme par zones, ponctuelle, fixe
ou a balayage danslecasou (2 c R? ou R3).
|. 4. 2. Observation d’un systéme a paramétres distribués

Il est nécessaire d’'adjoindre a |’équation d état, une fonction caractéristique de la
sortie ou de |” observation du systéme pour tout e probléme de commande en boucle fermée.
On distingue plusieurs classes d’ observation [2] :

J Observation répartie

Dé&finit sur un ensemble QxT ou sur un sous-ensemble QxT

)
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y(zt)=P@)y(zt) (1.7)

P(z) : caractérise la structure géomeétrique du systéeme d’ observation.

J Observation ponctuelle

Définit sur un ou plusieurs points de Q ou de 0Q.

YL(t) = }’(Zi: t) = fQ(S(Z - Zi) Y(Z: t) dz (18)

. Observation par moyennage spatial
Définit par I”intégrale suivante :
Ym(t) = [(C(2)y(zt) dz (1.9)

C(z) : est lastructure géomeétrique des capteurs.

. Observation alafrontiere (ou ala frontieres)

Les limites sont définies sur F.Q X t; ; elles peuvent étre par zones, ponctuelles, fixes.
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Uq(t) ug (t) uq (1)

bodadbdddbad

Commande distribué

ug, (t) ug, (t) Uq, ®

z=0 z=1

Commande par zone

w®)  u(® U (©)

S S N

z=0 z=1

Commande ponctuelle

l u(t)

z=0

Commande aux frontieres

<«

IRRRERREN

Observation distribué

z=0 z=1

Vool

y1(8) y2(t) e ¥q(®)

Observation ponctuelle

u(t)
Observation aux frontieres

z=0 z=1

VYAV Y YY Yy v Y

Yo () yi(®) ()

Observation par moyennage spatial

Figurel. 1. Différents types de commandes et d' observations d’ un SPD.

]
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|. 5. Condition aux limites

Une condition aux limites est imposée a une équation différentielle ou a une équation
aux dérivées partielles lorsque I’ on spécifie les valeurs que la solution en cas des dérivées doit

vérifier sur les frontiéres du domaine.

On considere une barre métallique, assimilée a un segment de droite de longueur |, en
négligeant la variation de la température dans les autres dimensions de la barre, il existe

plusieurs types de conditions aux limites [3] :

. Conditionsde Dirichlet

La condition aux limites de Dirichlet est parmi les conditions aux limites les plus
faciles a comprendre. La valeur de la solution de cette condition est imposée aux bornes d'un

domaine spatial considéré.

Si on prend une bare métalique on fixe a ses extrémités des températures

données Ty (t) et T¢(t) , onaura:

x(0,8) =To(t), x(f,t)=Tg(t) (1.9)

° Condition de Neumann :

Si le flux de chaleur est donné au bord, ¢’ est le gradient de la température qui est fixé

et les conditions aux limites sont comme suit :

7] a
—a 2,0 = Fy(t) —a = = Fr() (1.10)

9z Z

)
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. Condition mixte

Dans certains cas, on peut utiliser des conditions aux bords différentes (Neumann et
Dirichlet).
|. 6. Exemples d’un systéme & parametresdistribués

Soit une barre métallique assimilée a un segment de droite de longueur | (donc les
variations de la température dans les autres dimensions négligeables). L’évolution de la

température x (z, t) en un point ze ] 0; 1[est décrite par I’ équation de la chaleur suivante [4] :

Ix(zt)  9%x(zt)
ot T o022

=u(zt)

c . caractérise la diffusion de la chaleur (conductivité thermique) a I'intérieur du
solide. (C'est ici suppose constante, autrement dit le matériau est supposé parfaitement
homogene).

Pour décrire parfaitement le phénomeéne, il faut préciser :

. Laconditioninitiale x(z,0) = x,(2).
. Les conditions aux limites c'est-a-dire en z = 0 et z = 1, plusieurs cas peuvent se

présenter comme a été expliqué dans la section précédente.

&
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|. 7. Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté des genéralités, et quelques notions de bases relatives
aux systémes a paramétres distribués. Ces systemes sont souvent décrits par des équations aux
dérivées partielles, a espace d’ état de dimension infinie. |Is sont caractérisés par des variables
caractéristiques qui dépendent du temps et de |’ espace.

Dans certaines applications, on désire imposer un certain profile par la commande
pour avoir un autre profile désirée a une position de I’espace. Ce probléme s appelle
planification de trajectoires qui sera abordé dans le chapitre suivant.

&
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[1.1. Introduction

La planification des trajectoires consiste a déterminer une trgectoire temporelle ou
spatio-temporelle, en général, qu’ on souhaite avoir pour les états ou les sorties d’un systeme.

On les appelle aussi trajectoire de référence.

Dans ce mémoire on va se limité a résoudre le probleme de la planification des

trajectoires pour les systemes décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP).

[1.2. [llustration de la planification detrajectoires

La planification de trgjectoires est illustrée par la figure 11.1 elle consiste a chercher
une commande a appliquer & un point ou une partie pour assurer un comportement souhaité

dans une autre position.

Commande
a appliquer a

Evolution

de la sortie
1 ‘\‘ /\/\,

—» Trajectoire désirée

v

Evolution de la sortie

»
|

Figurell.l. Exemple d'illustration de la planification de trgectoire.

I1.3. Formulation et résolution d’un probléme de planification detrajectoires :

D’un point de vu physique, la trgjectoire doit suivre un état de référence. Afin de

résoudre un tel probléeme, on part d’ une trgjectoire de sortie de référence, ensuite on combine
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ce résultat avec une loi de commande pour stabiliser la trgjectoire et pour forcer la sortie a

suivre latrgectoire de sortie de référence.

Sans perte de générdités, pour expliquer mathématiquement la génération des

trgjectoires, on considere I’ exemple d un systeme réaction-diffusion [6]
11.3.1. Systeme der éaction-diffusion

On considere |’ équation de réaction-diffusion monodimensionnel décrite par I'EDP

suivante :
o.u(z, t) = 0fu(z,t) + Au(z,t) (11.1)
Avec lacondition alalimite suivante :
d,u(0,t) =0 (11.2)
On désire imposer une trajectoire de référence az = 0 définie comme suit :
u’(0,t) = e* (11.3)
Du point de vue physique, on veut générer une trajectoire de température az = 1 de
sorte gue I'évolution de la température a z = 0 est donnée par (11.3), ¢ est-a-dire déterminer
I’évolution de u™ (1, t).

11.3.2. Développement en sérieformelle de puissance

Pour trouver I'entrée de référence u” (1, t) nous devons d'abord construire la trajectoire
de base complete u” (z,t) qui satisfait smultanément (11.1), (11.2) et (11.3). Dans ce cas on

propose de chercher latrgjectoire de |'état sous la forme suivante:

0

k
W (z,t) = Z a,(t) % (I1.4)

k=0
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Il sagit dune série de Taylor en z avec des coefficients variant dans le temps a,(t) a

déterminer de (11.1) - (11.3) et de (11.3) - (11.4), on remarque que :

a,(t) =u"(0,t) =e*

Lacondition alalimite z = 0 (I11.2) donne :

a;(t)=0

Del’équation (11.1) nous obtenons :

Ap42(t) = a(t) — Aay (t)

Ces conditions donnent :

azr+1 = 0

Agp4z = Az — Adgg

a, = (a — et

a, = (a — 1)%e*

Qe = (@ — A)ec

Ains latrgjectoire d’ état de référence est :

had , o2k
u'(z,t) = kzzo(a—i)"e @0
B e at( ,—a — Az)Zk
- Z ¢ T2l

k=0

(I1.5)

(I1.6)

(11.7)

(I1.8)

=
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Cet exemple traite une fonction de référence exponentielle, la formule suivante est utiles lors
decalcul decestragectoires:

© 2k
cosh(a) = z (;.lk)! (11.9)
k=0

En utilisant laformule (11.9) I’ équation (11.8) peut s écrire comme suit :

cosh(\/a - AZ) a=>A

wzn=e {cos(\/l — az) a<l

Ce qui donne I’ entrée de référence suivante :

cosh(\/a—l ) a=>A

Wil =e {cos(\//l — a) a<i

[1.4. Simulation de |’ exemple

Pour simuler cet exemple, on doit discrétiser le systeme. Pour cela on a besoin des

définitions suivantes :
[1.4.1. Définition de |’ approximation
L’ approximation est I’ utilisation des différentes méthodes de calcul numérique pour

approcher un modéle a paramétres distribués (dimension infinie) par un modéle a parameétres

localisés (de dimension finie).

&
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[1.4.2. Définition de la discr étisation

La discrétisation consiste a diviser un ou plusieurs domaines en parties égales et
d utiliser des méthodes de calcul et de subdivision afin de simplifier les équations complexes

qui décrivent les dynamiques des systémes.

11.4.3. Méhodesd’approximation (discrétisation) des équations aux dérivées partielles

Notons que les méthodes numériques passent toujours par des discrétisations des
problémes anal ytiques en des problemes numériques et qu'il existe plusieurs de méthodes de
discrétisation d’une équation. Nous ne pouvons jamais les énumérer toutes mais les plus
couramment utilisées pour la résolution des équations aux dérivees partielles sont:

1. laméthode des différences finies,
2. laméthode des élémentsfinis,

3. laméthode des volumesfinis,

Dans ce mémoire on utilise la méthode des différences finies.

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
des combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets.
L’avantage de cette méthode est qu'il y a une grande simplicité d’écriture. Elle est
couramment pratique et facile a utiliser. Elle repose sur deux notions : la discrétisation des
opérateurs de dérivation ou différentiation et la convergence du schéma numérique ainsi
obtenu. Son inconvénient est qu'on se limite a des géométries simples, et qu'il y a des

difficultés de prise en compte des conditions aux limites de type Neumann.

[1.4.3.1. Méthode des diffé encesfinies

Toutes les méthodes numériques passent par |a discrétisation du domaine géométrique

afin de passer d' un probléme continu avec une infinité d’ inconnues a un probléme discret ne

comptant qu’un nombre fini d’inconnues.

&
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Dans le cas des différences finies en dimension un, on discrétise |’ intervalle continu [a,
b] en un nombre fini de points zi comme est illustrée par lafigure 11.2.

a
Ziq Zj Ziv1 b

Figurell.2: Discrétisation d’un segment [a, b].

On remplace ainsi le probléme continu par celui de la recherche de valeurs approchées

Xi des solutions exactes X (z;) aux points z; de la discrétisation.

Mais on ne peut plus, dans ce cas, conserver les opérateurs de dérivation qui
S appliquent a des fonctions continues. On les remplace par des analogues discrets, les

différences divisées ou différencesfinies.

Le type des conditions aux limites conditionne le nombre d’inconnues du probleme
discret. Dans |e cas des conditions de Dirichlet, la solution est fixée, et donc en ces points, les
valeurs sont connues. Dans tous les autres cas de conditions aux limites, la valeur de la

solution reste inconnue et fait donc partie du vecteur inconnu.

Il existe deux classes de formules simples d'approximation des dérivées par

différences divisées ou finies qui sont :

a)- Méthode des différencesfiniesen arriere

La méthode des différences finies en arriere prend les différences divisées qui se suit
de la plus grande a la plus petite, utilisée pour discrétiser le domaine spatial (semi-
discrétisation) afin d obtenir des équations différentielles ordinaires (représentation d’état),

qui ont laforme suivante en utilisant des différences diviséesd’ ordre 1 :

=
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> Lapremieredérivée

x(ti) = x(ti-1)
h

, dz
x'(t) = T (t) =
h =t; — t;_; = At le pas de discrétisation.

> Ladeuxieme dérivée

x"(t;) =

d*x d x(t;) — x(tl D] x(t) = 2x(ti—1) + x(ti—3)
F (ti) dt( ( l)) l l (At)z

En utilisant e méme raisonnement on peut calculer les dérivées d’ ordre supérieur.
b)- Méthode desdifférencesfinies centrales

La méthode des différences centrales est une méthode de semi-discrétisation utilisée
pour |'approximation des systémes a paramétres distribués, ele est utilisée de maniére a

prendre la dérivée de I équation au point z; qui est le centre des deux points zi.1 €t zj+1.

Les dérivées ordinaires prendront les structures suivantes en utilisant toujours les
différencesdiviseesd’'ordre 1 :

> Lapremiéredérivée
! dx x(tip1) — x(ti—1)
X (ti) - E (ti) = AL
> La deuxiéme dérivée
”(t ) — dz_x( ) x(ti+1) - 2x(tl) + x(ti_l)
dt? (At)?
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De laméme manieére, on peut calculer les autres dérivées d’ ordre supérieur.
I1.4.4. Discr étisation de |’ équation deréaction-diffusion

On propose d appliqué la différence finie pour approximer |’équation de réaction-

diffusion précédente, et pour cela on décompose le domaine d espace [0,1] en N intervalles

€gaux, correspondant a un pas de discrétisation Az = % :

ou(z,t) _ ou?(zt)
at . 9z2

Diffuson Reéaction

+ Au(zt) (I1.10)

L’ approximation de la dérivée premiere de u est donné par :

du(z,t) Wi Ui
dz 24z

Donc pour i=1 on aura:

ou(0,t) up;—up _
0z 24z

D'ou:
uz = uo
L’ approximation de la dérivée seconde de u est donnée par :

0u*(z,t) U — 22U U
9z2 ' (42)2

(I1.11)

On remplace (111.2) dans (111.1), on obtient :
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du(z,t) 1
ot Az

D’ou I’ éguation différentielle :

_ 1 2
o = gt + (1= 353)

Pouri=1,2.3,...,n
Onaura:

2

u1 Euz‘l‘(/l_
2

uz Eu?}‘l‘(ﬂ._

_ 2 2
Un-1 = 3z Un + (ﬂ - m) Un-1

Qu’en peut écrire sous forme matricielle suivante:

1
Uu; + Eui_l

> [uipr — 2wy +uy 4] + Ay

o




Chapitre |1 Planification des trajectoires

[1.5. Résultats dela simulation

Pour simuler cet exemple, on prend N = 100, = 1m, «a = —0.25 e¢ 1 = —1 on obtient le

résultat de la figure 11.3. On constate que I’ évolution de la température au point z=0 suit la

référence désirée.

1 I I I

+  Trajectoire désirée
0.9

Evolution de la température [

0.8

I

0.7
0.6/ *
0.5

0.4+

Température (°C)

0.3+

0.2}

0.1

O | |

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Temps (s)

Figurell.3: Résultat de lasimulation de I’ exemple de réaction-diffusion.

50

On peut voir sur la figure qu aprées une période de temps a 0.68s la trgjectoire

d évolution de latempérature coincide avec latrajectoire désirée.
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[1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une des méthodes récemment développé pour
résoudre les problémes de la planification de trgjectoire basée sur I'utilisation des séries
formelle. Cette derniere a été illustrée en considérant |I'exemple réaction-diffusion dont

I’ objectif est d' imposer une trajectoire de référence au point z=0.

En deuxiéme lieu on a utilisé la méthode des différences finie pour discrétiser les
résultats de la simulation obtenus en vue de montrer une convergence de la trajectoire

contrélée verslatrajectoire désirée.

Dans le chapitre suivant, on considére la planification de trajectoires dans le cas d' une

équation de chaleur.

&
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[11. 1. Introduction

Un transfert thermique correspond au déplacement d'une température chaude, aussi
appelée énergie microscopique désordonnée, qui résulte de la rencontre dans l'air de

différentes particules créant une énergie thermique, plus communément appel ée chaleur.

La modélisation d'un probléeme physico-chimique, consiste en la formulation
mathématique des différents phénomenes intervenant dans le processus, sous forme

d’ équations aux dérivées partielles.

Dans ce chapitre on s’ intéresse a la planification de trgjectoire de I’ équation de chaleur

dont I’ objectif est d imposer une évolution de latempérature a une position bien définie.

[11. 2. Modesdetransfert thermique

Le transfert thermique est un processus complexe qui peut-étre réalise par la
superposition de trois modes fondamentaux : conduction, convection et rayonnement. Dans le
cas ou |I'un de ces trois modes dominant, les autres peuvent étre négligés, ce qui ssimplifie

considérablement | analyse du cas concerné.

> Conduction thermique

Le transfert de chaleur par conduction correspond a un transfert d'énergie interne di
aux interactions entre les particules qui constituent le systéme thermodynamique (exemple :
chocs de molécules dans les gaz, vibrations dans les solides cristallins, etc.). Il est présent
dans tous les corps, quelque soit leur état (solide, liquide ou gaz). On peut faire directement
I'expérience de ce mode de transfert en tenant a la main un barreau métallique, et en mettant
['autre extrémité au contact d'une flamme. Au bout d'un certain temps, on est obligé de |&cher

le barreau, pour éviter de se bruler [5].

=
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T1>T2
Solide 1 > Solide 2
] Chaleur Q )
Température Ty Temperature T»

Contact solide

Figurelll. 1 : Représentation schématique du transfert thermique par conduction.

> Convection

Ce mode de transfert est spécifique aux fluides. En plus du transfert de chaleur par
conduction toujours présent dans la matiére, il y a dans les fluides un transfert de chaleur
provoqué par |'écoulement du fluide, c'est a dire par le mouvement d'ensemble des particules
qui le composent. Ce phénomene est appelé advection : une masse de fluide qui se déplace
transporte avec elle son énergie interne. On peut donc définir la convection comme la réunion
de deux modes de transfert de chaleur : la conduction, qui seffectue al'échelle microscopique,
et I'advection, qui est de nature macroscopique [5].

Ts>Tf

2. Mouvement

Solide Fluide
4 Température Ts
Température Ts '
Molécules T
imé v
oriméesce [
mouvements
1. contact- A ) browniens
transfert de
chaleur

Figurelll. 2 : Représentation schématique de la convection.

> Rayonnement

Le rayonnement est un transfert de chaleur entre deux corps, séparés par du vide ou un

milieu transparent, par I'intermédiaire d'ondes électromagnétiques [5].
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Surface 1
T1

Chaleur Q2

Surface 2 I
2~ \ |
Figurelll. 3: Représentation schématique du transfert de chaleur par rayonnement.

[11. 3. Equation de conduction dela chaleur
> Lamodédisation del’ équation de chaleur

On suppose qu’une barre est composee d’un matériau homogene. La barre est placée
le long de I’axe des x et on va mesurer toutes les quantités (i.e. flux, température, ...) en
chague point x € R, comme une valeur moyenne le long d une couche qui est transversale a
I’axe des x. L’isolant entoure la tige sauf aux extrémités en x= 0 et x=| ou des conditions
frontiéres seront imposeées. Le transfert de chaleur dans un matériau homogene est semblable
a la diffusion des atomes dans un gaz. Pour simplifier, nous examinerons une situation
unidimensionnelle ou I’ on considére des quantités uniquement dans les directions paralléles a
X. Soit un tube métallique et a1 et gz sont les flux de la chaleur (quantité de chaleur par unité

de temps qui traverse la surface dans la direction x) [10]:

=l
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I solation thermiaue
A R Y A /A R N A
— > -
q>

q1
| solation thermiaue

«— Az

v

Figurelll. 4: Schématisation du transfert de chaleur.

Leflux de chaeur satisfait |a loi de Fourier :

B kaT
1= 0z

Avec k est la conductivité thermique et T latempérature.

Cette loi explique gque la conduction thermique est un transfert thermique spontané
d’ une région de température élevée vers une région de température plus basse. Ainsi le flux de
chaleur est proportionnel ala dérivée de la température par rapport & sa position suivant |’ axe
z.

D’apres la premiére loi de la thermodynamique, la quantité de chaleur AQ qui est
emmagasinée dans un matériau de densité p, de longueur Az, durant une augmentation de
température AT est :

AQ = c,pAzAT (111.1)
¢, - Capacité caorifique

Par définition la quantité de la chaleur qui entre dans la barre pendant un intervalle de temps
At est donc :

AQ = —(q2 — q1)At (I11.2)

&
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Qu’on peut écrire, en utilisant la définition de la dérivée, comme suit :

AQ = (A aq)A 111.3
Q= z5)At (111.3)

L’ application delaloi de Fourier pour I’ équation (111.3) donne :

AQ = —A 9 kaTA
Q= Zaz( az) t

Donc:

2

T

Des équations (111.1) et (111.4), il vient :

2

T
cppAzAT = Az k WAT

On divise les deux termes de cette derniére équation par AzAt, on obtient :

AT_ 02T
“Par = " 322

Ou encore :

oT  k 0°T

—= I11.5
0t c,p 0z ( )

On pose la quantité % = 1 qui représente e coefficient de diffusivité thermique (m?s?) qui
p

caractérise lavitesse de diffusion de la chaleur dans |e matériau.

=
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L’ équation aux dérivees partielles (I111.5) est I’équation de la chaleur qui dépend de deux
variables z (espace) et t (temps).

> Conditions aux limites et condition initial
Pour pouvoir résoudre ce probléme comme on a déja vue dans le deuxiéme chapitre on
a besoin de savoir comment la chaleur circule aux extrémités de la barre et nous devons

connaitre la répartition de latempérature sur la barre a un moment initial.

Si les extrémités de labarre sont parfaitement isolées, de sorte que le flux de chaleur a

travers les extrémités est égal azéro, alorsil faut poser

oT oT
—(0,7) =0 et —({1)=0
0z 0z

Et lacondition initiale est :
T(z,0) =Ty(2)

Donc on peut mettre e probleme sous la forme suivante :

or o°T =0 I11.6
ot 0z2 (I11.6)
il 0,7)=0 1.7
oz T (H1.7)
aT(l )=0 1.8
oz VT (I11.8)

Remarque

. Si les extrémités de la barre sont maintenues a latempérature fixe a zéro, on obtient :
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T(0,7) =0 etT(l,L7) =0
. Chacune de ces conditions aux limites peuvent étre non homogene (qui possede un
coté différent de zéro adroite), et nous pourrions, bien sir, avoir des conditions différents aux
extrémités (une extrémité isolée, |'autre tenue atempérature fixe).
[11. 4. Résolution de probleme dela planification
On veut que latempérature az = 0 suit latrgectoire décrit par |’ éguation suivante :
u™(0,t) =1+ 2t — t2 (111.9)

En premier lieu, on cherche a trouver I’entrée de référenceu” (1,t). Nous cherchons a

nouveau latrgectoire de référence de I'état complet sous laforme :

o)

k
W (2, 6) = Z a4, (D) % (I11.10)

k=0

Ou ay(t) sont des coefficients variant dans le temps a déterminer.
De (111.9) - (111.10), on constate que :

as(t) =u"(0,t) =1+ 2t — t2 (111.11)
Lacondition alalimite z = 0 donne :
a,(t) =uz(0,t) =0 (111.12)

L 'étape suivante consiste a substituer (111.10) dans (111.6) comme suit:
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(o] [09)

k 2

a k
D a® =57 a®

- k(k — 1)z*2
:Zak(t)%

k=2

o k—2

VA
= 2 %) =7

k=2

b k

VA
=) Gena®

k=0
Nous obtenons la relation récursive suivante :
Ap42(t) = a(t)

D’ aprésles équations (111.11), (111.12) et (111.14), on aurales résultats :

a, =1+ 2t —t?, a, =0,
a, =2 —2t, az; =0,
a, = —2, as =0
as =0, a =0 Pour

Celadonne latrgjectoire de |’ état de référence suivante :

1
u'(z,t) =1+ 2t +t2 + (1 — t)z? —EZ4

Pour z=1, on obtient le signal a appliquer a cette frontiére comme suit :

23
u"(1,t) =E+t—t2

(111.13)

(111.14)

i>6

=
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On note que la sortie correspondante a la trgjectoire de sortie de référence est unique s la

condition initiale est satisfaite par latrgjectoire de I'état, qui est u(z,0) = 1 + z% — %24

[11.5. Simulation de la trajectoire

Comme on a dégja vue dans le deuxiéme chapitre pour simuler un SPD il faut qu'on le

discrétise, le résultat est donnée sous laforme matricielle suivante :

L,

-2 2
1 -2
0 1
i 0
-0 0

=

0

0

0 0 0 017*™]

0 A Uz

1 0 : Usz

0 : :
. 0

: -2 1! :

o - 1 -2lu,l

+
Az?

2

14

Hly,

Les résultats de la simulation obtenus sont donnés par la Figure 111.5. L'évolution de la

température au point z = 0 est laméme que celle désirée.

20+

-30+

40}

Température (°C)

-60 -

-+ Trajectoire désirée
Ewolution de la température -

-80
0

Temps (s)

Figurelll.5: Simulation de latrgjectoire désirée et celle d’ évolution.
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[11. 6. Conclusion :

Nous avons vu que le phénomeéne de transfert de chaleur dans une barre satisfait
I’ éguation de chaleur. On a commencé par les différents modes de transfert, aprés on a passé a
la modélisation de I’équation de chaleur. La résolution de cette égquation permet donc de

mieux comprendre le concept de diffusion de chaleur dans les matériaux.

Dans la deuxieme partie de chapitre, on a abordé la planification de trajectoire pour

I’ éguation de chaleur.

Dans le chapitre suivant, on sintéresse a la planification de trgectoire dans le cas
d’ une équation aux dérivees partielles de second ordre en temps, en | occurrence I’ équation

d onde.

&
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Chapitre IV Planification de trajectoire de I’équation d’onde

IV. 1. Introduction

La propagation d’ ondes de toutes natures est I’ un des phénomeénes physique les plus
simple et les plus usuels auxquels nous sommes confrontés dans la vie courante (sons,
vibrations, vagues, télécommunications, radar) et méme a |I’échéle de I'univers (ondes
électromagnétique, de gravité) et celui de |I’atome (émission, spontanée ou stimulé,
interférence entre particules). Ce sont |I’émission et la réception des ondes qui constituent

notre moyen de privilége de connaissance du monde qui nous entoure.

L’ objectif de ce chapitre est de modéliser le phénomeéne de propagation d’ ondes et

de résoudre le probléme de planification de trgjectoires.

IV.2. Généralitéssur lesondes

V. 2. 1. Définition d’une onde

Une onde est la propagation d'une perturbation produisant sur son passage une

variation des propriétés physiques du milieu. Il est important de remarquer gue |'onde se

traduit par un transport d'énergie et non de matiere. Elle se déplace avec une vitesse

déterminée qui dépend des caractéristiques du milieu de propagation.

V. 2. 2. Définition del’équation d’onde

On appelle éguation d’ onde (linéaire) |” équation aux deérivées partielles d’ évolution,

du second ordre en temps (t) et en espace (2).

L'équation d'ondes est I'équation générale qui décrit la propagation d'une onde qui

peut étre représentée par une grandeur scalaire ou vectorielle [8].

=



Chapitre IV Planification de trajectoire de I’équation d’onde

IV.2.3. Typesd ondes
On rencontre essentiellement trois types d’ ondes :
> L esondes acoustiques

C'est-a-dire les ondes qui se propagent dans un fluide (eau ou air par exemple), et

sont le support de propagation du son.

FigurelV.1: Lesondes qui se propagent dans |’ eau.

FigurelV.2: Lesondes qui se propagent dans!’air.

> L esondes élastiques

Cest-a-dire les ondes qui se propagent dans un solide. L’inconnue est la

distribution du champ des déplacements dans | e solide.
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Onde S

Sens de propagation de 'onde

Figure V.3 : mouvement relatif au passage d’ une onde transversale

> L es ondes électromagnétiques

Ces ondes n’ont pas besoin du support matériel pour se propager (par exemple la
lumiére). Elles comportent a la fois un champ éectrigue et un champ magnétique oscillant
a la méme fréguence. Ces deux champs, perpendiculaires |I’un par rapport a |I'autre se

propagent dans un milieu selon une direction orthogonale (figure 1V .4).

La propagation de ces ondes s effectue a une vitesse qui dépend du milieu
considéré. Par exemple dans le vide, la vitesse de propagation est égale 23.10° m.s ™.

EA

champ électrique
champ magnétique

¢ célérité (mis)

& longueur d'onde (m)
T  période =hic (s)

T fréquence =1/T (Hz)

FigurelV.4 : Lapropagation des ondes €l ectromagnétique.

IV.3.Modédlisation del’équation d’ onde

Une application particuliere de modele numérique de la propagation des ondes
acoustiques c'est I'acoustique musicale. L’équation d onde ci-dessous décrit les petites
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vibrations transversales d'une corde éastique (comme une corde de guitare), ca
modélisation est réaliste.

Nous supposons que la corde est tendue et de longueur L et ses deux extrémités
sont fixes.

Lacorde vibre dans le plans x y occupant I'intervalle [0, L] sur |’ axe des x au repos
et que le point [z, O] dans la configuration de références se déplace vers (z, u (z, t)) au
tempst.

Nous supposons donc que le mouvement de la corde est entiérement dans le sens
transversal.

Aussi, nous supposons que la force de rappel interne de la corde sous tension est

tangente ala corde elle-méme a chaque point par T (z, t).

u(zt)
i Les déplacements de la corde
ny |7
g X
0| ™ L] i

Figure IV.5 : déplacement d’ une corde vibrante dans le sens transversal.

Nous écrivons n = n(z,t) pour laforce al'extrémité et 6 pour I'angle de ce vecteur

deforce avec I'horizontale. Nous avons alors :

nf +ni =T?*(zt) (IV.1)

AVec

n, = —T(z,t) cos(8) ,n, = —T(z,t)sin(6) (1V.2)

&
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En supposant qu’a | Z—LZL | « 1 chaque point, on a:

tan(6) = = (z,1) (IV.3)
Une approximation raisonnable est (6 faible)
cos(f) =1, sin(0) =tan(h) = Z—Z(z, t) (IV.4)
On obtient alors
n(z,t) = (-T(z,t), ~T(z,6) 2= (,1)) (IV.5)
De méme, laforce al'extrémité droite est :
n(z + Az, t) = (T(z + Az,t),T(z + Az, t) Z—z (z + Az, t)) (1V.6)
Ladifférence suivante :

T(z+ Az, t) —T(zt) (IV.7)

est (une approximation de) la composante horizontale de la force totale sur la corde
et

T(z+ Az, t) Z_Z (z+ Az, t) —T(z1t) Z—Z (z,t) (1V.8)

est (une approximation de) la composante verticale. Par hypothése, la composante
horizontale de I'accélération de la corde est égale a zéro, et donc les résultats de la
deuxiéme loi de Newton permettent d’ écrire :

T(z+ Az,t) —T(z,t) =0 (IV.9)
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Ains latension est constante tout au long de la corde a chague point dans le temps. Nous
supposons que la longueur de la corde ne change jamais dans la configuration de référence
(qui est égale a L), et donc il est logique de supposer que T est indépendant det aingi, a
savoir que T est une constante. L'application de la deuxieéme loi de Newton pour les
résultats des composantes verticales, on obtient :

fZZ +Ax

2
piTZ (z,t)dz = TZ—Z(Z + Az, t) — TZ—Z (z,t) (IvV.10)

fZ+AZ

T2 (2, 6)d V.11
T (2,0 dz (IV.11)
Ou p est la densité de la corde (en unités de masse par unité de longueur). Puisque cela est

vrai pour tous les x et Ax suffisamment petit, on obtient I'équation différentielle :

2 2
P =T23 0<z<Lt>0 (IV.12)

Nous remarquons gue I'égquation d'onde est homogene. Elle est souvent écrite sous laforme
suivante :

0%u 2 0%u

- 222=0, 0<z<Lt>0 (IV.13)

N T
Ou c? =-.
p
Dans notre exemple on prend ¢ = 1 on obtient :
0%u  9%u

ﬁ—§:0,0<Z<l,t>0 (|V14)

Dans le cas ou une force de corps externe est appliquée a la corde (dans la direction
verticale), I'équation devient :

0%u 2 0%u

proia flz,t), 0<z<Lt>0 (IV.15)

¢
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V. 4. Planification detrajectoires

Un systéme a parametres distribués modéisé par une équation d'ondes est

représenté dans I'espace d'état par le modéle donné ci-dessous, muni des conditions

initiales, et des conditions aux limites définis comme suit :

9%2u _ 0%u

atz  9z2
Lacondition initiale
u(0) =0
Soit la sortie de référence définie comme suit :
urz(0,t) = sin( t)

On doit chercher u” (z,t) I’ entrée de référence sous laforme :

k
VA
W@t = $hea %

Nous obtenons :

a, delacondition initiale (z =0)
a, =0, a,(t) =sin( t) = Imfe/ t}
Az = 4;(t)
Cequi donne

azk:()

(IV.16)

(IV.17)

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)

(IV.21)

(IV.22)
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o+ (t) = (. )*¥Imlel £} (IV.23)

Laréférence de l'éat est donnée comme suit :

. B ej t 2 (] Z)2k+1
u (Z’t)_lm{j k=0(2k+1)!}

Le probléme traite une fonction sinusoidale, pour ssmplifier les calcule on utilise cette

formule :

2k+1

. = a
sinh(a) = Z 2k + 1)!
k=0

Donc on peut écrire :

u"(z,t) =Im {ej]—tsinh(]' z)}

el t
=Im {—sin( Z)}

1

= =sin( z)sin( t) (IV.24)
Si on considere comme entrée la condition alalimite z=1, on obtient :
w(1,t) = 2 gin( ¢) (IV..25)

Pour programme |’ éguation d’ onde on doit suive les étapes suivante :

On considére le changement de variables suivant :




Chapitre IV Planification de trajectoire de I’équation d’onde

Zl =Uu
{ _du (1v.26)
Zz -_ E
Donc:
Z1 = 27y
o d*u d*u (Iv.27)
T

Pour simuler le modéle de I’ équation d’onde, on procéde par la méthode décrite dans le

chapitre Il (laméthode des différences finie).

2
Ondi scrétise%; avec |’ utilisation de la méthode des différences finie :

d?uy
dz?

— Un41—2UntlUn—q (IV 28)

n Az?

du Uit1—Ui—1
= o — = =
Onau(0)=0 — lz=0 e 0

= % =0 (1V.29)
Donc
U, = U (1V.30)
Onaura
U = %1& + A; Uy = Zy

o, b —uy = 2

Az? Az2 72 T pz2z 3 22

. 1 -2 1 .
u u, + U + u Z
3 Az2 2 Az2 3 Az2 4 23
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- 1 .
a2 =1 ¥ gzt F gzt = 2o

Z11] 0 0 .. . 01 0 .. .. o01[%171 10
Z12 0~ 0 000 1 0 =~ :ffAaz] |O

) . 0 " . 6 Zin

Zln 0 0 0 0 0 O 1 z
Zal=lg 5 O 0 0 o ol 2|+ |w
N AZZ  AZ2 : 1
1. 1 0 : :

o B - N T v

; 0o =~ =~ . 1 wo

: : I zz 0 O :

' — -2

_Z-zn | O e 0 Azz m O . aes ™ 0_ _Zzn_ 1

V. 5. Simulation detrajectoires :

Le résultat de simulation obtenu est donné par lafigure (1V.6).

Trajectoire désirée
Evolution de la corde

=0

déplacement a z

-2 |
0 5 10 15 20 25 30 35
Temps (s)

40 45 50

Figure IV.6 : Simulation de I’ équation d’ onde.
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Il est remarquable que la trgjectoire de I’évolution de I'équation d onde suit celle de la

trajectoire désirée avec erreurs raisonnables due aux approximations numeriques.

V. 6. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons modélisé le phénomene de propagation d’ ondes par

une éguation d’ ondes.

Puis nous avons résolu le probléme de planification de trgectoires. L’ approche
utilisée a permis de déterminer la commande a appliquer a la frontiére pour garantir une

certaine évolution dans I’ autre frontiére.

&
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Le travail présenté¢ dans ce mémoire porte sur la commande en boucle ouverte de
systetme a parametres distribués. L’objectif est de calculer la commande a appliquer pour
assurer un certain comportement a certaines positions. Ceci est appelé planification des

trajectoires.

Ainsi apreés avoir présenté¢ des généralités sur les systémes a parametres distribués,
nous avons expliqué c’est quoi la planification de trajectoires et la simulation en utilisant la
méthode des différences finis. Ensuite, nous avons étudié la planification de trajectoire dans le

cas des équations de chaleur et d’onde.

La méthode de planification de trajectoires étudiée est basée sur I’écriture de la
solution sous forme d’une série dont ’identification des coefficients temporels permet de

déduire la commande en boucle ouverte permettant d’assurer la poursuite de trajectoires.

Les exemples étudiés ont démontrés 'intérét de cette méthode et ses performances

sont montrées par simulation.

Comme perspectives du présent travail, on propose de s’intéresser a la planification de

trajectoires de d’autres systémes a parameétres distribués et a parametres variant.
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