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Résumé :

Dans le domaine de geénie civil, le milieu extérieur impose aux structures des charges
variables dans le temps a savoir : actions du vent, vagues, vibrations des machines et séismes.
Ces actions imposent aux structures des sollicitations de type dynamique et cyclique, et
I’évaluation de la réponse de la structure vis-a-vis de ces actions nécessite une bonne
connaissance de leurs comportements linéaire et non linéaire sous chargement monotones et

cycliques.

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons a 1’étude et a la modélisation des
comportements statiques non linéaires sous charges monotones et cycliques, des structures
planes en béton armé ainsi que des matériaux acier et béton les constituant. Dans cet objectif,
un modele numérique a été développé et implementé dans un programme de calcul dedié. Il
permet de calculer numériquement le comportement non linéaire de n’importe quelle structure
plane en béton armé en prenant compte les différents phénomeénes tels que la non linéarité du
comportement du béton, la plasticité du béton en compression et de 1’acier en traction, les
interactions acier-béton ainsi que I’endommagement et la dégradation des matériaux sous les
effets d’un cycle a I’autre. Le modele est valide en se basent sur des essais de référence

trouvés dans la littérature.

Mots clés : comportement, non linéarité, béton, monotone, cyclique, ossatures, modélisation

élément poutre.



Abstract:

In the field of civil engineering, the external environment imposes on the structures variable
loads over time, namely: action of wind, waves, vibrations of machines and earthquake. These
actions lead to dynamic and cyclic solicitations on the structures, and the evaluation of the
structure’s behaviour to these actions requires a good knowledge of their non-linear behavior,

both monotonic and cyclic.

In the framework of this work, we are interested in the study and the modeling of the
nonlinear static behavior under monotonous and cyclic loads, of the reinforced concrete plane
structures as well as the constituent’s materials: steel and concrete. For this purpose, a
numerical model has been developed and implemented in a dedicated computing program. It
allows the numerical calculation of the nonlinear behavior of any reinforced concrete plane
structure by taking into account different phenomena such as the non-linearity of concrete
behavior, the plasticity of concrete in compression and the steel in tension, steel-concrete
interactions as well as the damage and degradation of materials under the effects of one cycle
to another. Based on reference tests found in the literature, the model has been compared and
validated. Interactions as well as the damage and the degradation of the materials under the

effects of one cycle to another.

Key words: behavior, nonlinearity, concrete, monotonic, cyclic, frameworks, beam element

modeling.
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INTRODUCTION GENERALE

Sous I’action des sollicitations de type sismique, le comportement des structures en béton
armé peut subir une large incursion hors du domaine linéaire. Par ailleurs, les actions

sismiques imposent aux structures des sollicitations cycliques et dynamiques.

Par conséquent, I’évaluation de la réponse des structures en béton armé, sous des actions de
type sismique, nécessite une bonne connaissance de leurs comportements non linéaires aussi

bien monotones que cycliques.

Le calcul des structures en béton sous charges monotones est relativement connu et compris
au niveau théorique et réglementaire. Dans le cas d’un chargement cyclique, le comportement
est trés complexe en présence de la plasticité et du comportement fortement non linéaire du
matériau en présence des non linéarités matérielles et des phénomenes de fissuration qui
apparaissent en plasticité. De ce fait les modéles analytiques et les solutions réglementaires
sont inexistants. Seuls les modeles numériques basés essentiellement sur la méthode des
éléments finis et utilisant des lois de comportement contraintes déformations rigoureuses
peuvent aider a comprendre le comportement de ces structures. D’ou I’intérét porté a ce projet

de recherche qui est I’objet de la these.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse a I’étude et a la modélisation des comportements
statiques non linéaires, monotones et cycliques, des éléments des ossatures en béton armé

ainsi que des matériaux acier et béton les constituant.

L’objectif principal est de développer un outil numérique efficace pour modéliser le
comportement en flexion des structures en béton armé en prenant en compte le comportement

non linéaire sous charges de flexion monotones ou cycligues.

Dans cette modélisation, on tient compte des non linéarités matérielles qui englobent les
comportements non linéaires des matériaux aciers et béton et le phénomene de fissuration. Le

présent travail portera essentiellement sur des structures en béton arme.

La présente étude est limitée a la modélisation des structures planes avec des sections minces
dont le comportement n’est pas influencé par 1’effort tranchant et pour lesquelles les non-

linéarités geomeétriques ne sont pas considérées.
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Le rapport de thése est structuré comme suit:

- Le chapitre 1 débute par une synthése bibliographique sur les travaux relatifs a la
modélisation des comportements non linéaires monotone et cycliques des matériaux
béton et acier, ensuite, un apercu sur le calcul non linéaire des structures en béton
armé est présenté avec les différents phénomenes liés a cette non linéarité.

- Dans le chapitre 2, nous avons développé une formulation détaillée pour la
modélisation du comportement en flexion d’un ¢élément poutre plane multicouches a
deux nceuds, trois nceuds et a quatre neeuds, en se basant sur I’hypothése de Navier —

Bernoulli.

- Dans le chapitre 3, nous avons présenté la procédure de calcul numérique pour la
résolution non linéaire, les méthodes d’intégration numérique ainsi que les modéles de

comportement non linéaire monotone et cyclique des différents matériaux utilisés.

- Le chapitre 4 est consacré a la présentation du programme informatique élaboré en
fortran 90, permettant la simulation numérique du comportement non linéaire

monotone et cyclique des ossatures planes en béton arme.

- Le chapitre 5, porte sur la validation de la modélisation développée dans le cadre de
notre étude et cela par la simulation numérique des exemples expérimentaux existant
en littérature et la comparaison des résultats obtenus par notre programme avec les

résultats de ces essais.

- Une conclusion générale des résultats obtenus ainsi que les perspectives possibles a

donner a ce travail cl6tureront le rapport.



Chapitre | :

Revue Bibliographique.

1. Introduction :

Le calcul des structures en béton sous charges monotone est tres abordé au niveau théorique et
réglementaire. Mais dans le cas des charges cycliques, le calcul des structures au niveau
théorique ou réglementaire est trés complexe pour ne pas dire impossible. Dans le cas des
structures en béton, le calcul est encore plus complexe en présence des non linéarités
matérielles et de la fissuration. Seuls les modeles numériques comme ceux basés sur la
méthode des éléments finis peuvent étre efficaces et aider la compréhension du comportement
de ces structures. La modélisation d’une structure par éléments finis nécessite les étapes
suivantes : le choix d’une échelle de description a laquelle le calcul doit étre realiste et
efficace, la modélisation des différentes matériaux constituant la structure et enfin la mise en

ceuvre numérique dans un code de calcul par élément finis.

Afin de mieux situer notre travail, nous allons présenté dans ce chapitre les différentes
modélisations du comportement cyclique et monotone des matériaux acier et béton, ensuite,
une bréve présentation des differentes méthodes de calcul non linéaire des structures ainsi que
les phénomeénes liés a cette non linéarité et enfin un apercu sur les différentes travaux

consacrés a la modélisation des structures en béton armé existant en littérature.
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2. Comportement non linéaire des matériaux :

Les structures se déforment sous I’action des forces extérieures qui leur sont appliquées, mais
diverses structures ne différant que par le matériau qui les compose peuvent avoir des
comportements trés distincts sous des charges identiques : certains cassent, d’autre changent
irrémédiablement de forme, d’autres encore se déforment plus ou moins mais retrouvent leur
forme initiale aprés suppression du chargement pour cela on doit connaitre d’abord leurs

comportement et les lois qui les traduisent.

Le béton armé est un matériau composé d’acier et de béton, deux matériaux aux réponses
mécaniques tres différentes quand ils subissent des deéformations, surtout en traction. Il est
alors nécessaire, de bien assimiler les théories développées et les lois considérées dans la

définition du comportement de chacun de ces matériaux.
Ces lois sont exposées ci apres.
2.1. Béton:
2.1.1. Comportement monotone :

Le béton est un matériau hétérogéne, il montre un comportement hautement non linéaire

différent en traction et en compression.
2.1.1.1. Comportement en compression :

La résistance en compression du béton est déterminée en utilisant des essais de compression
uni-axiale sur des éprouvettes cylindriques normalisées (16 x 32 cm). L’allure générale de la

courbe contrainte déformation est donnée par le diagramme illustré par la figure 1 :

“z10" ER T

Figure 1: Comportement de béton en compression uni-axial (Ghannoum [47]).

On distingue les phases suivantes :
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la déformation croit de fagon linéaire jusqu’a environ 30% de la contrainte ultime.

entre 30% et 100% de la contrainte ultime, la courbe s’incurve et le comportement
devient non -linéaire. Ceci correspond a 1’apparition puis au développement des

fissures verticales dans 1’éprouvette.

L’atteinte du pic définit la contrainte ultime qui caractérise la résistance du béton a la

compression. Elle correspond a une déformation de 1’ordre de 2 %o.

La rupture se produit au dela du pic avec fissuration verticale et écrasement de
I’éprouvette. Une légere augmentation des déformations observée et la rupture totale

est produite pour des déformations de 3.5%o.

2.1.1.2. Comportement en traction :

La résistance est mesurée, soit par un essai de traction directe, soit indirectement par un essai

de fendage ou de flexion. Dans un essai de traction directe, la courbe contrainte — déformation

a I’allure présentée par la figure 2, d’apres Terrien [117] on distingue les phases suivantes :

avant le pic (o <fi), le comportement est presque linéaire (ft : la limite de traction).
une légére non -linéarité apparait a I’approche du pic correspondant a la décohésion de

quelques liaisons a I’interface pate — granulat et a la propagation des microfissures.

I’aprés pic ou la contrainte chute brutalement avant de se stabiliser, les déformations
peuvent continuer a accroitre (apparition des déformations résiduelles dues a

I’hétérogénéité du matériau).

Le béton est un matériau fragile en traction. La résistance en traction est tres faible par rapport

a celle de compression. Le rapport entre la résistance a la traction et la résistance a la

compression varie généralement de 0,05 a 0,1. Ce rapport varie alors entre 10 et 20. Le

module d'élasticité sous traction uni-axiale est un peu plus élevé et le coefficient de Poisson

quelque peu plus bas que dans la compression uni-axiale.
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Figure 2 : comportement de béton en traction simple Terrien [117].

Pour approcher les divers aspects de la réponse du béton un grand nombre de lois de
comportement ont été proposées a savoir : Picard [95], Collins et Mitchell [25], EImorsi
[33], Said et al [107]. Dans le cadre de la présente étude, vu le nombre important des modéles

existants en littérature, nous avons retenu celle de :

- Sargin [110] et CEB [20] pour le béton en compression.
- Grelat [50], Vecchio [121] et Quast [96] pour le béton en traction

2.1.2. Comportement cyclique :

L’effet des chargements cycliques sur le béton est principalement associé, au niveau
microscopique, par le développement de la microfissuration et plusieurs phénomenes
connexes (effets de frottement entre les surfaces des microfissures qui empéchent leur re-
fermeture compléte aprés déchargement, endommagement de I’interface pate-granulat,
notamment par abrasion des granulats). Ces endommagements microscopiques se traduisent
par des modifications au niveau des propriétés macroscopiques, soit par une diminution de la
rigidit¢ et de la résistance ainsi que par [’apparition de déformations permanentes
irréversibles. Ces phénomenes doivent étre pris en compte dans 1’élaboration d’une loi de

comportement incluant I’endommagement du béton.

Il existe une littérature trés abondante a propos de lois de comportement cycliques du béton.

Quelques modéles sont décrits ci-dessous.
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2.1.2.1. Sinhaetal [115] :

En modélisant le béton, Sinha et al ont tenté de modéliser le béton soumis aux charges
cycliques répétées de compression (figure 3). Ont développé une équation polynomiale du
second degré pour la courbe enveloppe, une équation parabolique du second degré pour la
courbe de déchargement et une droite pour le rechargement. Quatre constantes expérimentales

et deux parametres sont nécessaires pour définir le comportement cyclique du béton.

o®
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Figure 3 : Courbes expérimentales contrainte - déformation sous chargement
cyclique SINHA [115].

2.1.2.2. Karsan et Jirsa [65] :

Les auteurs ont fait une investigation expérimentale sur des poteaux rectangulaires courts
soumis a des charges cycliques répétées de compression (figure 4). Le modéle développé
donne une relation exponentielle entre la contrainte et la déformation pour la courbe
enveloppe et des équations paraboliques du second degré pour les courbes de déchargement et

de rechargement.
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Figure 4 : Courbe cyclique charge - déformation KARSAN [65].
2.1.2.3.  Seckin[111]:

Seckin a mené un projet de recherche sur le comportement poutre-poteau assemblées. La
figure 5 montre une représentation schématique du modele proposé pour comportement

cyclique du béton.

1| I——

Ny
|
|
|

CONTRAINTE

L
o

DEFORMATION

Figure 5 : Model mathématique du béton propose par Seckin [111].

Le modéle se base sur hypotheses suivantes :
1. La résistance a la traction du béton est négligeable.
2. les courbes de rechargement sont représentées par des lignes droites.

3. La courbe de chargement monotone est une limite supérieure aux courbes de rechargement.
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4. Le point de contrainte-déformation de la courbe enveloppe au moment du déchargement
définit la courbe de déchargement. L'accumulation de déformations plastiques se produit

uniquement a partir de la courbe enveloppe.

Les courbes de déchargement, exprimées sous forme polynomiale, ont été dérivés en
considérant les conditions aux limites de I'apparition de déchargement a partir de la courbe
enveloppe et a la fin du déchargement. La contrainte de déchargement est calculée comme
suit:
|{ (Eo — E)(e— &)
—E,(e—¢&))
=E(e—g)+G(e—g)V avec{ fr= B G
fC 1( 1) ( 1) - ﬁ —Eo(g —51)
l (e—e)"(A-N)

La variation des modules d’élasticité en fonction des déformations obéit aux relations

N =

(D

suivantes :
{El = Eo(l - 0.787%41) Sl 87" < 260 (2)
El — O.O71E0 Si ((:T 2 280 WEs mEs sEs EEE EEE EEE EE® EAW wAE EEE oW
f
& =(n—060)g =0 e vee e e .. (3)

Une relation linéaire plus simple de rechargement a été adoptée, et modelé comme suite:

7.5E,

fe=E,(e—&) Ou Ez=m

. (4)
Les termes utilisés dans les relations (1-3) sont :

&, . est la déformation plastique.

& . est la deformation a la contrainte maximale.

&, . Déformation de déchargement a partir de la courbe enveloppe.

f. : Contrainte du béton.

fr : Contrainte de déchargement.

E, : Module d’élasticité initial du béton.

E; : Rigidité de déchargement a la contrainte nulle.

E, larigidité de la courbe rechargement.
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2.1.2.4.  Yankelevski et Reinhardt [127] :

Ces auteurs ont développé un modéle basé sur la construction géométrique ou la
décharge se fait de la courbe enveloppe. A la fin du rechargement, la courbe rejoint la courbe
enveloppe (figure 6). Les auteurs ont developpé des modéles unidimensionnels séparément

pour le fbéton en compression et en traction basés sur les propriétés géométriques du béton.f

v :8 . us 2 —— Expérmental
10 —— enveloppe
I S -3, ] I (O Model proposé

06

04 - "/ A s ara 4 %L:: o, Y
r' AL o e Wl / f
02 / "‘ ‘,/l " £ . o - . ': " 0 v I .

(a) (b)

Figure 6 : Comparaison du modele [YANKELEVSKI [126] avec les essais de (a)Karsan
et Jirsa [65] et (b) Sinha et col [115].

En compression, le modele détermine un ensemble de six points focaux qui permettent de
reconstitueré les branches linéaires pour le déchargement et le rechargement. Ces points
focaux sont uniquement dépendants de la contrainte maximale en compression du béton, et
sont situés le long de la tangente du module initial. Ce modeéle est pratique pour visualiser
graphiquement le comportement unidimensionnel du béton sous chargement cyclique en
compression. La figure 7 montre les procédures graphiques utilisées pour former un ensemble
de réponses déchargement et de rechargement dans un systéeme de coordonnées uni-axiales

contrainte-déformation.

-10 -
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Figure 7 : Schéma des points focaux, Yankelevsky et de Reinhardt (béton en

compression) [127].

Ce modeéle sert plus comme un outil graphique. Il est difficilement exploitable numériquement

par un modele élément fini.

La méme procédure a été utilisée pour décrire le comportement du béton
soumis a une traction cyclique. Le modele a été formulé dans le systeme de coordonnées
déplacement-contrainte, Sept points focaux, placés le long de la tangente a la courbe
enveloppe, ont été définis et considérés dépendants de la résistance a la traction du béton.
Comme dans la compression, les branches linéaires décrivent le dechargement et le

rechargement en traction. La figure 8 montre le model des points focaux.

-11-
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Figure 8 : Schéma des points focaux, Yankelevsky et de Reinhardt [127] (béton en

traction).

Le modéle ci-dessus fournit un excellent outil graphique. Il capture les dommages
causés par I’effet de rechargement sur le béton, et considére la fermeture de fissures. Dans ce
dernier cas, le béton subit des forces de compression avant que les fissures ne soient
completement fermées. Cependant, la mise en ceuvre de ce modele dans un algorithme par
éléments finis peut étre délicat compte tenu des nombreuses réponses linéaires nécessaires
pour capturer le comportement cyclique global. Le modele de point focal, décrivant le
comportement cyclique du béton, peut-étre non propice a la programmation des éléments finis
mais offre une représentation graphique simple du comportement complexe du béton sous

chargement cyclique.
2.1.25. Modele BENMANSOUR [17] :

Benmansour a développé un modele de comportement cyclique du béton basé sur la théorie
de I’endommagement, sur la mécanique des milieux continus et la thermodynamique des
processus irréversibles .Ce modele tient compte des déformations résiduelles et de la perte de
raideur due a la fissuration. Une amélioration importante pour I'application du modéle a été de

définir une méthode d'identification des parameétres a partir des données physiques obtenues

-12 -
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dans les essais classiques de contrle du béton et d'une expression analytique de la loi de

comportement d'usage courant.
- Contrainte positive (Compression):

La déformation positive liée a une contrainte positive est associée a un état de compression,

La loi contrainte - déformation s'écrit :

BefeDe(1 - D)

o=¢E,(1-D,) — D.— ..(5
0 c :BCfC c (1 _ Dt) ( )
Cette relation peut se mettre sous la forme :
o, = €Ey(1 —D,) la partie élastique non linéaire
o =0,— 04, avec: BefeDe(1 — D) (6)

Oan = B.f:D. — a-D) la partie anélastique de la contrainte
t

- Contrainte négative (Traction):

L'état de traction du béton est associé a la contrainte négative quel que soit le signe de la

déformation. La loi contrainte - déformation s'écrit :

BcfeDc(1 = Dy)

o=¢E,(1-D,) — D, — (7
De la méme fagon, elle peut se mettre sous la forme :
o, = €Ey(1 — D) ..la partie élastique non linéaire
0 = 0, — 04y avec: BefeDc(1—Dy) €)

Ogn = BefeDr — a-DJ .la partie anélastique de la contrainte
Cc

Dans les relations ci-dessus, onze paramétres sont nécessaires pour caractériser le
comportement du béton en compression et en traction. lls sont classés en quatre groupes, a

savoir :

- le paramétre d'élasticité E, (module d'élasticité a 1’origine),

- les résistances de compression et de traction, f; et f. ,

- les paramétres d’anélasticitéf, et S; .

- les parameétres caractérisant les variables d'endommagement D, et D; :
» detraction: a;,b; et Yy, ,

» de compression : a., b, et Y,

-13 -
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On doit noter que les parametres B. et B, permettent de décrire les évolutions des
déformations permanentes, respectivement, en traction et en compression. Ils peuvent étre
identifiés sur des essais cycliques répétés, respectivement, en traction et en compression. Ces

parametres apparaissent dans la partie anélastique de la deformation.
Dans le cas général on adoptera : g, = let B, = —0.1

Aussi, pour calculer le seuil d'endommagement en traction, Benmansour a considéré que

I’endommagement ne débute que si la contrainte atteint 95% de la résistance a la traction.

_ A+ 1918
Ot - 2E0 an owww

(Y = Yot,O' = 0'95ft et Dt = O) - ..(9)

Pour la détermination du seuil d'endommagement de compression, il a utilisé la loi de Sargin
des Reégles BPEL 91 et la droite tangente a l'origine pour déterminer la contrainte limite

d'élasticité linéaire avec un seuil de non-linéarité de 2% :

o2 + 2B.f.0
(Y=Y, ,0=0,etD,=0) —>YOC=9TM”..........(10)
0

L'identification des parametres a., b., a; et b, nécessite I'utilisation du modele soit en traction

soit en compression monotones (enveloppe des cycles) appliqué a un cylindre.

L'ajustement de a. et b, se fait jusqu'a ce que les valeurs obtenues pour la résistance a la

compression et la déformation correspondante coincident avec celles déterminées par les

Regles BAEL 91 ou par des essais. La détermination de a; et b, se fait en ajustant les valeurs

données par le modéle pour la contrainte au pic de traction et sa déformation correspondante
coincident, respectivement, avecf; et f;/E,

(7--1) (=-1)

D, = oL et D, = S e (11)

a + (- )" .+ (ge - )"

be bc
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Figure 9 : Courbe Contrainte-déformation model-essai [17].
2.1.2.6. BahnetHsu [13]:

Bahn et Hsu ont mené un programme expérimental pour examiner I'effet des cycles
aléatoires en compression sur le comportement des éprouvettes en béton. Cette recherche a
consisté a tester 18 cylindres de béton (76 x 152 mm), et de proposer des modeles pour les

conditions générales de chargement du béton en compression. D’aprés les tests réalisés, ils ont
confirmé ce qui suit :
1. La courbe enveloppe pour le chargement cyclique peut étre représenté par la courbe

de chargement monotone.

2. Les déformations résiduelles sont en fonction de la déformation de déchargement, et
une augmentation de déformation de déchargement provoque a peu prés la méme

augmentation de déformation résiduelle accumulée.

3. Les lignes de déchargement et de rechargement ne coincident pas. La pente moyenne
de la courbe de déchargement et de rechargement est inversement proportionnelle a la

déformation plastique. Cela suggére qu'il ya dégradation de la rigidité.

Des formules semi-empiriques ont été proposées sur la base des résultats des tests

expérimentaux et de vastes simulations numériques et géométriques pour capturer le

-15-
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comportement global de béton. Pour définir les deformations plastiques, une expression

parabolique a été adoptée, comme suit, en fonction des données expérimentales:
2 €197 L USRI ¢ b §)

Ou: Sy, est le rapport de la déformation plastique.

S.. Le rapport de la déformation de déchargement sur la courbe enveloppe,

¢, Coefficient de la deformation plastique.

n, est I’ordre optimal pour le type de I’équation proposée.

Sur la base des données de test, les valeurs ¢, = 0.3 et n,, = 2 ont été retenues.

La courbe de déchargement a été modélisée en adoptant une fonction de puissance de type

linéaire. La contrainte de déchargement est calculée a partir de:

S—5,\"™
Unio = Upu-kcu(Umi—-Ubu)<§——i?§—> N ¢ V)
eu P

Ou Uy, est le rapport de la contrainte sur la courbe de déchargement,

U, : Enveloppe de rapport de la contrainte de déchargement,

Uy - Rapport de la contrainte de déchargement partiel,

S : rapport de la déformation sur la branche de déchargement,

S0 . Rapport de déformation de déchargement sur la courbe enveloppe,

c, . Parametre de déchargement égal a 0.95 et n,, est un terme de puissance pour refléter la
courbure de déchargement et est calculé comme :(1 + \/S_p).

Pour formuler une réponse rechargement, une relation linaire a été supposée et calculé

comme suit:

S-S r
Urelo = Uppu + Cr(Uerpu - Uppu) <ﬁ) s s (13)
erpu ppu

Ou U,y : est le rapport de contrainte sur la courbe de rechargement,
Uppu: Le rapport de contrainte partielle de déchargement ou le rechargement commence.
Uerpu - €St le rapport de contraintes de rechargement de I'enveloppe considérant des effets du

déchargement partiel,
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Sppu - Rapport de la déformation partielle de déchargement.

Serpu - Rapport de la déformation de rechargement.

Le coefficient de rechargementc, = 1, et le terme de la puissance n,, = 1 pour refléter la

réponse linéaire supposé.

La figure 10 montre graphiquement la réponse des formulations ci-dessus, considérant {le cas

plus général du déchargement partiel et du rechargement partiel.|

Le modeéle proposé par Bahn [13] est en excellent accord avec les tests de cylindres menés
dans le cadre de la recherche, et avec des cylindres testés ailleurs. Le modele a également
examiné le cas général de déchargement partiel et rechargement partiel.
Cependant, les formulations ont été fortement influencées par I'histoire de la contrainte
précédente, ainsi la courbe enveloppe peut affecter les résultats. En outre, de vastes
simulations graphiques étaient réalisees pour modéliser le comportement cyclique global du
béton, ce qui peut ne pas refléter le comportement réel. Les nombreux tests effectués
fournissent des données indispensables pour modéliser le cas genéral de déchargement partiel

et le rechargement partiel couramment ignorées dans la plupart des modeles.

Contrainte normalisé (U)

Déformation normalisé (S)

Figure 10 : Courbe de déchargement et rechargement Bahn et Hsu [13].
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2.1.2.7.  Palermo et Vecchio [89] :

Les auteurs ont présenté des formulations constitutives pour le béton soumis a un chargement
cyclique inversé compatible avec la méthode «compression field approach ». Les
caractéristiques de la modélisation comprennent: le déchargement non linéaire en utilisant une
formulation de Ramberg-Osgood, le rechargement linéaire qui comprend la dégradation de la
rigidité de rechargement sur la base de la quantité de déformation récupérée pendant la phase
de déchargement.

La réponse en compression proposé par Palermo est illustrée dans la Figure 11 a,b. Ces
courbes illustrent les réponses de déchargement et de rechargement en compression, La forme
de la pente de la réponse du déchargement et du rechargement sont en fonction de la
déformation plastique 7. Cette derniére est utilisée en tant que paramétre pour définir le
chemin de déchargement et pour déterminer le degré de I’endommagement du béton due au

chargement cyclique.

£,

Courbe enveloppe

Courbe enveloppe

o max
S — —]
rec
1
[
('n

(b)

Figure 11 : Modeles d'hystérésis de béton a la compression : (a) déchargement ; et (b)

rechargement [89].

En outre, la courbe de réponse en traction est décalée de telle sorte que son origine coincide
avec la déformation plastique de compression. La formule déformation plastique proposée est

décrite comme suit :

2
& &
ef =,10.166 =) +0.132( )] s e (14)
‘ P €p &p
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Ou : g, : deformation correspondante au pic des contraintes;

&, + la premiére déformation de déchargement sur la courbe enveloppe.

Pour dériver une expression capable de décrire la branche de déchargement du béton, une
formulation de Ramberg-Osgood [99] similaire a celle utilisée par Seckin [111] a été adoptée.

La forme générale de la courbe de déchargement du modéle proposé est exprimée par :
f.(Ae) = A+ BAe + CAeN ... ... ... ... ...(15)
Ou f. : contrainte du béton sur la courbe de déchargement,

Ae : Incrément de déformation, mesurée a partir de la déformation instantanée sur le trajet de

déchargement jusqu'a la déformation de déchargement,

A, B, et C sont des parametres utilisés pour définir la forme générale de la courbe, et N: terme

de puissance de Ramberg-Osgood.

L'application des conditions aux limites de la Fig.11 (a) :

(Ec3 - ECZ)AEN

N(e? - eZC)N_1

fC(Ag) = f2c + ECZ(AS) + N = (ECZ B Ec3)(€£ _ 82(1) e (16)

B fcz + ECZ(SZ‘) - SZC)

Ae = ¢ — ¢y,
] u

Ou ¢ : est la déformation instantanée du béton,

La rigidité initiale de déchargement E, est attribuée une valeur égale a la rigidité initiale du
béton E., la rigidité de déchargementE.;, qui définit la rigidité a la fin de la phase de

déchargement est celle adopté par Seckin [111] 0,071 E..

foe Est la  contrainte calculée a partir de la courbe a e=¢,

Les auteurs ont modélisé la courbe de rechargement par une réponse linéaire comme font la
plupart des chercheurs. Par contre, ils ont pris en considération une caractéristique importante
géneralement ignorée par les chercheurs, a savoir la dégradation de la rigidité de

rechargement résultant du chargement cyclique.

Ils ont déterminé la réponse du rechargement par :

fo = fro + Eci(€c = €10) v vvevee o e (17)

Ou f, et &, notent la contrainte et la déformation sur la courbe de rechargement;
fro €st la contrainte du béton au rechargement et correspond a une déformation &,

E ., est la rigidité rechargement, donnée par :
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1
( ) Ba = T o10(en )0.5 forle.| < |&p|
— . & &
Ey = Bdf"‘aj - fro u [ ..(18)
2 ro I ﬁd = 06 fOT' |gc| > |gp|
\ 14 0.175(gyec/€p)
et Erec = Emax — Emin v v wee wer wee wee - (19)

1.0

Experimental

3.5

Figure 12 : Comparaison du modéle proposé par les résultats expérimentaux [89].9

Le modeéle Palermo saisit généralement le comportement du béton sous chargement de
compression cyclique. Par contre, une attention moins importante a été attribué au
comportement en présence de la traction cyclique. Par conséquent, Le modele proposé en
traction suit la philosophie employée pour modéliser le béton sous des chargements cycliques
de compression. La figure 13 (a) fet (b) illustrent les réponses du déchargement et du

rechargement respectivement.
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o

v7,

LR ,__}

3, e/,

" Lerecen

Yo

(b)

Figure 13 : Modeéles d’hystérésis de béton en traction : f(a) déchargement ; Yet (b)
rechargement PALERMO [89].

Dans le modéle proposé en traction, la déformation plastique ¥ est utilisée pour définir la
forme de la courbe de déchargement, la pente de la courbe de rechargement. Celle-ci est
exprimée en fonction de la déformation de déchargement de la courbe enveloppe ¢;.. La

relation suivante est utilisée :
el = 146€2. 4+ 0.52351 e e cvv vev v ... (20)

En raison des cycles de traction. Palermo [89] a formulé une expression non linéaire pour le
béton, qui est capable de générer des boucles d'hystérésis réalistes. Pour obtenir un modele
cohérent avec l'approche dans le domaine de la compression, il a utilisé la formulation de

Ramberg-Osgood [99], similaire a celle utilisé pour le béton en compression :
fo =D+ FAc+ GAeN ............ ... ... (21)
Ou : £ est la contrainte de traction dans le beton, Ae est I'incrément de déformation.

D, F, et G sont des parameétres qui définissent la forme de la courbe de déchargement, et N

est un terme de puissance. Ces termes décrivent le degré de non-linéarité de la réponse.

En appliquant les conditions aux limites de la figure 13 :
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fe(Be) = fic + Ecs(Ae) +

(E E.)AeN Ae =&g,.—¢

— €
= = N-1| Uy = (Ecs — Ece)(€1c - Ef) ...(22)
N(Elc - 5?) o

Ecs(glc - Ef) - flc

fic est la contrainte de déchargement a partir de la courbe enveloppe, et E_ est la rigidite
initiale de déchargement, affectée d’une valeur initiale égale a E.. La rigidité de
déchargement E_, qui définit la rigidité a la fin de la phase de déchargement, a été déterminee
a partir de données communiquées par Yankelevsky et Reinhardt [127]:

{Ec6 = 0.071E.(0.001/&;,) . ... ... £10 < 0.001
E.e = 0.053E,(0.001/&;,) v..ove oo £y > 0.001 770

La contrainte de rechargement est calculée a partir de I'expression suivante :

fo = Betfmax — Eca(€1c — €2) vev vvn e (24)
ou: Egy = (ﬁtti’taj)t:otﬂ" e (25)

f. est la contrainte de traction sur la courbe de rechargement et correspond a la déformation
de &.. E4 est la rigidité de rechargement, S; est un indicateur d’endommagement a la traction,
tfimax €St la contrainte de déchargement, et tf,, est la contrainte dans le béton au
rechargement correspondant a une déformation de t,,. Le paramétre S, est calculé a partir de

la relation suivante :

1
be=117 15(e,,o)025 O Erec = Emax ™ Emin v o (26)
- rec

&0 €St la déformation récupérée au cours d'une phase de déchargement. C'est la différence
entre la déformation de déchargement &,,,, et la déformation minimale au début de

déchargement ¢,,,;,,, qui est limitée par la déformation plastique.
2.1.2.8. Aslani Farhad [12] :

Un modele de contrainte-déformation hystérétique est développé pour le béton avec
I'intention de fournir une modélisation efficace pour le comportement de la structure du béton
dans les régions sismiques. Le modele proposé est basé sur les résultats des études
experimentales et analytiques précédentes. Le modele pour le béton soumis a une charge
monotone et cycliqgue comprend quatre composants en compression et en traction, une courbe
enveloppe (pour le chargement monotone et cyclique), une courbe de déchargement, une
courbe de rechargement et d'une courbe de transition. Les formulations pour le déchargement

partiel et les courbes de rechargement partielles sont également présentées.
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- Courbe enveloppe :

La courbe enveloppe proposée en compression est basée sur le modele de Carreira et Chu
[21], tel que donné par les équations :

o nle/e) n=ny =[1.02 - 1.17(Ee/E)] " sie. < & @
i n—1+ (/e )" n=n, + (a+28b)sie. > ¢,
Ou:
(a =3.5(12.4 — 1.66 x 1072f,)~046
b = 0.83exp(—911/f,)
Esec = fcl/gé
— "\0.5
< E, = 3320(/fc) + 6900 e (28)
= ()5
< \E.J\Wr—-1
£
- Courbe de déchargement :
€ = O-‘U.TL
. 1= - =

_ 1- [(Ec - gun)/(gpl - Eun)] L2 o P u 'Er (29)

© N1+ 1.2[(ec — eun)/ (p1 — €un)] un E - (oun/Ecec) +0.57\
L7\ (eun/ed) + 057
- Courbe de rechargement :
E. = Oro — Onew
0. = 0pp + Ec1(ec — &) OU °t €ro ~ €un ...(30)

.5
Onew = Uun[l - O-Og(gun/gro)o ]

L'équation proposée pour la branche de déchargement comprend les caractéristiques
moyennes des courbes de déchargement obtenues expérimentalement, tel que la
courbure de la courbe de déchargement, la raideur du décharge initial, la rigidité du
déchargement final et le rapport de contrainte de déformation plastique de
déchargement. La figure 14 montre la réponse du béton en compression proposé par

Aslani [12] et superposé sur celle de Sinha [115].
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141 . SINHA 1964
1_ 4 ™
4 0 — ASLANI 2012
g 09
= 07 1

Rapport de ¢
o
W

0 15 20 25 30
Rapport de déformation

.
alak

Figure 14. Comparaison entre SINHA [114] et ASLANI [12].
2.2. L’acier :

Les données expérimentales définissent la réponse de I'acier soumis a un chargement statique

uni-axial de traction monotone et cyclique.
La figure suivante montre sa réponse sous chargement monotone :
1. Laréponse initiale est linéaire, c’est la phase dite « élastique »

2. Pour une déformation supérieure a celle correspondant a la limite d'élasticité initiale,
une légére baisse de résistance inférieure a la limite d'élasticité initiale est maintenu

(rendement faible pour une augmentation modeéré des déformations).

3. L'augmentation de la résistance entraine une augmentation de la déformation. Ce
régime d’écrouissage des déformations est maintenu jusqu'a une contrainte qui
dépasse généralement la limite d'élasticité par trente a soixante pour cent (figure 15).

Ce pourcentage est dépend de la spécification, la composition et la qualité de 1’acier.
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Déformation (min/min)

Figure 15 : Courbe contrainte-déformation de I’acier NAITO [81]

Sur la figure 16, nous observons I’allure du comportement des aciers soumis a un chargement

cyclique :

1. Tant que I’on reste en dessous du point de la limite élastique, le comportement reste
élastique, c'est-a-dire que la courbe de décharge est confondue avec la courbe de
charge.

2. Quand le chargement dépasse la limite élastique, des déformations permanentes
apparaissent lors la phase de déchargement, et contrairement au béton, le module de

décharge est pratiquement le méme que le module d’¢lasticité initial.

100 -

80 4

60 4

40

I
) 7

- = = Chargement monotone
Chargement cyclique

20 4

Contrainte

-20 +

-40 +

-60

-80 T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Déformation

Figure 16 : Réponse de I’acier sous un chargement cyclique inversé Ma et al [72].
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Un certain nombre de chercheurs ont proposé des modeles pour caractériser la réponse de
I'acier dans l'analyse des structures en béton armé. Certains de ces modeles sont développés
sur la base de théories constitutives matérielles; cependant, la majorité d'entre eux sont des
modeles phénoménologiques qui caractérisent la réponse macroscopique sur la base de
données expérimentales. Les caractéristiques fondamentales de la réponse de I’acier sont
relativement simples. Ainsi, le modele de comportement approprié prédit non seulement cette
réponse avec un niveau de précision raisonnable, mais est également pour s'adapter aux
données expérimentales avec une facilité et efficacité sur le plan informatique (du point de

vue calcul).

Diverses théories ont été proposées pour caractériser la réponse de l'acier de renforcement
soumis a une charge cyclique inversée sur la base de la réponse microscopique du matériau,
Le modeéle le plus simple et le plus efficace en termes de calcul pour prédire le comportement
de l'acier est celui développé sur la base de la théorie de la plasticité moderne. Le
comportement unidimensionnel de I'acier de renfort est représentatif d'une matiere élastique-
plastique. En particulier, les résultats des essais expérimentaux montrent I'accumulation de
déformation plastique non récupérable et une rigidité de déchargement qui est

approximativement égale a la rigidité initiale du matériau élastique.

L'un des premiers modéles de ce type est celui proposé par Ramberg et Osgood [99]. Divers
autres modeles ont suivi. Récemment, un certain nombre de modeles ont été développés a
savoir : Monti-Nuti [79], EI-morsi [33], Vecchio [122], Mansour et coll [73], said et coll [107]
et melina bosco [18], la plupart de ces modeles sont développés sur la base du travail effectué

par Menegotto et Pinto [76].
2.2.1. Modele de Menegotto et Pinto [76] :

La loi utilisée est illustrée sur la Figure 17, avec les parameétres de calcul. La loi générale de

Menegotto et Pinto [76] est écrite comme suit :

(EO _ Eoo)Ss
[T+ (e, /eg)R]/R ="

0s = Epes + ...(31)

Avec :
E, : Module initiale tangent de la courbe contrainte-déformation.
E., : Module tangent secondaire.

R : parametre Independent qui définit la courbure.
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g, = —-: Déformation au point d’intersection entre les deux droites de pente E; et E,.
N

Ces paramétres sont représentés sur la Figure 17.

Figure 17 : Model de Menegotto [76].

Pour la réponse cyclique la loi est écrite comme suit :

. ., (1 —=Db)e
o5 = bES + —Rls/R Cea e vae ee e (32)
(1+ &F)
A x _ E€s—&r * Os—Osr
Ou: & = e PO T e (33)

Dans la relation (32), b définit le taux d’écrouissage (b = 5—” ).
N

En fonction de ce parameétre, on choisit le modéle approprié : élastique parfaitement plastique

ou élastique avec écrouissage (voir figure 18)

oy et g . sont la contrainte et la déformation au point ou se rencontrent les deux droites

(ESO et Eoo)

o et &, . Contrainte et déformation au point de la derniére inversion de contrainte (voir la
figure 19) qui montre les deux points : Py(ay, &) et B-(a,, &) qui correspond au premier

chargement inversé de I’acier.

R : parameétre indépendant qui définit la courbure, aprés chaque inversion de chargement la

courbure diminue avec I’excursion plastique précédente &, selon les expressions suivantes :
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Ou:

R, : Valeur de R lors du premier chargement (R, = 20 pour I’acier ordinaire et Ry, = 6 pour

’acier précontraint)

A, et A, : Parametres dépendants du matériau déterminés expérimentalement.

‘cr' Aot
b>0 bco
| =
L " | «*
1 - ) .

Figure 18 : les courbes de Menegotto-Pinto [76] en variant la valeur du paramétre b.
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o4 4= — & —

Figure 19: Model de Menegotto-Pinto [76].
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3. Calcul non linéaire des structures en béton armé :

3.1. Choix de ’échelle de modélisation :

En littérature, on rencontre deux types d’approches pour la modélisation du comportement

non linéaire des structures en béton armé :
3.1.1. Approche local :

Elle consiste a modéliser la structure étudiée par des éléments finis plans ou tridimensionnels
et d’évaluer finement les champs de contraintes, de déplacements et de déformations par
I’utilisation de lois de comportement locales multidimensionnelles des matériaux constitutifs,
Cette approche permet une analyse fine des phénoménes non linéaires tels que I’interaction
acier — béton et la fissuration mais, 1’utilisation de cette approche est trés limité suite a la

lourdeur des calculs qui empéche bien souvent le traitement de structures de grandes tailles.
3.1.2. Approche global :

Contrairement a 1’approche local, I’approche globale s’est caractérisé par une souplesse de
mise en ceuvre et engendre bien souvent un cout réduit, car elle décrit le comportement
d’¢léments complets de structures au moyen de lois de fonctionnement reliant des quantités
structurelles globales (moment, effort tranchant, rotation, déplacement). Cette derniére
approche permet la modélisation des phénoménes non linéaires en utilisant des lois de

comportement uni-axiales.

Dans le présent travail, le choix s’est porté sur I’approche globale car elle est bien adoptés au

calcul non linéaire des structures planes de type poutre.
3.2.  Comportement non linéaire des structures :

Les éventuelles non-linéarités dans le comportement des structures appartiennent a I’une des

deux classes suivantes :
3.2.1. Non linéarité géométrique :

Elle intervient lorsque le déplacement et éventuellement les déformations sont suffisamment
importants, ou la relation déplacement-déformation est représenté sous forme non linéaire ¢ =

D(u,u?..), Ou D c’est un opérateur non linéaire.
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3.2.2. Non linéarité matérielle :

Elle est présenté quand la relation contrainte déformation n’obéit pas la loi classique linéaire
(Loi de Hooke). Les relations non linéaires contrainte-déformation des matériaux acier et
béton sont une cause fréquente du comportement non linéaire de la structure, Elles sont

classées en deux grandes familles :
e Lesnon - linéarités dues au comportement des matériaux :
Elles peuvent se présenter dans les situations suivantes :

- Cas du béton en sollicitations uni-axiales ou multiaxiales dont le comportement est régi par

la rupture par écrasement, quand la compression est prépondérante.

- Cas aussi du béton sollicité en traction dont le comportement est régi par la rupture par

fissuration, lorsque la traction est prépondérante.

- Dans le cas des matériaux viscoélastiques ou les déformations ne sont pas constantes dans le

temps en présence des contraintes constantes (le fluage et le retrait).

- Dans le cas des armatures d’acier quand les déformations excessives irréversibles sont

présentes suite au dépassement de sa limite d’élasticité.
e Lesnon- linéarités diies a I’apparition des discontinuités :

- les fissures dans le béton qui peuvent avoir des configurations et des effets mécaniques
variant selon 1’état de contraintes qui entraine leurs formations, la forme des éléments , la

quantité et la disposition des armatures .

- Le glissement d’interface entre le béton et I’acier d’armatures, autrement dit les phénoménes

liés a I’adhérence acier —béton.

- Les autres discontinuités réelles ou potentielles dans le béton, et aussi dans les armatures

(surface de bétonnage, jonction d’armature ...).

La figure 20 résume les types de non linéarités décrits ci-dessus.

| Déplacement |

Non linearite | Non lmeéarite
geometricue materielle

| Déformation I | Conirainte

Figure 20 : Graphe représentatif des types de non linéarité en mécanique des structures.
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3.3.  Reésolution numériques :

Le souci du calcul non linéaire des structures est trés complexe parce que les paramétres a

prendre en compte sont extrémement nombreux, ce sont essentiellement :

Les forces extérieures agissant sur la structure.

Les déformations.

Les caractéristiques des matériaux et les différents comportements des matériaux.

Les formes de la structure, ce sont les parametres qui définissent la géométrie de la

structure.

La plupart des méthodes de résolution des problemes non linéaires que 1’on observe sont des
méthodes incrémentales itératives. Cela signifie que les charges ne sont pas prises en compte
dans les calculs dans leur totalité, mais elles sont incrémentées et les états d’équilibre
successifs sont résolus, donc nous aboutissons a une suite de problemes linéaires. La courbe
d’équilibre non linéaire est ainsi obtenue par les solutions pendant la résolution du probléme
pour les différents incréments aprés convergence de la solution selon un critére d’erreur
défini. Les travaux de recherche récents sur les méthodes incrémentales sont extrémement

nombreux, a titre d’indicatif pour les problémes en petites déformations, on peut citer :
- Les méthodes a plusieurs pas : Gear [45], Park-Felippa [91], Hughes [60].

- Les développements sur la méthode de Newton: Ortiz-Martin [87], Simo-Taylor
[114], Ortiz-Simo [88], Corigliano-Perego [26].

Le chargement étudié [0, F] est décomposé en une succession d’intervalles généralement
petits, on étudié un nouvel intervalle [F1, F1+AF]€ [0,F] ou AF est ’incrément, on adopte

alors une méthode incrémentale itérative.

Aucune méthode itérative ne contient I’ensemble des paramétres en simultané efficacement.

Différents algorithmes existent avec chacun leurs avantages et inconvénients.

Pour faire le choix de 1’algorithme de résolution, il est important de tenir compte de la

présence ou non des facteurs suivants :
- Assurance de la convergence.
- Vitesse de la convergence.

- Stabilité de I’algorithme — précision des résultats.
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- Efficacité des calculs (nombre de fonction a calculer a chaque itération).

Les plus fréquemment utilises en calculs de structures par éléments fini sont les méthodes de
Newton. Cette méthode a généralement la faveur des utilisateurs car elle est effectivement

efficace.
3.3.1. Les méthodes de Newton :

Selon le mode de calcul de la matrice de rigidité [K] , on distingue trois méthodes :

3.3.1.1. la méthode de Newton Raphson :

Elle est basee sur la matrice de rigidité tangente qui est recalculée apres chaque itération.

Cette méthode exige un nombre réduit d’itérations pour arriver a la solution (figure 21.a).

3.3.1.2. La méthode de Newton Raphson modifiée :

Dans ce cas la matrice de rigidité tangente est calculée, une seule fois au début de I’incrément
de charge, pour la premiére itération (figure 21.b). Cette méthode exige un grand nombre

d’itérations pour atteindre la convergence et arriver a la solution

3.3.1.3. la méthode de la rigidité sécante :

Si on veut une méthode d’application plus universelle, la méthode de la sécante (figure 21.c)

est plutdt a conseiller car :

- elle est relativement rapide et ne nécessite qu’une évaluation de fonction a chaque
itération.

- Elle est mieux adaptée pour les cas des structures ayant un comportement adoucissant
ou on peut aller au dela du pic des contraintes. C’est bien le cas du béton tendu fissuré
dans les structures.

- Aussi pour le cas d’un chargement cyclique ou on ne peut pas faire un déchargement

en utilisant la matrice de rigidité tangente.

C’est les raisons pour lesquelles cette méthode est adoptée dans le cadre de notre étude.

F b /

w—r 0 -

a) Méthde de Newton Raphson b) Meéthde de Newton Raphson Modifiee ¢) Méthode de 1a sécante

Figure 21. Méthodes itératives pour la résolution des systemes non linéaires.
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3.4. Etude bibliographique des travaux consacrés a ’analyse non linéaire des

structures :

Les premiers calculs non linéaires des structures en béton armé datent de la fin des années
1960, suite aux travaux de Ngod [84] et Nilson [85] qui proposent une analyse non linéaire

des structures en béton armé en utilisant la méthode des éléments finis.

Au cours de ces derniéres décennies, des progrés considérables ont été réalisés dans le
développement des méthodes et des techniques pour le calcul non linéaire des structures et
dans 1’¢laboration des lois de comportements des matériaux les constituants en particulier le

béton.

Cette énorme quantité des travaux de recherche s’explique par la complexité et le nombre de
facteurs a prendre en compte et les diverses approches utilisées par chacun.

En 1970 Franklin [42] a développé une étude en tenant compte des effets des non -linéarités
matérielles. Il a utilise un élément de poutre a 3 degrés de liberté (2 translations et une
rotation) basé sur la théorie de premier ordre des déplacements. Ensuite en 1975 Gunin a
introduit la non linéarité géométrique en négligeant la rigidité du béton tendu.

En 1978, Grelat [50] a proposé un programme de calcul des ossatures planes en béton armé.
En se basant sur le diagramme parabolique pour le béton tendu, Gilbert et Warner [48] ont
introduit 1’effet rigidifiant de partie tendue (the tension stiffening) dans I1’étude du
comportement des dalles. Fouré [41] a contribué par des études expérimentales sur le
comportement non -linéaire de plusieurs poutres consoles et portiques sous sollicitations

cycliques.

En 1984, Mazars [74] a mené une étude reposant sur 1’application de la mécanique
d’endommagement et de rupture des structures en béton armé. Ce travail tient compte de la

fissuration du béton et du béton tendu.

En 1986, Espion [35] a introduit un élément de poutre plane a 9 ddl, la tension stiffening et

les effets différés (fluage) sont pris en compte.

Sulayfani [10], Merabet [78] et Djerroud [30] ont apporté des contributions a 1’analyse non
linéaire des structures en béton armé sous des sollicitations cycliques en se basant sur

I’analyse non linéaire global de la structure étudiée.

Vecchio et Collins [123], Vecchio [121] et Vecchio [89] ont réalisé des travaux de

recherches sur la modélisation non lineaire des structures. Cela a entrainé le développement
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de programme de calcul Vector2 a ’université de Toronto. Ce programme est basé sur la
théorie des champs de compression modifié (MCFT) de Vecchio et Collins [123] et sur le
modéle de champ de contrainte distribué (DSFM) de Vecchio [122].

En 2006, Kachi et col [64] ont développé un programme qui tient en compte de 1’effet
combiné de la flexion plane et de I’effort tranchant en élasticité non linéaire appliqué aux

poutres en béton armé et en béton précontraint.

Spacone [116], Mazars [75] et Kwak et kim [68], ont utilisé la méthode des fibres dans

laquelle 1I’élément est divisé en un certain nombre de fibres de béton et d’acier.

Les contributions de 1’équipe de Bathe [14] dans ce domaine est tres importantes et ont
permis d’évaluer le comportement des structures avec des lois complexes de comportement
des matériaux. lls ont été chargés de développer le systéme d’analyse du code de calcul

commercial ADINA.

Une étude détaillée des modeles ayant contribué au développement des structures sous

chargement monotone et cyclique est décrite ci-dessous en se basant sur les différents travaux.
3.4.1. Travaux de Sulayfani [10] :

Sulayfani a développé un programme informatique « ASIM » qui permet la simulation
numérique du comportement cyclique des éléments en béton armé. La simulation proposee

par Sulayfani comporte deux objectifs :

- Connaitre 1’équilibre d’une section, en particulier la loi liant le moment et la courbure

au cours du chargement.

- Connaitre la réponse globale de la structure, en particulier la relation liant la charge et

la fleche en toute section.
La figure 22 montre 1’organigramme général du modele.
3.4.1.1. L’équilibre d’une section :

Pour connaitre 1’équilibre d’une section, Sulayfani [10] a utilisé un modéle de discrétisation

par fibres. 11 s’est basé sur les hypothéses suivantes :

- Les sections droites restent planes au cours des chargements cycliques (hypothése de

Navier Bernoulli)

- Le glissement relatif entre les armatures et le béton n’est pas pris en compte.
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- Il est supposé que les effets du temps (vitesse de chargement, fluage) sont négligeables

pour des cycles de chargement quasi statique de courte durée.

- Les effets secondaires tels que le confinement et le poingonnement ne sont pas pris en
compte ainsi que les effets bi axiaux locaux qui peuvent apparaitre aux points

d’application des charges.

Pour le calcul de la courbure dans une section il a suivi les étapes illustré sur la figure 23.

Figure 22 : Organigramme générale Sulayfani [10].
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Figure 23 : Organigramme de calcul de la courbure dans une section Sulayfani [10]
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3.4.1.2. Relation reliant la charge et la fleche :

Pour le calcul de la fleche, Sulayfani [10] a choisi la formulation de LAMIRAULT [70] :

j=i

=——|(n-1 Z +—+—ti
Yin 63( )__J(rj 1ttt
j=1
j=n-1
« Y (=P +=+—)]| 36)
j=i+1 ol T

avec x=0sii+1>n—1,sinon x=1

Figure 24 : Schéma de la discrétisation d’un élément Sulayfani [10].
3.4.2. Travaux de Rezendi-Martins [102] :

Martins a enrichi un logiciel de calcul qui permet d’analyser le comportement des poutres
isostatiques en béton armé et précontraint, il a utilisé I’approche développée par GURIANI
[53] pour tenir compte des aspects propres aux cables extérieurs, la variation de tension liée
aux déformations de la poutre et les particularités de distribution des déformations du béton
basé sur I’approche classique de 1’¢lasticité non linéaire, et de la dégradation de 1’adhérence

des armatures qui les traversent.

La formulation de Martins est basee sur les données expérimentales des 11 poutres testées

dans le cadre de son programme de recherche et d’autres essais qui existent dans la littérature.
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Martins s’est basé sur les hypothéses suivantes pour le cas des poutres coulées en place :

Les déplacements sont petits et donc la relation moment courbure est donnée par :

d*v(x)  M(x)
T ET

. (37)

- Les sections restent planes aprés déformation, I’hypothése de Navier-Bernoulli reste

valable dans tout le domaine de travail.

- L’adhérence acier béton est parfaite jusqu’a rupture.

- Les lois de comportements des matériaux sont celle de la sollicitation unidirectionnelle

- Le chargement est quasi-statique, monotone et croissant.

- Les effets differés sont négliges.

- Il tient compte de la contribution du béton tendu entre les fissures.

La section transversale est discrétiser en un nombre fini des fibres et le systéeme

d’équations est résolu par la méthode de Newton-Raphson.

3.4.3. Travaux de Girard [49] :

Les travaux de Desjardins et Farfard [29] a I’université de Laval ont consistés a developper un

programme de calcul « CLEF » basé sur la méthode des éléments finis rédigé en langage C.

Les éléments utilisés sont des éléments avec interpolation quadratique, pour le béton ils ont

utilisé un €¢lément 3D hexaédrique a 20 nceuds alors que pour modéliser 1’acier et ’interface

entre I’acier et béton des éléments de barre a 3 nceuds, ainsi un autre élément pour faciliter

I’application de sollicitations uniformément réparties un élément 2D quadratique a 8 nceuds

est utilisé (voir figure 24).

1
N
L J
]
1 )
o~ Gl
éléement massif 3D élément de barre 1D élément pression 2D

Figure 24 : Eléments quadratique utilisé Girard [49].

Pour I’aspect cinématique ils ont adopté la formulation lagrangienne total (FLT), le vecteur

{dx°} se transforme en {dx} suite a une sollicitation mécanique (Figure 25).
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Un élément différentiel {dx°} dans la configuration initial devient {dx} alors que dans la

configuration déformée, ils sont reliés par la relation biunivoque suivante :
{dx} = [F]{dx"}

Ou [F] est le tenseur gradient de déplacement entre la configuration initiale et la configuration

déformée.
14 u Ju ou
0x0 ay?° 0z°
(F] = 0x B av 14 av v 38
=55=1 320 370 370 e (38)
0z ow ow
ox0° oy° 0z°]
Q .
p idx; Configuration C
x 4
ix1 fuf iu 4+ du i
Configuration C°
p° idx i Q°
Fx i
> v
x

Figure 25 : Définition des configurations initiale et déformee GIRARD [49].

La mesure des déformations est évaluée par la variation du carré de la distance entre ces deux

points dans les deux configurations :
(ds)? = {dx){dx} = (dx°)[F]T[F]{dx°} ... .....(39)
(ds)? — (ds®)? = 2(dx°)[E]{dx°} ... ... ... ...... (40)

Ou [E] est le tenseur des déformations de Green-Lagrange

[E] = = (IFTTIF] = [1]) o e e e e e e s (41)

Les gradients des déplacements sont petits et les déplacements u,v et w sont minimes par
rapport aux dimensions du solide donc les produits et les carrés des premieres dérivées sont

négligeables :
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Girard a enrichi ce programme de calcul pour lui permettre de modéliser le comportement de

colonnes en béton armé sous chargement cyclique. Dans une premiére étape, il a intégré la loi

de comportement du béton rédigé en FORTRAN de Bouzaiene [19] au programme CLEF

dans I’objectif d’effectuer des analyses de structures tridimensionnelles. Ensuite pour rendre

le modele fonctionnel sous chargement cyclique inversé, il a apporté des modifications sur la

loi de comportement de Bouazaine [19] pour assurer le passage adéquat de la compression a

la traction et inversement (voir figure 26 et 27).

MPa

120

g
Déformation (x 1000)

Figure 26 : Réponse du modele sous chargement uniaxial cyclique Bouzaiene [19].
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iq. 30 T
[+ B
=
:; compression
E’ 25 +
£
5
o 20 +
15 +
10 + —— courbea 1
—— courba 2
5T —a— courba 3
-0.0005 j "‘ff 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025
traction
-5 déformation axiale

Figure 27 : Courbe contrainte-déformation du béton Girard [49]
3.4.4. Proposition de palermo [89] :

Plusieurs travaux de recherches ont été réalises sur la modélisation non linéaire des structures
en béton armé par Vecchio et Palermo a I’universit¢ de Toronto. Cela a permis le
développement du programme informatique VECTOR2. Ce programme, connu auparavant
par le nom TRIX1, était initialement restreint aux calculs des structures sous chargement
monotone en béton armé et précontraint. Le programme développé est basé sur la méthode de
rigidité sécante en utilisant les formulations de comptabilité¢, d’équilibre et les relations
constitutives de la théorie du champ de compression modifie MCFT et des eléments a quatre

nceuds (8 ddl), ainsi que des éléments triangulaires a 3 nceuds (6 ddl).
3.4.4.1. Conditions de compatibilité :

La compatibilité exige que tous changements de la déformation du béton engendrent le méme

changement de la déformation des aciers. On a alors :

Esx = Ecx = Ex €L Egy = Ecy = Ey vvnvervir e v v (43)

Dans cette relation, &, &., et €, notent respectivement la déformation de I’acier, celle du

béton et la déformation globale de 1’élément dans la direction x.
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De méme &, &, et &, . notent respectivement la déformation de 1’acier, du béton et

I’¢1ément dans la direction y.
3.4.4.2. Relation d’équilibre :

Les forces appliquées sur 1’élément engendrent des contraintes internes dans le béton et

I’acier. L’équilibre donc est satisfait par les expressions suivantes :

{Ux = fex + Pxfox €t 0y = fcy + pyfsy (44)

Ty = Ucxy
Ou : fox et f¢, : contrainte du béton dans les deux directions x et y.
fsx et fsy, - Contrainte de I’acier dans les deux directions x et y.
Ucxy - Contrainte de cisaillement dans le béton.
px et p, : Rapport de renforcement dans la direction x et y.

3.4.4.3. Relations constitutives :

Pour relier les contraintes aux déformations pour les deux matériaux, Palermo [89] a utilisé la

parabole de Hognestad [58] pour modéliser la réponse du béton en compression :

( feo=Jp [2 (Ez/gp) - (Ez/gp)z] Sigy <€, <0

— &

2
€c2 :
ch = fp [1 - (—;T—;,) ] Sl —280 < Ec2 < Sp

Ou: f., et ., : sont la contrainte et la déformation principale

e (45)

fp et &, : Contrainte maximale de compression et la déformation correspondante.

&, . Déformation correspondant a la contrainte maximale du cylindre.

La contrainte maximale et la déformation correspondante sont calculées comme suit :

fy=—Bf oo (46)
&) = —fEg . o (A7)
p=035(—- 0.28)08 e (48)

La réponse du béton en traction est modélisée comme suit :
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for = Ececr SI0 <&y < Ecp e e o (49)
fe fe
E.= zé et . = E—fc TR ¢:10)|

Avec respectivement : E. le module initial tangent de compression, €., : la déformation

principale de traction et f; : la contrainte de traction.

La contrainte de traction f, est basée sur des expressions réalisées avec des agrégats de la

région de Toronto, est décrite par :

fi =0.65(f)%33 .. (BD)

La contrainte de traction apres fissuration qui résulte des interactions entre 1’acier et le

béton est calculée a partir de :

'

f
1+./C + e,

Ou C; = 200 pour des éléments relativement petits et égale a 500 pour des éléments a grande

far = e e (52)

échelle.

Pour la réponse des aciers, une réponse tri-lineaire est utilisée en compression et en traction :

fs = Eg&g si0<eg <g,

fs =15 si g, < & < &y (53)
=8+ Esp(es —&sp) Siegp <& <&
k fs=0 Si g5 > €,

Avec f; : la contrainte de acier, f, : la limite d’¢lasticité, E : le module d’¢lasticité, Esp, : le
module d’écrouissage et &, : la déformation ultime.

Pour analyser les structures sous chargement cycliques, Palermo [89] a enrichi le programme
par des relations constitutives du béton et acier pour tenir compte les effets du chargement

cyclique (voir paragraphe 2.1.2.7).
3.4.5. Travaux de KACHI [64] :

Kachi a développé un programme qui permet la simulation numérique du comportement
jusqu’a rupture des poutres hyperstatiques en béton armé et précontraint, en tenant compte de
I’effort tranchant et les non linéarités matérielle et géométrique, en utilisant deux types

d’élément poutre et cable liés aux éléments poutres par des élements rigides.
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Pour la résolution du systeme des équations d’équilibre de la structure, il a utilis€ une
méthode itérative basée sur la méthode des déplacements, dans laquelle il recalcule & chaque
étape la matrice de rigidité tangente qui lie les accroissements des déplacements aux
accroissements des efforts extérieurs, son organigramme générale pour 1’étude d’une section

est illustré sur la figure 28. Dans le modele les hypotheses suivantes sont admises :

- D’analyse est effectuée en élasticité non linéaire.

- Les déformations sont petites.

- Lalongueur des éléments est faible et donc la non linéarité géométrique attaché a la
déformation de I’¢lément est négligeable.

- Les déformations des nceuds situés a la jonction de plusieurs éléments sont
négligeables.

L’¢lément poutre utilisé est modélisé par des éléments a 6 ddl. La section transversale de ces
éléments est étudiée dans I’hypothése de petites déformations et du comportement élastique
non-linéaire. Aussi 1’élément est discrétisé en un nombre fini des fibres pour lesquelles Kachi
[64] a utilisé la loi de comportement de SARGIN [110] pour les fibres de béton comprimés, la
loi de GRELAT [50] pour les fibres de béton tendu et la loi préconisé par les regles BAEL 83
et BPEL pour les aciers.
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Figure 28 : Organigramme général de I’étude d’une section Kachi [64].
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4. Conclusion :

Cette recherche bibliographique nous a permet de voir les différentes travaux existant en
littérature consacré a la modélisation du comportement non linéaire des structures en béton

armé ainsi que les méthodes de calcul utilisés.

Dans la premiere partie, une présentation des différents modéles du comportement non
linéaire des matériaux a été faite, et a partir de cette derniére nous avons choisi dans notre

étude ce qui suit :

La loi de Sargin [110] et la loi parabole rectangle de BAEL pour le béton en

compression.
- Laloi de Grelat [50], Quast [96] et Vecchio [121] pour le béton en traction.
- Laloi élasto-plastique pour les aciers.

- A la base des phénomeénes constaté sur les différentes lois de comportement cyclique
des matériaux, nous avons développé un model du comportement cyclique du béton

présenté dans le chapitre 3.

Et dans la deuxiéme partie nous avons présenté les différents travaux de calcul non linéaire
des structures, dont nous avons utilisé la méthode des éléments finis. Pour la résolution des

équations non linéaire, la méthode sécante a été adoptée dans la solution.
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Formulations des éléments finis poutre en

comportement 2D.

1. Introduction :

La méthode des ¢léments finis est un outil puissant qui permet de modéliser et d’analyser
divers types de structures, dont le traitement conduit d’une fagon générale a discrétiser la

structure en un nombre fini d’éléments.

Néanmoins, pour obtenir une précision suffisante dans les résultats des calculs, il est

nécessaire d’affiner le maillage surtout dans les zones de fortes non linéarités.

Pour cela, et dans le cadre de ce travail nous avons d’abord utilisé les éléments finis poutre
2D classiques a deux nceuds avec trois degré de liberté (ddl) par noeud, soit 6 ddl par élément
existant déja en littérature. Afin d’enrichir notre modele, deux nouveaux éléments plus
performants a trois nceuds (9 ddl) et a quatre nceuds (12 ddl) dont Charles E. Augarde [23] ont
présentés dans leurs travaux un élément a trois nceuds et uniquement deux fonctions de

formes pour I’élément a quatre nceuds.

En plus de la discrétisation Le long de la poutre nous avons aussi utilisé la discrétisation de la
section transversale en adoptant I’approche multi couches suivant la hauteur de la section.
Ceci va permettre d’évaluer 1’état de contrainte-déformation et de déterminer la matrice de

rigidité et des efforts dans la section droite et dans 1’élément poutre dans sa totalité.
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Ci apres, les formulations des éléments finis poutre a deux nceuds (6 ddl), trois nceuds (9 ddl)
et quatre nceuds (12 ddl), basées sur la méthode des éléments finis et I’hypothése de Navier-

Bernoulli seront développés.

La formulation d’un élément consiste a étudier trois champs vectoriels ainsi que leur relation :

le champ des déplacements, des deformations et des contraintes.

Les différentes relations entre ces quantités sont schématisées ci-dessous (figure 29) :

Déplacement Déformation Contrainte
7 3 F
réométrie Matériau
Chargement

Figure 29: Schema représentatif des relations entre Deplacement-Déformation-Contrainte.
2. Hypotheses de base :

On s’intéresse a un élément poutre 2D qui est un volume particulier avec une dimension (la
longueur) trés supérieure aux deux autres dimensions (dimensions de la section). Pour cela
notre élément est orienté selon I’axe longitudinal x et dont les dimensions dans le plan yz

normal & x sont relativement petites par rapport a la porté L de la poutre (voir figure 30).
On se base sur les hypothéses suivantes :

a) L’axe longitudinal de la poutre est droit.

b) La section droite est symétrique par rapport au plan yz.

c) Les chargements agissant sur la poutre sont appliqués dans le plan xz. Seuls les

chargements dans le sens axial x et vertical z peuvent étre appliquées (cas 2D).

d) Trois champs de déplacements sont possibles : le déplacement axial u(x), le

déplacement vertical w(x) et la rotation 0(x).

e) La poutre plane transmet des efforts normaux Nx(x) suivant x, les efforts tranchants
T,(X) suivant z et des moments fléchissant My(x) autour de I’axe local de flexion y

orthogonal au plan xz.

-49 -



Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

f) Les sections planes et droites avant déformation restent planes et orthogonale a la fibre
neutre aprés déformation. Les déformations d’effort tranchant sont négligées

(Hypothese de Navier-Bernoulli).

g) Les déplacements et les déformations du second ordre sont négligés (relation linéaire

entre déformations et déplacements).

_—" .\ Chargement Flan de symetiie x"{ |
de | zection . -

T|: .-.':l
"T i
L hifx)

W(X)
. b P a(x)
.:..m.x L -Mﬁ,i |—."—r u(x)

Figure 30 : Schématisation de I’élément poutre étudie.
3. Cinématique :

La cinématique de I’¢lément est régie par trois degré de liberté par nceud définis par les

composantes : u, w et 0 :

u(x, z) = up(x) + z X 0(x)
w(x,z) = w(x)
dw

H(X) = —E-F)/

e (54)

OuU : uy(x) Le déplacement axial au niveau de I’axe de référence de la poutre.
w(x) : Le déplacement transversal.

6(x) : La rotation de la normale de la section transversale d’abscisse x.
y . La rotation due au cisaillement transversal.

Dans le cadre de I’hypothése de Navier Bernoulli, les déformations dues a I’effort tranchant
(ou cisaillement) sont négligées, d’ouy = 0).
Donc :

dw

B(x) = =t (55)

La relation (54) devient :
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dw(x)
dx

u(x,z) = ug(x) — z x cereeeveeaeneee e (56)

La relation (56) exprime 1’hypothése de Navier- Bernoulli, valable dans le cas des poutres

minces.
7z
© A
1 o
A _ -:1 5

Figure 31: Définition de la cinématique de la poutre.
4. Relation contrainte —déformation :
Les contraintes internes de I’élément {o} sont relies aux déformations {<} avec la relation :
{o} =[DH{e} oo v ve e e e . (B7)
[D] : Matrice d’élasticité qui contient les caractéristiques mécaniques de I’élément.

Dans I’hypothése d’un comportement en contraintes planes, élastique linéaire et

isotrope I’équation (57) s’écrit :

o, z 1 v 0 £,

o | _ v 1 0 e (58)
zZ —_ 1 _ VZ 1 —v VA

TJCZ 0 0 2 ]/xz

Avec : E : module de Young.
v : Coefficient de poisson.
Dans le cas des poutres, on considere un état de contraintes uni-axial, alors :
o | IR ¢ 1°) |
D’aprés les relations (58) et (59), on obtient :
€7 = —VEx wev wrr een er er wee we wee - (60)

En remplacant (60) dans (58), on obtient :
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o, = E&,
= E AR (X )|
XZ 2(1 + v) )/XZ
Ou G = —=— définit le module de cisaillement.
2(1+v)

5. Relation déformations — déplacements :

Selon I’hypothése (g) du paragraphe 3.2 ou la non linéarité géométrique est négligé, et pour
un probléme d’élasticité plane, les déformations correspondent aux dérivées premieres des

déplacements sont :

B ou(x, z) 62
& = Ty ... (62)
En tenant compte de la relation (56), on obtient :
dug(x)  d?w(x)
xS T T BT g e e e s (63)
Ou bien :
Ex = E0x FZ0 v e e e e (64)
dug(x) , . . . . ' iy
Eox = P : Déformation longitudinale au niveau de | axe de référence
Avec : x 2
d“w(x)
Q=- —— i Courbure.
dx

7 - .gb
SR . |
& i il ’ — s — - ,.
Caction Discréetisation  Déformation Contramte
(a) (b) (¢} (d)

Figure 32 : Modélisation de la section transversale.

6. Relation entre efforts et déformations :

Pour le cas d’une section d’un élément poutre mince soumis a une flexion composée (cas 2D),

le torseur de cohésion ne fait apparaitre qu’un moment fléchissant et un effort normal :
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Chapitre II
N, M, N, O
{Teon} =11y M, —>{TCO,,}={0 My}...................(65)
T, M, 0 0

Figure 33 : Représentation des efforts internes.
L’effort normal dans la section transversale d’abscisse x est la résultante des contraintes

axiales appliquée a la section droite S.

N =N(x) = f Oy dS oo erce e e eee er eee e (66)
S
En tenant compte de la relation (61), on obtient :
N = f EeydS oo e e et et et e e e (67)
S
N = f E(gox + 20)dS o cvv ve ve e ee e e (68)
S
N = f EsOxds+f Ez@ds ... ... oo oo v . (69)
S S
N = erf Eds + (Df Ezds ...... e e v v ... (70)
S

N

On pose : EA= IEdS = rigidité a ’effort normal (de membrane).
S

ES = jE - 2.ds = rigidité de couplage effort normal + flexion.
S
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L’expression de I’effort normal s’écrit comme suit :
N = EA- €4, + ES - frrrrinnerrieeceeoiies e ssssssess oo (71)

De méme, le moment fléchissant dans la section transversale d’abscisse x, par rapport a ’axe

de référence est :

M = jax -zds

= [Ee, -2

= [E( &o, +2¢ Jzds
s

:5OXfE-zds+¢IE-zzds
En définissant la rigidité de flexion par : El = IE -7%ds

En tenant compte du terme de couplage effort normal-flexion défini plus haut, I’expression du
moment fléchissant devient :

M = ES - £, +El @ wooreveeeeeeeeeeeeceeeeeeeees e ss s s (72)

Ainsi, dans la section transversale d’abscisse x, la relation entre les efforts et les déformations

est donnée en notation matricielle par :

{N } {ﬁ E} {EOX}
= | e e e e e te e te e te et aeare e e e nneenes (73a)
M ES EI| (¢

En définissant les vecteurs suivants :

o ={

——
Q
o~
~
Q
)
Il
—~
=
——

On peut écrire :

{o }=1[DIn) (73b)

[D] est la matrice de comportement. Elle regroupe les constantes élastiques et géométriques
de la poutre. Cette relation est écrite dans le cas d’un axe de référence de flexion quelconque.
Le couplage flexion-Effort normal est présent. La matrice de comportement est pleine.

Néanmoins dans le cas ou I’axe de référence passe par le centre de gravité¢ de la section, le
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couplage disparait car le coefficient ES est nul. Les relations classiques de la théorie des
poutres sont alors obtenues. Dans la présente étude, la relation (73) est retenue.

7. Principe des travaux virtuels (P.T.V) :

Dans le cas d’un chargement statique, les équations d’équilibre sont obtenues a partir du
prince des travaux virtuels ou le travail des forces appliquées W est restitué en énergie interne
dans la structure par déformation U. Dans le cas d’une variation cinématiquement admissibles

des déplacements, I’équilibre est obtenue par :
oU-oW=0 (74)

o U et OW notent les variationnelles de U et W. Ces termes sont développés ci-aprés en
relation avec le modele d’une poutre 2D en flexion composée soumise a des chargements
réparties fx et f.. On considére une poutre mince droite de longueur [, ayant une section

transversale de hauteur h et de longueur b (z) variant avec la hauteur (voir figure 34).

Dans le cas d’un déplacement virtuel, SW est donné par:

l l
SW = f&ﬁﬁcdx+f6v’i/fzdx
0 0

En notation matricielle, on peut I’écrire :

SW = [, {8} {f3AX oo v e e e e (75)

ou: {&d }={§§$} et{f }:{g}

k
Z bz}

h K

= =

™~

Figure 34 : Représentation du chargement agissant sur la poutre et de la section transversale

de la poutre.

La variationnelle de 1’énergie de déformation dU par unité de volume est donnée par :
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l

6U = f(&sx){a}dv = ff b6&,0,dsdx

v 0
D’apreés 1’équation (64) :
Se, = 8565, + 280
Donc on obtient :

l

sU = f f (6655 + 260)0, dsdx
0 s

l
SU = j j (8&550, + 26B0, )dsdx
0 s

l
6U=j 5eajaxds+56jzaxds dx
S

0 S

En tenant compte des relations (71 et 72) cette derniére peut se réécrire sous la forme :

l
SU = f[aga.N + 80. M|dx
0
l

5U = f (6c5:,60)" {})} ax

0

En utilisant la définition des vecteurs contraintes { o} et déformation {7} de la relation (73b),

on peut écrire

SU = f {6y} {o}dx e ccvcev v e e e (760)
!

En utilisant la loi de comportement (73b) liant { o} et déformation {y}, SU peut s’écrire aussi :

5U = f (VAT DDA oo (76D)
l

Apres la formulation matricielle de 6W (Eq 75) et celle de &U (Eq 76b), les équations

d’équilibre et la loi de comportement du matériau sont regroupés dans le systéme suivant:
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f (677 (o}dx — f (Bd)T {f}dx = 0
l l
(o} = D10}

8. Modélisation par éléments finis et calcul de la matrice de rigiditeé :

8.1. Elément poutre a deux nceuds :

Pour la discrétisation des déplacements, on utilise un élément fini & deux nceuds (Figure
35). Chaque nceud est caractérisé par deux déplacements et une rotation qui constituent les

degrés de liberté du nceud.

Un élément a 2 nceuds aura ainsi 6 ddl dont les composantes sont définies par:
T
{u} :{ul’vligj.’uZ’VZ’93}

A D’intérieur de 1’élément, les déplacements (u(x), w(x), 6(x)) peuvent étre exprimes en
fonction des déplacements des nceuds 1 et 2 et des fonctions de forme judicieusement
choisies. Ces fonctions sont définies ci-dessous pour le déplacement axial uo(x) et le

déplacement vertical w(x).

z
(D (2) .
» L
W, 8 / Uy Wy, &,
A ) —

Figure 35 : Elément fini a 2 nceuds et 6 d.d..

8.1.1. Calcul des fonctions de forme pour les déplacements uo(x) et w(x) :
Le déplacement longitudinal u,(x), au niveau de I’axe de référence, est approché par des

fonctions d’interpolation de type Lagrange de degré 1 dans la base polynomiale :
uy(x) = A+ Bx

Conditions aux limites :

Ce qui donne :
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u1+u2
A=
2
U, —u
B = 2 1
[
En remplagant A et B on obtient :
U +uU;, Uy — Uy 1 x 1 x
up(x) = 5 + X —>u0(x)=(§—7)u1+(§+7)u2 v vee e e e (77)
On pose :
N _1.z tN. _1+x
LT T TT

Les fonctions N1(x) et N2(x) sont les fonctions de forme de la poutre pour le déplacement
axial u(x). Ces fonctions sont linéaires (Fig 36).

1.2
oo~
f' —N1
0:2 N\ —N2
. V4R o
1 -0.5 0 0.5 1

Figure 36: Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement longitudinal des éléments a 2

nceuds.

L’expression du déplacement longitudinal devient :
uo(x) = Nyuy + Nou,

Avec u,,u, les valeurs du déplacement longitudinal aux nceuds 1 et 2 respectivement.

Enposant: & = sz’ I’expression du déplacement devient :

Up(0) = (5DUs F otz mcssctsctesstessetess et (78)

Pour le déplacement transversal w(x), on utilise des fonctions d’interpolation de type Hermite

de degré 3 dans la base polynomiale :

w(x)=A+Bx+Cx?>+Dx3® ..............(79)
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Sachant que : 6(x) = dv;ix) = B + 2Cx + 3Dx?

Les conditions aux limites :

. l <1> P lB+IZC+l3D
=—=> -] - =A—— — —
X=73 7w Ty ™™ 27 T3 7
Ll (+l) A+lB+lzC+l3D
=T - -] > = — —_ —
X=Ty oWl Ty W 27 T3 Tg
32

6(=1/2) = 6, = B =€+ =D

32
0(+l/2)—>02=B+lC+TD

\

La résolution de ce systeme d’équation (79), donne :

( w; +w l

A== =20~ 6)
B_—3 +3 10 19
< T M T W2 T T g%

1
C=Z(92_91)

2 2 1 1

LD=I_3W1_I_3W2+I_201+Z_292

En remplagant A, B, C et D dans 1’équation (79), on obtient :
W(x) = N3W1 + N4_W2 + N501 + N692
Dans cette expression, (W,,W,) sont les valeurs des déplacements verticaux respectivement

aux nceuds 1 et 2. (6,6, ) sont les rotations respectivement aux nceuds 1 et 2. Les fonctions

N3(x)-Ne(x) sont les fonctions de forme pour le déplacement w(x). Elles ont pour expression :
( 1 3/2x\  1/2x\°
v =30 -5(T) +3(7) )
1 3/2x\  1/2x\°
N4=z[1+z(7)‘2(7) l
l 2x 2x\° 2x\°
N5=§[1‘<T>‘(T) +(7) l
l 2x 2x\° 2x\°
%Zé[‘(T)*(T) +(7) ‘1l

En coordonnée adimensionnelle £=2x/l, ces fonctions s’écrivent :
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[ Na=p[t-3@+5@]
M=5 145 -3

l
Ns=51— ()= () + (]

Ou : |

l
(Ne = g[=() +(O* + (§)° — 1]

Leurs variations le long de 1’élément sont représentées dans la fig.37. Ces fonctions ne sont
pas linéaires. Elles sont couramment appelées les fonctions de I’Hermite dans la littérature des

éléments finis.

[REY
N

— N4

U.X N
\ e N6
\

1.5

/s |
\
\

No

/ U.

q
g

-1.5 -1 -0.5

[EEN

o)
N

D
5

Figure 37: Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement transversal des éléments a 2 nceuds.

L’expression de w(&) devient :
1 3 1 1 3 1
w®) =5[1-2© +5@|w +3[1+5© - 3©2|w,

l l
+g 1= () = ()% + (%10, + g [=(§) + (©)* + (§)° — 116 ... (80)

8.1.2. Calcul des déformations en fonction des fonctions de forme :

La déformation longitudinale au niveau de I’axe de référence de 1’élément poutre est donnée

par :

_dug(x)  ONi(x) ON,(x) _quny (U
fox = T TS Tax T ox >{u2}_<N1’N2 >{u }

La rotation &(x) est donnée par :
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Wy
dw(x) C 0,
0,

La courbure ¢ s’écrit sous la forme suivante :

d?w(x)
dx?

o(x) = — ==< —N;,—N,,—Ns,—N, >

On déduit que :

(]

. N, 0 0O N, O 0
{V}z{ga}zlol A 0 ~N; —Né’“lul?
lo, )

Ce qui s’écrit sous la forme matricielle :

7} = [BH{U oo, (81)

A partir de I’expression (76) du Principe des Travaux Virtuels (PTV), on obtient :
Avec {0} = [DI{y} = [DI[Bl{u} et {6y} ={6u}"[B]"

La formulation élément finis de JU développé dans I’Eq 76b devient:
ou = [ BT DBl
l

Comme {u} et {ou} sont indépendants de x, on peut écrire :

5U = {5u)7 ( f [B]T[D][B]dx) )

l

De méme, la formulation élément finis de W développé dans (75), s’écrit avec:

{d}=INHu} et {8d}" = (5w} [N(O)I

sW = f (8d) {f}dx = f BWTINDIT {f}dx = ()" < f [N(x)]T{f}dx>
l l A

W = {su}"{F}.
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{F}, = fl [N(x)]T {f}dx : est le vecteur forces nodales.

L’expression ¢1ément finis de I’équilibre devient alors:

{{W (f (BITONBIx) () — 0" P =0y oy a2

{0} = [DI{y}

(J, [BITD][Bldx) () = {F),
{o} = [DI{y}
Elle peut se mettre sous la forme classique :
[K]e{u} = {F}.

Ou [K]e est la matrice de rigidité élémentaire définie par:

Soit alors : {

1/2

j [BGOIT DB dx

-i/2
8.1.3. Calcul de la matrice de rigidité par intégration numerique :

La matrice de rigidité élementaire est définie par :
[K]. = [2 [BCOI DEONIB ()] dx

Par changement de variable —1 < & < 1, cette matrice devient :

+1

l
> f (B D©]I[B(E)]de

-1
Dans la méthode des éléments finis, les intégrales sont souvent calculées par intégration

numérique en utilisant les méthodes d’intégration numériques comme la méthode de Gauss.

L’évaluation de [K], calculée par intégration numérique s’écrit:

| Borp©IBEEE = BEOTDEIBE
n : nombre de point de Gauss
ou: & 1 Abscisse du point de Gauss i

a; : Poids d'intégration au point de Gauss i

La précision de I’intégration dépend du degré du polyndme a intégrer dans I’intégrale. En

fonction du degré, un nombre défini de points de Gauss est nécessaire. Pour intégrer les
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fonctions de I’Hermite adoptées ici, le nombre minimum de points de Gauss est 2. Dans notre

cas, on a utilisé trois points de Gauss n=3. La position est les coordonnées de ces points dans

I’¢lément de référence sont données dans la fig.38. Les coordonnées de ces points et leur

poids se trouvent dans le tableau 1.

-1 0 +1
[ - - '] &
é:l 52 ¢-3

Figure 38: Représentation graphique des abscisses des points de Gauss

Tableau 1: Abscisses et poids d’intégration de Gauss utilisé pour I’intégration numérique de

I’élément a deux nocuds.

Les Abscisse des points de Gauss

Les poids d’intégration aux points de Gauss i

o =5

o =8

o, =5

Calcul des expressions des N’ et des N’ :

Ona:

Dans notre cas :

aN, ON,?2
= -
P13

0x

ON; _ON; 0¢
ox  0& Ox

9 2

- — =
Jx

92N; _ 0°N; (2)2

ax2 92\l

Donc les expressions des N; et N, sont données comme suit :
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( , 1
Ny =1/2-¢/2 - N1=_T
1 |
N2=§+€/2 _’N2=T
1 3 1 ., 6
< N=s[1-S©@+3@7 - M s
1 3 1 . —4 3
N4=§[1+§(f)—§(f)3] > Ne=77 G739
l ., —6
Ns =g[1=() = (*+ ] = Ng = ¢
l . 4 1 3l
Ve = g[=@) +(* + ()~ 1] > No = 5 (G + 15

8.2.Elément poutre 2 trois nceuds (9 ddl):
8.2.1. Calcul des fonctions de forme :

Pour la discrétisation des déplacements, on utilise des éléments finis poutres a 3 noeuds et a 3

ddl par nceud. La fig 39 donne I’élément dans le repere naturel et dans la coordonné de

référence.

=
1 IQ ES
. .« ¥ = dlement réél

0 v 2
L £

=l

=

4

2
1 3 . . -
. N - & = dlement de référence
-1 0 +1

Figure 39: Elément fini a 3 nceuds.

Le déplacement longitudinal uo (X) au niveau de I’axe de référence est approché par des

fonctions d’interpolation de type Lagrange de degré 2, dans la base polynomiale.
uo(x) = N1u1 + N4u2 + N7u3
Ou : ug, Uz et us sont les valeurs de déplacement longitudinal au 1,2 et 3 respectivement.

Avec :
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(M x)———(—)( -D
LN = —7><1 +3)
|

| MG =3Ga+D

(M@ =—©a-9=-3+%
0“’{ N, (x) = (1—5)(1+E)— 1—¢2

| M —s©a+n=5+5

= uy(x) = (—g + %) u + (1 —-8&Hu, + <§+ %) U3 cer e vee ere een e (83)

La figure 40 donne la représentation graphique de ces fonctions.

H
No

—N1
e \ 4
N7

Figure 40: Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement longitudinal des éléments & trois

nceuds.

Pour le déplacement transversal w(x), on utilise des fonctions d’interpolation de type Hermite

de degré 5 dans la base polynomiale :
W(x) = N2W1 + N301 + N5W2 + N602 + N8W3 + N993 TR (84’)

Ou les fonctions d’interpolation sont données par :
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Ve =1|(5)-8() +16(3)
4 5

=) +106) -0’ -21§)
o =12 - +2() 1]

Ou bien :

5 1 3

(V@) = - 280 - 4560
l
Ny(©) =5l =8 = ¢4 4+ &)
No(©) = 1- 282+ ¢*
l
No(®) =5 [€ = 28 +¢°]

5 1 3
Ne(§) = & + 38 =58 = ¢°

l
(No(§) = 5 [=87 =% + & + ¢°]
AVvec :

W1, W2 et wz: les valeurs de déplacement transversal aux nceuds 1, 2 et 3 respectivement.

01, 02 et 03 : les valeurs de la rotation aux nceuds 1,2 et 3 respectivement. La fig.41
donne la représentation graphique de ces fonctions N2 et Ns. Les autres fonctions sont

représentées dans la fig 42.

1.z

01z

— N2
——N3

RE & @ e

-5 -1 -0,5 0 05 1 15 L5 L 05 0 0.5 + L5

Figure 41: Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement transversal (N2 et N3) des

éléments a trois neeuds.
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NS

Figure 42: Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement transversal (N5,N6,N8 et N9) des

¢éléments a trois nceuds.
8.2.2. Calcul des déformations en fonction des fonctions de forme :

La déformation longitudinale, au niveau de I’axe de référence de I’élément est donnée par :

_ dug@@) _ 0Ny () ON,() 9N, (O Zl
fox = T T ox ' ox = 0Ox 2

Us

Uy
€ox =< Ni,N,,N, > {uz}

usz
La rotation :

Wy
(o)

dw(x) . . . . . : w2
0(x) = —— — =< Nz, —N3, —Ns, —~Ne, N5, =Ny > { ¢ ¥
[ ws |
\o,)
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(
I

2 " ” ” ' ' //
Et la courbure :  @(x) = —dde(z") =< —N,,—N3,—Ng,—N,,—Ng,—Ng > {
I

Ou plus simplement :

{ggc} S ) 11 E7 ORI (< 1)

N, 0 0O N, O 0O N, O 0
Avec:[B]=l1 4 4

0 -N, —=N; 0 -N5 —-Ng 0 —Ng —Nyg
et:{ul={u, wy 6, u, w, 0; uz wsy 03}

8.2.3. Calcul de la matrice de rigidité par intégration numerique :

+/; +1
K= [ B P@IB@Ix =5 [ BOIDEIBE
_l/z -1

La matrice [K]e est évaluée par intégration numérique :

+1 n

[ Brp©IBEIE =Y BEDENBE]

-1 i=1

n : nombre de point de Gauss
ou: &+ Abscisse du point de Gauss i
a; : Poids d'intégration au point de Gauss i

Dans notre cas, on utilise cing points de Gauss n=5. La position est les coordonnées de ces

points dans 1’élément de référence sont données dans la fig.43. Les coordonnées de ces points

et leur poids se trouvent dans le tableau 2.
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-1 +1

L > >

§1 Sz 43 G4 G5

- il

Figure 43: Représentation graphique des abscisses des points de Gauss.

Tableau 2: Abscisse et poids d’intégration de Gauss utilisé pour I’intégration numérique de
I’élément a trois nceuds.

Les Abscisse du point de Gauss Les poids d’intégration au point de Gauss i
1 o 161 13
_ 5 = -
=32+ A ' 450 180\/%4
1 = , .1 13
—_— —_ 2 -
o--L a5, e
= ~128
s =0 % =77 /225
S4 =S, o, =a,
S5 = —61 ds =t

Calcul des expressions des N’; et des N’ :

Ona:
oN; _ N 0§
0x d¢ ox
Dans notre cas :
2x 08 2

ST Tl

aNi _ 6Nl 2 ale- ale' (2)2
[

= —_ = —
ox 0¢ 1  oxZ o9&
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Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

Donc les expressions des N; sont données comme suit :

( 2 , 1\ 2
MO =55 = M®=(-3)7
, 2
) N4(f)=1—52_’N4(f)=(—25)7
2 , 1\ 2
L N ($) =§+% - N;(§) = (f"‘i)?

Et pour les expressions des N, :

( 5., 1, 3 . 15 2\?
) =88 =780 =58 4565 > N3 = (158 — 682 - g +2) (])
z

8

" l g
M) = 516 — £ — £ + €1 - N3 = () (208 ~ 1282~ 65 +2) ;)
2
Ni(©) = 1- 262+ 60 - Ny = (1282 - 9)5)

l . l 2\

No() =515 =26 + %] - NG = ;) @08 - 129) (7)
5, 1, 3 . 15 2\
S s SR
L 2 3 4 5 '’ ! 3 2 2 :
No(§) = 517 = £ + £+ %] - N3 = () 208° + 1282 - 65 - 2) ()

8.3.Elément poutre & quatre nceuds (12 ddl):
8.3.1. Calcul des fonctions de forme :

Pour la discrétisation des déplacements On utilise des ¢éléments finis poutres a 4 nceuds et a 3

d.d.l par nceud (Figure 44).

z
1 2 I 3 4
* . . *—» = élement réél
-£ -8 0 +£ £
” % % %
[ £ >
z

1 7 [ = 4

. . . o« ° = dlement de référence
-1 153000 413 +1

Figure 44: Elément fini a quatre nceuds.
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Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

Le déplacement longitudinal uo (X) au niveau de I’axe de référence est approximé par des

fonctions d’interpolation de type Lagrange de degré 3, dans la base polynomiale.
uO(x) == N1u1 + N4U2 + N7U3 + N10u4 (86)

Ou ug, U2, uzet us sont les valeurs de déplacement longitudinal au 1,2, 3 et 4 respectivement.

(n0=-E)) (0 +6)O)- 6
10 =-(3) G);G) (?)2—(28—7) &)+(2)
v =-(3)0 -66 +5)0)+ )
100 = ()@ + ()@ - GO 6o
. Nl(f)——g%>53+(§)52+(%25_(%69)
o=~ -Ge-Eer )
’W)=‘(§>fg‘(9z)fz+(1§)f+gﬁ)
L M=)+ (3)e - ()¢ (5e)
3 =% - ¢ :2Tx

La Figure 45 donne la représentation graphique de ces fonctions.
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Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

Figure 45 : Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement longitudinal des

¢léments a quatre nceuds.

Pour le déplacement transversal w(x), on utilise des fonctions d’interpolation de type Hermite

de degré 7 dans la base polynomiale.
W(x) = N2W1 + N301 + N5W2 + N602 + N8W3 + N903 + N11W4 + N1294 (87)

Ou les fonctions d’interpolation sont données par les formules suivantes :

o= (22)- G20~ () + (E)6) + ()6 - (42 -
o= (o) GO ()0 (B ()6 - () -
o= (25)- (B0 + () (S0 + (298 - )6y + (D)6 ()¢
o =i[(2)- (0 - (6 (6 - ) -6 + ()6 |
= 22) (22 ()« ()0~ () 0 — (22 0+ (52 0+ (29 - ()
i =-(2) - () )+ () '+ ()Y - )Y - ()0 + ()3 - (21
= (55)+ ()0 - CDE) - G0+ (2500 + ()6 - (D)6 - ()
=1 [ () - ) - )3 - ()6 -G - () + 6+

Ou bien :

\_/
~
=X
~—
w
+
~
3
O
SN———
~
=X
~—
o)}
I

~
)

=

(e}

N
SN——
=18
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Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

N, (&) = (%)_(%56) f_<%> , (281) (1215)64 (%)65 (729)%6 <891)€7

0= {5~ e (e (B B~ (- (e e
0= (61) - (350) ¢+ () + () e+ () - (e )+ () e+ ()
{Ne(f) l[(ﬁ)_(%)f‘(%>52 (891) (513) (1539) . (243)56 (729){7]
0= 1)+ (e ()= ()0 -(5 e+ B+ () - (e
w40 =1[- (G- () () (e (- (e« (D) (]
N (8= (512)+<21556)‘f (i:;)fz <@> ( )4 ( 6)55 (729>€ (891)57
N2 () = l[ (512) (2;6)‘f (128)52 ( >f (9 (ﬂ)fu( )E ( )57]

Avec :

Wi, W2, W3 et Wy : les valeurs de déplacement transversal aux nceuds 1, 2 ,3 et 4

respectivement.

01, 02, 03 et 04 : les valeurs de la rotation aux nceuds 1,2, 3 et 4 respectivement.
La fig.46 donne la représentation graphique de ces fonctions.
8.3.2. Calcul des déformations en fonction des fonctions de forme :

La déformation longitudinale, au niveau de 1’axe de référence de 1’élément est donnée par :

Uy
I dug(x) - ON;(x) ON4(x) ON;(x) ON;o(x) - {uz}
T dy T 0x ox ox ox Uz
Uy
Uy
gox =< N{,N;, Nj, N, > {ug}
Uy

dW(X) ’ ’ / / / / 92
dx < _NZ N3 Ns, _N6' _NS’ _Ng, _Nll’ _le > < ’

Uy

La rotation :

6(x) =—

Et la courbure :
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Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

(W1
6
W2
dzw(x) n n n n n n n n 92
@(X)=—W=<— 2,—N ,—Ns',—Ng,—Ng',—Ng, — 111_N12><W3>
63
Wy
\ 9,/
la relation entre les déformations (gox, @ ) et les déplacements nodaux s’écrit alors :
(W1
61
w2
{so,c}_ N 0 0 N, 0 0 N, O 0 N, 0 0 )6
@) lo -Ny —-Ny 0 =N =N/ 0 —Ny —-Ny 0 —N{j| —N{3l]|ws
63
Wy
L6,
Ou plus simplement :
Eox _
{ 5 = BIU} e (88)
Ny O 0 N, O O N, O 0 Np 0 0

Avec : [B] = I " B " " ,

0 -N, —N; 0 —-N; —-N, 0 —Ng —-Ny O —Nj; —Np,

et:{ut={wy, wy 6, u; wy, 0, uz ws 03 w, 0,}

12

1

0,3

0.6 — Mz
04
02
— B — E
-1.5 -1 -0.5 02 [ 0,5 1 15 -15 -1 15

-0,

12

1

08

£
05 L5 15
NS
04
0,2
£ 0,
-15 -1 -0.5 [ 0.5 1 15
35
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— Nz

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 -1.5

12

1

0.8 15
1,6

——MN1l
04
—MN12
02
- —
= g
-15 -1 -0.5 0 05 1 15

-0,2

Figure 46 : Graphe des fonctions d’interpolation pour le déplacement transversal des éléments
a quatre nceuds.

8.3.3. Calcul de la matrice de rigidité par intégration numerique :

+/; +1
l
Kle= | BeID@IBWIax =5 [ BOIDEIBEONE
_l/2 -1

La matrice [K]e est évaluée par intégration numérique :

+1

[ Brp©IBEIE =Y BETDENBE]

-1

n : nombre de point de Gauss
Ou: ¢ : Abscisse du point de Gauss i
a; : Poids d'intégration au point de Gauss i

Dans notre cas, on utilise sept points de Gauss n=7

- +
1 0 1

——a—= * * - el

$1 &2 45 Se S5 Gs 47

Figure 47: Représentation graphique des abscisses des points de Gauss.
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Chapitre 11

Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

Tableau 3 : abscisse et poids d’intégration de Gauss utilisé pour I’intégration numérique de
I’élément a quatre nceuds.

Les Abscisse du point de Gauss

Les poids d’intégration au point de Gauss i

& =-0.949107912342759

o, =0.129484966168870

&, =—741531185599394

a, =0.279705391489277

&, =—0.405845151377397

a, =0.381830050505119

£,=0 o, =0.417959183673469
&5 =—&3 Os = O3
S6 =S Qg = &y
S =—& a;, =y
Calcul des expressions des N’j et des N’ :
Ona:
dON; ON;9¢
ox  0& Ox
Dans notre cas :
2x 0& 2
= — = —
l ox 1
dN; ON;2 92N, 02N, (2)2
= —_ - — —
0x o¢ 1 dx? 082 \1

Donc les expressions des N, sont données comme suit :

A

1

8

L u® = (5) ¢ + (3

Et pour les expressions des N, :

(o --Qe+Qe(:
ro=-()e Qe -(F)ee ) wo- [B)e-(
w© =~ ()¢ - (5)e+ (F)e+ (5g) » m@ =|-(g5) ¢~ (

)i~

)e=

1

16

1

16

9

8
9

8

Je-(e)lz
)é= (i)l
)¢+ (i)l

(2

) - w0 =[-(55)¢ +

8
9

) = wio® =[(55) ¢+ 5
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120 =~ (- )+ ()¢ () - (- (2

e+ (G

Né'(f)_l[(zsa) (256)'5
w© = (3)[(56) + (5 )¢ -
) o =(0)[(Gse) - (0

e = () [(z56) * ()
e = (7)[(Gsg) + (56 ¢
(6=~ () [ (Gsg) * 352

L, (27945\ _, (10935
(o) e

128 256

N

. Jw
+

(525
()
(329"
()
(1)
()

297\ , (495 1215

)&+ (i) + (3567 -
128 128 256
1

<1701

9. Discrétisation de la section transversale

Pour la discrétisation de la section transversale, on adopte I’approche multi couches qui
signifie la subdivision de la section totale en un nombre finis des couches horizontales, pour
permettre d’évaluer 1’état de contraintes et des déformation et de déterminer la matrice de

rigidité et des efforts dans la section droite et dans 1’¢lément poutre dans sa totalité.

Les quantités EA ES et EI sont évaluées en divisant la section transversale en un certain

nombre de trapéze. Chaque trapéze est subdivisé en un certain

horizontales de module Ej, d’épaisseur hj et de largeur bj 1’origine est placée en bas de la

section (voir figure 48).

Soit nc le nombre total de couches horizontales. Les expressions des différentes rigidités

équivalentes de la section s’écrivent comme suit :
ﬁ:IEds:iEj-bj h,
s i=1
gzIEzds:iEJ DN 2y e
s j=1
El = jE-zzds:iEJ ‘b, -h, -z’
sE i1

zj: ordonnée du milieu de la couche j par rapport a I’axe de référence.
bj : largeur du milieu de la couche j.

hj : hauteur de la couche j.
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256
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A& £
Az
b sup .
Couche |
. ! .
PN Y =
BT trapezes Zaup \ /
-~ ,’r} Y T |Zmudl
.i’ Zin
i laini’
£ BN Y
2ye de référence
a) Section transversale b) Couche trapézoidale 1trap

Figure 48 : Discrétisation de la section transversale en couches trapézoidales.
Sachant que chaque trapéze est caractérise par :
bint = largeur inférieure du trapéze.
bsup = largeur inférieure du trapeze.
Zinf= position inférieure par rapport a I’axe de référence.
Zsup = position supérieure par rapport a I’axe de référence.
Pour chaque couche, on considere la déformation au milieu de la couche.
La position de la couche en cours par rapport a I’axe de référence est définie par zmidl
Zmidl = Zinf + Niayr (j — 0.5)
OU : hiayr est I’épaisseur de la couche j.
&, = &, +2¢ D’aprés ’équation (64).
La largeur au niveau du milieu de la couche est :

hlayr
htrap

Brayr = Dint + (Dsup-Dinf) (=0.5) o (90).

Ou huap est la hauteur du trapéze en cours (itrap).

10. Evaluation du vecteur des forces résiduelles {R}, pour chaque élément :

D’apres la relation (82) du P.T.V,ona:
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f (5737 {o}dx —f O {FYdx = 0 o o .. (91)
l l
{o} = [DI{y}
{v} =[Bl{u} et {d} = [N]{u}

Qui peut s’écrire encore sous la forme :

l

( \

| f ds |

j ol L — {Sd}T dx =0 (92)
: Ik Oy stJ

Ou: {6y}" = [B]"{su}"

{6d}" = [N]"{6u}"

Ou [B]est donné par les relations : (81) pour un élément a deux nceud, (85) pour un élément a

trois nceuds et (88) pour un élément a quatre nceuds.
Avec :{u} : Vecteur des déplacements nodaux
[N] : Matrice des fonctions d’interpolation (de forme)

En posant :

_[ o,ds = N(x) Effort normal a I’abscisse x de I’élément

S

I o, - 2.ds = M (x) Moment fléchissant a ’abscisse x de 1’élément

L’expression devient :

fl Gy [1" {0 e - fl NI oy il ax = 0

M(x) fz
e auidome:
[ oo ({ e - [ e o oo
ou:
T o T R P

=79 .-



Chapitre 11 Formulation des éléments finis poutre en comportement 2D.

Ou plus simplement :

Ty TR o S oY (95)

Avec :
{p}.: Vecteur des forces nodales résultant des efforts intérieurs.
{f}.: Vecteur des forces nodales résultant des efforts reparties appliques a 1’é1ément en Cours.

Remarque : Dans le cas non linéaire, les efforts intérieurs dépendent de la solution {u},. A
chaque étape de la résolution, il reste des forces résiduelles qu’il faut équilibrer a 1’étape

suivante :

{p}e - {f}e = {w}e * {O}

Le processus de calcul non linéaire consiste a rechercher la solution {u} qui rend les forces

résiduelles aussi proches que possible de zéro.
11. Conclusion :

Cette étude et ces formulations, nous a permis d’enrichir notre programme et de modeéliser
n’importe quel structure plane d’une facon proche de la réalité surtout dans des zones de forte
non linéarité ou il est nécessaire de raffiner le maillage, c’est exactement notre objectif de
développer des élements plus performant pour mieux représenter 1’¢lément et de minimiser

les données a introduire pour le traitement.
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Chapitre 111 :

Modélisation du comportement non linéaire des

matériaux et la résolution numerique.

1. Introduction :

La formulation élément finis de comportement 2D des poutres a été presentée dans le chapitre
précédent. Les équations d’équilibre sont d’abord établies dans le cas continus. Elles sont
ensuite discrétisées a 1’aide des fonctions de forme et les équations d’équilibre sous forme
algébrique sont établies, accompagnées de la loi de comportement du matériau. L’objet
principal de la these est le comportement des structures en béton sous chargement cycliques et
monotones en présence de la plasticité et de la fissuration. La loi de comportement contrainte

déformation est non linéaire.

L’utilisation des lois de comportement non linéaire des matériaux constituant la structure
étudiée, induira une non linéarité dans le comportement global de la structure. L’analyse de
cette derniere par éléments finis nécessite 1'utilisation d’une méthode incrémentale itérative

pour résoudre le systéeme d’équation non linéaire.

Pour cela, ce chapitre a été divisé en deux parties. La premiere partie présente les différentes
lois de comportement des matériaux utilisés, et la deuxiéeme partie présente la méthode de
résolution du systéme d’équations non linéaires. Cette méthode est basée sur une formulation
incrémentale de I’équilibre ou les équations incrémentales sont résolues par les méthodes
itératives de Newton-Raphson. Ci-aprés les différents modeéles utilisés dans la loi de
comportement des bétons et des armatures en acier sont présentées. Les relations contraintes

déformations sont alors exposées.
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2. Lois de comportement des matériaux :

2.1.Béton :
2.1.1. Comportement monotone (Courbe enveloppe) :
2.1.1.1.Comportement en compression :

Pour le comportement du béton en compression, nous avons choisi quatre lois de

comportement a savoir :
2.1.1.1.1. Loi de SARGIN [110]:

C’est la loi préconisée par BPEL 91. Elle admet un comportement élastique non linéaire dont
la courbe contrainte déformation est définie par :
£ : £ \?
k (%) +(k'—1) (%)

o= fre NG
14 (k-2) () + ko)

avec : k = M
fbc
( k'=k—1 pourf,. <30MPA
ot : k'=0 pour f,. =55 MPA
55 _fbc

k"= (k- 1)( ) pour 30 MPA < f,. < 55 MPA

25

Avec :

fve - Résistance a la compression du béton.

E} : Module élastique du béton a l'origine.

£,0 . Déformation correspondant au pic des contraintes.

k' et k : Paramétres du modéle.
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Figure 49 : Courbe contrainte-déformation de Sargin [110].
2.1.1.1.2. Loi de SARGIN avec branche linéaire :

C’est la méme loi de Sargin [110] pour des deformations inferieures a la déformation qui
correspondante au pic des contraintes. Au dela du pic, la loi se présente par une droite qu’est

donnée par 1’équation suivante :

o=f,|1- Gy e (97)
€po
o
&
A IR 2
fhl.l ...l ......... .
. : ;
s : ;
i i
p €
Eno €hu

Figure 50 : Courbe contrainte — déformation de la loi de SARGIN avec un trongon
droit.
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2.1.1.1.3. Loide CEB [20]:

C’est un cas particulier de la loi de Sargin, en posant : k = 2 et k> = 0. On obtient alors

I’expression de la loi sous la forme suivante :

o= fre [2 (%) - (é)zl e e (98)

.

Figure 51 : diagramme contrainte —déformation (loi parabolique) [20]
2.1.1.1.4. Loi parabole rectangle :

Cette loi admet une partie parabolique pour les deformations inferieurs a la déformation
correspondant au pic des contraintes, au dela du pic, la contrainte est supposé constante
jusqu’a la déformation ultime ¢,,,. Cette loi de comportement élasto-plastique est modélisée

par :

o= o Iz (i) - %oﬂ pour0<e<en . (99

0 = fpc POUT Epg < € < &y

C’est la loi parabole-rectangle adoptée par le reglement BAEL 91 pour le calcul des structures

en béton.
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Figure 52 : Courbe contrainte-déformation de la loi parabole-rectangle.
2.1.1.2.Comportement en traction :

Pour bien simuler le comportement réel du béton, et le comportement globale de la structure,
nous avons pris en considération la contribution non negligeable du béton tendu, cette
négligence engendre une sous estimation de la rigidité des éléments de la structure et une sur
estimation des déformations. Pour cela notre programme dispose de quatre lois de

comportements du béton en traction a savoir :
2.1.1.2.1. Loi élastique fragile :

Cette loi a modélisé le béton d’une maniére simple, les contraintes sont proportionnelle aux
déformations dont la pente correspond au module d’¢lasticit¢é du béton en compression
jusqu’a la contrainte a la traction du béton f,, (Figure 53). Au dela de cette valeur la

contrainte est nulle :

{azEboe Si0<e€<¢gp

o=20 sie> Epft —— N0 ]0))

Avec :
E,o: Module d’élasticité du beton a la compression
f,. : Contrainte pic de traction de béton

&pse - Déformation correspondante a la contrainte a la traction de béton.
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Figure 53 : diagramme contrainte —déformation (élastique-fragile).
2.1.1.2.2. Loi avec branche descendante linéaire :

Pour une déformation inferieur a ,¢,, nous avons la méme loi élastique fragile présenté ci-
dessus. Au dela de cette déformation le présent model a une partie d’adoucissement linéaire

décroissante selon une pente E;:

E, = _ S e eee s e e (101)

Epft — €btu

L’équation qui représente le diagramme contrainte déformation s’écrit comme suit :

o =Ep¢ si0<e<e¢
{ o bo . PTE e (102)
o =E;¢ Si&pfr < € < Epry
La Figure 54 donne la représentation graphique de cette loi.
o
f].'lt
€
bt Ehtu

Figure 54 : diagramme contrainte —déformation (Loi élastique adoucissante avec branche

décroissante linéaire)

-86-



2.1.1.2.3. Loi de Grelat [50] :

Avant fissuration Grelat [50] admet une branche linéaire et pour la partie apreés fissuration, il a

représenté la réponse par une branche parabolique décroissante (Figure 54). L’équation de la

loi s’écrit :
O'=Eb0€ SiOSeSgbft
2
o =fy <M) Siepe <e ey .. (103)
Eptu — Ebfe
Avec :

Epo 1 Module d’¢élasticité longitudinale du béton.
epge - Déformation de traction correspondant a fj, .

&y - Déformation correspondant a la plastification de I’acier le plus tendus.

L]

ArctgEL,
Ebfe

Ebtu

Figure 55 : diagramme contrainte déformation (Loi de Grelat).[50]
2.1.1.2.4. Loi de Quast [96]:

Quast [96] a pris en compte la plastification des aciers dans 1’élaboration de la loi fictive du
béton en traction. Avant fissuration du béton, une forme parabolique a été admise. Apres
fissuration du béton, une branche linéaire est adoptée, sauf que la valeur de la résistante du
béton a la traction est en fonction de la déformation de I’acier le plus tendu. Les relations

contraintes déformations utilisées sont données ci-dessous.
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2
1—¢ .
a:fbt1[1—<gbf>] SLE < Epre (104)
t ses wa sEm oo

o= fbtl sieg> Eprt
I{fbt1 = fot Sl &qt < Epfi
€at — €ae .
Avec: 4 foer = fot <— St Eprt < Ear = Eptu
| €ae — Epft
kfbtl =0 Sl €qt > Epty

fae

=z : La déformation correspondant a la limite d élasticitéde l'acierf,,

E, : module d'élasticité de l'acier.
g4t + Déformation de l'acier le plus tendu.

2.1.1.2.5. Loi de Vecchio [121]:

Vecchio a décomposé la réponse du béton en deux parties, avant fissuration et apres

fissuration. Avant fissuration, la réponse du béton est modélisée comme suit:

fe1r = Ec€01 S0 < €. < Ecp venver vee ne e (105)

( 2fe
E, ==
| ° T g,
ou: { fi
| Eer = E_
c

\f, = 0.65(£,)033

Apreés fissuration, la relation suivante est adoptée :

fe
1+,/Ceeq

Ou Ct = 200 pour des petits éléments et pour le cas contraire C¢ = 500. La figure 56 donne la

far = S e 1[5

représentation graphique de cette loi.
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Figure 56 : Courbe contrainte déformation Vecchio [121].
2.1.2. Comportement cyclique :

Le modeéle uni-axial propose est basé sur des observations expérimentales et permet de décrire

correctement le comportement non linéaire du béton sous chargement cyclique, a savoir:

a. la dégradation de la rigidité.
b. T’apparition des déformations résiduelles.

c. larestitution de la raideur en cours d’un chargement cyclique alterné.

Suivant la figure 57 et jusqu’a une nouvelle inversion du chargement, le béton suit la loi non

linéaire en compression du modeéle Sargin [110] (Courbe enveloppe, Trajet 1).

Quand la sollicitation change du signe en présence d’une décharge, le béton se décharge selon
une droite de pente E passant par un point focal de coordonnée (foc,e0) comme 1’ont suggéré
Park et coll [91] et cela conformément aux essais de Ramtani [100] qui montrent que le
module a la décharge est différent du module initial Eo du fait de I’endommagement du béton

comprimé. (Décharge endommagé, Ex<Eno, Trajet 2) :

— Oj_
Eza)::gﬁl——i—l".m.""."”(1o7)
7= e
Epo

La déformation résiduelle est donnée par la formule 108. Elle est approximativement le
cinquiéme de la déformation maximale atteinte lors du chargement selon les essais réalisés
par Neild [83] :
foo _,
fbc Epo -1

O " Fy 1%
bc

e e (108)
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Lorsque le béton est sollicite en traction, nous conservons le module endommagé E» calculé
précédemment jusqu'a atteindre de la résistance en traction fi.. Ce constat est conforme aux
essais de Morita et Kaku [80] qui montrent que le béton fortement endommagé en
compression voit son module diminuer sensiblement en traction. Xudong [126] a constaté que
la rigidité de la structure varie avec I’historique du chargement et déchargement. Au dela du
pic des contraintes, le béton suit la courbe enveloppe de Grelat [50] (Trajet 3).

Lorsque la sollicitation change du signe, la fissure se referme progressivement selon une
droite de Pente E1 (Trajet 4), la fissure est supposée complétement fermée pour une contrainte
inferieure a —f;. Celle-ci la est approximativement la méme contrainte que Aslani Farhad [12]
a pris en considération (or=fe/10). Au dela de cette contrainte on retrouve la droite de pente E>
de decharge en compression (Rechargement en compression, Trajet 5). Dans le cas d’un
point initialement tendue on rejoint la loi non linéaire du béton en compression (Chargement

en compression) :

Gt or o Joe  Ubetfo) - g0g

E{p =
1o i1 — &pr P" Epg Esi-1

o W

Cowbe enveloppe

Figure 57 : modélisation du comportement cyclique du béton.
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Les différentes lois de comportement présentées ci-dessus ont été implémentées dans notre
programme de calcul numérique. Il est basé sur une formulation par élément finis et utilisant
des lois de comportement contraintes déformation non linéaire pour des chargements
monotones ou cycliques. L’organigramme suivant résume 1’inclusion de ces différentes lois et

étapes dans notre programme de calcul numérique (Fig 58) :
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Calcul de la pente de la droite AP

(Voir figure 57 et équation 107)

Oui Non
Esy = Ezi-ny

Calcul de la pente de la droite AP’ Eq(j Calcul de la déformation
résiduelle er

C ] des déf ti
umut des detormations Calcul de la déformation

Et des contraintes résiduelle gy

) Oui Non
Oui Non

& = &i_+ + As

Calcul de la déformation 0; = 0i-1 + Explg;

résiduelle er’ Oui Non
r & < Enlrin

Non Béton

— completement
fissuré

g =& — &g Ao; = Ey(jAg;

Oui

g; = 0j_1 + AO'L'

g = f (&) Courbe enveloppe

sig; >0 - 0, =0
0i = 0i_1 + E>rinAg;

AO'L'
= Exlep @y — &i-1]
+ Evg-ple — &)l

a; = f(&) Courbe enveloppe
sio; <o} - o;=a0]

0; = 0j_1 + AO'l'

o; inchanagé _Soe
Fur ®

a; = f(&) Courbe enveloppe

sio; <o - o;=a0]
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Non

g/ = f (&) Courbe enveloppe

sio; <a] - 0;=o0]

Oui

Non

Béton
complétement

fissuré

o = f(& — eg,) Courbe enveloppe

sig; >0} - 0;=o0;]

Oui

O'i=0

Figure 58 : Organigramme représentatif de la loi de comportement cyclique du

béton.

2.2.

Loi de comportement des armatures :

2.2.1. Comportement monotone (courbe enveloppe) :

Pour les armatures en acier, une loi élasto-plastique parfaite est adoptee. Pour les armatures, le

comportement est symeétrique en compression et en traction. La loi de comportement utilisée

est donnée par :

oc=E,e Si € < €qe
o =0, Sl Eae T ES Equ e vnn e e
g=20

SLE> €4y

E, : module longitudinal de l'acier

oo (110)

{ Eqe t déformation limite élastique de l'acier
avec :

o,: contrainte limite élastique de l'acier

Equ: déformation ultime de l'acier.

La figure 59 donne la représentation graphique de la loi.
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4 Contramte

# Deéformation

Figure 59 : Comportement des aciers.
2.2.2. Comportement cyclique :

Contrairement au beton, le module de déchargement et rechargement est pratiquement le

méme que le module d’¢lasticité initial pour les aciers :

os = Ege¢ Sie < &g
05 = 0, Sicge <E< €y ven v (111)
o, =0 Sie>eqy

05 >0, — 05=0,

Avec la condition : {Us <-6, » o0,=-0,

T Contramte

/ P |
|
|
|
/ E, \ » Déformnation

_GE"

Ce

/
? ///‘/

Figure 60 : comportement cyclique des aciers.

L’organigramme suivant résume 1’inclusion de ces différentes lois et étapes dans notre

programme de calcul numérique (Figure 61).
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Q-

l'étape (i— 1) ona: €_q,0i_1,A¢c

& =¢&-1+ ASi

Oui Non
. e 0i_1 0; =0
r i—-1 Ea
Oui Non
0; = Eg& _0-1(& — &)
L= T
(Si—l - Er)
Oui Non
Oui Non
F g; >0
o; = 0, 0; = —0¢ i

Figure 61 : Organigramme représentatif de la loi de comportement cyclique d’acier.
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3. Meéthode de résolution non linéaire :

Pour la résolution du systéme d’équation présenté dans 1’équation (112), nous avons choisi la
méthode de la rigidité sécante. C’est une méthode itérative incrémentale qui consiste a
chercher la solution {U;} calculé a partir de {U;_,} qui rend le résidu y{U,,} aussi proche que
possible de zéro :

{F}-[K{U} =y} #0 e ev v e .. (112)
Avec :
[K(U)] : Matrice de rigidité de la structure dépendant de vecteur des déplacements nodaux
{U}.
{F} : Vecteur des forces nodales appliqués a la structure.
{w(U)} : Vecteur des forces résiduelles.

Le principe de cette méthode c’est d’approcher par itérations la valeur de {U;} au moyen de la

relation suivante (voir figure 62):

Ui —Uj—q

f(ui) — f(ui—l)

Uppr = U — (113)

AF
1 2
KUY K(U) K(U)

) S

u
L

[ID Ul UE U3 7 act

Figure 62 : Schéma représentatif de la méthode de la rigidité sécante.

L’algorithme de la résolution non linéaire se présente alors comme suit :
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Chapi

1

2

3

4

5

6

7

8

9

{FY~':chargement appliqué

A T’étape j-1 on connait : - ]
{UY~1: Vecteur des déplacements
Démarrage du compteur des types de chargements (horizontale er verticale).

Evaluation des charges nodales équivalentes aux nceuds pour chaque élément dans le

vecteur rload.
Incrémentation du chargement appliqué :
{FY = {FY~" + {AFY

Démarrage du compteur des incrémentations du chargement : jincs = 1, nincs.
Démarrage du compteur des itérations : i =1, n.
Assemblage du vecteur de chargement applique dans le vecteur gload.
Evaluation du vecteur des forces résiduelles a équilibrer :

¥} = {F¥Y - [KI{U}~*
Evaluation et assemblage des matrices de rigidité en utilisant le module sécant :

EU
-

10- Résolution du systéeme d’équations :

[K1H{Au'} = (¥}

11- Cumul du vecteur des deplacements nodaux :

{u} = w1 + {Au}

12- Calcul des forces nodales internes équivalentes (N et M pour chaque point de Gauss)

et les assemblées dans le vecteur global : eload.

13- Test de convergence :

) \/gload —eload
ratio = 100
gload

si ratio < tolérance : l'étape actuelle est convergente
- passer a l'incrément de charge suivant j + 1
sinon : n'est pas convergente passer a l'itération suivante i + 1

Le schéma de 1’algorithme de calcul est resumé dans la figure 63
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Démarrage du compteur des types de chargement :

itype charg=1a2.

Evaluation le vecteur rload des charges nodales

Incrémentation du chargement

Jincs = 1, nincs.

Passer a ’itération suivante i+1

Démarrage du compteur des itérations :i=1,n

Assemblage du vecteur global de chargement appliqué dans le vecteur gload

Vecteur des forces résiduelles :

(¥} = {Fy - [KH{U}

Evaluation et assemblage de la matrice de rigidité [K]*

Résolution du systéme d’équation : [K ]i{Aui} = {P}

Cumul du vecteur des déplacements nodaux :

{u} = W} + {au}

Calcul et assemblage des forces nodales internes résultants dans le vecteur eload

Non Orti

Passer a I’incrément de charge i+1

=2

Passer a 1’autre type de chargement itype_charge

Test de convergence

Fin

Figure 63 : Organigramme de 1’algorithme de résolution.
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4. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté dans la premiere partie les différentes lois
représentatives du comportement non linéaire monotone utilisé et intégré dans notre

programme informatique a savoir :

- Loide Sargin, CEB pour le béton en compression.
- Loide Grelat, Quast et Vecchio pour le béton en traction.

Par la suite, nous avons développé une loi de comportement cyclique du béton a la base des
différentes observations expérimentales des plusieurs chercheurs.

Enfin, une méthode de résolution des équations non linéaire, basée sur les méthodes itératives
de Newton-Raphson et utilisant la méthode de la rigidité sécante a été présentée a la fin. Cet
algorithme permet de résoudre un systeme d’équations non lin€éaire avec des lois de
comportement non linéaire en presence de la plasticité. 1l permet de résoudre des problémes

en présence des chargements monotones ou cycliques.
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Chapitre IV :

Présentation du programme informatique.

1. Introduction :

Dans le calcul des structures et on se basant sur les hypothéses, les méthodes et les
modélisations présentés précédemment, surtout quand il s’agit de I’utilisation des méthodes

incrémentales itératives le calcul numérique devient indispensable.

Pour cela et dans le cadre de notre travail, nous avons développé un programme informatique
rédigé en Fortran 90 « poutre_cycle » pour qu’il soit capable de simuler correctement le

comportement cyclique ainsi que monotone de n’importe quel structure plane en béton arme.
Le présent chapitre est réservé pour la présentation de ce programme développé.
2. Langage Fortran :

C’est un ensemble de syntaxiques et des mots permettant d’écrire des opérations
mathématiques pour les calculs scientifiques. Le premier compilateur a été crée en 1957.
Aprés plusieurs versions ont été développées a savoir : Fortran 77, Fortran 90, Fortran 95,
Fortran 2003 et Fortran 2008, mais la véritable évolution a été faite en passant du Fortran 77
au Fortran 90 car a I’époque les ordinateurs fonctionnaient avec des cartes perforées, les

autres nouvelles normes 1995,2003 et 2008 n’apportent que des nouvelles fonctionnalités.

A ce jour le langage Fortran est tres utilisé dans les gros codes de calcul industriel.
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Chapitre IV Présentation du programme informatique

3. Preésentation du programme :

On se base sur les hypothéses, méthodes de calcul et les modélisations présentées
précédemment, nous avons structuré notre programme informatique rédigé en Fortran comme

suite :

Lecture et ouverture du fichier de donnée
Subroutine "OPFILE"

Lecture des principales données du probleme
Subroutine "INPUT"

Evaluation des charges nodales pour chaque élément
Subroutine "LOADPS"

Incrémentation du chargement appliqué
Subroutine "INCREM"

Assemblage du vecteur global de chargement
Subroutine "ASSEMB_LOAD"

Calcul et assemblage de la matrice de rigidité
Subroutine "STIFBL"

[

Résolution des équations par la méthode de Gauss
Subroutine "SOLVE_GAUSS"

Calcul des forces nodales équivalentes
Subroutine "RESIDU_REFORBL"
|

Test de convergence

Subroutine "Converg"

[

Sortie des résultats
Subroutine "OUTPUT"

Figure 64 : Organigramme générale du programme poutre_cycle.
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Chapitre IV Présentation du programme informatique

4. Présentation des différentes procédures (subroutines) :

Afin de bien organiser et facilité la tAche de programmation, on partage notre programme a

des sous-programmes appelés « subroutines » ou « procédures » (voir figure 64) :

e Subroutine opfile : lecture et ouverture des fichiers de donnée « finp » et de résultats

« fout »

e Subroutine input : lecture des principales données de I’exemple traité a savoir (Fig
65):

- Lecture de premiéres données (nombre des points, nombre d’éléments, nombre des

sections ....).

- Dimensionnement des tableaux et vecteurs en utilisant une autre subroutine

« dim_tab ».
- Lecture des connectivités des éléments et types de sections.
- Lecture et écriture des coordonnées nodales.

- Localisation des débuts de colonnes dans la matrice globale en utilisant la

subroutine « kid ».

- Dimensionnement des vecteurs vkgi, vkgd et vkgs pour les stocké dans la matrice

de rigidité globale en utilisant la subroutine « dim_tab2 ».

- Calcul de la position du centre de chaque type de section par rapport a I’axe de

référence en utilisant la subroutine « centre_gravité ».

- Calcul des positions des trapezes et des lits d’acier constituant la section par

rapport au centre de gravité de la section.
- Lecture des déplacements imposés (conditions aux limites CL).

- Lecture des propriétés des groupes des matériaux utilisés.
e Subroutine dim_tab(itab) : dimensionnement et initialisation des tableaux.

e Subroutine kid :

- Calculer les hauteurs de bande pour chaque colonne de la matrice de rigidité

globale.
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Chapitre IV Présentation du programme informatique

- Calcul du vecteur « kld » de localisation des débuts de colonnes dans la matrice

globale.

e Subroutine centre_gravité : calcul de la position du centre de gravité de la section
par rapport a I’axe de référence en faisant des boucles sur toutes les sections de

I’élément en cours et sur les trapézes constituant la section en cours.

input

1 | | ]
dim_tab(1) kld dim_tab(2) centre_gravité

Figure 65 : Organigramme représentatif de la subroutine input.

e Subroutine loadps : elle permet de :

lecture des données de control sur le chargement.

- Lecture des charges nodales concentrées.

- Associer le chargement nodal avec un élément.

- Lecture des sollicitations réparties sur les éléments.

- Déterminer les coordonnées des nceuds de 1’élément en cours.

- calcul du vecteur des charges nodales équivalentes aux nceuds de I’élément en

cours en utilisant la subroutine « equivalent_node ».
- calcul de la matrice de passage [T] pour I’élément en cours.

- transformation du vecteur des charges nodales équivalentes dans le repere globale

en utilisant la subroutine « produit_mat__vect » : {f}global = t[T] = {f}local
- stockage des charges nodales équivalentes dans le vecteur « rload ».
e Subroutine equivalent_node : évaluation du vecteur forces nodales équivalentes dues
aux charges réparties sur I’élément en cours pour les différents types de chargements :

charge longitudinale uniformément répartie, charge transversale uniformément répartie

et charge transversale triangulaire.
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Chapitre IV Présentation du programme informatique

e Subroutine produit_matrices (m,n,|,A,B,C) :calcul du produit matriciel
A(m*n)*B(n*1) et le résultats dans la matrice C(m*I).

e Subroutine produit_mat_vect (m,n,A,V,W): calcul du produit matriciel
A(m*n)*V(n) et le résultats dans le vecteur W(m).
e Subroutine increm : elle permet de :
- Lecture des incréments de chargement.
- Cumul de I’incrément de charge dans les vecteurs « eload » et « tload ».
- Interprétation des conditions aux limites sous forme d’un vecteur « globalfixed ».
e Subroutine algor : pour faire le choix de I’algorithme de résolution utilisé parmi les
quatre propositions a savoir :
- Nalgo = 1 : matrice de rigidité initial.
- Nalgo = 2 : matrice de rigidité recalculée pour chaque itération.

- Nalgo = 3: matrice de rigidité est recalculée pour la premiere itération pour

chaque incrément de charge.
- Nalgo =4 : la matrice de rigidité est recalculée pour la premiére et la deuxieme

itération pour chaque incrément de charge.

e Subroutine assemb_load : assemblage du vecteur global de chargement dans le

vecteur « gload ».

e Subroutine stifbl : (Figure 66)

- Initialiser la matrice de rigidité globale stockée en ligne de ciel dans le vecteur

vkgi, vkgd et vkgs.

- Calcul de la matrice de rigidité élémentaire en utilisant la subroutine

« elem_stiff »

- Calcul de la matrice de rigidité élémentaire dans le repere globale en utilisant la

matrice de passage [T] et la matrice transposé « tpassage » : t[T][K][T]

- Stockage de la matrice élémentaire « estif » dans le vecteur global « gstif ».
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Chapitre IV Présentation du programme informatique

- Assemblage de la matrice élémentaire « estif » dans la matrice globale en utilisant
la subroutine « assemb_stifbl ».

e Subroutine elem_stiff : calcul de la matrice de rigidité élémentaire :
- Intégration numérique en utilisant trois points de Gauss.

- Calcul de EA, ES et El en utilisant la subroutine « layer ».

e Subroutine matrice_B : calcul de la matrice B (6x2) pour un élément a deux nceuds,

B (9x2) pour un ¢élément a trois nceuds et B (12x2) pour un élément a quatre nceuds.

e Subroutine layer : calcul des valeurs de EA, ES et El par intégration sur la hauteur de
la section transversale de I’¢lément en cours :
- Calcul des coordonnées des nceuds ainsi que la longueur de 1’élément en cours.

- Calcul de la contrainte normal sur les fibres en utilisant la subroutine

« cycle_beton ».

- Calcul du module sécant Es au niveau de chaque fibre.

EA = E;bh
- Calcul des valeurs de { ES = E;bhz
EI = E,bhz>

- Pour la prise en compte des aciers on fait les mémes étapes, en faisant des boucles
sur toutes les lits d’acier, calcul des contraintes en utilisant la subroutine

« cycle_acier », calcul du module sécant et enfin les valeurs de EA, ES et EI.

- Stockage de I’histoire du comportement de chaque fibre a savoir : déformation, la
contrainte correspondante a cette déformation, déformation résiduelle, la pente de

déchargement et rechargement.

e Subroutine assemb_stifbl : assemblage de la matrice élémentaire « estif » dans la

matrice globale (en ligne de ciel).
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stifbl
| |
Produit_mat (t[T][K][T]) Elem_stiff Assemb_stifbl
I
I | |
Matrice_B layer Produit_matrice
| T[B1[D][B]
| |
t[B] Cycle_beton Cycle_acier

Figure 66 : Organigramme représentatif de la subroutine « stifbl ».

e Subroutine solve_gauss : pour la résolution du systéme d’équation par la méthode

d’élimination de Gauss :

- Etape de triangulation.

- Etape de résolution par substitution arriére.
- Cumul des déplacements.

- Cumul des réactions.

- Ajouter les réactions au chargement total cumulé « tload ».

e Subroutine residu_reforbl : elle permet de calculer les forces nodales internes

équivalentes (Figure 67) :

- Calcul des incréments des déformations dans le repére local en utilisant la

subroutine « produit_mat_vect ».
- Intégration numérique en utilisant trois points de gauss.
- Calcul des efforts N et M au point igauss en utilisant la subroutine « layer2 ».
- Calcul des efforts nodaux équivalents (résiduels) dans le repére local.

- Calcul de forces nodales équivalentes dans le repere global.

e Subroutine layer?2 : calcul des valeurs des efforts internes N et M au point de igauss

de la section transversale de 1’élément en cours :
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- Calcul des coordonnées des noeuds de 1’élément en cours.
- Calcul de la longueur de I’élément en cours.

- Calcul de la déformation au niveau de I’acier le plus tendu en utilisant la
subroutine « calcul_epsat » toute en faisant des boucles sur les différents trapézes
de la section, boucle sur les fibres du trapeze en cours.

- Calcul de la déformation longitudinale au niveau de la fibre en cours.

- Calcul de la contrainte normale sur la fibre en cours en utilisant la subroutine

« cycle_beton ».
- Calcul des efforts normaux et moment fléchissant.

- Calcul de la déformation longitudinale au niveau du lit d’acier en cours (cumul des

déformations).

- Calcul de la contrainte normal sur la fibre en cours en acier en utilisant la

subroutine « cycle_acier ».
- Calcul de I’effort normal et le moment fléchissant (acier).

- Calcul de I’effort normal et le moment fléchissant (béton + acier).

e Subroutine calcul_epsat : calcul de la déformation au niveau de I’acier le plus tendu.

e Subroutine cycle_beton : calcul des contraintes pour chaque fibre de la section
transversale de 1’élément en cours en utilisant la loi de comportement cyclique du

béton.
e Subroutine cycle_acier : calcul des contraintes pour chaque fibre de la section

transversale de I’élément en cours en utilisant la loi de comportement cyclique de

[’acier.
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Residu_reforbl

Produit_mat_vect Layer2 Produit_mat_vect
[T]{Au} = {Au}oc t[Tieffort}ioc = {effort}glob
| |
Calcul_epsat Cycle_beton Cycle_acier

Figure 67 : Organigramme représentatif de la subroutine residu_reforbl.

e Subroutine converg : pour le test de convergence.

e Subroutine output : sortie des résultats :
- Les déplacements nodaux.
- Lesefforts internes N, T et M.

- Réactions aux appuis.

5. Description du fichier de données finp :

Afin de facilité 1’utilisation de ce programme, un fichier de donnée a été crée selon le format

illustré sur la figure (68), les données sont :
5.1.Partie données globales :

Dans cette ligne, le programme il fait une lecture des données globale de la structure (11

données) :
- npoin : nombre total des points nodaux.
- nelem : nombre total des éléments.
- nsect : nombre de types de sections.
- maxtrap : nombre maximum de trapezes par section.
- maxacier : nombre maximum de lits d’acier par section.
- nvfix : nombre des nceuds ayant des conditions aux limites.
- nmats : nombre maximum de groupes de matériaux.
- nprop : nombre maximum des propriétés de matériaux.
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- nincs : nombre d’incréments de chargement.
- nalgo : type d’algorithme de résolution.

- ntype_charge : nombre de types de chargement.

5.2. Partie « element » :
- numel : numéro de I’élément considéré.
- itype_elem : type de I’élément (si= 1 —¢lément poutre, sinon ¢lément barre).
- sectno(numel) : numéro du type de la section de 1’élément.
- Inods(numel,1) : numéro du 1* nceud de 1’é1ément numel.
- Inods(numel,2) :numéro du 2°™ nceud de 1’élément numel.

- Inods(numel,3) :numéro du 3*™ nceud de I’élément numel (si on utilise un élément

a trois noeuds).

- Inods(numel,4) :numéro du 4°™ nceud de 1’élément numel (si on utilise un élément

a quatre nceuds)

- nelem : nombre total des éléments.

5.3. Partie « coordonnées » :
- ipoin : point consideéré.
- coord(ipoin,1) : valeur de I’abscisse x pour le nceud ipoin.
- coord(ipoin,2) : valeur de I’ordonné y pour le nceud ipoin.

- npoin : nombre des points.
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Debut_titre

$ Titre de ’'exemple traité

Fin_titre

Donnees_globales

Npoin nelem nsect maxtrap maxacier nvfix nmats nprop nincs nalgo ntype_ charge
Elements

{numel itype_elem secton(numel) Inods(numel,1) Inods(numel,2 a nnode)
nombre de lignes = nelem (boucle sur toutes les éléments)

Coordonnees
{ipoin coord(ipoin,1)  coord(ipoin, 2)

nombre de lignes = nombre des points npoin
Section

( numsect h_section nbre_trapeze nbre_acier

itrap b_inf b_sup  zi_trapeze zs_trapeze  numat
< { z_acier aire_acier matno_acier
nbr de lignes = nbre_acier(boucle sur toutes les lits d'acierdu trapéze en cours)
nbr de lignes = nbre_trapeze(boucle sur toutes les trapézes de la section en cours)

\ nbr de lignes = nsect(boucle sur toutes les sections)
Conditions_limites

{ nofix ifpre presc(ivfix,idofn = 1andofn)
nbr de lignes = nvfix(boucle sur toutes les noeuds ayant C.L)

Materiaux

{numat itype_materiau props(numat, iprop) ou iprop = 1 anprop
nbr de lignes = nmats(boucle sur toutes lesgroupes de matériaux)

Charges

Indice_charge_N indice_charge E
Charges_nodales

Nbre_charge_N

{ lodpt F, E, M
nbr de lignes = nbre_charge_N (boucle sur toutes les charges nodales)
Increment

{ facto toler miter noutp

nbr de lignes = nincs(boucle sur toutes les incréments de chargement)

1/2
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Charges_reparties

nbre_charge_E
numel ncas numecas(icas) charge(icas)
{nbr de lignes < nelem(boucle sur toutes les éléments chargés)
nbr de lignes = nbre_charge_E

Increment

{ facto toler miter noutp
nbr de lignes = nincs(boucle sur toutes les incréments de chargement)

2/2

Figure 68 : représentation du fichier donnee.
5.4. Partie section :
- numsect : numéro de la section.
- h_section : la hauteur de la section.
- nbre_trapeze : nombre des trapezes par section.
- nbre_acier : nombre des lits d’aciers par trapéze.
- itrap : trapeze de la section en cours.
- b_inf: largeur inferieure de la section.
- b_sup : largeur supérieure de la section.
- zi_trapeze : ’ordonnée infericure du trapéze par rapport a I’axe de référence.
- Zs_trapeze : 'ordonnée supérieure du trapéze par rapport a ’axe de référence.
- numat : numéro du groupe du matériau.
- z_acier : I’ordonnée du lit d’acier par rapport a I’axe de référence.
- aire_acier : surface du lit d’acier.
- matno_acier : numéro du groupe de matériau du lit d’acier.
- nbre_acier : nombre des lits d’aciers par trapéze.
- nbre_trapeze : nombre des trapezes par section.

- nsect : nombre des types de section.
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5.5. Partie conditions_limites :

- Ivfix : nceud ayant les conditions aux limites.

- Nofix(ivfix) : numéro de I’élément ayant les conditions aux limites.

- Ifpre : code des conditions aux limites :
( ifpre = 100 — déplacement longitudinal U imposé.
| ifpre = 010 — déplacement transversal V imposé.
4 ifpre = 001 — rotation 8 imposée
|

ifpre = 110 - déplacements U et V imposées (si nuls — appuis double)
ifpre = 111 - déplacements U,V et 6 imposées (si nuls — encastrement)

- Presc(ivfix,idofn) : valeur imposé du déplacement au nceud ivfix selon le ddl
idofn.

- Nvfix : nombre des nceuds ayant les conditions aux limites.
5.6. Partie « materiau » :
- Numat : numéro du groupe de matériau.

- Itype_materiau : types de matériaux.
itype_materiau = 1 - matériau élastique linéaire.
itype_materiau = 2 - béton.
itype_materiau = 3 - aclier.
- Nmats : nombre de groupes des matériaux.

- Nprop : nombre maximal de propriétés élementaires.

E = (lprop,1)

- Matériau élastique (si itype_materiau = 1 — nprop = 2) 3{v = (lprop, 2)

- Béton (si itype_materiau = 2 — nprop = 10) :
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( E = (lprop, 1)
v = (lprop, 2)
fve = (prop,3)
fou = (lprop,4)
epo = (lprop,5)
epu = (lprop, 6)
for = (lprop, 7)
et = (Iprop,8)
ithc = (lprop,9)
\itbt = (Iprop, 10)

Ou:
Itbc : indice de choix de loi de comportement du béton en compression :

itbc =1 - loide Sargin
itbc = 2 - loi de Sargin avec branche linéaire
itbc = 3 = loi parabole du CEB
itbc = 4 - loi parabole rectangle

Et itbt : indice de choix de loi de comportement du béton en traction :
( itbt = 1 — loi élastique fragile
litbt = 2 - loi avec branche descendante
4 itbt = 3 — loi de Grelat
| itht = 4 - loi de Quast
k itht =5 — loi de Quast
5.7. Partie « charge » :

- Indice_charg_N : paramétre de control du chargement nodal :

{ indice_charg_N = 0 — pas de chargement
indice_charg_N = 1 — chargement nodal a introduire

- Indice_charg_E : parametre de control du chargement répartie :
{ indice_charg_E = 0 — pas de chargement
indice_charg_E = 1 — chargement répartie a introduire
5.7.1. Partie « charge_nodal » :
- Nbre_charge N : nombre des charges nodales.
- Lodpt : numéro du nceud chargé.

- « . force nodale selon ’axe x.
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- Fy: force nodale selon I’axe y.
- M : moment fléchissant agissant au nceud.
5.7.2. Partie « charge_repartie » :
- Nbre_charge_E : nombre des charges réparties.
- Numel : numéro de I’élément chargé.
- Ncas : nombre des cas de chargement répartie (ncas = 4).
- Numcas : numéro du cas de chargement :

numcas = 1 - charge longitudinale uniformément répartie

numcas = 2 = charge transversale uniformément répartie
numcas = 3 = charge triangulaire croissant de gauche a droite
numcas = 4 - charge triangulaire croissant de droite a gauche

- Charge (icas) : valeur de la charge répartie (force/unité de longueur).
- Nelem : nombre des éléments de la structure étudiee.
5.8. Partie « increment » :
- Facto : facteur d’incrément du chargement.
- Toler : tolérance de convergence.
- Miter : nombre maximal d’itérations.
- Noutp : paramétre de control des sorties des résultats.

- Nincs : nombre total des incréments.

6. Description du fichier des résultats « fout » :

C’est le fichier ou on présente les résultats obtenus aprés I’introduction des données via le
fichier « fint » présenté ci-dessus et 1’exécution du programme « poutre_cycle », ce dernier a
la forme illustrée sur la figure 69, d’une fagon de récapituler les données principales de
I’exemple traité puis la présentation des résultats obtenus a savoir les déplacements nodaux

ainsi que les réactions aux appuis :
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==> début _titre
$
fin_titre

Intitulé de ’exemple traité

==> donnees globales:

nombre total des points nodaux

nombre total d’éléments

nombre de types de sections

nombre max de trapezes/section

nre max de lits d aciers/section

nombre des nceuds ayant des CL

nombre de groupes de matériaux
nbre max de propriétés de matériaux =

nombre de nceuds par élément

nbre d’incréments de chargement

type d algorithme de résolution

nombre de ddl/nceud

nbre de types chargements

==> Connectivites nodales et types de sections:

element  num_section numeros noeuds

==> Coordonnees nodales:

noeud abscisse ordonnee

==>nombre de types de sections =

type section  nombre trapeze hauteur sec

n°trapeze b _inf b _sup

zZi_trapeze = ....
zs_trapeze =

Z_acier

Z_acier =

Zi_trapeze zs_trapeze

tion

n° materiau

1/2
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==> Conditions aux limites (CL):
nceud  code valeurs fixees

==> proprietes des groupes de materiaux:
groupe module young module tran G sigmay

==> indice du chargement nodal =
==> indice du chargement reparti =
==> charges_nodales:
noeud force Fx force Fy Moment

facteur de chargement
tolerence de convergence
nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

FHxkxxk Resultats du calcul **x**x*
==> Deplacements nodaux:
noeud depl Ux depl Uy rotation teta

==> Reactions aux appulis:
noeud React Rx React Ry Moment M

2/2

Figure 69 : représentation du fichier des résultats « fout ».
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7. Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons présenté notre programme « poutre_cycle » développé par les

différentes formulations présentées auparavant.

Lorsqu’on développe un programme informatique, il est important de connaitre ses limites,

nous analysons les parametres de convergence et les limites inhérentes a la méthode utilisée.

Les valeurs suivant sont les optima trouves :

Nombre des sections par élément :

|'utilisation d’un élément a 2 noeuds — 3 sections
|'utilisation d’un élément a 3 noeuds — 5 sections
|'utilisation d’un élément a 4 noeuds — 7 sections

- Nombre des fibres horizontales discrétisées pour une section : jusqu’a 50 fibres.
- Nombre moyen d’itération dans le processus d’équilibre = 500.
- Latolerance de test de convergence : 0.05.

- Facteur d’incrément du chargement varient entre 0.25 a 0.5.
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Applications et validation du modele

1. Introduction :

Les différents modéles et lois de comportement des structures en béton armé ainsi que le
modeéle numérique basé sur la méthode des éléments finis ont eté présentés dans les chapitres
précédents (Chapitres 11,111 et V). En présence des non linéarités matérielles les méthodes de
résolution des équations non linéaires basées sur les méthodes itératives de Newton-Raphson
sont présentées dans le chapitre Il1l. Sur la base des lois de comportement et du modele
numérique, un programme de calcul a été implémenté. 1l permet de traiter des structures en
béton armé avec des lois de comportement non linéaire. Le chargement appliqué peut étre
monotone ou cyclique. Afin de valider notre programme, nous avons mené des calculs sur des
structures testées expérimentalement ou en utilisant des solutions de référence de la littérature.
Pour cela nous avons traité cing exemples des structures sous chargement monotone, un
exemple d’une structure sous chargement cyclique de méme signe, trois exemples des
structures sous chargement cyclique alterné et enfin une étude de performance des différentes

éléments finis poutre développés auparavant.
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2. Structures sous chargement monotone :
2.1.Poutre de Pera et Tuest :

Il s’agit d’une poutre sur armé proposé par PERA [93] et TUSET [118], testée a 'INSA de
Lyon (France). La poutre est soumise a une flexion centrée. Les données géométriques sont
définies sur la figure 70. Les caractéristiques des matériaux utilisés sont résumées dans le
tableau 4. Les lois de comportement des matériaux béton et acier sont présentées dans la

figure 71.

Pl 1cadre TS e= 10cm

»

1T8

f _ 150 20

|1I

Dimensions en cm

Figure 70 : Donnée géométrique de la poutre [118].

Tableau 4 : Caracteéristiques des matériaux [93].

Beton Acier
Module d’¢lasticité initial : 37600 MPA Module de Young : 220000 MPA
Coefficient de Poisson : 0.22 Limite élastique : 368 MPA
Contrainte limite en compression : 41 MPA Contrainte de rupture : 488 MPA
Contrainte limite en traction : 3.9 MPA Allongement a la rupture : 24%
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Gy, (MEA) .
i . G . (MPA)
4] o e e &
P
/ i
I H —
/ / 400 _—
3[] § I , -{/, 368 - ,-"'
/ / ]
_}/’r 00 [ .
/ f i - Contramte de rupture = 483 MPA
10 / : i : - allongement a la rupture = 24%
.f'r ' 200 : ! - lunite élastique = 368 MPA
/ | -Module de Young = 220000 MPA
0 / [
' 100 1
[
/ |
E T T T T Y m— E 3 - E
02 06 1 14 18% 0 2% 0%
(a) Béton (b) Acier

Figure 71 : diagramme contrainte déformation des matériaux utilisés [118].

Dans cet essali, la poutre a été sollicitée en flexion de fagon monotone jusqu’a la limite ultime.
Afin de faire une premiére validation du modele présenté ici, un calcul numérique est mené
sur la méme poutre. Les courbes de réponses numériques sont reportées sur les courbes
expérimentales en figure 72 et figure 73. La réponse de la poutre en déplacement est reportee
dans la Figure 70. La courbe de déformation du béton en fonction du chargement est donnée

en figure 73.

450

Courbes Charge - Fleche

400

350 -

300 -
250 /

200 / ——Experimental
150 Poutre_Cycle

100

Charlge (IJN)

>0 Fleche (mm)

O T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Figure 72 : Courbes charge-fleche [118].
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450
. Courbes Charge - Déformation béton
400 +—Z
‘q‘)’ /
350 oo
©
-
300 —
250
P
200 l [ ——POUTRE_CYCLE
| _
150 / L N385 —— Experimental
[
/ F 1
100 /
50
Déformation du béton x 0.001
O T T T T T T T 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figure 73 : Courbes charge-déformation du béton [118].

Le comportement expérimental est bien simulé jusqu’a la charge 250 KN. Au-dela, la courbe
de calcul semble légérement plus rigide que la courbe expérimentale. Cependant, la charge de
rupture est bien simulée par le calcul 400 KN (écart de 2%) ainsi que la fleche correspondante
a la charge de ruine avec un écart de 16%. Le mode de ruine théorique est le méme observé
expérimentalement, nous constatons sur la figure 71 un écrasement du béton comprimé au

point d’application de la charge.

Cet essai est un comportement sous charge monotone, dans le modéle numériqgue nombre

d’¢léments 8.
2.2. Comportement non linéaire d’une poutre sous-armee :

I1 s’agit d’une poutre a faible pourcentage d’acier (1.79%) testée a L’INSA de Lyon [78]. La
poutre a une portée de 2*2,7m. Les appuis sont positionnés a 20 cm des bords. La poutre a
une section rectangulaire (50* 20 cm). 2 armatures longitudinales en @32 se trouvent en partie
inférieure et 28 en partie supérieure des cadres en @8 espacés de 10 cm lient les inférieures
et supérieures. La poutre est soumise a une flexion centrée (flexion trois points). Les

caractéristiques géométriques sont définies a la figure 74 :
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l cadre ¢8 » =10

|| 298

250

270

dimengiont #n om

Figure 74 : Caractéristiques géométriques de la poutre [78].

Les caractéristiques des matériaux acier et béton sont identiques a celles de la poutre sur-armé

de PERA [93] (voir tableau 4 et figure 71 ci-dessus). Les résultats de la simulation numeérique

par le programme poutre_cycle sont reportés sur les résultats du test expérimental en figure

75.

300

250

200

150

Charge (KN)

/
/

Experimental

100

/

—— Poutre_cycle

50

10

20

30
Fleche (mm)

40 50 60

Figure 75: Courbes Charge-fleche [78].

La superposition des résultats obtenus sur les résultats expérimentaux en figure 75 montre

que le comportement de cette poutre est bien simulé par notre programme avec uniquement

un écart de 4,66% de la charge de rupture et 6,18% pour la fleche correspondante a la charge

de ruine. Quand la charge est inférieure a 180, le comportement est essentiellement liénaire.

Au-dela, il devient non linéaire a cause de la plasticité. La ruine est atteinte a 236 (test) et 247

(numeérique).
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Tableau 5 : Comparaison des résultats Calcul-Test [78].
Charge de ruine (KN) Fléche (mm)
Test 236 50
Calcul numérique 247 46.91
Ecart (%) 4,66 6,18

2.3.Poutre de Varastehpeur [120] :

C’est une poutre isostatique testé a I’'université¢ de Claude Bernard de Lyon par Varastehpeur
en 1996. La poutre a une portée de 2m. La poutre a une section rectangulaire (250* 150cm). 2
armatures longitudinales en ®14 se trouvent en partie inférieure et 208 en partie supérieure
des cadres en ®6 espacés de 8 cm lient les inférieures et supérieures. De ce fait, la poutre en
béton armé testée présente un faible pourcentage d’acier 1.09%. Elle est soumise a une
flexion a quatre points comme elle est représentée sur la figure 76. Les forces sont appliquées
a 30 cm du milieu. Les caractéristiques des matériaux de la poutre sont données par le tableau

6.

pr K
2 68
700 mm 300 mm
< < - enrobage 20 mm
) v i
250 mm
1000 mm /
€ > > 6@
' 24 1/ o $ 6@ 80 mm
enrobage 20 mm

Figure 76 : Donnée géométrique et ferraillage de la poutre [120].
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Tableau 6 : Caractéristiques mécaniques des matériaux [120].

Beton Acier
Module d’¢lasticité initial : 37600 MPA Module de Young : 210900 MPA
Coefficient de Poisson : 0.22 Limite élastique : 580 MPA

Contrainte limite en compression : 39 MPA

Contrainte limite en traction : 3.9 MPA

Rapport 8 = ffi =1.16

Les résultats obtenus par la simulation numérique de notre programme sont illustrés sur la
figure 77. La courbe numérique issue des simulations est en parfait accord et est pratiquement
identique aux celle de ’essai de Varasthepeur. Dans cet essai, hous constatons que la charge
de ruine de 110 kN est bien simulée par notre programme et juste un écart de 6,74 % de
I’estimation de la fléche. Les courbes de réponse dans les parties élastique et plastique sont
similaires. La zone élastique est atteinte pour une force de 95 kN et une fleche de 7 mm. Dans

les simulations numériques, le nombre d’éléments dans le maillage est 6.

120

S

100
/ Courbe Charge-Fleche
Essai de VARASTHEPEUR 1996

—— ESSAI
—— POUTRE_CYCLE
40 /
20
Fleche (mm)

O T T T 1
0 5 10 15 20

Cerge (Klll)

60 -

Figure 77 : Comportement de la poutre en flexion 3 points (courbe charge-fleche) [120].

124 -




Chapitre V Applications et Validation du modéle

Tableau 7 : Comparaison des résultats Calcul-Fléche [120].

Charge de ruine (KN) Fléche (mm)
Test 109.43 14,68
Calcul numérique 110 15,67
Ecart (%) 0,52 6,74

2.4.Poteau de Low-Moehle [71]:

Il s’agit d’un poteau en béton armé encastré a sa base, soumis a un chargement vertical
constant de 44,5 KN et un chargement horizontale monotone jusqu’a la rupture a son

extrémité libre. Les caractéristiques géometriques du poteau et le ferraillage sont présentés sur

la figure 78.
1™t A, =206 mm® —p Acier]
o Lt Ao=6473 mme —» Acier? P
NE. _ 2 -
(97 FElt  As=208 mm® — p Ader] Y

_—_

51.5

Figure 78: Caractéristiques geométriques et ferraillage du poteau Low-Moehle [71].

Aprés I’analyse numérique avec une discrétisation en 16 éléments de longueur homogéne
nous avons obtenu les résultats illustrés sur la figure 79 et cela aprés la superposition sur la

courbe des résultats expérimentaux de Low-Moehle [71].
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30

15

Cthge (KN)
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Figure 79: Courbes charge-déplacement de I’essai de Low-Moehle [71].

La figure 79 montre que notre programme a bien simulé le comportement de ce poteau que ce
soit en terme de déplacement (un écart de 4%) ou bien la charge de ruine de 24 KN (un écart
de 2%). Ici le comportement du poteau est non linéaire et la zone linéaire est inexistante. D’ou
I’intérét des méthodes itératives adoptées ici dans le modéle. Dans les simulations

numériques, le nombre d’éléments dans le maillage est 16.

3. Structures sous chargement cyclique :
3.1.Poutre de Christia [77]:

I1 s’agit d’une poutre en béton armé testé a 'INSA de Lyon soumise & une flexion cyclique
alterné, La poutre a une portée de 4,5 m. Les appuis sont positionnés a 25 cm des bords. La
poutre a une section rectangulaire (15*25 cm). 2 armatures longitudinales en @25 se trouvent
en partie inférieure et 2325 en partie supérieure des cadres en @10 espacés de 10 cm lient les
inférieures et supérieures. Les données géomeétriques sont definies sur la figure 80 et les

caractéristiques matériaux sur le tableau 8:
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Figure 80: Donnée géométrique de la poutre [77].

Tableau 8: Caractéristiques des matériaux [77].

Béton

Acier

Module d’élasticité initial : 35000 MPA

Module de Young : 200000 MPA

Coefficient de Poisson : 0.2

Limite élastique : 400 MPA

Contrainte limite en compression : 28 MPA

Contrainte limite en traction : 2.8 MPA

Avec une discrétisation en 8 éléments nous avons modélisé cette poutre par notre programme

poutre_cycle. Plusieurs cycles de chargements ont été simulés. Parmi les nombreux résultats,

nous présentons sur les figures 81 et 82, ceux relatifs au 1° et 2°™ cycle. Dans le premier

cycle, le chargement a été varié de 0 jusqu’a 16,8 KN d’abord et jusqu’a -27 KN apres. Dans

le second cycle, le chargement a été varié de 0 jusqu’a 52KN et jusqu’a -63,4 KN.
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Figure 81: Courbe charge-déplacement Essai de Christia (1* cycle) [77].
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Figure 82 : Courbe charge-déplacement Essai de Christia (2°™ cycle) [77].

Les réesultats obtenus sont tres satisfaisants, les réponses globales sont pratiquement
superposées, avec toutefois une légere sur estimation de la pente de chargement-

déchargement au 1* cycle.
3.2.Poutre de Benchmark-Nantes [103]:

La poutre a été testée sur appuis simples en flexion a I’école centrale de Nantes (France). La
poutre considérée possede une section rectangulaire de largeur de 0.2 m et une hauteur de 0.5
m. La longueur totale de la poutre est de 5.4 m. Elle est soumise a un chargement cyclique de
méme signe. Concernant I’acier, les barres utilisées pour le ferraillage principal (nappe
inferieure) ont un diametre de 32 mm, la nappe supérieure et des étriers, elles ont un diametre

de 8 mm. Les caractéristiques matériaux sont sur le tableau 9:

Tableau 9 : Caractéristiques des matériaux [103].

Beton Acier
Module d’¢lasticité initial : 37200 MPA Module de Young : 195302 MPA
Coefficient de Poisson : 0.2 Limite élastique : 466 MPA
Contrainte limite en compression:36.08 MPA Contrainte de rupture : 615 MPA
Contrainte limite en traction : 3.45 MPA
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Aprées I’analyse numérique en utlisant poutre cycle et en descritisant la poutre en six ¢léments

nous avons eu les résultats illustré sur les figures 83, 84, 85 et 86.
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Figure 83: Courbes charge-déplacement des huit cycles [103].
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Figure 84: Courbes Charge-déplacement du 6™ cycle de Benchmark [103]
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Figure 85: Courbes Charge-déplacement du 7™ cycle de Benchmark [103].

Charge (KN)
= N
o
o

cycle 8
/f —
Test
// Simulation
//
/A—
0 20 40 60 80
Fleche (mm)

Figure 86: Courbes Charge-déplacement du 8™ cycle de Benchmark [103].

Le comportement cyclique est bien simulé par notre programme pour les 8 cycles de

chargement (figure 83). Cela prouve que le modéle adopté et utilisé ici a été capable de

prédire avec succés la dégradation de rigidité d’un cycle a l'autre. L’estimation des

déformations résiduelles et les valeurs de la fleche surtout pour les deux derniers cycles sont

en bon accord (figures 85 et 86).

-130-



Chapitre V Applications et Validation du modéele

3.3.Essai de Sulayfani [10] :

Il s’agit d’une poutre en béton armé sous sollicitation alterné en flexion, testé sur la dalle
d’essais du laboratoire de Génie Civil de ’ENSM de Nantes par Sulayfani. Les essais ont été
réalisés aprés 90 jours. La résistance en compression du béton est évaluée par la moyenne des

résultats d’écrasement sur six cylindres, dont les données sont affichées sur le tableau 9:

Tableau 10 : Caractéristiques mécaniques du béton [10].
Eb (MPA) v foc (MPA) | for (MPA)

Béton

23000 0.2 23 2

Pour les aciers, des aciers de type Fe E500 ont été utilisés. Les caractéristiques mécaniques

des armatures obtenues d’aprés des essais en traction sont données par le tableau 10 :

Tableau 11: Caractéristiques mécanique des aciers [10].

Limite Résistance | Allongement | Allongement

Diameétre g °l.. élastique f. ultime f, de palier a la rupture
(MPA) (MPA) plastique % %
@16 2.0 573 643 2 20

Les caractéristiques géométriques ainsi que le ferraillage de la poutre sont illustrés sur la
figure 87:

Figure 87: Caractéristiques géométriques et ferraillage de la poutre de Sulayfani [10].

Apres ’analyse numérique en utlisant poutre_cycle et en descritisant la poutre en dix

éléments nous avons eu les résultats illustré sur les figures 85 et 86.
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Figure 88: Courbe Charge-Fléche du premier cycle [10].
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Figure 89: Courbe Charge-Fleche du deuxiemme cycle [10].

Les résultats obtenus permettant de confirmé la validation de I’approche utilisé sous

sollicitations cyclique, en particulier pour I’évaluation de la relation charge-fleche des

-132-



Chapitre V Applications et Validation du modéle

sections fléchies. La comparaison entre les fleches expérimentale et numérique obtenu par
notre programme, a mis en évidence un décalage minimum, sauf pour le deuxiemme cycle
sous la charge de 100 KN ou nous avons enregistré un écart de 14.97% . Un écart similaire
(15%) a été obtnenu par Sulayfani lors de la comparaison de son modéle avec les tests. Le
tableau 11 dresse une comparaison entre les modéles numériques et les résusltats

expériementaux.

Tableau 12 : Comparaison des résultats essai-calcul [10].

Premier cycle Deuxiemme cycle
Charge =50 KN Charge = -50 KN Charge = 100 KN Charge = -100 KN

Fléche relevé

) 3,5mm -3,5mm 9,45 mm -8,75 mm
par Sulayfani
Fleche estime

3,55 mm -3,72 mm 8,08 mm -8,58 mm

par Poutre_cycle
Ecart (%) 1.42% 6,28% 14,97% 1,94%

3.4.Exemple de Qiu [97] :

C’est une colonne en béton arme testée par Qiu et col [97], cette derniére est soumise a un
chargement vertical constant de 350 KN et un chargement horizontal cyclique alterné, dont
les caractéristiques geométriques et mécaniques des matériaux sont définies a la figure 90.
Dans le modele numérique, la colonne est discrétise en neuf éléments. Les résultats obtenus
pour le 1°" cycle sont superposés sur les résultats de I’essai de Qiu et illustrés sur la figure 91.
On constate que le programme développé a bien simulé le comportement de cette poutre.
Néanmoins, lors du cycle de déchargement compression-traction, on constate une sous-

estimation de la fleche avec un écart de 17,96%.
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Figure 90: Données géométriques de 1’élément et mécaniques des matériaux-essai de Qiu

[97].
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Figure 91: Courbe charge-déplacement — essai de Qiu [97].
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4. Etude des différents phénomeénes du comportement cyclique du béton

Comme nous avons dit auparavant, le chargement cyclique en plasticité, provoque des
microfissures au niveau microscopique. Ces endommagements microscopiques se traduisent
par des modifications au niveau des propriétés macroscopiques de la poutre, a savoir : une

diminution de la rigidité et I’apparition des déformations résiduelles (permanentes).

La Figure 92 présente la réponse du béton sous un chargement cyclique alterné. Afin de
mieux comprendre le phénomene de la dégradation de la rigidité nous avons présenté sur la
figure 93 la variation de la rigidité en fonction de chargement appliqué a travers les huit
cycles de chargement de I’essai de Benchmark [103].
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Figure 92 : Courbe contrainte-déformation du béton.

A travers cette loi uni-axiale, nous constatons que notre modele a bien assuré la continuité du
passage d’un cycle de compression a un cycle de traction et a montré aussi Sa capacité de
prendre en compte I’effet unilatéral ainsi que 1’effet anélastique. La figure 94 illustre la
relation entre la déformation résiduelle et la déformation du début de déchargement du cycle
en cours. Les courbes de réponse des autres modeéles disponibles dans la littérature sont aussi

représentees.
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Figure 94 : Relation entre déformation résiduelle et la déformation du début de déchargement
[89].

L’examen des diverses formulations révele qu’aucun modele ne semble le plus approprié et
que le modele proposé par Karsan représente une solution de limite inferieure et celui de
Buyukozturk de la limite supérieure. Le modele proposé prédit des déformations résiduelles

pratiquement les mémes du Palermo [89] et proche de celle de Bahn et Hsu [13] aussi.
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5. Etude comparative des trois types d’éléments élaborés précédemment :

Dans cette partie, nous présentons les résultats des simulations numeriques, sur la poutre sous
armée testée a 'INSA de Lyon [78] (France), en utilisant les trois modéles d’éléments finis
poutres a deux, trois et a quatre nceuds dont la formulation a été présentée dans les chapitres
précédents (Chapitre Il). Pour chaque modele, nous avons considéré plusieurs discrétisations,
en faisant varier le nombre d’¢léments finis jusqu’a obtenir une précision suffisante des
résultats. Les courbes de comparaison sont illustrées dans les (Figures : 95, 96, 97 et 98). La
figure 95 concerne 1I’élément poutre a 2 neeuds. Le nombre d’¢léments a été varié¢ de 3 a 20.
La figure 96 présente I’élément poutre a 3 nceuds. Le nombre d’éléments a été varié¢ de 3 a 8.
Celle de la figure 97 concerne 1’élément a 4 nceuds. Le nombre d’éléments a été varie de 2 a
4,
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Figure 95 : Résultats de la simulation donnés par un élément poutre a deux nceuds [78].
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Figure 96 : Résultats de la simulation donnés par I'utilisation d’un élément a trois nceuds [78].
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Figure 97 : Résultats de la simulation donnés par I’utilisation d’un élément a quatre nceuds

[78].

A partir des résultats présentés sur les figures 95, 96 et 97, nous avons constaté qu’avec une

discrétisation en utilisant 1’¢1ément finis a quatre nceuds avec un nombre minime (4 éléments),

nous aurons des résultats plus proches qu’a I'utilisation d’élément a deux nceuds avec un

nombre de vingt éléments. Cela ¢a va nous faciliter la tAche d’introduire les données de la

structure sachant que dans notre fichier de donnée nous sommes obligés d’introduire le

nombre des éléments ainsi que les coordonnées des nceuds et les connectivités des éléments.
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Figure 98: Comparaison des courbes force-déplacements des différents éléments utilisés [78].

Sur la figure 98, nous avons constaté une équivalence entre les trois modeles d’élément finis
utilisé avec les discrétisations suivante :

- 20 éléments a 2 nceuds.
- 8 éléments a 3 nocuds.

- 4 ¢léments a 4 nceuds.
5.1. Etude de la performance des trois modéles d’élément finis type poutre:

Pour pouvoir comparer la performance des trois modeles d’éléments finis élaborés
précédemment, nous avons tracé deux courbes représentatives (erreurs relatives sur les
charges figure 99 et les déplacements a la rupture figure 100) en fonction de nombre
d’¢éléments. Le tableau 12 présente les principaux résultats obtenus par les trois modéles

d’éléments poutre. Dans ce tableau :

F et d notent la  force maximale et le déplacement maximal en fonction du nombre

d’éléments finis utilisés.

Faisr max €t ddisr max Notent la  force et le déplacement correspondant & la discrétisation

maximale en fonction du modéle d’éléments finis utilisé.
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Figure 99 : courbes erreur relative (en %) sur la charge de ruine - Nombre d’élément pour trois

modéles d’élément.

90.00%
80.00%
70.00%
60.00%
50.00%
40.00%
30.00%
20.00%
10.00%

0.00%

N\

Erreur Déplacement (%)

= Flements a 2 noueds

\ \ = Elements a 3 noeuds

\ \ Elément a 4 noueds

\ ~.

T T T 1

10 15 20 25
Nombre des éléments

Figure 100 : courbes erreur relative (en %) sur le déplacement - Nombre d’élément pour les

trois types d’éléments utilisés.
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Tableau 13 : Résumé des principaux résultats donnés par les différentes versions du

programme.
. Erreur d Erreur
Modele N Forces | Déplacemen F relative | ——| relative
d’élément d, rlr t t (mm F . ddiscr max
fini utilisé clements (KN) ( ) discr max ErrF Errd
(%) (%)
3 éléments 285 22.04 1.18 18.75 0.54 45.62
Elémenta | 8 éléments | 255 55.81 1.06 6.25 1.37 37.70
deux nocuds 20
. 240 40.53 1 0 1 0
éléments
3
o 244 75.97 1.01 1.66 1.80 | 80.62
Elément a éléments
trois nceuds )
. 240 42.06 1 0 1 0
éléments
2
. 250 45.43 1.04 4.16 1.09 9.54
Elément a éléments
quatre nceuds 4
. 240 41.47 1 0 1 0
éléments

En s’appuyant sur les figures 96 et 97, on peut tirer les points suivants :

e La performance des trois modeles apparait clairement en comparant les variations des

erreurs relatives de forces et des déplacements en fonction du nombre d’¢léments finis

utilisés dans la discrétisation.

e |l est clair que les erreurs relatives sur la charge et le déplacement a la rupture

diminuent. Autrement dit la précision s’améliore, lorsque le nombre d’éléments finis

augmente.

e Concernant la précision dans 1’évaluation de la charge maximale et les déplacements,

les modeles de poutre a 3 et 4 nceuds sont largement plus performants que le modéle

de poutre a 2 nceuds.
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e En conclusion le modéle de poutre a 4 nceuds et plus performant que les deux autres

modeles.

6. Influence de la prise en compte du béton tendu sur le comportement cyclique des

structures en béton armé :

Le béton est un matériau a comportement différent en compression et en traction. Cette
différence réside essentiellement dans sa faible résistance en traction qui représente environ le
un dixieme de sa résistance en compression. Cette faible résistance en traction conduit la
plupart des chercheurs a négliger la contribution du béton tendu dans le calcul des structures
en béton armé. Dans cette partie, nous avons effectué une étude comparative des simulations
numeériques, en utilisant le programme informatique « poutre_cycle », en tenant compte et en
négligeant la contribution du béton tendu pour le calcul des structures en béton armé sous
chargement cyclique, et cela pour voir son influence sur le comportement global de la

structure.

Comme exemple d’application, nous avons choisi 1’exemple de Christia [77] traité
auparavant, dont les caractéristiques mecaniques de matériaux et géométrique de la poutre
sont illustré sur le tableau 8 et la figure 80 respectivement. Afin de voir I’influence de la prise
en compte du béton tendu lors du calcul des structures, nous avons simulé le méme exemple

en négligeant la contribution du béton tendu. Les résultats sont illustrés sur la figure 101.
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Figure 101 : Influence de la négligence du béton tendu.

En se basant sur cet exemple, nous constatons que la négligence de la contribution du béton
tendu engendre une sur estimation des déformations représentées par un écart de 16,96%, et

une sous-estimation de la rigidité de la structure par un écart de 14,4%.
7. Conclusion :

Dans ce chapitre nous avons simulé numériquement des exemples des essais réalisés existant

en littérature des structures sous chargement monotone et cyclique.

Les résultats obtenus et leur comparaison avec ceux des essais experimentaux, nous a montré
que la méthode de calcul proposé pour simuler le comportement des structures sous
sollicitations cycliques et monotone permet la prévision de la loi charge-fleche d’une maniére

satisfaisante.

Ensuite, une étude comparative des différentes éléments poutre développé a été faite, par
laquelle nous avons confirmé la performance de I’élément finis a quatre nceuds et nous a
permis de minimiser le volume des données relative aux éléments constituant la structure

étudie et bien sOr avoir des résultats avec précision.

Et enfin, une étude de I’influence du béton tendu sur le comportement global des structures a
été faite, cette derniére nous a montré que le béton tendu contribue d’une fagon non
négligeable a la rigidité des éléments et & I’évaluation des déformations et des déplacements

d’une fagon trés proche de I’expérience.
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Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la modélisation du comportement non

linéaire des structures planes en béton armé sous charges monotones et cycliques.

Aprés la revue des travaux de la littérature traitant le sujet, un modéle complet de
comportement non linéaire des poutres planes en béton armé a été développé. Il prend en
compte les effets de plasticité, ainsi que I’endommagement et la dégradation des matériaux
sous les effets du chargement monotone ou cyclique alterné combinant les charges et

décharges successives.

En présence de la plasticité et des chargements cycliques, les calculs analytiques sont
difficiles ou méme impossible a appliquer. Le recours aux modeles numériques basés
essentiellement sur la méthode des éléments finis parait important. Dans cet objectif, un
modele en éléments finis basé sur la théorie des poutres a été développé. La formulation de
ce dernier est basée sur I’hypothése de Navier-Bernoulli. Une extension ensuite a été
présentée en développant deux autres modeles d’élément finis plus performants a trois
nceuds et quatre nceuds ou dans littérature sauf quelques fonctions de formes d’un élément
a trois noeuds ont été présenté. Cette extension a été faite dans I’objectif de faciliter le
raffinement du maillage dans les zones qui présentent des fortes non linéarités et par la

suite avoir des résultats plus proche de la réalité.

Une loi de comportement élasto-plastique pour les matériaux constituants la structure, a
savoir le béton et les aciers a été considérée. Cette loi a permis de décrire correctement le
comportement non linéaire sous chargement cyclique et monotone toute en prenant en
considération les différents phénomeénes observés expérimentalement a savoir la
dégradation de la rigidité en présence des déformations plastiques résiduelles et de la
fissuration, la restitution de la raideur en cours d’un chargement cyclique alterné et la prise
en compte du béton tendu. Ceci afin de modéliser le comportement reel du béton alors que
la plupart des chercheurs ont négligé ces aspects vu la complexité de modéliser le passage
d’un cycle de traction a un cycle de compression et les phénoménes liés a ce passage

comme par exemple la re-fermeture des fissures.

Aussi, et a la base de I’algorithme de la rigidité sécante et les différentes hypothéses et

méthodes de calcul présentées auparavant, un programme informatique rédigé en Fortran
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90 a été développé. Ce programme permet la simulation numérique du comportement de

n’importe quelle structure plane en béton armé sous chargements monotones ou cycliques.

La validation du modéle numérique développé dans ce travail a été faite par la simulation
numérique de plusieurs exemples existant dans la littérature. Des comparaisons a des
résultats des essais réalisés sur des structures en béton armé sous chargement monotone et
cyclique ont été faite. Un accord entre le modéle numérique et les résultats des essais est

souvent observeé.

Une présentation des résultats d’une étude des différents phénomeénes observés lors du
chargement cyclique des éléments a savoir la dégradation de la rigidité et I’apparition des
déformations plastiques permanentes a montré que notre modele est continu. En effet il
assure le passage compression-traction et le passage d’un cycle a I’autre ainsi que la

capacité de prendre en compte 1’effet unilatéral et anélastique.

Aussi, une étude de I’influence du béton tendu sur le comportement global de la structure a
été faite. Elle a montré que le béton tendu contribue d’une fagon non négligeable car il
engendre une sur estimation des déformations et une sous estimation de la rigidité de la

structure.

Enfin, une étude comparative des trois mod¢les d’éléments finis a montré la performance

de I’¢lément poutre a quatre nceuds développé par rapport aux autres modeles d’éléments.

La comparaison des résultats obtenus par notre programme avec ceux des essais réalisés,
montre le bon fonctionnement de I’approche utilisée et 1’aptitude de notre programme
poutre-cycle a simuler correctement le comportement non linéaire des ossatures en béton

arme.

Malgré ces résultats encourageants, le présent modéle mérite d’étre étendu et enrichi afin
de répondre aux exigences des ingénieurs et des chercheurs. Les domaines d’application

sont larges. Il conviendrait de faire progresser notamment :

La prise en compte du phénoméne de fatigue.

- La prise en compte de la non linéarité géométrique et les déformations dues a

P’effort tranchant.

- Extension de notre modéle au calcul des structures en béton précontraint et béton
de fibres.

- Comparaison du modele aux simulations issues des codes de calcul commerciaux.
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Annexes

Annexe A : Fichier donnée de I’exemple de la poutre de Benchmark
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0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
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-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.45
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.5
0.2
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
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600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600
600

-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.5 0.05
-0.2  0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.5 0.05
0.45 0.05
-0.5 0.05
charges
10
charges_nodales
1

5 0.

. 0.

NNDNNNDNNNNNDNNNNDNDNNNDNDNDNDNDNDNDNDNDNDNDNNDNDNDNNDNNNNNNNNDNDNDNDDN
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Annexe B : Fichier résultats de I'’exemple de la poutre de Benchmark.

==> début_titre

$

$ poutre de Benchmark Nante
$

fin_titre

==> donnees globales:

nombre total des points nodaux = 9
nombre total d elements = 8
nombre de types de sections = 1
nombre max de trapezes/section
nre max de lits d aciers/section = 2
nombre des noeuds ayant des CL
nombre de groupes de materiaux = 2
nbre max de propietes de materiaux = 10
nombre de noeuds par élément = 2
nbre d increments de chargement = 157
type d algorithme de resolution = 2
nombre de ddl/noeud = 3

nbre de types chargements = 2

1
[UnN

1
[\

==> Connectivites nodales et types de sections:
element num_section numeros noeuds

1 1 1 1
2
2 1 1 2
3
3 1 1 3
4
4 1 1 4
5
5 1 1 5
6
6 1 1 6
7
7 1 1 7
8
8 1 1 8
9

==> Coordonnees nodales:

1 0.00000E+00 0.00000E+00
2 0.62500E+03 0.00000E+00
3 0.12500E+04 0.00000E+00
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4 0.18750E+04 0.00000E+00

5 0.25000E+04 0.00000E+00

6 0.31250E+04 0.00000E+00

7 0.37500E+04 0.00000E+00

8 0.43750E+04 0.00000E+00

9 0.50000E+04 0.00000E+00
==>nombre de types de sections= 1

type section nombre trapeze hauteur section

1 1 500.0000
n°trapeze b_inf  b_sup zi_trapeze zs_trapeze n°materiau
1  0.20000E+03 0.20000E+03 0.00000E+00 0.50000E+03 1
1  0.50000E+02 0.16080E+04 2
2 0.45000E+03 0.10100E+03 2
zi_trapeze( 1 1)= -250.0000
zs_trapeze( 1 1)= 250.0000
z_acier( 1 1)= -200.0000
z_acier( 2 1)= 200.0000

==> Conditions aux limites  (CL):

noeud code valeurs fixees

1 110 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
9 10 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00

==> proprietes des groupes de materiaux:

groupe module young module tran G sigmay  H'

1 2 0.37E+05 0.20E+00 0.36E+02 0.33E+02 0.20E-02 0.35E-02 0.27E+01 0.70E-03
0.20E+01 0.10E+01

2 3 0.20E+06 0.30E+00 0.40E+03 0.50E+03 0.80E-01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
0.00E+00 0.00E+00

==> indice du chargement nodal = 1
==> indice du chargement reparti = 0

==> charges_nodales:

noeud force Fx force Fy Moment

5 0.00000E+00 -0.20000E+05 0.00000E+00

=> increment

facteur de chargement : 0.5000000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie  : 2
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ook Resultats du calcul *#xx*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00  -0.17464E-03
2  -0.16170E-03  -0.10686E+00  -0.16372E-03
3  -0.64679E-03  -0.20008E+00  -0.13098E-03
4  -0.14553E-02  -0.26602E+00  -0.76404E-04
5 -0.25872E-02  -0.29102E+00  -0.31772E-11
6 -0.37191E-02  -0.26602E+00 0.76405E-04
7  -0.45276E-02  -0.20008E+00 0.13098E-03
8 -0.50127E-02  -0.10686E+00 0.16372E-03
9  -0.51744E-02 0.00000E+00 0.17464E-03
==> Reactions aux appuis:
noeud ReactRx  ReactRy Moment M
1 -0.25844E-07 0.50000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.50000E+04  0.00000E+00
facteur de chargement : 0.8000000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

*RRxkk* Resultats du calcul *¥#**#**

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.27942E-03
2 -0.25872E-03 -0.17098E+00 -0.26196E-03
3 -0.10349E-02 -0.32014E+00 -0.20957E-03
4  -0.23285E-02 -0.42563E+00 -0.12225E-03
5 -0.41395E-02 -0.46563E+00 -0.91107E-11
6 -0.59505E-02 -0.42563E+00 0.12225E-03
7 -0.72440E-02 -0.32014E+00 0.20957E-03
8 -0.80202E-02 -0.17098E+00 0.26196E-03
9 -0.82789E-02 0.00000E+00 0.27942E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M
1 -0.57893E-05 0.80000E+04 0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.80000E+04 0.00000E+00
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facteur de chargement : 0.3000000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie

2

okkeix Resultats du calcul] *##t*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.10478E-03
2 -0.97019E-04 -0.64118E-01 -0.98234E-04
3 -0.38808E-03 -0.12005E+00 -0.78588E-04
4 -0.87317E-03 -0.15961E+00 -0.45843E-04
5 -0.15523E-02 -0.17461E+00 0.58427E-11
6 -0.22314E-02 -0.15961E+00 0.45843E-04
7 -0.27165E-02 -0.12005E+00 0.78588E-04
8 -0.30076E-02 -0.64118E-01 0.98234E-04
9 -0.31046E-02 0.00000E+00 0.10478E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M
1 -0.50735E-07 0.30000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.30000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 5.0000012E-02
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600

parametre de sortie

2

wkRikk Resultats du calcul *#¥x*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.17464E-04
2 -0.16170E-04  -0.10686E-01 -0.16372E-04
3 -0.64679E-04  -0.20009E-01 -0.13098E-04
4  -0.14553E-03 -0.26602E-01 -0.76404E-05
5 -0.25872E-03 -0.29102E-01 -0.71627E-12
6 -0.37191E-03 -0.26602E-01 0.76405E-05
7 -0.45276E-03 -0.20008E-01 0.13098E-04
8 -0.50127E-03 -0.10686E-01 0.16372E-04
9 -0.51744E-03 0.00000E+00 0.17464E-04

==> Reactions aux appuis:
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noeud

React Rx

React Ry

Moment M

0.34375E-06
0.00000E+00

0.50000E+03
0.50000E+03

facteur de chargement

: 0.5500000

0.00000E+00
0.00000E+00

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

okekelx Resultats du calcul] *##k*

==> Deplacements nodaux:

depl Ux

O O N UL WN -

0.00000E+00
-0.17787E-03
-0.71147E-03
-0.16008E-02
-0.28459E-02
-0.40910E-02
-0.49803E-02
-0.55139E-02
-0.56918E-02

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

0.18161E-06
0.00000E+00

facteur de chargement

deplUy  rotation teta
0.00000E+00 -0.19210E-03
-0.11755E+00 -0.18010E-03
-0.22009E+00 -0.14408E-03
-0.29262E+00 -0.84045E-04
-0.32012E+00 -0.18119E-10
-0.29262E+00 0.84045E-04
-0.22009E+00 0.14408E-03
-0.11755E+00 0.18010E-03
0.00000E+00 0.19210E-03
React Ry Moment M
0.55000E+04  0.00000E+00
0.55000E+04  0.00000E+00
: 0.8500000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie
wkkikk Resultats du calcul *#¥xx+*

600
2

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

depl Uy

rotation teta

0.00000E+00
-0.27489E-03
-0.10995E-02
-0.24740E-02
-0.43982E-02
-0.63224E-02
-0.76968E-02
-0.85215E-02
-0.87963E-02

0.00000E+00
-0.18167E+00
-0.34014E+00
-0.45223E+00
-0.49473E+00
-0.45223E+00
-0.34014E+00
-0.18167E+00
0.00000E+00

-0.29689E-03
-0.27833E-03
-0.22266E-03
-0.12989E-03
-0.30229E-10
0.12989E-03
0.22266E-03
0.27833E-03
0.29689E-03
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==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

React Ry

Moment M

1 -

0.26368E-04

0.00000E+00

0.85000E+04
0.85000E+04

facteur de chargement

: 0.3500000

0.00000E+00
0.00000E+00

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

okekeix Resultats du calcul] *##ke*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.12225E-03
2 -0.11319E-03 -0.74805E-01 -0.11461E-03
3 -0.45276E-03 -0.14006E+00 -0.91685E-04
4  -0.10187E-02 -0.18621E+00 -0.53483E-04
5 -0.18110E-02 -0.20371E+00 -0.10220E-10
6 -0.26033E-02 -0.18621E+00 0.53483E-04
7 -0.31693E-02 -0.14006E+00 0.91685E-04
8 -0.35089E-02 -0.74805E-01 0.11461E-03
9 -0.36220E-02 0.00000E+00 0.12225E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M
1 0.21306E-07 0.35000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00 0.35000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 0.1500000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

wkRkk Resultats du calcul *#¥x*

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

depl Uy

rotation teta

0.00000E+00
-0.48509E-04
-0.19404E-03
-0.43659E-03
-0.77615E-03
-0.11157E-02
-0.13583E-02
-0.15038E-02

0.00000E+00
-0.32059E-01
-0.60025E-01
-0.79805E-01
-0.87306E-01
-0.79805E-01
-0.60025E-01
-0.32059E-01

-0.52392E-04
-0.49117E-04
-0.39294E-04
-0.22921E-04
-0.12640E-10

0.22921E-04

0.39294E-04
0.49117E-04
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9 -0.15523E-02 0.00000E+00

==> Reactions aux appuis:

0.00000E+00
0.00000E+00

1 -0.10398E-04 0.15000E+04
9 0.00000E+00  0.15000E+04

facteur de chargement : 0.6500000

0.52392E-04

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

okckelx Resultats du calcul] *##ker

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.22703E-03
2 -0.21021E-03 -0.13892E+00 -0.21284E-03
3 -0.84083E-03 -0.26011E+00 -0.17027E-03
4 -0.18919E-02 -0.34582E+00 -0.99326E-04
5 -0.33633E-02 -0.37833E+00 -0.16634E-10
6 -0.48348E-02 -0.34582E+00 0.99326E-04
7 -0.58858E-02 -0.26011E+00 0.17027E-03
8 -0.65164E-02 -0.13892E+00 0.21284E-03
9 -0.67266E-02 0.00000E+00 0.22703E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M

0.00000E+00
0.00000E+00

1 -0.16444E-04 0.65000E+04
9 0.00000E+00  0.65000E+04

facteur de chargement : 1.150000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

*Rkkkk Resultats du calcul *#¥+*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta

1 0.00000E+00 0.00000E+00
2 -0.37191E-03 -0.24585E+00
3 -0.14876E-02 -0.46032E+00
4 -0.33472E-02 -0.61202E+00

-0.40177E-03
-0.37666E-03
-0.30135E-03
-0.17583E-03
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-0.59610E-02 -0.66958E+00 -0.23755E-10
-0.85749E-02 -0.61202E+00 0.17583E-03
-0.10434E-01 -0.46032E+00 0.30135E-03
-0.11550E-01 -0.24585E+00 0.37666E-03

9 -0.11922E-01 0.00000E+00 0.40177E-03
==> Reactions aux appuis:

(ool le W& |

noeud ReactRx  ReactRy Moment M

1 -0.21009E-07 0.11500E+05 0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.11500E+05  0.00000E+00

facteur de chargement : 1.250000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

*RRxRkx Resultats du calcul *¥####+*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00  -0.43689E-03
2 -0.40425E-03  -0.26734E+00  -0.40960E-03
3 -0.16170E-02  -0.50057E+00  -0.32774E-03
4  -0.36382E-02  -0.66559E+00  -0.19130E-03
5 -0.64992E-02  -0.72821E+00  -0.33998E-10
6  -093601E-02  -0.66559E+00 0.19130E-03
7  -0.11381E-01  -0.50057E+00 0.32774E-03
8  -0.12594E-01  -0.26734E+00 0.40960E-03
9  -0.12998E-01 0.00000E+00 0.43689E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M

1 -0.93798E-08 0.12500E+05 0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.12500E+05  0.00000E+00

facteur de chargement : 0.7500001
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

ook Resultats du calcul ##xe*
==> Deplacements nodaux:
noeud depl Ux deplUy  rotation teta

1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.26224E-03
2 -0.24255E-03 -0.16047E+00 -0.24587E-03
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-0.97019E-03 -0.30048E+00 -0.19675E-03
-0.21829E-02 -0.39956E+00 -0.11489E-03
-0.39112E-02 -0.43717E+00 -0.82199E-10
-0.56394E-02 -0.39956E+00 0.11489E-03
-0.68522E-02 -0.30048E+00 0.19675E-03
-0.75798E-02 -0.16047E+00 0.24587E-03
-0.78224E-02 0.00000E+00 0.26224E-03
==> Reactions aux appuis:

O 0NN U W

noeud ReactRx  ReactRy Moment M

1 -0.35529E-07 0.75000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.75000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 0.2500001
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

*RRxkkx Resultats du calcul *¥####+*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00  -0.87566E-04
2  -0.80849E-04  -0.53586E-01  -0.82109E-04
3  -0.32340E-03  -0.10035E+00  -0.65736E-04
4  -0.72764E-03  -0.13347E+00  -0.38449E-04
5 -0.13207E-02  -0.14607E+00 0.48162E-08
6  -0.19123E-02  -0.13347E+00 0.38446E-04
7  -0.23166E-02  -0.10035E+00 0.65734E-04
8  -0.25591E-02  -0.53585E-01 0.82106E-04
9  -0.26400E-02 0.00000E+00 0.87564E-04

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M

1 0.21768E-06  0.25000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.25000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 5.0000116E-02
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

elopiclek Resultats du calcul ek
==> Deplacements nodaux:
noeud depl Ux deplUy  rotation teta
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OO UTH WN -

0.00000E+00
-0.16170E-04
-0.64679E-04
-0.14553E-03
-0.28391E-03
-0.42095E-03
-0.50180E-03
-0.55031E-03
-0.56648E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

0.71479E-09
0.00000E+00

facteur de chargement

0.00000E+00 -0.17693E-04
-0.10830E-01 -0.16602E-04
-0.20295E-01 -0.13327E-04
-0.27032E-01 -0.78697E-05
-0.29624E-01 0.48112E-08
-0.27027E-01 0.78670E-05
-0.20292E-01 0.13325E-04
-0.10828E-01 0.16599E-04
0.00000E+00 0.17691E-04
React Ry Moment M
0.50000E+03  0.00000E+00
0.50000E+03  0.00000E+00
: 0.5500001

tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie

2

*eRxexkx Resultats du calcul *¥*#*#**

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.19238E-03
2 -0.17787E-03 -0.11772E+00 -0.18037E-03
3 -0.71147E-03 -0.22043E+00 -0.14435E-03
4  -0.16008E-02 -0.29313E+00 -0.84318E-04
5 -0.28758E-02 -0.32074E+00 0.48318E-08
6 -0.41494E-02 -0.29313E+00 0.84315E-04
7 -0.50388E-02 -0.22043E+00 0.14435E-03
8 -0.55724E-02 -0.11772E+00 0.18037E-03
9 -0.57502E-02 0.00000E+00 0.19237E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M
1 -0.28601E-05 0.55000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.55000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 1.050000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie  : 2
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ook Resultats du calcul sk

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

O OO UTH WN -

0.00000E+00
-0.33957E-03
-0.13583E-02
-0.30561E-02
-0.54677E-02
-0.78779E-02
-0.95757E-02
-0.10594E-01
-0.10934E-01

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

1 -0.52954E-07

0.00000E+00

facteur de chargement

deplUy  rotation teta
0.00000E+00  -0.36706E-03
-0.22461E+00  -0.34414E-03
-0.42057E+00  -0.27537E-03
-0.55923E+00  -0.16077E-03
-0.61186E+00 0.48323E-08
-0.55923E+00 0.16076E-03
-0.42057E+00 0.27537E-03
-0.22461E+00 0.34413E-03
0.00000E+00 0.36706E-03
React Ry Moment M
0.10500E+05  0.00000E+00
0.10500E+05  0.00000E+00
: 1.250000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

*RRxkk* Resultats du calcul *¥#**#**

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.43694E-03
2 -0.40425E-03 -0.26737E+00 -0.40965E-03
3 -0.16170E-02 -0.50064E+00 -0.32779E-03
4  -0.36382E-02 -0.66568E+00 -0.19135E-03
5 -0.65050E-02 -0.72832E+00 0.48268E-08
6 -0.93704E-02 -0.66568E+00 0.19135E-03
7 -0.11392E-01 -0.50063E+00 0.32778E-03
8 -0.12604E-01 -0.26737E+00 0.40965E-03
9 -0.13009E-01 0.00000E+00 0.43693E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M
1 -0.44901E-06 0.12500E+05 0.00000E+00

9 0.00000E+00  0.12500E+05  0.00000E+00
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facteur de chargement

: 0.7500002

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

okkeix Resultats du calcul] *##t*

==> Deplacements nodaux:

depl Ux

O O NNOUTLH WN -

0.00000E+00
-0.24255E-03
-0.97019E-03
-0.21829E-02
-0.39138E-02
-0.56433E-02
-0.68561E-02
-0.75837E-02
-0.78263E-02

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

1 -0.90040E-09

9

0.00000E+00

facteur de chargement

depl Uy  rotation teta
0.00000E+00 -0.26226E-03
-0.16049E+00  -0.24589E-03
-0.30050E+00  -0.19677E-03
-0.39959E+00  -0.11491E-03
-0.43721E+00 0.47372E-08
-0.39959E+00 0.11491E-03
-0.30050E+00 0.19677E-03
-0.16048E+00 0.24589E-03
0.00000E+00 0.26226E-03
React Ry Moment M
0.75000E+04  0.00000E+00
0.75000E+04  0.00000E+00
: 0.2500002

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

wkRikk Resultats du calcul *#¥x*

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

depl Uy

rotation teta

0.00000E+00
-0.80849E-04
-0.32340E-03
-0.72764E-03
-0.13194E-02
-0.19091E-02
-0.23134E-02
-0.25559E-02
-0.26368E-02

0.00000E+00
-0.53577E-01
-0.10033E+00
-0.13344E+00
-0.14603E+00
-0.13344E+00
-0.10033E+00
-0.53575E-01

0.00000E+00

-0.87551E-04
-0.82093E-04
-0.65721E-04
-0.38434E-04
0.70447E-08
0.38431E-04
0.65718E-04
0.82091E-04
0.87548E-04
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==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

React Ry

Moment M

1 -0.26308E-08
9 0.00000E+00

0.25000E+04
0.25000E+04

facteur de chargement

: 5.0000235E-02

0.00000E+00
0.00000E+00

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

okekeix Resultats du calcul] *##k*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.17666E-04
2 -0.16170E-04  -0.10813E-01 -0.16574E-04
3 -0.64679E-04  -0.20261E-01 -0.13300E-04
4  -0.14553E-03 -0.26980E-01 -0.78423E-05
5 -0.28133E-03 -0.29557E-01 0.69957E-08
6 -0.41517E-03 -0.26975E-01 0.78394E-05
7 -0.49602E-03 -0.20257E-01 0.13297E-04
8 -0.54453E-03 -0.10811E-01 0.16572E-04
9 -0.56069E-03 0.00000E+00 0.17663E-04
==> Reactions aux appuis:
noeud React Rx React Ry Moment M
1 0.14763E-08 0.50000E+03  0.00000E+00
9 0.00000E+00 0.50000E+03  0.00000E+00
facteur de chargement : 0.5500003

tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

wkRkk Resultats du calcul *#¥x+*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00  -0.19238E-03
2 -0.17787E-03  -0.11772E+00  -0.18037E-03
3  -0.71147E-03  -0.22044E+00  -0.14435E-03
4  -0.16008E-02  -0.29314E+00  -0.84320E-04
5 -0.28764E-02  -0.32075E+00 0.71070E-08
6 -041501E-02  -0.29313E+00 0.84317E-04
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7 -0.50394E-02 -0.22043E+00 0.14435E-03

8 -0.55730E-02 -0.11772E+00 0.18037E-03

9 -0.57509E-02 0.00000E+00 0.19238E-03
==> Reactions aux appuis:

1 0.85056E-08 0.55000E+04  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.55000E+04  0.00000E+00

facteur de chargement : 1.050000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

okckelx Resultats du calcul] *##ker

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00  -0.36709E-03
2 -0.33957E-03  -0.22463E+00  -0.34417E-03
3  -0.13583E-02  -0.42061E+00  -0.27541E-03
4  -0.30561E-02  -0.55929E+00  -0.16080E-03
5 -0.54715E-02  -0.61193E+00 0.72273E-08
6  -0.78849E-02  -0.55929E+00 0.16080E-03
7  -095827E-02  -0.42061E+00 0.27540E-03
8 -0.10601E-01  -0.22463E+00 0.34417E-03
9  -0.10941E-01 0.00000E+00 0.36709E-03

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M

1 -0.16421E-04 0.10500E+05 0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.10500E+05  0.00000E+00

facteur de chargement : 1.550000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

esioriel* Resultats du calcul *##os*
==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux deplUy  rotation teta

1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.88360E-03
2 -0.50127E-03 -0.54517E+00 -0.84976E-03
3 -0.20051E-02 -0.10480E+01 -0.74826E-03
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4
5
6
7
8
9

-0.45219E-02
0.30672E-01
0.65698E-01
0.63181E-01
0.61678E-01
0.61176E-01

-0.14663E+01

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

-0.57898E-03

-0.17635E-07
0.00000E+00

facteur de chargement

: 2.050000

-0.16442E+01  -0.16992E-05
-0.14681E+01 0.57993E-03
-0.10492E+01 0.74921E-03
-0.54576E+00 0.85071E-03
0.00000E+00 0.88455E-03
React Ry Moment M
0.15500E+05  0.00000E+00
0.15500E+05  0.00000E+00

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

*RRxkkx Resultats du calcul *¥####+*

==> Deplacements nodaux:

noeud depl Ux depl Uy  rotation teta
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.14856E-02
2 -0.66296E-03 -0.91912E+00 -0.14408E-02
3 -0.26519E-02 -0.17823E+01 -0.13066E-02
4 0.32180E-01 -0.24502E+01 -0.80203E-03
5 0.92299E-01 -0.26982E+01 -0.16078E-05
6 0.15219E+00 -0.24519E+01 0.80295E-03
7 0.18702E+00 -0.17834E+01 0.13075E-02
8 0.18504E+00 -0.91969E+00 0.14417E-02
9 0.18437E+00 0.00000E+00 0.14865E-02

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx React Ry Moment M

1 0.40158E-07 0.20500E+05  0.00000E+00
9 0.00000E+00  0.20500E+05  0.00000E+00

facteur de chargement : 2.550000
tolerence de convergence : 5.0000001E-02
nbre maximal d iterations : 600
parametre de sortie : 2

ool Resultats du calcul * st
==> Deplacements nodaux:

rotation teta

noeud depl Ux depl Uy
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0.00000E+00
-0.82466E-03
-0.33108E-02
0.40053E-01
0.11535E+00
0.19043E+00
0.23380E+00
0.23131E+00
0.23048E+00

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

0.30683E-06
0.00000E+00

facteur de chargement

0.00000E+00 -0.18393E-02
-0.11379E+01 -0.17836E-02
-0.22062E+01 -0.16165E-02
-0.30315E+01 -0.98961E-03
-0.33388E+01 -0.15833E-05
-0.30332E+01 0.99051E-03
-0.22073E+01 0.16174E-02
-0.11385E+01 0.17845E-02
0.00000E+00 0.18402E-02
React Ry Moment M
0.25500E+05  0.00000E+00
0.25500E+05  0.00000E+00
: 3.050000

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2

*RRxkx* Resultats du calcul *¥##¥#**

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

0.00000E+00
-0.98636E-03
0.78853E-02
0.74358E-01
0.16478E+00
0.25496E+00
0.32143E+00
0.33030E+00
0.32931E+00

==> Reactions aux appuis:

noeud

React Rx

1 -0.16013E-08

0.00000E+00

facteur de chargement

: 3.550000

deplUy  rotation teta
0.00000E+00  -0.23534E-02
-0.14569E+01  -0.22868E-02
-0.28116E+01  -0.19804E-02
-0.38111E+01  -0.11776E-02
-0.41780E+01  -0.17895E-05
-0.38130E+01 0.11786E-02
-0.28129E+01 0.19814E-02
-0.14575E+01 0.22878E-02
0.00000E+00 0.23544E-02
React Ry Moment M
0.30500E+05  0.00000E+00
0.30500E+05  0.00000E+00

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

600
2
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olopiolk Resultats du calcul *#xx

==> Deplacements nodaux:

depl Ux

0.00000E+00
-0.11481E-02
0.34718E-01
0.11216E+00
0.21773E+00
0.32307E+00
0.40051E+00
0.43638E+00
0.43523E+00

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx
1 0.85674E-07
9 0.00000E+00

facteur de chargement

tolerence de convergence : 5.0000001E-02

nbre maximal d iterations :

parametre de sortie

*RRxk* Resultats du calcul *¥#*****

==> Deplacements nodaux:

noeud

depl Ux

deplUy  rotation teta
0.00000E+00 -0.29020E-02
-0.17975E+01 -0.28245E-02
-0.34122E+01 -0.22954E-02
-0.45699E+01 -0.13626E-02
-0.49963E+01 -0.17251E-05
-0.45718E+01 0.13636E-02
-0.34135E+01 0.22964E-02
-0.17982E+01 0.28256E-02
0.00000E+00 0.29031E-02
React Ry Moment M
0.35500E+05  0.00000E+00
0.35500E+05  0.00000E+00
: 4.050000
600
2

Ne)

0.00000E+00
-0.13098E-02
0.39659E-01
0.12808E+00
0.24879E+00
0.36925E+00
0.45767E+00
0.49864E+00
0.49733E+00

==> Reactions aux appuis:

noeud React Rx
1 -0.87735E-07
9 0.00000E+00

deplUy  rotation teta
0.00000E+00  -0.33035E-02
-0.20462E+01  -0.32151E-02
-0.38840E+01  -0.26125E-02
-0.52011E+01  -0.15492E-02
-0.56879E+01  -0.17576E-05
-0.52031E+01 0.15503E-02
-0.38854E+01 0.26136E-02
-0.20469E+01 0.32162E-02
0.00000E+00 0.33046E-02
React Ry Moment M
0.40500E+05  0.00000E+00
0.40500E+05  0.00000E+00
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Résumé :

Dans le domaine de génie civil, le milieu extérieur impose aux structures des charges
variables dans le temps a savoir : actions du vent, vagues, vibrations des machines et séismes.
Ces actions imposent aux structures des sollicitations de type dynamique et cyclique, et
I’évaluation de la réponse de la structure vis-a-vis de ces actions nécessite une bonne
connaissance de leurs comportements linéaire et non linéaire sous chargement monotones et
cycliques.

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons a 1’étude et a la modélisation des
comportements statiques non linéaires sous charges monotones et cycliques, des structures
planes en béton armé ainsi que des matériaux acier et béton les constituant. Dans cet objectif,
un modéle numérique a été développé et implémenté dans un programme de calcul dédié. 1l
permet de calculer numériquement le comportement non linéaire de n’importe quelle structure
plane en béton armé en prenant compte les différents phénomeénes tels que la non linéarité du
comportement du béton, la plasticité du béton en compression et de I’acier en traction, les
interactions acier-béton ainsi que I’endommagement et la dégradation des matériaux sous les
effets d’un cycle a I’autre. Le modéle est validé en se basent sur des essais de référence
trouvés dans la littérature.

Mots clés : comportement, non linéarite, béton, monotone, cyclique, ossatures, modélisation
élément poutre.

Abstract:

In the field of civil engineering, the external environment imposes on the structures variable
loads over time, namely: action of wind, waves, vibrations of machines and earthquake. These
actions lead to dynamic and cyclic solicitations on the structures, and the evaluation of the
structure's behaviour to these actions requires a good knowledge of their non-linear behavior,
both monotonic and cyclic.

In the framework of this work, we are interested in the study and the modeling of the
nonlinear static behavior under monotonous and cyclic loads, of the reinforced concrete plane
structures as well as the constituent’s materials: steel and concrete. For this purpose, a
numerical model has been developed and implemented in a dedicated computing program. It
allows the numerical calculation of the nonlinear behavior of any reinforced concrete plane
structure by taking into account different phenomena such as the non-linearity of concrete
behavior, the plasticity of concrete in compression and the steel in tension, steel-concrete
interactions as well as the damage and degradation of materials under the effects of one cycle
to another. Based on reference tests found in the literature, the model has been compared and
validated. Interactions as well as the damage and the degradation of the materials under the
effects of one cycle to another.

Key words: behavior, nonlinearity, concrete, monotonic, cyclic, frameworks, beam element
modeling.
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