UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI DE Ti1zl OUzOoU
FACULTE DE GENIE ELECTRIQUE ET INFORMATIQUE

DEPARTEMENT D’AUTOMATIQUE

THESE DE DOCTORAT

Spécialité : AUTOMATIQUE

Présentée et soutenue publiquement par :

Redouane KARA

Ingénieur en Electronique, UMMTO

Magister en Automatique, UMMTO

Théme
Contribution a I’Analyse Quantitative et & la Commande
des Réseaux de Petri Continus & Arcs Valués.

Application aux Systémes de Production Manufacturiére

These soutenue le ../.. /2009 devant le jury composé de MM :

Moussa DIAF Professeur, Université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou Président

Said DJENNOUNE Professeur, Université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou Rapporteur
Jean Jaques LOISEAU  Directeur de Recherches, Ecole Centrale de Nantes, France Co-Rapporteur
Mohamed AIDENE Professeur, Université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou Examinateur
Hassane ALLA Professeur, Université Joseph Fourier de Grenoble, France Examinateur
Djamal BENAZZOUZ  Professeur, Université M’Hamed Bougara de Boumerdes Examinateur

Said AMARI Maitre de Conférences, Université Paris XIII, France Invité






Avant propos

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude et mes remerciements les plus sincéres a
M. Said Djennoune, professeur a l'université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou, sous la
direction duquel j’ai eu le plaisir de travailler. Ses conseils, ses critiques et sa rigueur

scientifique m’ont permis de mener ce travail & son terme.

Je tiens particuliérement a remercier mon co-encadreur de thése, M. Jean Jacques Loiseau,
Directeur de Recherche au CNRS et responsable de 1’équipe Analyse et Commande des
Systéemes a Evénements Discrets ACSED de I'Institut de Recherche en Communications
et Cybernétique de Nantes IRCCyN pour avoir accepté de m’accueillir dans son équipe.
Par ses compétences, ses conseils et son entiére disponibilité, il a joué un roéle déterminant
dans le développement de mes recherches. Ce travail est le résultat de notre collaboration
qui a toujours été agréable et enrichissante. Qu’il trouve ici ’expression de ma profonde

reconnaissance et de mon amitié la plus sincére. Simplement, Merci Jean Jacques ...

Je tiens aussi & remercier M. Amer-yahia Chérif qui a initialement proposé ce travail.

Son sérieux, sa rigueur et sa disponibilité ont marqué des générations d’étudiants.

J’exprime mes sincéres remerciements a M. Moussa Diaf, Professeur a I'université Mou-

loud Mammeri de Tizi Ouzou, qui m’a fait ’honneur de présider le Jury de cette these.

Je suis honoré de la présence dans ce Jury de MM. Hassane Alla, Professeur a I'univer-

sité Joseph Fourier de Grenoble, de Mohamed Aidene, Professeur & I'université Mouloud



1

Mammeri de Tizi Ouzou, de Djamel Benazzouz, Professeur a 'université de Boumerdés
et de Said Amari, Maitre de Conférences & I'université de Paris XIII et de 'intérét qu’ils

ont porté & ce travail. Qu’ils trouvent ici ’expression de mon profond respect.

Mes sincéres remerciements vont également & M. Mourad Ahmane avec qui j'ai eu le

plaisir de collaborer. Ses conseils m’ont permis d’approfondir certains concepts.

Je remercie mes collégues de la Faculté du Génie Electrique et Informatique en parti-
culier : M. Ahmed Maidi, M. Kamal Hammouche et M. Hamid Hamiche. J’exprime aussi
mes sinceres remerciements aux membres de I’équipe analyse et commande des systémes
a événements Discrets de Nantes en particulier : Olivier Boutin, Claude Martinez et Ro-

berto Bacos Junior. Je tiens aussi a remercier M. José Eduardo Cury avec qui j’ai eu le

plaisir de partager mon bureau.

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude et mes remerciements les plus sincéres & Said

Amari pour son aide et ses encouragements.

Je remercie tous ceux qui de prés ou de loin ont contribué a la réalisation de cette thése.

Enfin pour avoir cru en moi, j'exprime ma profonde gratitude & ma famille et a tous

mes amis(es) ; ce modeste travail leur est dédié.



Table des matiéres

(Introduction générale| 1

[1 Les réseaux de Petri : un outil de modélisation des systémes de produc-

[_tionl 7
(L1 Introductionl . . . . . . . . . . . 7
(1.2 Systemes de Production : Quelques définitions| . . . . . . . ... ... ... 8

(1.2.1  La fonction production| . . . . . . . .. ... ... ... 8
[1.2.2  Systeme de production et systeme de pilotage] . . . . . . .. . . .. 8
[1.2.3  T'ypologie des systéemes de production|. . . . . . . . ... ... ... 10
[1.2.4  Modélisation des systémes de production| . . . . . . . ... ... .. 12
(1.3 Réseaux de Petri autonomesl . . . . . .. ... ... ..o 13
(L.3.1 Notations matricielles d'un réseau de Petril . . . . . . . . . ... .. 14
[1.3.2  Dynamique et regle d’évolution| . . . . . .. .. .. ... ... ... 15
[1.3.3 Nombre de tranchissement et degré de iranchissement| . . . . . . . . 15
[1.3.4 Propriétés des réseaux de Petrif . . . . . ... ... ... ... ... 16
[L3.5  Accessibilitél . . . . .. ..o 17
(L.3.6  Ktat d’accuell et résean de Petri réimitialisablel . . . . . . . . . . .. 17
[.3.7  Réseau de Petribornd . . . . . . ... ... ... ... 17
3.8 WVivacitél . . . . . . . . . 17
(1.4  Méthodes d’analysel . . . . . . . ... .. ... o 18
[1.4.1 Graphe des marquages et arbre de couverture| . . . . . . . ... .. 18

[1.4.2  Matrice d’'incidence et équation d’'état| . . . . . . . ... ... ... 20




iv TABLE DES MATIERES
[1.4.3 Réseaux de Petri temporisés| . . . . . . . .. ... ... ... ... . 23

(.o Réseaux de Petri continusl . . . . .. .. ... . o000 25
[1.5.1 Réseaux de Petri continus temporisés| . . . . . . . . . ... ... .. 26

(10,2 Tnvariantl. . . . . . .. oo o 34

L6 Réseaux de Petrl continus a vitesses variables controlées . . . . . . . . .. 34
[L7 Conclusionl . . . . . . . . . . e 36

2 Analyse quantitative des graphes d’événements continus valués| 39
2.1 Introductionl . . . . . . . . .. 39
[2.2  Graphes d’événements valués|. . . . . . . . . ... 0oL 41
[2.2.1 Les graphes d’événements| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 41

222 Cheminsetcrceuts . . .. ... ... o000 41

223 Forte connexitd . . . . . . . . ... 42

2.2.4 Gain d'un circuit élémentairel . . .. ..o L0000 0oL 43

[2.2.5 Classification des graphes d’événements|. . . . . . . . . ... .. .. 43

[2.2.6  Propriété de Munier| . . . . . . . . .. ... 44

[2.2.7 Propriétés qualitatives et quantitatives des graphes d’événements |

[ valués discretsl . . . . ... Lo 44
2.3  Temps de cycle d'un graphe d’'événements valué neutre] . . . . . . . . . .. 45
[2.4  Vitesse de franchissement asymptotique d’un graphe d’événements continu |

[ valué neutrel . . . . ..o 46
[2.4.1  Exemple illustratif] . . . . ... ... ... 00000 50

[2.5  Marquage stationnaire d’un graphe d’événements continu| . . . . . . . . .. 53
2.6 Exemple . . . ... 60
2.7 Discussion des résultats. . . . . . . ... ..o 64
2.8 Conclusionl. . . . . . . . . 65

[3 Reégulation sous contraintes des réseaux de Petri continus| 69
(3.1 Introduction|. . . . . . . . . . .. 69




TABLE DES MATIERES v

[3.2.1  Ensembles convexes polyédrales et ensembles convexes ellipsoidales] 71
[3.2.2  Modele de réseau de Petri continul . . . . . . . ... ... 72
[3.2.3  Réseau de Petri continu contrélé en temps discret| . . . . . . . . .. 73
[3.2.4 Exemplel . . . ... 75

[3.3  Reégulation sous contraintes des réseaux de Petri continus| . . . . . . . . .. 76
[3.3.1 Sur la synthése sous contraintes| . . . . . . .. ... ... ... ... 76
[3.3.2 Invariance positive et commande sous contraintes| . . . . . . . . .. 7
[3.3.3  Reégulation sous contraintes des systemes linéaires| . . . . . . . . .. 79
[3.3.4  Formulation du probléme de commande|. . . . . . . . ... ... .. 81
[3.3.5  Stabilité du systéme non contraint| . . . .. ... ... ... .. .. 82
[3.3.6  Conditions algébriques d’invariance et de stabilité¢] . . . . . . . . .. 82

[3.4 Application a un systeme d’assemblagel . . . . . . ... 87
[3.5 Application a une ligne de production|. . . . . . ... ... ... 92
(3.6 Conclusionl. . . . . . . . . L 93
[Conclusion générale et perspectives| 97

[Annexe. Modele CGQ)| 109







Table des figures

(1.1 Composition d'un systéeme de production| . . . . . . . . .. ... ... ... 9
1.2 Commande d'un systéeme de production|. . . . . . . . . . . . . ... .... 10
(1.3 Atelier de type low shop| . . . . . . . . . . . ... 11
(1.4 Atelier de type job shop| . . . . . . . . . ... .o oo 11
(1.5 Exemple d'une ligne de production linéaire] . . . . . . . . . ... ... ... 12
(1.6 Exemple d'une ligne d’assemblage| . . . . . . . . ... ... ... 12
(1.7 Exemple de réseau de Petri ordinaire] . . . . . . . .. ... ... ... ... 14
(.8 Franchissement d'une transition| . . . . . . . . .. .. ..o 16
(1.9 Réseau de Petri avec boucle de réentrancel . . . . . . . ... ... .. ... 16
[1.10 L’arbre de couverture du réseau de la Figure 1.7 . . . . . . . . .. .. ... 19
[1.11 Systeme de production modélisé par réseau de Petra| . . . . . . . . . .. .. 27

[1.12 Un réseau de Petri vivant dans le cas continu et présentant un blocage dans

le cas discret]. . . . . . .. 27
[1.13 Exemple de réseau de Petri continu| . . . . . . ... ... ... ... .... 30
[1.14 Graphe d’évolution du graphe de la Figure 1.13] . . . . .. ... . ... .. 31
[1.15 Exemple de réseau de Petri continul . . . . . .. .. ... ... ... .... 32
2.1 Exemple d’un graphe d’événements ordinaire.| . . . . . . . . ... ... .. 42
[2.2  Exemple d'un chemin élémentaire.|. . . . . . . ... ..o 0000 42
[2.3  Exemple d'un circuit élémentaire.| . . . . . . ..o o000 43

[2.4  Réseau de Petri continu du systéeme de production.| . . . . ... ... ... 52




viil Notations

[2.5 Réseau de Petri continu avec deux circuits critiques et plusieurs points |

| d’équilibre avec V. =[1,1, 1,117 . . . . ... ... o 54
[2.6 Influence du marquage initial sur 'ensemble 7" — cov(m,)[ . . . . . . . . .. 57
[2.7 Modeéle réseau de Petri d'un systéme flexible de productionl . . . . . . . .. 62
3.1 Réseau de Petri continul . . . . . .. ... .. ... ... .. 75
(3.2 Réseau de Petri continul . . . . . .. .. ... oo 88
[3.3 Evolution du marquage du systeme d’assemblagel . . . . . . . .. ... .. 91
[3.4  Evolution de la commande du systeme d’assemblagel . . . . . . . .. .. .. 92
[3.5  Evolution du marquage de la ligne de production| . . . . . ... ... ... 94

[3.6  Evolution de la commande de la ligne de production|. . . . . . . .. .. .. 95




Notations

— R : Un réseau de Petri non marqué.

— N : Un réseau de Petri marqué.

— P : L’ensemble des places d’un réseau de Petri.

— T : L’ensemble des transitions d'un réseau de Petri.
— P, : Place d’un réseau de Petri.

— T} : Transition d'un réseau de Petri.

— I : Fonction d’incidence avant d'un réseau de Petri.

— O : Fonction d’incidence arriére d’un réseau de Petri.
— I(P;,T}) : Poids de I'arc reliant P; a T}.

— O(P;,T}) : Poids de I'arc reliant 7; a P;.

— myg : Marquage initial d’'un réseau de Petri.

— my; : Marquage initial de la place P;.

— m(t) : Marquage a l'instant ¢ d’un réseau de Petri.

— mp,(t) : Marquage a U'instant ¢ de la place P;.

— (' : Matrice d’incidence.

— ?T; : Ensemble des places d’entrée de la transition 7j.
— T¢ : Ensemble des places de sortie de la transition T7}.

J

— P? : Ensemble des transitions de sortie de la place F;.
— °P; : Ensemble des transitions d’entrée de la place P;.
— o0 : Séquence de franchissement.

— R(my) : L’ensemble de tous les marquages accessibles a partir de my.

— L(myg) : L’ensemble de toutes les séquences de franchissement possibles a partir de



Notations

mo.
x : T-invariant.

y : P-invariant.

P(y) : Support d'un P-invariant y.

T(z) : Support d’un T-invariant .

V' 1 Vecteur vitesses maximales de franchissement.

Vj : Vitesses maximales de franchissement de la transition 7}.

v(t) : Vecteur vitesses de franchissement instantanés.

v;j(t) : Vitesses de franchissement instantanés de la transition 7j.

¢ : Vecteur vitesses de franchissement asymptotique.

¢; : Vitesses de franchissement asymptotique de la transition T}.

ms : Vecteur marquage stationnaire.

mg; : Marquage stationnaire de la place P;.

Ny; : Marquage valué initial d’une place P;.

N : Marquage valué stationnaire de la place P;.

L;, : Circuit élémentaire numéro k.

g(P;) : Gain de la place P,.

G(Ly) : Gain du circuit élémentaire L.

fr : Fréquence du circuit élémentaire Ly.

T — cov(m) : L’ensemble T-coverture au marquage m.

T — cov(my) : L’ensemble T-coverture au marquage stationnaire.

pij + Un chemin élémentaire qui part de la transition 7; vers la transition 7}.

L. : Un circuit critique d'un graphe d’événements valué.

pi?‘j : Le k"™¢ chemin élémentaire qui part de la transition 7; a la transition Tj.

S;; : L’ensemble des chemins élémentaires pfj tel que T; € L. et T; ¢ L..

S : L’ensemble des chemins élémentaires qui ont pour transition de départ une
transition appartenant a L.

S. : L’ensemble des chemins élémentaires qui ont toutes leurs places dans 17" —

cov(mg).
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— fr : Facteur de criticité du chemin élémentaire pf;.
ij

— £(Q, p) : Un ellipsoide généré par (Q, p)..

P(G, g) : Un polyédre généré par (G, g).

u(t) : Vecteur commande.
— wu;(t) : L'action de controle sur la transition 7j.

— 0 : Période d’échantillonnage.

— (N, 0) : Réseaux de Petri continu en temps discret.






Introduction générale

Les systémes de production posent des problémes de modélisation, de conception et
de conduite tout au long de leur cycle de vie. Ces problémes sont souvent traités a l'aide
de différents formalismes et de techniques spécifiques. Parmi les formalismes utilisés, nous
citons les réseaux de files d’attentes, 1'algébre des dioides, les automates, la simulation
et les réseaux de Petri. Les réseaux de Petri sont des modéles qui peuvent étre utilisés,
parfois avantageusement, pour plusieurs de ces problémes, avec le bénéfice supplémentaire
d’améliorer la communication entre les étapes du cycle de vie. La modélisation, I'analyse
qualitative (analyse des propriétés), 'analyse quantitative (analyse des performances), le
controle logique, I'implantation et 'ordonnancement (controle des performances) peuvent

étre traités a l'aide du paradigme des réseaux de Petri.

Nous nous intéressons aux systémes de production & fonctionnement cyclique (produc-
tion répétitive) qui peuvent étre modélisés a 1'aide d’une classe particuliére de réseaux
de Petri qui sont les graphes d’événements, une classe ot chaque place possede exacte-
ment une transition d’entrée et une transition de sortie. Néanmoins, lorsque la taille du
graphe d’événements est importante, les techniques développées a ce jour atteignent leur
limite. Par conséquent, 1'utilisation des graphes d’événements a arcs valués (appelés aussi
graphes d’événements généralisés ou weighted T-systems) permet de réduire la taille du
modele. D’autre part, on rencontre des systémes de production a grande capacité, traitant
un grand nombre de produits. Pour ces systémes & production de masse, leur analyse par
le biais des méthodes usuelles devient difficile. Dans cette situation, une approximation

continue des phénomeénes et des variables peut étre plus appropriée. Il s’ensuit une modé-
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lisation de type continu ot on considére les transferts d’entités comme des flux d’entités.
En ce sens, les réseaux de Petri continus & arcs valués (ou réseaux de Petri continus gé-

néralisés) sont bien adaptés.

Dans cette thése, nous considérons le probléme de 'analyse quantitative et de la com-
mande de systémes de production manufacturiére modélisés par les graphes d’événements

continus 4 arcs valués.

Dans l'analyse quantitative (ou de performances), des méthodes formelles, basées sur
la structure du réseau et la théorie des graphes, permettant de déduire les caractéris-
tiques du systéme de production modélisé en régime stationnaire sont développées ( par
exemple : quantité moyenne de produits dans les stocks et cadence de production en ré-

gime permanent) .

Le probléme de commande de systémes de production intervient lorsque le débit maxi-
mal, de production d’une machine par exemple, peut étre varié par une action de controle
externe. La fluidification permet 'utilisation de la théorie standard de contréle des sys-
témes continus aux systéemes de production modélisés par réseaux de Petri continus. En
effet, un réseau de Petri continu & vitesses variables controlées est un systéme linéaire par
morceaux avec des commutations autonomes et présentant des contraintes sur ’état et
sur la commande [24]. L’action de controle est formulée par une stratégie de commande
en boucle fermée. Des résultats originaux permettant de calculer les gains de retour qui
assurent l'invariance positive, le respect des contraintes sur la commande et la contracti-

vite du systéme bouclé dans un polytope donné sont développés dans cette thése.

Le travail que nous présentons dans cette thése est organisé en trois chapitres. Dans le
premier chapitre, nous donnons dans un premier temps, quelques notions sur les systémes
de production. Des éléments de la théorie des réseaux de Petri tels que, les propriétés et
les différentes méthodes d’analyse, sont ensuite traitées. Nous insistons dans ce chapitre

sur les réseaux de Petri continus, qui peuvent par exemple étre obtenus par fluidification



de réseaux de Petri discrets, et sur les différentes sémantiques qui permettent de définir
comment les transitions sont franchies dans le modéle fluidifié. Nous présentons également
une classe de réseaux de Petri continus a laquelle on s’intéresse dans ce travail : a savoir

les réseaux de Petri continu & vitesses variables controlées.

Plusieurs travaux traitant de 'analyse quantitative des réseaux de Petri continus existent
dans la littérature [10] [15], 22] [43] 46| 58]. Mais trés peu de résultats sont donnés sous une
forme analytique. C’est 1'une des raisons qui nous a motivés a orienter notre recherche
dans cette direction afin de développer des relations explicites permettant de calculer
la vitesse de franchissement asymptotique des transitions et le vecteur marquage station-
naire pour une classe particuliére de réseaux de Petri continus qui est la classe des graphes
d’événements continus a arcs valués neutres et fortement connexes. Ce travail est présenté

au chapitre 2.

Le chapitre 3 est consacré a la commande sous contraintes des réseaux de Petri conti-
nus controlés. Le probléme posé dans ce chapitre se résume a synthétiser un régulateur
qui permet de respecter les contraintes sur 1’état et sur la commande et qui en plus as-
sure une convergence asymptotique vers ’état d’équilibre. Nous proposons des résultats
théoriques originaux qui permettent via la résolution d’un probléme d’inégalité matricielle
linéaire (LMI) de calculer les gains de retour d’état qui assurent : I'invariance positive, le
respect des contraintes sur le vecteur commande et la contractivé de ’ensemble représen-

tant les contraintes par rapport au systéme en boucle fermée.






Chapitre 1
Les réseaux de Petri : un outil de
modélisation des systémes de

production






Chapitre 1

Les réseaux de Petri : un outil de
modélisation des systémes de

production

1.1 Introduction

Les réseaux de Petri sont utilisés pour modéliser le comportement dynamique des sys-
témes a événements discrets. Ils permettent de modéliser les relations de précédences et
les interactions structurelles d’événements stochastiques, concurrents, et asynchrones. De
plus, leur nature graphique permet une meilleure visualisation des systémes complexes. Ils
sont de nos jours largement utilisés dans la modélisation, ’évaluation des performances,

la commande et le controle des systémes a événements discrets.

Les réseaux de Petri représentent un outil de modélisation hiérarchisé, avec un support
mathématique bien développé. Ainsi, ils permettent d’entreprendre I’analyse et la concep-
tion de systémes complexes. L’existence de plusieurs extensions de réseaux de Petri, tel
que : Les réseaux de Petri temporisés, les réseaux de Petri colorés, et continus permet une

analyse quantitative et qualitative du systéeme étudié.
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Dans ce chapitre et aprés avoir donnée quelque éléments de base concernant les systémes
de production, les concepts fondamentaux des réseaux de Petri sont présentés. Nous abor-
dons ensuite I'étude des réseaux de Petri continus qui nous intéressent particulierement

dans cette thése.

1.2 Systémes de Production : Quelques définitions

1.2.1 La fonction production

La production est un ensemble d’activités opérationnelles mobilisant des ressources
en vue de créer des biens matériels ou d’assurer des services d’utilité moyennant une ou
plusieurs transformations. Ces transformations sont caractérisées par un ensemble d’opé-
rations. L’ensemble de ces transformations constituant la production seront soumises a

des impératifs de cotit, de délai, de quantité et de qualité.

1.2.2 Systéme de production et systéme de pilotage

Généralement un systéme de production est décomposé selon la nature des flux qui le
traversent. Le systéme est ainsi décomposé en : sous-systéme physique (flux de matiéres),
sous-systéme de décision permettant le pilotage (flux de décisions) et le sous-systéme d’in-
formation représentant I’ensemble des informations en circulation dans le systémes (flux
d’informations). La Figurdl.1] est une schématisation générale des interactions existant
entre les différents sous-systémes. Le systéme physique de production est constitué par
I’ensemble des ressources permettant de convertir des matiéres premiéres en produits finis
ou semi-finis. Le systéme de pilotage est destiné & commander le systéme physique de
production. Les données récupérées par le sous-systéme informationnel sont traitées par
le sous systéme décisionnel afin de définir les décisions garantissant le bon fonctionnement
du systéme physique compte tenu des multiples contraintes internes (disponibilité des res-
sources) ou externes (contraintes des clients et fournisseurs) a l’entreprise. On distingue

trois niveaux de décisions :
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Systéme de pilotage

Systéme de décisions Horizon
Décisions stratégiques Long terme
Décisions tactiques Moyen terme
Décizions opérationnelles Coutt terme
— Décizion

Systéme d'information

\ _— Infortmation

N\ ..

Systéme physique de
production

Fournizseurs Clients

FiG. 1.1: Composition d’un systéme de production

Les décisions stratégiques définissent des politiques a long terme et concernent par exemple

des décisions d’investissement dans une entreprise.

Les décisions tactiques définissent des politiques & moyen terme concernant la produc-
tion et visent & satisfaire des contraintes de délai, de qualité et de quantité toute en

utilisant efficacement les moyens de production.

Les décisions opérationnelles assurent le fonctionnement quotidien de la fabrication. Les
décisions élaborées a ce stade permettent une affectation des ressources aux taches avec
une répartition des taches dans le temps. Elles permettent aussi d’assurer la conduite du
systéme physique quand ce dernier est soumis & des perturbations (pannes, perturbation

de la demande, manque d’approvisionnement ...).

La relation entre le systéme de pilotage et le systéme physique apparait donc comme

un systéme en boucle fermée (systéme asservi) comme illustré par la Figur
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Perturbations

Systeme physique de
Production (procéde)

Politique de
commande

Information sur
I"&tat du systéme

Systéme de pilotage *

F1G. 1.2: Commande d’un systéme de production

1.2.3 Typologie des systémes de production

Il existe fondamentalement deux visions pour classifier les systémes de production.
La premiére typologie est liée a l'origine de la demande. On distingue alors les systémes
basés sur la production a la commande des systémes basés sur la production pour stock.
La deuxieme typologie est liée & la fagon dont sont organisées les ressources pour traiter

les flux de matiére. C’est cette deuxiéme typologie qui nous intéresse dans cette thése.

Systéme & production unitaire ou projet

Ce type d’organisation concerne la réalisation de projets uniques. Le probléme dans
ce cas consiste a coordonner simultanément les taches avec les moyens a mettre en oeuvre

en planifiant la succession des différentes opérations.

Systéme de production en petite et moyenne série

Il s’agit dans ce type de systéme de produire une grande variété de produits en faible
quantité tout en utilisant les méme moyens de production. Dans cette organisation, les
équipements sont regroupés par fonctionnalité équivalente dans un ensemble d’ateliers
spécialisés.

La classification de ce type d’ateliers se fait selon 'ordre d’utilisation des machines pour
fabriquer un produit ou job, ce qu’on appelle gamme de fabrication. On distingue les trois

ateliers suivants :

Atelier de type flow shop : les piéces dans ce type d’atelier possédent toutes le méme
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F1G. 1.3: Atelier de type flow shop
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F1G. 1.4: Atelier de type job shop

ordre de passage (i.e. une gamme unique de production) sur les machines du systéme. La

Figurdl.3] montre un exemple de flow shop avec trois machines M, My et Mj et trois job
Jl, JQ et J3.

Atelier de type job shop : chaque piéce dans ce type d’atelier posséde sa propre gamme

de production. La Figurdl.4]illustre I’organisation d’un atelier de type job shop avec trois
machines M, My et Mj et trois job Ji, Jy et Js.

Atelier de type Open shop : dans ce type d’atelier, les piéces ne possédent aucune
gamme de production.

Systéme de production en grande série

Dans ce type d’atelier le systéme est organisé en ligne de fabrication, les produits

passent successivement et dans le méme ordre par une séquence identique de postes de

travail. Les Figurdl.5 et Figurdl.g|illustrent ce qu’est une ligne de production linéaire et
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Fi1G. 1.5: Exemple d’une ligne de production linéaire

_.Ml\ =
/

M5 Ms —

—

F1G. 1.6: Exemple d’une ligne d’assemblage

une ligne d’assemblage.

Systéme de production continu

Ce mode de production concerne les systémes ot la matiére circule en flux continu.

1.2.4 Modélisation des systémes de production

Les systéemes de production appartiennent a la classe des systémes dynamiques a évé-
nements discrets. Les systémes a événements discrets sont des systémes qui évoluent dans
le temps par occurrence d’événements. La modélisation d'un systéme de production est
la premiére étape a franchir lors de I’étude du comportement du systéme. Deux types
d’approches sont disponibles pour effectuer cette étude du comportement : la simulation
et I’analyse par des outils de modélisation mathématique tel que : les files d’attentes, les
chaines de Markov, les automates et les réseaux de Petri. Chacun de ces outils vise un
probléme d’analyse donné. Nous nous intéressons dans cette these a 'outil réseau de Petri
et plus particuliérement a ’approximation continue des systémes & événements discrets

modélisés par réseaux de Petri.
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1.3 Reéseaux de Petri autonomes

Les concepts introduits dans cette section sont puisés essentiellement des références
de base introduisant les réseaux de Petri [13] 8, 48], [49).

Un réseau de Petri [13], 48] est un graphe biparti constitué de deux types de noeuds :
les places et les transitions. Des arcs orientés relient certaines places a certaines transitions
et certaines transitions & certaines places. Un arc ne relie jamais deux sommets de méme
nature. Généralement, les places sont représentées par des cercles et les transitions par
des barres (ou rectangles), et les arcs par des segments fléchés. Une place est dite place
d’entrée (de sortie) d’'une transition s’il existe un arc orienté reliant cette place (transi-
tion) a la transition (place). Les places d’entrée (de sortie) modélisent des préconditions
(postconditions) et les transitions des événements. Chaque place peut contenir une ou plu-
sieurs marques, représentées par des jetons. Comme nous le verrons plus loin, ces marques
vont permettre de modéliser la dynamique du systéme. Le marquage d'un réseau de Petri
est un vecteur a composantes entiéres positives ou nulles dont la dimension est égale au
nombre de places. La ¢™¢ composante de ce vecteur représente le nombre de marques qui
figurent dans la place numéro 7 du réseau de Petri.

De manieére plus formelle, nous dirons qu’un réseau de Petri est un quadruplet R =
(P, T,1,0) ou :

P={P,P,,..., P,} est un ensemble fini et non vide de places,

T ={11,T),...,T,,} est un ensemble fini et non vide de transitions,

I : PxT — N est I'application d’incidence avant, o N est I’ensemble des entiers non
négatifs,

O : P x T — N est ’application d’incidence arriére.

Notons que PNT = etPUT # (), c’est a dire que les ensembles P et T sont disjoints.
Le marquage du réseau est donné par une application Mar définie par :

Mar : P — N tel que Mar(P;) = mp, qui indique le nombre de jetons dans la place P;.
Le marquage a un instant ¢ donnée d’un réseau de Petri est donc un vecteur dimension n
donné par : m(t) = [mp,(t), mp,(t),...,mp, (t)]T.

Un réseau de Petri marqué est le couple N' = (R, mg) formé d’un réseau de Petri R et my



14 Les réseaux de Petri : un outil de modélisation des systémes de production

Fi1G. 1.7: Exemple de réseau de Petri ordinaire

le marquage initial du réseau i.e. & ¢ = 0. La Figurdl.7 montre un exemple de réseau de
Petri. A chaque arc est associé un poids entier positif (défini par les applications I et O).
Lorsque ce poids n’est pas porté sur ’arc, par convention il est égal a 1. Lorsque tous les
poids des arcs sont égaux a 1, le réseau de Petri est dit ordinaire (c’est le cas du réseau
de Petri de la Figur. Dans ce qui va suivre, les notations suivantes sont adoptées,
°T; : 'ensemble des places d’entrée de la transition 77,

T7 : Tensemble des places de sortie de la transition 7},

P? : I'ensemble des transitions de sortie de la place F;,

°P; : I'ensemble des transitions d’entrée de la place P;.

1.3.1 Notations matricielles d’un réseau de Petri

Pour un réseau de Petri avec m transitions et n places, la matrice d’incidence C' =
[Cijlnxm est une matrice de dimension (nxm) d’entiers, dont les composantes sont données
par C;; = O(P,,T;) — 1(P;,T}), ot O(F;, Tj) est le poids de 'arc reliant la transition 7} a
sa place de sortie P; et I(P;,T;) est le poids de 'arc reliant 7} a sa place d’entrée P;; par

conséquent, une transition est validée par un marquage m si et seulement si I(P;, T;) < mp,
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pour P; €° T}. Pour le réseau de Petri de la FigurdI.7] la matrice d’incidence est la suivante

1.3.2 Dynamique et régle d’évolution

Le franchissement des transitions simule le comportement dynamique du systéme mo-
délisé. Un état ou un marquage est modifié conformément aux régles de franchissement
suivantes :

1) Une transition 7 est dite validée si chaque place d’entrée P; contient au moins un
nombre de marques égal au poids de I'arc reliant ces places a T}, formellement, mp, >
I(P.T;),

2) Le franchissement d’une transition validée 7} retranche de chaque place d’entrée P, un
nombre de marques égal au poids de I'arc F;, T} reliant ces places d’entrée a T} et ajoute
dans chaque place de sortie un nombre de marques égal au poids de 'arc F;, T reliant Tj
aux places de sortie.

Le franchissement d’une ou plusieurs transitions produit un nouveau marquage my, tel
que myp, = mp, — 1(P;,T;) + O(P,,Tj), P; € P. Le marquage my, est dit alors accessible
a partir du marquage m. En partant de 1’état initial my du réseau de Petri A/, on peut
aboutir & tous les états accessibles a partir de mgy. On dit qu'un marquage m; couvre
le marquage m;, on écrit my > m;, si VB, my(P;) > m;(P;). Un marquage my, est dit
supérieur a un marquage m;, on écrit my > m;, si my; > m; et il existe au moins une
place P; telle que my(F;) > m;(F;).

Les regles de franchissement sont illustrées par la Figurdl.§

1.3.3 Nombre de franchissement et degré de franchissement

Dans un réseaux de Petri, une transition est dite k-serveurs si elle permet au plus k
franchissements simultanés. Une boucle de réentrance contenant k jetons, tel que montré

par la Figure 1.9 est alors associée a cette transition. Le degré de franchissement d'une
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Fic. 1.8: Franchissement d’une transition

omY
q 2 Ta

F1a. 1.9: Réseau de Petri avec boucle de réentrance

transition 7} a un marquage m donné, est égal au nombre de franchissement de la tran-
sition T} possible avec ce marquage. Le degré de franchissement est donné explicitement

par la formule suivante

. mp, (L
enab (7}, m) = ming| p, cor; {[(%,(Ti)} )

La transition T de la Figurdl.9 posséde un degré de franchissement égal & enab(Ty) =

min {k, mp, }.

1.3.4 Propriétés des réseaux de Petri

En tant qu’outil mathématique, les réseaux de Petri possédent un certain nombre de
propriétés. Quand ces propriétés sont interprétées dans le contexte du systéme modélisé,
elles permettent d’identifier la présence ou ’absence des propriétés fonctionnelles spéci-

fiques au domaine d’application du systéme. Les propriétés définies dans cette section
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sont ’accessibilité, ’état d’accueil, la bornitude et la vivacité. Ces propriétés dépendent

du marquage initial du réseau de Petri.

1.3.5 Accessibilité

Le franchissement d’une transition validée dans un réseau de Petri apporte une mo-
dification au marquage initial du réseau. Un marquage my est dit accessible a partir du
marquage myg, s’il existe une séquence de franchissement o = T175...T} qui transforme
mg en my, [13]. Dans ce cas, on écrit mo[c > my ce qui signifie que my, est accessible a
partir de mg par o. L’ensemble de tous les marquages accessibles a partir de my dans un
réseau de Petri A est noté R(my). L’ensemble de toutes les séquences de franchissement

possibles a partir de mg dans un réseau de Petri N est noté L(my).

1.3.6 Etat d’accueil et réseau de Petri réinitialisable

Un réseau de Petri posseéde un état d’accueil m, pour un marquage initial mq si pour
tout marquage accessible m € R(my), il existe une séquence de franchissement o tel que
mlo > m, [13]. Un réseau de Petri est réinitialisable pour un marquage initial mq si my

est un état d’accueil.

1.3.7 Reéseau de Petri borné

Un réseau de Petri est dit k-borné si le nombre de marque dans chaque place ne dépasse
pas un nombre fini k£ pour tout marquage accessible a partir du marquage initial mq [13].
Formellement, mp, < k pour chaque place P; et chaque marquage m € R(my). Un réseau

de Petri N est dit sauf s’il est 1-borné.

1.3.8 Vivacité

Un réseau de Petri N est dit vivant si, quel que soit le marquage atteint a partir de

mg, il est possible de franchir toute transition du réseau en progressant a travers une
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certaine séquence de franchissement [13]. Un réseau de Petri vivant est un réseau de Petri

sans blocage. Un blocage est un marquage tel qu’aucune transition n’est validée [13].

1.4 Méthodes d’analyse

Une fois qu'un systéme physique est modélisé par un réseau de Petri, une analyse
qualitative du modele (recherche des propriétés du réseau de Petri) peut étre effectuée.
On peut ainsi vérifier certaines propriétés au niveau du modéle. Deux méthodes d’analyse
nous intéressent dans ce travail. La premiére est énumeérative et repose sur la construction
de l'arbre de couverture. La deuxiéme est structurelle et se base sur la représentation

matricielle des réseaux de Petri.

1.4.1 Graphe des marquages et arbre de couverture

Le graphe des marquages est composé de noeuds qui représentent les marquages ac-
cessibles et d’arcs correspondant aux franchissements de transitions faisant passer d’'un
marquage a ’autre. Pour pouvoir construire le graphe des marquages, il est nécessaire
d’énumérer tous les marquages accessibles. En commencant par le marquage initial, toutes
les transitions validées sont franchies. Ceci conduit & de nouveaux marquages, qui peuvent
valider d’autres transitions. Dans le cas ou le réseau de Petri est non borné, le graphe
de marquages peut étre infini. Pour pouvoir limiter la taille du graphe, on introduit le
symbole w, qui peut étre considéré comme un nombre entier aussi grand que 1'on veut. Il
a la propriété suivante : pour tout entier n, w +n=w —n =w,Vn < w.

En adoptant cette notation, 'arbre de couverture peut étre construit. Quant le symbole
w n’apparait pas sur I’arbre de couverture, I’arbre est simplement appelé graphe des mar-

quages.

Algorithme de construction de I’arbre de couverture [13]|

Algorithme 1

Pas 1. A partir du marquage initial, on indique toutes les transitions validées et les
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F1G. 1.10: L’arbre de couverture du réseau de la Figure 1.7

marquages successeurs correspondant. Si un de ces marquages est strictement supérieur a
mg, on remplace par le symbole w chacune des composantes supérieures aux composantes
du marquage initial.

Pas 2. Pour chaque nouveau marquage m; de [’arbre, on execute le Pas 2.1 ou le Pas
2.2.

Pas 2.1. 57l existe entre mg et m; un marquage m; = m;, alors m; n’a pas de successeurs.
Pas 2.2. 57l n’existe pas entre my et m; un marquage m; = m;, alors on prolonge l'arbre
en ajoutant tous les successeurs de m;. Pour chaque successeur my de m; :

a. Une composante w de m; reste une composante w pour my.

b. s’il existe entre mg et my un marquage m; tel que my > m;, alors en remplace par w

chacune des composantes supérieures aux composantes de m;.

L’exemple suivant illustre la méthode de 'arbre de couverture. Considérons le réseau de
Petri de la Figure et 'arbre de couverture correspondant représenté en Figure [1.10]
Pour le marquage initial mg = [1,0,0]7, la transition T est validée. Le franchissement de

T, transforme mg en m; = [0, 1, 1}T. En my, les deux transitions 7 et T3 sont validées. Le



20 Les réseaux de Petri : un outil de modélisation des systémes de production

franchissement de 75 nous raméne au marquage initial, tandis que celui de 77 transforme
my en my = [1,0,1]7. Comme my = [1,0,1]7 > mg = [1,0,0]7, la troisiétme composante
doit étre remplacée par le symbole w . En my = [1,0,w]?, la transition T5 est validée.
Son franchissement donne ms3 = [0, 1,w]”. En ms, deux transitions sont validées; la tran-

sition T} et la transition 73. Le franchissement de 'une ou de 'autre transforme ms en mo.

L’arbre de couverture peut étre utilisé pour la détermination des propriétés d’un réseau
de Petri. Ainsi, un réseau de Petri est borné, pour un état initial donné, si et seulement
si le symbole w n’apparait pas dans le graphe de couverture. A cause de la perte d’infor-
mation due a l'utilisation de w, les propriétés de vivacité et d’accessibilié ne peuvent étre
analysées par ’arbre de couverture seul. Dans le cas ou le graphe est fini, 'analyse des
propriétés se fait par inspection du graphe de marquage. Un réseau de Petri est vivant,
pour un état initial donné, si et seulement si toutes les transitions du réseau apparaissent
dans larbre des marquages [I3]. Un réseau de Petri est réinitialisable, pour un état initial
donné, si et seulement si le graphe des marquages contient un circuit pas nécessairement

¢lémentaire, qui contient toutes les transitions [13].

1.4.2 Matrice d’incidence et équation d’état

La deuxiéme méthode d’analyse utilise la notion de matrice d’incidence, une matrice
qui décrit comment les places et les transitions dans un réseau de Petri sont interconnec-
tées. Comme cette interconnexion n’a aucun lien avec le marquage initial, cette approche
permet la vérification des propriétés structurelles des réseaux de Petri. L’avantage de ’ana-
lyse matricielle par rapport a I’analyse par arbre de couverture est l'existence d’équations

algébriques simples qui permettent la détermination des propriétés des réseaux de Petri.

Notion d’état

Soit my le marquage obtenu apreés la k™€ exécution du réseau, avec k > 0, le marquage

my+1 est obtenu comme suit
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Mmy1 = my + C.5

ou, Sk, est un vecteur colonne de dimension (n x 1) composé d’entiers non-négatifs, ap-
pelé vecteur caractéristique de franchissement. L’équation précédente est appelée équation
d’état. Puisque le nombre de marques dans une place n’est pas négatif, alors, m; +C.S, >
0,Vk > 0. En supposant que my est accessible a partir de mg a travers une séquence de

franchissement o, nous obtenons
myg =mgy+ C.S,

ou: S = Z£:1 Sk-

yme

La j™¢ composante de S représente le nombre de fois que la transition 7} est franchie

dans la séquence o pour transformer mg en my.

Les invariants

Définition 1 Un P-invariant est un vecteur y, a composantes entiéres non négatives

solution de y.C' =0, ou C' est la matrice d’incidence

Définition 2 On appelle support de y, dénoté P(y), l’ensemble des places qui corres-
pondent aux composantes non nulles de y. Le vecteur y est dit minimal si et seulement si

P(y) ne contient d’autre support P(y') que lui-méme et 'ensemble vide.

Propriété 1 Siy est un P-invariant alors, quel que soit le marquage initial mg et, pour

tout marquage accessible m, on a
T T
yo.m =y .myg.

Cette relation exprime la conservation du marquage des places appartenant a P(y)

indépendamment de ’évolution du réseau.

Définition 3 On appelle composante conservative d’un réseau de Petri le support du P-
wmvariant. De plus, si l’ensemble de toutes les places P est lui-méme une composante

conservative, on dira que le réseau est conservatif.
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Définition 4 Un T-invariant est un vecteur x a composantes entiéres non négatives so-

lution de C.x = 0.

Définition 5 [153/ Le support d’un T-invariant est noté T(x), 'ensemble des transitions

qui correspondent aux composantes non nulles de x.

Propriété 2 Considérons une séquence de franchissement o telle que son vecteur carac-

téristique x soit T-invariant, on a
m =mg+ C.x.
Comme x est T-invariant, C.x = 0, par conséquent m = my.

Autrement dit, si o est réalisable, le franchissement de o nous raméne au marquage
initial du réseau. De ce fait, la séquence o est indéfiniment reproductible et le fonction-
nement du réseau est caractérisé par une répétition stationnaire de franchissement des

transitions de o.

Définition 6 Le support d’un T-invariant est appelé composante répétitive stationnaire
du réseau. Si de plus, 'ensemble de toutes les transitions est lui-méme une composante

répétitive stationnaire, on dira que le réseau est répétitif stationnaire.

Il est a signaler que l'existence d’'un T-invariant couvrant toute les transitions du ré-

seau, est une condition nécessaire mais pas suffisante de vivacité.

Algorithme de recherche des P-invariants [41]

Algorithme 2
Pas 1. Soit C la matrice d’incidence d’un réseau de Petri et soit I la matrice identité de

dimension n. Construire la matrice [I|C.

Pas 2. Pour chaque indice j de transition Tj, faire ce qui suit :
Pas 2.1. Ajouter a la matrice [I|C] autant de lignes i qu’il y a de combinaisons linéaires

de deuzx lignes, a coefficients entiers positifs, annulant [’élément (i, j).
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Pas 2.2. Oter de la matrice [I|C] les lignes i dont l’éléments (i,7) n’est pas nul.

Pas 3. Les P-invariants correspondent aux lignes non nulles de la matrice I résultante.

Le méme algorithme est utilisé pour la recherche des T — invariants associés a C. 1l

suffit de remplacer C' par sa transposée dans ’algorithme de recherche des P-invariants.

1.4.3 Réseaux de Petri temporisés

Les réseaux de Petri autonomes étudiés précédemment permettent une analyse quali-
tative des systémes modélisés. L’introduction des temporisations dans un réseau de Petri
permet de décrire un systéme dont le fonctionnement dépend du temps et permet ainsi
d’envisager une analyse quantitative (de performance) du systéme étudié. Dans un ré-
seau de Petri temporisé, les temporisations sont associées aux places (RAP P-temporisé)
ou aux transitions (RAP T-temporisé). Ces deux fagons d’envisager les temporisations
conduisent & des outils équivalents, méme si la mise en oeuvre est différente. Les réseaux
de Petri temporisés sont utiles pour 1’évaluation des performances des systémes modélisés.
Deux approches existent dans ’évaluation des performances, ’approche déterministe et

I’approche probabiliste.

Dans I'approche déterministe, il est nécessaire de connaitre au préalable les temps d’ar-
rivée et de traitement des taches avant l’analyse. Cette approche est utilisée pour les
systémes a choix libre qu’on peut modéliser par certaines classes de réseaux de Petri tels
que les graphes d’événements [59, [60]. Dans 'approche probabiliste, les taux d’arrivée et
de service des taches sont donnés par des distributions probabilistes. Le réseau de Petri
résultant, appelé réseau de Petri stochastique, peut étre transformé en une chaine de Mar-
kov & partir de laquelle on peut déterminer les performances du systéme [19, 20} [45]. Dans
la suite, nous ne présentons que les réseaux de Petri avec des temporisations déterministes

sur les transitions.

Un réseau de Petri T-temporisé [13] est une paire < N, Tempo > tel que N est un
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réseau de Petri marqué;
Tempo est une application de ’ensemble des transitions dans I’ensemble des nombres réels

positifs ou nuls avec, T'empo(T;) = d;. d; est appelée, temporisation de la transition Tj.

Principe de fonctionnement

Une marque peut avoir deux états : elle peut étre réservée pour le franchissement
d’une transition 7; ou elle peut étre non réservée. La transition 7} est validée si les
marques non réservées sont en nombre suffisant pour la valider. On peut alors réserver,
a I'instant ¢, les marques nécessaires a son franchissement. Les marques restent réservées
dans l'intervalle J¢, ¢ + d;[ et le franchissement est effectué¢ a l'instant ¢ + d;. A l'instant
initial, toutes les marques sont non réservées. Pour un réseau de Petri T-temporisé, on
peut aussi définir un fonctionnement a vitesse maximale [I3] (dés qu’une transition est
validée, les marques nécessaires a son franchissement sont réservées) et un fonctionnement
a vitesse propre [13](dés qu'une marque est déposée dans une place, elle est réservée pour

le franchissement d’une transition).

Fonctionnement périodique

Si I’évolution du réseau nous méne a un état identique au bout d’un temps fini, on dit
que le régime stationnaire est établi. Soit < N, Tempo > un réseau de Petri temporisé. Le
fonctionnement & vitesse maximale conduit & un fonctionnement périodique, au bout d’un
temps fini, pour tout marquage initial tel que < N, Tempo > soit borné [13|. Le régime
stationnaire assure le caractére répétitif d’un systéme. Ainsi, il assure un fonctionnement
sans blocage. On définit la fréquence de franchissement stationnaire f; d’une transition
T; comme étant le nombre moyen de franchissement de 7} par unité de temps lorsque le

régime stationnaire est établi.
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1.5 Reéseaux de Petri continus

L’explosion du nombre des états atteignables est un probléme fréquent dans ’analyse
et la commande des systémes a événements discrets. Ce qui rend 'analyse par graphe
des marquages souvent impraticable . L’exemple de la FigurdI.11] nous donne une idée
du nombre des états que peut avoir un systéme modélisé par réseau de Petri discret. En
effet le nombre d’états atteignables avec le marquage initial donné la FigurdI.11] est égal
a 1125 états. Avec dix jetons dans S7 et dix jetons dans S, le systéme passe a 544500
états atteignables. L’analyse par arbre de couverture devient impraticable au dela d'une

certaine taille du graphe de marquage.

La fluidification est une approximation qui permet d’outrepasser le probléeme d’énumeéra-
tion des états atteignables. L’application de cette idée a permis de définir le concept de
réseau de Petri continu. Un autre avantage de l'introduction des réseaux de Petri continus
est qu’ils permettent de modéliser des systémes continus qui ne peuvent étre modélisés

par les réseaux discrets.

Dans un réseau de Petri continu le marquage d’une place est un nombre réel non-négatif
et les transitions sont franchies avec des quantités réelles [13]. Ainsi, lorsqu’une transition
est franchie, une quantité réelle de marques est enlevée des places d’entrée et une quantité

réelle de marques est ajoutée aux places de sortie.

L’approximation continue des réseaux de Petri discrets, permet de raisonner sur des flux
de matiére plutot que sur des entités discrétes. C’est 'une des raisons fondamentales qui
ont poussé a l'introduction des réseaux de Petri continu. Ainsi, ils trouvent une application
intéressante pour la recherche de certaines propriétés du régime stationnaire tel que le flux
de matiére asymptotique et le marquage stationnaire. Beaucoup de travaux utilisant les
réseaux de Petri continus ont été dédiés a 1’étude des systémes de production. On trouve,

néanmoins, des applications dans le domaine des processus chimiques et biologiques.
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Dans [58] le modéle initial introduit par David et Alla [1, 12] a été utilisé pour calculer
I’état stationnaire des lignes de Production ouvertes et fermées et des lignes d’assemblage
modélisées par réseaux de Petri continus a vitesses variables. Des formules explicites per-
mettant de calculer le taux de franchissement asymptotique des transitions et le marquage
stationnaire représentant les moyens des en-cours sont données. En outre, la qualité de
I’approximation continue dans le cas des lignes de production a été évaluée en comparant
I’écart entre le marquage du réseau de Petri continu a vitesses variables et celui du réseau
de Petri T-temporisé discret. Il a été montré que cet écart dépend fortement de la confi-

guration du réseau de Petri.

Le modeéle initial, introduit par David et Alla a été revisité par la suite par Recalde
et Silva [53, [55] par une interprétation stochastique des vitesses maximales. En effet dans
le modéle de Recalde et Silva, la vitesse maximale correspond a la moyenne d’occurrence
d’événements. Dans le modéle initial de David et Alla, la fluidification n’était pas totale
a cause des boucles de réentrance sur les transitions. En outre, il a été montré [55] qu’on
ne peut pas toujours fluidifier un réseau de Petri discret, de méme qu’on ne peut pas
toujours linéariser un systéme continu. Ceci est di au fait que certaines propriétés des
réseaux discrets ne se conservent pas dans le cas continu. Le réseau de Petri donné a la
Figurdl.12]est vivant avec approximation continue alors qu’il présente un blocage dans le
cas discret. Ceci est dii au fait que le marquage m, = [0,0]7, correspondant a un blocage,
n’est jamais atteint avec des séquences de franchissement finies. Le lecteur est orienté vers

[55, 56] pour plus de détails.

1.5.1 Réseaux de Petri continus temporisés

Un réseau de Petri continu temporisé marqué est un couple (R, mg) avec R = (P, T,1,0,V)
un quintuplet tel que
e P={P,,P,,.., P,} est un ensemble fini et non vide de places de cardinalité n,
o T ={T1,Ts,...,T,,} est un ensemble fini et non vide de transitions de cardinalité m,

o [:PXT—-Q,etO:PxT— Q sont définies comme dans 1.2,
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F1G. 1.11: Systéme de production modélisé par réseau de Petri

2
W5,

F1G. 1.12: Un réseau de Petri vivant dans le cas continu et présentant un blocage dans le

cas discret
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o V:T xT — R, est une application qui associe a chaque transition 7}, une vitesse
maximale de franchissement V.
e my € R’} représente le vecteur marquage initial et R, est 'ensemble des réels non-

négatifs,

Une transition Tj est validée pour un marquage m si et seulement si VP, €° T, mp, >
0. Comme dans le cas discret, le degré de validation d’une transition 7} est défini comme

suit

enab (7}, m) = miny p,eor; {mP—’(t))} )

Plusieurs classes de réseaux de Petri continus temporisés ont été proposées dans la
littérature. Les plus importants sont les modéles a débits introduits par David et Alla [13]
14] et revisités par Recalde et Silva [55] 56], et le modeéle de Cohen Gaubert et Quadrat [10]
(CGQ). Dans les modéles a débits, on associe & chaque transition 7); une vitesse maximale
de franchissement V;, chaque transition est franchie avec une vitesse instantanée (ou débit
instantanée) qui représente la quantité de marques qui franchit la transition par unité de
temps a cet instant. Il existe fondamentalement deux variantes de modéle réseau de Petri
continu temporisé : le modeéle réseau de Petri continu a vitesses constantes et le modéle
réseau de Petri continu a vitesses variables. Les deux modéles différent par la maniére dont
la vitesse instantanée de franchissement associée a chaque transition est calculée. Dans le
modeéle (CGQ), des temporisations sont associées a chaque place du réseau de Petri. Le
systéme est caractérisé par un ensemble d’équation linéaire ou linéarisable dans 'algebre
(min,+). L’état du systéme modélisé est défini par des compteurs de franchissement
représentant le nombre cumulé de franchissement des transitions a un instant donné.
Dans cette thése, on ne s’intéresse qu’aux modeéles a débits, plus particuliérement a la

sémantique vitesses variables. Le modéle CGQ est défini en Annexe.
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Equation fondamentale

Quelque soit la sémantique définie pour les vitesses de franchissement, 1’évolution
du marquage d'une place P; est donnée par le bilan dynamique des débits instantanées
entrants moins les débits instantanés sortant, comme indiquée par ’équation suivante :

mp, (t + dt) = mp, (t) + /tert i O(Pl, Tk)?)k(t)dt — /tert i [(PZ, Tk>1}k(t>dt,

k=1 k=1
ol vg(t) représente la vitesse instantanée de la transition 7.

L’évolution du marquage d’un réseau de Petri continu est donc donné par,
m(t) = Co(t), (1.1)

avec C' = [Cyj]nxm la matrice d’'incidence (Cj; = O(F;, ;) — I(P;, T;)) définie précédement
et v(t) = [v1(t),va(t), ..., v, (t)]T le vecteur vitesse de franchissement instantanée, associé

aux transitions du réseau.

Réseaux de Petri continus a vitesses constantes

Dans la sémantique vitesses constantes, I’expression de la vitesse instantanée de fran-
chissement d’une transition v,(t) dépend des conditions de validation de la transition 7j.

Une transition 7; donnée, peut étre dans les trois cas de validation suivants :

cas 1 : Si a un instant ¢ donné, toutes les places en amont de 7 ont un marquage stric-
tement positif alors la transition est dite fortement validée. Sa vitesse de franchissement

instantanée est alors égale a sa vitesse maximale de franchissement, c’est a dire :

cas 2 : Si a un instant ¢ donné, certaines places en amont de 7; ont un marquage nul
mais alimentées alors la transition est dite faiblement validée. Sa vitesse de franchissement
instantanée est alors donnée par :

] V,.0(T}, P,
iyLy

Tic°P;
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(D224
4 v Tz

F1G. 1.13: Exemple de réseau de Petri continu

cas 3 : Si a un instant ¢ donné, il existe une place en amont de 7 avec un marquage
nul mais non alimentée alors la transition est non validée. Sa vitesse de franchissement
instantanée est alors nulle i.e. v;(t) = 0.

On voit bien que la vitesse instantanée d’une transition est limitée supérieurement par sa
vitesse maximale. Le calcul des vitesses de franchissement est un calcul du point fixe de
la forme v* = G(v*) ou v* est un vecteur de nombre réels de dimension égale a celle de

I’ensemble des transitions validées a chaque instant ¢.

Un graphe d’évolution semblable au graphe de marquages dans le cas discret est construit
pour les réseaux de Petri continus a vitesses constantes. Un noeud dans ce graphe cor-
respond & une période d’évolution appelée phase (appelée aussi IB-état) dans laquelle le
vecteur vitesse instantanée de franchissement est constant i.e. les conditions de validation
des transitions restent inchangées. Le passage d’une phase & une autre s’effectue lors-
qu’une place s’annule. Il a été montré [13] que dans le cas d’un réseau de Petri continu a
vitesses constantes borné, on atteint une phase dans laquelle le marquage des places reste

constant, en un temps fini. Cette phase est appelée : phase finale.

Pour illustrer le fonctionnement d’un réseau de Petri continu & vitesses constantes,
nous considérons 'exemple de la Figurdl.13| : Les vitesses maximales de T} et Ty sont
Vi = % et Vo = % Le graphe d’évolution du réseau est donné par la Figur, la Figure
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mo=(0, 57 ——— =0

l vit) = (0,33, 0,57 J

w30 =5 T —¥— =30

lv@ = (0,33, 0,33)1"]

F1G. 1.14: Graphe d’évolution du graphe de la Figure 1.13

1.14 montre que le systéme admet deux phases. Chaque phase est caractérisée par des

vitesses instantanées constantes.

Réseaux de Petri continus a vitesses variables

Dans une modélisation par réseau de Petri a vitesses variables, les vitesses ne sont plus
constantes sur toute la durée d’une phase, mais sont fonction du marquage dans toutes
les phases d’évolution. La vitesse instantanée de franchissement d’une transition 7 est
donnée par la relation suivante

v;(t) = V;ming p,cor, {]T(”PP—%} . (1.2)

Cette vitesse instantanée de franchissement dépend du marquage et de la vitesse maxi-
male de franchissement associée a la transition. Cette vitesse s’annule lorsque le marquage
d’une des places d’entrée de la transition est nul. Dans le cas d’un réseau de Petri continu

a vitesses variables, la notion de faible et de forte validation n’existe pas.

En posant m(0) = myg, le systéme d’équations possédent une unique solution
m(t) pour t > 0. La résolution du systéme d’équations donne I’évolution du modeéle.
Dans ce cas, le marquage des places et les vitesses de franchissement sont des fonctions
continues du temps. Le changement de phase est lié a I'expression du vecteur vitesse de

franchissement instantanée des transitions. Ainsi, une phase est définie comme étant une
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F1G. 1.15: Exemple de réseau de Petri continu

période durant laquelle 'expression du vecteur vitesse instantanée de franchissement des
transitions reste inchangée. Dans ([40]), Les auteurs montre que 1’évolution du marquage
d’un systéme a événements discret modélisé par un réseau de Petri continu & vitesses

variables peut étre écrit sous forme canonique d’état comme suit,
m(t) = C.A.T(m(t)).m(t),

avec A\ est une matrice diagonale de dimension m xm et A;; = V; si¢ = j et 0, autrement ;
I'(m(t)) est une matrice (de switcheurs) définie pour chaque phase (région) de 'espace
d’¢tat du réseau de Petri continu. Le nombre de phase est ainsi limité par N = Ilp,er |°T}|
(voir (]24])). Nous écrivons I'(m(t)) = T’y si le marquage m(t) appartient a la région Ry.
Dans chaque phase, la vitesse de franchissement est définie par le méme ensemble de

places. Dans la région Ry, la matrice des switcheurs est définie comme suit

1 si mPi(t) — min mPh(t)
T4(Ty, P) = I(P;,Ty) I(P,Ty) h|Pr€T; T(P, T;)

0 autrement.

Considérons 'exemple de la Figurdl.15| I'expression des vitesses instantanées avec la

sémantique vitesses variables, est donnée comme suit,
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avec
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Vimp,(t) = Va.min(mp, (1), mp, (t)),

Vs.min(mp, (t), mp, (t)) — Va.mp,(t).

L’évolution du réseau est donnée par un des systémes linéaires ci-dessous.

Pour my(t) < mg(t) et my(t) < ms(t), nous avons la configuration active suivante,

T ET == E =
L &£ 4 4 94 9 &
E §E £ E E E
SNSRI
I I I
/N /N /N /N /N
> E
£ 4 & 4 &£ o
E §E € § § E
SN N
1 | | R | A | B
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L 4 £ g & &

Pour m4(t) < ms(t) et ms(t) < my(t), nous avons,

SO < A D v o A o vf
E E §E £E £ E
SESERCINCRC IS
[ I I N
TE= ==
f 4 &£ 4 & &
E §E E E & E
SO IS
[l 1 Il [l 1 I
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L 4 Log & &
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Pour m3(t) < my(t) et my(t) < ms(t), nous avons la configuration active suivante,

mp (t) = Viimp,(t) — Va.mp,(t),
rip, (t) = Va.mp, () — Vi.mp, (1),
mip, (t) = Va.mp, (t) — Vamp, (¢),
riup, (t) = Va.mp,(t) — Va.mp, (¢),
rip; (1) = Vimp,(t) — Vs.mp, (1),
rips (1) = Va.mp,(t) — Vimp(t).

Pour ms(t) < my(t) et ms(t) < my(t), nous avons,

mp (t) = Viomp,(t) — Va.mp,(t),
rip, (t) = Va.mp, (t) — Vi.mp, (1),
ripy (1) = Va.mp,(t) — Va.mp, (1),
rivp, (t) = Va.mp,(t) — Va.mp, (¢),
rip; (t) = Vimp,(t) — Vs.mp, (1),

(t) (t) (t)-

1.5.2 Invariant

Les invariants sont définis de la méme maniére que dans le cas discret sauf que dans

le cas continu les composantes d’un invariant sont des réels positifs.

1.6 Réseaux de Petri continus a vitesses variables contro-
lées

La notion de commande dans les Réseaux de Petri a été introduite par Krogh [35] et
Moalla [44] dans I'objectif d’imposer des séquences d’événements a réaliser au systéme

modélisé et pour éviter des situations indésirables telles que les blocages et les conflits.

Ce type de commande ne répond pas aux problémes de controle de flux d’un grand

nombre d’entités qui nous intéresse dans cette these. Dans ce sens I'idée de passer d'un
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réseaux de Petri continu a vitesses constantes a un réseau de Petri & vitesses constantes
controlées a été introduite par Ghabri [23], le modeéle réseau de Petri a vitesses constantes
controlées est présenté comme une généralisation du modeéle réseaux de Petri continu a
vitesses constantes. Dans Dubois [I7], un modéle avec des vitesses maximales constantes
par morceaux est développé. Dans [32], une loi de commande optimale est synthétisée
pour les réseaux de Petri continus a vitesses constantes controlées écrit sous forme de
systémes hybrides en anglais Mixed logical dynamical systems, en utilisant la program-
mation linéaire avec variables mixtes. Dans [3], 4], 36], la commande est introduite dans le
modéle réseaux de Petri continus a vitesses variables en variant les vitesses maximales de
franchissement des transitions. Les auteurs ont proposé des applications dans le domaine
des systémes de production. Dans le modéle vitesses variables de Recalde et Silva, un
vecteur de commande permettant de ralentir les vitesses instantanées de franchissement
des transitions est introduit [40} [39], le vecteur de commande est dans ce cas limité su-
périeurement par le vecteur des vitesses instantanées du réseau non controlé. Les réseaux
de Petri continus & vitesses variables controlées ont été utilisés par Amrah et al pour la
commande en boucle ouverte [3| et en boucle fermée [4] des chaines de production ou-
vertes et fermées. Dans [40], des lois de commande en boucle fermée prédictives ont été

synthétisées pour les réseaux de Petri continus a vitesses variables controlées.

Un réseau de Petri continus a vitesses variables controlées est un réseau de Petri a vitesses
variables dont les vitesses instantanées peuvent étre ralenties ou stoppées a n’importe
quel instant. Pour chaque transition 7} controlée, on définit un controle u; qui va per-
mettre de ralentir ou stopper la vitesse instantanée de franchissement v;(t) du systéme
non controlé ie. 0 < w;(t) < v;(t). La transition va donc fonctionner avec une vitesse
égale & p;(t) = v;(t) —u,;(t). L’équation fondamentale du réseau controlé est donc donnée

par

m(t) = C.p(t) = C.AT(m(t)).m(t) — u(t)), (1.3)

sachant que v(t) = A.T'(m(t)).m(t).

Les vitesses instantanées de franchissement des transitions controlées sont contraintes
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a étre positives ou nulles et a étre inférieures aux vitesses de franchissement instantanées

du réseau non controlé i.e. pour une transition 73, 0 < ¢;(t) < A.I'(m(t)).m(t).

L’évolution du réseau de Petri & vitesses variables contrélées dépend de la franchissa-
bilité de ses transitions. Une transition 7} est franchissable & une instant ¢ si et seulement
si T est validée a cet instant et si la vitesse de franchissement instantanée associée a la
transition controlée 7 est strictement positive a I'instant ¢, i.e. si ¢;(t) > 0.

Lors de I’évolution d’un réseau de Petri continu a vitesses variables controlées, deux
types d’événement peuvent se produire :
1) Un événement de type interne qui est un événement du réseau de Petri non controlé.

2) Un événement de type externe qui est associé au controle w.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit briévement les réseaux de Petri discrets, leurs
propriétés et les principales méthodes d’analyse qu’on rencontre dans la littérature. L’ex-
plosion du nombre des états atteignables limite le domaine d’utilisation des réseaux de
Petri discrets. L’outil réseau de Petri continu a été défini pour palier au probléme d’ex-
plosion des états atteignables et permet de raisonner sur des flux de matiére plutot que
sur des entités discrétes. Les deux sémantiques a savoir : le modéle & vitesses constantes
ou le modéle a vitesses variables qui permettent de définir comment sont franchies les
transitions dans un réseaux de Petri continu ont été présentées. La sémantique vitesses
variables donne une meilleurs approximation et constitue le modéle de base de notre étude.
Nous avons par la suite présenté un modéle réseau de Petri continus ou les vitesses de
franchissement des transitions sont sujets & une commande extérieure. Ce qui permet de

ralentir ou de stopper les vitesses instantanées de franchissement des transitions.
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Analyse quantitative des graphes

d’événements continus valués

2.1 Introduction

La connaissance de ’état stationnaire d’'un systéme de production modélisé par réseau
de Petri continu nous permet de savoir la quantité de matiére que notre systéme produit
par unité de temps a l'état stationnaire. Elle permet en outre, de connaitre I'état des

stocks tampons en régime permanent.

La caractérisation de I’état stationnaire des systémes & événements discrets modélisés
par réseaux de Petri continus & fait I'objet de plusieurs travaux de recherche. On peut
citer les travaux de Zerhouni [58], de Mostéfaoui et al. [46], de Demongodin et al. [15], de
Julvez et al. [43], de Cohen et al. [10] et de Gaujal et Giua [22]. Dans [58] auteur propose
des formules analytiques permettant le calcul du taux de production et 1’état moyen des
stocks & l'état stationnaire des lignes de production ouvertes et/ou fermées et des lignes
d’assemblage modélisées par les réseaux de Petri continus a vitesses variables, il est a noter
que les modéles obtenus sont des graphes d’événements. Dans [10], les auteurs utilisent
les équations (min,+) obtenues pour les graphes d’événements fluides avec multiplieurs
pour proposer d’abord, une linéarisation des équations obtenues puis en s’appuyant sur les

propriétés spectrales des matrices & coefficients dans 1’algébre (min,+), pour établir une
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forme explicite a la vitesse de franchissement asymptotique des transitions. Les travaux
rapportés dans [46] et [I5] donnent une caractérisation compléte de ’état stationnaire des
graphes d’événements valués neutres sous la sémantique vitesse constante. Des formules
explicites pour le calcul du vecteur des vitesses de franchissement asymptotique et du
vecteur de marquage stationnaire sont données. Sous la méme sémantique, Balduzi et
al. [5] et Recalde et al. [53] ont proposé des programmes linéaires pour le calcul de la
vitesse asymptotique de franchissement des transitions d’une certaine classe de réseaux
de Petri continus qui englobe les graphes d’événements valués (les graphes consistent et
conservatifs, appelés aussi, les systémes mono-T-semiflow). Dans [22], le modéle CGQ a
été utilisé pour le calcul de la vitesse de franchissement asymptotique d’une classe de ré-
seau de Petri continu en utilisant des techniques de programmations linéaires. Dans [43],
les auteurs utilisent le branch and bound et des techniques de programmation linéaire
pour le calcul de la vitesse asymptotique de franchissement des transitions d’une classe

de réseaux de Petri continus a vitesses variables (la classe des systémes mono-T-semiflow).

Néanmoins, a notre connaissance aucun travail n’a été dédié a formaliser analytique-
ment, dans le cas général, le comportement asymptotique des graphes d’événements va-
lués continu a vitesses variables sans passer par les techniques de programmation linéaire
proposées par Julvez et al. [43]. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne permet
pas d’avoir une formulation analytique de 1’état et de la vitesse des transitions du réseau
en régime stationnaire. Par conséquent, a chaque fois que I'on modifie une seule caracté-

ristique, il faut reformuler le programme linéaire et lancer la résolution.

En ce qui concerne le marquage stationnaire, peu de travaux ont été réalisés [58] et [46].
Dans [58], des formules explicites donnant le marquage stationnaire représentant les en
cours moyen stationnaires des lignes de production ouvertes, fermées et des lignes d’assem-
blage modélisées par les réseaux de Petri continus a vitesses variables sont établies. Dans
[46], des formules analytiques donnant le marquage stationnaire des graphes d’événements

continus valués neutre fortement connexes, sous la sémantique vitesses constantes, sont
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données. Le résultat s’appuie sur certaines propriétés des chemins élémentaires dans de

tels graphes.

Dans ce chapitre, nous établissons de nouveaux résultats concernant 1’état stationnaire des
graphes d’événements continus neutres et fortement connexes. En premier, une formule
explicite permettant le calcul des vitesses de franchissement asymptotiques des transi-
tions est établie en utilisant la structure du graphe et la matrice d’incidence. Par la suite,
et sous I'hypothése qu’il n’existe, dans le graphe d’événements continu valué fortement
connexes, qu’'un seul circuit critique, une approche formelle permettant le calcul du vec-
teur marquage stationnaire est présentée. On termine le chapitre par un exemple sur un

systéme flexible de production.

2.2 Graphes d’événements valués

Dans cette section, des résultats concernant les graphes d’événements valués sont don-

nés.

2.2.1 Les graphes d’événements

Les graphes d’événements sont une classe particuliére des réseaux de Petri sans conflits
tel que chaque place est reliée a exactement une transition d’entrée et a une transition de
sortie [47]. Le réseau de Petri de la Figure 2.1 est un graphe d’événements ordinaire.

Dans le cas ou les arcs ont des poids supérieurs a un, le réseau de Petri est un graphe

d’événements valué.

2.2.2 Chemins et circuits

Un chemin dans un graphe est une succession de sommets alternés tel que, le sommet
de sortie d’'un arc du chemin est le sommet d’entrée de 1’arc qui le suit dans le chemin
[25].

Un chemin est dit élémentaire si en parcourant le chemin, on ne rencontre pas deux
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F1G. 2.1: Exemple d'un graphe d’événements ordinaire.

[—=O——O

T k1 Tz Pz T3

F1G. 2.2: Exemple d'un chemin élémentaire.

fois le méme sommet [25]. La Figure 2.2 nous donne un exemple de chemin élémentaire
dans un réseau de Petri.

Un circuit élémentaire est un chemin élémentaire fermé tel que le sommet de fin du
circuit est aussi son sommet de début [25]. La Figure 2.3 illustre le concept de circuit

élémentaire dans un réseau de Petri.

2.2.3 Forte connexité

Un graphe d’événements est fortement connexe si et seulement si il existe un chemin
orienté qui relie tout sommet du graphe a tout autre sommet du graphe [25].
Tout graphe fortement connexe est décomposable en un nombre fini de circuits élé-

mentaires [25].
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Py

O—-"—O——0~

T]_ 121 Tz P2 Ts P Ty

F1G. 2.3: Exemple d’un circuit élémentaire.

2.2.4 Gain d’un circuit élémentaire

La notion de gain d’un circuit élémentaire valué a été introduite par Chao et al. |9

et Teruel et al. [57] et définie comme étant le produit des gains des places du circuit. Le

O(P;,Ty)
I(PTy)

gain d’une place P;, est donné comme suit : g; = Formellement, le gain G d’un

circuit L est le produit des gains des places sur le circuit,
G(L) =1Ilper (9i) -

Selon la valeur de son gain, un circuit peut étre classé dans I'une des catégories suivantes :

Circuit générateur si G(L) > 1,
Circuit neutre si G(L) =1,
Circuit absorbant si G(L) < 1.

la valeur du gain nous renseigne sur la conservation des marques dans un circuit. Si
le nombre de marque augmente dans un circuit alors le circuit est générateur et son gain
est supérieur a 1. Si par contre, les marques diminuent dans un circuit alors le circuit est
absorbant et le gain du circuit est inférieur & 1. Si le circuit posséde une loi de conservation

de marque (i.e. le circuit est un P-invariant) alors le circuit est neutre.

2.2.5 Classification des graphes d’événements

Un graphe d’événements AN valué est classé selon la nature de ses circuits élémentaires,
comme suit [57] :

- N est neutre, si et seulement si, tous ses circuits sont neutres.
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- N\ est absorbant si et seulement si, il existe au moins un circuit absorbant dans N.
- N est générateur si et seulement si, il n’existe pas de circuit absorbant dans N et qu’il

contient au moins un circuit générateur.

2.2.6 Propriété de Munier

Si un graphe d’événements valué est consistent et conservatif alors il est forcément
neutre et fortement connexe [57]. De plus la propriété suivante [47] (dite de Munier) est
vérifiée

oW, 1) =

BT~ w (2.1)

lme

avec x; et x; sont la j7¢ et la composante du T-semiflow minimal du graphe respec-

tivement.

2.2.7 Propriétés qualitatives et quantitatives des graphes d’évé-

nements valués discrets

Dans cette section, les principaux résultats concernant les propriétés quantitatives et

qualitatives des graphes d’événements valués sont présentés.

Bornitude
Théoréme 1 [57] Un graphe d’événements valué fortement connexe N est borné si et

seulement si, tous ses circuits élémentaires sont neutres ou absorbants.

On déduit aisement de ce Théoréme que la forte connexité garantie la bornitude dans le

cas particulier des graphes d’événements ordinaires.

Vivacité

L’étude de la vivacité des graphes d’événements valués fait intervenir la notion de

marquage valué introduite par Chao et al. [9)
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Définition 7 [J] Soit P, une place d’entrée de la transition T}, le marquage valué de P,

a linstant t est donné par
mPi(t)

Ni(t) = —T
W= I

e

ou x; est la j™¢ composante du T-semiflow minimal du graphe.

L’étude de la vivacité des graphes d’événements valués s’est avérée trés difficile. Ce-
pendant et avec des hypothéses limitatives, des résultats ont été proposés dans [9], [57].
Il a été montré dans Chao et al. [9] et Teruel et al. [57] qu’un graphe d’événements est
vivant si le réseau vérifie les conditions suivantes : d’une part, une seule place est marquée
par circuit élémentaire, avec un marquage valué supérieure a 1, et, d’autre part, le réseau
doit étre fortement connexe .

De plus, il a été montré que si un graphe d’événements valué fortement connexe est

vivant alors tous ses circuits élémentaires sont neutres ou générateurs.

On dispose pour le cas des graphes d’événements ordinaire d’un théoréme, donné ci-

dessous, qui donne une condition nécéssaire et suffisante de vivacité

Théoréme 2 [I1] Un graphe d’événements ordinaire fortement connexe N est vivant si

et seulement si, chacun de ses circuits élémentaires contient au moins un jeton.

2.3 Temps de cycle d’un graphe d’événements valué
neutre

Le temps de cycle d'un graphe d’événements valué neutre et fortement connexe N,
sous I’hypothése qu’initialement chaque circuit posséde une unique place P; marquée (avec

N; > 1), est donnée comme suit [9]

d.
C(N) = maxy_1._, {M} :

> per, Noi

avec ¢, le nombre de circuits élémentaires.
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Dans le cas d’'un graphe d’événements ordinaire fortement connexe N le temps de cycle

est donné par

EPZ'EL;C mo;

La fréquence de franchissement de toutes les transitions, en régime permanent, est

d.;
C(N) = MaXg=1,...q {M} .

donnée par la formule qui suit,

F(N) = ming_y,_, {M} .

ZTJ‘ €Ly d.]

Une autre maniére de calculer le temps de cycle des graphes d’événements valués
neutres et fortement connexes est l'utilisation de l’expansion de Munier [47]. Cette ex-
pansion nous rameéne au cas des graphes d’événements ordinaires. L’inconvénient majeur

de cette méthode est I’augmentation de la taille du réseau.

2.4 Vitesse de franchissement asymptotique d’un graphe
d’événements continu valué neutre

Dans cette section, une formule explicite donnant la vitesse de franchissement asymp-
totique des transitions dans un graphe d’événements continu valués neutres est établie.
Néanmoins, avant d’énoncer le résultat, quelques définitions et résultats intermédiaires
sont nécessaires. Ainsi, les notions de place critique et 'ensemble de T-couverture sont

définies et utilisées dans ce chapitre.

Définition 8 On appelle état stationnaire, l’état ou le marquage de toutes les places du

réseau de Petri continu sont constante (i.e. m(t) =0).

Quand 'état stationnaire existe nous avons mg = lim;_m(t), avec my désignant le
marquage stationnaire. Dans ce cas, nous avons m(t) = 0 asymptotiquement. Le vecteur
vitesse de franchissement asymptotique est noté ¢ = lim;__...v(t). Le vecteur vitesse de
franchissement asymptotique ¢ est un T-invariant de C' (puisque C.¢ = 0), ce qui implique
qu’il est proportionnel au T-invariant minimal de C'.

Dans ce qui suit, on notera le marquage valué stationnaire et le marquage valué initial

par N, et Ny respectivement.
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Proposition 1 [F]] Dans un graphe d’événements continu valué neutre et fortement
connexe, la somme des marques valuées le long de chaque circuit élémentaire est constant

pour n'importe quelle évolution a partir du marquage tnitial my.

Preuve :
Soit une place P; avec une transition d’entrée 7} et une transition de sortie 7j. Le

marquage de P; a 'instant ¢ est donné par
t t
i) = o+ OPT). [ u(r)dr = 1P T, [ oy(r)dr (2.2)
0 0

En divisant cette derniére par z;.I(P;,T};), on obtient

mp, (t) Mo; O(P;,Ty) /t 1 /t
. = + v(1).dr — — | wv;(7).dr,
BT - m BT n ) J, T ), e

En utilisant la propriété énoncée dans 1’équation (2.1), on obtient

Ni(t) = Noi+ — /O o(r)dr — = [ v;(r).dr (2.3)

Xy

En additionnant les marques valuées sur un circuit élémentaire, on obtient la preuve de

la proposition.

Z Ni(t) = Z Noi-

P,el P,el
O

Définition 9 [/ Etant donné un marquage m € R*™, une place P, € °T; est dite

critique si la condition suivante est vérifiée

mpk

. mp
—————— = M |p,coT; = -
I(P, T) PR, T)

7

Définition 10 [31/ On définit ’ensemble T-couverture au marquage m € R™ ou T —

cov(m) lensemble donné par

mp.

Proposition 2 [3]] Etant donné un marquage m € R™, l’ensemble T'— cov(m) contient

T — cov(m) = {Pi|E|Tj € P? tel que vi(t) =Vj.

au moins le support d’un circuit élémentaire.
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Preuve :

Du fait qu’on a traite les graphes d’événements, il existe une transition d’entrée pour
n’importe quelle place de T' — cov(m;) sachant que toute place de T' — cov(my) posséde
une transition de sortie. En parcourant en sens inverse le chemin qui commence par une
transition quelconque du réseau, on peut toujours construire des chemins contenant plus
de m transitions. Par conséquent, le passage une seconde fois par un sommet du chemin

est inévitable, ce qui va former un circuit élémentaire. O

Définition 11 Soit Ly un circuit élémentaire d’un graphe d’événements continu neutre

et fortement connexe N, on appelle fréquence du circuit Ly, la quantité

o ZPZ‘GLk NOi

= -
ZTjeLk v

Théoréme 1 [3]|] La vitesse de franchissement asymptotique des transitions d’un graphe

Jr

d’événements continu neutre et fortement connexe N est donnée par

o ) . ZPiELk NOi
¢j = xj.ming=1, 4 DY
TjGLk VJ
ot q représente le nombre de circuits élémentaires et x; la j*¢ composante du T-semiflow

minimal du graphe.

Preuve : La preuve de ce théoréme est faite en deux étapes. En premier lieu, nous
montrons que la vitesse asymptotique d’une transition 7; divisée par la composante du
T-invariant minimale qui lui correspond est inférieure ou égale a la fréquence des circuits
élémentaires du graphe. Puis, nous montrons qu’il existe un circuit élémentaire qui réalise

I’égalité.

1) La vitesse de franchissement instantanée d’une transition 7; € A est donnée par

. mp, (L
v;(t) = Vj.minyp,cor, {_[(15 (T)) } )
iy Lj

A T’état stationnaire, nous avons

. Mg,
Qs] = ‘/}.mlni‘pieoTj {](Tjj)} . (24)
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En relaxant ’équation (2.4), (sachant que ¢ = ¢.x), nous obtenons

ce qui meéne a

En additionnant les marquages valuées sur chaque circuit, nous obtenons

Z Ngi > . Z %, k=1,...4q.

PieLy TjeLk 7
D’ou
P < T = 1T = Ir
ZTiELk V] ZTiELk VJ
Ainsi,
¢j <xj.fr, pour k=1,...,q, et j=1,..,m. (2.6)

2) Soit P; la place critique & I’état stationnaire de la transition T; € N, nous avons,

Ny=2. (2.7)

Soit L. un circuit élémentaire dont le marquage des places est entiérement défini par

T — cov(my). Nous avons sur L,

Z NOi = Z Ng;.

P,eL. P,eL.

A partir de (2.7), nous pouvons écrire

ZNOZZSDZ %7

PeL, Ti€Le 7

alors
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o= ZR-ELc Noi
= =
ZTJELC v

Finalement

ZPZELC Noi

2L v;

¢j = (2.8)

Nous avons montré que le vecteur vitesse de franchissement asymptotique d’un graphe
d’événement continu valué neutre et fortement connexe est inférieur ou égal a x. fi, (Equa-
tion (2.6)) et nous avons aussi montré qu'’il existe un circuit élémentaire qui réalise 1’égalité
de I'équation (2.8). Nous concluons ainsi que la vitesse de franchissement asymptotique

d’'une transition 7 dans un graphe d’événements continu valué neutre fortement connexe

> per, Noi

. P.cl 02

ij = xj.mlnk,1 ..... q Zl—kl .
T;€Ly V;

J J

est donnée par,

Remarque 1 La formule obtenue ressemble a celle donnant la fréquence asymptotique
de franchissement des transitions dans le cas des graphes d’événements discret fortement
connezes. La formule ressemble aussi a celle obtenue par Cohen et al, 1998 pour les
graphes d’événements fluides avec multiplieurs (voir Annexe). Ceci est trés surprenant
car les deux modeéles sont a priori trés différents. Les dynamiques qui en découlent ne sont

pas identiques, et en particulier les régimes transitoires des solutions sont différents.

2.4.1 Exemple illustratif

Le systéme de production modélisé a la Figure 2.4 permet de fabriquer deux produits,
A et B, a l'aide de trois types de machine, M;, My et Ms. La machine M; existe en

deux exemplaires. Le produit A est obtenu en assemblant deux piéces de types A; et
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une piéce de type A,. L’ordonnancement des piéces sur les machines est le suivant : La
machine M regoit le produit A; puis le produit Ay, La machine M, regoit en premier le

produit B puis le produit A et la machine M3 regoit d’abort le produit B puis le produit A.

La premiére opération sur le produit A;, modélisée par la transition T, nécessite la
disponibilité d’'une machine de type M;, modélisé par la place Py, et d’une piéce dans
le stock d’entrée du produit A;, modélisé par la place P;. La premiére opération sur le
produit A,, modélisée par la transition 75, nécessite la disponibilité des deux exemplaires
de la machine de type M7, modélisé par la place Py, et d’'une piéce dans le stock d’entrée
du produit Ay, modélisé par la place P,. L’assemblage de deux piéces de types A; et d'une
piéce de type A, est réalisé par la machine M, modélisé par la transition 73. La derniére
opération du produit A nécessite la disponiblité de la machine M3, modélisée par la place

Py3, et trois types de piéces dans le stock intérmédiaire modélisé par la place Ps.

La premiére opération sur le produit B, modélisée par la transition 75, nécessite la dispo-
nibilité d’'une machine de type M;, modélisée par la place P, et d'une piéce dans le stock
d’entrée du produit B, modélisé par la place Ps. La deuxiéme et derniére opération sur le
produit B, modélisée par la transition 7§, nécessite la disponibilité de la machine de type
M3, modélisée par la place Pjs, et de cinqg piéces semi-finies dans le le stock intérmédiaire,

modélisé par la place Px.

Le modéle réseau de Petri est un graphe d’événements valué neutre et fortement

connexe. Il possede les circuits élémentaires suivants :

Ly =< B3, T, Py, T5, Py >;

Ly =< P, T}, P, T3, P5, Ty, P, >;

Ly =< Py, T, Py, T3, Ps, Ty, Py >;

Ly =< Py, Ty, Ps, T, P3, 15, P5, Ty, P, >;
Ly =< P, T, Py, T, Py, T3, P5, Ty, P, >;
Lg =< Pro, T5, P11, T3, Prio >;
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F1G. 2.4: Réseau de Petri continu du systéme de production.
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L7 =< Pra, Tg, P13, Ty, P12 >;

Ls =< Py, T5, P, T, Bs >;

Ly =< P5, Ty, P12, Tg, Ps, T5, P11, T3, P5 >;

Lo =< P, Th, P3, T3, Pro, Ts, Pr, Ts, Pr3, Ty, P1 >;

Ly =< P3, T3, Py, T3, Pro, T5, Pr, Tg, P13, Ty, Pa >;

Lyg =< P3, T3, 3, T1, P3, T3, Pro, T5, Pr, Tg, P13, Ty, P2 >;
Lis =< P, 11, Py, Ty, Py, T3, Pig, 15, Pr, Ty, P13, Ty, Py > .

Le T-invariant minimal est z = [2,1,1,1, 1, 1]7 et le vecteur vitesse maximale des franchis-

sement des transitions est donné par V = [i, %, %, %, %, 1]7. En appliquant le Théoréme 1

et avec le marquage initial donné en Figure 2.4, nous obtenons

7722710728 147476° 37107287137 347 17

1315 11113 3 15 1) 1
1T

Le circuit critique est Li3. Le vecteur vitesse asymptotique est donné par

pof2 1111 177
v e |

2.5 Marquage stationnaire d’un graphe d’événements
continu

La simulation est I'approche la plus utilisée pour le calcul du marquage stationnaire
des réseaux de Petri continus. La caractérisation de I’état stationnaire des graphes d’évé-

nements continus valués neutres a fait 'objet de peu de travaux [58].

L’état stationnaire des réseaux de Petri continus & vitesses variables ne vérifie aucune
propriété de continuité ni par rapport au marquage initial ni par rapport au vecteur vi-
tesses maximales. L’exemple de la Figure 2.5 illustre bien notre propos. En effet, avec

le marquage initial de la Figure 2.5 et en prenant le vecteur vitesses maximales égal a
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F1G. 2.5: Réseau de Petri continu avec deux circuits critiques et plusieurs points d’équilibre

avec V =[1,1,1,1]T.

V = [1,1,1,1]7, le marquage stationnaire est m, = [0.5,0.5,1,1,0.5,0.5]7. Si la vitesse
maximale de 7} est augmenté d’un e = 0.001, nous obtenons un nouveau marquage station-
naire m, = [0.5,0.5,0.5,1.5,0.5005, 0.4995]7. De la méme maniére, lorsqu’on augmente le
marquage initial de la place P5 avec un € = 0.001, le réseau de Petri continu évolue asymp-

totiquement vers un nouveau marquage stationnaire m, = [0.5,0.5,0.5,1.5,0.5010, 0.5]7.

L’équation m; = C.¢p = 0 posséde généralement plusieurs solutions (i.e. plusieurs points
d’équilibre pour un seul vecteur vitesse stationnaire). Dans l'exemple de la Figure 2.5 et
pour le marquage initial donné, tous les marquages m, = [0.5,0.5,0.5+x,0.5+y,0.5,0.5]"
tel que x + y = 1 sont solutions de I'équation C.¢ = 0. De plus, la connaissance de
T — cov(my) ne permet généralement pas de déterminer entiérement le marquage station-
naire comme dans la Figure 2.5. Néanmoins, lorsqu’un seul circuit critique existe dans
le graphe d’événements continu valué neutre, le graphe posséde certaines propriétés qui

permettent de caractériser complétement 1’état stationnaire.

Hypothése 1 Nous supposons dans ce qui suit, qu’il n’existe dans le graphe d’événements

continu neutre fortement connexe qu’un seul circuit critique.

Notations 1
L, est le circuit critique du graphe.
pfj :est le kK™° chemin élémentaire qui part de la transition T; a la transition T;.

Sij est l'ensemble des chemins élémentaires pfj tel que T; € L. et T; ¢ L..
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S est l’ensemble des chemins élémentaires qui ont pour transition de départ une transition
appartenant a L. .

Se est l'ensemble des chemins élémentaires qui ont toutes leurs places dans T — cov(ms).

Propriété 1 [3])] Soit N un graphe d’événements continu valué neutre fortement connexe,
a [’état stationnaire, a partir du circuit critique on peut construire des chemins élémen-
taires contenant que des places critiques pour atteindre n’tmporte quelle transition du

graphe.

Preuve :
Dans la preuve de la Proposition 2, nous avons montré que dans un graphe d’événe-
ments continue valué neutre, nous pouvons construire des chemins ne contenant que des
places critiques et qui contiennent au moins le support d’un circuit élémentaire. Lorsque
le graphe ne contient qu’un seul circuit critique (Hypothése 1), il est clair qu’a I’état sta-
tionnaire, nous pouvons construire a partir du circuit critique, des chemins élémentaires

pour atteindre n’importe quelle transition du graphe. O

Théoréme 2 [3]|] Le marquage stationnaire ms d’un graphe d’événements continu valué
neutre fortement connexe N est donné par,
Pour P; € T — cov(my), tel que T; = PP,

_ 4I(P.T)
L),

M

et
1 1
Mg = mo; + x;.1(PT}) Z Noi — . Z Vz - Z Noi — . Z Vz )
Piepi T;€pr1 P;epy; T} €pr;
pour P; ¢ T — cov(my), Tel que
pr; est un chemin élémentaire appartenant a S, et T; = P? et py est un chemin élémen-

)

taire appartenant a S., et Ty = °PF;.

Preuve :

1) Pour P, € T — cov(ms), la formule est évidente, puisque T° — cov(ms) contient les



56 Analyse quantitative des graphes d’événements continus valués

places du circuit critique et les places des chemins élémentaires appartenant a S, (voir

Proposition 2 et équation (2.7)).

2) Pour P, ¢ T'—cov(my), soient T; et T les transitions d’entrée et de sortie respectivement

de la place P;. A partir de la Propriété 1, on en déduit que 7; et T} sont reliées au circuit

critique par au moins un chemins élémentaire appartenant a S. pour chaque transition.

Soient py; et pp ces chemins élémentaires.

Pour le chemin py;, nous pouvons écrire

1 o0
Z Ny = Z Norl‘x—k/o

Picpy; Piep;

1 oo
Z Ny = Z Norf‘x—k/o

Pi€pr Piepiy

En comparant (2.9) et (2.10), nous obtenons

0 Pi€pyy

1 o0
(7). dr — —

Lj Jo

1 o0
vg(7).dr — —
k( ) xr Jo

Piepy;

Cependant, le marquage valué stationnaire de la place P; est donné par

Xy

1 & 1 &°
Ng; = Ny; + —/ u(7).dr — —/ v(T).dr,
0 i Jo

ce qui meéne a

Ti€pri

Nsi = Noi + ZNOZ'_SO'Z% - ZNOi_SO-Z% .

Pi€pgy T;€pri

Finalement

Mg = mo; + x5.1(F;, T}) Z Noi — ¢ Z % - Z Noi — . Z %

Piepy;

Piepyy T;E€pr1

Piep;

Tj€pr;j

Tj€pr;

(2.9)

(2.10)

l% ij1}1(7').CZT—xij/ooofuj(T).dT: Z Noi — Z Noi + . Z %—gp. Z %

Tj€pr;

La détermination des circuits élémentaires appartenant a S. et les places critiques de

T — cov(my) n'est en général pas une tache facile. Ceci est dii au fait que les places cri-

tiques de T" — cov(ms) changent avec le marquage initial. Dans le cas o une transition
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F1G. 2.6: Influence du marquage initial sur 'ensemble T" — cov(ms)

est reliée au circuit critique par deux chemins élémentaires appartenant a S, le chemin
élémentaire appartenant a S, n’est a priori pas connu. L’exemple de la Figure 2.6 montre

I'influence du marquage initial sur 'ensemble T' — cov(m — s).
Exemple

Avec le marquage initial de la Figure 2.6 et un vecteur vitesse maximale V = [1,1,1]%,
le vecteur vitesse asymptotique est égale & ¢ = [0.5,0.5,0.5]7 et le marquage station-
naire obtenu est le suivant m, = [0.5,0.5,1,1,0.5]7. La transition T3 est reliée au circuit
critique par deux chemins élémentaires appartenant a S qui sont : < T3, P, Ty, P5, T3 >
et < Ty, Py, T3 >. Ainsi, le chemin élémentaire < Ty, Py, T, Ps,T3 > est I'unique chemin
qui relie T3 au circuit critique (i.e. appartenant a S.). Avec le marquage initial suivant
[1,0,0,2,1]7, un nouveau marquage stationnaire est obtenu ms = [0.5,0.5,1.5,0.5, 1]7 et

le chemin élémentaire < 17, P, T3 > est 'unique chemin qui relie 73 au circuit critique.

On voit bien que le marquage initial est un facteur important dans la détermination de
I’ensemble des chemins élémentaires appartenant a S. et donc du marquage stationnaire.
Le concept suivant sera utile pour la détermination de I’ensemble des chemins élémentaires

appartenant a S, et des places critique de 7" — cov(ms).
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Définition 12 [3]/ On appelle facteur de criticité d’un chemin élémentaire ,oif‘j € Sij, la

quantité

fpfj: Z Noi — . Z %

Piepk, Tj€pf; 7
Proposition 3 [7])] Soit pf; € Si; un chemin élémentaire, alors pf; € S. si et seulement

st la condition suivante est vérifice
fﬂfj = mznpijSZ'j {fpfj} .

Preuve :

a) Quand I'ensemble S;; contient seulement un chemin élémentaire alors p;; appartient
forcément & S, en terme de la Propriété 1. Les places de p;; sont dans T' — cov(ms) et
leurs marquages stationnaire est données par le Théoréme 2.

b) Quand 'ensemble S;; contient z (tel que z > 1) chemins élémentaires alors la transition
Tj; is reliée au circuit critique par au moins un chemins élémentaire appartenant a S.. Soit
p§; € Se ce chemin élémentaire et pfj un chemin élémentaire appartenant a S;.

Pour le chemins ,ofj, nous pouvons écrire

Z N, = Z NomLi/oovi(T).dT—i Oovj(r).dT. (2.11)

Piepk, Piepl;

S Ne= Y Noﬁxl/()oow(f).df—%j/omvjm.dr (2.12)

Piepg; Piep;

En comparant (2.11) et (2.12), nous obtenons

> Ni— > Na= > Nei— > Nu (2.13)

Piepl; Piepf; Pi€pj; Piep;

Cependant, nous observons que
Z N, = . i, (2.14)

et

Y Naze Y % (2.15)
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A partir de (2.13),(2.14) et (2.15), nous obtenons finalement
Z Noi — . Z 1 Z Noi — . Z L (2.16)
Vi~ Vj
PzEPfJ Tj epfj PiEpfj Tj E,D,IL-CJ-
Le résultat de la proposition est donc vérifié, de moment que (2.16) est vérifié pour n’im-

porte quel chemins élémentaire appartenant a ;. O
Remarques

1. La Proposition 3 permet de déterminer l’ensemble T — cov(ms) sans la connaissance
préalable du marquage stationnaire. Quand T — cov(my) est obtenu le marquage station-

naire est calculé en utilisant le Théoréme 2.

2. Le nombre de chemins élémentaires augmente exponentiellement avec le nombre de
noeud dans un graphe. Quoi qu’il en soit, on remarque que le calcul du marquage sta-
tionnaire a partir du Théoréeme 2 et de la proposition 3 peut étre fait avec une complexité
polynomiale. Notant que les quantités wji,, donnés ci-apres, et qui figurent dans les résul-
tas énoncés au Théoréme 2 et de la Proposition 3 peuvent étre considérés comme le poids
des arcs d’un graphe construit a partir du réseau de Petri considéré et la ou les transitions

représentent les noeuds.

NOi—SO.% si. PP =Ty, °P=1; ¥V T},T; ¢ L,
wjk: )

Ny; — . (Vi] + Vlk) si PP =1}, °P; =Tj avec T; le noeud source.

Par conséquent, le calcul du marquage stationnaire en utilisant les formules du Théoréme
2 revient au calcul du poids minimum de chemins dans le graphe associé, et du chemin
avec le poids minimum. Pour étre précis, pour chaque transition, on doit calculer le che-
man le plus court qui mene du circuit critique a la transition considérée. Comme il est
expliqué par Gondran, Minouz et Vojda, par ezemple, [’algorithme de Bellman-Ford donne

la solution en temps polynomial.

3. Les places du circuit critique et des chemins élémentaires données par [’algorithme
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du plus court chemin sont critiques dans le sens de la Définition 8. Le marquage sta-
tionnaire de ces places est donné par la premiére formule du Théoreme 2. Ensuite, la
deuxieme formule du Théoréeme 2 est utilisée pour calculer le marquage stationnaire des

places restantes.

2.6 Exemple

Le graphe d’événements valué de la Figure 2.7 est un systéme flexible de production
avec trois machines M7, My, M3 et avec trois jobs, Ji, Ja, J3. Le routage de chaque job
est donné comme suit,

J1 visite My, My puis M3 respectivement,

Jo visite My puis M respectivement,

Js visite My puis M3 respectivement.

Les séquences d’entrées sur les machines sont les suivantes,
My =< Ji, Jo, J3 >,

My =< Jq, Jo >,

Ms =< Jq, J3 >.

La premiére opération du job J; modélisée par la transition T requiert la disponibilité
de la machine M; pour produire le job J;, modélisée par la place Pjy et deux piéces de
type J; dans le stock intermédiaire modélisée par la place P;. La seconde opération du job
J1 modélisée par la transition T, requiert la disponibilité de la machine My pour produire
le job Ji, modélisée par la place P, et une piece de type J; dans le stock intermédiaire
modélisé par la place P». La machine Ms produit deux piéces dans le stock modélisé par
la place P3. La troisiéme opération du job J; modélisée par la transition 75 requiert la
disponibilité de la machine M3 pour produire le job J;, modélisée par la place P4, et une

piéce de type J; dans le stock intermédiaire modélisé par la place Ps.

La premiére opération du job J, modélisée par la transition 7y requiert la disponibi-

lité de la machine M; pour produire le job Jo, modélisée par la place Py et une piece de



2.6 Exemple 61

type Jo dans le stock intermédiaire modélisée par la place P;. La seconde opération du job
Jo modélisée par la transition 75 requiert la disponibilité de la machine M5 pour produire
le job J5, modélisée par la place Pjo, et une piéce de type .Jo dans le stock intermédiaire

modélisé par la place Ps.

La premiére opération du job J; modélisée par la transition Ty requiert la disponibi-
lité de la machine M; pour produire le job J3, modélisée par la place Py et deux piéces de
type J3 dans le stock intermédiaire modélisée par la place FPs. La machine M; produit deux
piéces dans le stock intermédiaire modélisé par la place Pr. La seconde opération du job
J3 modélisée par la transition 7% requiert la disponibilité de la machine M3 pour produire
le job J3, modélisée par la place Pi3, et une piéce de type J; dans le stock intermédiaire

modélisé par la place P;.

Les piéces sont transportées sur des palettes pendant les opérations de traitement et de
transport. Il est & noter que la machine M3 permet de prendre en charge deux opération

A la fois.

Le graphe d’événements valué continu du systéme flexible de production est neutre et
fortement connexe. Il contient les circuits élémentaires suivants,
Ly =< P, T\, P, Ty, P3, T3, P, >,

Ly =< P11, Ty, P12, T5, P11 >,

L3 =< P13, Tz, P14, T3, P13 >,

Ly =< Py, Ty, P5,T5, Py >,

Ls =< P, T, B3, Ty, P5, T, P11, T, P3,T3, Py >,

Le =< P, Ty, Py, Tt Pro, 11, Ps >,

Ly =< P3, T3, P12, T5, Py, Ty, Py, Tg, Pro, 11, P> >,

Ly =< Py, Tg, Pr,T7, Ps >,

Ly =< Py, T3, P5, T3, P13, 17, Ps, T6, Pro, 11, P> >;

Lyg =< B3, T3, P13, T7, B, Ts, Pro, 11, Ps, T4, P5, T5, P11, T2, P3 >,
Ly =< P, T, B3, T4, Py, 16, Pr, 17, Pra, T3, P1 >,
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F1G. 2.7: Modéle réseau de Petri d’un systéme flexible de production
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L12 =< P17T17 P27T2»P127T57 P47T47P97T67P77T77 P147T37P1 >.

Le T-semiflow minimal du graphe est z = [1,1,2,1,1,1,2]7. Le vecteur des vitesses maxi-

males est égale a V = [1,1,1,1,1,1,1]7, en appliquant le Théoréme 1 avec le marquage

initial donné en Figure 2.7, nous obtenons

Le circuit critique est Lg. Le vecteur vitesse asymptotique est

. 1121112]"
1373737373733

Nous avons les ensembles .S;; suivants,

S12 = {P%2§P%2}7 Sus = {pzll5;p4215}7 Ser = {Ptla7§Pg7}’ S13 = {P%3§P%3§P?3}7

ol

plo =< T1, Py, Ty >, ply =< Ty, Ps, Ty, P5,T5, Pi1, T >, pis =< Ty, P5,T5 >, pi; =<
Ty, Py, T, Pro, T, Py, T, Pio,T5 >, /0(157 =<Ts, P, T7 >, P?ﬁ =< T, P,

Ty, Py, Ty, P3, Ty, Pi3, Ty >, piy =< T1, Ps, T, P3, T3 >, p?y =< Ty, Ps, Ty, P, T5,

P117T27P37T3 >, ;0:%3 =< T17P87T4aP9aT6aP7aT77P14 >.

Le calcul du facteur de criticité pour chaque chemins élémentaire donne le résultat suivant,

o =0-5=—5 fr,=1-5="3
fors = _g_ 3’fpi5_1_§:_§7
foy=0-3==35fp,=1-3=-3,
ot =0-5=-1Jp,=1-83=—5 fn,=3-5=—3
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Ce qui veut dire que
{pi2; p41157p12157 pé7,p%77p%3} C Se et T — cov(my) = { Py, P3, Ps, Pr, Py, Py, Pro, Pra, Pi3}.

En utilisant le Théoréme 2, Nous obtenons le marquage stationnaire suivant

812214211121 241"
m, =122 1421112124

3737373737333 333333

2.7 Discussion des résultats

On voit bien a travers 'exemple traité que les résultats proposés dans ce chapitre
permettent de caractériser complétement 1’état stationnaire des graphes d’événements

continus valués neutres avec '’hypotheése 1.

La contribution principale dans ce chapitre est la caractérisation de la vitesse de fran-
chissement asymptotique et du marquage stationnaire par des formules explicites. Les

résultats sont originaux, nous les avons publiés dans la référence [34].

Les graphes d’événements sont une classe particuliére des réseaux de Petri sans conflits.
Cette classe a été largement étudiée dans beaucoup de domaine de recherche, tels que : les
systémes de production cycliques, les systémes de transport, la théorie de la supervision
et les protocoles de communication. Dans le domaine des systémes de production, ils ont
été utilisés pour modéliser des lignes de transfert, job shop, les systémes kanban et les
systémes d’assemblage. Les graphes d’événements valués permettent de réduire la taille
du modéle et permettent de modéliser des lots de piéce. Les graphes d’événements conti-
nus peuvent étre utilisé dans les méme domaines d’application. Notons qu’il existe peu

de travaux qui traitent de I’analyse quantitative des graphes d’événements valués continus.
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L’approche proposée dans ce chapitre est formelle, elle s’appuie sur la recherche de for-
mules permettant de calculer a la fois le vecteur de franchissement asymptotique et le
vecteur marquage stationnaire des graphes d’événements valués continus neutre et for-
tement connexes. Nous avons montré que le vecteur de franchissement asymptotique est

obtenu en calculant la fréquence du cicuit critique.

L’avantage de disposer de formules analytiques n’est pas a démontrer car la solution
dans ce cas (ou la formule) est obtenue avec un certain nombre d’étapes. Il s’ensuit que
lorsqu’on change un parameétre, on n’est pas obligé de refaire toutes les étapes, il faut juste
changer le paramétre a 1’étape qui lui correspond. De plus, I'analyse de la formule, permet
d’étudier la sensibilité du systéme modélisé au changement des parameétres. Finalement,
la représentation analytique nous facilite la comparaison entre modéles (dans notre cas

avec le modele CGQ).

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode originale pour le calcul de la
vitesse de franchissement asymptotique des transitions et du marquage stationnaire des
graphes d’événements continus valués neutres fortement connexes en utilisant la structure
du réseau et la théorie des graphes. Nous avons ainsi donné une formule explicite pour
I'obtention du vecteur vitesse de franchissement asymptotique des transitions. La formule
ressemble a celle qui existe pour les graphes d’événements discrets et a celle obtenue pour
les graphes d’événements fluides valués dans 'algébre (min,+). Ce résultat est surprenant

vu que les sémantiques et le régime transitoire des deux modéles sont trés différents.

Aussi, et sous 'hypothése que le graphe d’événements continu valué neutre fortement
connexe posséde un seul circuit critique, une méthode efficace pour le calcul du marquage

stationnaire est donné en utilisant la vitesse asymptotique des transition, le concept de
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facteur de criticité et les chemins élémentaires.
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Chapitre 3

Régulation sous contraintes des réseaux

de Petri continus

3.1 Introduction

Beaucoup de travaux ont été dédiés a la commande des systémes a événements discrets
en utilisant les réseaux de Petri continus |2 [3], 4, B33 36], [39], 40] . La synthése de lois de
commande pour les systéemes a événements discrets et particuliérement pour les systémes
de production n’est pas une tache facile [I8] 39)], dans le sens ou il n’y a pas une théorie

standard pour la synthése de controleurs.

Les approches de controle des réseaux de Petri continus, par actions externes sur les
vitesses de franchissement des transitions, proposées dans la littérature, peuvent étre
classifiées en deux catégories : L’approche de controle par boucle ouverte et I’approche de
contrdle par boucle fermée. Dans ’approche de contréle par boucle ouverte, un vecteur de
vitesse maximale (ou un état initial) est calculé de fagon & atteindre un état d’équilibre
souhaité. Cette approche a été utilisée dans [4] pour la commande des chaines de pro-
duction ouvertes et fermées et des chaines d’assemblage, modélisées par réseaux de Petri
continus a vitesses variables, en utilisant la programmation linéaire. Le calcul des vitesses

maximales est, dans ce cas, précédé par un test d’accessibilité. Dans [40], le vecteur de
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commande a appliquer au systéme est calculé en résolvant un probléme d’optimisation
linéaire. Dans ce cas le marquage désiré et le vecteur commande doivent minimiser un

certain critere d’optimalité.

La stratégie de controle en boucle fermée consiste a varier la vitesse instantanée de
franchissement des transitions en fonction du vecteur marquage instantané du réseau de
Petri continu. Un gain est ainsi calculé de telle sorte que le systéme atteint 1'état d’équi-
libre souhaité. Cette approche a été utilisée par [3,[33] 36, 39] dans le domaine des systémes
de production. Dans [39], le calcul des gains est basé sur une approche prédictive. Certains
résultats ont également été établis en utilisant les réseaux de neurones [28] et la logique

floue [29].

Nous considérons dans le présent travail, des réseaux de Petri continus a vitesses va-
riables controlées ol toutes les transitions sont soumises a un controle externe. L’action
de controle consiste a ralentir la vitesse de franchissement des transitions [39]. Un réseau
de Petri continu a vitesses variables controlées est un systéme linéaire par morceaux avec
des commutations autonomes et présentant des contraintes sur ’état et sur la commande
[39]. Dans [39], le systéme linéaire par morceaux obtenu est transformé par un changement
de variables en un systéme linéaire invariant en temps discret avec des contraintes sur I’es-
pace commande. Le modéle linéaire invariant en temps discret avec contraintes obtenu,
a été utilisé dans [39] pour la conception de lois de commande prédictives (implicites et

explicites).

L’objectif de ce chapitre est de concevoir des gains de retour d’état qui permettent d’at-
teindre un vecteur marquage stationnaire désiré et un vecteur de franchissement asympto-
tique des transitions désiré pour des réseaux de Petri continus & vitesses variables contro-
lées. Les gains doivent assurer le respect des contraintes sur la loi de commande et la
stabilité asymptotique du vecteur marquage dans un polytope donné. Pour établir ces
résultats, nous utilisons les notions d’invariance positive, de contractivité et de fonction

de Lyapunov polyédrique.
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Le chapitre est organisé comme suit, aprés quelques rappels sur les ensembles convexes,
le modéle réseau de Petri controlé utilisé est présenté a la section 2. A la section 3, Nous
présentons une méthode de synthése des gains de retour d’état. Des résultats importants
concernant l'invariance positive, le respect des contraintes sur la commande, la contrac-
tivité et la stabilité asymptotique d’une tel classe de systémes sont décrits. Un exemple

illustratif tiré du domaine de la production manufacturiére est donné en section 4.

3.2 Modéle de réseau de Petri continu contrélé

3.2.1 Ensembles convexes polyédrales et ensembles convexes el-
lipsoidales
L’étude de l'invariance positive d’'un ensemble fait intervenir la notion d’ensembles

convexes dont la définition est la suivante.

Definition 13 Un sous ensemble D de R™ est dit convexe si pour tout x ety appartenant

a D, le point z = A.x+ (1 — \).y appartient aussi ¢ D, avec 0 < X <1 .

Pour le développement de nos résultats, nous traitons deux types d’ensembles convexes :

les ensembles convexes polyédraux et les ensembles convexes ellipsoidaux.

Definition 14 Un ensemble convexe ellipsoidale dans R™ est un sous ensemble borné de
R™ défini par,

EQ,p)={zeR" 2".Qr < p},
avec p € R et Q € R™" symétrique définie positive. La frontiere de cet ensemble est

décrite par 27.Q.x = p.

Definition 15 Un ensemble convexe polyédral dans R™ est un sous ensemble de R™ défini
par,

P(G,g9) ={x eR"| Gz <yg},

ou G € R geRY q,neN.
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On appelle polytope un polyeédre compact

3.2.2 Modéle de réseau de Petri continu

Dans ce chapitre, nous supposons que toutes les transitions sont mono-serveurs (chaque
transition posséde une boucle de réentrance). La vitesse de franchissement d’une transition
T; est donc donnée comme suit

v;(t) = Vy.ming pcor, {1, ;lep—%} . (3.1)

Dans chaque phase, nous avons pour chaque transition au moins une place qui réalise le
minimum (place critique) dans I'équation (3.1]). Soit Py € °T; une de ces places critiques,
le marquage de Py est tel que

mi < m;
I(PIHTJ') N I(PZWTJ)’

avec P; €°Tj.
La derniére équation définit pour chaque phase (région), un ensemble polyédrique

donnée par
P(Gr, gr) = {m(t), Gr.m(t) < g,} , (3.2)

ou les matrices G, et les vecteurs g, possédent des dimensions appropriées.
Le nombre de régions étant fini et donné par N € N, le vecteur vitesse instantanée de

franchissement des transitions peut étre écrit comme suit
v(t) = A.om(t) +11,..V,

avec r = 1,..., N, ou, A, et II, sont des matrices définies pour chaque région (phase) de
I’espace d’état du réseau de Petri continu.

Les régions sont numérotées et notées R,. Les matrices A, et II, sont définies par

Vi g e ming, p, cor: {1 M}
AT, P) = 1(P;,T;) I(P;,Ty) ne€Ti \ 2 TPy, T5) [
0 autrement,

S . mp, (t)
(T I s i=jet1l=mingp,cor; {1, —I(P:,Tj)} ,

7

T) =

0 autrement.
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En effet, il est facile de voir que 1'équation ([3.1) donnant la vitesse de franchissement

d’une transition 7j, peut se réécrire comme suit,

wlt) = 02 Vi t e gp gy () (3.3)

7
I(Py, T;

avec p; = 1 sl miny p, eor; {1, %L(Tt))} =1 et 0 sinon
]

. . t . t .
et ply = 1si ;{Z—’i;j) = ming|p,cor, {1, Ir(r;:;—hgpj))} et 0 sinon.
Les équations donnant A, et II, se déduisent aisément a partir des équations (3.3)) donnant

le vecteur des vitesses de franchissement instantanées.

3.2.3 Réseau de Petri continu contrélé en temps discret

Dans un réseau de Petri continu, une transition 7} est dite controlée si sa vitesse
instantanée de franchissement peut étre modifiée par une action de commande externe [39].
Nous supposons que la seule action qu’on peut appliquer est celle qui consiste a réduire la
vitesse de franchissement de la transition. La vitesse de franchissement instantanée de la
transition controlée devient alors : v;(t) — u;(t), ot v;(t) est la vitesse de franchissement
de la transition 7; du réseau de Petri continu non commandé et wu;(t), 'action générée par
le controle. Une transition 7} n’est pas controlée si u;(t) =0, V¢ > 0. Dans la suite, nous
supposons que toutes les transitions du réseau de Petri continu sont controlées. Le vecteur
de commande satisfait donc I'inéquation : 0 < u(t) < v(t). Par conséquent, le vecteur
commande sera dynamiquement limité par le vecteur vitesse de franchissement instantané
du systéme non commandé. En prenant w(t) = v(t) — u(t), 'équation fondamentale du
réseau de Petri continu controlé devient linéaire en temps-invariante avec des contraintes

sur le nouveau vecteur de commande w(t) comme suit [39)

m(t) = Caw(t),
0 <w(t) <A.m(k)+I1L.V.

(3.4)
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Une méthode de discrétisation de réseaux de Petri continus décrits par le systéme d’équa-
tions (3.4)) est proposée dans [38]. Par la suite, nous donnons la définition de Iapproxi-
mation en temps discret des réseaux de Petri continus et la condition que doit satisfaire

la période d’échantillonnage pour que le marquage du réseau reste positif.

Definition 16 [38/ Considérons un réseau de Petri continu controlé décrit par le sys-

teme d’équation et 0 une période d’échantillonnage. L’approximation a l'ordre 1 du
systeme est définie par
m(k + 1)
0 <w(k) <A,.m(k)+1L,.V,

m(k) +0.Cw(k
() +0.C.u(h) s
avec k = k.0. L’état initial de ce systéme est m(0) = mg > 0. La paire (N, ) est appelée

réseau de Petri continu en temps discret.

Dans un réseau de Petri continu a vitesses variables non controlées, la positivité du
marquage est assurée par la positivité du marquage initial, car la vitesse instantanée de
franchissement d’une transition est égale a zéro lorsque une des places en amont de la
transition est vide [39]. Dans le cas d'un réseau de Petri continu en temps discret, cette

affirmation n’est pas toujours vraie.

Exemple

Considérons I'exemple de la Figure 3.1 avec un marquage initial my = [1.5,0, 0], un
vecteur de vitesses maximales V = [1,3,2]7 et une période d’échantillonnage § = 1. En
supposant la transition 77 stoppée (i.e. wy(k) = 0,V k& > 0), le marquage de la place P;
est donné par : mp, (1) = mp, (0) — 0.wy(0). Le marquage de P; devient négatif avec une

commande wy égale & 3 (la valeur maximale qu’on peut donner a wy).

Proposition 4 [39] Soit (N, 0) un réseau de Petri continu en temps discret avec mg > 0
et une période d’échantillonnage 0 telle que
VP,eP, Y Vi<l (3.6)
TjGPio

Alors les assertions suivantes sont vérifiées,
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[=O——O

Ty B Tz 3 T3

F1G. 3.1: Réseau de Petri continu

1. Tout marquage accessible a partir de mg est non-négatif.

2. Une place ne peut étre vidée par une séquence finie de franchissement.

Comme établi dans [39], 'espace des états accessibles d'un réseau de Petri continu A et
celui d'un réseau de Petri continu en temps discret sont égaux si la condition (3.6) est

satisfaite.

3.2.4 Exemple

Le systéme modélisé par le réseau de Petri continu de la Figure 3.1 peut étre représenté
par un réseau de Petri continu controlé en temps discret avec des contraintes sur le vecteur

commande comme suit
m(k+1) = m(k)+60.C.w(k)
0 <w(k) <A.m(k)+11,.V
1 -1 0
ou C = , pour chaque région R, les matrices A, Il,, G, et g, sont don-

0 1 -1

nées comme suit

Rl . ml(k’) Z 1et mg(k) Z 1

0 0 1 00
-1 0 —1
AIZ 0 0 7H1: 010 7G1: y g1 =
0 -1 —1
0 0 0 01

RQ . ml(k;) Z 1let m2<l{3) S 1
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0 0 1 00
-1 0 -1
A=10 0 |, =010 | Ga= , g2 =
0 1 1
0 Vi 0 00
Rs:mqi(k) <1etmy(k) >1
0 0 1 00
1 0 1
As=| v, 0o |, Iz=|0 0 0 |, Gs= , g3 =
0 -1 -1
0 0 0 01
Ry :mi(k) <1letmy(k) <1
0 0 1 00
10 1
AN=1V, 0 [, Ih=]00 0 |, Gs= ; g4 =
01 1
0 Vs 0 0O

3.3 Régulation sous contraintes des réseaux de Petri
continus

Dans cette section, une méthode basée sur une stratégie de commande en boucle fer-
mée, est développée pour le controle des systémes modélisés par réseaux de Petri continus
a vitesses variables controlées, afin d’atteindre deux objectifs principaux, qui sont : faire
tendre le marquage asymptotiquement vers un marquage d’équilibre désiré et assurer un

taux de franchissement asymptotique pour les transitions du réseau.

3.3.1 Sur la synthése sous contraintes

Les contraintes correspondent en général & des limitations physiques du domaine de
variation de certaines variables. Ainsi, les contraintes font partie intégrante du modéle du
systéme modélisé. L'un des exemples typiques de contraintes est la non négativité de la

variable représentant un niveau de stock par exemple.
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Les modeéles ainsi définis (avec contraintes) posent de nombreux problémes, que ce soit
dans I’étude théorique ou dans la résolution numérique. Si la commande de systéme avec
prise en compte de contraintes sur la commande est possible grace a la théorie du maxi-
mum de Pontryagin [50], les problémes avec contraintes sur 1’état sont difficiles a résoudre.
L’une des méthodes utilisées pour la commande sous contraintes sur 1’état et la commande
est I'utilisation de 'approche de commande prédictive [42].

Dans le cas de systéme linéaire et invariant, le probléme est résolu par un choix de fonction
de Lyapunov non quadratique [7]. En outre, il est bien connu dans la théorie de la com-
mande que la stabilité d’un systéme revient a vérifier 'invariance positive de I’ensemble
défini par la fonction de Lyapunov. De plus, il a été montré que la stabilité asymptotique
revient a vérifier la contractivité de I’ensemble choisi par rapport au modéle décrivant le
systéme [6].

Lorsqu’on cherche & stabiliser un systéme, les fonctions de Lyapunov qu’on choisit sont
généralement de type ellipsoidal, or les contraintes sur I’état et/ou sur la commande sont
généralement définies par des ensembles de type polyédriques. Le choix d'une fonction
de Lyapunov polyédrale pour des systémes soumis & des contraintes sur 1’état et/ou la

commande s’avére ainsi judicieux.

3.3.2 Invariance positive et commande sous contraintes

Avant d’introduire le concept d’invariance positive, rappellant quelques notions de base

sur les ensembles.

Définition 17 Un sous-ensemble 2 C R™ est dit ouvert si pour chaque vecteur x € €2,

un voisinage de x peut étre trouvé tel que,
N(z,6) ={y e R"[[ly — z| <},

avec N(x,0) C Q. D’un autre coté, un ensemble E est fermé si et seulement si son

complément dans R™ est un ensemble ouvert.

Définition 18 La frontiére d’un sous-ensemble Q2 C R™, désigné par OS2, est un ensemble
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de points x tel que pour chaque point, il existe un voisinage de x contenant au moins un

point de 2 et un point n’appartenant pas a 2.

Définition 19 L’intérieur d’un ensemble €2 est 2 — 0S). La fermeture d’un ensembe €2,
désigné par Q, est Uunion de Q0 avec sa frontiére. Un ensemble ouvert est égale & son

intérieur. Un ensemble fermé est égale a sa ferméture.

Définition 20 Un ensemble Q est borné s’il existe un scalaire r > 0 tel que ||z| <

0, Vx e .

Définition 21 Un ensemble Q) est compact s’il est borné et fermé.

Soit le systéme dynamique, en temps discret, décrit par

z(k+1) = f(z(k)), (3.7)

ou k € Net x € R" le vecteur d’état.
Soit 2 un ensemble non vide et fermé de R™. Le concept d’invariance positive de (2

relativement a (3.7)) est défini comme suit.

Définition 22 [ L’ensemble Q0 est dit positivement invariant pour le systéme Si
et seulement si la trajectoire de [’état du systeme reste dans €2 pour nimporte quel état

itial dans ).

Soit A.€2 I'ensemble de tous les vecteurs A\.z, x € ). Une propriété plus forte que
I'invariance positive, définie uniquement pour les ensembles compacts, est définie comme

suit.

Définition 23 [6/ L’ensemble Q est dit contractif pour le systéme s’l existe un réel
positif A < 1 tel que si x(k) € Q alors x(k + 1) € A\.Q.

Rappelons qu'un ensemble de R™ est compact s’il est borné est fermé.
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3.3.3 Reégulation sous contraintes des systémes linéaires

Considérons un systéme modélisé par le systéme d’équations linéaires aux différences
suivantes,

z(k+1) = Axz(k) + B.u(k). (3.8)

La paire (A, B) est supposée commandable. Considérons le retour d’état u(k) = F.z(k),

le systéme en boucle fermée est donné par
z(k+1) = Ar.x(k), (3.9)

avec Ay = A+ B.F.

Le systéme est soumis a des contraintes sur 1’état données par le polyédre
P(P.q) ={x] Px<q}.
Le vecteur de commande est soumis aux contraintes,

Umin < U(k) S Umax'

En remplagant u(k) par sa valeur, on obtient
Umin S F.Cb(k) S Umax-
Qui équivaut a :
Fa(k) < Una

Les contraintes sur la commande définissent ainsi un domaine polyedral P (L, v) tel que

P(L,v) =4z, Lx<v},

F Uma:ﬂ
avec L = et v =
Proposition 5 [30] Le polyédre P (P, q) est positivement invariant pour le systéme

si et seulement si, il existe une matrice H, avec des éléments non-négatifs , tel que les

conditions suivantes sont vérifiées

H.P=PA, 510

Hqg<q
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Proposition 6 [30] Les contraintes sur le vecteur de commande sont satisfaites si et
seulement si, il existe deux matrices D et D*, avec des élément non-négatifs, tel que les

relations suivantes sont satisfaites,

DP=F
(3.11)
Dq S Umaz
et
D*.P=—F
(3.12)

Fonction de Lyapunov polyédrique

Définition 24 [/53] Une fonction continue ¥ : R" — R est définie positive si ¥(0) = 0
et U(x) >0 six#0.

Définition 25 ([16]) Une fonction continue ¥ : R® — R est une fonction de Lyapunov

pour le systeme , st les conditions suivantes sont vérifiées :

1. U(x) est définie positive,
2. W(x(k+1)) —W(x(k)) <0, Vk € N.

Si une telle fonction existe, alors le systéme est stable. Si de plus, V(x) est strictement
décroissante (i.e. V(x(k+1))—W(x(k)) < 0) alors le systéme est asymptotiquement
stable.

Il a été montré dans [7], que 'invariance positive d'un polyédre compact P(P,q) est

équivalente & la non croissance de la fonction

U(z(k)) = maz; {E.m(k)} ,

qi
le long des trajectoires du systéme ({3.9). L’invariance positive de P(P,q) par rapport
au systéme (3.9) implique que ¥(x) est une fonction de Lyapunov polyédrique pour le
systéme (3.9).
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3.3.4 Formulation du probléme de commande

Hypothése 2 Nous supposons dans ce qui suit que le rang de la matrice d’incidence C

est égal a n.

L’hypothése 2 est une condition suffisante de controlabilité pour les systémes décrits
par (3.5), au sens habituel des systémes linéaires.

On considére la classe des systémes décrits par ’équation , et un retour d’état
formulé comme suit,

w(k) = F..(m(k) — mq) + R, (3.13)

ou, myg € R™ est le marquage désiré et R € R™ le taux de franchissement asymptotique
des transitions que 'on désire atteindre.

En posant z(k) = m(k) — mg, le systéme (3.5) en boucle fermé est donné par
z(k+1) = Ap.x(k), (3.14)

ou Ay, = I, + 0.C.F, et I, la matrice identité de dimension n x n. Il est a noter que le
vecteur R doit étre choisi tel que C.R = 0, ce qui veut dire que R doit étre un T-invariant
de C.

Le vecteur de commande est soumis aux contraintes suivantes,
0 <w(k) <A.m(k)+11.V, (3.15)

avec x(k) = m(k) — my, la derniére inéquation est équivalente a

0

IA

Foa(k)+ R <Aq(xz(k)+mg) +11.V,
—-R < F,.x(k) < Ajx(k)+ Aomg+11,..V — R.

Qui est finalement équivalente &
(F, — Ay).x(k) <A.omg+11,..V — R,
—F.z(k) <R
Par conséquent, pour chaque phase, les contraintes sur les variables de commande générent

un ensemble polyedral P(S,, p,.) défini par

P(Srapr) = {f(k’), er(k) < pr}> r= 17 --'7N7
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F. — A, A,omg+11,.V — R
avec S, = et p, =

—F, R

3.3.5 Stabilité du systéme non contraint

La loi de commande & commutation assure la stabilité asymptotique du systéme en

boucle fermée (3.14), s’il existe une matrice symétrique définie positive P € R™*" telle
que A%, P+ P.Ag <0 (3.13)[37].

En prenant F; = Z;.P~', i=1,..,N, la condition de stabilité devient

AT P+ PA+B.Z +72'B" <0, i=1,.,N.

Le probléme est une inégalité linéaire matriciel (LMI) facile & résoudre avec des ou-
tils standards d’optimisation convexe. La stabilité asymptotique génére, dans ce cas, un

ensemble ellipsoidal (P, ¢) défini comme suit
£ = {x, ol Px < c} ,

tel que P est la matrice symetrique définie positive qui assure la stabilité asymptotique

du systéme ((3.14)).

3.3.6 Conditions algébriques d’invariance et de stabilité

Une seconde famille de polyédre peut étre considérée et qui correspond aux phases

d’évolution du systéme modélisé par réseau de Petri continu.

Rappelons qu’a partir des conditions de saut de phase, chaque phase définit un ensemble

polyédrique donné par

P(Gy,g,) = {m(t),Gr.m(t) < g,},

ou les matrices G, et les vecteurs g, possédent des dimensions appropriées.

En posant z(k) = m(k) — mg, le polyédre P(G,, g,) devient :
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P(Gy, 9r) = {2(k), Gr.(2(k) + mq) < g, },

ce qui est équivalent a :

P(Gr,g;) = {z(k), Gr.x(k) < g7}, avec g, = g, — G,.md.

Considérons maintenant un polytope convexe P(Q), i) contenant 1'origine défini par

P(Q, ) = {x(k), Qu(k) < pu},

avec Q € R**" e R et > 0.
Cet ensemble polytopique représente les contraintes sur I’état (marquage) a respecter.

L’intersection entre P(Q, u) et P(G,,gr), r = 1,..., N, donnent naissance a des en-

Q I
sembles polytopiques convexes P(Q,, ) tel que, Q, = et wu, =

G, 9r

Lemme 1 [30] Etant donné deux polyédres P(P,p) = {x : Px < p} et P(G,q) = {r : G.x < q}
ou P (resp. G) est une matrice m X d (resp. m' x d) et p (resp. q) est un vecteur de di-

mension m (resp. m’). L’assertion suivante
P(P,p) C P(G,q), (3.16)
est vraie si et seulement si il existe une matrice H de dimension m’ x m avec des éléments
non-négatifs tel que ce qui suit est vérifié :
G=HUP
H.p<gq.

Théoréme 3 Le polyedre P(Q, i) est positivement invariant pour le systéme s1 et
seulement si, il existe des matrices avec des éléments non-négatifs H,, pour r =1 a N,

tel que les conditions suivantes sont vérifiées

HT"QT = QAfr
Hepir <

(3.17)
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Preuve :

A partir de la Définition 18, I'invariance positive de P(Q, i) pour le systéme (|3.14))
est vérifiée si et seulement si z(k) € P(Q, ), ce qui implique que z(k+1) = Ap.x(k) €
P(Q, 1), pour r = 1 a N. La derniére condition s’écrit Q). A,.x(k) < p ce qui est équivalent
a z(k) € P(Q.Ay, ). Nous avons prouvé jusqu'ici que l'invariance de P(Q, ) pour le

systéme (3.14]) est équivalent a

P(Qm ,U/r) g P(Q-Afm /1’)7

pour r =14 N, et (3.17) est finalement obtenue en appliquant le Lemme 1 O

Proposition 7 Les contraintes sur le vecteur de commande sont satisfaites si et
seulement si ils existent des matrices D, et D, r = 1,...,N, avec des éléments non-

négatifs, tel que ce qui suit est vérifié :

DT'QT‘ =F, _Ar

(3.18)
Dr-ﬂr S Pri
et
D*.Q, = —F,
e (3.19)
D:,ur S pr2
Preuve :

Les contraintes sur le vecteur de commande sont satisfaites si et seulement si Vz (k) €
P(Qy, ), alors z(k) € P(S,, pr), ce qui veut dire que la condition géométrique suivante
est vérifiée,

P(Qr, itr) CP(Sy,pr), m=1,..., N. (3.20)

En utilisant le Lemme 1, I'assertion ([3.20]) est vraie si et seulement si, il existe des matrices

J. = (D,,D; )T ou D, et D} sont des matrices avec des éléments non-négatifs. telles que

Sr - JT'QT‘
o pbr <y
F.— A, pr1=Neomg+ 11V — R
En prenant S, = et p, = , ce qui acheve la
_Fr Pro = R

preuve. O
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Proposition 8 Le polyédre P(Q, i) est contractif pour le systéme si et seulement
st des matrices H,, avec des éléments non-négatifs existent et un réel positif A < 1 tel que

les conditions suivantes sont vérifiées :

Hr-Qr = Q-Afr
Heprr < Ap

(3.21)

pourr=1,...,N.

Preuve :
Par définition, P(Q, 1) est contractif si et seulement si un réel positif A existe avec
0 <\ <1, tel que z(k) € P(Qy, p,r) implique que z(k+1) € P(Q, A.uu). En prenant ((3.14))

en considération ; cette condition est exprimée géométriquement par

P(Qry ptr) C P(Q.Apr, Apr),

pour r =1 & N, le résultat est finalement obtenue en utilisant le Lemme 1. O

Proposition 9 Si le polyédre P(Q, i) est contractif pour le systéme alors la fonc-
tion polyédrale W(x(k)) = maxi<i<s {%aﬁ(k)} est une fonction de Lyapunov strictement
décroissante pour le systeme M, ot Q; représente la it ligne de Q et p; la i™" compo-

sante du vecteur u. Le systéeme est alors asymptotiquement stable

Preuve :

Du moment que P(Q, u) est compact et contient l'origine; nous avons ¥(z(k)) >
0, Vz(k) # 0 et U(x(k)) = 0 si z(k) = 0. Quand P(Q, u) est contractif nous avons
U(z(k +1)) < AVU(z(k)) < V(x(k)), Vo(k) # 0. Ainsi; U(x(k)) est une fonction de
Lyapunov strictement décroissance pour le systéme . O

Les conditions (3.17), (3.18) et (3.19) sont nécessaires et suffisantes pour 'existence
d’un contréle garantissant le respect des contraintes sur la commande et sur le vecteur
marquage. La condition (3.21) est suffisante pour que le contrdle soit stabilisant. Ces
conditions sont des inégalités matricielles linéaires qui peuvent étre résolues par des outils
numériques standard [26], 27]. La solution permet en outre, de calculer les gains de retour

d’état F,. qui sont des parametres des inégalités matricielle linéaires.
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Remarques

1. il est bien établit qu'une inégalité matricielle linéaire est résolue en temps polyno-
mial [21]. Dans notre cas, nous avons a résoudre une LMI pour chaque phase. Ce
qui veut dire que le nombre de LMI a résoudre est égale & N. Pour une ligne de pro-
duction a s machine, le nombre de phase est donné par N = 2° ce qui nous indique
clairement que le nombre de phase augmente exponentiellement avec le nombre de

synchronisation qu’on a dans le graphe.

2. Le probléme peut aussi étre traité comme un systéme linéaire invariant dans le temps
en cherchant un seul gain de retour d’état F' et en décrivant, comme dans [39], toutes
les contraintes de la variable commande w(k) par un seul polyédre P(S, p) tel que
S=GF—-Tet p=ILV+4+T.myg— G.R. Les matrices G, I' et Il sont obtenues de
méme maniére que dans [39]. Les contraintes sur la commande sont satisfaites si la

condition géométrique suivante est vérifiée [30]
P(Q, 1) S P(S,p).

Cette derniére équation est exprimée par la condition algébrique suivante
S=JQ
Jp < p.
avec J une matrice non négative.
L’ensemble polyédrique P(Q, 1) est contractif pour le systéme bouclé (avec un seul
retour d’état, F') si il existe une matrice non négatives H, et 0 < A < 1 tel que la
condition suivante est vérifiée [30]
H.Q=Q.Af
Hop < Ap
avec Ay = I, +0.C.F.

La complexité est maintenant polynomiale. Par contre, nous remarquons que la LMI

obtenue est souvent sans solution.
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3.4 Application a un systéme d’assemblage

Description du systéme : il s’agit d’un systéme d’assemblage manufacturier conte-
nant quatre stations ayant chacune un temps opératoire qui peut étre changé par la partie
commande. Une station ne peut traiter qu'une piéce a la fois. Les vitesses maximales cor-
respondent & : V3 = 5, Vo = 5, V3 = 5 et V; = 5. On suppose que les deux stations
d’alimentation en matiére premiére sont alimentées par des stocks amont supposés n’étre

jamais vide. Les stocks intermédiaires sont & capacités limitées (places en pointillées).

Objectifs : Notre objectif est de trouver des gains de retour d’état linéaires F,., tel
que la trajectoire du systéme évolue de I’état initial mg = [0,0, O]T vers un état désiré
mq = [2,3,1]7 et garantissent le respect des contraintes lices aux capacités limitées des
stocks et aux flux maximaux des machines et permettant d’atteindre le vecteur vitesse de
franchissement asymptotique suivant : R = [2,2, 2, 2]T.
Le modéle réseau de Petri continu contréolé du systéme d’assemblage : Les
stations sont représentées par des transitions 713, Ts, T3 et T, avec des boucles de réen-
trance (implicite) et les stocks par des places P;, P; et P; tel que montré a la figure 3.2. Les
places qui modélisent les limitations des stocks (en pointillées) sont considérées comme
des contraintes sur le marquage de ces places. Elle sont donc supprimées du réseau et
prises en compte comme contraintes. Le systéme modélisé par le réseau de Petri continu
de la figure 3.2 peut étre représenté par un réseau de Petri continu contrélé en temps
discret avec des contraintes sur le vecteur commande comme suit

m(k+ 1) =m(k) + 6.Cw(k)

0 <w(k) <A.m(k)+11,..V

10 -1 0
ou C = 01 =1 0 , pour chaque région R, les matrices A, Il., G, et g, sont
00 1 -1

données comme suit
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T T

"""'---~__.C1

) ;":I:n Cz
= o
I+ q Cs
T, —
F1c. 3.2: Réseau de Petri continu

Rl . ml(k) Z 1, mz(k) Z 1et mg(k) 2 1
1 000 00O

-1 0 0 -1
01 00 00O

I, = , A\ = , G = 0O -1 0 y g1 = —1
0 010 00O

0 0 -1 -1
0 0 01 00O
Rg . ml(k’) Z 1, mg(k’) Z 1et m3(k‘) S 1
1 00 0 00 O

-1 0 0 -1
01 0O 00 O

I, = , Ao = , Go = 0 —1 0 |,92= —1
0010 00 O

0 0 1 1

00 0O 00 VvV
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Rs

Re

1 000
0100

0000

0001

o o O
[a)
[a)
[a)

7A4

0 0 O
0 0 O
Vs 0 0
0 0V,

:ma(k) <1, ma(k) —my(k) <0 et mg(k)>1

o o O

o o O
o
o o o O

0 0 O
0 0 O
0 Vs 0

0 0 O

cma(k) <1, ma(k) —my(k) <0et mg(k) <1

o o O
(e}

o o o o

o o o o

0 0 O
0 0 O
0 Vs 0
0 0 Vy

1 0 0 1
,Gs=11 -1 0 |,935= 0
0 0 -—1 -1
1 0 0 1
,Ga=11 =1 0 |,a=1]0
0 0 1 1
-1 1 0 0
7G5: O 1 O 795_ 1
0 0 —1 —1
-1 10 0
, G = 0 10 |,9=1]1
0 0 1 1

Le vecteur marquage est soumis aux contraintes suivantes :

0 < m(k) < Mpax-

En posant z(k) = m(k) — mg, les contraintes deviennent

—my S ﬂf(k’) S Mmaz — M4,
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Ce qui correspond & 1’ensemble polyédral suivant P(Q, 1) donné par

P(Q, ) = {x(k), Qu(k) < pu},

Mmax — M4

ou ) = et pu=

_]n mq

Pour résoudre les inégalités matricielles linéaires (3.17),(3.18) et (3.21) nous avons utilisé
CVX, un outil spécifique pour la résolution des problémes convexes |26, 27]. Les gains sui-

vant ont été obtenus,

—0.2395 —0.0036 —0.0389
o 0.0069 —0.2985 —0.0704
0.2219  0.2960 —0.0479
0.1186  0.1231  0.4015
—0.2080 0.0042 —0.0011
- 0.0033 —0.2795 —0.0019
0.3679  0.4885 —0.0562
0 0 2
—0.2725 0.0351 0.1394
o 0.4601  —0.5399 0
1.0000 0 0
0.1622  0.0489 0.4837
—0.3447 0.0657 —0.0154
o 0.4547  —0.5453 0
1 0 0
0 0 2
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—0.5609  0.1058 0
0.0279 —0.2723 0.0824

F5 — 5
0 0.6667 0
0.0411  0.1254  0.4525
—0.5637 0.1030 0
0.0475 —0.3164 —0.0104
Fs =

0 0.6667 0

0 0 2

Nous obtenons les résultats de simulation de la Figure 3.3 et de la Figure 3.4. Il apparait
clairement que les valeurs désirées (marquage et taux de franchissement) sont effective-

ment atteints.

m1
— (%]

0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20

Temps

F1G. 3.3: Evolution du marquage du systéeme d’assemblage
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F1G. 3.4: Evolution de la commande du systéme d’assemblage
3.5 Application a une ligne de production

Le modéle réseau de Petri continu de la Figure 3.1 représente une ligne de production
linéaire. Les machines sont modélisées par les transitions T, T, T3 avec des boucles
de réentrance (implicite) et les stocks par les places P; et P,. Les vitesses maximales
correspondent & : V; = 5, V5, = 5, V3 = 5. La trajectoire du systéme doit évoluer de
Pétat initial mg = [0,0,0]" vers un état désiré my = [5,3]7 en garantissent le respect des
contraintes liées aux capacités limitées des stocks et aux flux maximaux des machines et
permettant d’atteindre le vecteur des vitesses de franchissement asymptotique suivant :
R=155,5]".

Le vecteur marquage est soumis aux contraintes suivantes
0 < m(k) < Munax,

avec Moyae = [10,10]7, le marquage maximum.
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En posant z(k) = m(k) — mg, les contraintes deviennent

—my S {E(k) S Mmaz — M4,

ce qui correspond a l’ensemble polyédral P(Q, ) donné par

1
ou @ = ?
— 1,

P(Q, ) = {x(k), Qu(k) < p},

Mmax — M4
et u =
mq

La résolution des inégalités matricielles linéaires (3.17),(3.18) et (3.21) relatif a la ligne

de production nous donne les gains suivants,

—0.4708
Fy = 0.2636
0.0199

—0.4079
Fy = 0.2754

0

—0.3219
Fy = 1

0.2036

—0.3304
Fy = 1

0

—0.0964
—0.2501
0.4430

0.0792
—0.4484

1.6667
0.0169
0
0.3991
—0.1122
0
1.6667

Les résultats de simulations obtenues sont donnés par les Figures 3.5 et 3.6 et montrent que

le marquage stationnaire désiré et le vecteur taux de franchissement a I’état stationnaire

sont effectivement atteints.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une loi de commande en boucle fermée est utilisée pour la commande

de systémes a événements discrets modélisés par les réseaux de Petri continus en temps
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Temps

F1G. 3.5: Evolution du marquage de la ligne de production

discret. Les gains de retour d’état sont synthétisés de fagon a respecter les contraintes
sur la loi de commande, les contraintes sur le vecteur marquage et d’assurer la stabilité
asymptotique du systéme en boucle fermé. Des conditions nécessaires et suffisantes pour
Iexistence de lois de commande satisfaisant les contraintes et garantissant le respect
des contraintes sur le vecteur marquage sont établies. Une condition additionnelle est
donnée pour garantir la stabilité asymptotique. La derniére équation est équivalente a
la contractivité du polyédre donné pour le systéme en boucle fermé. Les conditions sont
exprimées en terme d’inégalité matricielle linéaire pour lesquelles des outils de résolution

existent. Un exemple applicatif a permis d’illustrer la stratégie de controle adoptée.
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Temps

Fi1G. 3.6: Evolution de la commande de la ligne de production






Conclusion générale et perspectives

Nous avons présenté dans cette thése un certain nombre de méthodologies pour I'ana-
lyse quantitative et la commande des systémes de production en utilisant le modéle réseau

de Petri continu & vitesses variables.

La programmation linéaire est largement utilisée pour le calcul de performances des ré-
seaux de Petri continus. Malheureusement, ces méthodes ne permettent pas d’avoir une
représentation explicite de la solution. La contribution & I’analyse quantitative des réseaux
de Petri continus a arcs valués par la théorie des graphes concerne le développement de
méthodes formelles permettant de calculer la fréquence de franchissement asymptotique
des transitions et le marquage stationnaire du réseau. Une méthodologie est développée
pour les graphes d’événements continus valués neutres et fortement connexes. En premier,
une formule explicite permettant ’obtention du vecteur vitesse de franchissement asymp-
totique des transitions est proposée. La formule est similaire dans la forme & celle qui
existe pour les graphes d’événements discrets et a celle obtenue pour les graphes d’évé-
nements fluides valués dans lalgébre (min,+). Ce résultat est plus surprenant qu'’il n'y
parait. En effet, les deux modéles définissent des sémantiques différentes. Les dynamiques
correspondant & un méme graphe avec des marquage initiaux identiques sont différentes
avec un modeéle ou 'autre, en particulier les régimes transitoires des solutions sont diffé-
rents. Deuxiémement et sous I’hypothése que le graphe d’événements continu valué neutre
et fortement connexe posséde un seul circuit critique, une formule permettant le calcul
du vecteur marquage stationnaire est donné. Le calcul du marquage stationnaire repose

sur les concepts d’ensemble de T-couverture, de place critique, de facteur de criticité et
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de chemins élémentaires.

L’introduction d’un vecteur commande dans le modéle réseau de Petri continu a vitesses
variables, permettant de ralentir les vitesses instantanées de franchissement, a permis
d’envisager 'utilisation de la théorie des systémes continus aux systémes de production.
Apreés discrétisation de 1’équation d’évolution des réseaux de Petri continus, une loi de
commande en boucle fermée a été proposée. L’utilisation des principes d’invariance po-
sitive et de contractivé de I’ensemble généré par les contraintes, nous a permis d’obtenir
de conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de lois de commande garantissant
I'invariance positive et le respect des contraintes sur le vecteur commande. Pour guarantir
la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée, une autre condition suffisante a été
proposée. Toutes les conditions sont exprimées en terme d’inégalités matricielles linéaires

LMI pour lesquelles des outils standards de résolution existent.

Les travaux développés dans cette thése laissent apparaitre les perspectives suivantes :

La premiére consiste a faire une étude quantitative pour d’autre structures de réseaux
de Petri continus tels que : les réseaux a choix libres et la classe de réseau mono-T-

semiflow en utilisant des notions introduites dans cette thése tel que le facteur de criticité.

Une seconde perspective consiste a étendre les résultats concernant la régulation sous

contraintes des réseaux de Petri continus du chapitre 3 au cas non discrétisé.

Une dérniére perspective consiste a aborder le probléme de régulation sous contrainte
des systéemes hybrides & commutations autonomes pour lesquels une amorce de solution

est traitée dans cette thése.
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Annexe. Modéle CGQ

Réseaux de Petri continus

Un réseau de Petri continu est un sextuplet N' = (P, T,1,0,mq, Tempo) tel que :
o P={P,,P,,.., P,} est un ensemble fini et non vide de places de cardinalité n,
o T'={T1,Ts,...,T,,} est un ensemble fini et non vide de transitions de cardinalité m,
e [: P xT — N est I'application d’incidence avant, ou N est I’ensemble des entiers non
négatifs,
e O: P xT — N est I'application d’incidence arriére.
e mg: P — R" est le vecteur marquage initial du réseau (vecteur de dimension n),
e Tempo: P — RT est une application qui associe a chaque place P; un réel strictement

positif d; appelé temporisation de la place P;.

Equation compteur

Soit N un graphe d’événements continu & arcs valués, un compteur associé a une
transition 7; correspond au nombre de franchissement de la transition 7}.
Un graphe d’événements continu avec multiplieurs est régi par les équations compteurs

suivantes [10]

mo; i O(HuTk
](P“TJ) I(PivTj)

Or(t — d;)}.

0;(t) = min| op,—r, {

Fréquence de franchissement asymptotique

La vitesse de franchissement asymptotique des transitions d'un graphe d’événements

continu neutre et fortement connexe N est donnée par

ZPjELk NOi
ZTjeLk dj ’

~ieme

ou g représente le nombre de circuits élémentaires et z; la j composante du T-semiflow

¢j = acj.mlnk:h”’q {

minimal du graphe.
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