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Introduction Générale

En raison d’une demande croissante en matière de performances des systèmes de produc-

tion et de la qualité des produits d’un coté et une grande rentabilité de l’autre coté, les processus

industriels se caractérisent de plus en plus par un niveau d’automatisation et de complexité

technologiques élevé. En parallèle, afin d’accroître la fiabilité et la disponibilité des systèmes

industriels et afin d’améliorer la sécurité des personnels, il est devenu légitime de leur associer

un module efficace de surveillance. C’est ainsi que la détection et l’identification des défauts

dans les systèmes dynamiques, c’est-à-dire leur diagnostic, est devenu un sujet important de

recherche, dès le début de l’automatique moderne basée sur le calcul numérique.

En surveillant le fonctionnement des équipements industriels, il est possible de prévenir un dys-

fonctionnement avant qu’il n’arrive, et d’éviter le ralentissement ou l’arrêt de production. De

nombreuses approches ont été développées en vue de la détection de défaillances et du diag-

nostic. Cette diversité des approches est le résultat de contextes différents liés aux applications

visées et aux caractéristiques propres du cahier des charges qui en résulte.

Il existe une multitude de méthodes de diagnostic. Elles sont classées de différentes façons. Une

de ces classifications consiste à regrouper les méthodes de diagnostic en deux grandes familles :

les méthodes à base de modèles mathèmatiques et les méthodes sans modèle. Les techniques

de diagnostic qui s’appuient sur un modèle mathématique du système sont fondées sur une

comparaison des mesures du système avec l’information issue du modèle [1]. Les méthodes

de diagnostic basées sur les modèles mathématiques se reposent généralement sur le principe

de génération des résidus. Pour obtenir les expressions analytiques des résidus, plusieurs tech-

niques peuvent être utilisées. Nous trouvons principalement celles utilisant l’espace de parité,

l’estimation paramétrique ou les observateurs d’état [2]-[5]. Les méthodes de diagnostic ba-
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sées sur les observateurs d’état s’appuient sur une bonne connaissance du modèle et de ses

paramètres, elles consistent à estimer les variables d’état par un observateur pour reconstruire

l’information. Un observateur est un système dynamique ayant une structure semblable à celle

du modèle du système étudié mais il se diffère d’un terme additif qui est un terme d’adapta-

tion permettant de corriger l’écart entre la sortie de l’observateur et celle du système réel et

d’assurer la stabilité. Ces méthodes s’avèrent très efficaces pour le diagnostic de défauts. En

effet, les premiers résultats sur les observateurs pour les systèmes linéaires ont été étudiés par

Kalman-Bucy en 1961 [6] et Luenberger en 1966 [7]. Et depuis, ce problème ne cesse d’être

l’un des principaux intérêts des chercheurs et essentiellement pour les systèmes non linéaires

[8]-[10]. Les méthodes de diagnostic à base d’observateurs ont reçu une attention particulière

de la communauté scientifique à cause de leur efficacité. Différents types d’observateurs ont été

utilisés dans ce but. Les observateurs à mode glissant, utilisés depuis plus d’une trentaine d’an-

nées pour la commande des systèmes, ont trouvés récemment un grand succès dans le cadre

de la détection et de la reconstruction de défauts [11],[12],[13]. Nous pouvons citer aussi les

observateurs adaptatifs [14],[15], les observateurs à grand gain [16], les observateurs à grand

gain adaptatifs [17] et les observateurs à entrée inconnues [18].

Le principe fondamental de diagnostic des défauts à base d’observateurs consiste à estimer, ou

reconstruire, les variables internes et/ou externes dont la déviation en dehors d’une plage de

référence est révélatrice de l’apparition d’un phénomène anormal. Le fonctionnement estimé

est "comparé" avec un fonctionnement de référence attendu en l’absence de défauts. Cette com-

paraison peut être effectuée dans l’espace des sorties, ou dans l’espace décrivant l’état interne

(état/paramètres) du système. Les signaux indicateurs sont ensuite structurés et traités par un

test de décision de façon à fournir les indicateurs de diagnostic(résidus). Cependant, la dyna-

mique du système est souvent affectée par des variations de paramètres, des perturbations et des

bruits de mesure. De plus, dans la majorité des applications réelles, certains paramètres phy-

siques ne sont pas connus, seules les bornes de variation peuvent être disponibles. Ainsi, ces

incertitudes peuvent avoir des influences sur le comportement du système. Une caractérisation

de l’ensemble des sources d’incertitudes affectant le modèle nominal du système devient néces-

saire. Les approches probabilistes ont été développées pour représenter ces incertitudes par des
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lois de probabilité [19],[20]. Sur la base de cette description, la famille des techniques à base de

filtre de Kalman [21](dans ses variantes linéaires ou non linéaires) ont été largement utilisées

pour concevoir des méthodes de détection et diagnostic. Cependant, dans certaines situations, la

description de l’ensemble des sources d’incertitudes en termes stochastiques pourrait s’avérer

insuffisante. Par exemple, une erreur de biais, ou certaines dynamiques mal connues, de nature

déterministe, peuvent plus naturellement être décrites et caractérisées à partir d’une couverture

ensembliste. Fondamentalement, ces approches de modélisation placent le problème dans un

contexte "erreurs inconnues mais bornées", où les incertitudes peuvent être englobées par des

ensembles compacts.

La modélisation à l’aide de variables bornées permet de prendre en compte, directement à l’in-

térieur du modèle, les incertitudes paramétriques. Dans certains cas, l’approche ensembliste est

parfaitement adaptée à la prise en compte d’incertitudes de par la nature de la connaissance

disponible. Ainsi, sur une chaîne d’instrumentation, les erreurs de mesure sont quantifiées en

terme de tolérance ou précision technologique, et non sous forme de loi de distribution. De plus,

travailler uniquement sur les supports des variables incertaines, sans tenir compte d’une quel-

conque loi de distribution, permet d’étudier des systèmes plus complexes. Cette approche s’ap-

puie sur l’analyse par intervalles [22], [23], pour construire des enveloppes (ou des domaines

plus complexes tels que des polytopes) tenant compte des plages de variations des incertitudes

et permettant de définir les frontières du domaine correspondant à un comportement normal

du système. En effet, avec ce type d’approche, un modèle ne définit plus un comportement de

référence, mais un ensemble de comportements possibles ou acceptables.

L’analyse par intervalles a été initialement développée pour tenir compte des imprécisions sur

la valeur des nombres. puis est venue ensuite l’étude des fonctions à variables bornées. L’ou-

vrage de référence [24] est le premier dans le domaine de l’analyse par intervalle, suivi de [22].

Plus tard, Neumaier en 1990 [23] et Shary en 1995 [25] développent plus spécifiquement la

résolution de systèmes d’équations linéaires ou non linéaires, tandis que Hansen en 1992 [26]

s’attache au problème d’optimisation globale. Durant ces dernières décennies, différents algo-

rithmes basés sur l’analyse par intervalles ont été développés dans plusieurs domaines dans le

but d’étudier et de quantifier les effets des incertitudes (numériques et physiques) sur les don-
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nées manipulées. L’estimation d’état dans un contexte à erreurs bornées a été largement traitée,

et beaucoup de techniques ont été développées grâce à l’analyse par intervalles [27]-[31]. L’uti-

lisation de l’analyse par intervalles dans le cadre du diagnostic a vu le jour avec les travaux

publiés par Chang en 1995 [32]. Plus tard, de nombreux travaux, traitant du diagnostic dans le

cas de modèles incertains où les incertitudes sont représentées par des variables bornées, ont

été publiés [33] et [34]. Les approches ensemblistes peuvent être considérées comme des tech-

niques alternatives pour une estimation robuste. Selon certaines hypothèses, les observateurs

par intervalles peuvent être utilisés pour calculer l’ensemble de toutes les valeurs admissibles et

fournir certains éléments inférieurs et supérieurs limites pour l’estimation à chaque instant de

temps et en présence d’incertitudes bornées. L’estimation d’état dans un contexte ensembliste

constitue alors une alternative où l’objectif est de caractériser à chaque instant, d’une manière

garantie, toutes les valeurs du vecteur d’état compatibles avec les mesures et avec les bornes

d’erreurs supposées connues a priori. L’étude d’approches ensemblistes pour le diagnostic, vise

donc à proposer des algorithmes garantis assurant la robustesse à des incertitudes bornées et

assurant un meilleur compromis possible entre la sensibilité aux défauts et la quantité de calcul.

Dans ce contexte, les contributions de cette thèse peuvent être divisées en deux parties : la pre-

mière partie consiste à concevoir des observateurs linéaires et non linéaires robustes, associants

la théorie des modes glissants à l’analyse par intervalles. La deuxième partie est dédiée à l’ap-

plication de l’observateur linéaire intervalle à mode glissant proposé pour le diagnostic et à la

commande tolérante aux défauts.

Le manuscrit est structuré de la manière suivante :

Le premier chapitre de cette thèse est un chapitre introductif qui vise à donner une revue de la

littérature sur les observateurs pour le diagnostic. Dans la première partie de ce chapitre, nous

présenterons les différentes notions d’observabilité, nous donnerons par la suite les différentes

formes d’observateurs linéaires et non linéaires pour les systèmes à temps continus. La seconde

partie sera consacrée à des rappels sur les différents concepts de diagnostic que nous avons re-

groupés selon la classification suivante : méthodes avec modèle et méthodes sans modèle. L’ac-

cent sera mis sur les méthodes de détection et localisation des défauts à base d’observateurs.

Nous aborderons aussi les différentes étapes de détection, de localisation et d’identification de
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défaut à base d’observateurs. A la fin de cette partie, nous rappellerons aussi les différents struc-

tures d’observateurs dédiés aux diagnostic.

Dans le deuxième chapitre, les notions et outils principaux de l’analyse par intervalles sont

détaillés. La première section présentera de manière générale l’idée d’utiliser les intervalles,

leurs avantages et inconvénients majeurs. La deuxième section présentera plus formellement

les intervalles. La troisième section montrera les principales techniques de calcul par intervalles

(contraction et inversion ensembliste).

Dans le troisième chapitre, une étude des observateurs intervalles sera présentée avec un rappel

sur la théorie des systèmes positifs sur laquelle est basée la conception de ce type d’observa-

teurs.

Dans le quatrième chapitre, nous allons présenter la procédure de conception de deux types

d’observateurs intervalles robustes pour les systèmes linéaires et non linéaires. La conception

de ces deux observateurs est basée sur la combinaison de la théorie des intervalles avec la théo-

rie des modes glissants.

Le cinquième chapitre abordera l’application des deux observateurs conçus précédamment au

diagnostic de défauts et à la commande tolérante aux fautes d’un bioprocédé.

Enfin, nous terminerons notre travail par une conclusion générale et quelques perspectives.





Chapitre 1

Observateurs pour le diagnostic

Les observateurs d’état trouvent leur intérêt dans plusieurs domaines et notamment en com-

mande des systèmes, en supervision et en diagnostic de défauts. Plusieurs stratégies de com-

mande utilisent l’état du système afin de calculer la loi de commande permettant au système

d’accomplir sa mission. Comme le vecteur d’état n’est pas toujours mesurable directement, un

observateur est alors nécessaire pour l’estimer. Les observateurs d’état ont également une place

importante dans les problèmes de diagnostic des systèmes dynamiques. En effet, de nombreuses

méthodes de détection, de localisation et d’estimation de défauts à base de modèle utilisent le

concept d’observateur afin de générer des résidus sensibles aux défauts.

Pendant les trois dernières décennies, il y a eu intérêt énorme pour l’étude de l’observabilité et

la conception des observateurs pour les systèmes linéaires [35],[36], et non linéaires [37],[38].

Malgré les efforts dans ces activités de recherche, beaucoup de problèmes d’observation de-

meurent ouverts.

Compte tenu de l’abondance et de la diversité des résultats actuellement disponibles dans ce

domaine, il est utile d’en donner un revue de littérature non exhaustive, afin d’inscrire ce travail

dans le contexte des différentes tendances déjà existantes.

L’observabilité d’un processus est un concept très important dans le domaine d’estimation de

l’état. En effet, pour reconstruire les états inaccessibles d’un système, il faut savoir, a priori, si

les variables d’état sont observables ou non. L’observabilité d’un système est la propriété qui

permet de dire si l’état peut être déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux
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d’entrées et de sorties. Dans le cas des systèmes non linéaires, la notion d’observabilité est liée

aux entrées (via la notion d’entrée uniforme) et aux conditions initiales (via la notion de dis-

cernabilité). Les résultats classiques que l’on peut trouver dans la littérature [39]-[42],[37],[38]

sont rappelés dans cette partie.

1.1 Observabilité et observateurs

1.1.1 Observateur

Le but d’un observateur est de fournir avec une précision garantie une estimation de la

valeur courante de l’état en fonction des entrées et sorties mesurées. Cette estimation devant

être obtenue en temps réel, l’observateur revêt usuellement la forme d’un système dynamique.

Le schéma de principe d’un observateur est montré sur la figure (1.1) avec u(t) l’entrée de

commande, y(t) représente les sorties mesurées et x̂(t) est l’état estimé fournit par l’observateur.

FIGURE 1.1: Schéma de principe d’un observateur

Définition 1 On appelle observateur ou reconstructeur d’état d’un système dynamique

S :


ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t), u(t))

x(0) = x0

(1.1)
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avec x ∈ Rn est le vecteur d’état,u ∈ Rm est le vecteur d’entrée, y ∈ Rp est le vecteur de

sortie.

Le système dynamique auxiliaire O suivant :

O :


ż(t) = Φ(z(t), u(t), y(t))

x̂(t) = Ψ(z(t), u(t), y(t))

z(0) = z0

(1.2)

où z ∈ Rq, q ≤ n. Les entrées de ce système sont u et y, et la sortie est l’état estimé x̂ ∈ Rn.

Si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

i)x̂(0) = x(0)⇒ x̂(t) = x(t)∀t ≥ t0,

ii) L’erreur d’estimation e(t) = x(t)− x̂(t) tend asymptotiquement vers zéro,

alors le système (1.2) est un observateur asymptotique du système (1.1), d’ordre plein si q = n,

d’ordre réduit si q < n.

Quand l’erreur d’estimation satisfait ‖e(t)‖ = αexp(−βt), où α et β dépendent éventuellement

de x0 et z0, la convergence dans ce cas est dite exponentielle, est l’observateur est exponentiel.

Le problème de la synthèse d’un observateur consiste donc à trouver des fonctions Φ et Ψ qui

assurent la convergence de l’état estimé x̂ vers l’état réel x du système.

1.1.2 Observabilité

L’observabilité est une étape primordiale pour la mise au point d’un observateur. Elle permet

de savoir si la reconstitution de l’état à partir des mesures est réalisable.

1.1.3 Observabilité des systèmes linéaires

Soit un système continu décrit par l’équation d’état déterministe suivante : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.3)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande

et de sortie du système. Les matrices A, B et C sont des matrices constantes de dimensions
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appropriées. L’observabilité du système linéaire (1.3) est garantie si et seulement si le critère de

rang de Kalman est satisfait,ou si le grammien d’observabilité est une matrice définie positive

ou bien si le critère de Hautus-Belevitch-Popov est vérifié.

Théorème 1 [35],[36]

Le système (1.3) est observable si et seulement si :

– Le critère de Kalman suivant :

rang(O(A,C)) =


C

CA

...

CAn−1


= n, est satisfait.

avec : O(A,C) est la matrice d’observabilité du système.

– ∀t > 0, le grammien d’observabilité

W(A,C) =

t1∫
t0

exp(AT (t− t0))CTC exp(A(t− t0))dt

est une matrice définie positive.

– Le critère de Hautus-Belevitch-Popov suivant :

rang

 sI − A

C

 = n, est vérifié ∀s ∈ C

1.1.4 Observabilité des systèmes non linéaires

Dans le cas des systèmes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées et aux

conditions initiales. En s’appuyant sur le travail de Hermann et Krener,1977 [42], l’observa-

bilité est définie à partir de la notion d’indiscernabilité ou d’indistinguabilité. Des références

intéressantes et des détails supplémentaires sur l’aspect d’observabilité non linéaire se trouvent

dans Bornard et al., 1993 [38].Les résultats classiques que l’on peut trouver dans la littérature

[37],[38],[39] sont rappelés dans cette partie. On considère le système non linéaire défini par

l’équation (1.1).
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Définition 2 (Discernabilité-Indiscernabilité)

Un couple d’états initiaux (x0, x̃0) ∈ Rn × Rn du système (1.1), tel que x0 6= x̃0 est dit dis-

cernable dans X ∈ Rn, si il existe t ≥ 0 et u : [0, t] → U telle que les trajectoires des sorties

(h(x(t)), x0, u(t)) et (h(x̃(t)), x̃0, u(t)) issues respectivement de x0 et x̃0 restent dans X pen-

dant la durée [0, t] et vérifient (h(x(t)), x0, u(t)) 6= (h(x̃(t)), x̃0, u(t)).

D’une manière réciproque, Un couple d’états initiaux (x0, x̃0) ∈ Rn × Rn, tel que x0 6= x̃0,

est dit indiscernable dans X ∈ Rn, si pour tout u : [0, t] → U et pour tout t ≥ 0, les sorties

(h(x(t)), x0, u(t)) et (h(x̃(t)), x̃0, u(t)) qui en résultent sont égales.

Cette notion d’indiscernabilité de deux états initiaux nous permet de donner la définition sui-

vante de l’observabilité :

Définition 3 (Observabilité)

Le système (1.1) est dit observable s’il ne possède pas de couple d’états initiaux différents x0, x̃0

indiscernables.

A l’inverse des systèmes linéaires, l’observabilité des systèmes non linéaires n’est pas garan-

tie avec des conditions géométriques globales. C’est ainsi que la notion d’observabilité locale

faible a été introduite dans Hermann Krener, 1977 [42]. Cette notion est assurée en faisant

localiser l’indiscernabilité, ce qui garantit la distinguabilité de tout point par rapport à son voi-

sinage. Cette caractérisation formelle de l’observabilité s’obtient à partir d’une condition de

rang, analogue au cas des systèmes linéaires.

Définition 4 (Observabilité faible)

Le système (1.1) est faiblement observable (resp. en x0), s’il existe un voisinage V de tout x

(resp. en x0) tel qu’il n’existe pas d’état indiscernables de x (resp. en x0) dans V .

Définition 5 (Observabilité locale)

L’état x est localement observable, si pour tout ε > 0 et pour tout voisinage V de x, il existe

η > 0 plus petit que ε et un voisinage W de x contenu dans V , tel que pour tout x̃ ∈ W , il

existe t ∈ [0, η] et une entrée admissible u(t) qui distingue x et x̃ c.à.d telle h(x(t)) 6= h(x̃(t)).

Le système (1.1) est localement observable s’il l’est pour tout x.
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Définition 6 (Observabilité locale faible)

Un système de la forme (1.1) est localement faiblement observable (resp. en x0), s’il existe un

voisinage V de tout x (resp. en x0) tel que pour tout voisinageW de x (resp. en x0) contenu dans

V , il n’existe aucun état indistinguable de x (resp. en x0) dans W où les trajectoires évoluent à

l’intérieur de W .

Tout comme pour les systèmes linéaires, il est nécessaire de trouver un test caractérisant l’ob-

servabilité pour les systèmes non linéaires. Introduisons à cet effet, l’espace d’observabilité. Par

analogie avec les systèmes linéaires, on souhaite disposer, pour les systèmes non linéaires aussi,

d’une condition de rang qui donne une caractérisation formelle de la propriété d’observabilité.

Une telle condition existe, mais elle ne garantit pas une observabilité forte ; en particulier, elle

n’est pas globale comme la condition de rang l’est pour les systèmes linéaires.

Définition 7 (Espace d’observation)

L’espace d’observabilité du système (1.1) est défini comme le plus petit sous espace vectoriel,

noté par O(h) de fonctions à valeurs dans l’espace de sortie, contenant les composantes h =

(h1;h2; ...;hp), et invariant par rapport aux champs de vecteurs du type fu(x) = f(x, u), u ∈

Rn sous l’action de la dérivée de Lie. C’est à dire, pour toute entrée u ∈ Rn et pour tout

g ∈ O(h) , Lfug ∈ O(h),..., et Ln−1
f h ∈ O(h) avec fu(x) = f(x, u) et Lfug = ∂g

∂x
f(x, u).

où Lfug(x) est la dérivée de Lie de x le long du champ de vecteur fu.

ceci veut dire que l’espace d’observabilité du système (1.1) est défini par la matrice définie

ci-dessous :

O(h) =


h

Lfh

...

Ln−1
f h


Définition 8 (Observabilité au sens du rang)

En notant par dO(h) (resp. dO(h)(x0)) l’espace des différentielles de O(h) (resp. en x0 ), nous

disons que le système de la forme (1.1) satisfait la condition du rang si pour tout x (resp. pour

tout x0) la dimension de cet espace différentiel engendré est égal à n, c.à.d dim(dO(h)(x)) = n

(resp. dim(dO(h)(x0)) = n).
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Notons que : dO(h) =


dh

dLfh

...

dLn−1
f h


1.1.5 Conditions analytique d’observation

Bien que nécessaire, la condition du rang ne suffit pas pour la synthèse d’observateur. En

fait,l’observabilité n’implique pas que toute entrée admissible permette de discerner tous les

points de l’espace d’état. Il existe des entrées dites singulières pour lesquelles le système va-

riable dans le temps engendré n’est pas observable.

Définition 9 (Entrée universelle)

Une entrée u est dite universelle pour le système (1.1) (respectivement sur [0, T ]), si pour tout

couple d’états initiaux distincts (x0, x̃0) ∈ Rn × Rn, ∃τ ≥ 0 (respectivement sur [0, T ]) tel que

(h(τ, x(τ)), x0) 6= (h(τ, x̃(τ)), x̃0). Une entrée non universelle est dite singulière. En d’autres

termes, une entrée universelle est une entrée qui permet de distinguer tout couple d’état initiaux

par examen de la sortie.

Définition 10 (Observabilité uniforme)

Un système dont toutes les entrées admissibles à valeur dans U sont universelles est dit unifor-

mément observable, ou observable pour toute entrée. Si, pour tout t > 0, toutes les entrées sont

universselles sur [0, t], le système est dit uniformément localement observable.

Lorsque le système n’est pas observable pour toute entrée, des conditions souvent qualifiées de

conditions d’excitation persistante devraient être formulées pour garantir l’observabilité du sys-

tème. Ces conditions supposent généralement que les entrées sont régulièrement persistantes.

Définition 11 (Entrée persistante) [43]

Un signal d’entrée vérifiant cette propriété d’excitation persistante, signifié que sa matrice

d’autocorrelation existe et est non singulière.
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Définition 12 (Entrée régulièrement persistante)[44]

Une entrée u est une entrée régulièrement persistante pour le système (1.1), si elle est mesurable

et si ∃C1 > 0, ∃C2 > 0 : ∀t ≥ 0, on a :

0 < C1 <
t+C2∫
t

u(τ)dτ (1.4)

1.2 Différents types d’observateurs

Dans la théorie du contrôle classique, la technique de l’observateur est connue en tant que

méthode de reconstitution des états du système en utilisant les entrées et sorties mesurées pour

ce dernier. L’observateur d’état classique a été proposé et développé par Luenberger pour la

première fois au début des années soixante du siècle dernier [45]. Depuis lors, la technique de

l’observateur s’est développée rapidement et continuellement. Plusieurs directions différentes

de la conception de l’observateur sont développées. Selon leurs structures, leurs ordres, leurs

valeurs observées ou leurs classes de systèmes, les observateurs peuvent être classés dans les

catégories suivantes :

- Observateur linéaire et non linéaire,

- Observateur deterministe et stochastique,

- Observateur en ordre plein et ordre réduit,

- Observateur à grand gain,

- Observateur en mode glissant,

- Observateur adaptatif.

La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires est complètement caractérisée par des

conditions nécessaires et suffisantes bien établies. En effet, les premiers travaux sur les ob-

servateurs d’état, ont été publiés par Kalman-Bucy (dans un contexte stochastique, (filtre de

Kalman)) [47], puis Luenberger (dans un contexte déterministe) [45]-[46]. Ces travaux s’in-

téressent aux systèmes linéaires invariants dans le temps. Cependant, la plupart des procédés

industriels possèdent des comportements non linéaires, ce qui a incité les chercheurs à dévelop-

per des observateurs non linéaires.

À l’heure actuelle, le problème de la conception d’observateurs pour les systèmes non linéaires
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reste ouvert. Différentes approches ont été proposées pour concevoir des observateurs d’état

pour différentes classes de systèmes non linéaires (voir par exemple [48]-[58]) mais aucune

d’entre elles ne fournit une solution générale comme dans le cas des systèmes linéaires inva-

riants dans le temps.

Nous détaillerons dans cette section les différentes structures des observateurs utilisés dans la

littérature pour les systèmes dynamiques et nous commençons par les systèmes linéaires.

1.2.1 Observateurs pour les systèmes linéaires

Une solution simple au problème d’estimation d’état pour les processus linéaires a été pro-

posée par Luenberger [46].

1.2.1.1 Observateur de Luenberger

La théorie d’observation de Luenberger utilise les techniques de placement de pôles. La

classe des systèmes considérée est celle donnée par le système (1.3). L’observateur proposé

(figure 1.2) est décrit par : ˙̂x(t) = A x̂(t) +B u(t) + L(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = C x̂(t)
(1.5)

L’observateur de Luenberger est un observateur d’état asymptotique. L’erreur d’estimation

entre l’état reconstruit x̂(t) et l’état réel du système x(t) est définie par e(t) = x(t)− x̂(t).

La dynamique de l’erreur d’estimation a pour expression : ė(t) = (A− LC)e(t).

En utilisant une technique de placement de pôles, il suffit alors de choisir le gain L de l’obser-

vateur de telle sorte que la matrice (A − LC) soit Hurwitzienne (sous condition que la paire

(A,C) est observable).

1.2.1.2 Observateur à entrée inconnue

Les systèmes physiques sont souvent soumis à des perturbations dûes généralement à l’en-

vironnement, aux bruits de capteurs ou d’actionneurs, biais ou offset d’un composant, voir aussi

erreur de modélisation. Ces perturbations peuvent avoir des effets très néfastes sur l’évolution
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FIGURE 1.2: Schéma de principe d’un observateur de Luenberger

du système, leur estimation peut servir à concevoir des systèmes de commande capables de mi-

nimiser ces effets. Ces perturbations sont souvent désignées par le terme d’entrées inconnues et

notées d(t). Plusieurs travaux ont été réalisés dans le domaine de l’estimation des systèmes à

entrées inconnues [59]-[61].

Considérons le système dynamique linéaire soumis à l’influence d’entrées inconnues décrit par

les équations suivantes [59]-[61] :

 ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ed(t)

y(t) = Cx(t)
(1.6)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp, d ∈ Rq représentent respectivement les vecteurs d’état, de

commande, de sortie et l’entrée inconnue du système. Les matrices A, B, C et E sont des

matrices constantes de dimensions appropriées.

Le but de l’estimation en présence d’entrées inconnues et de déterminer un observateur qui à

partir des entrées et sorties u(t) et y(t), produit l’estimé x̂(t) telle que l’erreur d’observation

ex(t) = x(t) − x̂(t) tende asymptotiquement vers 0 lorsque t → ∞. A souligner que cette

erreur d’observation soit indépendante de d(t).

Un observateur à entrées inconnues existe pour le système (1.6) si et seulement si les deux
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conditions suivantes sont satisfaites ([62]) :

– rang(CE) = rang(E) = q

– ∀s ∈ C, <s ≥ 0 : rang(

 sIn − A E

C 0

) = n+ q

avec <s représente la partie réelle de la variable complexe s.

On suppose que la matrice E est de plein rang colonne et que la paire (A,C) est observable.

L’objectif est l’estimation complète du vecteur d’état malgré la présence des entrées inconnues

d(t). Ainsi, considérons l’observateur d’ordre plein :
ż(t) = Nz(t) +Mu(t) +Gy(t)

x̂(t) = z(t) + Fy(t)

z(0) = z0

(1.7)

Où z(t) est le vecteur d’état de l’observateur et x̂(t) est le vecteur d’état estimé du système.

Les gains N,M,G et F seront déterminées d’une façon que l’erreur d’estimation de l’état

ex(t) = x(t) − x̂(t) converge vers zéro quel que soit l’état initial du système et quelque soit la

perturbation d(t)

. L’erreur d’observation s’écrit :
ex(t) = x(t)− x̂(t)

= x(t)− z(t)− Fy(t)

= (In − FC)x(t)− z(t)

(1.8)

En définissant la matrice :

P = (In − FC) (1.9)

l’erreur d’observation ex(t) = x(t)− x̂(t), est donnée par :

ex(t) = Px(t)− z(t) (1.10)

et son évolution est décrite par l’équation différentielle suivante : ėx(t) = PAx(t) + PBu(t) + PEd(t)−Nz(t)−Mu(t)−Gy(t)

= (PA−GC −NP )x(t) + (PB −M)u(t) + PEd(t) +Nex(t)
(1.11)
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L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro si et seulement si les matrices

N , G, M et F sont choisies de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites :

PA−GC −NP = 0

PB −M = 0

PE = 0

NestHurwitz

(1.12)

Compte tenu de la définition (1.9), l’égalité PE = 0 admet la solution suivante :

F = E(CE)+ +Q(Ip − CE(CE)+) (1.13)

où Q est une matrice arbitraire, et où (CE)+ désigne la pseudo-inverse de (CE) définie par :

(CE)+ = ((CE)T (CE))−1(CE)T (1.14)

On déduit alors la valeur de P :

P = In − E(CE)+C +Q(Ip − CE(CE)+)C (1.15)

La matrice M est déterminée à partir de la deuxième relation de (1.12) et de l’expression de P

(1.15)

M = (In − E(CE)+C +Q(Ip − CE(CE)+)C)B (1.16)

On définit la matrice auxiliaire R = G−NF , la première relation de (1.12) va se réécrire sous

la forme : N = PA−RC. Il vient alors :

N = (In − E(CE)+C)A− [Q R]

 (Ip − CE(CE)+)CA

C

 . (1.17)

La matrice G est définit comme suit :G = R +NF

Pour obtenir les gains de l’observateur, il suffit de déterminer Q et R par placement de pôles de

N afin de garantir la stabilité.

Donc, si le système d’équation (1.12) est satisfait, la dynamique de l’erreur d’estimation d’état

se réduit à :

ėx(t) = Nex(t) (1.18)

Compte tenu des propriétés de N , l’erreur d’estimation d’état converge bien asymptotiquement

vers zéro.
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1.2.1.3 Filtre de Kalman-Bucy

Le filtre de Kalman-Bucy [63] vise à estimer l’état d’un système d’équations évoluant dans

le temps à partir de son état précédent, des entrées de commande et des mesures bruitées. Son

application nécessite la disponibilité du modèle de l’ensemble des sources de perturbations

affectant le système d’équations sous forme stochastique. L’état estimé est optimal au sens du

minimum de variance (de l’erreur entre l’état réel et son estimation). Nous rappelons brièvement

ici la procédure de synthèse d’un filtre de Kalman standard pour un système linéaire à temps

continu décrit par :  ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Mω(t)

y(t) = Cx(t) + ν(t)
(1.19)

où ω ∈ Rq et ν ∈ Rp représentent respectivement le bruit interne et le bruit de mesure du sys-

tème. Les signaux ω(t) et ν(t) sont des bruits blancs gaussiens centrés non correlés de Densité

Spectrale de Puissance (DSP) W et V respectivement.

- W est la covariance du bruit interne, Généralement non mesurable.

- V est la covariance du bruit sur les mesures, Généralement mesurable.

- P est la covariance de l’erreur sur l’état estimé, il permet de tester la qualité de l’estimation,

il est définit par :

P (t) = E([(x(t)− x̂(t)).(x(t)− x̂(t))T )]) (1.20)

L’observateur pour le système (1.19) est donné par le théorème suivant :

Théorème 2 [47] Si le système de la forme (1.19) est uniformément observable alors il existe

un observateur de la forme suivante :

 ˙̂x(t) = A x̂(t) +B u(t) + L(t)(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = C x̂(t)
(1.21)

où L(t) est donnée par : Ṗ (t) = AP (t) + P (t)AT +MWMT − L(t)CP (t)

L(t) = P (t)CW−1
(1.22)



22 Observateurs pour le diagnostic

où L(t) est le gain du filtre de Kalman et P (t) la matrice de covariance de l’erreur d’estimation.

En régime permanent la matrice de covariance de l’erreur d’estimation P (t) (qui est aussi solu-

tion de l’équation de ricatti), devient constante. L’équation de ricatti se réecrit sous la forme : AP + PAT +MWMT − LCP = 0

L = PC W−1
(1.23)

1.2.2 Observateurs pour les systèmes non linéaires

Dans le cas des systèmes non linéaires, l’observation d’état est délicate et il n’existe pas

actuellement une méthode universelle pour la synthèse d’observateurs pour cette classe de sys-

tèmes. Plusieurs observateurs ont été proposés et étudiés en littérature, on cite à titre d’exemple

l’observateur à grand gain [52],[64], l’observateur à mode glissant[65]-[67], le filtre de Kalman

étendu [68]-[70], l’observateur de Luenberger étendu [71].

1.2.2.1 Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu est la généralisation de l’observateur de Luenberger

classique aux cas des systèmes linéaires. L’idée d’un observateur de Luenberger étendu est de

linéariser le modèle autour de la trajectoire estimé x̂(t), au lieu de la linéarisation autour d’un

point de fonctionnement, puis d’utiliser un observateur de Luneberger par la suite. reprenons le

système dynamique non linéaire qui se met sous la forme (1.1) La synthèse de l’observateur de

Luenberger étendu correspondant au système (1.1) donne lieu à la structure suivante :


˙̂x(t) = f(x̂, u(t)) + L(x̂)(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = h(x̂, u(t))

x̂(0) = x̂0

(1.24)

où L(x̂) est le gain de l’observateur calculé de telle sorte que toutes les valeurs propres de la

matrice A(x̂)− L(x̂)C(x̂) soit strictement hurwitzienne.

A(x̂) et C(x̂) résultent de la linéarisation du modèle non linéaire (1.1) autour de la trajectoire

estimée x̂.
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 A(x̂) = ∂f(x,u)
∂x x=x̂

C(x̂) = ∂h(x,u)
∂x x=x̂

(1.25)

Le calcul du gain L est réalisé en supposant que l’état restera autour d’une zone où l’approxi-

mation par un modèle linéaire est valable.

Dans l’observateur de Luenberger étendu, nous pouvons régler la vitesse de convergence à l’aide

d’un placement de pôles de la partie linéaire de cet observateur. Une étude détaillée peut être

trouvée dans [71].

1.2.2.2 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu est l’une des techniques d’estimation les plus populaires et lar-

gement étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systèmes dynamiques non linéaires.

Il a été implémenté pour la première fois par Schmidt [72]. Sa conception repose sur la géné-

ralisation du filtre de Kalman linéaire en utilisant des techniques classiques de linéarisation de

la dynamique non linéaire [21], [73],[74]. Ainsi les matrices A et C sont elles remplacées par

les matrices jacobiennes de f et h, évaluées en x̂(t). Le système étudié est linéarisé à chaque

instant le long de trajectoires estimées.

On considère le système non linéaire dynamique suivant :


ẋ(t) = f(x(t), u(t)) +Mω(t)

y(t) = h(x(t), u(t)) + ν(t)

x(0) = x0

(1.26)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande et

de sortie du système. x0 est la condition initiale à l’instant initial t0, ω(t) et ν(t) sont des bruits

gaussiens de moyenne nulle et de matrice de covariance W et V respectivement.
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Le filtre de Kalman étendu pour le système (1.26) est représenté par :

˙̂x(t) = f(x̂, u(t)) + L(x̂, u(t))(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = h(x̂, u(t))

L(x̂, u(t)) = P (t)HT (x̂, u(t))V −1

Ṗ (t) = F (x̂, u(t))P (t) + P (t)F T (x̂, u(t)) +MWMT − P (t)HT (x̂, u(t))V −1H(x̂, u(t))P (t)

F (x(t), u(t)) = ∂f(x(t),u(t))
∂x(t)

H(x(t), u(t)) = ∂h(x(t),u(t))
∂x(t)

x̂(0) = x̂0

(1.27)

F (x(t), u(t)) et H(x(t), u(t)) sont calculés pour x(t) = x̂(t).

Le problème principal du filtre de Kalman étendu est celui de sa convergence. Il a fallu attendre

le début des années 1990 pour que soient fournies certaines démonstrations dans des cas parti-

culiers. Ainsi en se basant sur l’observateur non linéaire à grand gain proposé par Gauthier et al.

en 1992 [53]. Deza et al. en 1992 [75] ont démontré la convergence exponentielle de filtres de

Kalman étendus continus-continus et continus-discrets sous certaines conditions particulières,

nottament au niveau du choix des matrices V et W , sans oublier la démonstration de conver-

gence exponentielle de Reif et al. en 1998 [74] pour un filtre de Kalman étendu légèrement

modifié.

1.2.2.3 Observateur de Thau

L’observateur de Thau a été développé par Thau [76] pour l’estimation d’une classe de sys-

tèmes non linéaires Lipschitzien. La construction de cet observateur est basée sur les fonctions

de Lyapunov. Les systèmes non linéaires considérés sont de la forme :
ẋ(t) = Ax(t) + g(x(t), u(t))

y(t) = Cx(t)

x(0) = x0

(1.28)

Où A ∈ Rn×n et C ∈ Rp×n.

La paire (A,C) est supposée observable, et la fonction g : Rn → Rn est une fonction non
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linéaire vectorielle continument différentiable qui satisfait la condition de Lipschitz :

‖g(x(t), u(t))− g(x̃(t), u(t))‖ ≤ α ‖x(t)− x̃(t)‖ , ∀x(t), x̃(t) ∈ Rn (1.29)

où α est une constante de Lipschitz positive.

L’observateur de Thau possède la structure suivante :
˙̂x(t) = Ax̂(t) + g(x̂(t), u(t)) + L(y(t)− ŷ)

ŷ(t) = Cx̂(t)

x̂(0) = x̂0

(1.30)

La dynamique de l’erreur d’estimation ex(t) = x(t)− x̂(t)est donnée par l’équation :

ėx(t) = (A− LC)e(t) + g(x(t), u(t))− g(x̂, u(t)) (1.31)

Thau en 1973 [76] a démontré que si le gain d’observation L ∈ Rn×m est choisi de sorte que

(A − LC) soit Hurwitz, alors il existe une matrice symétrique définie positive Q ∈ Rn×n, et

une matrice symétrique définie positive P ∈ Rn×n unique telle que :

(A− LC)TP + P (A− LC) = −Q (1.32)

Considérons la fonction de Lyapunov définie positive suivante : V (ex(t)) = eTx (t)Pex(t)

Si la condition suivante :

α <
λmin(Q)

λmax(P )
(1.33)

est verifiée, alors l’erreur d’observation ex(t) converge asymptotiquement vers l’origine [76].

avec λmin(Q) et λmax(P ) sont respectivement les valeurs propres minimale et maximale des

matrices Q et P . Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de nom-

breux chercheurs. Une méthode constructive a été proposée dans Raghavan et Hedrick en 1994

[77], où une solution explicite et systématique du choix du gain de l’observateur est établie.

Cette solution est illustrée dans le théorème suivant :

Théorème 3 [77] Considérons le système (1.28) et l’observateur (1.30). S’il existe un ε > 0 tel

que l’équation de Riccatti :

ATP + PA+ P (α2I − 1

ε
CTC) + I + εI = 0 (1.34)
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admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain de l’observateur :

L =
1

2ε
PCT (1.35)

stabilise asymptotiquement la dynamique de l’erreur d’estimation (1.31).

D’autres techniques pour trouver la matrice de gain L ont été présentés dans la littérature. Pour

plus de détails sur ces techniques, le lecteur intéressé peut regarder [78]-[80].

1.2.2.4 Observateur à grand gain

Les observateurs à grand gain [52],[55] sont des observateurs qui présentent d’excellentes

propriétés globales, qui prennent en compte la structure non linéaire du système et elles assurent

une convergence et une stabilité avec une vitesse de convergence réglable. Ils s’appliquent sur

les systèmes uniformément observables qui possède une forme triangulaire complète ou par-

tielle. Pour de tels systèmes, sous l’hypothèse que les non linéarités sont Lipschitziennes, Gau-

thier et al.[53],[54] proposent un Observateur de type «Grand gain». Considérons les systèmes

non linéaires de la forme : 
ẋ(t) = f(x(t)) + g(x(t))u(t))

y(t) = h(x(t))

x(0) = x0

(1.36)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande et

de sortie du système.x0 est la condition initiale à l’instant initial t0.

Après une transformation en utilisant un difféomorphisme Φ (le difféomorphisme existe si le

degré relatif du système est égal à n). Où :

φ(x) =


h(x)

Lfh(x)

...

Ln−1
f h(x)


(1.37)
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Définition 13 (Difféomorphisme)

Un système est dit difféomorphe à un autre système s’il existe une application bijective diffé-

rentiable d’un ensemble à un autre dont la bijection réciproque est aussi différentiable. Cette

application permet ainsi de réécrire le système sous une forme particulière.

Le système (1.36) peut être réécrit sous la forme :

ẋ(t) =



ẋ1(t)

ẋ2(t)

...

ẋn−1(t)

ẋn(t)


=



x2(t)

x3(t)

...

xn(t)

ϕ(x(t))


+



g1(x1(t))

g2(x1(t), x2(t))

...

gn−1(x1(t), . . . , xn−1(t))

gn(x1(t), . . . , xn(t))


u(t)

= F (x(t)) +G(x(t))u(t)

y(t) = Cx(t) = x1(t)

(1.38)

tel que chaque composante gi(x̃i) où x̃i représente le vecteur (x1, . . . , xi)
T est globalement

Lipschitzienne. ϕ est aussi une fonction C∞ globalement Lipschitzienne sur Rn. Si le système

(1.38) est uniformément observable, alors l’observateur à grand gain possède la forme suivante :

˙̂x(t) = f(x̂(t)) + g(x̂(t))u(t)− S−1
∞ CT (Cx̂(t)− y(t)) (1.39)

où S∞ est la solution de l’équation :

ATS∞ + S∞A+ ρS∞ = CTC (1.40)

avec :

A =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

... . . . ...

0 · · · 0 1

0 · · · 0


∈ Rn×n , C =

(
1 0 · · · 0

)
∈ RP

ρ est choisi suffisamment grand pour régler la vitesse de convergence. ρ vérifie la condition

suivante :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ K(ρ) exp(−ρ
3
t) ‖x̂0 − x0‖ (1.41)
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où : K(ρ) ≥ 0. Pour l’observateur en cours, le gain est défini en considérant la partie linéaire

du système alors que l’influence de la non linéarité est atténuée par le choix d’une valeur suffi-

samment grande de ρ. C’est ainsi que cet observateur est appelé "à grand gain". Cet observateur

donne une réponse exponentielle aussi rapide que souhaitée en augmentant ρ ; cette technique

est très utilisée et permet d’établir des conditions suffisantes de convergence de l’état estimé

vers l’état réel. Cependant, parfois il est difficile d’aboutir à la construction d’une structure tri-

angulaire, en plus nous pouvons avoir une sensibilité au bruit de mesure dans le cas d’un choix

de gain très élevé.

1.2.2.5 Observateur à mode glissant

Depuis des années, la technique des modes glissants pour les systèmes non linéaires a été

largement étudiée et développée. L’objectif de cette méthode est d’obliger le système à suivre,

en temps fini, une surface où le comportement résultant correspond aux dynamiques souhaitées

[81]. Cette technique n’est autre qu’un cas particulier de la théorie des systèmes à structure va-

riable, présentée par Filippov en 1960 [82]. L’utilisation de cette théorie date de la parution des

livres d’Emelyanov [83] et d’Utkin [65]. La robustesse aux bruits, aux perturbations et aux in-

certitudes de modélisation rends ces observateurs plus appropriés pour l’estimation d’états et au

diagnostic. Les premiers travaux mentionnant ce type d’observateurs sont l’oeuvre de Walcott

et al.[84], Walcott et Zak [85], Slotine [86] et Canudas [87]. Les différentes étapes de synthèse

d’un observateur à mode glissant sont connues et clairement identifiées dans [88]-[90]. Ces der-

nières sont rappelées ci-dessous.

1.2.2.5.a Principe des observateurs à mode glissant

Le principe des observateurs mode glissant consiste à contraindre, à l’aide des fonctions dis-

continues, les dynamiques d’un système d’ordre n à converger vers une variété S de dimension

(n − p) dite surface de glissement (p étant la dimension du vecteur de mesure) [67]. L’attrac-

tivité de cette surface est assurée par des conditions appelées conditions de glissement. Si ces

conditions sont vérifiées, le système converge vers la surface de glissement et y évolue selon
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une dynamique d’ordre (n − p). Dans le cas des observateurs mode glissant, les dynamiques

concernées sont celles des erreurs d’observation e(t) = x(t)− x̂(t).

A partir de leurs valeurs initiales e(0), ces erreurs convergent vers les valeurs d’équilibre en

deux étapes :

Dans une première phase, la trajectoire des erreurs d’observation évolue vers la surface de glis-

sement sur laquelle les erreurs entre la sortie de l’observateur et la sortie du système réel (les

mesures) ey(t) = y(t) − ŷ(t) sont nulles. Cette étape qui est généralement très dynamique est

appelée mode d’atteinte.

Dans la seconde phase, la trajectoire des erreurs d’observation glisse sur la surface de glis-

sement avec des dynamiques imposées de manière à annuler toutes les erreurs d’observation.

Ce dernier mode est appelé mode de glissement. Considérons un système d’état non linéaire

d’ordre n :  ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))
(1.42)

Les fonctions f et h sont des champs de vecteurs supposés suffisamment continûment déri-

vables. L’entrée u est localement bornée et mesurable. L’observateur mode glissant est défini

avec la structure suivante [91] : ˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t))− Lsign(ŷ(t)− y(t))

ŷ(t) = h(x̂(t))
(1.43)

Où : L est la matrice de gain de dimension (n − p). On remarque que l’observateur obtenu est

une copie du modèle du système plus un terme correcteur qui établit la convergence de x̂ vers

x.

La surface de glissement dans ce cas est donnée par :

S(x) = y(t)− ŷ(t) (1.44)

Le terme de correction utilisé est proportionnel à la fonction discontinue sign appliquée à l’er-

reur de sortie où la fonction sign(x) est définie par [91] :

sign(x) =


1 si x > 0

−1 si x < 0

0 si x = 0

(1.45)
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Pour que l’état estimé converge vers l’état réel, l’observateur mode glissant doit respecter deux

conditions :

La première condition concerne le mode d’atteinte et garantie l’attractivité de la surface de

glissement S = 0 de dimension p.

La surface de glissement est attractive si la fonction de Lyapunov V (x) = 1
2
STS vérifie la

condition : V̇ (x) < 0 pour S 6= 0.

La deuxième concerne le mode glissant, durant cette étape, la matrice des gains correctifs agit

de manière à satisfaire la condition d’invariance suivante : S = 0 et Ṡ = 0.

Durant ce mode, les dynamiques du système sont réduites et le système d’ordre n devient un

système équivalent d’ordre (n − p). Ces critères permettent la synthèse de l’observateur mode

glissant et déterminent son fonctionnement.

La condition d’attractivité SṠ < 0 ne garantit qu’une convergence asymptotique vers la surface

de glissement S(x) = 0. Afin d’assurer une convergence en temps fini tfini, la condition SṠ < 0

est remplacée par la condition dite de η-attractivité, donnée par Slotine en 1986 [67].

la condition η-attractivité s’écrit :

SṠ < η |S| avec η > 0 (1.46)

L’expression de tfini est obtenue en résolvant l’inégalité (1.46). Nous obtenons alors :

|S(x, t)| − |S(x, 0)| < −ηt (1.47)

Donc la surface S(x) = 0 est atteinte en un temps fini, tel que :

tfini ≤
|S(x, t)|

η
(1.48)

Les observateurs en mode glissant peuvent être conçus et appliqués à la fois aux systèmes

linéaires et non linéaires.

1.2.2.5.b Conception des observateurs à mode glissant

Considérons un système dynamique incertain décrit par : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + f(x(t), u(t))

y(t) = Cx(t)
(1.49)



1.2 Différents types d’observateurs 31

f(x(t), u(t)) est une fonction continue en x, utilisée pour décrire les incertitudes non linéaire

du système et elle satisfait les conditions suivantes :

‖f(x(t), u(t))‖ ≤ ρ, ∀x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, t ≥ 0. (1.50)

En outre, la matrice C est supposée de plein rang ligne.

1.2.2.5.c Observateur d’Utkin

Considérons le système (1.49) et supposons que la paire (A,C) soit observable et que la

fonction f(x(t), u(t)) ≡ 0. La reconstruction des états s’appuyant sur les sorties mesurées, il est

naturel d’effectuer un changement de coordonnées pour que les sorties du système apparaissent

directement comme des composantes du vecteur d’état. Sans perte de généralité, la matrice de

sortie peut être écrite comme suit :

C = [C1 C2] (1.51)

où C1 ∈ Rp×(n−p), C2 ∈ Rp×p avec det(C2) 6= 0. Alors, la matrice de transformation

T =

In−p 0

C1 C2

 (1.52)

est non singulière et, dans ce nouveau système de coordonnées, on peut facilement vérifier que

la nouvelle matrice de sortie s’écrit comme suit :

C̃ = CT−1 = [0 Ip] (1.53)

Les nouvelles matrices d’état et d’entrée s’écrivent :

Ã = TAT−1 =

In−p 0

C1 C2

 et B̃ = TB =

B1

B2


Le système nominal peut alors être écrit de la façon suivante : ẋ1(t) = A11x1(t) + A12y(t) +B1u(t)

ẏ(t) = A21x1(t) + A22y(t) +B2u(t)
(1.54)

où

x1(t)

y(t)

 = Tx(t) et x1(t) ∈ Rn−p L’observateur proposé par Utkin [92] a la forme suivante :

 ˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12ŷ(t) +B1u(t) + Lν(t)

˙̂y(t) = A21x̂1(t) + A22ŷ(t) +B2u(t)− ν(t)
(1.55)
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où (x̂1(t), ŷ(t)) sont les estimés de (x1(t), y(t)), L ∈ R(n−p)×p est le gain de l’observateur et

les composantes du vecteur discontinu ν(t) sont définies par l’équation :

νi(t) = Msign(ŷi(t)− yi(t)) pourM ∈ R+ (1.56)

où ŷi(t) et yi(t) sont respectivement les composantes des vecteur ŷ(t) et y(t). Désignons par

e1(t) et ey(t) les erreurs d’estimation d’état et de sortie : e1(t) = x̂1(t)− x1(t)

ey(t) = ŷ(t)− y(t)
(1.57)

A partir des équations (1.54), (1.55) et (1.57), le système suivant peut être obtenu : ˙̂e1(t) = A11ê1(t) + A12êy(t) + Lν(t)

˙̂ey(t) = A21ê1(t) + A22êy(t)− ν(t)
(1.58)

Comme la paire (A,C) est observable, la paire (A11, A21) l’est également. Par conséquent, L

peut être choisi pour que les valeurs propres de la matrice A11 +LA21 soient dans le demi-plan

gauche du plan complexe.

1.2.2.5.d Observateur de Walcott et Zak

Le problème considéré par Walcott et Zak [93],[94] est l’estimation d’état d’un système dé-

crit par (1.49) de sorte que l’erreur tende vers zéro d’une façon exponentielle malgré la présence

des incertitudes considérées. Dans cette partie, on suppose que :

f(x(t), u(t)) = Rζ(x(t), u(t)) (1.59)

où la fonction ζ : Rn × R+ → Rq est une fonction bornée et inconnue, telle que :

‖ζ(x(t), u(t))‖ ≤ ρ, ∀x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, t ≥ 0.

On considère qu’il existe une matrice L ∈ Rn×p telle que la matrice A0 = (A − LC) a des

valeurs propres stables, une paire de matrices de Lyapunov (P,Q) symétriques et définies posi-

tives et une matrice F respectant la contrainte structurelle suivante : (A− LC)TP + P (A− LC) = −Q

CTF T = PR
(1.60)
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L’observateur proposé est de la forme :

˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Ly(t) + ν(t) (1.61)

ν(t) =

 −ρ
P−1CTFTFCe(t)
‖FCe(t)‖ si FCe(t) 6= 0

0 si sinon
(1.62)

Où e(t) = x̂(t)− x(t).

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état engendrée par cet observateur est régie par l’équa-

tion suivante : ė(t) = ˙̂x(t)− ẋ(t).

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :V (t) = eT (t)Pe(t). Donc, Pour les deux cas de

l’équation (1.62), Walcott et Zak [93],[94] ont bien montré que la dérivée de la fonction de Lya-

punov est négative ce qui montre que l’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement

vers zéro.

Pour garantir la convergence asymptotique de l’observateur, on doit vérifier que :

- La paire (A, C) est observable,

- Il existe une paire de matrices de Lyapunov (P, Q) et une matrice F respectant les contraintes

(1.60).

L’inconvénient de cette méthode réside dans le calcul de la variable glissante, car dans le cas

où la matrice F (1.60) est orthogonale au vecteur Ce(t), la convergence de l’observateur n’est

pas garantie. Pour remédier à ce problème, Edwards et Spurgeon ont élaboré un observateur, en

utilisant la forme canonique du système, basé sur la structure de l’observateur de Walcott et Zak

où le calcul de la variable glissante dépend de l’existence de quelques matrices appropriées et

de l’erreur de sortie afin de résoudre cette difficulté [95], [88].
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1.2.2.5.e Observateur à mode glissant étape par étape

L’observateur à mode glissant étape par étape a été développé pour des systèmes pouvant se

mettre sous la forme, appelée forme triangulaire d’observation, suivante [96], [97] :

ẋ1(t) = x2(t) + g1(x1(t), u(t))

ẋ2(t) = x3(t) + g2(x1(t), x2(t), u(t))

...

ẋn−1(t) = xn(t) + gn−1(x1(t), x2(t), . . . , xn−1(t), u(t))

ẋn(t) = fn(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) + gn(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), u(t))

y(t) = x1(t)

(1.63)

Où gi et fn pour i = 1, . . . , n, sont des fonctions scalaires, xi sont les états du système, u est le

vecteur d’entrée et y est la sortie. La structure de l’observateur proposé est :

˙̂x1(t) = x̂2(t) + g1(x1(t), u(t)) + l1sign1(x1(t)− x̂1(t))

˙̂x2(t) = x̂3(t) + g2(x1(t), x̃2(t), u(t)) + l2sign2(x̃2(t)− x̂2(t))

...

˙̂xn−1(t) = x̂n(t) + gn−1(x1(t), x̃2(t), . . . , x̃n−1(t), u(t)) + ln−1signn−1(x̃n−1(t)− x̂n−1(t))

˙̂xn(t) = fn(x1(t), x̃2(t), . . . , x̃n(t)) + gn(x1(t), x̃2(t), . . . , x̃n(t), u(t)) + lnsignn(x̃n(t)− x̂n(t))

ŷ(t) = x̂1(t)

(1.64)

Où les variables x̃2, . . . , x̃n sont données par :{
x̃2(t) = x2(t)x̃i(t) = ˙̂xi(t) + li−1signeqi−1

(x̃i−1(t)− x̂i−1(t)) (1.65)

Avec signeq désigne la fonction sign(.) classique filtrée par un filtre passe bas ; la fonction

signi est définie de manière à imposer que le terme correctif ne soit actif que si (x̃j − x̂j) = 0,

pour j = 1, . . . , i c’est-à-dire, s’il existe j ∈ 1, . . . , i− 1 tel que (x̃j − x̂j) 6= 0 alors la fonction

signi est mise à zéro sinon elle est égale à la fonction sign(.) usuelle. La convergence des

erreurs d’observation en temps fini n’est assurée que si le système est à entrées bornées et à

états bornés pour une durée finie. Si cette condition est vérifiée, alors les li peuvent être choisis

tel que l’état de l’observateur x̂ converge en un temps fini vers l’état x réel du système. Pour

plus de détails voir les articles [96], [97].
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La fonction signe est à l’origine du phénomène indésirable de chattering. Pour remédier à ce

problème, on peut faire recours à d’autres fonctions, tel que la fonction tangente hyperbolique

[98].

1.2.2.6 Observateur adaptatif

Dans la pratique, il est souvent nécessaire d’identifier simultanément les paramètres et les

états du système. C’est ainsi que les observateurs adaptatifs ont vu le jour. Leur principe consiste

à combiner la connaissance à priori sur le système avec les mesures en ligne de l’entrée et de

la sortie pour estimer en même moment les états et/ou les paramètres du système. Les premiers

travaux sur l’observateur adaptatif sont développées pour les système linéaires dans les années

70 par Kreisselmeir [99], Lüders et Narendra [100]. A noter qu’il existe dans la littérature plu-

sieurs travaux sur les observateurs adaptatifs [101]-[107]. Dans [108]-[109], des algorithmes

ont été proposées pour estimer asymptotiquement l’état malgré les paramètres inconnus. De

plus, si une certaine condition d’excitation persistante est vérifiée, ils permettent aussi l’esti-

mation des paramètres. Leur conception suppose l’existence d’une fonction de Lyapunov. Plus

précisément, dans [109], a été considéré le système non linéaire général affine par rapport aux

paramètres :  ẋ(t) = f(x, u, t) + g(x, u, t)θ

y(t) = h(x)
(1.66)

θ ∈ Rq est vecteur de paramètres constants inconnus.

Supposons que x = [y; z] pour un certain vecteur colonne z, éventuellement après un chan-

gement de coordonnés. Pour ce système, s’il existe dans C1 une fonction positive décroissante

V (t, e), et une fonction k(ey, t) bornée par rapport à t et aveck(0, t) = 0, telles que u ∈ U

(l’ensemble des entrées admissibles), ∀e = [ey; ez] ∈ Rn avec ey ∈ Rp, ∀y ∈ Rp, ∀z ∈ Rn−p,

∀t ≥ 0 :

– 
∂V
∂t

+ ∂V
∂e

[f(y, z, u(t), t)− f(y, z − ez, u(t), t) + g(y, z, u(t), t)− g(y, z − ez, u(t), t)

+k(ey, t) ≤ −α ‖e‖2 , α > 0

(1.67)
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–
∂V

∂e
g(y, z, u(t), t) = ϕ(ey, y, z, u(t), t), (1.68)

pour une certaine fonction ϕ ;

– g est globalement bornée, f et g sont globalement lipschitziennes par rapport à z, pour

tout (u, y, t).

alors :
d
dt

ŷ
ẑ

 = f(y, ẑ, u, t) + g(y, ẑ, u, t)θ̂ + k(y − ŷ, t), avec x̂ =

ŷ
ẑ


˙̂
θ = −ΛϕT (ŷ − y, y, ẑ, u, t), Λ = ΛT > 0

(1.69)

est un observateur d’état asymptotique pour le système (1.64). De plus, si g(x, u, t) est tel que :∫ t

t+T

gT ((x(τ), u(τ), τ)g(x(τ), u(τ), τ))dτ ≥ α0Id (1.70)

pour des constantes positives α0, T et tout t ≥ 0, et si g est bornée, alors : lim
t→+∞

∥∥∥θ̂ − θ∥∥∥ = 0

1.2.2.7 Observateurs par intervalles

Les observateurs par intervalles constituent un type d’observateurs très particuliers. Ce sont

des outils développés depuis moins de 20 ans seulement.Ils trouvent leur origine dans les tra-

vaux de Gouzé et al. en 2000 [27] et se développent très rapidement dans de nombreuses direc-

tions.

Un observateur par intervalles consiste en un système dynamique auxiliaire fournissant un in-

tervalle dans lequel se trouve l’état, en considérant que l’on connait des bornes pour la condition

initiale et pour les quantités incertaines.

Le concept d’observateurs intervalles, récemment développé pour les systèmes dynamiques li-

néaires et non linéaires est appliqué pour les systèmes incertains [111]-[116]. Les résultats de

base pour la construction de ce type d’observateurs feront l’objet du troisième chapitre.

1.3 Diagnostic à base d’observateurs d’états

Le diagnostic des procédés industriels a pour objet de trouver la cause d’une défaillance

ou d’un défaut, il est défini par les instances internationales de normalisation (AFNOR par
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exemple) comme étant un processus d’identification de la cause probable des défaillances à

l’aide d’un raisonnement logique fondé sur un ensemble d’informations provenant d’une ins-

pection, d’un contrôle ou d’un test. De manière générale, lorsqu’on parle de diagnostic des

défauts, on se réfère à la procédure de détection et d’isolation de ces derniers, que l’on retrouve

souvent sous le nom : FDI (Fault Detection and Isolation). Cette procédure nous permet d’avoir

des informations sur l’apparition d’un défaut et sur sa provenance le plus rapidement possible.

1.3.1 Concepts et définitions

En parcourant la littérature, on se rend compte immédiatement que la terminologie dans le

domaine du diagnostic n’est pas cohérente. De nombreuses définitions d’un même mot sont

trouvées. On peut citer par exemple le terme diagnostic, qui présente plusieurs définitions, dif-

férentes selon le domaine d’application considérée. Cette incohérence rend les tâches de com-

paraison des différentes approches, ainsi que la précision de contribution et des objectifs des

travaux dans ce domaine difficile à cerner. Afin d’enlever ces ambigüités, le comité technique

SAFEPROCESS de l’IFAC (International Federation of Automatic Control), ont discuté de ce

problème et ils ont essayé de standardiser ces définitions. Dans ce contexte, il nous semble pri-

mordial de rappeler la terminologie utilisée dans ce rapport. Ces définitions reposent sur les

travaux du comité technique de SAFPROCESS [117]-[119].

Définition 14 (Fonctionnement normal)

Un système est en fonctionnement normal lorsque ses états, ses entrées et ses sorties sont très

proches de leur valeur nominale. Typiquement, il y a fonctionnement normal lorsqu’il n’y a pas

d’apparition de défauts.

Définition 15 (Une anomalie)

Une anomalie est une particularité non conforme à la loi naturelle ou logique.

Définition 16 (Une défaillance)

Une défaillance est une anomalie altérant ou empêchant l’aptitude d’une unité fonctionnelle à

accomplir la fonction souhaitée.
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Définition 17 (Une panne)

Une panne est l’inaptitude d’un dispositif à accomplir une fonction requise. Une panne résulte

toujours d’une défaillance.

Définition 18 (Un défaut)

Un défaut est une anomalie de comportement au sein du système. Ce concept est important dans

les opérations de surveillance pour la conduite et la maintenance des processus industriels.

Tout écart entre la caractéristique observée et la caractéristique de référence est considéré

comme étant un défaut. Il est donc clair qu’une défaillance conduit à un défaut. Mais un défaut

n’induit pas nécessairement une défaillance. En effet, le dispositif peut conserver son aptitude

à accomplir sa tâche principale si les défauts nont pas d’impacts sur cette tâche.

Définition 19 (Une perturbation)

Une perturbation consiste en tout phénomène conçu comme normal influençant un processus,

non ou mal, représenté par un modèle de référence.

Définition 20 (Un résidu)

Un résidu est un signal conçu pour être un indicateur d’anomalies fonctionnelles ou comporte-

mentales, sensiblement nul en absence de défauts et non nul en leur présence.

Définition 21 (Le diagnostic)

Le diagnostic consiste à déterminer le type, la taille, le lieu et l’instant d’occurrence d’un

défaut, il suit la détection de défauts et inclut l’isolation et l’identification.

Définition 22 (La surveillance)

La surveillance est une tâche continue, réalisée en temps réel, qui permet de déterminer l’état

d’un système physique, elle consiste en l’enregistrement des informations ainsi qu’en la recon-

naissance et l’indication des anomalies du comportement.

Définition 23 (La supervision)

C’est la surveillance d’un système physique et la prise de décisions appropriées en vue de

maintenir son opération lors de l’apparition de défauts.
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1.3.2 Procédure de détection et d’isolation des défauts

Comme elle est représentée par la figure (1.3), La procédure de détection et d’isolation des

défauts passe par trois étapes essentielles :

– La détection : C’est l’étape qui décide si le système est soumis à un défaut ou pas. Elle

consiste dans la plus part des cas à générer le vecteur résidu, qui est nul en fonctionnement

normal et est comparé en ligne aux signatures de pannes. La détection est réalisée en

vérifiant le dépassement d’un seuil par les résidus.

– L’isolation : Cette étape permet de localiser le défaut et donc de déterminer quelle partie

du système est affectée par lanomalie. La détection de pannes est souvent suivie d’une

procédure d’isolation de défauts, qui sert à distinguer (isoler) une panne particulière. Un

seul résidu peut suffire pour détecter les pannes, cependant plusieurs résidussont souvent

requis pour l’isolation de pannes.

– L’identification : L’ampleur et le type des défauts sont estimés dans cette phase.

FIGURE 1.3: Procédure de détection et d’isolation des défauts à base de modèle.

1.3.3 Différentes structures de défauts

Généralement, un défaut est caractérisé par une déviation de fonctionnement normal d’un

système qui est circonvenue soit par les signaux de commande ou les signaux de mesures. Les

défauts affectant un système sont d’évolutions, de natures et de types différents.

1.3.3.1 Evolution des défauts

Les défauts peuvent être différenciés selon leur forme et leur comportement dans le temps.

En effet, ils peuvent surgir ou déjà être présent sur le système ; ils peuvent être de faible ou
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de forte amplitude, être brusque ou plutôt arriver graduellement sous forme de dérives lentes.

Puisque l’apparence qui les définie est connue, ils sont dits déterministes. Par contre, les défauts

se manifestant par intermittence sont dits stochastiques car ils ne peuvent être caractérisés que

par des évolutions aléatoires.

Généralement on distingue dans la littérature trois types de défauts, comme le montre la figure

(1.4) :

FIGURE 1.4: Evolution temporelle des défauts.

- Défaut brusque ou abrupt (a) : il est caractérisé par son comportement temporel discon-

tinu, il correspond à une panne brutale : disfonctionnement total ou partiel. Une représentation

mathématique de ce défaut est donnée par :

f(t− tf ) =

 δ si t ≥ tf

0 si t < tf

(1.71)

où, tf représente le temps d’occurrence d’un défaut, f(t− tf ) est le comportement temporel du

défaut et δ est l’amplitude du défaut.

- Défaut intermittent (b) : ce défaut est un cas particulier de défaut abrupt avec la propriété
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particulière que le signal revient de façon aléatoire à sa valeur nominale. Ce type de défaut

caractérise les faux contacts ou un défaut intermittente des capteurs.

- Défaut à dérive graduel (c) : ce défaut a un comportement temporel lent ce qui le rend difficile

à détecter, il est caractéristique d’un encrassement ou d’une usure d’une pièce. Son évolution

au cours du temps peut être exprimée par cette relation :

f(t− tf ) =

 δ(1− exp (−β(t− tf ))) si t ≥ tf

0 si t < tf

(1.72)

où β et δ sont deux constantes positives.

1.3.3.2 Type de défauts

Selon le lieu de leur apparition dans un système et selon les différents éléments qu’ils

peuvent affecter dans ce système, on distingue trois types de défauts, Comme étant présenté

dans la figure (1.5) :

FIGURE 1.5: Différents types de défauts affectant un système physique.

1.3.3.2.a Défauts capteurs

Les capteurs sont essentiellement les interfaces de sortie d’un système avec l’environnement

extérieur. Ils permettent de communiquer les informations concernant l’état et le comportement

interne du processus. Ainsi, un défaut capteur caractérise une mauvaise image de la grandeur

physique à mesurer. La présence d’un défaut capteur donne un signal inexact. Les défauts cap-

teurs les plus répandus sont : a) le biais, b) la dérive, c) la perte d’efficacité, d) le blocage et e)

le défaut de calibrage. La figure (1.6) représente l’effet de ces défauts sur les mesures.
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FIGURE 1.6: Effet de différents types de défauts capteur sur les mesures. Les lignes en poin-

tillées désignent les valeurs mesurées de capteur et les lignes en trait continus représentent les

valeurs réelles

1.3.3.2.b Défauts actionneurs

Les défauts actionneurs agissent au niveau de la partie opérative et détruisent le signal d’en-

trée du système. Les conséquences de défauts actionneurs peuvent varier d’une consommation

élevée de l’énergie jusqu’à la perte totale de contrôle. Les défauts actionneurs varient d’un ac-

tionneur à un autre. Les défauts actionneurs les plus répandus sont : (a) oscillation, (b) blocage,

(c)saturation et (d) perte d’efficacité. La figure (1.7) représente l’effet de ces défauts sur les

entrées de commande.

1.3.3.2.c Défauts composants

Les défauts composants sont des défauts qui affectent les composants du système lui même.

Ce sont les défauts qui ne peuvent pas être classifiés ni parmi les défauts actionneurs ni parmi

les défauts capteurs. Ce type de défaut provoque un changement de la dynamique du système

suite à un changement de ces paramètres. La représentation mathématique des défauts com-
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FIGURE 1.7: Représentation graphique des défauts actionneur les plus répandues ([120]). Les

lignes en pointillées désignent les valeurs désirées de l’actionneur, cependant les lignes en trait

continus représentent les valeurs réelles.

posants est souvent difficile à déterminer et demande des essais expérimentaux extensifs. En

général, ils se traduisent par un changement dans l’équation d’états. Ce changement peut être

soit paramétrique soit structurel/fonctionnel. Ces défauts induisent une instabilité de système.

1.3.3.3 Nature des défauts

Les défauts peuvent être classés en défauts de nature multiplicative ou de nature additive

(figure 1.8), selon leurs effets sur les performances du système.

1.3.3.3.a Défauts multiplicatifs

Les défauts au niveau de la dynamique du procédé sont modélisés par des défauts multipli-

catifs. Ils correspondent aux modifications paramétriques du modèle représentant le système.

Ces derniers induisent des changements sur la corrélation du signal de sortie du système, ainsi
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FIGURE 1.8: Modélisation des défauts

que des changements dans la dynamique du système. Les défauts multiplicatifs affectants un

système linéaire continu sont représentés de la manière suivante : ẋ(t) = (A+ ∆A)x(t) + (B + ∆B)u(t)

y(t) = (C + ∆C)x(t)
(1.73)

où ∆A,∆B, ∆C représentent respectivement les défauts multiplicatifs affectants le système,

les actionneurs et les capteurs.

1.3.3.3.b Défauts additifs

Ces défauts sont modélisés sous forme de termes additifs dans le modèle du système. Ils

influent sur son état ou sur sa sortie. Cette modélisation est habituellement attribuée aux défauts

de capteurs et d’actionneurs. On les représente de la manière suivante : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + F1γa(t)

y(t) = Cx(t) + F2γc(t)
(1.74)

où γa(t) représente les défauts additifs affectants le vecteur d’état x(t) du système et γc(t)

représente les défauts additifs affectants le vecteur de sortie y(t).

1.3.4 Principe de diagnostic de défauts

Le principe de base du diagnostic des défauts repose sur la notion de redondance, qui four-

nit au système plusieurs informations différentes sur une même variable. Des tests vont alors
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permettre de vérifier la cohérence de ces informations. Cependant, il existe deux approches : La

première est dite traditionnelle et consiste à ajouter des capteurs afin d’obtenir des informations

supplémentaires sur l’état du système. C’est la redondance Physique. L’inconvénient majeur de

cette approche est le coût additionnel en équipement. La deuxième approche est dite redondance

analytique. Elle consiste à développer des algorithmes de détection et de localisation des défauts

en utilisant les mesures disponibles sur le système. Une équation de redondance analytique est

une équation dans laquelle toutes les variables sont connues. Pour éviter les fausses alarmes ou

les manques de détection, ces algorithmes doivent tenir compte des bruits de mesure, des per-

turbations ainsi que des erreurs de modélisation. Les méthodes basées sur cette approche sont

plus simples, plus flexibles, moins coûteuses et plus écologiques que l’approche traditionnelle.

1.3.5 Classification des méthodes de diagnostic

Les méthodes de diagnostic se distinguent selon différents critères : la dynamique de pro-

cédé (discret, continu ou hybride), sa complexité, la nature d’information (qualitative et/ou

quantitative),...

Dans ce contexte, plusieurs classifications sont proposées dans la littérature : Frank et Kôppen-

Seliger, 1997 [121] ; Venkatasubramanian et al., 2003 [122] ; Isermann, 2006 [123]. Ces classi-

fications sont influencées par les terminologies et les contextes particuliers de chaque commu-

nauté et ne sont pas toujours homogènes. Parmi les différentes méthodes de littérature exhaus-

tive, les méthodes de diagnostic peuvent être classées en deux grandes familles (figure 1.9) :

- Les méthodes sans modèle mathématique qui ne nécessitent pas de connaissances accrues du

système physique, mais utilisent des connaissances superficielles,

- Les méthodes à base de modèles qui nécessitent une connaissance approfondie du sytème

physique.

1.3.5.1 Méthodes sans modèle

Pour certaines applications industrielles, la conception d’un modèle mathématique est dif-

ficile, voire impossible à obtenir, à cause des nombreuses reconfigurations intervenant dans le

processus de production ou de la complexité des phénomènes mises en jeu. Dans ce cas, on a
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FIGURE 1.9: Classification non éxhaustive des méthodes de diagnostic [124]

recours à des méthodes qui ne nécessitent aucune connaissance approfondie du procédé. Deux

classes, dans ce type d’approches, peuvent se présenter :

- Les méthodes quantitatives ou appelés méthodes à base de connaissances,

- Les méthodes qualitatives ou méthodes basées sur le traitement de données.

Les méthodes qualitatives consistent en l’exploitation d’une base de connaissance symbolique

et nécessitent l’existence d’un large éventail de données historiques correspondant aux divers

modes de fonctionnement de l’installation. Parmi ces méthodes on peut citer :

- L’Analyse en composantes principales (ACP),

- Analyse qualitative des tendances (AQT),

- Réseaux de neurones,

- Analyse spectrale...

Les méthodes quantitatives ou à base de connaissances sont mises en oeuvre lorsque la majo-

rité des mesures sont indisponibles et lorsque la construction du modèle s’avère difficile. Elles

peuvent être utilisées pour identifier les causes des défaillances d’un procédé industriel. Il s’agit

d’analyses fonctionnelles et structurelles qui se basent sur l’expérience et la connaissance de
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l’opérateur. Parmi ces approches on peut citer :

- L’AMDE (Analyse des Modes de Défaillances et de leurs Effets) et ses dérivées,

- Arbre de causes à effets ou arbre de défaillances,

- les systèmes experts...

1.3.5.2 Méthodes de diagnostic à base de modèle

Ces méthodes sont des alternatives de la redondance physique ou matérielle. La structure

générale de la plupart de ces méthodes se fonde sur l’idée de la redondance analytique [125]. Le

principe des méthodes à base de modèles est d’identifier l’écart entre le système réel et son mo-

dèle. Ces méthodes s’appuient sur des modèles comportementaux explicites du système soumis

au diagnostic. Ces modèles peuvent être classés en deux catégories quantitatives ou qualitatives.

Les méthodes à base de modèles sont plus performantes que celles basées sur les traitements de

données ou sur les approches relationnelles [126]. Une étude complète sur les méthodes à base

de modèles peut être trouvée dans l’article de Frank, en 1996 [127] ou des livres récents comme

Chiang et al., en 2001 [128] ; et Patan, en 2008 [129].

Les méthodes quantitatives à base de modèle reposent sur les relations mathématiques qui

existent entre les variables. Ces modèles sont développés en utilisant les lois fondamentales

de la physique (bilan de masse, d’énergie, de quantité de mouvement, ..) ou des relations de

type entrée sortie. Les méthodes de diagnostic à base de modèles quantitatifs se décomposent

en trois grands groupes : les approches par espace de parité, les approches d’estimation para-

métrique, et les approches d’estimation d’états (observateurs et filtres).

Les méthodes qualitatives proposées par La communauté d’intelligence artificielle (IA) sont

basées sur un raisonnement qualitatif (ou semi-qualitatif), basé sur l’établissement de relations

causes à effets. En effet, le diagnostic est typiquement un système causal puisqu’il consiste à

établir des hypothèses sur les composants défaillants qui sont l’origine du dysfonctionnement

observé. Le raisonnement qualitatif exprime le lien entre un composant et les formules décrivant

son comportement. Parmi les méthodes les plus utilisées, on peut citer : Les graphes causaux,

la logique floue, les réseaux de Petri...
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1.3.6 Méthodes de diagnostic à base d’observateurs

L’idée originale du diagnostic par observateurs provient probablement de R.V.Beard [130]

et Robert Clark [131]. Ils ont été rejoints par une longue lignée de chercheurs [132]-[137]. On

trouvera dans [138] les développements récents sur ce thème ainsi qu’une liste assez exhaustive

de références.

Le principe du diagnostic à base d’observateurs consiste à comparer les mesures réelles du sys-

tème avec les sorties estimées à l’aide d’un observateur. Ce qui permet l’obtention des résidus

[139]-[145]. Les observateurs sont très utilisés dans la litterature pour le diagnostic des sys-

tèmes linéaires et non linéaires [145]-[149].

1.3.7 Principe de génération de résidus à base d’observateurs

L’idée principale des méthodes de génération du vecteur de résidus r à base d’observateurs

est d’estimer une partie ou l’ensemble des états du système surveillé à partir des grandeurs

mesurables. Le résidu r est alors généré en formant la différence entre les sorties estimées et les

sorties réelles.

r(t) = y(t)− ŷ(t) (1.75)

L’observateur revient finalement à un modèle parallèle au système ayant comme entrée les en-

trées et les sorties du système réel et dont la sortie converge vers une estimation des variables

d’état. L’erreur d’estimation de sortie entre les mesures et les sorties estimées est utilisé comme

un résidu. Ce principe est illustré sur la figure (1.10). Cette approche offre des propriétés très

intéressantes car elle donne lieu à des résidus très flexibles et la souplesse, dans le choix des

paramètres, permet de s’affranchir de certaines entrées inconnues, améliorant ainsi les caracté-

ristiques des résidus telles que leur robustesse vis à vis des perturbations et leur sensibilité aux

défauts.
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FIGURE 1.10: Schéma de principe d’un générateur de résidus à base d’observateurs

1.3.8 Structures des résidus générés par observateurs

Pour une bonne détection, les indicateurs de défauts(résidus) doivent être robustes aux per-

turbations et aux entrées inconnues. Pour une bonne localisation, les résidus doivent être sen-

sibles à un ensemble de défauts et robustes à d’autres. Cette procédure est appelée structuration

ou découplage. Il est important d’obtenir une structure du résidu permettant son évaluation. Les

résidus doivent être produits, de manière que pour chaque défaut un ou un ensemble de résidus

soient affectés.

La détection d’un défaut nécessite un seul observateur pour générer le résidu, mais il y a un

inconvénient lorsque nous entamons l’étape de localisation, puisque La forme des résidus de

reconstruction de sortie montre leur dépendance vis-à-vis des défauts à détecter comme ces der-

niers sont multiples, ce qui nous empêche de localiser la source du défaut. La situation idéale

étant qu’un résidu soit sensible à un défaut particulier. Cette structuration, qui correspond à un

découplage, peut être effectuée par un banc d’observateurs, ces observateurs construits selon

que l’on souhaite détecter des défauts d’actionneurs ou de capteurs à partir d’une partie des

entrées ou une partie des sorties du système. Chaque observateur du banc d’observateur est syn-

thétisé pour qu’il soit sensible à un sous ensemble de défauts fi et insensible aux autres.

Le nombre d’observateurs à intégrer dans le banc dépend du nombre de défauts à détecter et à

isoler. Trois possibilités sont envisagées :

- Les défauts doivent être détectés mais pas localisés : dans cette configuration le banc d’obser-

vateur est composé d’un unique observateur qui doit être affecté par tous les défauts et insensible

aux perturbations.

- Cas de défauts uniques : ce cas de figure, très fréquemment étudié, est moins restrictif qu’il n’y
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parait. En effet, il est rare (mais pas impossible) que plusieurs capteurs, actionneurs ou compo-

sants du système tombent en panne simultanément. Le banc d’observateurs sera alors constitué

d’autant d’observateurs qu’il y a de défauts à isoler. Chacun de ces observateurs sera synthétisé

de manière a être sensible à tous les défauts sauf un. Ainsi, le ième observateur sera obtenu en

considérant le ième défaut fi comme entrée inconnue. La table de codage (table de signatures)

des défauts sera alors composée de 1 à l’exception d’une diagonale de 0.

- Cas de défauts multiples : la détection et la localisation de tous les défauts, lorsque ceux-ci

peuvent intervenir simultanément, nécessitent de pouvoir découpler chaque observateur de tous

les défauts sauf un, la table de codage des défauts sera alors composée de 0 à l’exception d’une

diagonale de 1.

Ainsi, dans l’optique d’assurer un bonne isolation des défauts, à l’aide de résidus structurés (fi-

gure1.11), des batteries d’observateurs sont mises en place. Les résidus sont conçus de manière

à être chacun affectés par un sous ensemble de défauts et robustes par rapport aux défauts res-

tants. Ainsi, un seul sous-ensemble de résidus réagit, lorsqu’un défaut fi apparaît. Par la suite,

une table de signature ou table d’incidence regroupe les informations de sensibilité et de robus-

tesse pour les résidus. Elle est définie de la façon suivante :

T : R× F → [0; 1]

(r, f)→ T (r, f)

avec T (r, f)=

 1 si et seulement si r est sensible au défaut f

0 si et seulement si r est robuste au défaut f

Les dimensions de la table de signature sont déterminées à partir du nombre de capteurs ou

d’actionneurs et du nombre de résidus engendré par la méthode choisie. C’est une table binaire,

dont la colonne j correspond au défaut fj et la ligne i correspond au résidu ri.

En employant les termes utilisés par Gertler en 1992 [150], on qualifie la table de signature

(figure1.12) de :

- Non localisante : si aux moins deux signatures de défauts sont identiques (a).

- Faiblement localisante : si toutes les signatures de défauts sont différentes, mais si on modifie

une signature en changeant un 1 par 0, on trouve autre signature déjà existante (b).
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FIGURE 1.11: Résidus structurés

- Fortement localisante : si toutes les signatures de défauts sont différentes et ne peuvent être

déduite d’une autre en modifiant un 1 par 0 (c).

De nombreux schémas sont proposés dans la littérature pour concevoir des résidus structurés,

FIGURE 1.12: Différents types de tables de signature.

parmi elles, on peut citer :

- Schémas d’observateur simplifié (SOS- simplified Observer Scheme),

- Schémas d’observateur dédié (DOS- Dedicated Observer Scheme),

- Schémas d’observateur généralisé (GOS- Generalized Observer Scheme).
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1.3.8.1 Structure d’observateur simplifié

Dans cette structure (figure1.13), le banc est constitué d’un seul observateur. Il est synthétisé

de façon à n’être sensible qu’à un groupe de défauts. Dans le cas où un des défauts auquel il

est sensible apparaît alors les estimations seront faussées. Dans le cas contraire, elles seront

exactes.

FIGURE 1.13: Structure d’observateur simplifié

1.3.8.2 Structure d’observateurs dédiés (DOS)

Dans ce type de structure (figure1.14), il est question de construire autant d’observateurs

que de défauts à détecter, chacun d’entre eux génère un résidu insensible à tous les défauts

sauf un. Ainsi, l’observateur recevant une mesure défaillante fournit une mauvaise estimation

des variables estimées, tandis que les estimations des autres observateurs convergent vers les

mesures des sorties correspondantes sauf sur la sortie erronée. Cette structure reste valable

même dans le cas de plusieurs défauts simultanés. Le ième observateur est piloté uniquement

par la ième entrée/sortie(actionneur/capteur).

1.3.8.3 Structure d’observateurs généralisés (GOS)

Dans cette structure (figure1.15), il s’agit de synthétiser un certain nombre d’observateurs

où chacun d’entre eux étant insensibles à un seul défaut. Si un défaut apparaît alors, toutes

les estimations d’états seront erronées sauf celles issues de l’observateur insensible à ce seul

défaut. Ce schéma offre plus de degrés de liberté pour la conception de l’observateur et permet
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FIGURE 1.14: Structure d’observateurs dédiés

d’augmenter la robustesse. Dans cette structure le ième observateur est piloté par toutes les

entrées/sorties (actionneur/capteur) sauf la ième entrée/sortie.

FIGURE 1.15: Structure d’observateurs généralisés
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1.3.9 Observateurs pour le diagnostic

Le diagnostic de défaut a base d’observateurs est basé sur le principe de génération de rési-

dus en comparent les grandeurs disponibles du système réel aux grandeurs estimées (issues de

l’observateur). L’état du système est reconstruit à partir des grandeurs d’entrées et des grandeurs

de sorties. Le gain de l’estimateur dépendant des objectifs et des performances désirées. Dans

le cas des systèmes linéaires, la structure de base des reconstructeurs est toujours la même, mais

dans le cas non linéaires le problème s’avère difficile.

1.3.9.1 Diagnostic à base d’observateurs d’états linéaires

Pour les systèmes linéaires, deux principales structures d’observateurs, basées sur la théorie

des observateurs de Luenberger [45], sont distinguées : les observateurs proportionnels et les

observateurs à entrées inconnues.

1.3.9.1.a Observateur proportionnel (Observateur de Luenberger)

L’observateur proportionnel, développé par Beard [130] et Jones [145] au début des années

70 est le premier type de générateur de résidus à base d’observateur. Cet observateur s’applique

aux modèles de systèmes admettant la forme suivante : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + E1d(t) + F1γ(t)

y(t) = Cx(t) + E2d(t) + F2γ(t)
(1.76)

où γ(t) ∈ Rq+p représente le vecteur de défauts, composé respectivement du défaut actionneur

γact(t) et du défaut capteur γcap(t), c’est à dire γ(t) = [γact(t)γcap(t)]
T . E1, E2, F1 et F2 repré-

sentent respectivement les des matrices de distribution des perturbations et des défauts.

Sous l’hypothèse que le système (1.76) soit observable, la structure d’un observateur propor-

tionnel de Luenberger est décrite par :
˙̂x(t) = A x̂(t) +B u(t) + L(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = C x̂(t)

r(t) = y(t)− ŷ(t)

(1.77)

où La matrice L représente le gain de l’observateur.

L’erreur d’estimation entre l’état reconstruit x̂(t) et l’état réel du système x(t) est définie par
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e(t) = x(t)− x̂(t).

La dynamique de l’erreur d’estimation a pour expression : ė(t) = ẋ(t) − ˙̂x(t). Le vecteur

des résidus r(t) est alors exprimé en fonction de l’erreur d’estimation, des perturbations et des

défauts comme suit :

 ė(t) = (A− LC)e(t) + (E1 − LE2)d(t) + (F1 − LF2)γ(t)

r(t) = Ce(t) + E2d(t) + F2γ(t)
(1.78)

La matrice L est choisie en fonction des performances désirées pour l’observateur. Plusieurs

approches sont possibles pour la déterminer comme l’optimisation d’un critère quadratique ou

le placement de pôles.

L’équation (1.78) montre que le résidu est sensible aux défauts et aux perturbations, ce qui

signifie que le résidu est incappable de différencier les défauts et les perturbations, ceci rend

la détection quasi-impossible. Le résidu généré doit être robuste vis-à-vis des incertitudes et

des perturbations, tout en restant sensible aux défauts à détecter. Ceci n’est pas le cas pour

l’observateur de Luenberger. La solution proposée pour régler ce dilemme est l’observateur à

entrées inconnues.

1.3.9.1.b Observateur à entrées inconnues

Le principe d’un observateur à entrées inconnues consiste à générer une erreur d’estima-

tion qui tend asymptotiquement vers zéro même en présence de l’entrée inconnue (bruits d’état,

incertitudes de modélisation, perturbations,...etc). Ainsi, le résidu généré est découplé des per-

turbations car il est fonction de l’erreur d’estimation. La synthèse de ce type d’observateurs

[151] est réalisable pour les modèles de systèmes décrits par :

 ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ed(t) + F1γ(t)

y(t) = Cx(t) + F2γ(t)
(1.79)

où Les matrices A, B, C, E, F1 et F2 sont des matrices réelles, constantes de dimensions

appropriées.
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La structure d’un observateur à entrées inconnues d’ordre plein, est décrite par :

ż(t) = Nz(t) +Mu(t) + Ly(t)

x̂(t) = z(t) + Fy(t)

ŷ(t) = Cx̂(t)

r(t) = y(t)− ŷ(t)

(1.80)

où x̂ ∈ Rn et z ∈ Rn sont respectivement les vecteurs d’état estimé et d’état de l’observateur.

Les matrices N , M , L et F sont déterminées de manière à obtenir un résidu r(t) qui vérifient

les conditions suivantes :

– r(t) converge vers zéro en fonctionnement normal, C.à.d (d(t) = γ(t) = 0) ∀ u(t) ;

– r(t) est insensible aux perturbations d(t) ;

– r(t) est sensible aux défauts γ(t).

L’erreur d’estimation entre l’état reconstruit et l’état réel du système est définie par e(t) =

x(t) − x̂(t). La dynamique de l’erreur d’estimation est régit par l’équation différentielle sui-

vante :
ė(t) = ẋ(t)− ˙̂x(t)

= Ax(t) +Bu(t) + Ed(t) + F1γ(t)− ż(t)− F ẏ(t)

= Ax(t) +Bu(t) + Ed(t) + F1γ(t)−Nz(t)−MBu(t)− Ly(t)− F (Cẋ(t) + F2γ̇(t))

(1.81)

L’erreur d’estimation des sorties par l’observateur à entrées inconnues (1.80), synthétisé selon

(1.13-3.11) peut être vue comme la sortie du système dynamique suivant :


ė(t) = Ne(t) + PF1γ(t) + (NF − L)F2γ(t)− FF2γ̇(t)

r(t) = Ce(t) + F2γ(t)

e(0) = Px0 − z0 avecP = I − FC

(1.82)

Il est donc évident qu’en l’absence de défauts le signal r(t) converge asymptotiquement vers

zéro, dans la mesure où la matrice N est stable. Le signal r(t) est donc un résidu sensible au

défaut γ(t), et insensible à la perturbation d(t). La sensiblité des résidus vis-à-vis des défauts

peut être étudiée en utilisant la transformée de Laplace.
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1.3.9.1.c Filtre de Kalman

La synthèse de ce type d’observateurs est réalisable pour les modèles de systèmes décrit

par :  ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Mω(t) + F1γ(t)

y(t) = Cx(t) +Rν(t) + F2γ(t)
(1.83)

où ω ∈ Rl, ν ∈ Rp et γ(t) ∈ Rq+p représentent respectivement le bruit d’état, le bruit de

sortie et le vecteur de défauts. Les matrices A, B, C, M ,R, F1 et F2 sont des matrices réelles,

constantes de dimensions appropriées.

Si le système de la forme (1.83) est uniformément observable alors il existe un observateur de

la forme suivante : 
˙̂x(t) = A x̂(t) +B u(t) + L(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = C x̂(t)

r(t) = y(t)− ŷ(t)

(1.84)

L’erreur d’estimation entre l’état reconstruit x̂(t) et l’état réel du système x(t) est définie par

e(t) = x(t)−x̂(t). La dynamique de l’erreur d’estimation a pour expression : ė(t) = ẋ(t)− ˙̂x(t).

Le vecteur des résidus r(t) est alors exprimé en fonction de l’erreur d’estimation, du bruit de

sortie et des défauts comme suit : ė(t) = (A− LC)e(t) +Mω(t)− LRν(t) + (F1 − LF2)γ(t)

r(t) = Ce(t) +Rν(t) + F2γ(t)
(1.85)

Les méthodes de filtrage sont très utilisées en diagnostic des systèmes linéaires [152]-[154].

Elles permettent de maximiser la sensibilité des résidus aux défauts et de minimiser les effets

des entrées inconnues (perturbations, bruits) sur les résidus.

Pour réduire l’effet du bruit sur le résidu, il suffit alors de minimiser la normeH∞ de la fonction

de transfert entre le résidu r(t) et le bruit ν(t) [155]-[156].

1.3.9.2 Diagnostic à base d’observateurs d’états non linéaires

Le problème de diagnostic de défauts à base d’observateurs pour les systèmes non linéaires

est encore un problème largement ouvert. Auparavant la plupart des méthodes de diagnostic

de défauts basées sur les observateurs sont construites sur des modèles de systèmes linéarisés,
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puis appliquées pour les systèmes non linéaires originaux. Les premières recherches rappor-

tée dans le domaine de diagnostic par observateurs non linéaires ont été éffectuées en utilisant

un observateur non linéaire de type identité [157]. cette méthode a été davantage réalisée dans

[158]-[159]. Cependant, cette méthode implique le calcul d’une matrice de gain à chaque pas

de temps pour la stabilité de l’observateur. Il a été montré dans [158] que pour de nombreuses

applications pratiques, une matrice de gain constante est suffisante pour la stabilité de l’obser-

vateur. L’observateur de Luenberger étendu [71] a été calculé de la même manière avec laquelle

l’observateur identité utilisé dans [157] été calculé.

1.3.9.2.a Observateur de Luenberger étendu

Cet observateur s’applique aux modèles de systèmes admettant la forme suivante :


ẋ(t) = f(x(t), u(t)) + F1γ(t)

y(t) = h(x(t), u(t)) + F2γ(t)

x(0) = x0

(1.86)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp et γ(t) ∈ Rq, représentent respectivement les vecteurs d’état, de

commande, de sortie et de défauts du système.x0 est la condition initiale à l’instant initial t0,

f : Rn × Rm → Rn et h : Rn → Rp.

F1 et F2 sont les matrices d’action des défauts. La synthèse de l’observateur de Luenberger

étendu correspondant à (1.86) donne lieu à la structure suivante :


˙̂x(t) = f(x̂, u(t)) + L(x̂, u(t))(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = h(x̂, u(t))

r(t) = y(t)− h(x̂, u(t))

(1.87)

où L(x̂, u(t)) est le gain de l’observateur calculé de telle sorte que toutes les valeurs propres

de la matrice ∂f(x̂,u)
∂x̂
− L(x̂, u(t))∂h(x̂,u)

∂x̂
soient à parties réelles négatives. Le calcul du gain L

est réalisé en supposant que l’état restera autour d’une zone où l’approximation par un modèle

linéaire est valable.

Le vecteur des résidus r(t) et l’erreur d’estimation d’état e(t) = x(t)− x̂(t) sont alors régit par
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le système d’équations suivant : ė(t) = Fe(t)e(t) + (F1 − L(x̂, u(t))F2)γ(t) +O1(e2(t), t)

r(t) = H(t)e(t) + F2γ(t) +O2(e2(t), t)
(1.88)

où O1(e2(t), t) et O2(e2(t), t) représentent les termes d’ordre supérieur se rapportant à e(t),

avec :  Fe(t) = ∂f(x̂,u)
∂x̂
− L(x̂(t), u(t))H(t)

H(t) = ∂h(x̂,u)
∂x̂

(1.89)

En négligeant les termes d’ordre supérieur, la matrice de gain L peut être calculée de telle sorte

que la dynamique des erreurs soit asymptotiquement stable.

1.3.9.2.b Filtre de Kalman étendu

Le filtrage de Kalman étendu a fait l’objet de très nombreuses études dans des domaines

techniques très variés et notamment dans le cadre du diagnostic. On considère le système non

linéaire stochastique suivant : ẋ(t) = f(x(t), u(t)) +Mω(t) + F1γ(t)

y(t) = h(x(t), u(t)) + ν(t) + F2γ(t)
(1.90)

où x ∈ Rn,u ∈ Rm, y ∈ Rp et γ(t) ∈ Rq représentent respectivement les vecteurs d’état,

de commande, de sortie et des défauts du système. ω(t) et ν(t) sont des bruits gaussiens de

moyenne nulle et de matrice de covariance W et V respectivement.

Le filtre de Kalman étendu pour le système (1.90) est représenté par :

˙̂x(t) = f(x̂, u(t)) + L(x̂, u(t))(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = h(x̂, u(t))

L(x̂, u(t)) = P (t)HT (t)V −1

Ṗ (t) = F (t)P (t) + P (t)F T (t) +MWMT − P (t)HT (t)V −1H(t)P (t)

F (t) = ∂f(x̂(t),u(t))
∂x̂

H(t) = ∂h(x̂,u(t))
∂x̂

r(t) = y(t)− h(x̂, u(t))

(1.91)

F (t) et H(t) sont calculés pour x(t) = x̂(t).

Le vecteur des résidus r(t) et l’erreur d’estimation d’état e(t) = x(t)− x̂(t) sont alors régit par
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le système d’équations suivant : ė(t) = Fee(t) + (F1 − L(x̂, u(t))F2)γ(t) +Mω − L(x̂, u(t))ν +O1(e2(t), t)

r(t) = H(t)e(t) + F2γ(t) + ν +O2(e2(t), t)
(1.92)

où O1(e2(t), t) et O2(e2(t), t) représentent les termes d’ordre supérieur se rapportant à e(t),

avec :  Fe(t) = ∂f(x̂,u)
∂x̂
− L(x̂(t), u(t))H(t)

H(t) = ∂h(x̂,u)
∂x̂

(1.93)

1.3.9.2.c Observateur à mode glissant

Les observateurs à mode glissant ont été largement utilisés pour la détection de défauts des

systèmes linéaires [88],[163] ainsi que pour les systèmes non linéaires [164],[165].

Dans ce qui suit, il est question, tout d’abord, d’introduire l’idée de conception d’observateurs

par modes glissants pour la détection et la localisation des défauts, pour les systèmes linéaires, à

travers l’approche proposée par Edwards et al. [88]. Nous présenterons ensuite des observateurs

par modes glissants utilisés pour le diagnostic des systèmes non linéaires.

1- Observateur à mode glissant d’Edwards, Spurgeon et Patton

Soit le système linéaire défini par les équations suivantes : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + F1γact(t)

y(t) = Cx(t) + γcap(t)
(1.94)

avec x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est l’entrée de commande, y ∈ Rp est le vecteur

de sortie. A est la matrice d’état connue constante de dimension (n × n) et C est la matrice

d’observation connue et constante de dimension (p × n). γact ∈ Rq et γcap ∈ Rp représentent

respectivement les vecteurs défauts actionneurs et capteurs, inconnus mais bornés.

F1 ∈ R(n×q) est la matrice d’action des défauts actionneurs.

L’objectif consiste à reconstruire les états à partir d’un observateur, de manière à ce que l’er-

reur d’estimation de la sortie tende vers zéro en un temps fini. La structure de l’observateur

considérée peut être écrite sous forme : ˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)−Gley +Gnυ

ey = ŷ(t)− y
(1.95)
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où Gl ∈ R(n×p) et Gn ∈ R(n×p) représentent les gains de l’observateur. υ est une fonction

discontinue. On considère le cas où seuls des défauts actionneurs agissent sur le système, c’est

à dire γcap = 0. Il est avancé dans dans [166] que si les hypothèses suivantes sont vérifiées :

Hypothèse 1 – rang(CF1) = q

– Les zéros invariants du système représentés par le triplet (A,F1, C) doivent être stables.

alors il existe un changement de variables x → Tx tel que dans les nouvelles cordonnées du

système on a : 
ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t) +B1u(t)

ẋ2(t) = A21x1(t) + A22x2(t) +B2u(t) + F2γact(t)

y(t) = x2(t)

(1.96)

Où x1 ∈ R(n−p), x2 ∈ Rp et la matrice A11 ∈ R(n−p)×(n−p) est stable. Dans les nouvelles

coordonnées du système, l’observateur mode glissant se met sous la forme :
˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12x̂2(t) +B1u(t)− A21ey(t)

˙̂x2(t) = A21x̂1(t) + A22x̂2(t) +B2u(t)− (A22 − As22)ey(t) + υ

ŷ(t) = x̂2(t)

(1.97)

où As22 est une matrice stable et υ est une fonction discontinue définit par :

υ =

 −ρ ‖F1‖ P2ey
‖P2ey‖ si ey 6= 0

0 ailleurs
(1.98)

où P2 ∈ Rp×p est une matrice définie positive, solution de l’équation de Lyapunov :

P2A
s
22 + (As22)TP2 = −Q2 (1.99)

où Q2 est une matrice symmetrique définie positive. ρ est un scalaire positif choisit tel que :

‖γact‖ < ρ ∀t > 0 (1.100)

Si les erreurs d’estimation sont définies par :e1(t) = x̂1(t) − x1(t) et e2(t) = x̂2(t) − x2(t),

alors il est facile de montrer que : ė1(t) = A11e1(t)

ėy(t) = A21e1(t) + As22ey(t) + υ − F1γact(t)
(1.101)
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Puisque dans cette situation ey = e2. Il est montré dans [81], [95] que l’erreur dans (1.101)

est quadratiquement stable, et un régime de glissement s’instaure en forçant ey à zéro en un

temps fini. Le système dynamique de (1.97) peut donc être considéré comme un observateur du

système de (1.94). Il s’ensuit qu si :

Gl = T−1

 A12

A22 − As22

 Gn = T−1

 0

Ip

 (1.102)

2- Observateur d’état à mode glissant étape par étape

L’approche de la construction d’un observateur d’état à mode glissant étape par étape peut être

illustrée à l’aide du système de second ordre avec défauts suivant :
ẋ1(t) = x2 + u+ fa

ẋ2(t) = g(x1, x2)

ŷ(t) = x1 + fs

(1.103)

où x = [x1, x2]T ,y ∈ R et u ∈ R sont respectivement le vecteur d’état, de sortie et d’entrée du

système.

La forme linéaire de ẋ1(t) n’est choisie que pour la clarté de l’illustration et n’entraîne pas

de perte de généralité puisque la fonction g(x1, x2) peut être non linéaire, mais est supposée

être bornée, c’est-à-dire qu’il existe un nombre réel positif β > 0 tel que |g(x1, x2)| ≤ β. Le

paramètre fa est le défaut de l’actionneur et fs représente le défaut du capteur.

L’observateur d’état à mode glissant étape par étape du système (1.103) est formulé par le

système d’équations suivant :
˙̂x1(t) = x̂2 + u+ ∆1sign(y − ŷ)

˙̂x2(t) = g(x̂1, x̂2) + ∆2sign(ē)

ŷ(t) = x̂1 + fs

(1.104)

où ∆1 et ∆2 sont les gains de l’observateur et ē est le paramètre d’erreur. En supposant qu’il

n’y ait initialement aucun défaut d’actionneur et de capteur (c’est-à-dire fa = 0 et fs = 0). Le

vecteur d’erreur est défini par e = x− x̂ dont les composantes sont e1 = x1− x̂1 et e2 = x2− x̂2.

Ensuite, la dynamique des erreurs d’état peut être décrite par : ė1(t) = e2 −∆1sign(e1)

ė2(t) = g(x1, x2)− g(x̂1, x̂2)−∆2sign(ē)
(1.105)
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Le choix des gains de l’observateur tel que : ∆1 > max |e2| et ∆1 > |g(x1, x2)− g(x̂1, x̂2)|

assure la convergence du vecteur d’erreur vers zéro en un temps fini.

L’observateur (1.104) est conçu initialement pour un système sans défaillance, comme décrit

ci-dessus. Ensuite, une fois que le défaut fs du capteur et le défaut fa de l’actionneur se sont

produits à l’instant tf , la dynamique de l’erreur de sortie e1 = x1 − x̂1pendant le temps t > tf

peut être écrite comme suit :

ė1(t) = e2 + fa + ḟs −∆1sign(e1) (1.106)

Puisque les erreurs convergent vers zéro (régime de glissement atteint), en raison des gains

élevés de l’observateur, alors de la valeur de commande équivalente de l’erreur dans l’équation

(1.106) peut être réecrite sous forme :

(∆1sign(e1))eq ≈ fa + ḟs (1.107)

où ∆1sign(e1))eq est appellé signal de commande équivalent de ∆1sign(e1), il représente le

comportement moyen du signal ∆1sign(e1) [167], [168].

Par conséquent, un signal résiduel peut être obtenu à partir du signal de commande équivalent

∆1sign(e1))eq.

r ≡ (∆1sign(e1))eq ≈ fa + ḟs (1.108)

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord rappelé la notion d’observabilité, ainsi que ses

principales déclinaisons pour le cas linéaire et non linéaire, nous avons abordé également le

principe d’un observateur. Dans un deuxième temps, nous avons présenté un état de l’art non

exhaustive des différentes techniques de construction d’observateurs pour les systèmes continus

linéaires et non linéaires. Nous avons vu qu’il n’y a pas de méthodologie générale pour la

construction d’observateurs pour les sysèmes non linéaires, c’est un domaine de recherche où

il reste encore beaucoup de problèmes non résolus. Dans la troisième étape, nous avons abordé

différentes généralités sur le diagnostic. Enfin comme dérnière étape de ce chapitre on a présenté

la méthode de génération de résidu basée sur les observateurs linéaires et non linéaires.





Chapitre 2

Analyse par intervalles

2.1 Introduction

Au cours des années 60, parallèlement à la montée en puissance de l’informatique, se pose

la question de savoir comment les incertitudes évoluent au cours des calculs et comment quan-

tifier l’erreur sur le résultat final. C’est en s’attachant à résoudre ce problème que R.E. Moore

ouvre la voie de l’analyse par intervalles, en publiant notamment l’ouvrage de référence [169]

mettant en place les fondements de cet outil, suivi de [170] et [171]. Plus tard, Neumaier [172]

développe plus spécifiquement la résolution de systèmes d’équations linéaires et non linéaires,

tandis que Hansen [173] s’attache au problème d’optimisation globale.

Le principal avantage de l’analyse par intervalles réside dans sa capacité à appréhender les

incertitudes sur les paramètres d’un modèle. C’est donc logiquement que cet outil fit son ap-

parition dans le domaine de l’estimation paramétrique [174]. L’essentiel des travaux portant

sur l’approche ensembliste en estimation paramétrique sont regroupés dans l’ouvrage collectif

[175].

L’utilisation de l’analyse par intervalles dans le cadre du diagnostic est nettement plus récente.

Les premiers travaux répertoriés sont imputables à Chang et al [176]. Ils utilisent alors une

variante de l’arithmétique des intervalles initialement proposée par Moore [169] à des fins de

détection et de localisation de défauts en s’appuyant sur une approche de type Espace de Parité.

Plus tard, Ragot et al [177] proposent une technique ensembliste en vue d’effectuer la détection
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et la localisation de défauts de capteurs dans le cas d’un modèle statique et linéaire. La même

année, un court chapitre de l’ouvrage de Travé Massuyès et al [178] est consacré à ce thème

en exposant le principe de la propagation de contraintes sur les intervalles. L’approche bor-

nante dans le cadre du diagnostic ne prendra véritablement son essor qu’avec la thèse de Ploix

[179]. Depuis, d’autres travaux ont vu les jours dans [180] où les auteurs cherche à détermi-

ner à quels instants se produisent des sauts (signes de défauts) dans les valeurs des incertitudes

paramétriques. Notons que de nombreux travaux, traitant du diagnostic dans le cas de modèles

à horizon infini où les incertitudes sont représentées par des variables bornées, ont été réalisés

ces dernières années, voir dans les articles [181]-[184]. Puig et al [185]-[186], quant à eux,

proposent une technique d’optimisation globale permettant d’évaluer les enveloppes associées

à un modèle intervalle récursif. D’autres travaux existent comme ceux de Hadj-Sadok et al

[116],[187] qui appliquent une méthode ensembliste dans le cadre dune installation de traite-

ment des eaux usées.

Dans ce chapitre, nous rappellerons dans un premier temps les bases de l’analyse par inter-

valles. Une fois les opérations ensemblistes élémentaires présentées, le problème fondamental

de dépendance, pouvant conduire à des majorations très importantes des bornes calculées lors

de l’évaluation d’une fonction intervalle, sera présenté. Le concept d’extension intervalle et la

propriété d’inclusion sur laquelle repose l’analyse par intervalles seront ensuite explicités. La

seconde partie de ce chapitre se focalise sur diverses méthodes (techniques à base de formes

centrées, méthodes de réduction et d’élimination) permettant de prendre en compte le problème

de dépendance afin de réduire le pessimisme des bornes obtenues dans le cas de fonctions vec-

torielles.

2.2 Arithmétique d’intervalles

2.2.1 Intervalles

Le principe de base de l’arithmétique des intervalles consiste à remplacer une valeur réelle

point (flottante) d’une variable par un intervalle qui l’encadre. Cette représentation très puis-

sante offre une alternative intéressante à l’arithmètique flottante.
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Définition 24 On appelle intervalle réel borné noté [x] = [x, x], l’ensemble des nombres réels

vérifiant :

[x] = [x, x] = {x ∈ R |x ≤ x ≤ x} (2.1)

pour tout couple de réels flottants x et x avec x ≤ x.

On note l’ensemble des intervalles réels par IR :

IR = {[x, x] |x, x ∈ R, x ≤ x} (2.2)

x et x sont respectivement les bornes inférieure et supérieure de l’intervalle.

Remarque 4 Tout intervalle [x] peut être exprimé en fonction soit de sa taille, soit de son centre

et soit de son rayon comme suit : La taille d’un intervalle [x] est définie par :

ω ([x]) = x− x (2.3)

Le centre d’un intervalle [x] est définé par :

mid ([x]) =
x+ x

2
(2.4)

Le rayon d’un intervalle [x] est définé par :

rad ([x]) =
x− x

2
(2.5)

L’intervalle [x] peut être également exprimé en fonction de son centre et de son rayon comme

suit :

[x] = mid [x]± rad [x] (2.6)

2.2.2 Opérations mathématiques sur les intervalles

L’outil intervalle permet de réaliser des opérations arithmétique dont le résultat est tou-

jours juste. Il est garanti que la solution réelle d’une opération arithmétique est incluse dans
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le domaine calculé par cet outil. On définit l’image d’une paire d’intervalles par rapport aux

opérations arithmétiques comme suit :

[x] op [y] = {x op y |x ∈ [x] et y ∈ [y]} , op ∈ {+,−,×,÷} (2.7)

Le formalisme mathématique de l’équation (2.7) qui détermine l’image d’une paire d’intervalles

par rapport aux opérations arithmétiques s’appelle la sémantique des opérations. Ce formalisme

garantit que l’image de [x] et [y] par rapport à une opération arithmétique est l’image de x et y

par rapport à l’opération pour toutes les valeurs de x ∈ [x] et y ∈ [y].

Bien que l’équation (2.7) caractérise mathématiquement ces quatre opérateurs intervalles, son

expression en fonction des opérateurs réels est équivalente à :

[x] + [y] = [x+ y, x+ y] (2.8)

[x]− [y] = [x− y, x− y] (2.9)

[x]× [y] = [min
{
x× y, x× y, x× y, x× y

}
,max

{
x× y, x× y, x× y, x× y

}
] (2.10)

1

[x]
= ∅ si [x] = [0, 0] (2.11)

= [
1

x
,

1

x
] si 0 /∈ [x] (2.12)

[x]÷ [y] = [x]× 1

[y]
(2.13)

2.2.3 Vecteurs et matrices intervalles

Un vecteur intervalle (ou pavé) [X] ∈ Rn, est le produit cartésien de n intervalles. Il peut

s’écrire sous la forme suivante :

[X] = [x1, x1]× . . .× [xn, xn] =
[
X,X

]
(2.14)

où X = (x1; . . . ;xn) et X = (x1; . . . ;xn). L’ensemble de tous les pavés de Rn sera noté IRn.

On note par par [A] ∈ IRn×m une matrice intervalle de n lignes et de m colonnes dont les

éléments sont des intervalles [ai,j], i = 1, . . . , n et j = 1, . . . ,m. Ainsi le calcul sur les vecteurs

et matrices intervalles est le même que dans le cas de nombres réels, à l’exception que les opé-

rateurs arithmétiques sur les réels seront remplacés par leurs correspondants intervalles définis

par les équations (2.8− 2.13) .
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2.2.4 Propriétés algébriques de l’arithmétique des intervalles

2.2.4.1 Propriétés conservées

Les propriétés algébriques de l’arithmétique des intervalles se déduisent de celles rencon-

trées dans le cas de variables réelles. Néanmoins certaines propriétés diffèrent à cause du pro-

blème de dépendance. Ainsi, deux fonctions rationnelles équivalentes pour l’arithmétique des

nombres réels, le seront aussi pour l’arithmétique des intervalles si chaque variable n’apparaît

qu’une seule fois de chaque côté de l’égalité [172]. Par exemple, la commutativité et la tran-

sitivité sont conservées pour l’addition et la multiplication. Soient X, Y et Z trois intervalles

associés à des variables bornées indépendantes, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

Les éléments neutres et absorbants sont les suivants :

Propriété Addition Multiplication

Commutativité X + Y = Y + X XY = YX

Associativité X + (Y± Z) = (X + Y)± Z (XY)Y = X(YZ)

TABLE 2.1: Associativité et commutativité des opérateurs arithmétiques

Propriété Addition(Soustraction) Multiplication

Élément neutre 0± X = ±X + 0±X 1X = X1 = X

Élément absorbant 0X = X0 = 0

TABLE 2.2: Éléments neutres et absorbants

2.2.4.2 Propriétés non conservées

La loi de distributivité n’est en général pas vérifiée dans le cas de fonctions intervalle. En

revanche, l’inclusion suivante est toujours satisfaite (propriété de sous-distributivité) : X(Y ±

Z) ⊆ XY±XZ où (Z±Y)X ⊆ ZX±YX. La multiplication n’est pas distributive par rapport

à l’addition.

Exemple 1 si [x] = [−2, 3], [y] = [1, 4] et [z] = [−2, 1],

[x]× ([y] + [z]) = [−2, 3]× ([1, 4] + [−2, 1]) = [−2, 3]× [−1, 5] = [−10, 15]

[x]× [y] + [x]× [z] = [−2, 3]× [1, 4] + [−2, 3]× [−2, 1] = [−8, 12] + [−6, 4] = [−14, 16]
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X− X = [x− x̄, x̄− x] X
X =

[
x
x̄
, x̄
x

]
X− Y ⊆ (X + Z)− (X + Z) X

Y ⊆ (XZYZ)

TABLE 2.3: Quelques propriétés de l’arithmétique des intervalles

Comme l’illustre cet exemple, la multiplication est sous-distributive par rapport à l’addition,

c’est à dire que :

[x]× ([y] + [z]) ⊂ [x]× [y] + [x]× [z]

Enfin, un certain nombre de règles valides dans le cas de variables réelles ne fonctionnent

plus pour des intervalles, en l’occurrence les lois conduisant à des simplifications de variables :

On peut d’ores et déja constater que les opérations définies ci-dessus ne présentent pas les

propriétés algébriques de leurs contreparties ponctuelles. Tout d’abord, la soustraction n’est pas

la réciproque de l’addition.

Exemple 2 si [x] = [2, 3],

[x]− [x] = [2, 3]− [2, 3] = [−1, 1] 6= 0

De la même façon, la division n’est pas la réciproque de la multiplication :

Exemple 3 si [x] = [2, 3],

l’intervalle : [x]
[x]

= [2, 3]/[2, 3] = [2/3, 3/2] n’est pas égal à 1 même s’il le contient.

De plus, la multiplication d’un intervalle par lui même n’est pas égal à l’élévation au carré :

Exemple 4 si [x] = [−3, 2],

[x]× [x] = [−3, 2]× [−3, 2] = [−6, 9]

alors que : [x]2 = {x2|x ∈ [x]} = [0, 9].

2.3 Pessimisme

2.3.1 Effet de dépendance

L’effet de dépendance est un phénomène particulier de l’analyse par intervalles. Les opé-

rations réalisées sur un même intervalle peuvent donner des effets inattendus. Pour expliquer
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ce phénomène, reprenons la définition des opérations arithmétiques ensemblistes. Soit un inter-

valle non dégénéré [x] = [x, x] et une opération op ∈ {+,−,×,÷}. Une opération arithmétique

ensembliste faisant intervenir le même intervalle [x] plusieurs fois dans la même opération,

conduit à une surestimation du domaine de solutions, ce qui peut se traduire par la relation

(2.7). On remarque que la relation (2.7) considère que les variables x et y sont indépendantes

ce qui n’est pas le cas ici. Cette singularité est due au phénomène dit de dépendance [169].

Exemple 5 Soit [x] = [−2, 6], nous obtenons selon l’équation (2.7) : [x] − [x] = [−2, 6] −

[−2, 6] = [−8, 8] 6= 0

On observe donc que la simple opération de soustraction est pessimiste si le nombre d’oc-

currence d’une même variable est multiple. Il en va de même pour les différentes opérations

op ∈ {+,−,×,÷}. Le nombre d’occurrence d’une variable est primordial ; moins la va-

riable apparaît dans une opération plus l’encadrement est proche de l’encadrement exact. Il

est par exemple préférable d’évaluer la fonction [x2] = {x2|x ∈ [x]} plutôt que la fonction

{x ∗ x|x ∈ [x]}.

2.3.2 Effet d’enveloppement

L’effet d’enveloppement caractérise le phénomène qui entraîne une surestimation des bornes

de l’espace étudié. Ce phénomène est d’autant plus problématique qu’il est cumulatif. Dans

le cas des systèmes récursifs, on obtient par exemple, itération après itération, un encadre-

ment toujours grandissant des bornes. Si l’on considère l’estimation des états d’un système, ce

phénomène conduit à l’explosion des bornes représentant les états. La Figure (2.1) représente

parfaitement la divergence des états caractérisant l’effet d’enveloppement. La raison de ce phé-

nomène est la représentation des ensembles par un pavé. L’exemple qui va suivre montre cet

effet délétère que comporte un encadrement sous forme de pavés.

Exemple 6 Soient une matrice [A] et un vecteur [x] définis par :

A =

2 1

0 3

 , [x] =

[−1, 2]

[1, 3]


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FIGURE 2.1: Estimation d’état avec effet d’enveloppement

Lorsque on évalue le pavé [y] = A[x] on obtient :

A[x] =

[−1, 7]

[3, 9]


Le pavé obtenu est une surestimation de la fonction y.

2.4 Fonctions d’inclusions

Soit une fonction f d’un vecteur x définie sur un domaine D ⊂ Rn → Rp. Cette définition

est étendue à une fonction f d’un pavé réel [x] :

f([x]) = {f(x)|x ∈ [x]} (2.15)

Le résultat de cette fonction donne un ensemble où toutes les valeurs prises par f sur le pavé [x]

sont contenues. Le résultat n’est pas toujours un pavé mais forme un ensemble. En revanche, le

pavé encadrant cet ensemble est obtenu en calculant la fonction d’inclusion de f que l’on note

[f ]. Cette dernière est définie comme une fonction de Rn dans Rp :

f([x]) ⊂ [f ] ([x]), ∀ [x] ⊂ D (2.16)

L’encadrement réalisé par la fonction d’inclusion n’est généralement pas minimal et dépend

fortement de la manière dont elle est écrite. Soit une fonction de x ∈ [x] écrite de quatre
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manières différentes : 

f1(x) = x(1− x)

f2(x) = x− x2

f3(x) = x− x ∗ x

f4(x) = 1
4
− (x− 1

2
)2

(2.17)

Pour x = [−2 2], on obtient :



[f1] ([x]) = [x] (1− [x]) = [−6 , 6]

[f2] ([x]) = [x]− [x]2 = [−6 , 2]

[f3] ([x]) = [x]− [x] ∗ [x] = [−6 , 6]

[f4] ([x]) = 1
4
− ([x]− 1

2
)2 =

[
−6 , 1

4

]
(2.18)

On remarque que la manière dont on écrit les fonctions a une influence sur la taille des bornes.

L’exemple précédent permet de voir que contrairement aux fonctions basées sur des nombres

réels, les fonctions basées sur les intervalles nécessitent une précaution particulière lors de leur

mise en oeuvre afin de ne pas surestimer les bornes. Pour cela, il faut trouver la fonction d’in-

clusion la moins pessimiste, c’est à dire celle qui donne l’encadrement le plus proche de celui

de la fonction réelle, ce qui se traduit par [f ] ([x])− f([x]) le plus petit possible.

Lorsque la fonction d’inclusion[f ] ([x]) représente l’encadrement minimal de la fonction f([x]),

on dit que celle-ci est minimale et on la note par [f ]∗ ([x]). Si la fonction ne comporte qu’un

seul intervalle alors la fonction d’inclusion minimale est directement obtenue.

Plusieurs types de fonctions d’inclusion existent, elles permettent de déterminer au mieux l’en-

cadrement de la fonction même si elles sont bien souvent pessimistes. Parmi elles, on peut

citer :

2.4.1 La fonction d’inclusion naturelle

Elle s’obtient en remplaçant chaque variable réelle xipar son intervalle [xi] et en remplaçant

les opérateurs arithmétiques classiques par les opérateurs redéfinis pour les intervalles ;
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2.4.2 La fonction d’inclusion moyenne

Soient une fonction f : D ⊂ Rn → Rp, un pavé [x0] ⊂ D et un point x ∈ [x]. D’après le

théorème de Taylor, il existe un scalaire ξ ∈ [0, 1] tel que :

[fm] ([x]) , f(x0) + [Jf ] ([x])([x]− x0) (2.19)

où : [Jf ] est une fonction d’inclusion de Jf

2.4.3 La fonction d’inclusion pente

Les fonctions pentes sont généralement considérées meilleures que les fonctions moyennes.

Leur forme générale est définie dans la littérature (Hansen et Walster [?] telles que :

f([x]) , f(x0) + [g] ([x])([x]− x0) (2.20)

où [g] représente la fonction d’inclusion de la fonction pente, mais qui contrairement à la fonc-

tion d’inclusion moyenne n’est pas forcément équivalente à la jacobienne de f ;

2.4.4 La fonction d’inclusion de Taylor

Un type de fonction plus général existe : les fonctions d’inclusion de Taylor [188]. Elles

constituent une généralisation de la fonction d’inclusion moyenne mais à un ordre plus élevé.

L’expression (1.20) représente une fonction d’inclusion de Taylor d’ordre 2 :

[fT ] ([x]) , f(x0) + Jf ([x]− x0) +
1

2
[Hf ] ([x])([x]− x0) (2.21)

avecJf la jacobienne de la fonction fet Hf sa Hessienne.

Les fonctions d’inclusion engendrent du pessimisme, c’est-à-dire une surestimation de l’en-

semble recherché, ce qui est un problème récurrent des méthodes par intervalles. Il convient

donc d’étudier la convergence des fonctions dinclusion. Pour cela, la notion d’ordre de conver-

gence d’une fonction d’inclusion a été introduite dans [171].
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2.5 Pavage et sous-pavage

Comme nous l’avons vu, l’inconvénient de l’analyse par intervalles est le pessimisme qu’elle

entraîne ; le phénomène de dépendance et d’enveloppement engendrent de fortes surestimations

du domaine exact recherché. Une méthode parmi d’autres est d’utiliser des sous-pavés, c’est

à dire de découper un pavé initial en plusieurs pavés et de calculer le domaine recherché en

fonction de chacun des pavés pris indépendamment. De cette manière, l’ensemble calculé est

d’autant plus proche du domaine exact que le nombre de pavés est grand. L’inconvénient du

sous-pavage est son coût de calcul. Un dilemme apparaît donc ; celui de la précision/coût. Plus

on veut être proche du domaine exact, plus on doit couper le pavé en un grand nombre de sous-

pavés et par conséquence plus le temps de calcul augmente. Des algorithmes ont été développés

pour réduire ce coût de calcul dans [28]. Le partitionnement en sous pavé a été développé dans

deux algorithmes distincts permettant de calculer l’image ensembliste [189] et l’inversion en-

sembliste d’une fonction [189].

2.5.1 Image ensembliste

L’image ensembliste, également appelée « image directe » permet comme son nom l’indique

d’obtenir l’image d’une fonction sous forme d’un ensemble de sous-pavés réunis. L’algorithme

développé dans [189] porte le nom de « ImageSp (Image Subpaving). » Une boîte à outils a été

développée à cet effet [191].

Définition 25 Soient une fonction f et un pavé [x]. On définit par [xi] les sous-pavés de [x] tel

que :

[x] =
n⋃
i=1

[xi] (2.22)

De même, évaluer la fonction f([x]) revient à évaluer f sur chacun des sous-pavés [xi]

f([x]) =
n⋃
i=1

f([xi]) (2.23)

On définit alors l’ensemble S solution de l’image directe par :

S = {f([x]) |x ∈ X} (2.24)
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2.5.2 Inversion ensembliste

L’inversion ensembliste également appelée «image indirecte» permet, contrairement à l’image

ensembliste, la recherche du domaine d’appartenance d’une variable avec pour contrainte la

fonction dans laquelle elle se trouve. L’algorithme développé dans [190] porte le nom de «SI-

VIA (Set Inversion Via Interval Analysis).» Là encore l’algorithme SIVIA a été développé à cet

effet dans une boîte à outils [191].

Définition 26 Soit l’équation f([x]) ∈ [y], l’ensemble de solutions S est donnée par :

S = {x ∈ X |f(x) ∈ [y])} (2.25)

Cet ensemble est généralement présenté sous la forme suivante :

S = f−1([y])
⋂

X (2.26)

La relation (2.26) est un problème d’inversion ensembliste. L’algorithme SIVIA, permet de ré-

soudre les systèmes non linéaires, en recherchant une approximation de l’ensemble de solutions.

2.6 Les contracteurs

La résolution de l’inversion ensembliste S = f−1([y])
⋂
X est un problème NP-Difficile

(NP, Nondeterministic Polynomial time). Le nombre d’éléments à explorer dans l’espace de

recherche d’un problème NPDifficile est de l’ordre de 2n, où n est le niveau de décomposition

des sous-pavés. On constate que même si n est petit, le nombre de sous-pavés 2n est très grand.

Par exemple, pour un niveau de décomposition de trois, on obtient 23 = 8 sous-pavés. En effet,

le pavé est d’abord coupé en deux sous-pavés, qui ensuite sont à leur tour coupés en deux ce

qui donne quatre sous-pavés, qui à leur tour sont à nouveau coupés en deux ce qui donne au

final les huit sous-pavés. L’algorithme SIVIA, auquel est ajouté la méthode de partitionnement

de pavé, ne permet pas de résoudre les systèmes de plus de deux ou trois variables ; le temps de

calcul augmentant de manière exponentielle. Pour dépasser cette limite, l’idée a été de réduire

les domaines des variables à l’aide d’outils appelé contracteurs. Ces derniers se basent sur le

principe de consistance [192]-[193].
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2.6.1 Contractions de pavés

La contraction de domaines est une notion partagée par les communautés de l’analyse par

intervalles, de l’intelligence artificielle, et de l’informatique. Aussi avons-nous choisi de repla-

cer le problème de la description d’un ensemble défini par un système d’égalités ou d’inégalités

dans le cadre plus général des problèmes de satisfaction de contraintes, en nous inspirant de

l’approche suivie dans [28]. Dans cette partie, nous considérons pour des raisons de simplicité

que l’espace de recherche initial est un pavé X = [x0] = [x01]× . . .× [x0n].

2.6.1.1 Problème de satisfaction de contraintes

Une contrainte est définie par une équation linéaire ou non linéaire, par une inéquation, par

une équation différentielle ou encore par une équation aux dérivées partielles.

Définition 27 Considérons le système d’équations à résoudre :

f(x) = 0⇔



f1(x) = 0

· · ·

fj(x) = 0

· · ·

fn(x) = 0

(2.27)

où : x ∈ X ⊂ Rn et fi est une fonction dex. On appelle problème de satisfaction de contraintes

(CSP) H , la recherche de l’ensemble des solutions de (2.27) contenues dans X, et on notera :

H : (f(x) = 0, x ∈ X) (2.28)

Le problème de satisfaction de contraintes de l’équation (2.28) revient à analyser l’ensemble

des contraintes fj(x1, x2, . . . , xn) = 0. Sa solution générale, notée Hj : (fj(x) = 0, x ∈ X), est

constituée de l’intersection des ensembles solutions (S)j de chaque contrainte.

(S) =
n⋂
j=1

(S)j (2.29)
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2.6.1.2 Consistence

Soit un pavé [x] ⊂ X. Considérons dans un premier temps une unique contrainte Hj :

fj(x1, x2, . . . , xn) = 0 et que les domaines initiaux des variablesx1, x2, . . . , xn sont respective-

ment [x1] ,[x2] , . . . ,[xn]. Une valeur x̂j ∈ [xj] est dite consistante avec Hj , s’il existe des va-

leurs ?x̂i ∈ [xi] , j ∈ 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n telles que la contrainte fi(x̂1, x̂2, . . . , x̂n) = 0

soit satisfaite [194], [28]. L’intervalle [xi] est consistant avec Hj si toute valeur xi ∈ [xi] est

consistante avec Hj .

2.6.1.3 Définition et propriétés des contracteurs

Définition 28 (Contracteur)

Un contracteur C d’un CSP H : (f(x) = 0, x ∈ [x]) est un opérateur capable de remplacer le

pavé [x] par un pavé C([x]) de taille inférieure, tout en préservant l’intégralité de l’ensemble

solution S de H . On peut donc écrire :

(S) ⊂ C([x]) ⊂ [x] (2.30)

Un contracteur vise donc à éliminer des valeurs inconsistantes des domaines [xi]. Si toutes les

valeurs inconsistantes ont été éliminées, le contracteur C est dit optimal. Un contracteur est

noté C([x] , f), où [x] est le domaine de recherche initial, et f sont les contraintes du CSP en

considération. Un contracteur possède les propriétés suivantes [195] :

– ∀ [y] ⊆ [x] , C([y] , f) ⊆ [x] (contractance),

– ∀ [y] ⊆ [x] , [y]
⋂

S ⊆ C([y] , f) (complétude).

En outre, les propriétés suivantes sont tirées de [28] :

– C est monotone si [x] ⊂ [y] , C([x] , f) ⊂ C([y] , f),

– C est idempotent si ∀ [x] ∈ Rn, C(C([x] , f), f) = C([x] , f),

– C1 est plus efficace que C2 si ∀ [x] ∈ RnC1([x] , f) ⊂ C2([x] , f),

2.6.2 Différents types de contracteurs

Il existe de nombreux contracteurs permettant de résoudre un problème de satisfaction de

contrainte. Parmi les méthodes de résolution employées, on peut citer celle dites linéaires telle
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que la méthode de Gauss ou de Gauss-Seidel et les méthodes dites non linéaire telles que celles

de Krawczyk [172] et de Newton [173].

2.6.2.1 Contracteur linéaire

Les systèmes d’équations d’intervalles linéaires définis par :

[A]x = [b] (2.31)

Forment une classe de CSP,[A] ∈ Rn, [b] ∈ Rn. Le problème est de déterminer une boîte

contenant l’ensemble des solutions du CSP (1.31) défini comme suit :

S = {[x] ∈ Rn |∃A ∈ [A] ,∃b ∈ [b] , Ax = b} (2.32)

2.6.2.1.a Méthode d’élimination de Gauss

Le contracteur d’élimination de Gauss, dénoté par CGE est une extension intervalle de la

méthode classique basée sur la transformation LU . Une matrice A est transformée en un pro-

duit de deux matrices triangulaires L (matrice triangulaire inférieure) et U (matrice triangulaire

supérieure). Le contracteur d’élimination de Gauss est obtenu en remplaçant dans la méthode

de Gauss les variables ponctuelles par les variables intervalles correspondantes. Puisque la mé-

thode de Gauss requiert que aii 6== 0, le contracteur d’élimination de Gauss ne fonctionne pas

si [aii]contient 0. D’autre part, le contracteur d’élimination de Gauss est bien adapté aux cas où

la matrice d’intervalle [A] est proche de la matrice identité.

2.6.2.1.b Méthode de Jacobi

Considérons encore le CSP (2.31). Une matrice réelle A ∈ [A] peut être décomposée en

la somme d’une matrice diagonale diag(A) et d’une matrice extdiag(A) dont les éléments

diagonaux sont nuls :

A = diag(A) + extdiag(A) (2.33)

Ainsi, l’équation Ax = b peut s’écrire comme suit :

diag(A)x+ extdiag(A)x = b (2.34)
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La solution donnée par la méthode de Jacobi est obtenue avec l’hypothèse que la matrice

diag(A) est inversible :

x = (diag(A))−1(b− extdiag(A)x) (2.35)

Le contracteur de Jacobi CJ est donc donné par l’expression récursive suivante :

[xk+1] = ((diag(A))−1(b− extdiag(A) [xk])
⋂

[xk] (2.36)

où k indique le numéro de l’itération. A noter que comme le contracteur d’élimination de Gauss,

le contracteur de Jacobi est applicable tant que les éléments diagonaux de [A] ne contiennent

pas de zéro.

2.6.2.2 Contracteur non linéaire

On considère le CSP suivant :

H : (f(x) = 0, x ∈ [x]) (2.37)

Où : f : Rn −→ Rm est une fonction vectorielle non linéaire.

Les contracteurs pour résoudre les CSP non linéaires peuvent être basés sur des linéarisations

garanties de la fonction f , par exemple, les contracteurs de Krawczyk [172] et de Newton ([171],

[173]). Ces méthodes sont applicables dont le cas où n = m. Une autre technique, connue

sous le nom du contracteur propagation-rétropropagation [192], repose sur la propagation des

contraintes [195]. Ce type de contracteur permet de résoudre en général les CSP dont le nombre

de contraintes n’est pas nécessairement égal à la dimension du vecteur des variables.

2.6.2.2.a Contracteur de Krawczyk

Supposons que la fonction f du CSP (2.37) est différentiable. L’équation f(x) = 0 peut

être réécrite sous la forme x−Mf(x) = x, où M est une matrice réelle inversible. La fonction

d’inclusion centrée de la fonction ψ = x−Mf(x) est donnée par :

[ψ] ([x]) = ψ(x0) + [Jpsi] ([x])([x]− x0) (2.38)
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où [Jpsi] est une fonction d’inclusion de la matrice jacobienne de ψ et x0 = mid([x]). Ainsi, le

contracteur de Krawczyk est défini comme suit :

CK : [x]→ [x]
⋂

ψ(x0) + [Jpsi] ([x])([x]− x0) (2.39)

En remplaçant ψ par x−Mf(x), on a :

CK : [x]→ [x]
⋂

(x0 −Mf(x0)) + (I −M [Jf ] ([x]))([x]− x0) (2.40)

où I est la matrice identité et [Jf ] est la fonction d’inclusion de la matrice jacobienne de f . On

choisit normalement M = (Jf )
−1(x0).

2.6.2.2.b Contracteur de Newton

Le contracteur de Newton a été développé pour les CSP dans lesquels la fonction f est

différentiable et n = m . La contrainte f(x) = 0 peut être transformée en :

x = x− (Jf )
−1(x)f(x) (2.41)

En remplaçant x par [x] et (Jf )
−1, f par leurs fonctions d’inclusion, le contracteur de Newton

est défini par :

CN : [x]→ [x]
⋂

([x]− ([Jf ])
−1([x]) [f ] ([x])) (2.42)

L’application des contracteurs basés sur des linéarisations garanties des contraintes est limitée

à cause de la contrainte sur la dimension de la fonction f . Ces contracteurs sont bien adaptés

lorsque le domaine initial des variables est petit.

2.6.2.2.c Contracteur propagation-rétropropagation

Le contracteur propagation-rétropropagation, noté Crp, est présenté dans [192], [28] ; il

utilise le principe de contraction par propagation des contraintes [195]. L’algorithme de Crp

repose sur la décomposition des contraintes en un ensemble de contraintes primitives. Une

contrainte est dite primitive si elle implique une seule opération arithmétique (+,−,×, /)

entre deux variables ou une seule fonction élémentaire (sin, cos, exp, ...). Cette décomposi-

tion est suivie par l’apparition d’un ensemble de variables intermédiaires représentant les résul-

tats des contraintes primitives. Le domaine initial d’une variable intermédiaire est [−1, 1]. Le
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contracteur Crp est composé de deux phases : Propagation et Rétropropagation. Le contracteur

propagation-rétropropagation présente les avantages suivants :

– indépendance par rapport à la linéarité ou non-linéarité des contraintes,

– indépendance par rapport au nombre de contraintes,

– efficacité avec des intervalles de grande largeur,

– temps de calcul raisonnable,

– facilité de mise en oeuvre.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les concepts généraux de l’analyse par intervalles ont été présentés. L’ap-

proche ensembliste, dont découle l’analyse par intervalles, a quant à elle été introduite en an-

nexes. Des notions propres à l’analyse par intervalles ont été énoncées, telles que les les vec-

teurs et matrices intervalles, les fonctions d’inclusion, les contracteurs, les méthodes de pa-

vage, etc. Nous avons exploré les bénéfices apportés par l’arithmétique par intervalles, dont

les propriétés ont été définies. De même, les inconvénients de cette approche ont été souli-

gnés. L’effet de dépendance ainsi que l’effet d’enveloppement sont les principales contraintes

de l’analyse par intervalles. Les dépendances entre les variables engendrent généralement le

conservatisme des bornes, c.à.d, une surestimation de l’ensemble de solutions. L’effet d’en-

veloppement est assez contraignant pour les systèmes récursifs, c’est pourquoi les méthodes

d’estimation d’états cherchent à le minimiser voire le supprimer. Pour cela, plusieurs méthodes

existent ; elles agissent avec plus ou moins d’efficacité sur ce phénomène.

Nous nous sommes intéressés à l’inversion ensembliste et au problème de satisfaction de contraintes

(CSP). En général, ils partagent le même objectif : la réduction du domaine initial des variables

par des contraintes. Nous avons rappelé le principe des contracteurs linéaires et non-linéaires

les plus utilisés. Les contracteurs basés sur une linéarisation des contraintes sont bien adaptés au

cas de petits pavés avec un nombre de contraintes égale à la dimension du vecteur de variables.



Chapitre 3

Synthèse d’observateurs intervalles

3.1 Introduction

Dans un contexte à erreurs bornées, plusieurs méthodes ont été développées pour l’estima-

tion d’état des systèmes dynamiques linéaires où l’ensemble des solutions est approximé par

des formes géométriques simples telles que des ellipsoïdes, des parallélotopes ou des zono-

topes [196]-[202]. Même si certaines de ces méthodes réalisent un compromis intéressant entre

le temps de calcul et la précision, la stabilité des bornes calculées reste généralement difficile

à prouver sous la seule hypothèse d’un modèle initial stable. De même, les observateurs inter-

valles nécessitent souvent des hypothèses supplémentaires pour prouver la stabilité des bornes

obtenues. Ces hypothèses sont basées sur des conditions de coopérativité qui sont étroitement

liées à la notion de monotonie [27]. Dans ce cadre, des structures d’observateurs intervalles,

basées sur des observateurs classiques de type Luenberger, ont été développées [27],[31],[203]-

[205]. La synthèse d’observateurs par intervalles est basée sur la théorie des systèmes dyna-

miques positifs. Les observateurs par intervalles sont une approche de l’estimation d’état. Cette

technique est basée sur des méthodes garanties. Elle consiste en un système dynamique auxi-

liaire fournissant une borne supérieure et une borne inférieure pour les solutions du système

considéré, en considérant que l’on connait des bornes pour la condition initiale et pour des quan-

tité incertaines. Une telle méthode permet de faire face à des perturbations importantes et donne

une information, composante par composante, sur les solutions possibles. Les observateurs par
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intervalles constituent un type d’observateurs très particuliers. Ce sont des outils développés

depuis moins de 20 ans seulement. Ils trouvent leur origine dans les travaux de Gouzé et al.

en [27]. La technique est en suite développée dans plusieurs directions car l’estimation d’état

est essentielle pour le diagnostic des défauts et la commande. Par ailleurs, les observateurs par

intervalles ont été appliqués avec succès à beaucoup de problèmes de la vie réelle (voir les ar-

ticles [204]-[207]. Ainsi, au cours de la dernière décennie, un certain nombre de contributions

qui présentent des constructions d’observateurs par intervalles pour différents types de systèmes

ont été proposées. Par exemple, les articles [208]-[210] sont consacrés à des classes de systèmes

linéaires à temps continu et les articles [30],[211]-[212] sont consacrés à diverses familles de

systèmes non linéaires à temps continu. Pour plus de détails sur la technique d’observateurs

par intervalles, le lecteur peut se référer aux contributions [30],[212]-[214], pour n’en citer que

quelques uns. Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord les définitions liées à la théorie des

systèmes dynamiques positifs puis les définitions générales d’observateurs par intervalles pour

des systèmes à temps continu. Nous présentons également les résultats de base dans la construc-

tion de ce type d’observateurs. Nous présentons ces résultats préliminaires avant d’aborder les

Chapitres 4 et 5 où nous exposerons nôtre contribution pour ce domaine.

3.2 Systèmes dynamiques positifs

Les systèmes positifs sont les systèmes pour lesquels la trajectoire d’état est toujours posi-

tive quand l’état initial est positif. De manière générale, les systèmes positifs jouent un rôle par-

ticulièrement important en ingénierie (ex. quantité d’informations à faire transiter par un réseau

[215], en économie (les variables descriptives peuvent être, par exemple, des prix de marchan-

dises, des quantités de stocks [216]-[217] en sciences sociales (ex. nombres d’individus, des

taux de satisfaction, de consommation [218]), en biologie (ex. dynamique de populations, épi-

démiologie [219], bioréacteurs [220]-[221]), en physique (ex. problèmes de réservoirs d’eau,

systèmes d’irrigation [222]), en chimie (ex. réacteurs chimiques, colonnes à distiller [223]).

Dans ces domaines, les variables d’état sont représentées par des grandeurs qui n’ont de sens

que lorsqu’elles sont positives.
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Définition 29 L’inégalité au sens classique dans Rn : x ≥ y,⇔ ∀i, xi ≥ yi.

Définition 30 La positivité au sens classique dans Rn : x ≥ 0,⇔ ∀i, xi ≥ 0.

Définition 31 La stricte positivité au sens classique dans Rn : x > 0,⇔ ∀i, xi > 0.

Définition 32 A = (aij) ∈ Rn×m est une matrice positive si ∀i, j : aij ≥ 0, autrement dit

toutes ses entrées sont positives. Nous noterons une telle matrice par : A ≥ 0.

Définition 33 A = (aij) ∈ Rn×m est une matrice strictement positive si ∀i, j : aij > 0,

autrement dit toutes ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice par :

A > 0.

Définition 34 A = (aij) ∈ Rn×m est une matrice coopérative ou une Matrice de Metzler si

∀i 6= j : aij � 0, autrement dit toutes ses entrées hors diagonales sont positives.

Considérons le système linéaire autonome suivant : ẋ(t) = Ax(t) + b

x(0) = x0

(3.1)

où x ∈ Rn

Théorème 5 Le système (3.1) est positif si et seulement si A est une matrice de Metzler et

b ≥ 0.

3.3 Principe des systèmes coopératifs

La classe des systèmes dynamiques coopératifs a initialement été mise en valeur par E.

Kamke [224], reprise ensuite par J.K. Hale [225] puis par M.W. Hirsch [226]-[228] qui leur

donne le nom de "systèmes coopératifs" et exploite leurs caractéristiques. Ces résultats ont

ensuite été repris et étendus par H.L. Smith dans une monographie sur cette structure de sys-

tèmes [229]. Nous donnons ici certains résultats fondamentaux relatifs aux systèmes coopéra-

tifs. Considérons le système dynamique dans un domaine ouvert convexe χ ⊂ Rn :
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 ẋ(t) = f(x, t)

x(0) = x0

(3.2)

Définition 35 Le système dynamique (3.2) est coopératif si et seulement si la fonction f(x, t)

est telle que :

∀i 6= j,∀t ≥ 0,∀x ∈ χ : ∂fi
∂xj

(x, t) ≥ 0

c’est à dire la matrice Jacobienne du système (3.2) est une matrice de Metzler.

Théorème 6 [229]

Considérons le système coopératif (3.2), et soient deux trajecoires x ∈ Rn et y ∈ Rn, initialisées

respectivement en x0 et y0 tel que x0 ≥ y0. Alors ∀t ≥ 0, x(t, x0) ≥ y(t, y0)

où : x(t, x0) et y(t, y0) sont les trajectoires du système (3.2) issues des conditions initiales x0 et

y0 respectivement.

Théorème 7 (Théorème de comparaison) [230]

Nous considérons les deux systèmes différentiels suivants : ẋ(t) = f(x, t), x(0) = x0 etx ∈ χ

ż(t) = g(z, t), z(0) = z0 etz ∈ χ
(3.3)

définis sur un domaine convexe χ ⊂ Rn. Si les inégalités suivantes sont satisfaites :

– ∀a ∈ χ, ∀t ≥ 0, f(a, t) ≤ g(a, t)

– g est coopérative

– x0 ≤ z0

Alors x(t) ≥ z(t),∀t ≥ 0

3.4 Observateurs par intervalles

Nous considérons maintenant le système à temps continu suivant : ẋ(t) = f(x(t), u(t), dx(t)), x(0) = x0

y(t) = h(x(t), u(t), dy(t))
(3.4)
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avec : x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp sont le vecteur d’état, vecteur d’entrée et vecteur de sortie du

système. f et h sont des fonctions appropriés. dx ∈ Rq et dy ∈ Rr sont les perturbations de

l’état et de la sortie respectivement.

L’état initial et les perturbation sont supposées inconnues, mais bornées par des quantités connues

telles que :

dx(t) ≤ dx(t) ≤ dy(t) (3.5a)

dy(t) ≤ dy(t) ≤ dy(t) (3.5b)

x0 ≤ x0 ≤ x0 (3.5c)

Définition 36 [27], [230]

Considérons le système autonome en temps continu (3.4) avec les conditions (3.5a-3.5c). Le

système suivant :

ż(t) = f(z(t), z(t), dx(t), dx(t), dy(t), dy(t), u(t), y(t)), z0 = g(x0, x0)

ż(t) = f(z(t), z(t), dx(t), dx(t), dy(t), dy(t), u(t), y(t)), z0 = g(x0, x0)

x(t) = h(z(t), z(t), dx(t), dx(t), dy(t), dy(t), u(t), y(t))

x(t) = h(z(t), z(t), dx(t), dx(t), dy(t), dy(t), u(t), y(t))

(3.6)

où : f, f , h, h, g et g sont les fonctions dans les domaines appropriés, est un encadreur du sys-

tème (3.4).

Si pour toute condition initiale x0 ≤ x0 ≤ x0 (avec x0 et x0 sont connues), nous avons :x ≤

x ≤ x, alors le système (3.6) est un observateur intervalle du système (3.4).

Si dans le cas où dx = dy = 0, il existe un réel positif M , ∃T > 0 ,tel que :

‖x− x‖ ≤M,∀t ≥ T (3.7)

3.4.1 Observateur intervalle d’un système coopératif

3.4.1.1 Cas non linéaire

Soit le système non linéaire stationnaire décrit par :
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ẋ(t) = f(x, u) (3.8)

Théorème 8 [230]

Si f est coopérative, alors le système différentiel suivant encadre les solutions du système (3.8)

ż = f(z, u), z0 = x0

ż = f(z, u), z0 = x0

x = z

x = z

(3.9)

Si on a : x0 ≤ x0 ≤ x0, alors :x ≤ x ≤ x, ∀t ≥ 0.

Si le système (3.8) est globalement asymptotiquement stable dans le domaine de définition des

solutions admissibles, alors (3.9) c’est un observateur intervalles pour ce dernier.

3.4.1.2 Cas linéaire

Considérons maintenant le système linéaire :{
ẋ(t) = Ax(t) + w(t) (3.10)

où w est un terme d’incertitudes inconnu mais borné avec des bornes connues telles que :

w(t) ≤ w(t) ≤ w(t),∀t ≥ 0 (3.11)

Théorème 9 [208]

Si la matrice A ∈ Rn×n est coopérative, alors le système différentiel suivant encadre les solu-

tions du système (3.10) : 

ż = Az + w, z0 = x0

ż = Az + w, z0 = x0

x = z

x = z

(3.12)



3.4 Observateurs par intervalles 89

Si on a : x0 ≤ x0 ≤ x0, alors :x ≤ x ≤ x, ∀t ≥ 0.

Si la matrice A ∈ Rn×n est Hurwitz, alors le système (3.12) est un observateur intervalle du

système (3.10).

3.4.2 Observateur intervalle d’un système partiellement linéaire

Dans [27], un observateur intervalle a été présenté pour des systèmes partiellement linéaires

décrits par :  ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(t, y(t))

y(t) = Cx(t)
(3.13)

avec A ∈ Rn×n, C ∈ Rp×n et la fonction ϕ : R+ × Rp → Rn est non linéaire par rapport au

vecteur de sortie y. L’observateur intervalle développé par Gouzé et al. en 2000 [27] nécessite

les hypothèses suivantes :

Hypothèse 2 La paire (A,C) est observable.

Hypothèse 3 Il existe un gain L tel que la matrice (A− LC) soit Metzler.

Hypothèse 4 Il existe deux fonctions connues ϕ et ϕ mesurables par rapport au temps t, lip-

schitziennes, telles que :

ϕ(t, y(t)) ≤ ϕ(t, y(t)) ≤ ϕ(t, y(t)),∀(t, y(t)) ∈ R+ × Rp (3.14)

Sous les hypothèses 2, 3 et 4, le système :
ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(t, y(t)) + L(y(t)− Cx(t))

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(t, y(t)) + L(y(t)− Cx(t))

x(t0) ≤ x(t0) ≤ x(t0)

(3.15)

est un observateur intervalle pour (3.13) si les erreurs d’observation e(t) = x(t) − x(t) et

e(t) = x(t)− x(t) restent toujours positives.

La dynamique de l’erreur d’observation e(t) est décrite par :

ė(t) = ẋ(t)− ẋ(t)

= Ax(t) + ϕ(t, y(t))− Ax(t) + ϕ(t, y(t)) + L(y(t)− Cx(t))

= (A− LC)(x(t)− x(t)) + (ϕ(t, y(t))− ϕ(t, y(t)))

= (A− LC)e(t) + (ϕ(t, y(t))− ϕ(t, y(t)))

(3.16)
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D’après l’hypothèse 3 le gain d’observation L est choisi tel que (A − LC) est Metzler. D’un

autre coté nous avons le terme (ϕ(t, y(t)) − ϕ(t, y(t))) qui est positif ∀(t, y(t)) ∈ R+ × Rp

selon l’hypothèse 4. Et par construction nous avons e(t0) = x(t0) − x(t0) ≥ 0. D’après le

théorème 8 e(t) ≥ 0 ∀t ≥ t0 ce qui implique la relation d’ordre x(t) ≥ x(t) ∀t ≥ t0. La

même démarche peut être suivi pour la borne supérieure de l’erreur e(t) = x − x(t), ainsi que

pour l’erreur globale e(t) = x(t)− x(t).

L’idée présentée dans [27] est la suivante : s’il existe un gain L tel que la matrice (A − LC)

soit coopérative (la matrice A n’étant pas nécessairement coopérative) et si nous connsaissons

a priori un domaine de l’état intial vérifiant x(t0) ∈ [x(t0), x(t0)], alors le système décrit par

(3.15) est un observateur intervalle pour le système (3.13). De plus, la convergence de (3.15)

vers un pavé connu a priori est assurée par le théorème suivant :

Théorème 10 [27] Soit un système décrit par (3.13), tel que :

– il existe un gain L pour que la matrice (A− LC) soit Metzler ;

– la matrice (A− LC) est inversible et stable ;

– ω(ϕ(t, y(t)), ϕ(t, y(t))) ≤ β, avec β > 0

Alors l’erreur globale e(t) − e(t) converge asymptotiquement vers une valeur inférieure

(terme à terme) à : emax = −(A− LC)−1β.

3.4.3 Observateur intervalle d’un système linéaire à temps invariant

On considère les cas le plus simple de modèles linéaires invariants dans le temps décrit par : ẋ(t) = Ax(t) + d(t)

y(t) = Cx(t) + v(t)
(3.17)

où x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rp, d(t) ∈ Ln∞ et v(t) ∈ Ln∞ sont respectivement l’état, la sortie, la per-

turbation et le bruit de mesure du système. A et C sont des matrices de dimensions appropriées.

Le système (3.17) a trois sources d’incertitudes : les conditions initiales pour x(0) et les va-

leurs instantanées de d et v. On suppose que tous ces facteurs incertains appartiennent à des

intervalles connus.
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Hypothèse 5 Soit x(0) ∈ [x0, x0] et x0, x0 ∈ Rn sont connus, on considère aussi deux fonctions

d, d ∈ Rn et une constante V > 0 tel que :

d(t) ≤ d(t) ≤ d(t), ∀t ≥ 0 (3.18)

− V Ep ≤ v(t) ≤ V Ep, ∀t ≥ 0 (3.19)

En utilisant les informations disponibles, l’objectif est de calculer deux bornes x, x ∈ Rn véri-

fiant :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0 (3.20)

Un observateur par intervalle, composé de deux observateurs conventionnels, est une solution à

ce problème : 
ẋ(t) = Ax(t) + L(y(t)− Cx(t))− |L|EpV + d(t)

ẋ(t) = Ax(t) + L(y(t)− Cx(t)) + |L|EpV + d(t)

x(0) = x0, x(0) = x0

(3.21)

où L ∈ Rn×p est le gain de l’observateur à concevoir. Les conditions à satisfaire pour L sont

données par le théorème suivant :

Théorème 11 [27] Si l’hypothèse 5 est verifiée et x ∈ Ln∞, alors les solutions des systèmes

(3.17) et (3.21) vérifient que :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t)∀t ≥ 0

a condition que A− LC soit Metzler. En outre si A− LC est Hurwitz, alors x, x ∈ Ln∞.

3.4.4 Relaxation des observateurs intervalles

La méthodologie décrite ci-dessus, bien que simple, n’est pas toujours constructive. En ef-

fet, il n’est pas toujours possible de trouver des gains L pour que (A − LC) soit Metzler et

Hurwitz (hypothèse 5). Par conséquent, le point clé de l’idée est de trouver un changement de

coordonnées qui transforme les erreurs d’observation en formes coopératives. Les changements

de coordonnées proposés dans (Raîssi et al [30] ; Mazenc et Bernard [207]) pour les systèmes

continus peuvent être utilisés pour transformer les matrices (A− LC) en une forme Metzler.
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Considérant un système décrit par : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(3.22)

L’objectif est de déterminer une matrice de trasformation non singulière P telle que, dans une

nouvelle base z = Px, le système : ż(t) = PAP−1z(t) + PBu(t)

y(t) = CP−1z(t)
(3.23)

possède un observateur ˙̂z(t) = PAP−1ẑ(t) + PBu(t) + PL(y(t)− CP−1ẑ(t))

y(t) = Rẑ(t) + PBu(t) + PLy(t)
(3.24)

où R = PAP−1 − PLCP−1 est une matrice stable est Metzler. Sachant que la matrice P est

non singulière, on va avoir :

 PA−RP = QC

Q = PL
(3.25)

L’équation (3.25) est une équation de Sylvester dont l’inconnue est la matrice de transformation

P .

Si les matrices A et R ne possèdent aucune valeur propre commune, alors l’équation de Sylves-

ter possède une solution unique pour tout Q. Une procédure de résolution de l’équation (3.25)

peut être donnée en utilisant le lemme suivant :

Lemme 1 [30] Soit une matrice (A − LC) et une matrice Metzler R ayant les mêmes valeurs

propres pour un gain L. s’il existe deux vecteurs v1 et v2 tels que les paires (A − LC, v1) et

(R, v2) sont observables, alors : P = O−1
2 O1 et Q = PL vérifiée l’équation (3.25).

où : O1 =


v1

...

v1(A− LC)n−1

 ; O2 =


v2

...

v2R
n−1


L’observabilité des paires (A − LC, v1) et (R, v2) impliquent la non singularité des matrices

d’observabilité O1 et O2. Nous avons supposé que les matrices (A − LC) et R? avaient les
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mêmes valeurs propres, leurs formes canoniques observables sont donc les mêmes.

Ce lemme nous permet donc de calculer une matrice de passage P après avoir fixé un gain L

assurant la stabilité de la matrice (A − LC). Le gain L peut être choisi de manière à ce que

la matrice (A − LC) ait des valeurs propres uniquement réelles. La matrice P permet alors

un changement de coordonnées projetant le système (3.22) dans une base z où la coopérativité

est aussi assurée. Les conditions de stabilité et de Metzler étant réunies, il est ainsi possible de

construire un observateur intervalle.

Pour la démonstration le lecteur peut se référer à [30]. L’extension à une classe particulière de

systèmes non linéaires est réalisée dans [30] en linéarisant partiellement ces derniers.

3.5 Conclusion

Ce chapitre a pésenté différents concepts de base qui seront utiles dans la suite de cette

thèse. La littérature sur la thématique de l’observation d’état est abondante. Ce sujet est en-

core un thème de recherche actif. Il est à noter que les systèmes positifs apparaissent souvent

dans les problèmes de la vie réelle. C’est pourquoi l’étude des observateurs basés sur la théorie

des systèmes dynamiques positifs attire toujours l’attention de beaucoup de chercheurs. Dans

le prochain chapitre, nous allons exploiter la théorie de coopérativité pour proposer un nou-

veau observateur à intervalles basé sur la technique des modes glissants. Nous montrerons tout

d’abord une nouvelle stratégie de construction d’observateurs intervalles (positifs) pour les sys-

tèmes linéaires et non linéaires. En suite l’essentiel de notre travail est consacré à l’application

de ces observateurs pour le diagnostic et la commande tolérante aux fautes.





Chapitre 4

Conception d’observateurs intervalles à

mode glissement pour les systèmes

linéaires et non linéaires

4.1 Introduction

La conception d’une stratégie de commande efficace nécessite souvent la connaissance des

variables d’état du système dynamique. Cependant, les variables d’état sont rarement inacces-

sibles à la mesure. Les observateurs d’état développés, il y a plusieurs décennies par Luen-

berger et Kalman, permettent de reconstruire l’état du modèle si les paramètres fournis sont

bien connus pour les systèmes linéaires [232]. D’un autre côté, pour les systèmes non linéaires,

il existe plusieurs types d’observateurs à utiliser en fonction de la structure mathématique du

modèle de processus et des informations disponibles. Par exemple, nous avons le filtre de Kal-

man étendu [233], l’observateur à gain élevé [53] et l’observateur à mode glissant [90]. Toutes

ces approches sont plus ou moins robustes vis-à-vis des perturbations et du bruit de mesure.

Cependant, ils fournissent souvent des estimations insatisfaisantes en présence d’incertitudes

dans les paramètres du modèle [234]. Ces incertitudes peuvent constituer de sérieuses limites

dans l’application de ces observateurs qui fournissent des estimations biaisées. Dans la plupart

des cas, il existe des informations partielles sur les incertitudes, y compris celles qui indiquent
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les limites maximales et minimales. Il serait intéressant de tirer parti de cette information par-

tielle pour implémenter un observateur robuste [235]. Pour surmonter ce genre de problèmes,

plusieurs méthodes ont été développées récemment dans le cadre de la théorie des ensembles.

Leur principe consiste à calculer des ensembles garantis qui contiennent tous les vecteurs d’état

même en présence d’incertitudes. Ces approches sont basées sur l’analyse de systèmes incer-

tains, eux-mêmes basés sur des formes géométriques spéciales, telles que les ellipsoïdes [236],

les zonotopes [196] et les vecteurs d’intervalle [28],[29].

La technique basée sur l’arithmétique d’intervalle introduite par Moore [169] est une alter-

native intéressante pour la conception d’observateurs pour les systèmes sujets à des incertitudes

partiellement inconnues. Actuellement, il y a un grand nombre de travaux consacrés au pro-

blème de l’estimation d’état et des paramètres utilisant l’analyse d’intervalle [30]-[31].

Les observateurs par intervalles sont souvent très recommandés dans le contexte de l’ob-

servation de systèmes pour lesquels seul un mauvais modèle est disponible, comme dans les

domaines de l’écologie, de l’épidémiologie ou de la biologie ; voir, par exemple. [237]. Les

observateurs d’intervalle ont déjà été considérés pour des systèmes à entrées inconnues [238],

des systèmes linéaires [239]- citec172, des systèmes incertains [241],-[112]-[113], des systèmes

à temps variant [242], les systèmes à retard [243],[114], les systèmes non linéaires [244], les

systèmes linéaires à paramètres variables [245], les systèmes à temps discret [246], et pour la

stabilisation [247].

Vue que les techniques à mode glissant deviennent de plus en plus solicitées pour la concep-

tion d’observateurs pour les systèmes linéaires et non linéaires [248]-[251]. Grace à leur pro-

priété de convergence en temps fini et leur robustesse vis à vis des perturbations et des variations

paramètriques [252]-[254]. Nous avons penser à combiner les deux approches, c’est-à-dire les

observateurs d’intervalles et les techniques de glissement, afin d’améliorer la précision de l’esti-

mation obtenue par les observateurs par intervalles. Cette combinaison conduit à une diminution

significative du conservatisme de l’estimation de l’intervalle. Malgré les résultats déjà dispo-

nibles dans la littérature, il reste beaucoup à faire pour compléter la théorie des observateurs

par intervalles. Dans [235], les auteurs proposent un observateur moyen pondéré obtenu par

une somme convexe pondérée des estimateurs supérieur et inférieur. Cet estimateur est basé sur
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l’observateur de Luenberger. L’estimateur de Luenberger est calculé comme une valeur pondé-

rée entre les observateurs min et max. Le facteur de pondération est calculé à partir de la sortie

mesurée et des bornes de l’observateur par intervalles. De nos jours et à notre connaissance,

peu d’études ont été faites pour concevoir des observateurs en mode glissement par intervalles ;

voir, par exemple [255]-[256]. Notre contribution consiste à concevoir un observateur en mode

glissant par intervalles pour les systèmes dynamiques linéaires et non linéaires. Cet observa-

teur est calculé comme une moyenne pondérée de l’estimateur à mode de glissement supérieur

et inférieur. L’observateur intervalle comprend deux estimateurs, un estimateur supérieur et un

estimateur inférieur.

4.2 Observateur intervalle à mode glissant pour les systèmes

linéaires

Soit un système linéaire monovariable à temps invariant décrit par le système d’équations

(4.1)  ẋ(t) = Ax(t) + θ B u(t) +D v(t)

y(t) = C x(t)
(4.1)

avec : x(t0) = x0

où x ∈ Rn,u ∈ R, y ∈ R sont respectivement le vecteur d’état, l’entrée et la sortie. v ∈ Rq

représente le vecteur des perturbations inconnues et θ représente l’incertitude paramétrique pour

laquelle les bornes minimale et maximale sont connues, soit θ ∈ [θw, θz].

θw et θz sont les bornes minimale et maximale connues respectivement.

Les matrices A ∈ µn×n,B ∈ µn×1,D ∈ µn×q et C ∈ µ1×n sont des matrices constantes. On

considère les hypothèses suivantes :

Hypothèse 6 (A,C) est observable.

Hypothèse 7 La matrice A est coopérative.

Hypothèse 8 L’entrée u(t) est positive, et la perturbation inconnue v(t) est positive et bornée

pour tout t ∈ R+.
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Les bornes inférieure et supérieure de v(t) sont connues, c’est-à-dire :

∀t > t0 : 0 < umin < u(t) (4.2)

∀t > t0 : 0 < vmin < v(t) < vmax (4.3)

Hypothèse 9 θ est un paramètre inconnu qui satisfait les conditions suivantes :

θw B u(t) < θB u(t) < θz B u(t) (4.4)

Théorème 12 [260] On considère que les hypothèses (6-9) sont satisfaites. Alors s’il existe une

paire de systèmes coopératifs

ẇ(t) = Aw(t) + θwB u(t) + L(y − C w) +Ks( sign(y − C w)) +Dvmin (4.5a)

ż(t) = Az(t) + θzB u(t) + L(y − C z) +Ks( sign(y − C z)) +Dvmax (4.5b)

qui ont pour conditions initiales w(t0), z(t0) et vérifiant les conditions suivantes :

1-L est choisit tel que la matrice F = A− LC est Hurwitz et coopérative.

2-Ks est choisit tel que : Ks >
‖D‖vmin+3‖D‖vmax

‖C‖ .

Alors, il existe un estimateur moyen pondéré donné par :

x̂(t) = αw(t) + (1− α) z(t) (4.6)

qui vérifié que l’erreur d’estimation ‖x̂(t)− x(t)‖ converge vers zéro en temps fini,

où le facteur de pondération α est calculé en temps réel à partir de la sortie y(t) et à partir de

l’estimateur min w(t) et de l’estimateur max z(t) comme suit :

α =
y − C z
C(w − z)

(4.7)

L’existence du facteur de pondération α est garantie par le fait quew(t) et z(t) ne convergent pas

l’un vers l’autre. Nous commençons à prouver que les deux systèmes (4.5a) et (4.5b) définissent

un intervalle borné c.à.d, w(t) < x(t) < z(t). Par la suite, nous nous concentrons uniquement

sur le sous-estimateur w(t), puisque la preuve de la surestimation z(t), peut être effectuée de

la même manière. Soit exw(t) = x(t) − w(t) et exz(t) = x(t) − z(t) les erreurs d’observation

associées au système (4.5a) et (4.5b) de variables d’état non mesurées pour la borne inférieure
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et pour la borne supérieure, respectivement.

Pour simplifier l’écriture, on met les deux erreurs exw(t) et exz(t) sous la forme e∗(t) puisque

la dynamique de ces deux erreurs ont la même structure mathématique.

Alors, il est facile de vérifier que :

ė∗(t) = Fe∗(t) + d∗(t) (4.8)

où F = A− LC est Hurwitz et Coopérative, d∗(t) = (θ − θw)B u(t) +D (v(t)− vmin)−

Ks( sign(C exw(t))) dans le cas de la borne inférieure et d∗(t) = (θz − θ)B u(t) + D (vmax −

v(t)) +Ks( sign(C ezx(t))) dans le cas de la borne supérieure.

Il est évident, d’après les définitions de exw(t) = x(t) − w(t) et ezx(t) = z(t) − x(t) que

e∗(t0) ≥ 0. Puis, à partir des hypothèses 7 et 8 et en appliquant le théorème de comparaison 7,

on vérifié que le système (4.8) est stable est coopératif.

Par conséquent, il est garanti que e∗(t) ≥ 0, ∀t ≥ t0. Ainsi, on déduit que w(t) < x(t) < z(t)

pour tout t ≥ t0.

Ceci nous permet enfin d’affirmer que , ∀t > t0 : w(t) < x(t) < z(t).

De plus, comme l’entrée u(t) est bornée grâce à l’hypothèse 9, nous nous assurons que la

différence w(t) − z(t) est bornée. Ce résultat garantit que le facteur de pondération α défini

par (4.7) est borné ∀t > t0. Ceci implique aussi que l’estimateur x̂(t) défini par (4.6) est borné

∀t ≥ t0.

Maintenant, nous allons montrer qu’un observateur d’état pour le système dynamique (4.1) peut

être composé de deux systèmes (4.5a) et (4.5b). En définissant une constante a comme suit :

a = θ−θz
θw−θz

(4.9)

et soit ξ(t) une combinaison linéaire entre w(t) et z(t)

ξ(t) = aw(t) + (1− a) z(t) (4.10)

Comme a est constante, alors ξ(t) est gouvernée par la dynamique suivante :

ξ̇(t) = a ẇ(t) + (1− a) ż(t) (4.11)

Rappelons que la définition de a (4.9) permet d’exprimer θ comme suit :

θ = a.θw + (1− a).θz (4.12)
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La substitution de ẇ(t) et ż(t) par leur expressions (4.5a) et (4.5b) dans l’équation (4.11) mène

à :

ξ̇(t) = Aξ(t) + θ B u(t) + LC(x(t)− ξ(t)) +Ks (a sign(C x(t)− C w(t))

+ (1− a)sign(C x(t)− C z(t))) + aDvmin + (1− a)Dvmax (4.13)

L’erreur d’observation est définie par :

exξ(t) = x(t)− ξ(t) (4.14)

La dynamique de cette erreur est donnée par :

ėxξ(t) = ẋ(t)− ξ̇(t) (4.15)

ėxξ(t) = (A− LC) exξ(t) +D v(t)−Ks (a sign(C x(t)− C w(t))

+ (1− a)sign(C x(t)− C z(t)))− aDvmin − (1− a)Dvmax (4.16)

En Considérant la fonction de Lyapunov candidate :

V = eTxξ P exξ (4.17)

avec Q et P sont des matrices définies positives qui vérifient l’équation de Lyapunov :

(A− LC)T P + P (A− LC) = −Q (4.18)

La stabilité et la convergence en temps fini sont garanties par la condition : V̇ < 0

V̇ = eTxξP ėxξ + ėxξPexξ = eTxξP ((A− LC)exξ +Dv − aDvmin − (1− a)Dvmax

− Ks(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz))) + ((A− LC)exξ +Dv − aDvmin

− (1− a)Dvmax −Ks(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz)))Pexξ (4.19)

V̇ = eTxξ((A− LC)TP + P (A− LC))exξ + 2eTxξ P (Dv − aDvmin − (1− a)Dvmax)

− 2eTxξ PKs(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz)) (4.20)

V̇ = −eTxξQexξ + 2eTxξP (Dv − aDvmin − (1− a)Dvmax

− Ks(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz))) (4.21)
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En utilisant l’inégalité de Rayleigh [53]

0 < λmin(Q) ‖exξ‖2 ≤ eTxξQexξ ≤ λmax(Q) ‖exξ‖2 . (4.22)

où Q est une matrice définie positive, λmin(Q) et λmax(Q) sont respectivement les valeurs

propres min et max de la matrice Q.

En utilisant aussi la propriété de la fonction signe donnée par le lemme suivant :

Lemme 2 [257]-[258]

sign(a+b)≤ sign(a) + sign(b) + 1 pour toutaetb, aveca∈ R et b ∈ R.

on a :

sign(Cexξ) ≤ asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cz − Cx) (4.23)

puisque a est une constante et exξ vérifie l’égalité :

Cexξ = a(Cx− Cw) + (1− a)(Cz − Cx) (4.24)

Par substitution des inégualités (4.22) et (4.23) dans (4.21), on a :

V̇ < −λmin(Q) ‖exξ‖2 + 2eTxξP (Dv − aDvmin − (1− a)Dvmax)

− 2eTxξPKssign(Cexξ) (4.25)

V̇ < −λmin(Q) ‖exξ‖2 + 2λmax(P ) ‖exξ‖ ‖Dv − aDvmin − (1− a)Dvmax‖

− 2λmax(P ) ‖C‖ ‖exξ‖Ks (4.26)

V̇ < −λmin(Q) ‖exξ‖2 + 2λmax(P ) ‖exξ‖ (‖D‖ vmin + 3 ‖D‖ vmax − ‖C‖ ‖Ks‖) (4.27)

V̇ < 0 if

Ks >
‖D‖vmin+3‖D‖vmax

‖C‖
(4.28)

La condition V̇ < 0 est vérifiée si l’inégalité (4.28) est satisfaite. La preuve de la convergence

en temps fini est donnée comme suit : A partir de l’inégalité (4.27), si Ks >
‖D‖vmin+3‖D‖vmax

‖C‖ ,

alors :

V̇ < −α ‖exξ‖
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avec α > 0. Cela signifie que :

V̇ < −α
√
V

L’intégration des deux parties de l’équation ci-dessus conduit à :∫ V (t)

V (t0)

dV√
V

=

∫ tf

t0

−αdt

alors :

2(
√
V (t)−

√
V (t0)) = −αtf

Puisque V est positive et décroissante, alors il existe un temps fini tf donné par :

tf =
2
√
V (t0)

α

pour lequel V (tf ) = 0. Nous concluons que si on choisit Ks vérifiant l’inégalité (29), l’erreur

exξ(t) converge vers zéro en temps fini.

Maintenant, nous devons prouver que l’estimation x̂(t) converge vers x(t) en montrant que

‖x̂(t)− x(t)‖ converge vers zéro en temps fini.

A partir des équations (4.8) et (4.10), nous obtenons :

ξ(t)− x̂(t) = (a− α)(w(t)− z(t)) (4.29)

Notant que la constante a peut être écrite sous la forme :

a = Cξ(t)−Cz(t)
Cw(t)−Cz(t)

(4.30)

En remplaçant (4.7) et (4.30) dans l’équation (4.29) on obtient :

ξ(t)− x̂(t) = C(ξ(t)−x(t))
C(w(t)−z(t))(w(t)− z(t)) (4.31)

En prenant la norme de l’équation ci-dessus, nous pouvons écrire

‖ξ(t)− x̂(t)‖ ≤ ‖Cexξ(t)‖
∥∥∥ 1
C(w(t)−z(t))(w(t)− z(t))

∥∥∥ (4.32)

Ceci signifie que :

‖ξ(t)− x̂(t)‖ ≤ ‖Cexξ‖N (4.33)
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avec N =
∥∥∥ 1
C(w(t)−z(t))(w(t)− z(t))

∥∥∥. Parsque (w(t) − z(t)) ne s’annule jamais pour tout

t ≥ t0, alors N est une constante bornée donnée par N =
∥∥ 1
C

∥∥. Comme exξ(t) converge vers

zéro en temps fini alors, ‖ξ(t)− x̂(t)‖ converge aussi vers 0 en temps fini. Puisque ξ(t) tend

vers x(t) en temps fini et x̂(t) tend vers ξ(t) en temps fini alors, il est évident que x̂(t) tend vers

x(t) en temps fini. Ceci complète la preuve.

4.3 Observateur intervalle à mode glissant pour les système

non linéaires

Les résultats obtenus pour le système linéaire invariant dans le temps précédent, peuvent être

généralisés à des systèmes non linéaires variants dans le temps qui se mettent sous la structure

suivante :  ẋ(t) = f(y, t, u)x+ θg(y, t, u) + h(y, t, u)

y(t) = Cx(t)
(4.34)

avec : x ∈ Rn,u ∈ R,y ∈ R sont l’état, l’entrée et la sortie du système (4.34)

f est une fonction matricielle cooperative, g et h sont des fonctions matricielles bornées et θ

est un paramètre incertain pour lequel les bornes minimale et maximale sont connues, c.à.d

θ ∈ [θw, θz].

Hypothèse 10 ‖u(t)‖ ≤ U , et la constante U > 0 est donnée.

Hypothèse 11 θw g(y, t, u) < θ g(y, t, u) < θz g(y, t, u)

Hypothèse 12 w(t0) < x(t0) < z(t0)

Hypothèse 13 f , g et h sont des fonctions matricielles Lipschitziennes et bornées, c.à.d, il exist

des scalaires positifs F > 0, G > 0 tels que :

‖f(y, t, u)‖ < F , ‖g(y, t, u)‖ < G , for all y ∈ D, t ∈ R+.

Les bornes inférieure et supérieure de h(y, t, u) sont connues, c.à.d :

∀t > t0, hmin < h(y, t, u) < hmax
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Hypothèse 14 Il existe des fonctions matricielles L ∈ µn×1,P ∈ µn×n, P (.) = P (.)T >

0,Q = QT > 0 tel que pou tout t ≥ 0

p1In ≤ P (t) ≤ p2In, p1, p2 > 0

D(t, y, u)TP (t) + P (t)D(t, y, u) +Q ≤ 0.

avec D(t, y, u) = f(y, t, u)− LC

Théorème 13 [260] Supposons que les hypothèses 10 − 14 sont satisfaites. Alors, s’il existe

une paire de systèmes coopératifs

ẇ(t) = f(y, t, u)w + θwg(y, t, u) + L(y − Cw) +Ks(sign(y − Cw)) + hmin (4.35a)

ż(t) = f(y, t, u)z + θzg(y, t, u) + L(y − Cz) +Ks(sign(y − Cz)) + hmax (4.35b)

qui vérifient les conditions suivantes :

1-L est choisit tel que la matrice (f(y, t, u)− LC) est Metzler.

2-Ks est choisit tel que :

Ks >
hmin+3hmax

‖C‖
(4.36)

Alors il existe un estimateur pondéré de l’état x décrit par :

x̂(t) = αw(t) + (1− α) z(t) (4.37)

tel que ‖x̂(t)− x(t)‖ converge vers zéro en temps fini,

où, le facteur de pondération α est donné comme dans(4.7), avec α ∈ [0, 1].

La preuve est similaire à celle de Théoreme 12. Définissons une constante a comme suit :

a = θ−θz
θw−θz

(4.38)

et soit la variable ξ definie par :

ξ = aw + (1− a)z (4.39)
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avec α ∈ [0, 1].

Comme a est constante, alors ξ est gouvernée par la dynamique suivante :

ξ̇ = aẇ + (1− a)ż (4.40)

ξ̇ = f(y, t, u)ξ + θ g(y, t, u) + L(Cx− Cξ)

+ Ks(asign(y − Cw)a+ (1− a)sign(y − Cz)) + ahmin + (1− a)hmax (4.41)

L’erreur d’observation est donnée par :

exξ = x− ξ (4.42)

La dynamique de cette erreur est donnée par :

ėxξ = ẋ− ξ̇ (4.43)

ėxξ(t) = (f(y, t, u)− LC) exξ + (h(y, t, u)− ahmin − (1− a)hmax)

− Ks (a sign(C x− C w) + (1− a)sign(C x− C z)) (4.44)

On considère la fonction candidate de Lyapunov suivante :

V (t) = eTxξ P (t) exξ (4.45)

La convergence de l’observateur à mode glissant est garantie par la condition : V̇ < 0

V̇ (t) = ėTxξ P (t) exξ + eTxξ P (t) ėxξ + eTxξ Ṗ (t) exξ

= eTxξ(Ṗ (t) + (f(y, t, u)− LC)T P (t) + (f(y, t, u)− LC))exξ

+2eTxξP (t) (h(y, t, u)− ahmin − (1− a)hmax)

−2eTxξP (t)Ks(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz))

(4.46)

V̇ (t) = −eTxξQexξ + 2eTxξP (t) (h(y, t, u)− ahmin − (1− a)hmax)

− 2eTxξP (t)Ks(asign(Cx− Cw) + (1− a)sign(Cx− Cz)) (4.47)

En utilisant le Lemme 1, on va avoir :

V̇ (t) < −λmin(Q) ‖exξ‖2 + 2eTxξ P (t) (h(y, t, u)− ahmin − (1− a)hmax)− 2eTxξ P (t)Kssign(exξ)

< −λmin(Q) ‖exξ‖2 + 2λmax(P ) ‖exξ‖ (‖(h(y, t, u)− ahmin − (1− a)hmax)‖ − ‖C‖Ks)

(4.48)
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V̇ < 0 if

Ks >
hmin+3hmax

‖C‖
(4.49)

Si l’inégalité (4.49) est vérifiée, alors la condition V̇ < 0 est satisfaite. Ensuite, nous pouvons

calculer la différence entre ξ et x̂, ce qui est égal à :

ξ − x̂ = C(ξ−z)
C(w−z)(w − z) (4.50)

On peut aussi écrire :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ ‖Cexξ‖
∥∥∥ 1
C(w−z)(w − z)

∥∥∥ (4.51)

Le reste de la preuve est similaire à la preuve du théorème 1.

4.4 Applications Numeriques

1- Cas linéaire

Considérons le modèle dynamique du bioprocédé donné par le système d’équations suivant

[261] : 

ĊA = Q
V

(CA,in − CA)− k1CA

ĊB = −Q
V
CB + k1CA − k2CB

ĊC = −Q
V
CC + k2CB

(4.52)

où : CA , CB , CC sont les concentrations en (mol/m3), Q indique le taux d’alimentation en

(m3/s), V le volume du bioprocédé en (m3), k1 et k2, les constantes cinétiques en (s−1) et

CA,in la concentration d’entrée en (mol/m3).

Notant que : ki(T ) = k0iexp((−Ei)/RT ), i = 1, 2 dépend de la température T . Pour un proces-

sus non isotherme, la température T n’est pas constante. Dans ce cas, le modèle (4.52) est non

linéaire. Le bioprocédé considéré dans cet exemple est un réacteur continu et isotherme. Pour

ce type de réacteurs, la température T et le volume V sont maintenus constants par des dispo-

sitifs de contrôle appropriés [262]. Avec ces considérations, le système (4.52) est naturellement

linéaire.
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TABLE 4.1: Valeurs numériques utilisées dans la simulation pour les cas linéaire

Paramètre valeur Variable condition initiale

Q
V

(s−1) 2 x(0) (mol/l) (0.83 ; 1.2 ; 3)

k1(s−1) 10 w(0) (mol/l) (0 ; 1 ; 0)

k2(s−1) 5 z(0) (mol/l) (1.1 ; 2 ; 5)

CA,in(mol/l) 5

CA,in,min(mol/l) 2

CA,in,max(mol/l) 9

Considérons que la concentration en entréeCA,in est incertaine et bornée comme suitCA,in,min <

CA,in < CA,in,max, alors le système (4.52) peut être exprimé par : ẋ(t) = Ax(t) + θBU(t) +Dv(t)

y(t) = Cx(t)
(4.53)

avec :

A =


−Q
V
− k1 0 0

k1
−Q
V
− k2 0

0 k2
−Q
V

 , B =


1

0

0

 , C =
(

0 0 1
)

D =


1

0

0


où : x = [CA CB CC ]T , θ = CA,in and y = CC .

Les simulations sont effectuées pour les valeurs numériques données dans la tableau 1.

Nous devons fixer les gains de l’observateur L etKs. L est déterminé de sorte que la matrice

F = A− LC est Hurwitz et coopérative. La matrice F est donné par :

F =


−Q
V
− k1 0 −L1

k1
−Q
V
− k2 −L2

0 k2
−Q
V
− L3


avec : L = [L1 L2 L3]T .

Il est facile de vérifier que, pour L = [−10 − 10 100]T , F est Hurwitz et coopérative.

D’abord, nous considérons le cas nominal, avec v = 0 et θ = 5. Les résultats de simulation

sont indiqués sur la figure (5.5). Les courbes (a − c) représentent les concentrations réelles
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CA, CB et CC respectivement et leur estimations (estimation inférieure, estimation supérieure

et estimation pondérée convexe). À partir de ces courbes, on peut remarquer que l’observateur

proposé converge bien. De plus, la propriété de coopérativité est toujours satisfaite, c’est-à-dire,

w(t) < x(t) < z(t) ∀t.

La courbe (d) de la figure (5.5) représente l’erreur d’estimation. Cette courbe montre clairement

la convergence en temps fini de l’observateur proposé. Aussi, afin de vérifier la robustesse vis-

à-vis des perturbations et des variations du paramètres θ, nous avons effectué des simulations

pour les deux cas suivants :

– La perturbation est prise comme v = 1 + 0.5sin(πt) et le paramètre θ = 3.

– La perturbation est prise comme v = 1 + 0.5sin(πt) et le paramètre θ = 8.

Pour les deux cas, nous avons vmin = 0.5 et vmax = 1.5. Les résultats de simulations sont

illustrés sur les figures (5.6) et (5.7). Ces figures représentent la réponse temporelle des concen-

trations et leur estimations pour une entréeQ données dans la figure (4.4). Ces courbes montrent

que l’observateur proposé est robuste vis à vis de la perturbation et par rapport à la variation

paramétrique. La convergence en temps fini est également assurée malgré la présence de la per-

turbation et de l’incertitude du paramètre θ comme le montre la courbe d des figures (5.6) et

(5.7), qui représentent l’erreur d’estimation.

2- Cas Non Linéaire

On considère le modèle d’un réacteur exothérmique décrit par :


Ṫ = Q

V
(Tin − T )− ∆H

ρ cp
r + UA

ρ cpV
r(Tj − T )

Ċ = Q
V

(Cin − C)− r (4.54)

avec :

r = k0 exp(−E
RT

) (4.55)

où : T , C, Q, V , Tin, Cin, ρ, cp, ∆H , r, Tj , U et A sont la température du réacteur en

(K), la concentration du réacteur en (mol/m3), le débit d’alimentation en (m3/s), le volume

en (m3), la température d’entrée en (K), la concentration d’entrée en (mol/m3), la densité en

(kg/m3), la capacité thermique en (J/kg), énergie de la réaction en (J/mol), constante ci-

nétique en (s−1), la température du fluide de refroidissement en (K), le coefficient d’échange
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thermique en (W/m2/K) et la surface d’échange de chaleur (m2), respectivement. La sortie y

est y = T et l’entrée u = Tj .

Le modèle du réacteur exothermique décrit par (4.54) peut être réecrit sous la forme de

l’équation (4.34), où :

f(y, u) =

−QV −∆H
ρ cp

k0 exp(−E
Ry

)

0 −Q
V
− k0 exp(−E

Ry
)

 , g(y, u) =

− 1
ρ cp

(y − u)

0

 , h(y, u) =

 Q
V
Tin

Q
V
Cin

 .

avec x = [T C]T , θ = UA and y = T .

Considérons que la variable UA est une incertitude bornée comme suit : UAmin < UA <

UAmax. Nous avons :

f(y, u)− LC =

−QV − L1 −∆H
ρ cp

k0 exp(−E
Ry

)

−L2
−Q
V
− k0 exp(−E

Ry
)

 .

Il suffit de prendre L1 > 0 et L2 < 0 pour vérifier que f(y, u) − LC est coopérative et

Hurwitz. Ci-après, les valeurs de L1 et L2 sont considérées comme L1 = 10 et L2 = −10.

De plus, le gain du vecteur de surface en mode glissant est pris comme Ks = [3 3]T . Les

simulations sont effectuées avec les valeurs numériques données dans le tableau 2 . Comme

dans l’exemple 1, nous avons effectué les simulations pour les trois cas suivants :

– Premier cas (cas nominal) : v = 0 et θ = 10000

– Deuxième cas (cas perturbé) v = 0.6sin(πt) et θ = 9000

– Troisième cas (cas perturbé) v = 0.6sin(πt) et θ = 14000

Les résultats des simulations sont illustrés aux figures (4.5-4.7). Les courbes a et b pour les trois

figures représentent simultanémment l’évolution de la température réelle du réacteur T et ses

estimations (estimation inférieure, estimation supérieure et estimation pondérée convexe), ainsi

que l’évolution de la concentration réelle C et ses estimations (estimation inférieure, estimation

supérieure et estimation pondérée convexe). L’entrée considérée Tj est illustrée par la quatrième

courbe des figures (4.5-4.7). À partir de ces courbes, nous pouvons remarquer que l’observateur

proposé converge même en présence des perturbations et d’incertitudes paramétriques. En outre,

la propriété de coopérativité est toujours satisfaite, c’est-à-dire w(t) < x(t) < z(t) ∀t pour les

trois cas considérés. La courbe c des figures (4.5-4.7) représente l’erreur d’estimation dans le cas
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TABLE 4.2: Valeur numérique utilisées dans la simulation de l’application 2

Paramètre valeur Variable condition initiale

Q (m3/s) 0.00033 T(0) (K) 380

V (m3) 10 C(0) (mol/m3) 915

Tin (K) 283 w1(0) (K) 375

Cin(mol/m3) 14000 w2(0)(mol/m3) 500

∆(H)(J/mol) -76000 z1(0)(K) 390

cp(J/kg) 2000 z2(0)(mol/m3) 1000

k0(s−1) 46.104

E(J/mol) 65300

UA(W/K) 10000

UAmin(W/K) 8000

UAmax(W/K) 15000

nominal (v = 0). Cette courbe montre clairement la convergence en temps fini de l’observateur

proposé dans ce cas.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre , nous avons développé une nouvelle stratégie pour le calcul d’un observa-

teur intervalle robuste. Cette stratégie consiste à calculer un observateur d’état moyen à partir

d’une sous-estimation et d’une surestimation fournie par un observateur mode de glissant par

intervalles d’un système linéaire incertain.

Nous avons d’abord montré que cet observateur moyen converge exactement vers l’état du sys-

tème linéaire. Les performances de cet observateur ont été illustrées par une application sur un

modèle linéaire de bioprocédés incertain. Par la suite, nous avons étendu cette méthode pour une

classe de systèmes non linéaires, les performances de cet estimateur non linéaire ont été illus-

trées par simulation sur le modèle d’un réacteur exothermique. Avec la complexité croissante

des modèles, il devient également important d’analyser la sensibilité des paramètres du modèle

en prenant en compte les incertitudes dans les données d’entrée et d’étalonnage. La robustesse



4.5 Conclusion 111

de cette observateur par rapport au perturbations et par rapport à la variation des paramètre est

illustrée par des simulations.
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FIGURE 4.1: Estimation du bioprocédé linéaire avec Ks = 3,v = 0 and θ = 5
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FIGURE 4.2: Estimation du bioprocédé linéaire avec Ks = 3,v = 0.8 ∗ sin(π ∗ t) and θ = 3
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FIGURE 4.5: Estimation Bioprocédé Nonlinéaire avec Ks = 3,v = 0 and θ = 10000



4.5 Conclusion 117

0 0.5 1 1.5 2

x 10
4

374

376

378

380

382

384

386

388

390

392

time in seconds

E
st

im
at

ed
 T

em
pe

ra
tu

re

temperature T(K)

 

 

real−T
estimated −T
T−max
T−min

(a) Temperature T

0 0.5 1 1.5 2

x 10
4

500

550

600

650

700

750

800

850

900

950

1000

time in seconds

E
st

im
at

ed
 C

on
ce

nt
at

io
n 

Concetration C(mol/m3)

 

 
real−C
Estimated−C
C−max
C−min

(b) Concentration Ca

0 0.5 1 1.5 2

x 10
4

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

−5

time in seconds

ou
tp

ut
 e

rr
or

 

 
yreal−yest

(c) Erreur de sortie

0 0.5 1 1.5 2

x 10
4

353

353.5

354

354.5

355

355.5

356

356.5

357

357.5

358

time in seconds

in
pu

t

dilution rate

(d) Entrée de commande

FIGURE 4.6: Estimation Bioprocédé Nonlinéaire avecKs = 3,v = 0.6∗sin(π∗t) and θ = 9000
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FIGURE 4.7: Estimation Bioprocédé Nonlinéaire avec Ks = 3,v = 0.6 ∗ sin(π ∗ t) and θ =

14000
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Chapitre 5

Diagnostic et commande tolérante aux

fautes à base de techniques intervalles

5.1 Introduction

Fondamentalement, les approches intervalles placent le diagnostic dans un contexte à er-

reurs bornées, où les incertitudes sont englobées par des ensembles compacts. Elles fournissent

des ensembles compacts contenant toutes les valeurs des états compatibles avec le modèle du

système et des incertitudes. Les techniques intervalles de diagnostic sont basées sur l’évaluation

de la consistance entre l’ensemble des comportements attendus du système et les mesures préle-

vées à l’aide des capteurs. Cette consistance est souvent interprétée en terme d’appartenance des

mesures aux domaines estimés ou observés en utilisant un modèle. L’objectif des procédures de

diagnostic est de fournir des informations en ligne sur l’état du procédé. Ces dernières peuvent

par exemple servir à reconfigurer la loi de commande. De par la complexité croissante des

procédés et l’augmentation des éléments technologiques intégrés, les anomalies de fonctionne-

ment imprévues peuvent avoir un impact inacceptable sur la mission et les objectifs assignés au

système. Cette problématique générale couvre un spectre disciplinaire et interdisciplinaire très

large et a fait l’objet de nombreux travaux au sein de la communauté scientifique. Pour garan-

tir un fonctionnement sûr du système, une étape essentielle est la mise en oeuvre de fonctions

de diagnostic et de commande tolérantes aux fautes fiables. L’enjeu est très important pour la
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commande des systèmes tolérants aux défauts. La première partie de ce chapitre est consacrée

à la présentation des notions de commande tolérante aux fautes. Après quelques définitions sur

les terminologies employées dans le domaine des systèmes soumis à des défauts, les principaux

concepts de systèmes tolérants aux fautes seront décrits. Cette partie se termine par une pré-

sentation d’une méthode de diagnostic et de commande tolérante aux fautes conventionnelle et

ensembliste.

5.2 Systèmes tolérants aux défauts

La commande tolérante aux fautes permet au système de continuer sa mission en présence

de défaut éventuellement avec des performances dégradées. Si le système en boucle fermée reste

stable avec des performances acceptables, la commande est dite commande tolérante aux fautes

(FTC). Souvent, ce type de système se compose de deux modules en cascade : un module de

diagnostic et détection de défauts et un module de commande tolérante aux fautes. Le principe

général d’une boucle de commande tolérante aux fautes est expliqué par la figure (5.1)

FIGURE 5.1: Principe d’une boucle de commande tolérante aux fautes.

5.2.1 Commande tolérante aux fautes

La commande tolérante aux fautes est un module qui assure un fonctionnement acceptable

du système défectueux pour que ce dernier puisse atteindre ses objectifs. Généralement, ce

module est aussi appelé accommodation de défaut ou reconfiguration de la commande.
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5.2.1.1 Reconfiguration

La commande tolérante aux fautes basée sur la reconfiguration peut être considérée comme

étant une commande à commutation. En effet, basée sur les informations des défauts données

par le module de diagnostic, cette commande permet de reconfigurer la structure du régulateur

pour maintenir un degré acceptable de tolérance aux fautes.

5.2.1.2 Accommodation

L’accommodation consiste en une modifiation des paramètres ou de la structure du régu-

lateur pour éviter les conséquences d’un défaut. Les entrées et sorties entre le régulateur et le

système restent inchangées. L’objectif initial de la commande est atteint même si les perfor-

mances peuvent se dégrader.

5.3 Approches de commande tolérante aux fautes

5.3.1 Méthodes conventionnelles

La commande tolérante aux fautes est généralement composée de deux approches : pas-

sive et active. Les techniques FTC passives sont des lois de commande qui traitent les défauts

comme de perturbations du système. Ainsi, dans certains cas, la loi de commande possède des

capacités inhérentes de tolérance aux défauts, permettant au système de faire face à la présence

de défaut. D’autre part, les techniques FTC actives compensent les défauts soit en utilisant une

loi de commande précalculée, soit en synthétisant en ligne une nouvelle stratégie de commande.

L’adaptation de la loi de commande se fait en utilisant certaines informations sur le défaut pour

satisfaire les objectifs de commande avec une dégradation de performance minimale après l’oc-

currence de défauts.

5.3.1.1 Approches passives

Les systèmes FTC passifs sont basés sur des techniques de commande robuste. L’objectif

principal de l’approche passive est de synthétiser un régulateur avec des paramètres fixes qui



124 Diagnostic et commande tolérante aux fautes à base de techniques intervalles

rend le système en boucle fermée robuste à un ensemble connu de défauts sans utilisation d’in-

formations en ligne sur les défauts. Basée sur la connaissance a priori des défauts, l’approche

passive n’a besoin ni d’un module de diagnostic pour détecter la présence de défauts, ni d’un

bloc de reconfiguration. Avec ce type de commande, le système altéré continue à fonctionner

avec le même régulateur. Un schéma général d’un système de FTC passive est représenté sur la

figure (5.2).

FIGURE 5.2: Principe d’un système de commande passive tolérante aux fautes.

5.3.1.2 Approches actives

Contrairement à l’approche passive, l’approche active de commande tolérante aux fautes

(AFTC) utilise des techniques d’ajustement en ligne des régulateurs afin de maintenir, au moins,

la stabilité du système et, au mieux, le comportement nominal. Un schéma global de FTC active

est représenté par la figure (5.3). Les approches FTC actives sont classiquement caractérisées

par un module de détection et de diagnostic de défauts en ligne (FDD) et un mécanisme de

reconfiguration de commande. A partir des informations fournies par le module FDD, la recon-

figuration permet de modifier la loi de commande ou la structure du régulateur. Sur la base de

cette architecture, les objectifs de synthèse d’une FTC active sont : l’élaboration d’un schéma

efficace de FDD pour fournir des informations sur les défauts et la reconfiguration du sys-

tème de commande pour assurer la stabilité et des performances acceptables en boucle fermée.

Plusieurs méthodes de AFTC ont été proposées dans la littérature, telles que la méthode de

pseudo-inverse, placement de structure propre, régulateur à commutation, commande adapta-

tive, commande prédictive, neuro-flou, approches par modèles de référence. Dans le paragraphe

suivant, nous présenterons brièvement quelques unes de ces méthodes.
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FIGURE 5.3: Principe d’un système de commande active tolérante aux fautes.

5.3.1.2.a Pseudo inverse

La méthode de pseudo-inverse (PIM) est l’une des plus citées en raison de sa simplicité de

calcul et de sa capacité à gérer une très grande classe de défauts du système. La PIM considère

un système linéaire nominal avec une loi de commande par retour d’état linéaire, sous l’hypo-

thèse que le vecteur d’état est disponible. Elle permet une représentation générale du système

défectueux où la nouvelle loi de ommande reconfigurée est calculée avec la même structure. Le

principe de la méthode de pseudo-inverse (PIM) est de modifier la matrice de gain de retour

d’état dans la loi de commande de telle sorte que le système reconfiguré se rapproche approxi-

mativement du modèle nominal.

5.3.1.2.b Placement de structure propre

La méthode de placement de structure propre pour la reconfiguration de contrôleur est consi-

dérée comme étant une technique plus puissante que PIM. Le principe est de placer les valeurs

propres du système en boucle fermée et leurs vecteurs propres associés, en utilisant des lois

de commande par retour d’état, afin d’assurer les performances du système en boucle fermée.

L’objectif principal est précisément de synthétiser une matrice de gain de retour d’état de sorte

que les valeurs propres en boucle fermée du système reconfiguré soient équivalentes à celles du

système nominal.
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5.3.1.2.c Méthode par modèles de référence

Cette méthode est intéressante pour concevoir un régulateur en ligne. L’objectif est d’imiter

les caractéristiques de performances du modèle de référence, avec ou sans défauts. Un avantage

de l’utilisation de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas un schéma FDD. En outre, cette

méthode a une capacité d’accommodation de défauts en ligne limitée en raison de la nécessité

d’un modèle en défaut, ce qui introduit des difficultés pour traiter les incertitudes du modèle

([263]-[264]).

5.3.1.2.d Placement de pôles optimal

Le principe de cette méthode est de placer les valeurs propres du système en boucle fermée,

en utilisant des lois de commande par retour d’état optimales (LQ), afin d’assurer les perfor-

mances du système en boucle fermée [265].

5.4 Diagnostic par intervalles

Soit un système linéaire à temps invariant décrit par le système d’équations (5.1) ẋ(t) = Ax(t) + θ B u(t) +D v(t) + F1γ(t)

y(t) = C x(t) + F2γ(t)
(5.1)

où x ∈ Rn,u ∈ R, y ∈ R, γ(t) ∈

Sous l’hypothèse que le système (5.1) satisfait les hypothèses 9− 12 du chapitre 4. Alors,la

structure d’un observateur intervalle à mode glissant pour le système (5.1) est décrite par :

ẇ(t) = Aw(t) + θwB u(t) + L(y − C w) +Ks( sign(y − C w)) +Dvmin (5.2a)

ż(t) = Az(t) + θzB u(t) + L(y − C z) +Ks( sign(y − C z)) +Dvmax (5.2b)

Dans un contexte à erreurs bornées, l’observateur (5.2a-5.2b) fournit des valeurs minorante yw

et majorante yz de la sortie. dans ce cas, la détection d’incohérence est effectuée par un test

d’appartenance. En effet, l’estimation est incompatible avec les mesures si, à un instant ti, on

a :

y(ti) /∈ [yw(ti), yz(ti)] (5.3)
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où y représente le vecteur de sortie du système. Le test d’appartenance de l’équation (5.3) peut

également se réécrire sous la forme suivante :

0 /∈ [yw(t), yz(t)]− y(t)

0 /∈ [yw(t)− y(t), yz(t)− y(t)]

0 /∈ [rmin(t), rmax(t)]

0 /∈ [r(t)]

(5.4)

avec r(t) est le vecteur des résidus.

5.4.1 Génération des résidus intervalles

Pour évaluer les résidus, on utilise l’observateur intervalle (5.2a-5.2b). La borne minimale

du résidu [r(t)] est donnée par : rmin(t) = yw(t)− y(t) où yw est calculée à l’aide de l’observa-

teur suivant : ẇ(t) = (A− LC)w(t) + θwB u(t) + Ly +Ks( sign(y − C w)) +Dvmin

yw(t) = Cw(t)
(5.5)

l’erreur d’observation minimale est définie par :ew(t) = w(t)− x(t).

La dynamique de la borne minimale du résidu est décrite par le système d’équation suivant : ėw(t) = (A− LC)ew(t) + λw(t)− (F1 − LF2)γ(t)

rmin(t) = Cew(t)− F2γ(t)
(5.6)

où : λw(t) = θwB u(t)− θB u(t) +Dvmin −Dv(t) +Ks( sign(y − C w)).

Afin de différencier les effets des incertitudes (perturbations et erreurs de modélisation) des

effets des défauts, la représentation (5.6) peut être réecrite sous la forme suivante :

ėw0(t) = (A− LC)ew0(t) + λw(t)

rmin0(t) = Cew0(t)

ėwf
(t) = (A− LC)ewf

(t)− (F1 − LF2)γ(t)

rminf
(t) = Cewf

(t)− F2γ(t)

(5.7)

où rmin0(t) et rminf
(t) représentent respectivement les effets des incertitudes et des défauts sur

la valeur minimale du résidu. Dans ce cas rmin0(t) peut être interprété comme un seuillage

adaptatif, et un défaut est détecté via la borne inférieure rmin(t) si :
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rmin(t) ≥ 0⇔ rmin0(t) + rminf
(t) ≥ 0 (5.8)

De la même façon, la borne maximale du résidu est donnée par : rmax(t) = yz(t) − y(t) où yz

est estimée par l’observateur suivant : ż(t) = (A− LC)z(t) + θzB u(t) + Ly +Ks( sign(y − C z)) +Dvmin

yz(t) = Cz(t)
(5.9)

l’erreur d’observation maximale est définie par : ez(t) = z(t)− x(t).

La dynamique de la borne maximale du résidu est décrite par le système d’équation suivant : ėz(t) = (A− LC)ez(t) + λz(t)− (F1 − LF2)γ(t)

rmax(t) = Cez(t)− F2γ(t)
(5.10)

où : λz(t) = θzB u(t)− θB u(t) +Dvmax −Dv(t) +Ks( sign(y − C z)).

Afin de différencier les effets des incertitudes (perturbations et erreurs de modélisation) des

effets des défauts, la représentation (5.10) peut être réécrite sous la forme suivante :

ėz0(t) = (A− LC)zz0(t) + λz(t)

rmax0(t) = Cez0(t)

ėzf (t) = (A− LC)ezf (t)− (F1 − LF2)γ(t)

rmaxf (t) = Cezf (t)− F2γ(t)

(5.11)

où rmax0(t) et rmaxf (t) représentent respectivement les effets des incertitudes et des défauts sur

la valeur maximale du résidu. Dans ce cas rmax0(t) peut être interprété comme un seuillage

adaptatif, et un défaut est détecté via la borne supérieure rmax(t) si :

rmax(t) ≤ 0⇔ rmax0(t) + rmaxf (t) ≤ 0 (5.12)

En combinant les équations 5.7 et 5.11, on obtient le résidu intervalle qui s’écrit sous la forme :

[r(t)] =

 [rmin0(t), rmax0(t)] t < tf[
rmin0(t) + rminf

(t), rmax0(t) + rmaxf (t)
]

t ≥ tf

(5.13)

où tf est l’instant d’occurence du défaut.

Les transformée de Laplace des signaux résidus rmin(t) et rmax(t) permet d’obtenir des trans-

ferts entre ces signaux et les défauts.
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L’amplitude du défaut détectable par la borne inférieure du résidu [r(t)] est donnée par :

γmin(p) = (C(pI − A+ LC)−1(F1 − LF2)− F2)−1rmin(p) (5.14)

et l’amplitude du défaut détectable par la borne supérieure du résidu [r(t)] est donnée par :

γmax(p) = (C(pI − A+ LC)−1(F1 − LF2)− F2)−1rmax(p) (5.15)

Enfin, l’amplitude du défaut détectable par le résidu intervalle, tel que 0 /∈ [r(t)], peut être

définie par :

γ̂ = max(|γmin| , |γmax|) (5.16)

5.5 Stabilisation du système incertain

On considère le système linéaire incertain sans défauts décrit par l’équation (4.1).

La résolution du problème de stabilisation se fait en calculant une loi de commande stabilisante

pour le système (5.2a-5.2b) au lieu du système incertain (4.1). En respectant les conditions

d’existence de l’observateur intervalle, si les deux trajectoires minorante w(t) et majorante z(t)

convergent vers zéro, alors l’état x(t) converge également vers zéro. De même pour la bornitude

de x(t) qui est assurée par celle de w(t) et de z(t).

La loi de commande proposée est basée sur un retour d’état classique sous la forme :

u(t) = −Kx̂(t) (5.17)

avec :

x̂(t) = αw(t) + (1− α)z(t) (5.18)

La substitution de la commande (5.17) dans (5.2a-5.2b) donne : ẇ(t) = Aw(t)− θwBK(αw(t) + (1− α)z(t)) + L(y − C w) +Ks( sign(y − C w)) +Dvmin

ż(t) = Az(t)− θzBK(αw(t) + (1− α)z(t)) + L(y − C z) +Ks( sign(y − C z)) +Dvmax
(5.19)

L’observateur intervalle (5.20) peut être réécrit comme suit : ẇ(t) = (A− LC − θwBαK)w(t)− θwB(1− α)Kz(t)) + Ly +Ks( sign(y − C w)) +Dvmin

ż(t) = (A− LC − θzB (1− α)K)z(t)− θzBαKw(t) + Ly +Ks( sign(y − C z)) +Dvmax
(5.20)
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Pour étudier la stabilité asymptotique du système (5.20), on introduit le système auxiliaire sui-

vant :

ξ̇(t) = Gξ(t) + Λy(t) + Φ + κ (5.21)

avec : G =

 A− LC − θwBαK − θwB(1− α)K

−θzBαK A− LC − θzB (1− α)K

, ξ =

 w

z

 , Φ =

 Dvmin

Dvmax

,

κ =

 Kssign(y − C w)

Kssign(y − C z)

 et Λ =

 L

L


Soit la fonction de Lyapunov quadratique définie positive donnée par :

V = ξTPξ (5.22)

avec : P matrice symétrique définie positive, solution de l’équation de Lyapunov :

GTP + PG+Q = 0 (5.23)

où Q est une matrice symétrique définie positive.

La variation de la fonction de lyapunov est décrite par :

V̇ = ξ̇TPξ + ξTP ξ̇

= (Gξ(t) + Λy(t) + Φ + κ)TPξ + ξTP (Gξ(t) + Λy(t) + Φ + κ)

= ξT (PG+GTP )ξ + 2ξTP (Λy(t) + Φ + κ)

= −ξTQξ + 2ξTP (Λy(t) + Φ + κ)

(5.24)

Sachant que : |y| ≤ 2 |C| |ξ|, |Λ| ≤ 2 |L|, |φ| ≤ 2 |D| (vmin + vmax) et |κ| ≤ 2Ks

On a donc : 

V̇ ≤ −λmin(Q) ‖ξ‖2 + 8λmax(P ) ‖L‖ ‖C‖ ‖ξ‖2

+2λmax(P )(2 ‖D‖ (vmin + vmax) + 2Ks) ‖ξ‖

V̇ ≤ ((−λmin(Q) + 8λmax(P ) ‖L‖ ‖C‖) ‖ξ‖

+2λmax(P )(2 ‖D‖ (vmin + vmax) + 2Ks)) ‖ξ‖

(5.25)

V̇ ≤ 0, ceci signifié que :

‖ξ‖ ≤ 4λmax(P )(‖D‖ (vmin + vmax) +Ks)

λmin(Q)− 8λmax(P ) ‖L‖ ‖C‖
(5.26)

La variable d’état ξ est bornée, alors w et z restent bornées pour toute commande u(t). Etant

donné que toutes les conditions d’existence de l’observateur intervalle sont respectées, nous
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avons w(t) ≤ x(t)(t) pour tout t ≥ 0, ce qui implique la bornitude et la convergence de x(t). La

stabilisation du système est garantie étant donné que l’observateur intervalle est sûr d’encadrer

la trajectoire réelle du système original.

On peut aussi résoudre le problème de stabilisation on utilisant une autre approche qui consiste

à réecrire l’observateur intervalle sous la forme d’une estimée moyenne em(t) = αw(t) + (1−

α)z(t) et et d’une incertitude eu(t) = z(t)− w(t). On obtient alors :

ėm(t) = (A− LC − (αθw + (1− α)θz)BK)em(t) + Ly +Ks(αsign(y − Cw)

+(1− α)sign(y − Cz)) +D(αvmin + (1− α)vmax)

ėu(t) = (A− LC)eu(t) + (θz − θw)BKem +Ks(sign(y − C z)− sign(y − Cw))

+D(vmax − vmin)

(5.27)

Puisque les dynamiques des variables em(t) et eu(t) sont découplées dans (5.27), alors il est

possible d’analyser la stabilité de ces deux variables séparément (principe de séparation).

On considére la fonction de lyapunov

Vu = eTuPueu (5.28)

où, Pu est une matrice symétrique définie positive, qui vérifiée l’équation de lyapunov :

(A− LC)T Pu + Pu(A− LC) = −Qu (5.29)

avec, Qu est une matrice symétrique définie positive.

La stabilité de la variable eu est garantie par la condition : V̇u < 0

V̇u = ėTu Pu eu + eTu Pu ėu

= eTu ((A− LC)T Pu + Pu(A− LC))eu

+2eTuPu (−(θz − θw)BKem +Ks(sign(y − C z)− sign(y − Cw)) +D(vmax − vmin))

(5.30)

Sachant que : |y| ≤ 2 |C| (|em|+ |eu|), alors :

V̇u < −λmin(Qu) ‖eu‖2 + 2eTu Pu(−(θz − θw)BKem −Kssign(Ceu) +D(vmax − vmin))

< −λmin(Qu) ‖eu‖2 − 2λmax(Pu)Ks ‖C‖ ‖eu‖

+2λmax(Pu) ‖eu‖ (‖(−(θz − θw)BKem +D(vmax − vmin))‖
(5.31)
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V̇u < 0 si

‖em‖ <
K(θz − θw) ‖B‖
‖D‖ (vmax − vmin)

(5.32)

La variable d’état em est bornée, donc elle est stable.

Ensuite, nous considèrons la fonction de lyapunov

Vm = eTmPmem (5.33)

où, Pm est une matrice symétrique définie positive, qui vérifiée l’équation de lyapunov :

(A−LC−(αθw+(1−α)θz)BK)T Pm+Pm(A−LC−(αθw+(1−α)θz)BK) = −Qm (5.34)

avec, Qm est une matrice symétrique définie positive.

V̇m = ėTm Pm em + eTm Pm ėm

= eTm((A− LC − (αθw + (1− α)θz)BK)T Pm + Pm(A− LC − (αθw + (1− α)θz)BK))em

+2eTmPm (Ly +Ks(αsign(y − Cw)− (1− α)sign(y − Cz)) +D(αvmin + (1− α)vmax))

(5.35)

V̇m < −λmin(Qm) ‖em‖2 + 2eTm Pm(Ly +Kssign(Ceu) +D(αvmin + (1− α)vmax))

< −λmin(Qm) ‖em‖2 + 2λmax(Pu) ‖em‖ (‖Ly +Ks +D(αvmin + (1− α)vmax‖)

< ((−λmin(Qm) + 4λmax(Pm) ‖C‖) ‖em‖+ 2λmax(Pm)(2 ‖C‖ ‖eu‖

+ ‖Ks‖+ ‖D‖ (vmin + 2vmax))) ‖em‖
(5.36)

V̇m < 0 si

‖eu‖ < λmin(Qm)−4λmax(Pm)‖C‖‖em‖−2λmax(Pm)(‖Ks‖+‖D‖(vmin+2vmax))
4λmax(pm)‖C‖

(5.37)

Sachant que la variable d’état em est bornée, alors La variable d’état eu est aussi bornée.

Si les inéquations (5.32) et (5.37) sont vérifiées, alors les dynamiques des erreurs em et eu sont

asymptotiquement stables.

5.6 Compensation de défaut de type actionneur

Le système linéaire à temps invariant considéré est décrit par le système d’équations (5.38) ẋ(t) = Ax(t) + θ B u(t) +D v(t) + F1γact(t)

y(t) = C x(t)
(5.38)



5.7 Application Numérique 133

La loi de commande nominale est choisie sous la forme d’un retour d’état linéaire donné par

l’équation suivante :

un(t) = −K(αw + (1− α)z) (5.39)

Où K est un gain de retour d’état.

En remplaçant la loi de commande nominale (5.39) dans le système d’équations (5.38), la re-

présentation d’état en boucle fermée est obtenue sous la forme suivante : ẋ(t) = Ax(t) + θ B (−K(αw + (1− α)z)) +D v(t) + F1γact

y(t) = C x(t)
(5.40)

On propose dans cette partie de calculer une loi de commande uadd(t) à ajouter à la loi de com-

mande nominale pour compenser l’effet des défaut dans le système. Alors, la loi de commande

totale appliquée au système (5.38) est donnée par :

u(t) = un(t) + uadd(t) (5.41)

Par conséquent, la représentation d’état en boucle fermée devient : ẋ(t) = Ax(t) + θ B (−K(αw + (1− α)z) + uadd(t)) +D v(t) + F1γact

y(t) = C x(t)
(5.42)

La loi de commande additive uadd(t) doit être calculée pour rendre le comportement du système

défectueux aussi proche que possible de celui en mode nominal. En d’autres termes, uadd(t) doit

satisfaire l’équation suivante :

θBuadd(t) + F1γact ≈ 0 (5.43)

En utilisant les bornes supérieure et inférieure du du paramètre incertain θ, la solution de (5.43)

peut être obtenue par la relation suivante si la matrice B est de rang plein :

uadd(t) = −B+F1
γ̂act

αθw + (1− α)θz
(5.44)

avec B+ est la matrice pseudo-inverse de B. et γ̂act est le défaut actionneur estimé.

5.7 Application Numérique

Pour montrer la performance de l’approche précédente, on propose une application numé-

rique. On considère le modèle dynamique du bioprocédé donné par le système d’équations
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(4.52). Ce système est soumis à une perturbation v(t) et un défaut actionneur de type additif

γact, , alors le système (4.52) peut être exprimé par : ẋ(t) = Ax(t) + θBU(t) +Dv(t) + F1γact

y(t) = Cx(t)
(5.45)

avec : D et la matrice d’action de la perturbation et F1 matrice d’action du défaut.

où D = [1; 0; 0] et F1 = [1; 0; 0].

Pour un temps de simulation t ∈ [0, 12] en prend :

v(t) =

 0 si t < 5

1 + |0.5sin(πt)| si t ≥ 5.
(5.46)

et :

γ(t) =

 0 si t < 7

2 si t ≥ 7.
(5.47)

En prend aussi : θw = 1 ,θz = 10 et θ = 5.

Il est facile de vérifier que, pour L = [−10 − 10 100]T , K = [0.0069 0.0058 0.009] et

KS = 5, les deux matrices (A − LC) et (A − LC − (αθw + (1 − α)θz)BK) sont stables et

Metzler. Avec, α ∈ [0, 1].

Les résultats de simulations donnés sur la figure (5.4) illustre l’évolution des états du bio-

procédé, de son observateur intervalle et de l’entrée de commande en absence de défauts. A

l’instant t = 5secondes, on perturbe le système par une perturbation v(t), on remarque que la

proprièté de coopérativité est toujours sauvegardé en présence de cette perturbation.

La figure (5.5) illustre l’évolution des états du bioprocédé, de son observateur intervalle et du

vecteur résidu avec injection d’un défaut dans le système à l’instant t = 7secondes. A l’instant

t = 5secondes, on perturbe le système par une perturbation v(t), on remarque que la proprièté

de coopérativité est sauvegardé après apparition de la perturbation. Mais après injection du dé-

faut dans le système en perd cette propriété de coopérativité.

La figure (5.6) illustre l’évolution des états du bioprocédé et de l’entrée de commande en pré-

sence du défaut. A l’instant d’appartion du défaut, on reconfigure la loi de commande c.à.d en

remplace la loi de commande par retour d’état classique par une commande tolérante aux dé-

fauts. Nous remarquons que la loi de commande proposée stabilise le système et le défaut est
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presque compensé par cette nouvelle loi de commande. Nous remarquons aussi que la proprièté

de coopérativité est vérifiée.

La figure (5.7) illustre l’évolution des états du bioprocédé et de son observateur intervalle après

reconfiguration de la loi de commande. Nous remarquons que l’état du système incertain reste

toujours borné par les limites de l’observateur malgré la présence du défaut, ceci implique que

la proprièté de coopérativité est vérifiée.

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques résultats de la littérature portant sur la commande tolérante aux

fautes ont été rappelés en premier lieu. Différentes méthodes de commande tolérante aux fautes

ont été présentées dans le cas conventionnel. En second lieu, une stratégie de synthèse d’une

méthode de diagnostic et de commande FTC basée sur l’observateur intervalle pour les systèmes

linéaires incertains a été étudiée. La technique proposée est basée sur un retour d’état où un

observateur intervalle est utilisé afin d’estimer les bornes inférieure et supérieure du vecteur

d’état. Cette approche permet de transformer le problème stabilisation d’un système incertain

en une stabilisation de deux systèmes ne comportant aucune incertitude. La commande est

calculée en utilisant l’estimation moyenne des estimées supérieure et inférieure de l’observateur

intervalle. Cette stratégie est illustrée sur le modèle linéaire d’un bioprocédé, et les résultats

obtenus sont satisfaisants.
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FIGURE 5.4: Evolution des états du bioprocédé et de l’observateur en absence de défauts
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FIGURE 5.5: Evolution des états du bioprocédé et de l’observateur en présence de défauts
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FIGURE 5.6: Evolution des états du bioprocédé en présence de défauts avec reconfiguration
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FIGURE 5.7: Evolution des états du bioprocédé et de l’observateur après reconfiguration





Conclusion générale





Conclusion générale

Dans le domaine de l’automatique, les méthodes de diagnostic à base de redondance ana-

lytique exploitent la connaissance d’un modèle du système physique à surveiller. La difficulté

réside dans le fait que ce modèle est pris pour référence et qu’à partir du moment où les mesures

prélevées sur le système ne sont plus cohérentes avec celui-ci, la présence d’un défaut est sus-

pectée. Cependant, cette représentation mathématique se révèle en pratique approximative, d’où

la difficulté de différencier un défaut des conséquences d’une erreur de modélisation. Dans ces

conditions, plutôt que de construire des seuils de détection a priori, les erreurs de modélisation

seront alors prise sous forme d’incertitudes paramétriques, pour ensuite pouvoir naturellement

générer ces seuils. Le modèle incertain, est alors certes imprécis, mais reproduit un ensemble de

comportements jugés admissibles, c’est-à-dire représentatifs du système lorsque celui-ci n’est

affecté par aucun défaut. Quelle que soit la méthode sur laquelle repose la procédure de diag-

nostic, elle ne peut en aucun cas réduire l’imprécision du modèle ; de ce fait, les résultats feront

nécessairement apparaître des non-détections. L’objectif de notre travail de thèse et de conce-

voir des méthodes robustes de diagnostic et de commande tolérante aux fautes. La robustesse

est un enjeu permanent dans le domaine du diagnostic et de la commande. Les méthodes pré-

sentées dans cette thèse permettent de prendre en compte les diverses incertitudes du système et

de ses entrées/sorties. La gestion des incertitudes peut se faire par l’intermédiaire de différents

outils mathématiques. L’approche ensembliste et plus particulièrement l’analyse par intervalles

fait figure de choix. Les différentes contraintes du modèle, telles que les dépendances entre les

variables, les non-linéarités,...nécessitent l’utilisation d’outils d’évaluations des ensembles de

solutions, permettant de gérer des formes plus ou moins complexes, tels que les polytopes, les

ellipsoïdes, les zonotopes, les sous-pavés, etc. L’avantage de l’approche ensembliste par rapport
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aux méthodes fonctionnant par découplage provient du fait que les incertitudes paramétriques

sont considérées comme porteuses d’information plutôt que d’être purement rejetées. Modéli-

sées sous forme de variables bornées, elles sont complètement intégrées dans le processus de

génération de résidus et la réalisation des tests de cohérence.

Le fait que la représentation ensembliste soit moins riche que la représentation probabiliste,

puisque seul le support des incertitudes est considéré, permet de traiter une plus grande classe de

systèmes incertains. Il n’y a pas, en effet, à se préoccuper de la stabilité des lois de distribution,

ni d’une quelconque hypothèse probabiliste sur la manière dont les paramètres incertains sont

distribués. De plus, notons que la prise en compte des dépendances entre incertitudes est non

seulement possible, mais vivement recommandée de manière à limiter le pessimisme des tests

de cohérence en ce qui concerne nos objectifs de diagnostic.

La manipulation des modèles linéaires incertains bien que soumise aux contraintes du calcul

par intervalles reste relativement aisée. En revanche, les systèmes non linéaires incertains sont

beaucoup plus difficiles à gérer.

Après avoir pésenté différents concepts de base qui sont utiles pour mener à bien ce tra-

vail de thèse. Nous avons vu que La littérature sur la thématique de l’observation d’état et le

diagnostic à base d’observateurs est abondante. Ce sujet est encore un thème de recherche actif.

Nous avons présenté dans une deuxième étape l’outil intervalle. Nous avons exploré les béné-

fices apportés par l’arithmétique par intervalles, dont les propriétés ont été définies. De même,

les inconvénients de cette approche ont été soulignés. L’effet de dépendance ainsi que l’effet

d’enveloppement sont les principales contraintes de l’analyse par intervalles. Les dépendances

entre les variables engendrent généralement le conservatisme des bornes, c.à.d, une surestima-

tion de l’ensemble de solutions. Il est à noter que les systèmes positifs apparaissent souvent

dans les problèmes de la vie réelle. C’est pourquoi l’étude des observateurs basés sur la théorie

des systèmes dynamiques positifs attire toujours l’attention de beaucoup de chercheurs. A partir

du prochain chapitre, nous allons commencer à présenter notre contribution dans ce domaine

de recherche. Nous montrerons tout d’abord une nouvelle stratégie de construction d’obser-

vateurs intervalles (positifs) pour les systèmes linéaires et non linéaires. En suite l’essentiel de

notre travail est consacrée à l’application de ces observateurs pour le diagnostic et la commande
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tolérante aux fautes.

La première originalité de ce travail, est d’avoir proposée une nouvelle architecture d’obser-

vateurs ensemblistes alliant efficacement la puissance des méthodes ensemblistes pour gérer les

incertitudes et l’avantage indéniable de la théorie des modes glissant. L’observateur intervalle

présenté est constitué de deux observateurs à mode glissant d’ordre 1, l’un représente l’estimée

supérieur du système incertain l’autre représente l’estimée inférieur pour le système incertain.

La réunion de ces deux théories (mode glissant et analyse par intervalles) permet de maximiser

les avantages et minimiser leurs inconvénients de cet observateur qui est particulièrement bien

adapté pour prendre en compte les incertitudes paramétriques et de mesures de manière simple

et efficace. La deuxième originalité de ce travail c’est le calcul d’un observateur moyen en utili-

sant l’estimée supérieur et l’estimée inférieur de l’observateur intervalle calculé. La robustesse

de cet observateur par rapport aux perturbations et aux variations pramètriques a été démontée

est illustrées par des exemples. Par la suite nous avons appliquer cet observateur pour la dé-

tection de défauts, en réalisant de simples simulations. Nous avons pu étudier, tester et valider

la robustesse de cette observateur pour la détection des défauts. Les résultats développés dans

cette thèse ouvrent le chemin vers de futurs travaux. Ainsi nous pouvons envisager, par rapport

aux résultats obtenus dans ce travail, les perspectives suivantes : - L’une des perspectives immé-

diate de notre travail est d’étendre cette nouvelle formulation pour les systèmes linéaires et non

linéaires discrets. Dans ce travail, nous avons considéré que la structure des modèles continus

pour les deux systèmes est linéaire et non linéaire.

- La prise en compte des erreurs de modélisation et des bruits de mesures : Dans notre étude,

nous avons considéré uniquement les incertitudes sur l’entrée ainsi que la perturbation sur l’état.

Ces problèmes sont très importants dans la pratique et devront être étudiés de façon précise. -

Une autre perspective aussi importante est, l’étude du cas des défauts multiples.
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