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Introduction générale


Contexte  général


L’essentiel du travail  que nous  présentons concerne  différentes classes d’espaces fonc- tionnels  de type Musielak-Orlicz,  obtenues par extension des propriétés de presque  pé- riodicité  de  H.Bohr  (propriété de  translation et  propriété d’approximation) : Espace de  Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-Musielak-Orlicz  et  Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions  presque  périodiques. 

  Contribution  et structure  de la thèse
La thèse  est  composée  de  deux  parties,  une  partie  préliminaire et  une  partie  contri- bution.  La partie  préliminaire comporte deux chapitres, le premier  chapitre fournit  un exposé  des  différentes notions  de  presque  périodicité, nous  faisons  ensuite  une  pré- sentation sommaire des espaces  modulaires et les espaces  de type Musielak-Orlicz.  Le deuxième chapitre est destiné  à fixer les notations et à définir les propriétés et les outils fondamentaux en géométrie des espaces  de Banach.  La deuxième partie  est l’essentiel de notre  travail.  Elle est composée  de deux chapitres.


Chapitre 3 : Notre contribution dans ce chapitre porte  sur l’étude de nombreuses pro- priétés  structurelles de  la classe  de  Besicovitch-Musielak-Orlicz de  fonctions  presque
périodiques (Bϕ − p. p.) introduite par Morsli et Smaali [46]  via la propriété d’approxi-
mation  par des polynômes  trigonométriques généralisés.
D’un point de vue structurel, nous avons donné une caractérisation de la classe Bϕ − p. p. en termes  de la Besicovitch-presque périodicité au sens de Danilov et d’une propriété d’uniforme  integrabilité. Notre  résultat généralise ainsi celui de Danilov lorsque  ϕ  est la  fonction  puissance. Nous  avons  également démontré un  résultat d’approximation
des fonctions  de Bϕ − p. p. par  des polynômes  de Bochner-Fejèr.  Ce résultat nécessite
une hypothèse supplémentaire que nous avons introduite sur la fonction  de Musielak-
Orlicz ϕ , dite τ -bornitude 1. Cette hypothèse s’avère indispensable pour l’invariance par translation des fonctions  de Bϕ − p. p.. Elle est également nécessaire pour assurer  la Bϕ - continuité 2 des fonctions  de Bϕ − p. p..
D’un point  de vue géométrique, nous avons étudié  d’autres  propriétés de convexité  in-



ϕ

termédiaires à la stricte convexité  et l’uniforme convexité  de l’espace Be

− p. p. muni de
la norme  de Luxemburg,  il s’agit de la locale uniforme  convexité  (LUC), la H-propriété,
la midpoint locale  uniforme convexité  (MLUC) et l’uniforme  convexité  dans  toute  di- rection  (UCED). On a démontré que toutes  ces propriétés sont équivalentes à la stricte
ϕ
convexité  de l’espace Be

− p. p..

Comme application, nous avons abordé le problème d’existence de l’élément de meilleure approximation, nous avons déduit, grâce aux propriétés de convexité étudiées, une ver-
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sion du théorème de Doob dans l’espace Bϕe


− p. p.. Cette étude  a fait l’objet d’une publi-
cation dans la revue Commentat Math. Univ. Carol  [8].


Chapitre  4  :  Dans  ce  chapitre, nous  avons  abordé  les  notions  de  presque   périodi-
cité de Stepanoff-Musielak-Orlicz S(d) − t . p. et Weyl-Musielak-Orlicz W (d) − t . p., via les
                                                                                   ϕ
ε −presque  périodes, pour des fonctions  à valeurs  dans  un espace  métrique (U , d) (sé-
parable). Différentes caractérisations et résultats d’approximation ont été obtenus :
1.  En s’inspirant  de [24, 31],  nous avons montré que, moyennant la hS −bornitude 3
et la condition-∆W 1  de la fonction de Musielak-Orlicz ϕ , les fonctions de W (d)

t . p.
2                                                                                                                                 ϕ    
peuvent être  approchées par leurs tronquées. Comme conséquence directe  de ce résultat, nous avons obtenu  une caractérisation de la classe W (d) − t . p.. Le résultat obtenu  généralise celui de Danilov [24]  lorsque  ϕ (t , x) = |x|p, p ≥ 1.ϕ


2.  Lorsque  U  est  un  espace  normé,  nous  avons  énoncé  et  démontré le théorème d’approximation des fonctions  de W ϕ − p. p.(R, U ) par des suites de polynômes  de
Bochner-Fejèr.

3.  On a montré que les pseudo-modulaires de Besicovitch-Musielak-Orlicz ρBϕ ( f ) et de  Weyl-Musielak-Orlicz  ρW ϕ ( f ) coïncident sur W ϕ − p. p.(R, U ) et  que  l’espace Bϕ − p. p. R, U    est le complété  de l’espace W ϕ − p. p. R, U   . Ce résultat nous  a
permis de conclure  que :
— L’espace W ϕ − p. p. R, U    hérite  de toutes  les propriétés géométriques de l’es- pace Bϕ − p. p. R, U   .
— Le dual de W ϕ − p. p. R, U    est isométriquement isomorphe à l’espace dual de
BΨ − p. p. R, U   . Si de plus ϕ  ainsi que sa fonction  conjuguée Ψ vérifient  la
condition-∆B1 , alors W ϕ2


− p. p. R, U   ∗

' Bψ

− p. p. R, U   .


La fin de ce manuscrit est consacrée à une conclusion  générale et quelques  perspectives des travaux  présentés.
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1.1 Introduction


L’objet de  ce chapitre est  de  compléter l’étude  de  la classe  de  Besicovitch-Musielak- Orlicz des fonctions  presque  périodiques Bϕ − p. p. 
Rappelons  que l’étude faite dans [55]  porte  sur la caractérisation de la stricte  convexité  et de l’uniforme  convexité  de l’espace Bϕ − p. p. muni  de la norme
de Luxemburg.  La définition  de la presque  périodicité considérée est celle obtenue  via l’approximation par des polynômes trigonométriques généralisés au sens d’une norme de  type  Luxemburg, dite  norme  de  Besicovitch-Musielak-Orlicz. Dans  [23],  les auteurs se sont intéressés à l’étude de deux propriétés topologiques (réflexivité  et dualité) et d’une propriété géométrique (stricte  convexité)  de l’espace Bϕ − p. p. muni d’une norme  du type Orlicz.





Notre démarche dans ce chapitre consiste  à :
1.  établir  une caractérisation de la classe Bϕ − p. p. du même type que celle obtenue par Danilov dans [25].
2.  établir  un  résultat d’approximation des fonctions  de Bϕ − p. p. par  des suites  de polynômes  de Bochner-Fejèr.  Ce dernier résultat nécessite  une hypothèse supplémentaire sur la la fonction  de Musielak ϕ dite la τ -bornitude.
3.  étudier d’autres propriétés de convexité de l’espace Bϕ − p. p. muni de la norme  de Luxemburg,  intermédiaires à la stricte  convexité  et  l’uniforme  convexité.  Nous avons  démontré que  la  locale  uniforme   convexité  (LUC), l’uniforme  convexité dans toute  direction (UCED) et la H-propriété sont toutes  équivalentes à la stricte convexité  dans Bϕ − p. p., muni de la norme  de Luxemburg.  Ce résultat généralise celui obtenu  dans le cadre des espace de Besicovitch-Orlicz [7, Theorem  1].

1.2 	Présentation de l’espace Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques Bϕ − p. p.

1.2.1   Définitions et notations

Nous considérons une classe restreinte de fonctions  de Musielak-Orlicz.
Soit donc ϕ : R × [0, +∞[−→ [0, +∞[ une fonction  continue sur R × [0, +∞[ vérifiant :
1.  ∀t ∈ R, ϕ (t , u) = 0,   ssi   u = 0,
2.  ∀t ∈ R, ϕ (t , u) est une fonction  convexe par rapport à u ∈ [0, +∞[,
3.  ∀u ∈ [0, +∞[, ϕ (t , u) est une  fonction  périodique par rapport à t ∈ R, la période  τ
est fixée indépendante de u ∈ [0, +∞[. Sans perte  de généralité, on peut  supposer
τ = 1.
	

4.  Pour tout α > 0, φ (α ) = inft ∈R{ϕ (t , α )} est strictement positive.
6
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On note  par  Lϕloc


(R)  le sous espace  de fonctions  ϕ −localement intégrales, i.e. le sous
espace des fonctions  Lebesgue mesurables dans R

(M (R)) telles que pour chaque  com-
pact K ⊂ R, il existe λK > 0 pour lequel RK


ϕ (t , λK | f (t )|)dt < +∞.
la fonctionelle
[image: ]est une pseudomodulaire convexe [48].
On définit l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz associé à cette pseudomodulaire par
[image: ]
L’espace Bϕ (R) est muni naturellement de la (pseudo)norme de Luxemburg



[image: ]
Sous la norme  de Luxemburg,  Bϕ (R) est un espace de Banach.
Notons par A  l’ensemble des polynômes  trigonométriques généralisés , i.e.,

[image: ]
En considérant la fermeture de  l’ensemble  A  relativement à la pseudonorme k.kBϕ ,
on  obtient  une  nouvelle  classe  de  fonctions  presque  périodiques appelée  espace  de
Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions  presque  périodiques notée  Bϕ − p. p.,
Bϕ − p. p.   =  { f ∈ Bϕ (R) : ∃ fn  ∈ A , ∀k > 0,  limn   +∞

→

ρBϕ (k( fn − f )) = 0}
=  { f ∈ Bϕ (R) : ∃ fn  ∈ A ,  limn   +∞

→

 Bϕ  = 0}.

La fermeture de l’ensemble A  relativement à la pseudomodulaire ρBϕ  (.) permet de défi- nir une classe plus large de fonctions presque périodiques appelée espace de Besicovitch-
ϕ

Musielak-Orlicz de fonctions  presque  périodiques 
[image: ]






Si ϕ (t , .) = |.|, on note  respectivement les espaces  par  B1 (R)  et B1 − p. p.. La notation
ρ1 correspond à la pseudomodulaire associée.  Si en plus la fonction  de Musielak-Orlicz satisfait à la condition : pour chaque  c > 0 il existe un u0 > 0 pour lequel  ϕ (t ,u) ≥ c pouru

u ≥ u0 et t ∈ R [48]  on obtient  les inclusions  : Bϕ − p. p. ⊆ B1 − p. p.
Un résultat fondamental concernant les fonctions  Bϕ − p. p. est le fait que, si f ∈ Bϕ −
p. p.  alors ϕ (., | f (.)|) ∈ B1 − p. p. [47]. Cette propriété garantit l’existence de la limite

Définition  1.2.1.  [47] On dit que ϕ vérifie la condition-∆B1   (ϕ2
2
∈


∆B1 ) s’il existe k > 1 et
une fonction non négative mesurable h telle que ρB1 (h) < +∞ et ϕ (t , 2u) ≤ kϕ (t , u) + h(t )
pour tout u ≥ 0 et µ − p. p. t ∈ [0, 1].

On dit que ϕ vérifie la condition-∇B1  (ϕ2
∈



∇B1 ) si sa fonction complémentaire ψ donnée2

par la formule


ψ (t , u) = sup {uv − ϕ (t , v)} ,  pour t ∈ R  et u ≥ 0
v≥0
vérifie la condition ∆B1 .2



1.3    Caractérisation des fonctions de Bϕ − p. p.
[image: ]Danilov  [25]  a considéré la classe  Bp − p. p. ( p ≥ 1) dans  le contexte des fonctions  à valeurs  dans  un  espace  métrique (E , d) (séparable). Celles-ci ont  été  définies  comme fermeture de l’ensemble des fonctions  S p − p. p. au sens de la métrique de Bp − p. p. En utilisant le théorème de Fréchet  (voir  par  exemple  [41]), l’espace métrique (E, d) (séparable) peut  isométriquement s’injecter dans  un  certain  espace  de Banach  (séparable).  Grâce à ce théorème, on peut,  sans perte  de généralité, supposer  que (E,) est un espace  Banach.  Rappelons  le résultat bien connu  que lorsque  p = 1, la presque  périodicité via l’approximation soit par des fonctions  Stepanoff  presque  périodique, ou via des fonctions  Bohr presque  périodique ou même  via des polynômes  trigonométriques (au sens de la semi-norme de Besicovitch) sont toutes  identiques. On  note  par  E’  l’espace  normé  E lorsqu’il est  muni  de  la  métrique tronquée  ‘ = min (1,) et par Mp (R, E) l’ensemble des fonctions localement p−intégrables de R dans E. Pour une partie  mesurable A ⊂ R, soit


On définit  aussi la classe B − p. p. (R, E0) des fonctions  Besicovitch presque  périodiques au sens de Danilov :
[image: ]Définition  1.3.1. Une fonction  f  ∈ M (R, E) est dite Besicovitch presque périodique au sens de Danilov (et on écrit f ∈ B − p. p. (R, E0)) si pour tout ε > 0, il existe une fonction fε : R → E Stepanoff presque périodique telle que

[image: ]Lemme 1.3.2. f ∈ B − p. p. (R, E0) si et seulement si pour tous ε > 0 et η > 0, il existe une fonction  fε ,η  ∈ A   telle que

Cette dernière propriété des fonctions  de B − p. p. (R, E0) est à la base de la caractérisa-
tion suivante  :
[image: ]	
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On définit la quantité
[image: ]





L’inégalité βϕ ( f ) ≤  Bϕ  est clairement satisfaite. On pose

Mϕ (R, E) = {  f∈Bϕ 0



(R, E) : βϕ ( f ) = 0}.
Proposition 1.3.3. Soit  f  ∈ Bϕ − p. p. et ( fn)n ⊂ A  la suite approximante  associée à  f ,
alors ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∃n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, l’implication suivante est vérifiée
[image: ]
Comme conséquence directe  de cette proposition, nous avons :
Corollaire 1.3.4. Soit f ∈ Bϕ − p. p. et ( fn)n ⊂ A  la suite approximante  associée à f , alors
∀ε > 0, ∃δ > 0, ∃n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, l’implication suivante est vérifiée

[image: ]
Théorème 1.3.5. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ ,
Bϕ − p. p. (R, E) = M0 (R, E) ∩ B − p. p.( R, E'ϕ


1.4    Approximation de Bochner-Fejèr  dans Bϕ − p. p.
Il est démontré par G. Bruno et B. Grande  [16]  qu’il existe un nombre  nε ∈ N tel que
Bq < Cε

pour tout n < nε , où C est une constante positive convenable.

Remarque  1.4.1. Nous  avons  tenté  de généraliser ce résultat  aux  cas des espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions  presque périodiques.  A notre  surprise,  on  s’est rendu compte que la définition  de la presque périodicité de Bohr (via des ε −presque périodes) dans le cadre des espaces de Musielak-Orlicz requiert une propriété d’invariance par translation  des espaces Bϕ − p. p., en d’autres termes, si f ∈ Bϕ − p. p., a-t-on la translatée fτ , τ ∈ R, dans Bϕ − p. p.? La réponse est négative en général, il existe bien des espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques Bϕ − p. p. qui ne sont pas stable par translation. C’est le cas par exemple des espaces de Lebesgue à exposants variables comme on le verra plus loin.







1.4.1   La τ L1

−bornitude de la fonction de Musielak-Orlicz

Définition  1.4.4  ( [50, définition  7.11 (page 37)]). Une fonction périodique de Musielak- Orlicz ϕ est dite τ −bornée (au sens de Musielak) s’il existe deux constantes k1, k2 > 0 telles
que
ϕ (t − v, u) ≤ k1ϕ (t , k2u) + H (t , v)                                       (1.4)
où la fonction H : R×R → R+ est (mesurable)  et 1-périodique par rapport à la première
variable et tel que h(v) = R[0,1]


H (t , s)dt est bien définie et que h0 = sup

v∈R

h(v) < +∞ et
h(v) → 0, lorsque v → 0+ et 1−.



Théorème 1.4.8. Une fonction  f ∈ Bϕ − p. p. est Bϕ −continue, i.e. pour tout ε > 0, il existe
δ > 0 tel que
Bϕ  < ε     pour |h| < δ
si et seulement si ϕ est τ L1 ([0,1])

−bornée.

Corollaire  1.4.9. Toutes  les fonctions  de l’espace de Besicovitch-Orlicz de  fonctions presque  périodiques Bϕ − p. p. sont Bϕ −continues.
Dans ce qui suit, on adaptera la définition  1.4.4 au cas des espaces Bϕ − p. p..
Définition  1.4.10. Une fonction périodique de Musielak-Orlicz ϕ est dite hB1
existe deux constantes k1, k2 > 0 telles que

−bornée s’il

ϕ (t − v, u) ≤ k1ϕ (t , k2u) + H (t , v)                                       (1.7)
où la fonction H : R×R → R+ est (mesurable) par rapport à la première variable et tel que
[image: ]

[−T,T ]

Notons que dans cette définition,  on a relaxé la condition de périodicité de H par rapport la première variable et on a aussi éliminé la condition h(v) → 0, lorsque v → 0+ et 1−.
Proposition 1.4.11.  (Inégalité auxiliaire dans Bϕ − p. p.) Soit  f ∈ Bϕ − p. p.. Supposons
que ϕ est hB1

−bornée. Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de ϕ telle que
[image: ]

pour toute suite de Bochner-Fejèr associée à f .

Théorème 1.4.12. Supposons que ϕ est hB1





bornée. A toute fonction 
 
(f )
correspond un suite approximante  de Bochner-Fejèr au sens de la norme Bϕ .

1.5    Outils de convergence dans Bϕ − p. p.(R)

Pour la suite de ce chapitre, on se placera  dans le cas E = R.
Trois concepts  de convergence peuvent-être définis dans l’espace Bϕ − p. p.(R).
— La convergence en norme  de Luxemburg.
— La convergence modulaire.
— La convergence au sens de la sous mesure  µ B définie par la formule  (1.4). 

Nous donnons ici quelques  résultats techniques qui constituent les outils de travail dans cet espace.
Lemme 1.5.3  ( [47], [46]). Soit  f ∈ Bϕ − p. p.. Alors
1. Bϕ  ≤ 1 si et seulement si ρBϕ ( f ) ≤ 1,
2.   Bϕ  = 1 si et seulement si ρBϕ ( f ) = 1.

Lemme 1.5.4.  [47] Soit ϕ (t , u) strictement convexe par rapport à u ≥ 0 et { fn} , {gn} deux suites de fonctions dans Bϕ − p. p.(R) telles que, pour un certain r > 0, on a

  1
ρBϕ ( fn)    r,    ρBϕ (gn)     r  et  lim ρBϕ≤               ≤

n→∞          2
Alors, la suite { fn − gn}n est µ B−convergente vers zéro.

 
( fn + gn)


= r.


	





e


Lemme 1.5.6. Soit  f       Bϕ (R). Alors,  lim∈

n→+∞


µ B{t ∈ R,  | f (t )| ≥ n} = 0.
Lemme 1.5.7. Soit  f ∈ Bϕ − p. p.. Alors, on a l’équivalence suivante

ρBϕ ( f ) = 0 ssi f = 0   µ B p. p.

Lemme 1.5.8. Soit { fn} une suite de fonctions dans Bϕ (R) telles que fn  est µ B−convergente vers  f  ∈ Bϕ (R) . Alors, la suite (ϕ (., | fn (.)|))n  est µ B−convergente vers ϕ (., | f (.)|)  dans
B1 (R) .

Corollaire 1.5.9.  Soit  { fn}n≥1    une suite de fonctions dans  Bϕ


(R) , µ B−convergente vers
une fonction f ∈ Bϕ − p. p. . On suppose qu’il existe g ∈ Bϕ − p. p. telle que : max (| fn(t )| , | f (t )|) ≤
g(t ), ∀t ∈ R. Alors
lim ρBϕ ( fn) = ρBϕ ( f ) .
n→∞
Nous donnons maintenant une version adaptée du lemme de Fatou dans Bϕ − p. p.

ϕ
Lemme  1.5.10. Soit  { fn}n≥1  une suite de fonctions  dans B
f ∈ Bϕ − p. p.. Alors

(R),  µ B−convergente vers
lim

ρBϕ ( fn) ≥ ρBϕ ( f ) .
n→+∞

1.6    Propriétés géométriques locales de  Bϕ − p. p. muni
de la norme  de Luxemburg


Dans  cette  section  nous  allons  étudier certaines questions de  nature géométrique de l’espace Bϕ − p. p. muni  de la norme  de Luxemburg.  Plus précisement, les propritétés
géométriques dites  locales  et intermédiaires à la stricte  et l’uniforme  convexité.  Pour rappel,  la stricte  et l’uniforme convexité  de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de
ϕ
fonctions  presque  périodiques ont été étudiées dans ( [46], [47]) lorsque  l’espace Be  −
p. p. est muni  de la norme  de Luxemburg  et dans  et [23]  lorsque  ce même  espace  est
muni de la norme  d’Orlicz. Les auteurs ont obtenu  les théorèmes suivant  :



Notre premier  résultat (généralisant le Théorème 1.6.4)  s’énonce comme suit :

Théorème 1.6.5. Les assertions suivantes sont équivalentes :
ϕ
1.  Be
2. BB
ϕ


− p. p. est LUC,
− p. p. possède la H −propriété,
3.  ϕ est strictement convexe et ϕ  satisfait la condition ∆B1 .2


Vue que l’espace Bϕe


− p. p. est un espace pseudo-normé, l’étude de l’uniforme convexité
dans toute  direction de cet espace requiert une reformulation dans la définition  de cette
propriété géométrique. La propriété de  l’  UCED peut  être  reformulée sous  la  forme suivante  :


Théorème 1.6.7. Les assertions suivantes sont équivalentes :
ϕ
1.  Be

− p. p. est UCE D,
2.  ϕ est strictement convexe et ϕ  satisfait la condition-∆B1 .2


Corollaire 1.6.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1.  B˜ϕ − p. p. est LUC,
2.  B˜ϕ − p. p. est MLUC
3.  B˜ϕ − p. p. possède la H −propriété,
4.  B˜ϕ − p. p. est UCE D,
5.  B˜ϕ − p. p. est SC,
6.  ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆B1 .2



Maintenant, nous appliquons les résultats précédents pour donner une application dans le problème de recherche de la meilleure approximation.
nous  obtenons le corollaire  suivant  qui est une généralisation de théorème de Doob :

Corollaire 1.6.9. Supposons que ϕ est strictement convexe, ϕ ∈ ∆B          22
∩ ∇B
1
1


et ϕ satisfait les
conditions (1.17), alors pour tout ensemble convexe fermé
ϕ                                          ϕ
C1 ⊃ C2 ⊃ ... ⊃ C∞ = ∩nCn ou C1 ⊂ C2 ⊂ ... ⊂ C∞ = Sn


Cn dans Be

− p. p. et tout x ∈ Be

− p. p.,

 → 0,   lorsque n → ∞.
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2

Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz
et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonc-
tions  presque périodiques
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2.1    Introduction


Dans ce chapitre, nous  introduisons, via la définition  de Bohr, les notions  de presque périodicité de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz  pour des fonctions à valeurs  dans  un  espace  de métrique (U , d). On présentera un résultat
d’approximation de la classe de fonctions  de Weyl-Musielak-Orlicz  presque  périodiques W ϕ − p. p.. définies via les polynômes trigonométriques généralisés. Ce chapitre s’achève par certaines remarques concernant le lien entre les deux espaces Bϕ − p. p. et W ϕ − p. p..
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2.2 	Presque   périodicité au  sens   de  Weyl  dans  les  es- paces  de Musielak-Orlicz


Soit (U , d) un espace  métrique complet.  On note  par Br (x) la boule  fermée  de centre
x ∈ U  et de rayon r ≥ 0. 

Définition  2.2.5. Une fonction  périodique de Musielak-Orlicz ϕ  est dite hS −bornée s’il existe deux constantes k1, k2 > 0 telles que
ϕ (t − v, u) ≤ k1ϕ (t , k2u) + H (t , v)                                       (2.6)
où la fonction H : R×R → R+ est (mesurable) par rapport à la première variable et tel que
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Définition  2.2.6. Une fonction  f ∈ S(d) (R, U ) est dite Stepanoff-Musielak-Orlicz  presqueϕ ,`

périodique si pour tout ε

> 0, l’ensemble



ϕ ,`T ( f , ε ) ={S(d)



est relativement dense dans R.

τ ∈ R, ω (d)
`Sϕ


( fτ , f ) ≤ ε}




Définition  2.2.7. Une fonction  f ∈ S(d) (R, U ) est dite Weyl-Musielak-Orlicz presque pé- riodique  si à tout  ε > 0, correspond un  nombre  réel ` = ` (ε , f ) > 0 tel que l’ensembleϕ ,`

ϕ ,`T ( f , ε ) est relativement  dense dans  R.  L’ensemble de telles fonctions  sera noté  parS(d)

ϕ     − t . p. Lorsque ϕ (t , x) = |x|, la classe correspondante, W 1(R, U ), est celle étudiée parW (d)

Danilov [24].

Presque périodicité au sens  de Weyl via les polynômes trigonométriques

Dans cette  partie,  on suppose  que U  est un espace  de Banach  muni  d’une norme  k.k. Par analogie à l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques introduit dans [47], on définit les espaces de Stepanoff-Musielak-Orlicz (Weyl-Musielak- Orlicz) de fonctions presque périodiques via l’approximation par des polynômes trigono-
métriques, noté  respectivement Sϕ − p. p. R, U    et W ϕ − p. p. R, U    comme  fermeture`

de l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés A  au sens de la norme (resp.
semi-norme) du type Luxemburg





2.2.1 	Quelques propriétés de  l’espace de  Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

Cette  partie  est dédiée  à une  caractérisation de la classe W (d) − t . p. introduite précé- demment. Plus précisément, nous  allons  généraliser la caractérisation donnée par Da-ϕ

nilov [24]  lorsque  ϕ (t , x) = |x|p, p ≥ 1. Introduisons à cet effet  quelques  notations et
définitions. Munissons U  de la métrique tronquée

d0 ( f , g) = min(1, d( f , g)).

Définition  2.2.8. Une fonction  f : R → (U , d) est dite Weyl-presque périodique au sens de
Danilov si f ∈ W 1(R, (U , d0 )).
On posera  dans ce qui suit WD (R, U ) = W 1(R, (U , d0 )).
Les inclusions  (2.9)  se prolongent comme suit :
ϕ     − t . p. ⊂ W 1(R, U ) ⊂ WD (R, U )                                 
W (d)

Pour  f , g ∈ W (d)(R, U ), on définit la quantité


[image: ]


[image: ]`


Le résultat d’approximation des fonctions  de W (d) − t . p.(R, U ) par leurs tronquées né-ϕ

25


25

cessite l’introduction d’une condition du type ∆2

sur ϕ .
Définition  2.2.13. On dit que ϕ vérifie la condition-∆W 1  (ϕ2
2
∈


∆W 1 ) s’il existe k > 1 et une
fonction non négative mesurable h telle que ρW 1 (h) < +∞ et ϕ (t , 2u) ≤ kϕ (t , u) + h(t ) pour tout u ≥ 0 et µ − p. p. t ∈ [0, 1].
Le Théorème de caractérisation des fonctions de W (d) −t . p.(R, U ) s’énonce comme suit :ϕ

[image: ]Théorème 2.2.15.  Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ , hS −bornée et vérifie la condi- tion ∆W 1 , on a2


Lorsque  U   est  un  espace  de  Banach,  nous  obtenons la  caractérisation suivante  des fonctions W ϕ − p. p.    , sans aucune  condition supplémentaire sur ϕ .

Théorème 2.2.16.  Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ ,

[image: ]
2.3    Approximation de Bochner-Fejèr dans Sϕ − p. p.  `

et W ϕ − p. p.   

Dans le reste  de ce chapitre, on supposera que  (U ,) est un  espace  de Banach.  Le résultat d’approximation des fonctions  de Sϕ − p. p.     et W ϕ − p. p.    par des`

suites de polynômes  de Bochner-Fejèr  repose  sur l’estimation  suivante
[image: ]



où Gϕ  désigne  Sϕ ou W
  



.`


Lemme  2.3.1   (L’inégalité  auxiliaire  dans  Sϕ − p. p. R, U    et W ϕ − p. p. R, U   ).  Soit`

ϕ                                           f
f ∈ S`  − p. p. R, U    et Qε ,n  une suite de Bochner-Fejèr associée à f . Supposons que ϕ est
hS −bornée. Alors il existe une constante C > 0, qui depend que de ϕ  telle que pour tout
l> 0
[image: ]






On en déduit  le théorème suivant  :






Théorème 2.3.2. Supposons que ϕ est hS −bornée. A toute fonction  f ∈ Sϕ − p. p. R, U  (resp.  f ∈ W ϕ − p. p. R, U   ) correspond une suite approximante  de Bochner-Fejèr au sens de la norme Sϕ . (resp. W ϕ .)`
`


2.4    Lien entre  les deux  espaces Bϕ − p. p.     et W ϕ −
p. p.   

Nous  avons  vu que  W ϕ − p. p. R, U    ,→ Bϕ − p. p. R, U   . Rappelons  aussi  que  Bϕ −
p. p. R, U    est un espace de Banach et que W ϕ − p. p. R, U    n’est pas complet.
Dans  ce qui suit,  en  se basant  sur  le fait  que  les pseudo-modulaires ρBϕ   et  ρW ϕ   coï- cident  sur W ϕ − p. p. R, U    (voir  proposition ci-après),  nous  montrerons que l’espace Bϕ − p. p. R, U    n’est autre  que le complété  de l’espace W ϕ − p. p. R, U   . Ce résultat est
établi  dans  [6]  dans  le cas sans paramètre. La preuve  est basée  entre  autre  sur l’utili-
sation des polynômes  de Bochner Fejèr et l’inégalité auxiliaire  ρBϕ (σ f ) ≤ ρn


Bϕ ( f )). Cette
inégalité  ne s’étend pas au cas des espaces  du type Musielak-Orlicz,  toutefois  grâce au
lemme  3 de [22], nous pouvons  généraliser ce résultat au cas où ϕ dépend d’un para- mètre.


Lemme 2.4.1. Soit  fn ⊂ W ϕ − p. p. R, U   ) telle que   lim

k fn − f kwϕ  = 0 avec, f ∈ W ϕ −

p. p.. Alors,

n→+∞

lim ρW ϕ ( fn) = ρW ϕ ( f ).
n→∞
[image: ]Lemme 2.4.2. Soit  f ∈ W ϕ (R, U ) , alors la limite











existe. En outre, si f  est une fonction presque périodique de Bohr, nous avons :

[image: ]


Proposition 2.4.3.  Pour toute fonction  f  dans W ϕ − p. p.     on a,

ρBϕ ( f ) = ρW ϕ ( f ).

Le théorème suivant concerne la caractérisation du complété  de l’espace de Weyl-Musielak- Orlicz de fonctions  presque  périodiques.
Théorème 2.4.4.  L’espace Bϕ − p. p. est le complété de l’espace W ϕ − p. p.   
au sens de la modulaire ρBϕ   et des normes correspondantes.

Remarque 2.4.5. 
1.  L’espace W ϕ − p. p. R, U    hérite toutes les propriétés géométriques de l’espace 
Bϕ −p. p.

2.  Les deux espaces duals (W ϕ − p. p.)*    et (Bϕ − p. p.)*   
1     1                                                                    
sont isométriquement. 

3.  L’espace W ϕ − p. p.( R, U )   n’est jamais reflexif




















Conclusion générale et  quelques perspectives de recherche

Notre  contribution a porté  sur  l’étude  de quelques  propriétés structurelles et géomé- triques  des espaces  du type Musielak-Orlicz  de fonctions  presque  périodiques. Des ré- sultats  fondamentaux portant sur plusieurs  aspect sont énoncés  :
— Une caractérisation de la classe Bϕ − p. p.( R, E)   et W (d) − t . p.( R, U)   , (U  est un espace de Banach).ϕ

—  Le résultat d’approximation des fonctions de Bϕ − p. p.( R, U)  , W ϕ − p. p.( R, U)  et Sϕ − p. p.( R, U)   , par  des polynômes  de Bochner  Fejèr,  (U   est un  espace  de Banach).`

— L’étude des propriétés de convexité  intermédiaires à la stricte convexité  et l’uni-
forme  convexité  de la classe ϕ − p. p. muni de sa norme  de Luxemburg.
— Le problème d’existence  de l’élément  de meilleure approximation dans  l’espace
Bϕ − p. p.( R, U).  
— La comparaison entre  le deux espaces Bϕ − p. p. et W ϕ − p. p..
De nombreuses questions de nature géométrique et même  topologique restent encore
posées dans ces espaces et de manière plus générale dans les espaces de type Musielak- Orlicz de fonctions  presque  périodiques.
Comme perspectives de recherche, nous envisageons développer les points suivants  :

1.  Établir le lien entre  les classes de fonctions  presque  périodiques du type Musielak- Orlicz (via les trois  critères  : critère  de Bohr, critère  de Bochner  et critère  d’ap- proximation).

2.  Etude  de la structure géométrique des espaces  du type Musielak-Orlicz  de fonc- tions presque  périodiques lorsque  que celles-ci sont  à valeurs  dans  un espace  de Banach de dimension infinie. 
3.  Une question importante en théorie des équations différentielles abstraites consiste à étudier l’opérateur de Nemytskii  N f   d’une fonction  f : R × E → E (E étant  un espace de Banach) défini par  Nf (u) := [ f (t , u(t )]. En particulier, sous quelles conditions,  l’opérateur N f   envoie  Sϕ − t . p.     dans  Sϕ − t . p.    

       (resp.  W ϕ –t. . p dans W ϕ − t . p.).
27
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