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Introduction générale

La théorie des graphes est devenue aujourd’hui une des branches les plus florissantes de
I’algebre moderne; elle constitue un domaine des mathématiques et de I'informatique. Elle
est aussi tres vaste et en évolution constante tant du point de vue des recherches fonda-
mentales que celui des applications. Pour ce qui est de la recherche fondamentale, I'un des
travaux les plus répandus de Seymour est le théoreme Fort des graphes parfaits, formulé
par Claude Berge [1].

Par ailleurs, des algorithmes élaborés pour résoudre des problemes concernant les ob-
jets de cette théorie ont de nombreuses applications dans tous les domaines liés a la notion
de réseau (réseaux ferroviaires ou routiers, réseaux de communication,...) et dans d’autres
domaines tels que la biologie, la chimie, etc...

Cette théorie constitue 'un des instruments les plus utilisés et les plus efficaces pour
résoudre des problemes discrets posés en recherche opérationnelle.

Un des problemes de graphes est celui de l'orientation de ses arétes. On s’intéresse
souvent a orienter un graphe non orienté G=(X, E), c’est-a-dire remplacer chaque aréte
e= xy€eE; x,y €X par un arc u=(x,y) ou u=(y,x). Orienter les arétes d’un graphe telles
que (x,y)€U = (y,x)€U; x,yeX, définit le type de graphe symétrique et dans la classe des
graphes parfaits, les graphes de comparabilité sont définis par une orientation transitive;
soit: Vx,y,2z,€X, (x,y)€U et (y,2)€U = (x,2)€U. Le graphe G=(X,U) devient un graphe
orienté. Chaque orientation du graphe définit un type de graphe ou une classe de graphe.

En particulier, notre objectif, a travers cette étude, est de nous intéresser a la classe
des graphes B1 et B2-orientables.

Pour bien mener notre travail, nous avons structuré notre mémoire en trois chapitres:

e Dans le premier chapitre, nous avons exposé les concepts de base de la théorie des
graphes.

e Dans le deuxieme chapitre, nous définissons les graphes Bl-orientables et les résultats
obtenus sur ces derniers.

e Le troisieme chapitre est consacré a la présentation des graphes B2-orientables. On y



dévoloppe notre modeste contribution.

Et nous terminons par une conclusion générale.



Chapitre 1

Quelques concepts de base sur les
graphes

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré en premier lieu a la présentation de quelques notions et
définitions de base de la théorie des graphes. Ces derniers sont des modeles pour représenter
des relations entre objets(graphe orienté) ou des relations symétriques entre eux(graphe
non orienté). Le graphe est devenu un modele puissant pour la résolution des problemes.

1.2 Deéfinitions

1.2.1 Graphe

Un graphe est défini par un ensemble de sommets et un ensemble de relations entre ces
sommets.

W

Fic. 1.1 — Graphe G=(X,E)

On distingue deux types de graphes:



e Graphe orienté: Un graphe orienté est défini par un ensemble de sommets non
vide X et un ensemble d’arcs U finis reliant ces sommets.
Ce graphe est noté G=(X,U); n=|X]| est l'ordre du graphe.

W
X @
&

¥

y Z

Fi1Gc. 1.2 — Graphe orienté

e Graphe non orienté: Lorsque l'orientation des arétes n’est pas invoquée, le
graphe est dit non orienté. Il est noté G=(X,E)

N

Fi1G. 1.3 — Graphe non orienté

x,y € X, si u=(x,y) est un arc de U, x est I’extrémité initiale de u et y son extrémité terminale.
x,y € X, e=xy est une aréte de E.

1.2.2 Successeur (prédécesseur)

On dit que x5 est un successeur de z1, s'il existe un arc u=(xy,xs).

['L(z) est Pensemble des successeurs de z.

x1, est alors, le prédécesseur de z,. I';(x) est I'ensemble des prédécesseurs de x.



Fia. 1.4 - L’arc (x,15)

1.2.3 voisin

Un sommet y est un voisin du sommet x si y € I'5(z) ouy € T'5(z).
Dans un graphe non orienté, y est voisin de x s’il existe une aréte e=xy dans ce graphe.
L’ensemble des voisins V(x) = ye X : (z,y) € E.

1.2.4 sommets adjacents

Deux sommets sont adjacents s’ils sont reliés par une aréte. On note par
Adj(x)={y € X / 2y € E} 'ensemble des sommets adjacents & x.

1.2.5 Arcs adjacents et arétes adjacentes

Deux arcs ou deux aréetes sont dits adjacents s’ils ont une extrémité commune.

1.2.6 Sous-graphe

Un sous -graphe d’un graphe G, est un graphe composé de certains sommets de G, ainsi
que de toutes les arétes existant entre ces sommets.

1.2.7 Clique

Une clique de G est un sous -graphe complet de G ou tous les sommets sont deux a
deux adjacents. Elle est dite maximale s’il n’existe pas une autre clique qui la contient.

=y
(g

Fia. 1.5 — La cliqgue G=(X,E)



1.2.8 Chaine

Une chaine joignant deux sommets dans un graphe G est une suite de sommets reliés
par des arétes telle que, deux sommets successifs sont reliés par une aréte. Elle est notée
par: (To,x1,....,Tk).

La longueur de la chaine est égale au nombre d’arétes qui la composent.

b d
—9 —8- —9

[ 3

Fi1G. 1.6 — Chaine a b ¢ d
Une chaine est dite simple si elle passe, au plus, une seule fois par chaque aréte.
1.2.9 Cycle

Un cycle est une chaine simple dont les deux extrémités coincident.

On le note par: (xg,z1,....,xx = Tg).

Fic. 1.7 - Cycle a b ¢ d

1.2.10 Chemin

Soit G = (X,U) un graphe. Un chemin de G, est une suite de sommets reliés successi-
vement par des arcs orientés dans le méme sens.

On note un tel chemin par: (xg,z1,....,T).
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Fic. 1.8 — Chemin a b ¢ d

Un chemin est dit simple s’il passe une seule fois par ses arcs.

1.2.11 circuit

Un circuit est un chemin dont les deux extrémités sont confondues.

Fic. 1.9 — circuit a b ¢ d

1.2.12 Cycles adjacents en une aréte

Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs d’un cycle ou d’une chaine.
On note Cy, le cycle de longueur k.
Deux cycles Cy et Cyr, k>4; k’>4 sans corde sont adjacents en une aréte si C,NCrp={e};

e aréte de E.

Ck
k=4

Fi1Gc. 1.10 - C,NCy={e =(z,y)}



1.2.13 Cycles adjacents en un sommet

Deux cycles Cy, et Cys, k>4; k’>4 sans corde sont adjacents en un sommet si C,NCp={x};
x sommet de X.

Cy'
k=4

Cx
k>4

Fic. 1.11 - CkﬂCk/:{x}

1.3 Quelques graphes particuliers

1.3.1 Graphe symétrique
Un graphe G=(X,U) est dit symétrique si, V x,y € X, (x,y)eU = (y,x)€U.

y

Fi1G. 1.12 — Graphe symétrique

1.3.2 Graphe planaire

Une représentation planaire d'un garphe G=(X,E) est une représentation de G, dans le
plan, telle que ses arétes ne s’intersectent qu’en des sommets de G.

Le graphe G est planaire s’il admet une représentation planaire.

10
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Fi1Gc. 1.13 — Graphe planaire

1.3.3 Graphe complet

Un graphe complet est un graphe dont les sommets sont deux a deux adjacents.

=]
L Jon

Ly
j=

Fi1Gc. 1.14 — Graphe complet
1.3.4 Graphe de comparabilité

Un graphe G=(X,E) est de comparabilité sl existe une orientation U de ses arétes telle
que: YV x,y,z€X; (x,y)€U et (y,2)eU = (x,2)€U.

11
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Fi1c. 1.15 — Graphe de comparabilité
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Chapitre 2

Les graphes Bl-orientables

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous définissons et étudions la Bl-orientation. Nous présentons des
propriétés et quelques résultats établis sur la Bl-orientation. Apres I’étude de cette classe de
graphes et l'algorithme de reconnaissance de cette derniere, nous donnons un algorithme
polynomial montrant que la classe des graphes triangulés est incluse dans celle des B1-
orientables, ainsi que ’algorithme d’orientation de ces graphes.

2.2 Définitions

2.2.1 Graphe Bl-orientable

Soit G=(X,E) un graphe non orienté, on cherche une orientation U des arétes de E
telle que V a,b,c € X, (c,a) € U et (ba) e U = bc € E

U est la Bl-orientation.
Le graphe orienté G*=(X,U) est le graphe B1l-orientable.

13



Exemple:

[ =+

(wal
iy

Fi1Gc. 2.1 — Graphe G non orienté

a
L]

c®

b

Fi1G. 2.2 — Graphe B1-orientable de G

Lemme 2.1. [2] Dans une Bl-orientation, tout cycle Cy; k>4, sans corde, d’'un graphe
G=(X,E) est orienté suivant un circuit.

Démonstration:

Soit un cycle Cy; k>4, sans corde.

14



Supposons que l'orientation de Cj n’est pas selon un circuit. Alors, il existe deux arcs
(x4,%i11)€U et (X;42,%;11)€U. Pour que cette orientation soit une Bl-orientation, il faut

que X; X;12 appartienne a E.

X; Xi42 est une corde de Cy; or Ci n’a pas de corde.
+ y

15



2.3 Recherche de l'orientation U

Le principe de la recherche de l'orientation U est basé sur 'orientation d’une premiere
arete ab, de a vers b. Si toutes les arétes sont orientées, alors la Bl-orientation est trouvée.
Sinon, I'aréte ab est orientée de b vers a. On oriente, alors toutes les autres arétes. Si on y
arrive, la Bl-orientation est trouvée, sinon, le graphe n’est pas Bl-orientable.

Exemple :

Fi1a. 2.3 — (a,b)e U. U n'est pas une Bl-orientation

Si (a,b) € U alors U n’existe pas

N

(=%
(4]

Fi1a. 2.4 — (b,a)e U. L'orientation U est une Bl-orientation

Si (b,a) € U alors
U=((b,a),(a,d),(d,e),(e,b),(e,c),(e,g),(e,f),(f,b),(b,c),(c,g),(g,f)) est une Bl-orientation.

2.4 Les classes d’implication d’un graphe

Forgage: Une aréte ab ” force ” une aréte bc si l'orientation de ab oblige bc a avoir
une orientation bien définie.

16



2.4.1 Définition
On note C;, la classe d’implication de G, avec e € E;
C; (e) ={e U {é € E / é est forcé par e }}
e La classe d'implication qui commence par I'arc (a, b), on la note C(,p).
e la classe d’implication qui commence par I'arc (b,a), on la note C(_alb).

o || Cap) || représente 'ensemble des arcs de G qui sont contenus dans Cy,p).

e La classe d’implication numéro i, de G, On la note C;.

2.4.2 Construction des classes d’implication de G

Pour calculer les différentes classes d’implication de G, on applique le principe de ’al-
gorithme suivant [2]:

1) Choisir, arbitrairement, un arc (a,b), puis calculer C, ). Posons C(,p = C;.
2) Choisir un arc (x,y) non encore orienté, puis calculer C(, . Posons C(,,) = Cs.
3) Répéter 2), tant qu’il existe, dans G, une aréte non orientée.

L’ordre des classes d’'implication Cy,Cs,...,C,, est I'ordre des arcs choisis dans 1),2),3).

Lemme 2.2. [2] Soient Cy,C,,...,Cy, les classes d’implication de G, dans cette ordre. Alors,

2 izl Gill = [EJ

Démonstration: 1) Il est clair que Zf:1|| Ci|| < |E| car, les seules arétes orientées sont
celles de E.

2) Toute aréte de E est soit, forcée par une autre aréte, soit elle est la premiere aréte d’'une
k
classe d’'implication. Donc, |E| < >”._, || Ci|.

17



Exemple:

e

F1G. 2.5 — Les classes dimplication dans le graphe B1-orientable

C(aﬁb):{<a7 ),(b,c),(C,d),(d,e),(e,a)}:Cl
C(&f):{(C?f)7(f7e)=(f7a)}:C2
Cion={(b,£),(£,d)}=Cs

3

Zi:l | Cz‘| =10 :|E|
sont les trois classes d’implication de G, qui prouvent la Bl-orientation de G.

Clap)UC,)UC s comporte 'ensemble des arcs qui sont contenus dans G.

Définitions

e Une classe d'implication de G posséde une contradiction, si elle contient, simul-
tanément, les arcs (a,b) et (b,a).

Un exemple est donné dans la FIG 2.2.

Clapy={(a,b),(b,c),(c,g),(g,f),(fb),(b,a),...}, possede une contradiction, car elle contient,
simultanément, les arcs (a,b) et (b,a).

e Si une classe d’implication de G possede une contradiction, alors elle est dite incom-
patible.

18



Exemple:

/**'/

€

F1G. 2.6 — (a,b)eU. U admet une contradiction

Can=1(a,b),(b,c),(c,e),(e,d),(d,a),(fh),(h,e),...} a une contradiction.

d €

Fic. 2.7 — (b,a)e U. U admet une contradiction

Cpa={(b,a),(a,d),(d,e),(e,c),(c,b),(fh),...} a une autre contradiction.

e Si une classe d'implication de G ne possede pas une contradiction, alors elle est dite
compatible.

Exemple:

Les classes d’implication C,q) et Cp) de la FIG 2.3 sont compatibles.

C(b,a):{<b7a)7(a7d)7(dae)v(evb)7(evf)7(evg)7(evc>}'
C(b,c):{(b’c)7(C7g)7(g7f>’(f7b>}‘

car ces deux classes ne contiennent pas de contradiction.

19



2.4.3 Indépendance entre les classes d’implication

Soient Cq,C,,...,Cy, les différentes classes d’implication de G, produites par la construc-
tion précedente.
On dira que C; contredit Cj, i # j, si (a,b) € C; et (b,a) € C;, avec ab € E.
Nous démontrons, dans la suite, que C;, i=1,....k, ne peut pas contredire C;, j # i. La
raison est qu’un arc est mis dans une classe d’implication seulement s’il est forcé d’avoir
cette orientation dans la classe.

Lemme 2.3. : L’existence d’une classe d’implication incompatible est indépendante de
I'ordre dans lequel les classes d’implication de G ont été calculées.

Démonstration:

Soient Cy, Ca,..., Cy, les classes d’implication de G, dans cette ordre. Supposons qu’il existe
i€1,2,....k tel que C; soit incompatible. Posons C;=C44) et (a,b) un arc de G. C, ) incom-
patible veut dire que l'orientation de 'arc (a,b) implique une orientation, et 'orientation
de l'arc (b,a) implique une autre orientation. Deux raisons pour cela:

1) (a,b) ou (b,a) sont les orientations de I’aréte ab

2) L’arc (a,b) ou l'arc (b,a) est, strement, dans une certaine classe d’implication, dans
tout ordre dans lequel on a consédéré les classes d’implication de G.

Corollaire 2.1. Soient C;,Cs,...,Cy, les classes d’implication de G, prises dans un certain
ordre. S'il existe i€{1,2,....k} tel que C; soit incompatible, alors G n’est pas Bl-orientable.

Démonstration:

L’incompatibilté de C; ne dépend pas du choix de I'ordre dans lequel on considere les classes
d’implication de G (voir lemme 2.3); cela signifie que dans n’importe quel ordre des classes
d’implication, on a une classe d’implication incompatible. Donc G n’est pas Bl-orientable.

2.5 L’algorithme d’orientation

2.5.1 Le principe de ’algorithme

On prend une aréte quelconque dans E;=E, et on construit une classe d’implication C;
a partir de 'aréte x; y;,

Si C; a une contradiction. On néglige C;, on construit C; ' & partir de I'aréte y; x;,

e Si C; et C;! ont une contradiction alors G n’est pas Bl-orientable.

20



e Si C; n’a pas une contradiction et C;' n’a pas une contradiction, faire
Ei11=E;-C; (resp.E;1=E-C; ")

e Si C; ou C;! n’a pas de contradiction, alors G est Bl-orientable.

L’algorithme polynomial de reconnaisssance de la classe Bl-orientable, qui est écrit dans
3] est le suivant:

2.5.2 L’algorithme ORAL

Soient Cy, Cy, ..., Cy, les classes d’implication de G.
(0) Initialiser i=1; E;=E.
(1) Choisir une aréte e; = x; y; € E;.
(2) Soit C; la classe d’implication de E;, commencant avec (x;,y;)

(a) Si C; contient une contradiction, faire: considérer C;' de E;, commencant
avec(y;,X;)

e Si C;! contient une contradiction, faire: STOP ; G n’est pas Bl-orientable.
e Sinon,faire : C ; +— C;*

(b) Sinon, faire:

(3) Eii= Ei-C;

(4) (4.a) Si E;;1=9; K=i, STOP; G est Bl-orientable
(4.b) sinon, faire: i«—i+1; aller en (1).

2.5.3 Complexité de ORAL

Pour chaque sommet x€X, ORAL visite tous les voisins de x puis il les teste, deux a
deux, §'ils ne sont pas reliés par une aréte. Alors la complexité est n.C% = n.A(A-1)/2~
O(n.A?%), n=|x| et A est le degré maximum de G.

21



Application de I'algorithme de ORAL sur ’exemple suivant:

Cas 1:
c
a b //.
o———+——@®
d
< < .//
e f g
Fi1ac. 2.8 — Graphe Bl-orientable

Si(e,d) € U

C(C,d):{(Cad)7(d’g)’(gvb)7(bac)7(g7f)a(f7e)7(b7a>a<f7a)7(a7e)}
Cio.n={(b,F)}

Ced) et Cpp,p) ne possedent pas une contradiction.

La Bl-orientation U est trouvée, donc, le graphe est Bl-orientable.

Cas 2:

f
]

Si(ca) e U

C(Qa):{(c,a),(a,b),(b,d),(d,c),(a,f),(d,e),(e,f),(f,a),,.,}
Cette classe possede une contradiction, car, elle contient, simultanément les arcs (a,f) et

(f.a)
Cette orientation n’est pas une Bl-orientation.
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d

Si (a,c) € U

Clpy = {(a,0),(c,d),(d,b),(b,a),(d,e),(e,f),...}

cette classe possede une contardiction, car (e,f)€ U et (b,f)€ U or be ¢ E).
Cette orientation n’est pas une Bl-orientation

Le graphe n’est pas Bl-orientable car, il n’admet pas une Bl-orientation.

2.6 Les graphes triangulés

L’importance d'une classe de graphes est dans le fait qu’elle contienne des sous-classes
de graphes connues ou que, elle méme soit contenue dans une plus grande classe.

Nous montrons, dans la suite, que les graphes triangulés sont des graphes Bl-orientables.

2.6.1 Définintion

Définition 2.1. [4] Un graphe G est dit triangulé si tout cycle de longueur > 4, admet
une corde.

Exemple

®

ce—— @z

F1G. 2.9 — Graphe triangulé



N
N

e

AN
7

Fic. 2.10 — Graphe non triangulé

Sommet simplicial:

G=(X,E), x € X;

x est un sommet simplicial si le voisinage de x est une clique. Il est défini, aussi, comme
un sommet n’appartenant qu’a une seule clique.

Exemple

Te
=

Fic. 2.11 — a,b,c sont simpliciauz.
2.6.2 Ordre d’élimination simplicial

Un ordre o0=[x1,...,X;,...Xg] est un ordre d’élimination simplicial si pour tout 1< i< n le
sommet x; est simplicial dans le graphe G;=G[x;,...,X;].
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Exemple:

]

[

F1G. 2.12 — o=[f,e,b,a,d,c] est un ordre d’élimination simplicial

Lemme 2.4. [5] Tout graphe triangulé G=(X,E) possede au moins un sommet simplicial.
si G n’est pas un graphe complet, alors il possede au moins deux sommets simpliciaux non
adjacents.

Théoréme 2.1. [6] Un graphe est triangulé si et seulement si il existe un ordre d’élimination
simplicial.

Démonstration:
—>)Dans un graphe triangulé, on trouve un sommet simplicial, on le supprime, le graphe
obtenu reste un graphe triangulé...

<=)Si un graphe n’est pas triangulé, alors il possede un cycle Cy; k>4, sans corde, et
aucun sommet de ce cycle ne peut étre éliminé simplicialement.

Remarques:

Tout sous-graphe d’un graphe triangulé est également triangulé.
Si G est une clique, toute orientation des arétes de G est une Bl-orientable.

Théoréme 2.2. [3] Tout graphe triangulé est Bl-orientable.
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Démonstration:

La démonstration de ce théoreme découle de 'algorithme suivant, composé de deux par-
ties. La premiere est lex-BFS (parcours en profendeur dans un ordre lexicographique), qui
consiste en I’énumération des sommets simpliciaux du graphe.

La deuxieme partie donne la Bl-orientation du graphe.

L’algorithme Lex-BFS qui calcule un ordre d’élimination simplicial, qui est écrit dans [7]
est le suivant:

Donnée: Un graphe G=(X,E)
Résultat: Un ordre o des sommets de G
(1) Pour chaque sommet xeX faire:
marque(x)«—©
(2) pour i=n a1 faire:
(2-1) Choisir un sommet non numéroté de marque maximum dans ’ordre lexicogra-
phique;
o(i)—=x
(2-2) Pour chaque voisin non numéroté y de x faire:

marque(y)«—marque (y)U{i}

Sa complexité est O(n+m), ou n=|X|; m=|E|.

Application de P’algorithme Lex-BF'S

Soit G, le graphe triangulé suivant:

>

co—0

F1G. 2.13 — 0=/e,c,d,b,a] est un ordre d’élimination simplicial
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sommet | marque || numéro

a 4] 05 | 05 | 05 05 05

b 0 Gl | 5/4] {514 | (5] 4 04

c 0 O {04} [{043) | {043]) 2] {0.43] 2
d 0 Gl | 54} | 5413 (5413 | {54} 3
e 0 GY | B | B3 | {(53F | (5301

L’ordre d’élimination simplicial obtenu est o=[e,c,d,b,a].

2.7 L’algorithme

2.7.1 Principe de ’algorithme

L’algorithme comporte deux parties:
La premiere partie, c’est Lex-BFS, dont le principe est de donner un ordre d’élimination
simplicial o=[x1,...,X;,...,Xp], ou ;= o(i) est un sommet simplicial pour le graphe G;=G[x;,...,X,]
pour tout 1<i<n. Cet ordre existe si le graphe est triangulé.

La deuxiéme partie, est un fragment ajouté a Lex-BFS, dont 'utilité est de donner au
graphe une orientation liée a ’ordre d’élimination simplicial des sommets et d’afficher tous
les arcs de la forme (x;,y), ou x; est simplicial dans le graphe G; avec ye Adj(x;) pour tout
1<i<n-1.

Cette orientation est une Bl-orientation pour le graphe.

2.7.2 L’algorithme
Donnée: Un graphe G =(X, E) triangulé non orienté
Résultat: Une Bl-orientation U de G
(0) U=0
(1) Pour chaque sommet x€X, faire:
marque(x)«—Q
(2) pour i=n a 1 faire:
(2-1) Choisir un sommet x non numéroté de marque maximum dans 'ordre lexicogra-
phique;
o(i)—x
(2-2) pour chaque voisin non numéroté y de x faire:
marque (y)«—marque (y)U{i}
(3) Pour i=1 & n-1 faire:
Si {j, tel que o(j)e adj(o(i)) et j>i }# O, alors U=UU{o(j),0(j)}
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2.7.3 Preuve de P’algorithme

On suppose que l'orientation trouvée n’est pas Bl-orientation, donc 3 (x,y)€ U et (z,y)
€ U avec xz ¢ E. Les arétes xy , zy sont orientées a l’etape ou y est un sommet simplicial;
par conséquent, chaque couple dans le voisinage de y forme une aréte, y compris xz.

2.7.4 Complexité de I’algorithme

Dans l'instruction 3, l'algorithme visite tous les voisins o(j) de o(i), puis les teste, un
a un, si j>i, puis il teste si { j, tel que o (j)€ adj(c(i)) et j>i} # O, suivi par m insertions
d’arcs (o(i),0(i)), en ajoutant le nombre d’opérations maximum pour I'union qui est n-1.
La complexité de l'istruction 3 est O(n(n-1)+m-+(n-1))=0(n?*+m).

les instructions 1 et 2 réalisent Lex-BFS qui est O(n+m). Donc la complexité de ’algo-
rithme est O(n?+2m)~0(n?).

Application de I’algorithme

Dans la FIG.2.12 on a donné 'ordre d’élimination simplicial pour la premiere partie de
lex-BF'S qui est o(i)={ e,c,d,b,a}. Alors pour comprendre bien la deuxieme partie, il suffit
d’appliquer l'instruction 3 de ’algorithme.

On note 'ensemble des sommets simpliciaux par o(i), et I’ensemble des sommets adjacents
par o(j).

N

d

TP —+—@

Fic. 2.14 — La Bl-orientation du graphe

U=0

i=1:

o (D)=e;{o(j).e}, avec o(j) € adj(e), et j> 1 } = {(a,e),(d,e)}.
U =0 U{(ae),(d,e)}.

U:{(a7e>7(dve)}

28



D’ou la Bl-orientation cherchée est trouvée.
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Chapitre 3

Les graphes B2-orientables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une autre orientation dans les graphes: la B2-orientation.
Nous nous inspirons des résultats obtenus sur la Bl-orientation, pour caractériser la B2-
orientation et arriver a l'algorithme de reconnaissance des graphes B2-orientables. Nous
montrons, aussi, par un algorithme polynomial, que la classe des graphes triangulés est
incluse dans celle des graphes B2-orientables.

3.2 Définitions

3.2.1 Graphe B2-orientable

Soit G=(X,E) un graphe non orienté, on cherche une orientation U* des arétes de E
telle que V a,b,c € X, (a,b) € U*et (ac) € U*¥=bc e E

U* est la B2-orientation.
Le graphe orienté G**=(X,U*) est le graphe B2-orientable.
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Exemple:

[ =+

(wal
iy

Fi1Gc. 3.1 — Graphe G non orienté

[ 3=

¥

= -
L]

Fi1G. 3.2 — Graphe B2-orientable de G

Lemme 3.1. Dans une B2-orientation, tout cycle Cy; k>4, sans corde, d'un graphe
G=(X,E) est orienté suivant un circuit.

Démonstration:

Soit un cycle Cy; k>4, sans corde.
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Supposons que l'orientation de Cj n’est pas selon un circuit. Alors, il existe deux arcs
(xi41,%;) € U* et (x;41,%i12) € U*. Pour que cette orientation soit une B2-orientation, il
faut que x; x;.9 appartienne a E.

X; X;12 est une corde de Cy; or Cg n’a pas de corde.

3.2.2 Caractérisation des graphes B2-orientables

La recherche de l'orientation U* et les classes d’implication dans les graphes B2-
orientables se fait exactement de la méme maniere que pour les graphes Bl-orientables.
Pour éviter la répétition, nous avons jugé d’omettre de détailler.
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En effet, les exemples suivants illustrent bien notre démarche.

Fic. 3.3 — L’orientation U* est une B2-orientation

La recheche de l'orientation U*:

Exemple:

U*=((a,b),(b,d),(d,c),(c,a),(a,f),(f,b),(f,d),(b,e),(e,d),(c,f)) est une B2-orientation.

La construction des classes d’implication de G:

d

L

j g
s <+

F1G. 3.4 — Les classes dimplication dans le graphe B2-orientable

Exemple:

e

C(a,b):{<a7b)7(Caa)7(d7c)v(b7d)7(evd)}
C(b,e):{(b’e)}

sont les deux classes d’implication de G, qui prouvent la B2-orientation du graphe.

Alors, on remarque que ’algoritme ORAL s’applique méme pour les graphes B2-orientables.
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Application de I'algorithme ORAL sur I'exemple suivant:

j‘

FiGc. 3.5 — Graphe B2-orientable

TP — P

Si (a,b)€U alors,
C(a,b):{@?b) (d,a),(c,a)}
C(d,c):{ (d,c),(e,d),(b,e)}

C(a,e):((a>e)}
Clap)UC(4,)UC(q,¢) comporte I'ensemble des arcs de G. Donc la B2-orientation U* est
trouvée.

D’ou G est B2-orientable.

Remarque:

Le théoreme 2.2 du chapitre précédent nous donne un algorithme qui montre que les graphes
triangulés sont des graphes Bl-orientables. On remarque que le théoreme reste vrai pour
les graphes B2-orientables.

Proposition 3.1. Les graphes triangulés sont B2-orientables.

Démonstration: L’algorithme qui suit montre que les graphes triangulés sont B2-orientables.

Apres avoir trouvé les sommets simpliciaux, nous appliquons ’algorithme suivant:
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Donnée: Un graphe G=(X,E) non orienté, triangulé.

Résultat: Une B2-orientation.

Tant que G possede un sommet, faire

- séléctionner un sommet simplicial x de G

- Orienter, a partir de x, toutes les arétes de G contenant x

- Supprimer de G le sommet x

Fin tant que.

Application de 'algorithme sur I’exemple suivant:

a b
9

C d
sommet || marque | numéro
a %) 04 04 04 04
b %) 04 {0413 {0413 | {04]3
c %) {04} | {04} {04} {04} 1
d %] {04} | {0,4,3} | {043} 2 | {0,4,3} 2

I'ordre d’élimination obtenu est o(i) est { c¢,d,b,a}

F 3
[ Toy

d
{
C >

Fi1G. 3.6 — La B2-orientation du graphe
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U=0

i=1:

o ()= c¢; {c, o(j) }, avec o(j) € adj(c), et j> 1 } = {(c,a),(c,d)}.
U=0 U{(C a),(c,d)}.

U={(c.,a),(c,d)}

i=2:

0(2)=d; { d,0(j) }, avec o(j) € adj(d), et j> 1 } = {(d,a),(d,b)}.
U = U U{(d,a),(d,b)}

U:{(Qa)?(C»d)a(dva)’(d7b)}'

i=3:
o (3)=b; {b, o(j) }, avec o(j) € adj(b), et j> 1 } = {(b,a)}.
U=10 U{(( a)} .

U={(c,a),(c,d),(d,a),(d;b),(b,a) }.

D’ou la B2-orientation cherchée est trouvée.

Un isomorphe est une bijection entre les sommets de deux graphes qui préserve les

arétes.

Proposition 3.2. Soit G=(X,E) un graphe non orienté, et soient Cy; k>4, Cy/; k’>4, deux

cycles sans corde.
(1) C,NCy = {Xo}; xg€ X
(2) C,NCp = {e}; ecE

Alors si G contient une subdivision isomorphe & (1) ou & (2), G n’est ni Bl-orientable ni

B2-orientable.

Démonstration:

Soit G=(X,E) un graphe non orienté, et soit Cy; k>4, Cy/; k’>4, deux cycles adjacents en

un sommet, sans corde.

X1 X2
o —0
Ck
l k=4
X .
X ¢ D }.Q
3 Ci
1{'1{24
X5 Xs

Soit un cycle Cy; k>4. On oriente 'aréte x; x5 , de x; vers xg, de telle sorte que Cj soit

un circuit.
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e Si on oriente le cycle Cy de xq vers xy4, alors, il existe deux arcs (x2,%9)€ U et (x5,X0)€
U, or x5 X2, ¢ E. G n’est pas Bl-orientable. Il existe deux arcs (xg,x3,)€ U* et (x9,x4,)€
U*, or x3 x4,¢ E. G n’est pas B2-orientable.

e Si on oriente le cycle Cy de x4 vers xg, alors, il existe deux arcs (x9,%0)€ U et (x4,X0)€
U, or x4 X2, ¢ E. G n’est pas Bl-orientable. Il existe deux arcs (xg,x3)€ U* et (x0,x5)€ U*,
or x3,x5¢ E. G n’est pas B2-orientable.

Soit un cycle Cy; k>4. On oriente 'aréte x5 x3 , de xo vers xi, de telle sorte que Cj, soit
un circuit.

e Si on oriente le cycle Cy de xq vers xy, alors, il existe deux arcs (x3,x9)€ U et (x5,Xg)€
U, or x5 x3, ¢ E. G n’est pas Bl-orientable. Il existe deux arcs (xg,x4,)€ U* et (x9,x4,)€
U*, or x3 x4,¢ E. G n’est pas B2-orientable.

e Si on oriente le cycle Cy de x4 vers xg, alors, il existe deux arcs (x4,X9)€ U et (x3,X0)€
U, or x3 x4, ¢ E. G n’est pas Bl-orientable. Il existe deux arcs (xg,x2)€ U* et (xo,x5)€ U*,
or x9,x5¢ E. G n’est pas B2-orientable.

le graphe contenant 1) n’est ni B1, ni B2-orientable.

Soit G=(X,E) un graphe non orienté, et soit Cy; k>4, Cy/; k’>4, deux cycles adjacents en
une aréte, sans corde.

b

&~

Ck Cr
k= k=4

N
L4
Y S

Soit un cycle Cy; k>4, on oriente ’aréte ab, de a vers b, de telle sorte que Cy soit un circuit.

e Si on oriente le cycle Cy de b vers ¢, alors, il existe deux arcs (b,e)e U et (f,e)e U, or
bf ¢ E. G n’est pas Bl-orientable. Il existe deux arcs (b,e)€ U* et (b,c)e U*, or ec¢ E. G
n’est pas B2-orientable.
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e Si on oriente le cycle Cy de c vers b, alors, il existe deux arcs (a,b)e U et (¢,b)e U, or
ac ¢ E. G n’est pas Bl-orientable.
Il existe deux arcs (e,d)€ U* et (e,f)e U*, or df¢ E. G n’est pas B2-orientable.

Soit un cycle Cy; k> 4, on oriente ’aréte ab, de b vers a, de telle sorte que Cj, soit un circuit.

e Si on oriente le cycle Cy de b vers ¢, alors, il existe deux arcs (d,e)€ U et (f,e)e U, or df
¢E.G n’est pas Bl-orientable.
Il existe deux arcs (b,a)e U* et (b,c)e U*, or ac¢ E.G n’est pas B2-orientable.

e Si on oriente le cycle C;," de ¢ vers b alors, il existe deux arcs (c,b)€ U et (e,b)€ U, or ec
¢ E. G n’est pas Bl-orientable.
Il existe deux arcs (e,b)e U* et (e,f)e U*, or bf ¢ E. G n’est pas B2-orientable.

le graphe contenant 2) n’est ni B1, ni B2-orientable.
Remarque: Si G=(X,E) est un triangle alors Bl est équivalent a B2.

Exemple:

Si G est une clique, toute orientation des arétes de G est une B2-orientation.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a 1’étude des graphes Bl et B2-
orientables.

Ce travail nous a permis de nous familiariser avec quelques classes de graphes.
Nous avons donné un algorithme polynomial de reconnaissance de ces classes de graphe
et des algorithmes efficaces, qui montrent que les graphes triangulés appartiennent a ces

classes. Aussi, nous donnons un procédé de recherche des deux orientations. Il serait
intéressant d’implémenter I’ensemble de ces algorithmes.
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