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Introduction

L’étude de processus de Markov (Xn)n engendrés par des produits de com-
position de fonctions aléatoires indépendantes (Fn)n est intensément étudié
ces derniéres années. Le modèle le plus simple de ce type de processus est
constitué par les marches aléatoires. La généralisation introduite par rapport
aux marches aléatoires tient dans le type de fonction Fn. Ce qui est nouveau
depuis quelques années, c’est qu’en général ces fonctions Fn ne sont pas li-
néaires et donc le modéle des marches aléatoires ne convient pas tout à fait.
Depuis les travaux de Furstehberg dans les années 80, de nombreux auteurs
se sont intéressés à ce type de Processus : Letac, Diaconis, Guivarc’h, Bou-
gerol, Mirek,..De nombreux traveaux sont consacrés chaque année à l’étude
des propriétés de ce type de processus.

L’absence d’une théorie générale pour ce type de processus, fait qu’au
niveau des méthodes d’étude, un appareillage mathématique élaboré et varié
est nécéssaire. Furstenberg utilise des algébres et des groupes de Lie ; Diaconis
developpe l’analyse de Fourier ; Guivarc’h les opérateurs de Doeblin-Fortet ;
Mirek la théorie ergodique,...

Les problèmes posés par l’étude de ces processus sont la rechérche de
conditions sur les Fn pour assurer la convergence du processus itéré F1 ◦
F2 · · · ◦ Fn, ou de donner quelque caractérisation utile sur le comportement
assymptotique.

Nous nous intéressons au cas où le processus itératif est produit par la
double recurrence Xn+1 = anXn + bnXn−1 et (Xn)n est à valeurs dans le
groupe Z/pZ. Cela nous a amené à rassembler les éléments de base sur les
marches aléatoires et l’Analyse de Fourier, à partir des ouvrages classiques :
Naimark et Stern, Serre et Rudin...La formule de Placherel apparait comme
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un élément crucial. Dans le premier chapitre nous introduisons le modèle
général de marche aléatoire et les notions d’action de groupe sur un ensemble.
Le deuxième chapitre est consacré aux représentations linéaires d’ un groupe
fini. Dans le troisième chapitre nous nous interessons à la transformée de
Fourier et à la formule de Plancherel. Le quatrième chapitre est consacré à
l’application de la formule de Plancherel à l’étude des chaînes de Markov
Xn+1 = anXn + bnXn−1.
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Chapitre 1

Marches aléatoires

1.1 Action d’un groupe sur un ensemble

Pour définir le modèle général d’une marche aléatoire, nous avons besoin
de définir l’action d’un groupe sur un ensemble.

Définition 1. Soient (G,.) un groupe d’élément neutre e et E un ensemble.
On dit que G opère dans E, si on a une application

ϕ : G× E −→ E

(g, x) 7−→ ϕ(g, x) = g ∗ x

tel que :

1) ∀g1, g2 ∈ G, ∀x ∈ E, g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1.g2) ∗ x.

2) ∀x ∈ E, e ∗ x = x.

3) Action fidèle : Soient E un ensemble et G un groupe agissant sur E. On
dit que l’action de G sur E est fidèle si elle est injective.

4) Action transitive : 0n dit que G opère transitivement sur E si : ∀x,
y ∈ E, ∃g ∈ G tel que : g ∗ x = y.
Et si ∀x, y ∈ E, ∃! g ∈ G tel que : g ∗ x = y, l’action de G sur E est dite
simplement transitive.
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1.1. ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Remarques
1) Orbites : La relation ∃g ∈ G tel que : y = g ∗ x est une relation d’équi-
valence sur E.
Les classes d’équivalences pour cette relation sont appelées de E suivants G
ou G-orbites de E.
L’orbite de x ∈ E, sous l’action de G est Ox = {y ∈ E|∃g ∈ G, g ∗ x = y}.
Donc G opère transitivement sur E s’il y a une seule orbite et dans ce cas
on dit que E sous l’action de G est un espace homogène.

2) Si l’action de G sur E n’est pas transitive, on aura plusieurs orbites.

3) L’action de G sur chaque orbite est transitive.

Exemples

Exemple 1
Soit (G, .) un groupe et E = G. Définissons l’opération ∗ en posant :

G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1 ∗ g2 = g1.g2.

Alors ∗ est une action du groupe G sur lui-même. En effet : ∀g1, g2 et g ∈ G,
nous avons

g1 ∗ (g2 ∗ g) = g1 ∗ (g2.g) = g1.(g2.g)

= g1.g2.g = (g1.g2).g = (g1.g2) ∗ g.

D’autre part ∀g ∈ G, g ∗ e = g.e = g.

L’action ∗ est fidèle. En effet ∀g, x et y ∈ G, nous avons

g ∗ x = g ∗ y ⇐⇒ g.x = g.y =⇒ x = g−1.g.y = (g−1.g).y = e.y = y.

L’action ∗ est transitive. En effet ∀g1, g2 ∈ G, ∃g ∈ G tel que g ∗ g1 = g2.
Nous avons, g2 = g2 ∗ e = g2.e = g2.g1.g

−1
1 = g2.g

−1
1 .g1 = g.g1 = g ∗ g1

(g = g2.g
−1
1 ).

Exemple 2
Soient E un espace vectoriel réel et GL(E) l’ensemble défini par

GL(E) = {f : E → E, f linéaire et bijective }.
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CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES

(GL(E), ◦) est un groupe non abélien. En effet,
i) ∀f1, f2 ∈ GL(E), f1 ◦ f2 ∈ GL(E), car :
f1, f2 sont linéaires bijectives (par définition de GL(E)) et f1 ◦ f2 = f1(f2)
est aussi linéaire bijective i.e f1 ◦ f2 ∈ GL(E).

ii) ∀f ∈ GL(E), f ◦ IdE = f(IdE) = f et aussi IdE ◦ f = f , alors IdE

est l’élément neutre de GL(E).

iii) ∀f ∈ GL(E), f bijective, donc f est inversible i.e ∃f−1 ∈ GL(E) tel
que : f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = IdE.

Soit ∗ l’opération dans E définie par :

G× E −→ E

(f, x) −→ f ∗ x = f(x).

Alors ∗ définit une action du groupe GL(E) dans E.

En effet : ∀f1, f2 ∈ G, ∀x ∈ E,

f1 ∗ (f2 ∗ x) = f1 ∗ (f2(x)) = f1(f2(x)) = (f1 ◦ f2)(x) = (f1 ◦ f2) ∗ x.

De plus nous avons

∀x ∈ E, IdE ∗ x = IdE(x) = x.

L’action ∗ est fidèle. En effet ∀f ∈ G et ∀x, y ∈ E, nous avons,
f ∗x = f ∗y ⇐⇒ f(x) = f(y) =⇒ x = y, car f est injective ( f est bijective).

L’action ∗ est transitive. En effet ∀x, y ∈ E, ∃f ∈ G tel que : f ∗ x = y.
Car on a : f bijective i.e : on a une seule solution qui vérifie que f(x) = y
et x = f−1(y).
Donc : ∀x, y ∈ E, ∃f inversible ∈ G tel que f ∗ x = y.

Exemple 3
Soit G groupe commutatif, dans G on a déjà la translation τa, a ∈ G, τa(g) =
g.a.
Considérons l’action de G sur lui-même ∗, définie par

g : G −→ G

g1 7−→ g ∗ g1 = gg1.

9



1.2. MODÈLE GÉNÉRAL D’UNE MARCHE ALÉATOIRE DANS UN
GROUPE

Alors : ∗ est une action de groupe G sur lui-même. En effet :
∀g1, g2 et g ∈ G, nous avons

g ∗ (g1 ∗ g2) = g ∗ (g1g2) = g(g1g2)

= gg1g2 = (gg1)g2 = (gg1) ∗ g2.

D’autre part ∀g ∈ G, g ∗ e = ge = g.

L’action ∗ est fidèle. En effet ∀g, x et y ∈ G, nous avons

g ∗ x = g ∗ y ⇐⇒ gx = gy =⇒ x = g−1gy = (g−1g)y = ey = y.

L’action ∗ est transitive. En effet ∀g1, g2 ∈ G, ∃g (g = g2g
−1
1 ) ∈ G tel que :

g ∗ g1 = g2, en effet on a : g ∗ g1 = g2 ⇐⇒ gg1 = g2 ⇐⇒ g = g2g
−1
1 .

1.2 Modèle général d’une marche aléatoire dans
un groupe

Nous sommes en mesure de définir une marche aléatoire par l’action d’un
groupe sur un ensemble.

Définition 2. Soient (G, .) un groupe, (E, E) un ensemble mesurable et ∗
une action de G sur E. Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires i.i.d de
loi µ à valeurs dans G et X0 une variable aléatoire indépendante des Yn à
valeur dans E. On considère la marche aléatoire à gauche dans E, définie
par X0 et ∀n > 0, Xn = Yn ∗Xn−1.

Si le groupe G est commutatif, la marche aléatoire à gauche et la marche
aléatoire à droite coinsident.

Propsition 1. Soit (G, .) un groupe discrêt engendré par la famille dénom-
brable {g1, g2, ...}. Soit (Yn)n une suite de variable aléatoire à valeur dans G,
i.i.d telle que :

P (Yi = gi) > 0,∀i ≥ 1.

les classes éssenteilles de la marche aléatoire (Xn)n définie ci-dessus sont les
orbites de G dans E.
En particulier (Xn)n irréductible si l’action de G sur E est irréductible.
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CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES

Démonstration. cf [G.LARABI- Mémoire de magister] �

Propsition 2. Soient (G, .) un groupe topologique, (Yn)n une suite de v.a
i.i.d de loi µ et (Xn)n la marche aléatoire dans G engendrée par (Yn)n et .
l’action naturelle de G sur lui-même, alors le noyau P de la marche aléatoire
(Xn)n est définie par

P (g, A) = µ(g−1A), ∀g ∈ G, A ∈ BG.

Démonstration. cf [K.TEDLOUT mémoire de master] �

Cette formule généralise une formule de même type pour les marches
aléatoires sur le groupe additif R (resp.Z), car si (Xn)n est la marche aléatoire
dans le groupe R (resp.Z) engendrée par une suite de v.a (Yn)n i.i.d de loi µ
et + l’action naturelle de R (resp.Z) sur lui-même, alors (Xn)n à pour noyau

P (x, A) = µ(A− x), ∀x ∈ R et A ∈ BR.
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1.2. MODÈLE GÉNÉRAL D’UNE MARCHE ALÉATOIRE DANS UN
GROUPE
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Chapitre 2

Eléments sur les représentations
linéaires d’un groupe fini

Rappelons que si V est un espace vectoriel de dimension n sur C, l’en-
semble des applications linéaires bijectives de V dans V forme un groupe
appelé groupe linéaire de V , on le note par GL(V ).
Si e1, e2, ..., en est une base de V , le groupe GL(V ) est isomorphe au groupe
GLn(C) des matrices carrées n×n inversibles à coefficients dans C par l’iso-
morphisme,

f 7→ (aij)

f(ej) =
n∑

j=1

aijei,

l’élément aij est placé en ième ligne et jème colonne. GLn(C) est un groupe
multiplicatif, en effet :

(i) ∀A, B ∈ GLn(C), A.B ∈ GLn(C).
Le fait que :

– A ∈ GLn(C), A est une matrice de [n,n] et detA 6= 0.
– B ∈ GLn(C), B est une matrice de [n,n] et detB 6= 0.

Et d’autre part : det(A.B) = det(A).det(B) 6= 0.
D’où : A.B ∈ GLn(C) et la loi . est interne.

(ii) On sait que si : A ∈ GLn(C), A est de [n, n] et le detA 6= 0 ⇔ A est
inversible.
Donc : ∀A ∈ GLn(C),∃A−1 ∈ GLn(C) tel que :

13



AA−1 = A−1A = In.
Donc : (GLn(C), .) admet un élément neutre In.

(iii) ∀A, B, C ∈ GLn(C), (A.B).C = A.(B.C)
et par conséquent (GLn(C), .) est un groupe.

Définition 1. Soit V un espace vectoriel complexe et (G, .) un groupe fini.
On appelle représentation linéaire du groupe G, tout homomorphisme ρ du
groupe (G, .) dans GL(V )

ρ : G −→ GL(V )

s −→ ρ(s)

tel que :
ρ(s.t) = ρ(s)ρ(t), ∀s, t ∈ G.

- Si V un espace vectoriel de dimension n et ρ une représentation linéaire
de G, on dit que ρ est une représentation de degré n.
-Si V est un espace vectoriel pour la représentation ρ, on dit que ρ est triviale
si, pour tout s ∈ G, ρ(s) = IdV .

Propsition 1. Si ρ est une représentation linéaire du groupe (G, .), alors :
(1) ρ(e) = Id, avec e l’élément neutre de G et Id est l’élément neutre de
GL(V ).
(2) ρ(s−1) = (ρ(s))−1,∀s ∈ G.

Démonstration.
(1) On a : ∀s ∈ G, ρ(e) = ρ(s.s−1) = ρ(s)ρ(s−1).
D’autre part : ∀s ∈ G, ρ(s) = ρ(e.s) = ρ(e)ρ(s) = ρ(s)ρ(e).
Donc : ρ(e) = Id.

(2) On a : ∀s ∈ G, ρ(s)ρ(s−1) = ρ(e) = Id, d’aprés 1.
De même ρ(s−1)ρ(s) = ρ(s−1.s) = ρ(e) = Id.
Donc ρ(s−1)ρ(s) = ρ(s)ρ(s−1) = Id.
Et par suite ρ(s−1) = (ρ(s))−1.

�
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CHAPITRE 2. ELÉMENTS SUR LES REPRÉSENTATIONS
LINÉAIRES D’UN GROUPE FINI

Exemples de représentations

(a)Somme directe de représentation
Soient G un groupe fini, ρ1 et ρ2 deux représentations linéaires des sous-
espaces vectoriels V1 et V2, si V = V1 ⊕ V2, l’application ρs : G −→ GL(V )
définie par :
ρs(x1⊕x2) = (ρ1

s⊕ ρ2
s)(x1⊕x2) = ρs(x1)⊕ ρs(x2), ∀s ∈ G, ∀x1 ∈ V1, x2 ∈ V2

est une représentation linéaire de G. Si on choisit (ei)i la base de V associée
à la décomposition en somme directe i.e si (ei1)i1 la base de V1 et (ei2)i2 la
base de V2, alors : ei = ei1 ⊕ ei2 ,
Soient : ri1j1 les coefficients de la matrice R1 de la représentation ρ1,
ri2j2 les coefficients de la matrice R2 de la représentation ρ2.
La matrice de ρ, R(s) est donnée par :

R(s) =
n∑

i1=1

ri1j1ej1 ⊕
n∑

i2=1

ri2j2ej2 =
n∑

i=1

rijej.

Donc
R(s) =

(
R1(s) 0

0 R2(s)

)
.

En effet :ρst = ρ1
st ⊕ ρ2

st = ρ1
sρ

1
t ⊕ ρ2

sρ
2
t = (ρ1

s ⊕ ρ2
s)(ρ

1
t ⊕ ρ2

t ) = ρsρt.

(b) La représentation régulière
Si G est un groupe d’ordre n et V un espace vectoriel sur C de dimension
n de base indexée par les éléments de G notés (et)t∈G, ρs l’application de V
dans V , la représentation linéaire ρ est définie par : ρs(et) = est.
En effet : ∀s, h et t ∈ G, ρsh(et) = esht = ρs(ρh(et)) = ρsρh(et).
La représentation ρ est appelée représentation régulière de G .

(c) La représentation de permutation
Soit E un ensemble fini, à n éléments, par exemple E = {x1, x2, ..., xn}, que
l’on peut identifier avec l’ensemble {1, 2, ..., n}.
Soit Sn = {S : E −→ E, bijective}. Sn = est le groupe symétrique d’ordre
n, i.e. le groupe des permutations de {1, 2, ..., n}. Vérifions que (Sn, ◦) est un
groupe. Nous avons :

∀σ1, σ2 ∈ Sn. Par définition σ1 et σ2 sont des bijections de E dans E
et donc σ1 ◦ σ2 et σ2 ◦ σ1 sont des bijections de E dans E, donc σ1 ◦ σ2,

15



2.1. SOUS-REPRÉSENTATIONS

σ2 ◦ σ1 ∈ Sn.
∀σ ∈ Sn, ∃σ−1 ∈ Sn (σ est une bijection de E dans E), σ ◦ σ−1 = σσ−1 =
σ−1σ = Id.
∀σ1, σ2, et σ3 ∈ Sn, σ1 ◦ (σ2 ◦ σ3) = (σ1 ◦ σ2) ◦ σ3 = σ1σ2σ3.

Soit σ ∈ Sn, on note σ par :(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
,

où {σ(1), σ(2),...,σ(n)} est un nouvel ordre de {1, 2, ..., n}.
Pour x ∈ E, s ∈ Sn, on note sx = s(x).

Soit Sn le groupe de permutation de l’ensemble fini E et soit V un espace
vectoriel de dimension n ayant la base (ex)x∈E indexée par les éléments de
E. Soit ρ la représentation linéaire du groupe Sn, définie par

ρs : V −→ V

ex 7−→ ρs(ex) = esx.

En effet : ∀s, t ∈ Sn et x ∈ E, on a ρst(ex) = estx = ρs◦t(x) = es(t(x)) =
ρs(etx) = ρs(ρt(ex)) = ρsρt(ex).
On dit que es transforme esx.
La représentation ρ est appelée représentation de permutation associée à E.

2.1 Sous-représentations

Définition 2. Soit G un groupe fini et ρ une représentation de G. On dit
qu’un sous-espace vectoriel W de l’ espace vectoriel V est stable par G, si
pour tous x ∈ W et s ∈ G, ρsx ∈ W (on dit aussi que W est invariant ).

Définition 3. Soient G groupe, W un sous-espace stable par G, la représe-
tation linéaire ρW definie par : ρW

s x = ρsx avec, s ∈ G et x ∈ W est appelée
sous-représentation de V .

Exemple
Soit ρ la représentation régulière de G.
W = {x ∈ V, x =

∑
t∈G et}, avec (et)t la base de V .

16



CHAPITRE 2. ELÉMENTS SUR LES REPRÉSENTATIONS
LINÉAIRES D’UN GROUPE FINI

Nous avons par définition de W et de la représentation regulière ρ de V ,
ρs(x) = ρs(

∑
t∈G et) =

∑
t∈G ρs(et) =

∑
t∈G est, s fixé et t ∈ G, st ∈ G.

Donc :
∑

t∈G est =
∑

u∈G eu ∈ W (par définition de W ) i.e ρs(x) ∈ W .
Il en résulte que : W est un sous-espace stable par ρs, ∀s ∈ G.
D’où : ρ est une sous-représentation de V .

Rappelons que si W sous-espace vectoriel de V , le sous-espace W
′ est le

supplémentaire de W si V = W ⊕W
′ , i.e :

(1) ∀z ∈ V , ∃ x, y uniques, tel que x ∈ W , y ∈ W
′ et z = x + y.

(2) W ∩W
′
= {0}.

Théorème 1. Soit ρ : G → GL(V ) une représentation linéaire de G dans V
et soit W sous-espace vectoriel de V stable par G. Il existe un supplémentaire
W 0 de W dans V qui est stable par G.

Démonstration.

(a) Montrons l’exitence de W 0 :
Soit W

′ un supplémentaire quelconque de W dans V , p le projecteur de V
sur W parallèlement à W

′ , notons p0 la moyenne des transformés de p par
les éléments de G, avec :

p0 =
1

|G|
∑
t∈G

ρtpρ
−1
t .

Par hypothèse on a : p applique V dans W et ρt représentation de W (ρt

conserve W ).
Donc : p0 applique V dans W . En outre, si x ∈ W , on a ρ−1

t x ∈ W , ∀t ∈ G,
puisque W est stable (par hypothèse). Par conséquent, pout tout x ∈ W , on
a : pρ−1

t x = ρ−1
t x (p le projecteur de V sur W associé à la décomposition

V = W ⊕W
′), alors ρtpρ

−1
t x = ρtρ

−1
t x = x et p0x = x.

Ainsi, p0 est un projecteur de V sur W , correspondant à un certain supplé-
mentaire W 0 de W dans V . En outre on a, ∀s ∈ G, ρsp

0 = p0ρs.
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En effet :

ρsp
0ρ−1

s = ρs(
1

|G|
∑
t∈G

ρtpρ
−1
t )ρ−1

s =
1

|G|
∑
t∈G

ρsρtpρ
−1
t ρ−1

s

=
1

|G|
∑
t∈G

ρsρtp(ρsρt)
−1 =

1

|G|
∑
t∈G

ρstpρ
−1
st

= p0.

D’où : l’existence de W 0.

(b) Montrons que : W 0 est stable :
Soit maintenant : x ∈ W 0, s ∈ G, p0ρsx = ρsp

0x = 0 ie : ρsx ∈ W 0

D’où : W 0 est stable par G. �

2.2 La représentation irréductible

Définition 4. Une représentation ρ est irréductible si l’espace vectoriel V ne
contient pas de sous-espaces stables par le groupe G différents de {0} et de
V . On dit que V est irréductible ou simple.

Théorème 2. Toute représentation est somme directe de repésentations ir-
réductibles.

Démonstration.

Soient ρ une représentation linéaire de l’espace vectoriel V , W 0 un sous-
espace vectoriel supplémentaire de W et ρ

′ , ρ0 sont les représentations li-
néaires des sous-espaces W et W 0 .
On montre le théorème utilisons la recurrence :

(1) Si dim(V ) = 0 :
On a : V = W ⊕W 0 (d’aprés le théorème 1)
Comme : dim(V ) = dim(W ) + dim(W 0)
Et : dim(V ) = 0 ⇔ dim(W ) + dim(W 0) = 0
Donc : dim(W ) = dim(W 0) = 0
D’où : ρ

′ , ρ0 famille vide de représentations irréductibles, car leurs espaces
de représentations W , W 0 sont vides.

18
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Et : ρ somme directe de la famille vide des représentations irréductibles.

(2) Si dim(V ) = n ≥ 1 :
On a d’aprés le théorème 1 : V = W ⊕ W 0 avec : dim(W ) < dim(V ) et :
dim(W 0) < dim(V ).

Supposons que : ρ
′ et ρ0 sont des sommes directes des représentations

irréductibles, i.e :
ρ
′
= ρ

′
1 ⊕ ...⊕ ρ

′
n et ρ0 = ρ0

1 ⊕ ...⊕ ρ0
n.

On a : ρ′⊕ρ0 = ρ
′
1⊕...⊕ρ

′
n⊕ρ0

1⊕...⊕ρ0
n = ρ

′
1⊕ρ0

1...⊕ρ
′
n⊕ρ0

n = ρ1⊕...⊕ρn−1⊕ρn,
avec ρi = ρ

′
i ⊕ ρ0

i et i = 1, ..., n.
Supposons que cette proposition est vraie jusqu’à (n− 1) on la démontre

pour n.
Posons ρ1 ⊕ ... ⊕ ρn−1 = ρk, ρk est somme directe des représentations irré-
ductibles.
D’autre part on a : ρn = ρ

′
n⊕ ρ0

n i.e ρn est aussi somme directe des représen-
tations irréductibles .
Donc : ρ

′⊕ρ0 = ρk⊕ρn, et d’aprés l’hypotèse de recurrence, on a une somme
directe des représentations irréductibles est irréductible, alors ρk ⊕ ρn est ir-
réductible, donc ρ

′⊕ρ0 il en est aussi, i.e ρ somme directe de représentations
irréductibles.

�

2.3 La représentation induite

Classe à gauche modulo un sous-groupe

Définition 5. Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G et soit s ∈ G,
sH l’ensemble des produits st, avec t ∈ H. On dit que sH est la classe à
gauche modulo H contenant s.

Remarques
- Deux éléments s, s

′ de G sont dits congrus modulo s’ils appartiennent
à la même classe à gauche, i.e : si s−1s

′ appartient à H. On écrit alors
s
′ ≡ s(mod.H).
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- L’ensemble des classes à gauche mod.H est noté G/H, c’est une parti-
tion de G.

-Si G a g éléments et H a h éléments, G/H a g/h éléments, l’entier g/h
est l’indice de H dans G et se note (G : H).

-Si on choisit un élément de toute classe à gauche mod.H, on obtient une
partie R de G, appelée un système de représentants de G/H et ∀s ∈ G, s
s’écrit de façon unique comme suit : s = rt, avec r ∈ R et t ∈ H.

Notation
Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G, ρ une représentation

linéaire de G dans l’espace vectoriel V et ρH sa restriction à H. Soit W un
sous-espace vectoriel de V stable par ρt, t ∈ H, θ une représentation linéaire
de H dans W , si s ∈ G, l’espace vectoriel ρsW ne dépend que de la classe à
gauche sH de s, en effet :
∀s ∈ G, t ∈ H, on a ρstW = ρsρtW = ρsW , puisque W est stable par les
ρt (ρtW = W , ∀t ∈ H). Si σ est une classe à gauche mod.H, on peut donc
définir un sous-espace Wσ de V comme étant ρsW pour tout s ∈ σ.

Définition 6. Soient G un groupe fini, V un espace vectoriel, on dit que la
représentation ρ de G dans V est induite par la représentation θ de H dans
W si V est égal à la somme des Wσ (σ ∈ G/H) et si cette somme est une
somme directe, autrement dit si : V = ⊕σ∈G/HWσ.

Propsition 2. Toute représentation irréductible de G est équivalente à l’une
des représentations induites corréspondantes de G.

Démonstration. Cf. [Serre]. �

2.4 Produit tensoriel de deux représentations
Définition 7. Soient V1, V2 deux espaces vectoriels. On appelle produit ten-
soriel de V1, V2 un espace vectoriel W muni d’une application :

φ : V1 × V2 → W

(x1, x2) 7→ φ(x1, x2) = x1 ⊗ x2
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tel que :
(1) x1 ⊗ x2 dépend linéairement de chacune des variables x1 et x2.
(2) Si (ei1) est une base de V1 et (ei2) est la base de V2, la formule de produit
ei1 ⊗ ei2 est une base de W .
- Donc si W = φ(V1×V2), W est appelé produit tensoriel de V1×V2 est noté
V1 ⊗ V2.

Propriété

(1) dim(W ) = dim(V1 ⊗ V2) = dim(V1). dim(V2) (d’aprés la définition).

Définition 8. Soient : ρ1 : G → GL(V1) et : ρ2 : G → GL(V2) deux repré-
sentations d’un groupe G et soit (x1, x2) dans V1⊗V2 et (ρ1

s⊗ ρ2
s)(x1⊗x2) =

ρ1
s(x1)⊗ ρ2

s(x2).

On définit l’élément ρs, ∀s ∈ G de GL(V1 ⊗ V2) par :

ρs : V1 × V2 −→ GL(V1 ⊗ V2)

(x1, x2) 7−→ ρs(x1 ⊗ x2) = ρ1
s(x1)⊗ ρ2

s(x2).

Par suite on a :

ρ1
s : V1 −→ GL(V1)

x1 7−→ ρ1
s(x1).

ρ2
s : V2 −→ GL(V2)

x2 7−→ ρ2
s(x2).

Donc :
ρ1

s ⊗ ρ2
s : V1 ⊗ V2 −→ GL(V1 ⊗ V2)

(x1, x2) 7−→ (ρ1
s ⊗ ρ2

s)(x1⊗ x2) = ρ1
s(x1)⊗ ρ2

s(x2),

ρs élément de GL(V1 ⊗ V2) tel que : ρs = ρ1
s ⊗ ρ2

s.
D’où : ρs(x1 ⊗ x2) = (ρ1

s ⊗ ρ2
s)(x1 ⊗ x2) = ρ1

s(x1)⊗ ρ2
s(x2).

ρs une représentation linéaire de G dans V1 ⊗ V2 appelée le produit tensoriel
des représentations des données (ρ1

s, ρ2
s).
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Remarque
Soient : (ei1) une base de V1, ri1j1 la matrice de ρ1

s par rapport à cette base.
(ei2) une base de V2, ri2j2 la matrice de ρ2

s par rapport à cette base.
Donc : ρ1

s(ej1) =
∑

i1
ri1j1ei1 , ρ2

s(ej2) =
∑

i2
ri2j2ei2 .

On a : ρs(ej1 ⊗ ej2) = (ρ1
s ⊗ ρ2

s)(ej1 ⊗ ej2) = ρ1
s(ej1)⊗ ρ2

s(ej2)
= (

∑
i1

ri1j1(s)ei1) ⊗ (
∑

i2
ri2j2(s)ei2) =

∑
i1i2

(ri1j1(s)ei1) ⊗ (ri2j2(s)ei2) =∑
i1,i2

(ri1j1(s).ri2j2(s))(ei1 ⊗ ei2).

La matrice de ρs est donc formée des (ri1j1(s).ri2j2(s)), on reconait là le
produit tensoriel des matrices de ρ1

s et ρ2
s.

2.5 Lemme de Schur

Définition 9. Deux représentations ρ1, ρ2 du groupe G dans les espaces V1,
V2 sont dites équivalentes s’il éxiste un opérateur linéaire f de V1 dans V2 qui
applique bijectivement V1 sur V2 et satisfait à la condition :

fρ1
s = ρ2

sf,∀s ∈ G

Cette équivalence est notée par ρ1 ∼ ρ2.

Lemme 1. Soit ρ1 : G −→ GL(V1) et ρ2 : G −→ GL(V2) deux représen-
tations irréductibles du groupe G et soit f un opérateur de V1 dans V2 qui
satisfait à la condition : ρ2

sf = fρ1
s pour tout s ∈ G.

Alors : ou bien f applique bijectivement V1 sur V2 et donc ρ1 ∼ ρ2 ou bien
f = 0.

Démonstration.

On a f : V1 −→ V2, posons W = f(V1), alors W est un sous-espace de V2.
D’autre part : ∀y ∈ W , ∃x ∈ V1 tel que : f(x) = y, alors

ρ2
sy = ρ2

sf(x) = f(ρ1
sx) et comme ρ1

s est la représentation de G dans V1,
donc f(ρ1

sx) ∈ f(V1) = W ,∀s ∈ G, x ∈ V1, d’où : ρ2
sf(x) ∈ W .

Il en résulte que W est invariant par ρ2
s, mais ρ2

s est une représentation
irréductible, i.e W = {0} ou W = V2.
Dans le premier cas i.e W = {0}, f = 0, car on a f(V1) = W = {0}, alors
∀x ∈ V1, f(x) = 0, donc f = 0
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Considérons le cas où W = V2 : f applique V1 sur V2. Démontrons que f est
bijectif.
Posons W

′
= ker f = {x : f(x) = 0}, on a ∀x ∈ W

′
, f(x) = 0 et ρ2

sf(x) =
f(ρ1

sx) = ρ2
s0 = 0, donc ρ1

sx ∈ W
′ , il en résulte que ker f est invariant.

Et comme ρ2
s est une représentation irréductible, alors ker f = {0} ou

ker f = V1, mais V2 = W , donc ker f = {0}.
D’autre part on a : dim f(V1) = dim(Imf) = dim V2 et dim(ker f) = 0, d’où
f est bijectif et V2 = W ⊕ ker f.

�

Lemme 2. Soit ρ une représentation irréductible de dimenssion finie du
groupe G dans l’espace V . Alors chaque opérateur linéaire f

′ dans l’espace V
qui est permutable à tous les opérateurs ρs, s ∈ G, est de la forme f

′
= λ.IdV ,

où λ est un nombre.

Démonstration.

D’aprés lemme 1 on a : f
′
ρs = ρsf

′ , ∀s ∈ G.
puisque f

′ est un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie, il
possède au moins une valeur propre λ.
Posons f = f

′ − λ.IdV , alors f n’est pas une bijection sur V .
D’autre part on a, fρs = ρsf pour tous les s ∈ G, i.e f satisfait à la condition
du lemme 1 pour ρ1

s ∼ ρ2
s, V1 = V2. Puisque f n’est pas bijectif, on a donc

f = 0, i.e f
′ − λ.IdV = 0, f

′
= λ.IdV . �

Corollaire 1. Soit h une application linéaire de V1 dans V2 et posons :

h0 =
1

|G|
∑
s∈G

(ρ2
s)
−1hρ1

s.

Alors :
(1) Si ρ1 et ρ2 ne sont pas équivalentes, on a h0 = 0.
(2) Si V1 = V2, ρ1 ∼ ρ2, h0 est une homothétie de rapport 1

n
tr(h),

avec n = dim(V1).

Démonstration.

On a ρ2
t h

0 = h0ρ1
t , ∀t ∈ G. En effet :

(ρ2
t )
−1h0ρ1

t =
1

|G|
∑
s∈G

(ρ2
t )
−1(ρ2

s)
−1hρ1

sρ
1
t
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=
1

|G|
∑
s∈G

(ρ2
sρ

2
t )
−1hρ1

sρ
1
t

=
1

|G|
∑
s∈G

(ρ2
st)

−1hρ1
st = h0.

D’où : (ρ2
t )
−1h0ρ1

t = h0 i.e : h0ρ1
t = ρ2

t h
0.

En appliquant lemme de Schur à f = h0 pour f = 0, on a h0 = 0 et dans le
lemme 2, h0 égal à un scalaire λ.
D’autre part on a dans ce dérnier cas :

tr(h0) =
1

|G|
∑
s∈G

tr((ρ1
s)
−1hρ1

s) = tr(h).

et comme tr(h0) = tr(λ) = n.λ, alors : nλ = tr(h), d’où : λ = 1
n
tr(h).

En explicitant ce corollaire en supposant que ρ1 et ρ2 sont données sous
forme matricielle :

ρ1
s = (ri1j1(s)), ρ2

s = (ri2j2(s)) et h défini par une matrice (xi2i1) et de
même h0 est définie par (x0

i2i1
). On a par définition de h0 :

x0
i2i1

=
1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)xj2j1rj1i1(s).

�

Le membre de droite est une forme linéaire par rapport aux xj2j1 , dans
le cas 1, cette forme s’annule pour tout système de valeurs des xj2j1 , ses
coefficients sont donc nuls. D’où :

Corollaire 2. D’aprés le cas 1, on a

1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)rj1i1(s) = 0

Et d’aprés le cas 2, on a

1

|G|
∑
j1,j2

ri2j2(s
−1)xj2j1rj1i1(s) =

1

n

∑
j1,j2

δi2i1δj2j1xj2j1
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Démonstration.

On a d’aprés le cas 1 de corollaire 1 si ρ1
s n’est pas équivalente à ρ2

s,
h0 = 0 et comme (ri1j1(s)) est la forme matricielle de ρ1, (ri2j2(s)) est la
forme matricielle de ρ2 et (xi2i1) est la matrice de h, alors :

1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)xj2j1rj1i1(s) = 0,

pour tout système de valeurs des xj2j1 , ses coefficients sont nuls, donc

1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)rj1i1(s) = 0.

D’aprés le cas 2 de corollaire 1 on a :ρ1 ∼ ρ2, h0 = λ et comme (x0
i1j1

) est
la matrice de l’application linéaire h0 alors x0

i1j1
= λδi2i1 , avec :

δi2i1 =

{
1, si i1 = i2
0, si i1 6= i2

On a λ = 1
n
tr(h) et comme tr(h) =

∑
δj2j1xj2j1 , alors λ = 1

n

∑
δj2j1xj2j1 et

comme
x0

i2i1
=

1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)xj2j1rj1i1(s) = λδi2i1 ,

Il en résulte que,

λδi2i1 =
1

n

∑
j1j2

δj2j1xj2j1δi2i1 =
1

n

∑
j1j2

δj2j1δi2i1xj2j1 .

D’où l’égalité. �

En égalant les coefficients des xj2j1 , on obtient comme ci-dessus :

Corollaire 3. D’aprés le cas (2), on a

1

|G|
∑
s∈G

ri2j2(s
−1)rj1i1(s) =

1

n
δi2i1δj2j1 =

{
1/n, si i1 = i2, j1 = j2

0, sinon
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Démonstration.

D’aprés le corollaire 2, on a :

1

|G|
∑

s,j1,j2

xj2j1ri2j2(s
−1)rj1i1(s) =

1

n

∑
j1,j2

δi2i1δj2j1xj2j1

Et comme les coefficients des xj2j1 sont tous égals et on a δi2i1 , δj2j1 soit égals
à 1 soit égals à 0, alors on obtient,

1

|G|
∑

s

ri2j2(s
−1)rj1i1(s) =

1

n
δi2i1δj2j1

Et
1

n
δi2i1δj2j1 =

{
1
n
, si i1 = i2, j2 = j1

0, si i1 6= i2, j2 6= j1

�

2.6 Théorie des caractères

2.6.1 Caractères d’une représentation

Définition 10. Si ρ est une représentation du groupe G on appelle caractère
de la représenation ρ l’application χ définie par :

χρ(s) = trace(ρ(s)),∀s ∈ G

Définition 11. Soit G groupe fini, t et t
′ deux éléments du groupe G, t

est dit conjugué avec t
′ s’il existe s ∈ G tel que t

′
= sts−1 et la relation

tRt
′ ⇐⇒ t et t

′ conjugués définit une relation d’équivalence sur G. Les classes
d’équivalences pour cette relation sont appelées classes de conjugaison.

Définition 12. Une fonction centrale d’un groupe G est une fonction définie
sur G à valeurs dans C constante sur les classes de conjugaison de G.

Propsition 3. Si χ est le caractère d’une représentation ρ de degré n, on a :
(1) χρ(st) = χρ(ts) (χ est dite fonction centrale).
(2) χρ(e) = n, avec e est l’élément neutre de G.
(3) χρ1⊕ρ2(s) = χρ1(s) + χρ2(s).
(4) χρ(tst

−1) = χρ(s).
(5) χρ1⊗ρ2(s) = χρ1(s).χρ2(s).

26



CHAPITRE 2. ELÉMENTS SUR LES REPRÉSENTATIONS
LINÉAIRES D’UN GROUPE FINI

Démonstration.

(1) On a : χρ(st) = tr(ρ(st)).

Et : tr(ρ(st)) = tr(ρst) = tr(ρsρt) = tr(ρtρs) = tr(ρts) = χρ(ts).

(2) On a : ρ repésentation de degré n ie : la dimension de l’espace de
représentation V du groupe G est égal à n.
D’autre part on a : si e est l’élément neutre de G, ρ(e) = IdV , donc :
χρ(e) = tr(ρe) = tr(ρ(e)) = tr(IdV ) = n.

(3) Soit R1
s la matrice de la représentation ρ1 et R2

s la matrice de la
représentation ρ2, la représentation ρ1 ⊕ ρ2 est donnée par :

Rs =

(
R1

s 0
0 R2

s

)
Donc :

χ(s) = tr(Rs) = tr(R1
s + R2

s) = tr(R1
s) + tr(R2

s) = χ1(s) + χ2(s).

(4) D’aprés (1), on a : χ(uv) = χ(vu), alors si on pose : u = ts, v = t−1,
on a donc : χ(tst−1) = χ(t−1ts) = χ(s).

(5) Soient : ri1j1 la matrice de ρ1, ri2j2 la matrice de ρ2, on a :
χ1(s) = Σi1ri1i1(s), χ2(s) = Σi2ri2i2(s).

χρ1⊗ρ2(s) = tr(ρ1
s ⊗ ρ2

s) = Σi1,i2ri1i1(s)ri2i2(s) = Σi1ri1i1(s)Σi2ri2i2(s)
= tr(ρ1(s))tr(ρ2(s)) = χρ1(s).χρ2(s). �

2.6.2 Othogonalité des caractères

Définition 13. Soit V un espace vectoriel sur C, on appelle forme hérmi-
tienne sur V toute application

ϕ : V × V −→ C
(x, y) 7−→ < x, y >= ϕ(x, y)

tel que :
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(a) ϕ linéaire par rapport à la première variable i.e :
(i) ∀x, y, z ∈ V , ϕ(x + y, z) = ϕ(x, z) + ϕ(y, z).
(ii) ϕ(λx, y) = λϕ(x, y).

(b) ϕ antilinéaire par rapport à la deuxième variable i.e :
(i) ∀x, y, z ∈ V , ϕ(x, y + z) = ϕ(x, y) + ϕ(x, z).
(ii) ∀x, y ∈ V , ϕ(x, y) = ϕ(y, x).
(iii) ∀λ ∈ C, x, y ∈ V , ϕ(x, λy) = λ̄ϕ(x, y).

On dit que ϕ est positive si ∀x ∈ V, ϕ(x, x) ≥ 0 et définie positive si ϕ
est positive et ∀x ∈ V, ϕ(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.
Un produit scalaire hérmitien sur V est une ϕ forme hérmitienne sur V
définie psitive.

Soit L2
µ(Ω, A) = {f : Ω −→ C, tel que :

∫
Ω
|f |2 dµ < ∞}

Propsition 4. Pour f et g ∈ L2
µ(Ω, A) l’application

(f, g) −→< f , g >=

∫
Ω

fḡ dµ

définit un produit scalaire sur L2
µ.

Démonstration.

Pour f et g ∈ L2
µ(Ω, A), montrons que < f , g > à toujours un sens.

L’inégalité de Holder assure que si p et q sont conjugués (p.q = p + q), alors
si f ∈ Lp et g ∈ Lq, fg ∈ L1. D’aprés cette inégalité si f ∈ L2

µ et g ∈ L2
µ,

comme L2
µ est en dualité avec lui-même, alors |fg| ∈ L1 et donc

∫
|fg|dµ

existe toujours et comme |fg| =
√

fg.f̄ ḡ =
√

fḡ.gf̄ , donc |fḡ| ≤ |fg|, d’où∫
f ḡ dµ existe toujours.

Montrons que < f , g > est une forme hérmitienne, définie positive :
(1) < f , g > est une forme hérmitienne :

(a) ϕ linéaire par rapport à la première variable
(i) ∀f , g, h ∈ L2

µ, < f + g , h >=
∫

(f + g)h̄ dµ =
∫

(fh̄ + gh̄) dµ =∫
fh̄ dµ +

∫
gh̄ dµ =< f , h > + < g , h >.
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(ii) ∀f , g ∈ L2
µ, λ ∈ C, < λf , g >=

∫
λ fg dµ = λ

∫
fḡ dµ = λ < f , g >.

(b) ϕ antilinéaire par rapport à la deuxième variable. Nous avons
(i) ∀f , g, h ∈ L2

µ, < f , g + h >=
∫

f(g + h) dµ =
∫

fḡ dµ +
∫

fh̄ dµ =
< f , g > + < f , h >.

(ii) ∀f , g ∈ L2
µ, < f , g >=

∫
fḡ dµ =

∫
f̄g dµ =

∫
gf̄ dµ = < g , f >.

(iii) ∀f , g ∈ L2
µ, λ ∈ C, < f , λg >=

∫
fλg dµ = λ̄

∫
fḡ dµ = λ̄ < f , g >.

(2) On montre que < f , g > ≥ 0 i.e : ∀f ∈ L2
µ, < f , f > ≥ 0 :

On a < f , f >=
∫
|f |2 dµ et comme |f |2 ≥ 0, alors

∫
|f |2 dµ ≥ 0, d’où

< f , f >≥ 0.

(3) Il reste à montrer que : < f , g > définie positive, i.e :
< f , f >= 0 ⇐⇒ f = 0, µp.p. Il suffit de montrer que < f , f >= 0 =⇒
f = 0 µp.p et f = 0 =⇒< f , f >= 0 µ.p.p.
(i) On a si f = 0 =⇒ |f |2 = 0, alors :

∫
|f |2 = 0, d’où < f , f >= 0, µp.p.

(ii) Si < f , f >= 0, on montre que f = 0 :
On a : |f |2 ∈ L1, |f |2 ≥ 0, supposons que |f |2 > 0, i.e : f 6= 0.
En particulier ∃ε > 0, tel que : µ{x, |f |2(x) > ε} > 0, l’inégalité de Tchebet-
chev associée pour f ∈ L2

µ, f > 0, ∀ε > 0,

µ{x, f(x) >
√

ε} ≤
∫

fdµ√
ε

.

Pour ε choisi, on a µ{x, f(x) >
√

ε} = 0, mais d’aprés ce qu’on a supposé
(f > 0) on est arrivé à un résultat contradictoire, d’aprés l’hypothèse on a
f ≥ 0, donc f = 0, µp.p.

Il en résulte que < f , g > pour f , g ∈ L2 définie un produit scalaire
dans L2. �

Propsition 5. L2 muni de produit scalaire < . , . > est un espace de Hilbet.

Démonstration.

On a ||.|| la norme associée au produit scalaire est la norme euclidienne,
i.e ||f || =< f , f >

1
2 , ∀f ∈ L2 et on a < f , f >=

∫
|f |2 dµ = ||f ||22, i.e :

29



2.6. THÉORIE DES CARACTÈRES

la norme euclidienne coincide avec la ||.|| de L2, donc L2 muni de produit
scalaire < f , g >, f , g ∈ L2 est un espace euclidien d’aprés Le Théorème
de Fisher-Riesz, L2 est complet pour ||.||2 = ||.||.
Donc L2 muni de produit scalaire < . , . > est un espace hérmitien complet
et donc L2 est un espace de Hilbert.
�

L’espace L2
µ(G)

Soit G groupe fini et L2
µ(G) = {f : G −→ C,

∫
|f |2 dµ < ∞}, pour

µ(ds) =
1

|G|
, ∀s ∈ G,

d’aprés la formule de produit scalaire dans L2, nous avons pour f , g ∈ L2(G),

< f , g >=

∫
f(s) g(s)µ(ds) =

∑
s∈G

f(s)g(s)
1

|G|
=

1

|G|
∑
s∈G

f(s)g(s)

Remarquons que si χ est un caractère sur G alors χ ∈ L2
µ(G). De plus nous

avons

Théorème 3. i) Si χ est le caractère d’une représentation irréductible, on a :

< χ, χ >= 1 (autrement dit χ est de longueur 1).

ii) Si χ et χ
′ sont les caractères de deux représentations irréductibles non

équivalentes, on a < χ, χ′ >= 0 (autrement dit, χ et χ′ sont orthogonaux)

Démonstration.

i) Soit ρ une représentation irréductible de caractère χ et soit (rij)i,j la
matrice de représentation ρ.
On a : χ(t) =

∑
i rii(t), d’où :

< χ, χ >=<
∑

i

rii,
∑

j

rjj >=
∑

i

∑
j

< rii, rjj >=
∑
i,j

< rii, rjj > .

D’aprés le corollaire (3), on a < rii, rjj >= δij/n, où n est le degré de ρ.
Et comme les indices i, j prennent chacun n valeurs et i = j, donc :

< χ, χ >= (
∑
i,j

δij)/n = n/n = 1
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ii) Soient ρ, ρ
′ deux représentations irréductibles non équivalentes des

caractères χ, χ
′ et soit (rij)i,j, (ri′j′ )i′ ,j′ les matrices de représentations ρ, ρ

′ .
Donc

< χ, χ
′
>=

∑
i,j

< rii, rj′j′ > .

Et comme les indices i, j
′ ont des valeurs différentes, alors d’aprés le

corollaire (3), δij′ = 0. Donc :

< χ, χ
′
>= 0.

�

Remarque
On appelle caractère irréductible tout caractère de représentation irréduc-
tible.

Théorème 4. Soit ρ une représentation linéaire de G dans l’espace vectoriel
V , ϕ le caractère irréductible de ρ, supposons que V décompose en somme
directe des sous-espaces vectoriels des représentations irréductibles,

ρ = ρ1 ⊕ ...⊕ ρk.

Alors, si ρj est une représentation irréductible de caractère χ, le nombre des
ρi équivalentes à ρj est égal au produit scalaire (ϕ|χ) =< ϕ, χ >.

Démonstration.

Soit χi le caractère de ρi, d’aprés la proposition 1, si χ1 et χ2 deux carac-
tères des représentations ρ1 et ρ2,alors χρ1⊕ρ2 = χρ1 + χρ2 = χ1 + χ2, donc
on a

ϕ = χ1 + ... + χk

Et < ϕ, χ >=< χ1 + ... + χk, χ >=< χ1, χ > +...+ < χk, χ >.
D’autre part on a d’aprés le théorème 3

< χi, χ >=

{
1, si χi = χ
0, sinon

Et dans le cas où χi = χ, la représentation ρi de caractère χi équivalente à
la représentation ρj de caractère χ et à chaque fois qu’on a le résultat on a
la valeur 1 pour l’équivalence, d’où on peut compter le nombre de fois où ρi

équivalente à ρj. �
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Corollaire 4. Le nombre des ρi équivalentes à ρj ne dépend pas de la dé-
composition choisie.

Démonstration.
On a :< ϕ, χ >=< χ1, χ > +...+ < χk, χ >.
Et ρi ∼ ρj si et seulement si χ = χi, i.e si ces deux représentations ont le
même caractère donc l’équivalence dépend des équivalence entre les repré-
sentations et non pas de leurs décompositions. �

Corollaire 5. Deux représentations de même caractère sont équivalentes.

Démonstration.

Le corollaire 1 montre que deux représentations de même caractère contiennent
le même nombre de fois toute représentation irréductible donnée, i.e si χ et
χ
′ leurs caractères, alors < χ, χ

′
>= 1, d’aprés le théorème 3 ces représenta-

tions sont irréductibles équivalentes et on a toute représentation irréductible
est une représentation, d’où le résultat. �

Propsition 6. Si χ1, χ2, ... , χn sont les différents caractères irréductribles
du groupe G et si ρ1, ρ2, ... , ρn désignent des représentations corréspon-
dantes, toute représentation ρ de caractère ϕ est égale à une somme directe
telle que :

ρ = m1ρ
1 ⊕ ...⊕mnρ

n, mi entier ≥ 0.

et ϕ = m1χ1 + ... + mnχn, alors < ϕ, χi >= mi, avec i = 1, ..., n.

Démonstration.

On a ϕ est le caractère de ρ, avec ϕ = m1χ1 + ... + mnχn, on a donc :
< ϕ, χi >=< m1χ1 + ... + mnχn, χi >=< m1χ1, χi > +...+ < mnχn, χi >
= m1 < χ1, χi > +... + mn < χn, χi >= mi < χi, χi >= mi, i = 1, ..., n.

�

Propsition 7. Soient χ1, χ2, ... , χh les caractères des représentations ir-
réductibles ρ1, ρ2, ... , ρh du groupe G, si n1, n2, ... , nh les degrés des
représentations ρ1, ρ2, ... , ρh, alors elles sont aussi les degrés de leurs ca-
ractères.
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Démonstration.

On a χ1, χ2, ... , χh les caractères des ρ1, ρ2, ... , ρh, alors χ1(s) = χρ1(s),
χ2(s) = χρ2(s), ... , χh(s) = χρh(s), ∀s ∈ G, on a par définition de caractère
de représentation, χρi(s) = tr(ρi(s)), d’aprés l’hypothèse on a : ni est le degré
de représentation de ρi, i.e si Vi est l’espace de représentation de ρi, ni est la
dimension de Vi et comme χρi(e) = tr(ρi(e)) = tr(IdVi

) = ni (e est l’élément
neutre de G), donc ni = χρi(e) = χi(e).

�

2.6.3 Décomposition de la représentation régulière

Propsition 8. Le caractère rG de la représentation régulière ρ dans l’espace
vectoriel V est donné par les formules :

rG =

{
|G|, si s = e

0, sinon

Démonstration.

On a ρ est la représentation régulière de G, alors le degré de ρ est égal
au |G|.
Comme rG(s) = tr(ρ(s)), alors si s = e, tr(ρ(s)) = tr(ρ(e)) = tr(IdV ) = |G|
et pour s 6= e, on a tr(ρs) 6= |G|.
D’autre part on a si (et)t∈G est la base de V , ρs transforme et en est, i.e :
ρs(et) = est et si s 6= e, on a st 6= et, ce qui montre que les termes diagonaux
de la matrice ρs sont nuls, en particulier on a tr(ρs) = 0, d’où rG(s) = 0. �

Corollaire 6. Chaque représentation irréductible ρi est contenue dans la
représentation régulière ρ un nombre de fois égal à son degré ni.

Démonstration.

Soit χi le caractère de ρi et rG est le caractère de ρ, d’aprés le théorème
4, le nombre de représentations irréductibles est égal à < χi, rG >. Or, on a

< χi, rG >=
1

|G|
∑
s∈G

χi(s)rG(s−1),
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alors pour s = e,

< χi, rG >=
1

|G|
∑
s∈G

χi(e)rG(e) =
1

|G|
|G|χi(e)

= χi(e) = χρi(e) = tr(ρi(e)) = tr(IdVi
) = ni.

�

2.6.4 Nombre des représentations irréductibles

Propsition 9. Soit f une fonction centrale sur le groupe G et soit ρ : G −→
GL(V ) une représentation linéaire de G. Soit ρf l’application linéaire de
l’espace vectoriel V de dimension n dans lui-même définie par la formule :

ρf =
∑
t∈G

f(t)ρt.

Si ρ est irréductible de degré n et de caractère χ, ρf est une homothètie de
rapport λ donnée par :

λ =
1

n

∑
t∈G

f(t)χ(t) =
g

n
< f, χ∗ > .(g = |G|, χ∗ = χ−1)

Démonstration.

On a : ρf =
∑

t∈G f(t)ρt, alors

ρ−1
s ρfρs =

∑
t∈G

ρ−1
s f(t)ρtρs =

∑
t∈G

f(t)ρ−1
s ρtρs =

∑
t∈G

f(t)ρ−1
s ρts

=
∑
t∈G

f(t)ρs−1ρts =
∑
t∈G

f(t)ρs−1ts.

En posant u = s−1ts, t = sus−1, on a t ∈ G et s ∈ G, alors s−1ts ∈ G, i.e
u ∈ G, donc : ∑

t∈G

f(t)ρs−1ts =
∑
u∈G

f(sus−1)ρu

D’autre part on a f est centrale, i.e u = sus−1, alors∑
u∈G

f(sus−1)ρu =
∑
u∈G

f(u)ρu = ρf .
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Donc : ρ−1
s ρfρs = ρf , il en résulte que ρfρs = ρsρf et d’aprés le lemme 2 on

a, ρf est une homothétie λ et tr(λ) = λtr(IdV ) = λ.n
on a : tr(ρf ) =

∑
t∈G f(t)tr(ρt) =

∑
t∈G f(t)χ(t) = nλ et

< f, χ >=
1

g

∑
t∈G

f(t)χ(t)∗.

D’où :

λ =
1

n

∑
t∈G

f(t)χ(t) = g
1

g
(
1

n

∑
t∈G

f(t)(χ(t)∗)∗)

=
g

n
(
1

g

∑
t∈G

f(t)(χ(t)∗)∗) =
g

n
< f, χ∗ > .

�

Propsition 10. Si H est l’espace vectoriel des fonctions centrales sur le
groupe G, les caractères irréductibles χ1, χ2,...,χh des représentations de G,
appartiennent à H.

Démonstration.

D’aprés la proposition 9, on a

λ =
g

n
< f , χ∗ >,

alors :

< f , χ∗ >=
nλ

g

D’aprés la définition de la forme hérmitienne on a : f et χ dans le même
espace vectoriel, donc l’espace vectoriel H des fonctions centrale est le même
pour les caractères irréductibles.

�

Théorème 5. Les caractères χ1, χ2,...,χh forment une base orthonormale
de H.
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Démonstration.

Le théorème 3 montre que les χi forment un système orthonormal dans
H.

Il reste à montrer qu’ils engendrent H et pour cela il suffit de montrer
que tout élément de H orthogonal aux χ∗i est nul. Or soit f un tel élément.

Pour toute représentation ρ de G, posons ρf =
∑

t∈G f(t)ρt. Puisque f
est orthogonale aux χ∗i , la proposition 8 montre que ρf est nul lorsque ρ est
irréductible, par décomposition en somme directe on en conclut que ρf est
toujours nul (car on a un système orthonormal, i.e ρ n’est pas équivalente à
aucune représentation résultatante de la décomposition). Appliquons ceci à
la représentation régulière et calculons le transformé du vecteur de base e1

par ρf . On a :
ρfe1 =

∑
t∈G

f(t)ρt(e1) =
∑
t∈G

f(t)et.

Comme ρf = 0, alors on a ρf e1 = 0, la formule ci-dessus montre que f(t) = 0
(car ρte1 = et 6= 0), d’où f = 0.

�

Définition 14. Une famille ρ1, ρ2, ... , ρm de représentation de groupe G
s’appelle système complet de représentation irréductible, si :
(a) les représentation ρ1, ρ2, ... , ρm sont irréductibles et non équivalentes
deux à deux.
(b) Chaque représentation irréductible du groupe G est équivalente à une des
représentations ρ1, ρ2, ... , ρm.

Théorème 6. Soit G un groupe fini et soient ρ1, ρ2, ... , ρm des représen-
tations linéaire de G. Si ρ1, ρ2, ... , ρm forment un système complet de re-
présentations irréductibles du groupe G, alors les éléments matriciaux xk

ij(s),
k = 1, ...,m, i, j = 1, ..., nk de toutes ces représentations forment un système
orthogonal complet dans L2(G).

Démonstration.

L’orthogonalité de ce système a été démontré dans le théorème 3, alors il
reste à montrer que ce système est complet.
(Cf.[1] pour la démontrer que le système est complet)

�
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Théorème 7. Le nombre des représentations irréductibles de G (à isomor-
phisme prés) est égal au nombre des classes de G.

Démonstration.

Soient C1, C2,...,Ck les différentes classes de G.
Dire qu’une fonction f sur G est centrale sur G équivaut à dire qu’elle est
constante sur chaque classe du G (par définition), elle est donc détérminée
par ses valeurs propres λi sur les classes Ci, qu’elles peuvent être choisies
arbitraurement, donc la dimension de l’espace de f est égal au nombre de
ses valeurs propres et comme ces dérnières ont été choisies par rapport à les
classes de G, alors le nombre des valeurs propres égal au nombre des classes
de G, d’où la dimension de l’espace vectoriel H est égal à k.
D’autre part d’aprés le théorème 5, cette dimension est égal au nombre des
représentations irréductibles du groupe G.

�
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Chapitre 3

Caractère d’un groupe,
Transformée de Fourier et
Formule de Plancherel

3.1 Mesure de Haar
Définition 1. Soit G groupe topologique localement compact et abelien, pour
abreger LCA. Il existe une mesure m sur (G,BG) unique à une constante mul-
tiplicative près, invariante par translation et finie sur les compacts, appelée
mesure de Haar du groupe G.

(Cf. [9], pour la démonstration de l’existence et l’unicité de m).

Propriété
Soient G groupe additif et LCA et E ensemble Borélien dans le groupe

G. Si m la mesure de Haar sur G, alors m(−E) = m(E). Si G est un groupe
multiplicatif, on a m(E−1) = m(E).

Démonstration.
Soit m

′ une mesure sur (G,BG) définie par m
′
(E) = m(−E), où m est

une mesure de Haar de G et E ensemble Borélien sur le groupe G, alors m
′

est une mesure de Haar. En effet :

∀x ∈ G, E ∈ G, m
′
(E+x) = m(−E+x) = m(−E), car m est une mesure

de Haar, alors m est invariante par translation.
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Donc : m
′
(E+x) = m(−E) = m

′
(E). Il en résulte que m

′ est aussi invariante
par translation.
m est une mesure finie sur les compacts, alors m

′ l’on est aussi.
Alors m est unique à constante prés, donc ∃λ, tel que m

′
(E) = λm(E),

ie m(−E) = m(E), ∀E ∈ BG.
En particulier si : −E = E, on a λ = 1. Donc m

′
(E) = m(E) et par suite

m(−E) = m(E). �

3.2 Convolution
Définition 2. Soit G un groupe LCA et m sa mesure de Haar. Soient f , g
deux fonctions de L1

m(G). On appelle convolution de f et g la fonction notée
f ∗ g , définie pour x ∈ G, par

(f ∗ g)(x) =

∫
G

f(x− y)g(y)m(dy).

quand cela a un sens ie
∫

G
|f(x − y)g(y)|m(dy) < ∞, ce que l’on supposera

dans ce qui suit.

Propriété 1
La convolution est commutative :

∀f , g ∈ L1(G) et x ∈ G, (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x)

Démonstration.
On a (f ∗ g)(x) =

∫
G

f(x − y)g(y)m(dy). Soit le changement de variable
z = x− y. Nous avons dz = −dy ie dy = −dz. Donc

(f ∗ g)(x) =

∫
G

f(x− y)g(y)m(dy) =

∫
G

f(z)g(x− z)m(−dz).

Comme m(−dz) = m(dz), d’aprés la propriété ci-dessus, nous avons
donc :

(f ∗ g)(x) =

∫
G

f(z)g(x− z)m(dz)

Comme par définition

(g ∗ f)(x) =

∫
G

f(z)g(x− z)m(dz),
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nous avons donc (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x) et la propriété est démontrée. �

Propriété 2
La convolution est associative :

∀f , g, h ∈ L1(G) et x ∈ G, ((f ∗ g) ∗ h)(x) = (f ∗ (g ∗ h))(x),
en supposant que le produit de convolution f ∗ (g ∗ h) a un sens.

Démonstration.
On a :

(f∗(g∗h))(x) =

∫
G

f(x−z)(g∗h)(z)m(dz) =

∫
G

∫
G

f(x−z)g(z−y)h(y)m(dy)m(dz).

En appliquant Fubini, on a :∫
G

∫
G

f(x−z)g(z−y)h(y)m(dy)m(dz) = [

∫
G

f(x−z)[

∫
G

g(z−y)h(y)m(dy)]m(dz)].

Soit le changement de variable : t = z − y. Nous avons : m(dt) = m(dz).
Donc :

[

∫
G

f(x− z)[

∫
G

g(z − y)h(y)m(dy)]m(dz)] = [

∫
G

f(x− t− y)[

∫
G

g(t)h(y)m(dy)]m(dt)]

=

∫
G

f((x− y)− t)g(t)m(dt)

∫
G

h(y)m(dy).

Par définition, on a∫
G

f((x− y)− t)g(t)m(dt)

∫
G

h(y)m(dy) =

∫
G

(f ∗ g)(x− y)h(y)m(dy)

= ((f ∗ g) ∗ h)(x),

nous avons donc (f ∗(g∗h))(x) = ((f ∗g)∗h)(x) et la propriété est démontrée.
�

Propriété 3
Si ∀f , g ∈ L1(G) et ∀x ∈ G,

∫
G
|f(x− y)g(y)|m(dy) < ∞, alors

||f ∗ g||1 ≤ ||f ||1.||g||1.

Démonstration. On a :

||f ∗ g||1 =

∫
G

|f ∗ g|dm =

∫
G

|(f ∗ g)(x)|m(dx)
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Par définition, on a :∫
G

|(f ∗ g)(x)|m(dx) =

∫
G

[|
∫

G

f(x− y)g(y)m(dy)|]m(dx)

≤
∫

G

∫
G

|f(x− y)g(y)|m(dy)m(dx)

=

∫
G

∫
G

|f(x− y)||g(y)|m(dy)m(dx)

En appliquant Fubini, on a :∫
G

∫
G

|f(x− y)||g(y)|m(dy)m(dx) =

∫
G

|g(y)|
∫

G

|f(x− y)|m(dx)m(dy)

=

∫
G

|g(y)|m(dy)

∫
G

|f(x− y)|m(dx)

= ||f ||1||g||1.

�

3.3 Caractères
Définition 3. Soit G un groupe LCA noté additivement. On appelle carac-
tère sur G toute application continue γ : G −→ C, telle que :
(i) ∀s ∈ G, |γ(s)| = 1.
(ii) ∀s, t ∈ G, γ(s + t) = γ(s)γ(t) et γ(s− t) = γ(s)γ(t)−1.

Soit Γ, l’ensemble des caractères de G. Définissons sur Γ la somme de
deux caractères, en posant :

(γ1 + γ2)(s) = γ1(s)γ2(s), ∀γ1, γ2 ∈ Γ et s ∈ G.
Alors Γ muni de cette loi est un groupe abelien, appelé groupe dual de G.

Propriétés des caractères

Soit G groupe LCA et Γ groupe dual de G. Si γ ∈ Γ on note γ(x) = (x, γ),
pour x ∈ G, nous avons alors :
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Propriété 1

∀x, y ∈ G et γ ∈ Γ, (x + y, γ) = (x, γ)(y, γ)

Démonstration.
On a d’aprés la notation ci-dessus : (x + y, γ) = γ(x + y), ∀x, y ∈ G et
γ ∈ Γ, d’aprés la définition on a, γ(x + y) = γ(x)γ(y), comme γ(x) = (x, γ)
et γ(y) = (y, γ), alors :

(x + y, γ) = (x, γ)(y, γ)

�

Propriété 2

∀x ∈ G et γ1, γ2 ∈ Γ, (x, γ1 + γ2) = (x, γ1)(x, γ2)

Démonstration.
On a : (x, γ1 + γ2) = (γ1 + γ2)(x), ∀x ∈ G, γ1, γ2 ∈ Γ, en plus on a :
(γ1 + γ2)(x) = γ1(x)γ2(x) et comme γ1(x) = (x, γ1) et γ2(x) = (x, γ2), alors
il en résulte que (x, γ1 + γ2) = (x, γ1)(x, γ2)

�

Propriété 3
∀x ∈ G, γ ∈ Γ, (0, γ) = 1.

Démonstration.
On a : (0, γ) = (x− x, γ), ∀x ∈ G, d’autre part on a :

(x− x, γ) = γ(x− x) = γ(x)γ(x)−1 = 1, donc ∀x ∈ G, γ ∈ Γ, (0, γ) = 1.
�

Propriété 4
∀x ∈ G, γ ∈ Γ, (−x, γ) = (x, γ)

Démonstration.
On sait que : (−x, γ) = γ(−x) = −γ(x) = (x,−γ), d’autre part on a :

(−x, γ) = (0− x, γ) = γ(0)γ(−x) = γ(0)γ(x)−1 et d’aprés la propriété 3, on
a : γ(0)γ(x)−1 = 1.γ(x)−1 = (x, γ)−1, d’où : (−x, γ) = (x, γ). �
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3.4 Transformée de Fourier
Définition 4. ∀f ∈ L1(G), la fonction définie dans Γ, par :

f̂(γ) =

∫
G

f(x)(−x, γ)dx =

∫
G

f(x)γ(x)dx, ∀γ ∈ Γ

est appelée la transformée de Fourier de f .

Propriété
Soit f , g ∈ L1(G), γ ∈ Γ, alors on a la formule suivante,

f̂ ∗ g(γ) = f̂(γ)ĝ(γ)

Démonstration.
Par définition, on a :

f̂ ∗ g(γ) =

∫
G

(f ∗ g)(x)(−x, γ)dx =

∫
G

(f ∗ g)(x)γ(x)dx

=

∫
G

∫
G

f(x− y)g(y)γ(x)dxdy.

En appliquant Fubini, on a :∫
G

∫
G

f(x− y)g(y)γ(x)dxdy =

∫
G

g(y)dy

∫
G

f(x− y)γ(x)dx

=

∫
G

g(y)dy

∫
G

f(x− y)γ(−x)dx

Soit le changement de variable : t = x− y =⇒ x = t + y et dx = dt. Donc :

∫
G

g(y)dy

∫
G

f(x− y)γ(−x)dx =

∫
G

g(y)dy

∫
G

f(t)(−t− y, γ)dt

=

∫
G

g(y)dy

∫
G

f(t)γ(−t)γ(−y)dt

=

∫
G

g(y)γ(−y)dy

∫
G

f(t)γ(−t)dt

=

∫
G

f(t)γ(−t)dt

∫
G

g(y)γ(−y)dy

=

∫
G

f(t)γ(t)dt

∫
G

g(y)γ(y)dy

= f̂(γ)ĝ(γ)
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Donc : f̂ ∗ g(γ) = f̂(γ)ĝ(γ) �

Propsition 1. Dans le cas où G = R, les caractères de G sont les fonctions
t 7→ eiαt, où α est un nombre réel donné.

Dans le cas où G = Z, les caractères de G sont les fonctions t 7→ eint,
avec n ∈ Z.

Démonstration.
Soient G un groupe LCA additif et Γ est le groupe dual de G et soit γ

un caractère sur G défini par : γ(x) = (x, γ), ∀x ∈ G, γ ∈ Γ, posons G = R,
γ ∈ Γ, ∃δ > 0, tel que : ∫ δ

0

γ(t)dt = α 6= 0.

On a : αγ(x) = γ(x)
∫ δ

0
γ(t)dt.

D’aprés la première propriété des caractères on a : γ(x + t) = γ(x)γ(t)...(1)∫ δ

0

γ(x)γ(t)dt =

∫ δ

0

γ(x + t)dt.

Soit le changement de variable : v = x + t =⇒ t = v − x,
si t −→ 0, v −→ x et si : t −→ δ, v −→ δ + x. Donc∫ δ

0

γ(x + t)dt =

∫ δ+x

x

γ(v) dv,

γ est continue (par définition de γ), alors γ est dérrivable, donc elle est
indéfiniment dérrivale, car on sait que si une fonction une fois dérrivable,
alors elle est indéfiniment dérrivable et l’équation (1) est différentielle.
Soit γ

′ la derrivée continue de γ, alors on a :

γ(x + t)′ = (γ(x)γ(t))′ = γ(x)γ(t)′.

Pour t = 0, γ(0) = 1 (d’aprés la propriété 3). Donc γ′(x) = γ′(0)γ(x).
On pose A = γ′(0), alors γ′(x) = Aγ(x).
La solution de l’équation differentielle est : γ(x) = eiyx, ∀y ∈ R.

Si G = Z et γ ∈ Γ, alors (1, γ) = γ(1) = eiα, ∀α ∈ R.
De même pour (n, γ) = einα.
�
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Corollaire 1. : La transformation de Fourier correspondante à G = R est :

f̂(y) =

∫
R

f(x)e−iyxdx, ∀y ∈ R

Propsition 2 ( Formule d’inversion de Fourier). Soit f ∈ L1(R) une
fonction telle que f̂ ∈ L1(R), alors on a

f(x) =

∫
R

eiyxf̂(y)dy, ∀y ∈ R

Cette formule est appelée formule d’inversion de Fourier permet de passer f̂
à f .

3.5 Formule de Plancherel
Définition 5. Soit E un espace euclidien,<,> son produit scalaire. L’adjoint
d’un opérateur T : E −→ E est l’opérateur T ∗ défini par

∀x, y ∈ E, < T (x) , y >=< x , T ∗(y) >

Les propriétés de l’opérateur adjoint

Soit T ∗ l’adjoint de l’opérateur T . L’adjoint T ∗ a les propriétéss suivantes :

Propriété 1
T ∗ est linéaire.

Démonstration.
Montrons que :

(1) ∀α ∈ R, ∀x ∈ E, T ∗(αx) = αT ∗(x).
Par définition, on a : ∀x ∈ E et α ∈ R, < T (x) , αy >=< x , T ∗(αy) > .
Et < x , T ∗(αy) >= α < x , T ∗(y) >=< x , αT ∗(y) > .
Donc

T ∗(αx) = αT ∗(x).

Montrons que :
(2) ∀x, y ∈ E, T ∗(x + y) = T ∗(x) + T ∗(y).
Par définition, on a :
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∀x, y et y
′ ∈ E, < T (x) , y + y

′
>=< T (x) , y > + < T (x) , y

′
>=

< x , T ∗(y) > + < x , T ∗(y′) >.
D’autre part, on a : < T (x) , y + y

′
>=< x , T ∗(y + y′) >.

Donc : < T (x) , y+y
′
>=< x , T ∗(y+y′) >=< x , T ∗(y) > + < x , T ∗(y′) >.

D’où
T ∗(x + y) = T ∗(x) + T ∗(y).

�

Propriété 2
Soit T ∈ End(E), alors
T ∗ est une involution.

Démonstration.
Montrons que :

(T ∗)∗ = T.
Posons : T ∗ = V . Par définition, on a :
∀x, y ∈ E, < x, T (y) >=< T ∗(x), y >=< V (x), y >= < y, V (x) > =
< V ∗(y), x > = < x, V ∗(y) >=< x, (T ∗)∗(y) > et par conséquent :

(T ∗)∗ = T

�

Propriété 3
Soient T , T

′ ∈ E, alors (T ◦ T
′
)∗ = T

′∗ ◦ T ∗.

Démonstration.
Par définition, on a : ∀x, y ∈ E, < (T ◦T ′

)(x) , y >=< (T (T
′
(x)) , y >=

< T
′
(x) , T ∗(y) >=< x , T

′∗(T ∗(y)) > .
D’autre part on a : < (T ◦ T

′
)(x) , y >=< x , (T ◦ T

′
)∗(y) >.

Donc :< (T ◦ T
′
)(x) , y >=< x , (T ◦ T

′
)∗(y) >=< x , T

′∗(T ∗(y)) > . Donc

(T ◦ T
′
)∗ = T

′∗ ◦ T ∗.

�

Propriété 4
Considérons une base orthonormale B = {e1, ..., en} de l’espace hémitien
E,soit (x1, x2, ..., xn) et (y1, y2, ..., yn) les coordonnées de x et y dans cette
base. Désignons par A = (aij) la matrice de T relativement à cette base,
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alors la matrice de l’endomorphisme adjoint T ∗ de T est A∗ = Āt, avec
A∗ = bij, i, j = 1, ..., n.

Démonstration.
On a, par définition : < x, y >=

∑n
i=1 xiȳi.

Les coordonnées de T (x) sont donnés par

x′j =
n∑

i=1

xiaji et y′i =
n∑

i=1

yibji

D’où

< T (x), y >=
n∑

j=1

x′j ȳj =
n∑

j=1

n∑
i=1

xiajiȳj

< x, T ∗(y) >=
n∑

j=1

xj ȳ′j =
n∑

j=1

n∑
i=1

xj b̄jiȳi

Pour que ces deux nombres soient égaux, quels que soient x et y, il faut et il
suffit, que :

aji = b̄ij ou bij = āji,

ie que la matrice (bij) soit la transposée de la conjuguée de A.
Cette matrice se note A∗ et se nomme matrice adjointe de A.

A∗ = tĀ.

Ou on a :
< x, y >= txȳ

Donc

< Ax, y > = < x,A∗y >

⇐⇒ t(Ax)ȳ = tx(A∗y)

⇐⇒ tx tAȳ = txĀ∗ȳ

⇐⇒ tA = Ā∗

⇐⇒ A∗ = tĀ.

�
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Propsition 3 (Formule de Plancherel). Soit f ∈ L1(G)
⋂

L2(G), x ∈ G
et γ ∈ Γ, alors on a ∫

G

|f(x)|2dx =

∫
Γ

|f̂(γ)|2dγ

i.e.
||f ||2 = ||f̂ ||2

Démonstration. (Cf. [9] pour la démonstration.) �

Dans le cas où G est un groupe fini, nous consiérons L2(G) avec m = 1
|G| .

Rappelons qu’une famille de représentations T 1, T 2, ..., Tm forment un
système complet de représentations irréductibles, si :
- T 1, T 2, ..., Tm sont irréductibles et non Ãľquivalente deux à deux.
- Chaque représentation irréductible du groupe G est équivalente à une des
reprèsentations T 1, T 2, ..., Tm .

Nous avons alors :

Propsition 4 (Formule de Plancherel pour un groupe fini). On sup-
pose que l’espace vectoriel V est muni d’un produit scalaire et que les re-
présentations T k de degrés nk, k = 1, ...,m admettent (xk

ij(s)) comme une
représentation matricielle unitaires par rapport au produit scalaire de V.
Si T 1, T 2, ..., Tm forment un système complet de représentations, alors la
famille (ek

ij(s))i,j définie par ek
ij(s) =

√
nkx

k
ij(s), ∀s ∈ G, forme une base

orthonormale de L2
m(G) et on a la formule de Plancherel :

∀f ∈ L2
m(G), < f, f >=

m∑
k=1

nktr(T
k∗(f)T k(f))
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Démonstration.

D’aprés le théorème 6 de chapitre 2, on a : si la famille de représentations
T 1, T 2, ..., Tm forme un système complet du groupe G, alors les éléments des
matrices (xk

ij(s))i,j, k = 1, 2, ..., nm forment un système orthogonal complet,
donc ek

ij(s) =
√

nkx
k
ij(s) forme une base orthonormale dans L2(G), alors pour

toute fonction f dans L2(G) vérifie

< f, f >=
m∑

k=1

nk∑
j=1

| < f, ek
ij > |2

D’autre part on a : < f, ek
ij >=

√
nk < f, xk

ij >, on remplace < f, ek
ij > par

sa valeur dans < f, f >, on a :

< f, f >=
m∑

k=1

nk∑
i,j=1

nk| < f, xk
ij > |2

Soit T k∗(s) l’opérateur adjoint à T k(s) relativement au produit scalaire.
Posons

T k(f) = g(f(s)T k∗(s)) =
1

|G|

|G|∑
k=1

f(s)T k∗(s), ∀s ∈ G

Les xk
ji(s) sont alors les éléments de la matrice de l’opérateur T k∗(s) relati-

vement à la base de T k(s), donc

tr(T k∗(s)T k(s)) =

nk∑
i,j=1

| < f, xk
ij > |2

On remplace tr(T k∗(s)T k(s)) par sa valeur dans la formule de < f, f >, on a

< f, f >=
m∑

k=1

nktr(T
k∗(s)T k(s)).

�

Remarques
(a) La fonction T k(f) de l’indice k définie ci-dessus est la transformée de

Fourier de la fonction f .
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(b) La formule < f, f >=
∑m

k=1

∑nk

j=1 | < f, ek
ij > |2 est l’égalité de Par-

ceval du groupe G.

Dans le cas d’un groupe fini G, si m est la mesure uniforme sur G, la
formule de Plancherel se simplifie et nous avons :

Propsition 5 (Formule de Plancherel pour un groupe fini.). Soit G
un groupe fini et m est la mesure uniforme sur G. Si f , g ∈ L2

m(G), alors∑
s∈G

f(s)g(s) =
1

|G|
∑

ρ

dρ tr(f̂(ρ)tĝ(ρ)),

où ρ parcourt l’ensemble des représentations de G et dρ le degré de ρ.
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Chapitre 4

Les chaines de Markov
Xn+1 = anXn + bnXn−1

4.1 Application de la formule de Plancherel

Soit (E, E) un espace mesurable et P(E) l’ensemble des lois de probabi-
lités sur E. On définit une norme sur E, en posant pour µ ∈ P(E),

||µ|| = sup
A∈E

|µ|(A)

où |µ| est la variation totale de µ.

Dans le cas particulier d’un groupe fini G, si P est une loi sur G, nous
avons

||P || =
∑

s

P (s)

La distance associée à cette norme est appelée la distance de variation. Donc
P(G) devient un espace normé. Toutes les normes sur P(E) sont équivalentes
et la distance de variation est choisie en raison de ses intérprétations en Cal-
cul de Probabilités.

Soit P une loi de probabilité sur le groupe fini G et U la loi uniforme sur
G. La définition de ‖.‖ sur l’ensemble des lois permet de comparer ces deux
lois i.e. de dire si ces deux lois sont proches (se ressemblent) ou éloignées
(différentes), en considérant leur distance de variation i.e.
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||P − U || = max
A⊂G

|P (A)− U(A) =
1

2

∑
s∈G

|P (s)− 1

|G|
|.

Lemme 1 (Lemme de la borne supérieure, Diaconis(1984)). Soit G
un groupe fini, P une probabilité et U la loi uniforme sur G, alors on a

||P − U ||2 ≤ 1

4

∑
ρ

n tr(P̂ (ρ)tP̂ (ρ)),

où la somme est etendue sur toutes les représentations irréductibles non-
triviale ρ du groupe G.

Démonstration.

On a

||P − U || = 1

2

∑
s∈G

|P (s)− U(s)|.

Donc

4||P − U ||2 = (
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|)2

= (
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|)(
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|).

et d’aprés linégalité de Cauchy-schwartz, on a :

(
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|)2 ≤ (
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|2)(
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|2)

D’autre part on a : 0 ≤ |P (s)− U(s)| ≤ 1, alors∑
s∈G

|P (s)− U(s)|2 ≤
∑
s∈G

1 = |G|

Donc :
(
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|)2 ≤ |G|
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|2
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D’aprés la formule de Plancherel, on a

|G|
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|2 = |G| 1

|G|
∑

ρ

n tr( ̂(P − U)(ρ)t ̂(P − U)(ρ))

=
∑

ρ

n tr( ̂(P − U)(ρ)t ̂(P − U)(ρ))

=
∑

ρ

n tr(((P̂ (ρ)− Û(ρ))t(P̂ (ρ)− Û(ρ))).

Comme on a, si ρ est une représentation triviale alors P̂ (ρ) = 1 et si ρ est
non-triviale Û(ρ) = 0, alors :

(
∑
s∈G

|P (s)− U(s)|)2 ≤
∑

ρ

n tr(P̂ (ρ)tP̂ (ρ)).

D’où
||P − U ||2 ≤ 1

4

∑
ρ

n tr(P̂ (ρ)tP̂ (ρ)).

�

4.2 Les chaînes de Markov Xn+1 = anXn+bn(mod p)

Les ordinateurs produisent souvent des nombres pseudo-aléatoire utilisant
des recurrences, telles que Xn+1 = aXn + b(mod p), avec p un nombre entier
fixe (avec 231 − 1 et 232 étant des choix populaires) et les nombres entiers a
et b sont choisis de sorte que les réalisations de X0 = 0, X1, X2, ..., aient
certaines des propriétés de suites de nombres aléatoires. Cependant, l’ordre
de Xn est détérministe et presente une certaine régularité pour les grands
échantillons. Pour augmenter "l’aspect aléatoire", un ou plusieurs différents
générateurs sont souvent combinés.

Dans ce cadre, nous donnons quelques propriétés des chaînes de Markov
Xn+1 = anXn + bn(mod p), où les an et les bn sont des suites de variables
aléatoires indépendantes, exploitables dans ce sens.
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Le générateur du type Xn+1 = aXn(mod p)

Les premiers générateurs de nombres pseudo-aléatoires étaient du type
Xn+1 = aXn(mod p) à un taux constant (dire, 1000 fois par seconde), les
appels aux générateurs depend du temps d’éxecution de diverses étapes dans
le programme ayant pour résultat un multiplicateur aléatoire i.e a.Xn.

Le générateur du type Xn+1 = aXn + bn(mod p)

Nous considérons la chaine de markov (Xn)n sur Zp l’ensemble des en-
tiers modulo p définie par Xn+1 = aXn + bn(mod p), où (an) et (bn)n sont
des variables aléatoires indépendantes et de même loi. Notre but de base sera
d’éstimer aussi précisement que nous pouvons le nombre n d’étapes requises,
si p est impair et b1, b2, b3, ..., sont indépendants avec la loi µ sur Zp, pour
que la suite de nombres produits soit distribuée uniformèment dans Zp . Pour
celà, si U est la loi uniforme, nous devons montrer que ‖Pn − U‖ est proche
de 0, si Pn est la loi de (Xn)n. Commençons par le cas où a = 1.

Théorème 1. Soit p un entier et soit (Xn)n la chaine de Markov définie par
Xn+1 = Xn + bn (mod p) d’espace des états le groupe Zp = Z/pZ avec n > 7,
n ≥ p2, où les bn sont des var i.i.d et de loi P tel que

P [0] = P [1] = P [−1] =
1

3
.

Alors il existe α

α =
8

9
π2

tel que :
||P ∗n − U || ≤ e

−αn
p2 .

Démonstration.

D’aprés l’hypothèse, on a : P (+1) = P (−1) = P (0) = 1
3
, la transformée

de Fourier associée à P est : P̂ (j) =
∑

k P (k)Qkj, avec Qkj = e2πjik/p, alors

P̂ (j) = P (1)e2πji/p + P (−1)e2πji(−1)/p + P (0)e2πji(0)/p,

donc
P̂ (j) =

1

3
(1 + e2πij/p + e−2πij/p)
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D’autre part on a :

1

3
(1 + e2πij/p + e−2πij/p) =

1

3
(1 + 2(

e2πij/p

2
+

e−2πij/p

2
) =

1

3
(1 + 2 cos

2πj

p
).

D’où :
P̂ (j) =

1

3
+

2

3
cos(

2πj

p
).

Soit P ∗n la mesure de convolution de P à n pas et d’aprés le lemme de la
borne supérieure, on a

||P ∗n − U ||2 ≤ 1

4

p−1∑
j=1

|P̂ ∗n(j)|2 =
1

4

p−1∑
j=1

P̂ 2n(j) =
1

4

p−1∑
j=1

(
1

3
+

2

3
cos

2πj

p
)2n

D’aure part, on a la formule de Marc Laurin pour f(x) = cos(x) est
donnée par :

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
x2

2!
f (2)(0) +

x3

3!
f (3)(0) +

x4

4!
f (4)(0) + ... +

xn

(n)!
f (n)(c).

Donc

cos(x) = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
cos(c).

Alors pour 0 ≤ x ≤ π
4

et 0 ≤ c < x, on a :

1− cos(x)− x2

2!
+

x4

4!
=

x6

6!
cos(c) > 0

Donc

1− cos x ≥ x2

2
− x4

4!
=

x2

2
(1− x2

12
) ≥ x2

3
.

On a aussi :

e−x = 1− x +
x2

2
e−c, o < c < x

Alors :

e−x − 1 + x =
x2

2
e−c > 0.
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Donc : 1− x ≤ e−x, alors :

1

3
+

2

3
cos(

2πj

p
) = 1− 2

3
(1− cos(

2πj

p
)) ≤ e−

2
3
(1−cos( 2πj

p
))

Et comme on a : 1− cos x ≥ x2

3
, alors :

1− cos(
2πj

p
) ≥ 1

3
(
2πj

p
)2 =

1

3

4π2j2

p2

Donc :
1− 2

3
(1− cos(

2πj

p
)) ≤ e

− 8
9

π2j2

p2 .

Posons : 8π2

9
= α

D’où :
1− 2

3
(1− cos(

2πj

p
)) ≤ e

−αj2

p2 .

Pour : π
4

< 2πj
p
≤ π

2
et p

8
≤ j ≤ p

4
, le terme général est majoré par :

(
1

3
+

2

3
cos(

2πj

p
))2n ≤ (

1

3
+

2

3
√

2
)2n,

alors :

p−1∑
j=1

(
1

3
+

2

3
cos

2πj

p
)2n ≤

p
8∑

j=1

e
−αj22n

p2 +

p−1∑
j= p

8

(
1

3
+

2

3
√

2
)2n

≤

p
8∑

j=1

e
−αj22n

p2 +
p

4
(
1

3
+

2

3
√

2
)2n

Posons n = γp2, avec γ > 1 et p2 > 7

p
8∑

j=1

e
−αj22n

p2 =

p
8∑

j=1

e−2αj2γ ≤

p
8∑

j=1

e−2αjγ

=
1

e2γα
.
1− ( 1

e2γα )
p
8

1− 1
e2γα

≤ 1

e2γα
≤ e−αγ.
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D’autre part, pour n est assez grand p
4
(1

3
+ 2

3
√

2
)2n → 0.

Donc

‖P ∗n − U‖ ≤ e−αγ

D’où le résultat chérché. �

Remarque
Le théorème répond à la question de départ, car il donne une estimation

de la distance de P ∗n à la loi uniforme. Cette distance devient petite quand
n est grand.

Théorème 2. Soit p un entier et soit (Xn)n la chaine de Markov définie par
Xn+1 = 2Xn + bn (mod p) d’espace des états le groupe Zp = Z/pZ, où les bn

sont des var i.i.d et de loi P tel que

P [1] = P [−1] =
1

2
.

Alors il existe 0 ≤ β < p, tel que :

‖P ∗n − U‖ =
(β + 1)[p− (β + 1)]

2np
.

Remarque

Danc ce cas aussi, le théorème répond à la question de départ et même
plus, car il donne un calcul exact de la distance de Pn à la loi uniforme. Cette
distance devient petite quand n est grand.
Pour n = log2 p + c(p), la distence de variation entre la loi de Xn ie P ∗n

et la loi uniforme U tend vers 0.

4.3 La chaine de Markov Xn+1 = anXn+bnXn−1(mod p)

Nous términons ce mémoire par le résultat de Diaconis sur la chaîne de
Markov Xn+1 = anXn + bnXn−1(mod p).

Théorème 3. Soient P1 et P2 deux probabilités sur Zp, P1 est choisie ar-
bitrairement et P2 n’est concentrée sur aucun sous-groupe de Z∗

p. Supposons
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que (a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn) sont iid pour P1×P2. Si P ∗n est la loi jointe
de (Xn, Xn−1), a et b deux constantes, alors on a

‖P ∗n − U × U‖ ≤ a e−bn/(p2 log p)

Démonstration. Pour établir ce résultat on a besoin de construire la
chaîne de Markov (Yn)n définie par Yn = (Xn, Xn−1) où Xn = anXn−1 +
bnXn−2(mod p). On suppose que p est impair. Nous ne montrerons pas ce
résultat. Nous faisons cependant les observations suivantes.

La chaîne de Markov (Yn)n sur Zp × Zp peut être ecrite sous la forme

Yn =

(
Xn

Xn−1

)
=

(
an bn

1 0

) (
Xn

Xn−1

)
= ... =

n∏
i=0

(
ai bi

1 0

) (
1
0

)
.

La chaîne de Markov (Yn)n est donc engendrée par une marche aléatoires
dans un sous-groupe de matrice de GL2(R). Un lemme équivalent au lemme
de la borne superieure (Cf p. 52) permet alors d’établir le théorème. La
démonstration comporte aussi l’introduction du plan projectif.

�

Remarques

(1) Si n >> p2 log p, la loi jointe P ∗n de Xn et Xn−1 est proche de la loi
uniforme sur Zp × Zp.

(2) Si n = (log p)k et k < 3, la loi P ∗n est proche de la loi uniforme.
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Conclusion

L’étude des chaînes de Markov Xn+1 = anXn + bn(mod p), a nécéssité
la mise en place de l’appareillage mathématique de l’Analyse de Fourier in-
dispensable pour la compréhension de la Formule de Plancherel. Cela nous
a pris beaucoup de temps et d’énérgie car necessitant les éléments sur les
représentations linéaires de groupe. Les résultats de cette étude, à partir des
travaux de Diaconis, sont quelques caractérisations de ces chaînes de Markov,
utiles dans la mise en place de générateurs de nombres aléatoires. Outre le
fait que l’étude de ces chaînes de Markov n’est pas achevée, les perspectives
qui en découlent sont de deux ordres :

(1) Selon Diaconis, la formule de Plancherel, peut être d’un apport inté-
réssant, pour étudier l’entropie de ces chaînes de Markov, et eventuellement
leur recurrence.

(2) Cela fait penser aussi que ces téchniques peuvent servir à caractériser
d’autres types de chaînes de Markov itératives.
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