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Introduction

L’étude de processus de Markov (X,,), engendrés par des produits de com-
position de fonctions aléatoires indépendantes (F,), est intensément étudié
ces derniéres années. Le modéle le plus simple de ce type de processus est
constitué par les marches aléatoires. La généralisation introduite par rapport
aux marches aléatoires tient dans le type de fonction Fj,. Ce qui est nouveau
depuis quelques années, c’est qu’en général ces fonctions F), ne sont pas li-
néaires et donc le modéle des marches aléatoires ne convient pas tout a fait.
Depuis les travaux de Furstehberg dans les années 80, de nombreux auteurs
se sont intéressés a ce type de Processus : Letac, Diaconis, Guivarc’h, Bou-
gerol, Mirek,..De nombreux traveaux sont consacrés chaque année a 1’étude
des propriétés de ce type de processus.

L’absence d'une théorie générale pour ce type de processus, fait qu’au
niveau des méthodes d’étude, un appareillage mathématique élaboré et varié
est nécéssaire. Furstenberg utilise des algébres et des groupes de Lie ; Diaconis
developpe 'analyse de Fourier ; Guivarc’h les opérateurs de Doeblin-Fortet ;
Mirek la théorie ergodique,...

Les problémes posés par I’étude de ces processus sont la rechérche de
conditions sur les F, pour assurer la convergence du processus itéré Fj o
F5--- 0 F,, ou de donner quelque caractérisation utile sur le comportement
assymptotique.

Nous nous intéressons au cas ou le processus itératif est produit par la
double recurrence X, 1 = a, X, + b, X,_1 et (X,), est a valeurs dans le
groupe Z/pZ. Cela nous a amené a rassembler les éléments de base sur les
marches aléatoires et I’Analyse de Fourier, a partir des ouvrages classiques :
Naimark et Stern, Serre et Rudin...La formule de Placherel apparait comme



TABLE DES MATIERES

un élément crucial. Dans le premier chapitre nous introduisons le modéle
général de marche aléatoire et les notions d’action de groupe sur un ensemble.
Le deuxiéme chapitre est consacré aux représentations linéaires d’ un groupe
fini. Dans le troisiéme chapitre nous nous interessons a la transformée de
Fourier et a la formule de Plancherel. Le quatriéme chapitre est consacré a
I’application de la formule de Plancherel a 1’étude des chaines de Markov
XnJrl = ap Xy + 0, X1



Chapitre 1

Marches aléatoires

1.1 Action d’un groupe sur un ensemble

Pour définir le modéle général d’une marche aléatoire, nous avons besoin
de définir I’action d’un groupe sur un ensemble.

Définition 1. Soient (G,.) un groupe d’élément neutre e et E un ensemble.
On dit que G opere dans E, si on a une application

p:GXxFE — FE
(9,7) —— @(g,2) =g*x

tel que :

1) Vg1, 2o € G,Vx € E, g1 * (g2 x ) = (g1.92) * .
2Q)Vx e E, exax =x.

3) Action fidéle : Soient E un ensemble et G un groupe agissant sur E. On
dit que laction de G sur E est fidéle si elle est injective.

4) Action transitive : On dit que G opeére transitivement sur E si : Vx,
ye E, dge G tel que : gxx=1y.
Et siVr,y € E,3! g € G tel que : g+ x =y, laction de G sur E est dite
simplement transitive.



1.1. ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Remarques
1) Orbites : La relation dg € G tel que : y = g x = est une relation d’équi-
valence sur F.
Les classes d’équivalences pour cette relation sont appelées de E suivants G
ou G-orbites de E.
L’orbite de z € E, sous 'action de G est O, = {y € F|dg € G,gxz = y}.
Donc G opére transitivement sur E s’il y a une seule orbite et dans ce cas
on dit que F sous 'action de G est un espace homogéne.

2) Si l’action de G sur E n’est pas transitive, on aura plusieurs orbites.
3) L’action de G sur chaque orbite est transitive.
Exemples
Exemple 1
Soit (G, .) un groupe et F = G. Définissons 'opération * en posant :
GxG — G

(91792) — g1 * g2 = g1.92.

Alors * est une action du groupe G sur lui-méme. En effet : Vg1, g2 et g € G,
Nnous avons

91 % (g2 % g) = g1 * (92.9) = g1-(92.9)
= 01.92.9 = (91.92).9 = (91.92) * g.
D’autre part Vg € G, g*xe = g.e = g.

L’action * est fidéle. En effet Vg, x et y € G, nous avons

R =gry<=gr=gy=—1r=g L.gy= (g_l.g).y =ecy=uy.

L’action * est transitive. En effet Vg;, g2 € G,dg € G tel que g * g1 = gs.
Nous avons, gy = ga % € = ga = go.g1:91 = G291 01 = g1 = G * ¢
(9=92.91").

Exemple 2
Soient E un espace vectoriel réel et GL(F) 'ensemble défini par

GL(E)={f:FE — E, f linéaire et bijective }.
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CHAPITRE 1. MARCHES ALEATOIRES

(GL(E),0) est un groupe non abélien. En effet,
i) Vf1, fa € GL(E), fio fa € GL(E), car :
f1, f2 sont linéaires bijectives (par définition de GL(E)) et fi o fo = fi(f2)
est aussi linéaire bijective i.e f; o fo € GL(E).

i) Vf € GL(E), foldg = f(Idg) = f et aussi Idg o f = f, alors Idg
est 'élément neutre de GL(E).

iii) Vf € GL(E), f bijective, donc f est inversible i.e 3f~1 € GL(E) tel
que: foft=f"tof=Idg.

Soit * l'opération dans £ définie par :
GxFE — FE
(fix) — [xz=[f(2)
Alors * définit une action du groupe GL(F) dans E.

En effet : Vf1, fo € G, Ve € E,
fux(faxa) = fix(f2(2) = filf2(2)) = (fro f2)(x) = (fro f2) xz.
De plus nous avons
Ve e E, Idgxx = Idg(z) = .

L’action * est fideéle. En effet Vf € G et Va,y € E, nous avons,
frx = fxy <= f(x) = f(y) = z =y, car f est injective ( f est bijective).

L’action * est transitive. En effet Vo, y € E,3f € G tel que : fxx =y.
Car on a : f bijective i.e : on a une seule solution qui vérifie que f(z) =y

etz = f"(y).
Donc : Vz,y € E,3f inversible € G tel que f *xx = y.

Exemple 3
Soit G groupe commutatif, dans G on a déja la translation 7,, a € G, 7,(g) =

g.a.
Considérons 'action de G sur lui-méme *, définie par

g:G — G
g1 —— g*g1=4gq.
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1.2. MODELE GENERAL D’UNE MARCHE ALEATOIRE DANS UN
GROUPE

Alors : % est une action de groupe G sur lui-méme. En effet :
Vg1, 92 et g € G, nous avons

g* (91 * 92) =g* (9192) = 9(9192)

= 99192 = (991)92 = (gg1) * go-
D’autre part Vg € G, gxe = ge = g.

L’action * est fidéle. En effet Vg, x et y € G, nous avons

grr=grxy<sgr=gy=z=g 'gy= (9 '9ly=cy=v.

L’action #* est transitive. En effet Vg1, 9, € G,3g (9 = g29; ") € G tel que :
gxg1=go, eneffet on a: gx g1 = go <= gg1 = g2 = g = gag; -

1.2 Modéele général d’une marche aléatoire dans
un groupe

Nous sommes en mesure de définir une marche aléatoire par I'action d’un
groupe sur un ensemble.

Définition 2. Soient (G,.) un groupe, (E,E) un ensemble mesurable et x
une action de G sur E. Soit (Yy,), une suite de variables aléatoires i.i.d de
loi p a valeurs dans G et Xy une variable aléatoire indépendante des Y, a
valeur dans E. On considére la marche aléatoire o gauche dans E, définie
par Xo et Vn >0, X, =Y, x X,,_1.

Si le groupe G est commutatif, la marche aléatoire a gauche et la marche
aléatoire & droite coinsident.

Propsition 1. Soit (G,.) un groupe discrét engendré par la famille dénom-
brable {g1, g2, ...}. Soit (Yy,), une suite de variable aléatoire a valeur dans G,
1.1.d telle que :

P(Y;=g;)>0,Vi>1.

les classes éssenteilles de la marche aléatoire (X,,),, définie ci-dessus sont les
orbites de G dans E.
En particulier (X,,), trréductible si l'action de G sur E est irréductible.

10



CHAPITRE 1. MARCHES ALEATOIRES

Démonstration. cf [G.LARABI- Mémoire de magister| [J

Propsition 2. Soient (G,.) un groupe topologique, (Yy,), une suite de v.a
i.i.d de loi p et (X,,)n la marche aléatoire dans G engendrée par (Y,), et .
laction naturelle de G sur lui-méme, alors le noyau P de la marche aléatoire
(Xn)n est définie par

P(g,A) = pu(g~'A), Vg € G, A € Be.

Démonstration. cf [K.TEDLOUT mémoire de master| [J

Cette formule généralise une formule de méme type pour les marches
aléatoires sur le groupe additif R (resp.Z), car si (X,,), est la marche aléatoire
dans le groupe R (resp.Z) engendrée par une suite de v.a (Y;,), i.i.d de loi p
et + l'action naturelle de R (resp.Z) sur lui-méme, alors (X,,), & pour noyau

P(z,A) = pu(A—x), Vr € Ret A € Bg.

11



1.2. MODELE GENERAL D’UNE MARCHE ALEATOIRE DANS UN
GROUPE
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Chapitre 2

Eléments sur les représentations
linéaires d’un groupe fini

Rappelons que si V est un espace vectoriel de dimension n sur C, I'en-
semble des applications linéaires bijectives de V' dans V' forme un groupe
appelé groupe linéaire de V', on le note par GL(V').

Si ey, ey, ..., €, est une base de V, le groupe GL(V') est isomorphe au groupe
GL,(C) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients dans C par 'iso-
morphisme,

[ (ay)
fles) = ajes,
j=1

I'élément a;; est placé en iéme ligne et jéme colonne. GL,(C) est un groupe
multiplicatif, en effet :

(i) VA, B € GL,(C), A.B € GL,(C).
Le fait que :
— A€ GL,(C), A est une matrice de [n,n| et detA # 0.
- B € GL,(C), B est une matrice de [n,n| et detB # 0.
Et d’autre part : det(A.B) = det(A).det(B) # 0.
D’ou : A.B € GL,(C) et la loi . est interne.

(ii) On sait que si: A € GL,(C), A est de [n,n] et le detA # 0 < A est
inversible.

Donc : VA € GL,(C),3JA™! € GL,(C) tel que :

13



AAT = ATTA =1,
Donc : (GL,(C),.) admet un élément neutre I,.

(iii) VA, B,C € GL,(C), (A.B).C = A.(B.C)
et par conséquent (GL,(C),.) est un groupe.

Définition 1. Soit V' un espace vectoriel complexe et (G,.) un groupe fini.
On appelle représentation linéaire du groupe G, tout homomorphisme p du

groupe (G,.) dans GL(V')
p: G — GL(V)

s — p(s)

tel que :
p(s.t) = p(s)p(t), Vs, t € G.

- 81V un espace vectoriel de dimension n et p une représentation linéaire
de G, on dit que p est une représentation de degré n.
-S1 V' est un espace vectoriel pour la représentation p, on dit que p est triviale
si, pour tout s € G, p(s) = Idy.

Propsition 1. Si p est une représentation linéaire du groupe (G, .), alors :
(1) p(e) = Id, avec e l’élément neutre de G et Id est l’élément neutre de
GL(V).

(2) p(s71) = (p(s))™!,Vs € G.

Démonstration.
(1) Ona: Vs € G, p(e) = p(s.s7") =
D’autre part : Vs € G, p(s) = p(e.s)
Donc : p(e) = Id.

p(s)p(s™).
= ple)p(s) = p(s)p(e).

(2) On a: Vs e G, p(s)p(s™!) = p(e) = Id, d’aprés 1.
De méme p(s~)p(s) = p(s~t.s) = p(e) = Id.
Donc p(s *)p(s) = pls)p(s ') = Id.

Et par suite p(s™!) = (p(s)) L.

U
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CHAPITRE 2. ELEMENTS SUR LES REPRESENTATIONS
LINEAIRES D’'UN GROUPE FINI

Exemples de représentations

(a)Somme directe de représentation
Soient G un groupe fini, p' et p? deux représentations linéaires des sous-
espaces vectoriels Vi et Vs, si V = Vi @ V;, Papplication ps : G — GL(V)
définie par :
ps(11 D) = (ps @ p2) (21 D 22) = ps(1) @ ps(2), Vs € G, Vay € Vi, 15 € V3
est une représentation linéaire de G. Si on choisit (e;); la base de V' associée
a la décomposition en somme directe i.e si (e );, la base de V; et (ey,);, la
base de V3, alors : e; = e;, @ e,,,
Soient : 74, les coefficients de la matrice Ry de la représentation p',
T, les coefficients de la matrice Ry de la représentation p?.
La matrice de p, R(s) est donnée par :

n n n
R(S) = E mljlejl () E Tizjgejz = E n-jej.
i=1

i1=1 i9=1

o= () aiy )

En effet :py = pi, @ p2y = pipt @ p2p} = (05 © p3)(pt @ p7) = pspr-

Donc

(b) La représentation réguliére
Si G est un groupe d’ordre n et V un espace vectoriel sur C de dimension
n de base indexée par les éléments de G notés (e;)ieq, ps I'application de V/
dans V, la représentation linéaire p est définie par : ps(e;) = eg.
En effet : Vs, h et t € G, pspl(er) = esne = ps(prler)) = pspnler).
La représentation p est appelée représentation réguliére de G .

(c) La représentation de permutation
Soit E un ensemble fini, a n éléments, par exemple E = {x, zs, ..., z, }, que
I'on peut identifier avec 'ensemble {1,2,....,n}.
Soit S, = {S : E — E, bijective}. S,, = est le groupe symétrique d’ordre
n, i.e. le groupe des permutations de {1, 2, ...,n}. Vérifions que (S, o) est un
groupe. Nous avons :

VYoi, 0o € S,. Par définition o, et o5 sont des bijections de F dans F
et donc oy 0 05 et g9 0 01 sont des bijections de E dans F, donc o; o 09,

15



2.1. SOUS-REPRESENTATIONS

op 001 € 5,.
Vo € S,, do! € S, (o est une bijection de F dans E), oo™ ! = g0~ ! =
o lo = Id.

Vo1, 09, et 03 € S, 010 (09 003) = (01 0 03) 0 03 = 010203.

Soit o € S, on note o par :

ou {o(1), 0(2),...,0(n)} est un nouvel ordre de {1,2,...,n}.

Pour z € E, s € S, on note sx = s(x).
Soit .S, le groupe de permutation de I’ensemble fini E et soit V' un espace
vectoriel de dimension n ayant la base (e.),cp indexée par les éléments de
E. Soit p la représentation linéaire du groupe S,,, définie par

ps: V. — V

€x FH— ps(ex)zesx-

En effet : Vs, t € S, et & € E, on a py(€s) = €sta = Psot(a) = Es(t(z)) =
ps(i) = ps(pilez)) = pspi(ex).

On dit que e4 transforme eg,.

La représentation p est appelée représentation de permutation associée a E.

2.1 Sous-représentations

Définition 2. Soit G un groupe fini et p une représentation de G. On dit
qu’un sous-espace vectoriel W de 1’ espace vectoriel V' est stable par G, si
pour tous x € W et s € G, psx € W (on dit aussi que W est invariant ).

Définition 3. Soient G groupe, W un sous-espace stable par G, la représe-
tation linéaire p*V definie par : pVx = pyx avec, s € G et x € W est appelée
sous-représentation de V.

Exemple
Soit p la représentation réguliere de G.

W={zeV,o=73 e}, avec (e); la base de V.
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CHAPITRE 2. ELEMENTS SUR LES REPRESENTATIONS
LINEAIRES D’'UN GROUPE FINI

Nous avons par définition de W et de la représentation reguliére p de V',
ps(@) = ps(Djeq 1) = Dreq Psler) =D e sty s fixé et t € G, st € G.
Donc : ), st = Y e €u € W (par définition de W) i.e py(x) € W.

Il en résulte que : W est un sous-espace stable par p;, Vs € G.
D’ou : p est une sous-représentation de V.

Rappelons que si W sous-espace vectoriel de V', le sous-espace W' est le
supplémentaire de Wsi V=W @ W', ie:
(1) Yz € V, 3 2,y uniques, tel que z € W,y € W et z = 2 + 3.
(2) WnW' = {0}.

Théoréme 1. Soit p: G — GL(V) une représentation linéaire de G dans V
et soit W sous-espace vectoriel de V' stable par G. Il existe un supplémentaire
WO de W dans V qui est stable par G.

Démonstration.

(a) Montrons I'exitence de W9 :
Soit W' un supplémentaire quelconque de W dans V', p le projecteur de V/
sur W parallelement a W', notons p° la moyenne des transformés de p par
les éléments de G, avec :

1 -
P’ = al Zptppt g
‘ ’ teG

Par hypothése on a : p applique V' dans W et p; représentation de W (p;
conserve W).

Donc : p° applique V dans W. En outre, si z € W, on a p; 'z € W, Vt € G,
puisque W est stable (par hypothése). Par conséquent, pout tout x € W, on
a:pp;tr = p;lx (p le projecteur de V sur W associé a la décomposition
V=W W), alors pypp; 'z = pip;ta = x et pz = x.

Ainsi, p¥ est un projecteur de V sur W, correspondant & un certain supplé-
mentaire W° de W dans V. En outre on a, Vs € G, pp° = p°ps.

17



2.2. LA REPRESENTATION IRREDUCTIBLE

En effet :
psp’pst = Z piop; )Py | ‘ Z pspepp; o3
teG teG
= g Z pspip(psp) = Z pstDPs
teG teG

D’ou : Pexistence de WP.

(b) Montrons que : W est stable :
Soit maintenant : x € W°, s € G, p°p,z = psp’x = 0 ie : p,x € WO
Dot : W0 est stable par G. [

2.2 La représentation irréductible

Définition 4. Une représentation p est wrréductible si ’espace vectoriel V ne
contient pas de sous-espaces stables par le groupe G différents de {0} et de
V. On dit que V' est irréductible ou simple.

Théoréme 2. Toute représentation est somme directe de repésentations ir-
réductibles.

Démonstration.

Soient p une représentation linéaire de 1’espace vectoriel V, W° un sous-
espace vectoriel supplémentaire de W et p’, p° sont les représentations li-
néaires des sous-espaces W et W9 .

On montre le théoréme utilisons la recurrence :

(1) Sidim(V) =0
Ona:V=Wa&W" (daprés le théoréme 1)
Comme : dim(V) = dim(W) + dim(W?)
Et : dim(V) = 0 & dim(W) + dim(W°) =0
Donc : dim(W) = dim(W?%) =0
Dot : p, p° famille vide de représentations irréductibles, car leurs espaces
de représentations W, W0 sont vides.
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CHAPITRE 2. ELEMENTS SUR LES REPRESENTATIONS
LINEAIRES D’'UN GROUPE FINI

Et : p somme directe de la famille vide des représentations irréductibles.

(2) Sidim(V)=n>1:
On a d’aprés le théoreme 1 : V = W & W avec : dim(W) < dim(V) et :
dim(W0) < dim(V).

Supposons que : p/ et pO sont des sommes directes des représentations
irréductibles, i.e :
p=p®..®p et =p .. 3.
Ona:p@p’ = p,@..0p,@0N...00 = p,ON...p,Ep° = 11®...Epn_1Dpn,
avec p; = p; @&p)eti=1,..,n.

Supposons que cette proposition est vraie jusqu’a (n — 1) on la démontre
pour n.
Posons p; @ ... ® pn_1 = p*, p* est somme directe des représentations irré-
ductibles.
D’autre part on a : p, = p, @ p? i.e p, est aussi somme directe des représen-
tations irréductibles .
Donc : p @ p° = p* @ p,,, et d’aprés hypotése de recurrence, on a une somime
directe des représentations irréductibles est irréductible, alors p* @ p,, est ir-
réductible, donc p' @ p° il en est aussi, i.e p somme directe de représentations
irréductibles.

i

2.3 La représentation induite
Classe a gauche modulo un sous-groupe

Définition 5. Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G et soit s € G,
sH [’ensemble des produits st, avec t € H. On dit que sH est la classe a
gauche modulo H contenant s.

Remarques
- Deux éléments s, s de G sont dits congrus modulo s'ils appartiennent

< N < . . _ / . < . .

a la méme classe & gauche, i.e : si s7's appartient & H. On écrit alors
/

s = s(mod.H).
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- L’ensemble des classes a gauche mod.H est noté G/H, c’est une parti-
tion de G.

-Si G a g éléments et H a h éléments, G/H a g/h ¢éléments, Uentier g/h
est l'indice de H dans G et se note (G : H).

-Si on choisit un élément de toute classe a gauche mod.H, on obtient une
partie R de G, appelée un systéme de représentants de G/H et Vs € G, s
s’écrit de fagon unique comme suit : s =rt, avecr € Ret t € H.

Notation

Soient GG un groupe fini et H un sous-groupe de GG, p une représentation
linéaire de GG dans 'espace vectoriel V' et py sa restriction & H. Soit W un
sous-espace vectoriel de V' stable par p;, t € H, 6 une représentation linéaire
de H dans W, si s € GG, 'espace vectoriel p;,JW ne dépend que de la classe a
gauche sH de s, en effet :
Vs € G, t € H, on a puW = p,pW = p,W, puisque W est stable par les
pr (pW =W ¥Vt € H). Si o est une classe & gauche mod.H, on peut donc
définir un sous-espace W, de V comme étant p;W pour tout s € o.

Définition 6. Soient G un groupe fini, V un espace vectoriel, on dit que la
représentation p de G dans V est induite par la représentation 0 de H dans
W si V est égal a la somme des W, (o € G/H) et si cette somme est une
somme directe, autrement dit st : V = @geq/uWs.

Propsition 2. Toute représentation irréductible de G est équivalente a l'une
des représentations induites corréspondantes de G.

Démonstration. Cf. [Serre|. O

2.4 Produit tensoriel de deux représentations

Définition 7. Soient Vi, Vy deux espaces vectoriels. On appelle produit ten-
soriel de Vi, Vo un espace vectoriel W muni d’une application :

o VixVog—W

(21, 22) — d(x1,22) = 1 @ X9
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tel que :

(1) &1 ® xo dépend linéairement de chacune des variables x1 et xs.

(2) Si (ei,) est une base de Vi et (e;,) est la base de Vs, la formule de produit
ei, ® e;, est une base de W.

- Donc si W = ¢(Vi x Vi), W est appelé produit tensoriel de Vi x Vy est noté
Vi@ Va.

Propriété

(1) dim(WW) = dim(V; ® V3) = dim(V}). dim(V3) (d’aprés la définition).

Définition 8. Soient : p' : G — GL(V}) et : p* : G — GL(V3) deux repré-
sentations d’un groupe G et soit (x1,xs) dans Vi @V et (p! @ p?) (21 @ 13) =
ps(a1) ® pi(2).

On définit l’élément ps, Vs € G de GL(V} @ V3) par :

ps: Vi x Vo — GL(V} @ V3)
(21, 2) — ps(T1 @ 22) = pi(a1) @ p2(22).

Par suite on a :

Donc :
pr@p2 Vi@V, — GL(V; @ V)
(1, 2) — (ps ® p2) (31 @ T2) = pi(z1) ® p2(w2),

ps €lément de GL(V; ® Vi) tel que : ps = pl @ p2.

Dot : ps(21 @ w2) = (py @ p3) (1 ® @2) = py(a1) @ p3(22).

ps une représentation linéaire de G dans Vi ® V5 appelée le produit tensoriel
des représentations des données (p, p?).
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Remarque
Soient : (e;,) une base de Vi, r;,;, la matrice de p! par rapport a cette base.
(ei,) une base de Vs, ry,;, la matrice de p? par rapport a cette base.

Donc : pi(ej,) = Do;, Tingi€iry P3(€j2) = D0 TingsCin-

On a: py(ej, @ej,) = (pi @ p2)(ej, @ ez) = piles,) @ pile,)
= (D2, Tan(8)en) @ (X2, Tinjp(8)ei) = Do (i (s)ei) @ (ri5(s)e,) =
Zz’l,i2 (riljl (3)'”2]'2 (5))(611 ® eiz)'

La matrice de p, est donc formée des (74,5, (5).74,4,(5)), on reconait 1a le
produit tensoriel des matrices de p! et p?.

2.5 Lemme de Schur

Définition 9. Deux représentations py, pa du groupe G dans les espaces V7,
Vo sont dites équivalentes s’il éxiste un opérateur linéaire f de Vi dans Vo qui
applique bijectivement Vi sur Vs, et satisfait a la condition :

fos=pif,¥sed
Cette équivalence est notée par p' ~ p?.

Lemme 1. Soit p' : G — GL(V}) et p* : G — GL(V,) deux représen-
tations irréductibles du groupe G et soit f un opérateur de Vi dans Vy qui
satisfait & la condition : p>f = fpl pour tout s € G.

Alors : ou bien f applique bijectivement Vy sur Vy et donc p* ~ p* ou bien

f=0.

Démonstration.

Ona f: V), — Vi, posons W = f(1}), alors W est un sous-espace de V5.
D’autre part : Vy € W, 3z € V] tel que : f(z) =y, alors

py = p2f(z) = f(plr) et comme p! est la représentation de G dans Vi,
donc f(plz) e f(Vi) =W Vs € G,z € Vi, dou: p?f(z) € W.
Il en résulte que W est invariant par p?, mais p? est une représentation
irréductible, i.e W = {0} ou W = V5.
Dans le premier cas i.e W = {0}, f =0, car on a f(V;) = W = {0}, alors
Vo € Vi, f(x) =0, donc f =0
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Considérons le cas ou W = V5 : f applique V; sur V5. Démontrons que f est
bijectif.
Posons W' =ker f = {z : f(z) =0},ona Ve € W', f(z) = 0 et pf(z) =
f(ptz) = p?0 = 0, donc plx € W', il en résulte que ker f est invariant.
Et comme p? est une représentation irréductible, alors ker f = {0} ou
ker f =V}, mais V5, = W, donc ker f = {0}.
D’autre part on a : dim f(V}) = dim(Imf) = dim V5 et dim(ker f) = 0, d’ou
f est bijectif et Vo = W @ ker f.

O

Lemme 2. Soit p une représentation irréductible de dimenssion finie du
groupe G dans Uespace V. Alors chaque opérateur linéaire f dans Uespace V
qui est permutable & tous les opérateurs p,, s € G, est de la forme f = \.Idy,
ol \ est un nombre.

Démonstration.

D’aprés lemme 1 on a : f ps = psf , Vs € G.
puisque f  est un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie, il
posséde au moins une valeur propre A.
Posons f = f — A.Idy, alors f n’est pas une bijection sur V.
D’autre part on a, fps; = psf pour tous les s € G, i.e f satisfait a la condition
du lemme 1 pour p! ~ p?, V; = V. Puisque f n’est pas bijectif, on a donc
f=0ief —XIdy =0, f =\Idy. O

Corollaire 1. Soit h une application linéaire de Vi dans V5 et posons :

1 _
W= > (02 hol

se€G

Alors :

(1) Si p' et p* ne sont pas équivalentes, on a h® = 0.

(2) Si Vi =V, pt ~ p?, h° est une homothétie de rapport %tr(h),
avec n = dim(V}).

Démonstration.
On a p?h® = W}, Vt € G. En effet :

_ 1 _ _
(o7) 1h°p§=@2(p5) N(p2) " holpt
seG
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Z pspt 1 PsP

sEG

Z o) hpg = hP.
SEG’
Dot : (p?) " th%pl = RO ie : hop% = p?h®.
En appliquant lemme de Schur & f = h° pour f = 0, on a h’ = 0 et dans le
lemme 2, h° égal & un scalaire \.
D’autre part on a dans ce dérnier cas :

tr(h%) = |G|Zt7“ p)thpy) = tr(h).

seG

et comme tr(h°) = tr(X) = n.A, alors : nA = tr(h), ot : A = Lir(h).

En explicitant ce corollaire en supposant que p' et p? sont données sous
forme matricielle :

pt = (14,5,(5)), p2 = (rip;(s)) et h défini par une matrice (x;,;,) et de

méme h° est définie par (x 12“) On a par définition de h° :

z2z1 - |G| SezGrlwz x]2j1r]111(3)

O

Le membre de droite est une forme linéaire par rapport aux z;,j,, dans
le cas 1, cette forme s’annule pour tout systéme de valeurs des z,,;,, ses
coefficients sont donc nuls. D’otu :

Corollaire 2. D’aprés le cas 1, on a

|G| ZTZ2J2 T]lll( s)=0

seG

Et d’aprés le cas 2, on a

|G‘ E rlzjz $32]1rj1l1 E 1211 32]1$j2j1

Ji,j2 J17J2
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Démonstration.

On a d’aprés le cas 1 de corollaire 1 si p! n’est pas équivalente a p?,
R = 0 et comme (r;;,(s)) est la forme matricielle de p', (r:,5,(s)) est la
forme matricielle de p? et (z;,;,) est la matrice de h, alors :

|G‘ Z Tigjs (8 xmhrjm(s) =0,

seG

pour tout systéme de valeurs des xj,;,, ses coefficients sont nuls, donc

|G| Zrlzm TJ17»1 s) = 0.

seG
D’aprés le cas 2 de corollaire 1 on a :p! ~ p? h% = X et comme (2%, ;) est
la matrice de I'application linéaire h” alors ) ; = Ad,,, avec :
5 — 1, Siilzig
EE 07 si il 7£ ig

On a A = 1¢r(h) et comme tr(h) = Y 8,5, s, alors A = 2576, 5 25,5 et
comme

1221 = E :r22j2 11:32]17“3”1(8) = Aiyiy
SEG

Il en résulte que,

1221 - E :51231‘%2]1 ioiy — E Jeg1 ’Lzllxhjl‘

]1]2 J1]2
D’ou l'égalité. U

En égalant les coefficients des xj,;,, on obtient comme ci-dessus :

Corollaire 3. D’aprés le cas (2), on a

5 p - 1/”7 5111 = 12, J1 = Jo
| Tzwz ij 8) = =0y Goi1 — 0. sinon
seG ’
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Démonstration.

D’aprés le corollaire 2, on a :

—1
|G| E : x]2J1T12J2(3 Tj1l1 E 1211 J2]lxj2jl

$,J1,J2 ]1 2J2

Et comme les coefficients des z;,;, sont tous égals et on a d;,;,, 9,,;, soit égals
a 1 soit égals a 0, alors on obtient,

1
‘G‘ ZT12]2 TJ1Z1 (S) - 552'2116]'2]'1

1o s [ o sti=inj=i
n R0, sti# e #
O

2.6 Théorie des caractéres

2.6.1 Caractéres d’une représentation

Définition 10. Si p est une représentation du groupe G' on appelle caractére
de la représenation p Uapplication x définie par :

X,(s) = trace(p(s)),Vs € G

Définition 11. Soit G groupe fini, t et t deuz éléments du groupe G, t
est dit conjugué avec t s’il eviste s € G tel que t = sts™' et la relation
tRt <=t ett conjugués définit une relation d’équivalence sur G. Les classes
d’équivalences pour cette relation sont appelées classes de conjugaison.

Définition 12. Une fonction centrale d’un groupe G est une fonction définie
sur G a valeurs dans C constante sur les classes de conjugaison de G.

Propsition 3. Si x est le caractére d’une représentation p de degré n, on a :
(1) x,(st) = x,(ts) (x est dite fonction centrale).

2) x,(e) =n, avec e est l’élément neutre de G.

) Xplop? (S) - Xpl(s) + Xp2(5)'

) Xp(tst™h) = x,(s).

5) Xplep? (S) = Xpl(s)'Xp2(5>'

(
(3
(4
(
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Démonstration.
(1) On a : x,(st) = tr(p(st)).
Et - tr(p(st)) = tr(ps) = tr(pspe) = tr(pwps) = tr(ps) = Xo(ts).

(2) On a : p repésentation de degré n ie : la dimension de 'espace de
représentation V' du groupe G est égal a n.
D’autre part on a : si e est I’élément neutre de G, p(e) = Idy, donc :

Xo(e) = tr(pe) = tr(p(e)) = tr(ldy) = n.

(3) Soit R! la matrice de la représentation p' et R? la matrice de la
représentation p?, la représentation p' @ p? est donnée par :

X(s) = tr(R) = tr(Rg + RY) = tr(R}) + tr(R3) = xa(s) + xa(s).

(4) D’aprés (1), on a : x(uv) = x(vu), alors si on pose : u =ts, v =t !,
on a donc : x(tst™1) = x(t71ts) = x(s).

(5) Soient : 7;,;, la matrice de p', r;,;, la matrice de p?, on a :
X1(s) = irrii (5), X2(8) = LigTigi (5).

Xp1®p2(8) = t?”(p; ® pg) = E2'1,2'2742‘11'1 (S)Tiziz(s) = Y Tiriy (S)Zizriziz(s)
= tr(p'(s)tr(p*(s)) = X (s)-Xp2(s). O
2.6.2 Othogonalité des caractéres

Définition 13. Soit V' un espace vectoriel sur C, on appelle forme hérmi-
tienne sur V toute application

p:VxV — C
(z,y) — <az,y>=¢(,y)
tel que :
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(a) ¢ linéaire par rapport & la premiére variable i.e :
(i) Ve, y, 2 €V, oz +y,2) = ¢(z,2) + ¢y, 2).
(i) p(Az,y) = Ap(z,y).

(b) ¢ antilinéaire par rapport a la deuxiéme variable i.e :
(1)Va,y, 2 €V, oz, y+2) = p(z,y) + ¢(z,2).
(it) Vo, y €V, p(z,y) = p(y,z).
(1) VA € C, x, y € V, p(x, Ay) = Ap(2,y).

On dit que ¢ est positive si ¥Yx € V, p(x,x) > 0 et définie positive si ¢
est positive et Vr € V, p(z,x) =0 <= x = 0.
Un produit scalaire hérmitien sur V est une @ forme hérmitienne sur V.
définie psitive.

Soit L2(Q,A) = {f:Q — C, tel que: [, |f|* du < oo}

Propsition 4. Pour f et g € ]Li(Q,A) Uapplication

(f,g)—><f,g>=/9f§du

définit un produit scalaire sur ]LZ.

Démonstration.

Pour f et g € LZ(Q,A), montrons que < f , g > a toujours un sens.
L’inégalité de Holder assure que si p et ¢ sont conjugués (p.g = p + q), alors
si f€lPetgeld fg € L' Daprés cette inégalité si f € L7 et g € L2,
comme L2 est en dualité avec lui-méme, alors |fg| € L' et donc [ |fg|du

existe toujours et comme |fg| = \/fg.fg — \/fg.gf, donc |fg| < |fg|, dou
[ f g du existe toujours.

Montrons que < f, g > est une forme hérmitienne, définie positive :
(1) < f, g > est une forme hérmitienne :

(a) ¢ linéaire par rapport a la premiére variable B B
Vi g h €L, < f+g,h>= [(f+ghdu= [(fh+ gh) du =
hdu+ [ghdu=<f,h>+<g, h>.

(i)
Jf
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({)Vfgel, NeC,<Af,g>= [Afgdu=X[fgdu=X<f, g>.

(b) ¥ antilinéaire par rapport & la deuxiéme variable. Nous avons
H)Vf,ghel, <f,g+h>=[flg+h)du= [fgdu+ [ fhdu=
<f,g>+<f, h>

() Vf,gel2, <f,g>=[fgdu=[fgdu= [gf du=<g, f>.
(i) Vf,ge L, eC, < f,Ag>= [fAgdu= X[ fgdu=X<[, g>.

(2) On montre que < f , g > >0ie:Vfel:, <f, f>>0:
Ona< f, f>=[|f]*dp et comme |f|* > 0, alors [|f|* du > 0, d’ou
<f, f>>0.

(3) Il reste & montrer que : < f , g > définie positive, i.e :
<f, f>=0<«<= f=0, up.p. Il suftit de montrer que < f, f >=0=—=
f=0uppet f=0=<f, f>=0 upp.
() Onasi f=0=|f*=0,alors: [ |f*=0,dou < f, f>=0, up.p.

(ii)) Si < f, f >=0, on montre que f =0 :
On a: |f|? € L, |f|* > 0, supposons que |f]*> > 0, i.e: f # 0.
En particulier 3¢ > 0, tel que : p{x,|f]*(z) > e} > 0, 'inégalité de Tchebet-
chev associée pour f € ]Li, f>0,Ve >0,

[ fdu
Ve

Pour ¢ choisi, on a p{z, f(z) >/} = 0, mais d’aprés ce qu’on a supposé
(f > 0) on est arrivé a un résultat contradictoire, d’aprés I’hypothése on a
f>0,donc f=0, up.p.

Il en résulte que < f , g > pour f, g € L? définie un produit scalaire
dans 2. OJ

plz, fz) > Ve} <

Propsition 5. .2 muni de produit scalaire < . ,. > est un espace de Hilbet.
Démonstration.
On a ||.|| la norme associée au produit scalaire est la norme euclidienne,

ie|[fl|=<f, f>:VfeLletona<f, f>=[|f?du=]f|3 ie:
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la norme euclidienne coincide avec la ||.|| de L2, donc L? muni de produit
scalaire < f , g >, f, g € L? est un espace euclidien d’aprés Le Théoréme
de Fisher-Riesz, I est complet pour ||.||2 = ||.||.

Donc L2 muni de produit scalaire < . ,. > est un espace hérmitien complet

et donc IL? est un espace de Hilbert.
O

L’espace L2 (G)
Soit G groupe fini et L2(G) = {f : G — C, [ | f|* duu < oo}, pour

1
p(ds) = ar Vs € G,

d’aprés la formule de produit scalaire dans IL?, nous avons pour f, g € L*(G),

<t 9>= [ 15 gEIntds XL I |G|Zf

Remarquons que si x est un caractere sur G alors x € Li(G). De plus nous
avons

Théoréme 3. i) Si x est le caractére d’une représentation irréductible, on a :
< x,x >= 1 (autrement dit x est de longueur 1).

i) Six et X sont les caractéres de deux représentations irréductibles non
équivalentes, on a < x,x' >= 0 (autrement dit, x et X' sont orthogonaux)
Démonstration.

i) Soit p une représentation irréductible de caractére x et soit (r;;);; la
matrice de représentation p.

Ona: x(t)=>,ru(t), dou:

<X, X >=< Zrii,Zrﬁ >= ZZ < Tiiy T'jj >:Z < T, Tj5 >
i J (] i,

D’aprés le corollaire (3), on a < ry;,7j; >= 6;;/n, ot n est le degré de p.
Et comme les indices 7, 7 prennent chacun n valeurs et ¢ = j, donc :

<X, X >= (Zdij)/n:n/n: 1
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ii) Soient p, p deux représentations irréductibles non équivalentes des
caractéres x, x_ et soit (ri;)ij, (ry /)i les matrices de représentations p, p.
Donc

<X, X >= Z < T Ty >
,J

Et comme les indices i, j ont des valeurs différentes, alors d’aprés le

corollaire (3), d;» = 0. Donc :

< XaX/ >= 0.

g

Remarque
On appelle caractere wrréductible tout caractére de représentation irréduc-

tible.

Théoréme 4. Soit p une représentation linéaire de G dans [’espace vectoriel
V', @ le caractére irréductible de p, supposons que V' décompose en somme
directe des sous-espaces vectoriels des représentations irréductibles,

p:pl@...@pk.

Alors, si p/ est une représentation irréductible de caractére x, le nombre des
p' équivalentes a p? est égal au produit scalaire (p|x) =< @, x >.

Démonstration.

Soit x; le caractére de p?, d’aprés la proposition 1, si x; et y» deux carac-
téres des représentations p' et p?alors X g2 = X1 + X2 = X1 + X2, donc
on a

Y=X1+ .+ Xk

Bt <p,x>=<x1+ ..+ X, X >=< X1, X > +-o.F < X, X >
D’autre part on a d’aprés le théoréme 3

o 17 sl Xi = X
S XX == { 0, sinon

Et dans le cas ol x; = X, la représentation p' de caractére y; équivalente &
la représentation p/ de caractére y et a chaque fois qu’on a le résultat on a
la, valeur 1 pour I’équivalence, d’ott on peut compter le nombre de fois ou p*
équivalente a p/. [J
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Corollaire 4. Le nombre des p' équivalentes a p’ ne dépend pas de la dé-
composition choisie.

Démonstration.
Ona: <y, x >=<x1,X >+t < Xos X >
Et p' ~ p/ si et seulement si y = y;, i.e si ces deux représentations ont le
méme caractére donc I'équivalence dépend des équivalence entre les repré-
sentations et non pas de leurs décompositions. [

Corollaire 5. Deux représentations de méme caractére sont équivalentes.

Démonstration.

Le corollaire 1 montre que deux représentations de méme caractére contiennent
le méme nombre de fois toute représentation irréductible donnée, i.e si x et
X leurs caractéres, alors < y, x >= 1, d’aprés le théoréme 3 ces représenta-
tions sont irréductibles équivalentes et on a toute représentation irréductible
est une représentation, d’ou le résultat. [

Propsition 6. Si x1, X2, --- , Xn sont les différents caracteres irréductribles
du groupe G et si pt, p?, ..., p" désignent des représentations corréspon-
dantes, toute représentation p de caractére @ est égale a une somme directe
telle que :

p=mip" D ...0m,p", m; entier > 0.

et o =mix1 + ... +MpXn, alors < @, x; >=m;, aveci =1,...n.

Démonstration.

On a ¢ est le caractére de p, avec ¢ = myx1 + ... + My Xn, o0 a donc :
<@, Xi >=<MiX1 + o T M X, Xi >=<M1X1, Xi > T < MpXn, Xi >
=mp < X1, Xi >+ F My < Xy Xa >=My < X, Xo >=My, 0= 1,...,n.

O

Propsition 7. Soient x1, X2, -.- , Xn les caractéres des représentations ir-
réductibles p*, p*, ... , p" du groupe G, si ny, ng, ... , ny les degrés des
représentations p*, p?, ..., p", alors elles sont aussi les degrés de leurs ca-
racteres.
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Démonstration.

On a x1, X2, - , X les caractéres des p', p?, ..., p", alors x1(s) = x,1(s),
X2(8) = X,2(5), -, Xn(s) = x,n(5), Vs € G, on a par définition de caractére
de représentation, x,i(s) = tr(p'(s)), d’aprés 'hypothése on a : n; est le degré
de représentation de p, i.e si V; est I'espace de représentation de p?, n; est la
dimension de V; et comme x,i(e) = tr(p'(e)) = tr(Idy,) = n; (e est 'élément
neutre de G), donc n; = x,i(e) = xi(e).

O

2.6.3 Décomposition de la représentation réguliére

Propsition 8. Le caractére rg de la représentation réguliere p dans [’espace
vectoriel V' est donné par les formules :

{ |G|, sis=e
rg =

0, sinon
Démonstration.

On a p est la représentation réguliere de G, alors le degré de p est égal
au |G|.
Comme 7¢(s) = tr(p(s)), alors si s = e, tr(p(s)) = tr(p(e)) = tr(Idy) = |G|
et pour s # e, on a tr(ps) # |G|.
D’autre part on a si (e;)icq est la base de V| ps transforme e; en ey, i.e :
ps(er) = eg et si s # e, on a st # et, ce qui montre que les termes diagonaux
de la matrice ps sont nuls, en particulier on a tr(ps) = 0, d’ou rg(s) = 0. O

Corollaire 6. Chaque représentation irréductible p' est contenue dans la
représentation réguliere p un nombre de fois égal a son degré n;.

Démonstration.
Soit ; le caractére de p’ et rg est le caractére de p, d’aprés le théoréme
4, le nombre de représentations irréductibles est égal & < x;,r¢ >. Or, on a
1

<Xi,Tg >= @ in(S)Tg(S_l),
seG
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alors pour s = e,
1

1
< Xi,Tqg >= — xi(e)ra(e) = —|G|x;(e

= xi(e) = xp(e) =tr(p'(e)) = tr(Idy,) = n:.
U

2.6.4 Nombre des représentations irréductibles

Propsition 9. Soit f une fonction centrale sur le groupe G et soit p : G —
GL(V) une représentation linéaire de G. Soit py Uapplication linéaire de
l’espace vectoriel V' de dimension n dans lui-méme définie par la formule :

pr=>_ft)p.
teG

Si p est irréductible de degré n et de caractere x, py est une homotheétie de
rapport X donnée par :

A= %Zf(t)x(t) = % <X > (g=1GLx" =x7)

teG

Démonstration.

Ona:pr=73 .. f(t)p, alors

ptprps = D p fOpips =Y FW)ps s =D F(1)ps pus

teG teG teG
= Z f(t)psflpts - Z f(t)psflts-
teG teG

En posant u = s~ 'ts, t = sus ', onat € Get s € G, alors s 'ts € G, i.e

u € G, donc :
Z f(t)ps_lts - Z f(susil)pu

teG ueG

D’autre part on a f est centrale, i.e u = sus™!, alors

S flsus o = 3 Fw)pu = py.

ueG ueG
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Donc : p;tppps = py, il en résulte que pyps = pspy et d’aprés le lemme 2 on
a, ps est une homothétie A et tr(\) = Mr(Idy) = A.n
o a s tr(pr) = Xyec FOR () = Yrec FOX(E) = nh et

< fix>= §Zf<t>x<t>*.

teG
D’ou : ) 11
A= 3 RO = 0 (S O
teG 9 teG
= IAS i) =L < x>
e "
Ul

Propsition 10. Si H est [’espace vectoriel des fonctions centrales sur le
groupe G, les caractéres irréductibles x1, Xo,...,Xn des représentations de G,
appartiennent a H.

Démonstration.

D’aprés la proposition 9, on a

9

)‘:_<f7X*>7
n

alors :

n
<f,x >=—
g

D’aprés la définition de la forme hérmitienne on a : f et x dans le méme
espace vectoriel, donc I’espace vectoriel H des fonctions centrale est le méme
pour les caractéres irréductibles.

g

Théoréme 5. Les caractéres x1, X2,..-,Xn forment une base orthonormale
de H.
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Démonstration.

Le théoréme 3 montre que les y; forment un systéme orthonormal dans
H.

Il reste & montrer qu’ils engendrent H et pour cela il suffit de montrer
que tout élément de H orthogonal aux x; est nul. Or soit f un tel élément.

Pour toute représentation p de G, posons py = > .. f(t)p:. Puisque f
est orthogonale aux x;, la proposition 8 montre que p; est nul lorsque p est
irréductible, par décomposition en somme directe on en conclut que p; est
toujours nul (car on a un systéme orthonormal, i.e p n’est pas équivalente a
aucune représentation résultatante de la décomposition). Appliquons ceci a
la représentation réguliére et calculons le transformé du vecteur de base e;
par ps. On a :

prev =Y fpiler) =) f(t)er
teG te@
Comme py = 0, alors on a py e; = 0, la formule ci-dessus montre que f(¢) =0
(car pie; = e, #0), d’ou f = 0.
O

Définition 14. Une famille p', p?, ... , p™ de représentation de groupe G
s’appelle systéeme complet de représentation irréductible, si :

(a) les représentation p*, p*, ..., p™ sont irréductibles et non équivalentes
deux a deux.

(b) Chaque représentation irréductible du groupe G est équivalente & une des
représentations p*, p*, ..., p™.

Théoréme 6. Soit G un groupe fini et soient p*, p*, ... , p™ des représen-
tations linéaire de G. Si p*, p?, ..., p™ forment un systéeme complet de re-
présentations irréductibles du groupe G, alors les éléments matriciaux xfj(s),
k=1,...m,1, 7 =1,..,ng de toutes ces représentations forment un systeme
orthogonal complet dans L*(G).

Démonstration.

L’orthogonalité de ce systéme a été démontré dans le théoréme 3, alors il
reste & montrer que ce systéme est complet.
(CL.[1] pour la démontrer que le systéme est complet)

U
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Théoréme 7. Le nombre des représentations irréductibles de G (a isomor-
phisme prés) est égal au nombre des classes de G.

Démonstration.

Soient C1, Cs,...,C}, les différentes classes de G.

Dire qu'une fonction f sur G est centrale sur G équivaut a dire qu’elle est
constante sur chaque classe du G (par définition), elle est donc détérminée
par ses valeurs propres \; sur les classes C;, qu’elles peuvent étre choisies
arbitraurement, donc la dimension de 'espace de f est égal au nombre de
ses valeurs propres et comme ces dérniéres ont été choisies par rapport a les
classes de (G, alors le nombre des valeurs propres égal au nombre des classes
de G, d’ou la dimension de 'espace vectoriel H est égal a k.

D’autre part d’aprés le théoréme 5, cette dimension est égal au nombre des
représentations irréductibles du groupe G.

g
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Chapitre 3

Caractére d’un groupe,
Transformée de Fourier et
Formule de Plancherel

3.1 Mesure de Haar

Définition 1. Soit G groupe topologique localement compact et abelien, pour
abreger LCA. 1l existe une mesure m sur (G, Bg) unique a une constante mul-
tiplicative prés, invariante par translation et finie sur les compacts, appelée
mesure de Haar du groupe G.

(Cf. [9], pour la démonstration de 'existence et I'unicité de m).

Propriété

Soient G groupe additif et LCA et E ensemble Borélien dans le groupe
G. Si m la mesure de Haar sur G, alors m(—F) = m(E). Si G est un groupe
multiplicatif, on a m(E~') = m(E).

Démonstration.

Soit m’ une mesure sur (G, Bg) définie par m'(E) = m(—E), ot m est
une mesure de Haar de G et E ensemble Borélien sur le groupe G, alors m’
est une mesure de Haar. En effet :

Vo€ G, E € G, m(E+r)=m(—E+x) =m(—FE), car m est une mesure
de Haar, alors m est invariante par translation.
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Donc : m'(E+z) = m(—E) = m'(E). Il en résulte que m’ est aussi invariante
par translation.
m est une mesure finie sur les compacts, alors m’ 1'on est aussi.

Alors m est unique a constante prés, donc I\, tel que m'(E) = dm(E),
ie m(—FE) =m(FE), VE € Bg.
En particulier si : —F = E, on a A = 1. Donc m'(E) = m(E) et par suite
m(—E) =m(E). O

3.2 Convolution

Définition 2. Soit G un groupe LCA et m sa mesure de Haar. Soient f, g
deuz fonctions de L} (G). On appelle convolution de f et g la fonction notée

f*g , définie pour x € G, par
/ F(@ = 9)g(y)m(dy).

quand cela a un sens ie [, |f(x —y)g(y)|m(dy) < oo, ce que U'on supposera
dans ce qui suit.

Propriété 1
La convolution est commutative :

Vi, g e LY(G) et z € G, (f *g)(x) = (g [)(x)

Démonstration
On a (f xg)(z) = [, f(x —y)g(y)m(dy). Soit le changement de variable
z=x—. Nous avons dz = —dy ie dy = —dz. Donc

(F=9)e) = [ = namidn) = [ 1G)ale = (=),

Comme m(—dz) = m(dz), d’aprés la propriété ci-dessus, nous avons

donc :
_ / F(2)g(z — 2)ym(dz)
G

(g% f)(x /f gz — 2)m(dz),

Comme par définition
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nous avons donc (f * g)(x) = (g * f)(x) et la propriété est démontrée. [

Propriété 2
La convolution est associative :

Vf, g, he LYG) et x € G, ((f*g)xh)(z) =

en supposant que le produit de convolution f *

Démonstration.

Ona:

(f * (g h))(x),

(g h) a un sens.

(f+(g*h)) /fx 2)(gxh)(2)m(dz) //fx 2)g(z—y)h(y)m(dy)m(dz).

En appliquant Fubini, on a :

/G / F(a—2)g(z—y)h(y)m(dy)m(dz) = | /G fla—2)] /G 9(z—y)h(y)m(dy)}m(dz)].

Soit le changement de variable : t = z — y. Nous avons : m(dt) = m(dz).

Donc :

[ / fl@— =) /G 9z — )h(y)m(dy)lm(dz)

Par définition, on a

| 1@ =) = atomi@ | nwyman)

/ flo—t- / ()h()m(dy)]m(dt)]
| 1= = Dgtermiar) [ nwmin)

/G (f * 9)(@ — )h(y)m(dy)
((F % ) ) (a),

nous avons donc (f*(g*h))(z) = ((f*g)*h)(x) et la propriété est démontreée.

O
Propriété 3

SiVf, g€ LNG) et Vo € G, [,|f(x —y)g(y)Im(dy) < oo, alors

1 gl < A1 f1]a- gl

Démonstration. On a :

1 # gl =/G\f*9!dm =/G!(f*g)<:v)!m(dx)
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Par définition, on a :

/G ((f * g)(@)|m(dz) = £z — w)g(y)m(dy)[Im(dz)

T~

|f(z —y)g(y)|m(dy)m(dx)

|f(x = y)llg(y)Im(dy)m(dz)

A
S—
S—o

En appliquant Fubini, on a :
/G /G (@ - )llg(w)Im(dyym(dz) = / 19(0)] /G (& — y)lm(dz)m(dy)

- / 9(y)Im(dy) / (@ - y)m(dz)
G G
= 1 llglls.
]

3.3 Caractéres

Définition 3. Soit G un groupe LCA noté additivement. On appelle carac-
tere sur G toute application continue v : G — C, telle que :

(i) Vs € G, |v(s)| = 1.

(i) Vs, t € G, (s +1) = (s)7(t) et v(s —t) = v(s)v(t)"".

Soit I', 'ensemble des caractéres de . Définissons sur I' la somme de
deux caractéres, en posant :

(11 +72)(s) = 1(s)12(s), Vi, e €let s € G
Alors I muni de cette loi est un groupe abelien, appelé groupe dual de G.

Propriétés des caractéres
Soit G groupe LCA et I" groupe dual de G. Si~y € I' on note v(z) = (x,7),

pour x € (G, nous avons alors :
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Propriété 1
Ve,ye Getyel, (x+y,7) = (z,7)(y,7)

Démonstration.
On a d’aprés la notation ci-dessus : (z + y,7) = v(x + y), Vx, y € G et
v € I', d’aprés la définition on a, v(z + y) = v(x)y(y), comme y(z) = (z,7)
et v(y) = (y,7), alors :

(z+y,7) = (z,7)(y,7)

]
Propriété 2
VeeGety, el (z,1+%) = (x,n)(x,7)

Démonstration.
Ona: (z,7+7%) =M+ (x),VreG, v, €', en plus on a :
(71 +72)(@) = n(x)72(2) et comme 71 (x) = (z,71) et 12(z) = (x,72), alors
il en résulte que (x,v +72) = (2, 71)(x,72)

g

Propriété 3
Vee G, veT, (0,y) =1.

Démonstration.
Ona: (0,7) = (z —=x,7v), Vo € G, d’autre part on a :
(v —2,7) =7 —2) =y(x)y(x) " =1 dmcVr e G,y €T, (0,7) = 1.
O
Propriété 4
Ve, vel, (-z,7) = (z,7)

Démonstration.

On sait que : (—z,7) = y(—z) = —y(z) = (x, —v), d’autre part on a :
(—z,7) = (0—z,7) = v(0)y(—x) = v(0)y(x)~! et d’aprés la propriété 3, on
a:y(0)y(z)™ = Ly(z)™! = (z,7)7", dou: (
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3.4 Transformée de Fourier
Définition 4. Vf € LY(G), la fonction définie dans T, par :
:/f( xvdx—/f y(x)dz, ¥y €T
G

est appelée la transformée de Fourier de f.

Propriété
Soit f, g € LY(G), v € T, alors on a la formule suivante,

—

Frg(v) =f(130)

Démonstration.
Par définition, on a :

Fealn) = / (f * 9)(@) (—, 7)d = / (f * ) @)y (@)dz

://f:c— dxdy

En appliquant Fubini, on a :

/ / fla = y()dedy = /Gg(y)dy/Gf(x —y)y(x)de
Soit le changement de variable : t =x —y =z =t + y et dx = dt. Donc :

Ag(y)dyéf(x—y)v(—x)dx = / dy/f —t—y,7)d

/ )dy /G fOr(=t)v(=y)d
[ sturt=nas | son-o

= /Gf(t)v(—t)dt/ag(y)v(—y)dy
| 103 [ strta
9(7)
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—

Donc : f*g(y) = f(V)g(V) O

Propsition 1. Dans le cas o G = R, les caractéres de G sont les fonctions
t— e ou o est un nombre réel donné.

Dans le cas ott G = Z, les caractéres de G sont les fonctions t +— ™,
avecn € 2.

Démonstration.

Soient G un groupe LCA additif et ' est le groupe dual de G et soit ~
un caractére sur G défini par : y(x) = (z,7), Vo € G, v € ', posons G = R,
~vel, 36 > 0, tel que :

/67(t)dt =a#0.

5
On a : ay(z) =~(x) [, y(t)dt.
D’aprés la premiére propriété des caractéres on a : y(x +t) = y(x)y(t)...(1)

/0(S y(z)y(t)dt = /06 v(z + t)dt.

Soit le changement de variable : v =2+t =1t =v — x,
sit— 0, v—zetsi:t— 4§, v— 0+ x. Donc

/06 y(z +t)dt = /:Hy(v) dv,

v est continue (par définition de +), alors 7 est dérrivable, donc elle est
indéfiniment dérrivale, car on sait que si une fonction une fois dérrivable,
alors elle est indéfiniment dérrivable et I’équation (1) est différentielle.

Soit 4 la derrivée continue de =, alors on a :

Y@+ 1) = (y(@)y(1)" = y(x)y(t)"

Pour ¢t = 0, v(0) = 1 (d’aprés la propriété 3). Donc v/'(z) = +/(0)v(x).

On pose A =~/(0), alors 7/(x) = Ay(z).

La solution de I’équation differentielle est : v(x) = e%*, Vy € R.
SiG=7Zet~yel, alors (1,7) =v(1) = €, Va € R.

De méme pour (n,v) = ™.

U
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Corollaire 1. : La transformation de Fourier correspondante ¢ G = R est :
fo) = [ fa)e s, vy e
R

Propsition 2 ( Formule d’inversion de Fourier). Soit f € L'(R) une
fonction telle que f € LY(R), alors on a

flx) = /Reiyxf(y)dy, vy € R

Cette formule est appelée formule dinversion de Fourier permet de passerf

af.

3.5 Formule de Plancherel

Définition 5. Soit E' un espace euclidien,<,> son produit scalaire. L’adjoint
d’un opérateur T : E — E est l'opérateur T™ défini par

Ve, ye E, <T(x), y>=<x, T(y) >
Les propriétés de 'opérateur adjoint
Soit T* ’adjoint de 'opérateur T'. L’adjoint T* a les propriétéss suivantes :

Propriété 1
T™ est linéaire.

Démonstration.
Montrons que :
(1) Va e R, Vz € E, T*(ax) = aT*(x).
Par définition, ona : Ve € Eet a € R, <T(z) , ay >=<z, T*(ay) > .
Et <z, T"ay) >=a <z, T"(y) >=<z, aT*(y) >.
Donc
T*(ax) = oT*(x).

Montrons que :
(2)Vax,ye E, T*(z +y) =T*(z) + T*(y).
Par définition, on a :
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Vo, yety € B, <T(zx), y+y >=<T(z), y>+<T(x), 9y >=
<z, T(y)>+<z, TY) >.
D’autre part, ona: < T(x) , y+y >=<z, T*(y+9) >.
Donc: < T(x), y+y >=<z, T*(y+y) >=<z, T*(y) > + <z, T*{¥) >.
D’ou
T (x4y) =T (z) + T"(y).

O

Propriété 2
Soit T' € End(F), alors
T™* est une involution.

Démonstration.
Montrons que :
(T*)*=T.
Posons : T* = V. Par définition, on a :
Ve, y € B, < x,T(y) >=< T*(x),y >=< V(z),y >= <y,V(z)> =
<V*y),x>= <z, V*(y) >=<z,(T*)*(y) > et par conséquent :

(") =T

O
Propriété 3
Soient T, T" € E, alors (T o T')* = T* o T*.

Démonstration.

Par définition, on a: Vo, y € E, < (ToT )(z) , y >=< (T(T'(z)) , y >=
<T'(x), T*(y) >=<x, T*(T*(y)) > .
D’autre part on a: < (T o T )(z), y >=<xz, (ToT )*(y) >.
Donc :< (ToT)(z), y>=<xz, (ToT ) (y) >=< =z, T*(T*(y)) > . Donc

(ToT ) =T*oT
O
Propriété 4
Considérons une base orthonormale B = {ey,...,e,} de l'espace hémitien

Esoit (x1,9,...,2,) et (y1,Y2, ..., yn) les coordonnées de z et y dans cette
base. Désignons par A = (a;;) la matrice de T relativement & cette base,
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alors la matrice de I’endomorphisme adjoint 7% de T est A* = At avec
A =by,1,7=1,...,n.

]

Démonstration.
On a, par définition : < z,y >= > """ | ;7;.
Les coordonnées de T'(z) sont donnés par

n n
I 2 : [ E
Ij = TiQj; et Y, = ’ylbﬂ
i=1 i=1

D’ou

<T(x),y >= ZI;y_J = Z Zmiaﬁy_j
=1

=1 i=1

n n n
<z, T(y) >= Z%y; = szjbjigi

j=1 j=1 i=1
Pour que ces deux nombres soient égaux, quels que soient x et y, il faut et il
suffit, que :

aji = bij ou bij = a_ji,

ie que la matrice (b;;) soit la transposée de la conjuguée de A.
Cette matrice se note A* et se nomme matrice adjointe de A.

A* = tA.
Ouon a:
<zy>= ‘zy
Donc
<Axr,y> = <z A% >
— Y(Ax)y= "z(A*y)
— g lAy = "zA%y
= A= A*
= A*=1A
O
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Propsition 3 (Formule de Plancherel). Soit f € L}Y(G)L*(G), x € G
et vel, alors on a

| ir@ra = [ 17k

17112 = [I£1l2

Démonstration. (Cf. [9] pour la démonstration.) O

1.e.

Dans le cas ot G est un groupe fini, nous consiérons L?(G) avec m = ..

[€]
Rappelons qu'une famille de représentations 7%, 72, ..., T™ forment un
systéme complet de représentations irréductibles, si :
- T T2, ..., T™ sont irréductibles et non Alquivalente deux & deux.

- Chaque représentation irréductible du groupe G est équivalente a une des
représentations 10, T2, .., T™ .

Nous avons alors :

Propsition 4 (Formule de Plancherel pour un groupe fini). On sup-
pose que l'espace vectoriel V' est muni d’un produit scalaire et que les re-
présentations T* de degrés ni, k = 1,...,m admettent (zf,(s)) comme une
représentation matricielle unitaires par rapport au produit scalaire de V.
SiTY, T?, ..., T™ forment un systéme complet de représentations, alors la
famille (ef;(s));; définie par €};(s) = /nxxfi(s), Vs € G, forme une base
orthonormale de IL2,(G) et on a la formule de Plancherel :

VEELL(G), < f.f >=Y nptr(T* (£)TH(f))
k=1
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3.5, FORMULE DE PLANCHEREL

Démonstration.

D’aprés le théoréeme 6 de chapitre 2, on a : si la famille de représentations
T, T2, ..., T™ forme un systéme complet du groupe G, alors les éléments des
matrices (55(s))ij, k = 1,2, ..., ny,, forment un systéme orthogonal complet,
donc ef;(s) = /pxy;(s) forme une base orthonormale dans L?(G), alors pour
foute fonction [ dans L*(G) vérifie

m

<f.f >=Zi!<ﬁei§~>l2

k=1 j=1

D’autre part on a : < f, ew >= /n; < f,ar x;; >, on remplace < f,e > par
sa valeur dans < f, f >, on a :

< f f>= Zan|<f, > |7

k=11,5=1

Soit T (s) 'opérateur adjoint & T%(s) relativement au produit scalaire.

Posons
|G|

T(f) = g(f(s)T* (s) |G,Zf S)T" (s), Vs € G

Les x%(s) sont alors les éléments de la matrice de opérateur T (s) relati-
vement & la base de T%(s), donc

ng

tr(T¥ ()T (s) = Y | < foaty >

i,j=1

On remplace tr(T*"(s)T*(s)) par sa valeur dans la formule de < f, f >, on a

< f,f>= antr(Tk*(s)Tk(s)).

U

Remarques
(a) La fonction T%(f) de I'indice k définie ci-dessus est la transformée de
Fourier de la fonction f.
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CHAPITRE 3. CARACTERE D’UN GROUPE, TRANSFORMEE DE
FOURIER ET FORMULE DE PLANCHEREL

b) La formule < f, f >= Y77 S " | < f,ek > |? est I’égalité de Par-
k=1 7=1 1]
ceval du groupe G.

Dans le cas d’un groupe fini GG, si m est la mesure uniforme sur G, la
formule de Plancherel se simplifie et nous avons :

Propsition 5 (Formule de Plancherel pour un groupe fini.). Soit G
un groupe fini et m est la mesure uniforme sur G. Si f, g € L2,(G), alors

> H996) = 1 Sy (70300

seG

ot p parcourt l'ensemble des représentations de G' et d, le degré de p.
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Chapitre 4

Les chaines de Markov
Xpg1 = anXn + bp Xy

4.1 Application de la formule de Plancherel

Soit (E, &) un espace mesurable et P(E) 'ensemble des lois de probabi-
lités sur £. On définit une norme sur F, en posant pour p € P(E),

||| = sup [u](A)
Aeg
ou |p| est la variation totale de p.

Dans le cas particulier d'un groupe fini G, si P est une loi sur GG, nous
avons
[P =Y P(s)
S

La distance associée a cette norme est appelée la distance de variation. Donc
P(G) devient un espace normé. Toutes les normes sur P(FE) sont équivalentes
et la distance de variation est choisie en raison de ses intérprétations en Cal-
cul de Probabilités.

Soit P une loi de probabilité sur le groupe fini G' et U la loi uniforme sur
G. La définition de ||.|| sur 'ensemble des lois permet de comparer ces deux
lois i.e. de dire si ces deux lois sont proches (se ressemblent) ou éloignées
(différentes), en considérant leur distance de variation i.e.

93



4.1. APPLICATION DE LA FORMULE DE PLANCHEREL

1 1
1P = Ul =g P() - U ) = 5 3 1P6) =

Lemme 1 (Lemme de la borne supérieure, Diaconis(1984)). Soit G
un groupe fini, P une probabilité et U la loi uniforme sur G, alors on a

1P = UIP < 3 3" n r(P(0) Pl0),

ot la somme est etendue sur toutes les représentations irréductibles non-
triviale p du groupe G.

Démonstration.
On a
1
|P—Ul| = 52 |P(s) = U(s)].
seG
Donc

4P =UIP = () IP(s) = Uls))

seG
= O_IP(s) = U(s)NQ_|P(s) = U(s))).
seG seG

et d’aprés linégalité de Cauchy-schwartz, on a :

(D_IP(s) = Us))* < Q_1P(s) =Us)P)Q_ 1P(s) = U(s))

seG seG seEG

D’autre part on a : 0 < |P(s) — U(s)| < 1, alors

D IP(s)=U(s)P <)y 1=]q

seG seEG

Donc :

O IP(s) = Us))? < |G [P(s) — Us)P?

seG seG
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CHAPITRE 4. LES CHAINES DE MARKOV Xy = AvXn + By Xn_1

D’aprés la formule de Plancherel, on a

GIY_1P(s) ~Us)P = |G||—Cl;| S 0 tr((P=0)(p)'(P = U)(p)

seG

= Z n tr((P/—\U)(p)tm)

= S ntr(((P(p) — Up)(P(p) — U(p))-

Comme on a, si p est une représentation triviale alors P(p) =1 et si pest
non-triviale U(p) = 0, alors :

(D_IP(s) = U(s))* < Y tr(P(p) P(p)).

se€G

D’ou

1P = UIP < 30 tr(P(p) Plp).

i

4.2 Les chaines de Markov X,,.1 = a, X,,+b,(mod p)

Les ordinateurs produisent souvent des nombres pseudo-aléatoire utilisant
des recurrences, telles que X, 11 = aX,, + b(mod p), avec p un nombre entier
fixe (avec 23! — 1 et 232 étant des choix populaires) et les nombres entiers a
et b sont choisis de sorte que les réalisations de Xy = 0, X, X, ..., aient
certaines des propriétés de suites de nombres aléatoires. Cependant, 'ordre
de X,, est détérministe et presente une certaine régularité pour les grands
échantillons. Pour augmenter "l’aspect aléatoire", un ou plusieurs différents
générateurs sont souvent combinés.

Dans ce cadre, nous donnons quelques propriétés des chaines de Markov
Xni1 = ap X, + by(mod p), ou les a, et les b, sont des suites de variables
aléatoires indépendantes, exploitables dans ce sens.
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4.2. LES CHAINES DE MARKOV X1 = AxXy + By(MOD P)

Le générateur du type X, ;1 = aX,(mod p)

Les premiers générateurs de nombres pseudo-aléatoires étaient du type
Xyt1 = aX,(mod p) & un taux constant (dire, 1000 fois par seconde), les
appels aux générateurs depend du temps d’éxecution de diverses étapes dans
le programme ayant pour résultat un multiplicateur aléatoire i.e a..X,,.

Le générateur du type X, 1 = aX,, + b,(mod p)

Nous considérons la chaine de markov (X,,), sur Z, 'ensemble des en-
tiers modulo p définie par X, 11 = aX,, + b,(mod p), ou (a,) et (b,), sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Notre but de base sera
d’éstimer aussi précisement que nous pouvons le nombre n d’étapes requises,
si p est impair et by, by, bs, ..., sont indépendants avec la loi p sur Z,, pour
que la suite de nombres produits soit distribuée uniformément dans Z, . Pour
cela, si U est la loi uniforme, nous devons montrer que || P, — U|| est proche
de 0, si P, est la loi de (X,,),. Commengons par le cas ot a = 1.

Théoréme 1. Soit p un entier et soit (X,,), la chaine de Markov définie par
Xyt1 = X+ b, (mod p) d’espace des états le groupe Z, = Z/pZ avecn > 7,
n > p?, ot les b, sont des var i.i.d et de loi P tel que

Alors il existe o

tel que :

an

1P =Ul<e .

Démonstration.

D’aprés I'hypothése, on a : P(+1) = P(—1) = P(0) = g, la transformée
de Fourier associée a P est : P(j) = 32, P(k)Q, avec QM = e*™¥#/P_alors

P(j) = P)P 4 P(=1)e™ DI 4 p(0)e O,

donc

~

1 ’ .
P(j) = (L4 e*/m 4 e72miln)
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CHAPITRE 4. LES CHAINES DE MARKOV Xy = AvXn + By Xn_1

D’autre part on a :

1 y y 1 e/ e=2mii/p 1 217
(1 4?9/ e72m/Py = Z(1 42 = —(1+2cos —=).
3( +e +e ) 3( + 2( st ) 3( + 2 cos p )
D’ou : - 5
P(j) = 5 + 5 c0s(= )

Soit P*" la mesure de convolution de P a n pas et d’aprés le lemme de la
borne supérieure, on a

—_

p— .
1 2 2
(§ +Zcos

)2n
— 3 P

*n 2 1 — D*N [ 2\ |2 1 — D21 [ - 1
[P = U] SZZUD ()l :ZZP (J):Z
=1 =1

<
Il

D’aure part, on a la formule de Marc Laurin pour f(x) = cos(z) est
donnée par :

z? x3 z! x"
f@%=ﬂ®+wf®%+afm@%+§f®@%+@fwm%%~+aﬁﬂm@)
Donc , .y .

cos(z) =1— % + % - % cos(c)

Alors pour 0 <z < Zet0<c<uwz,ona:

2zt S

1—cos(x)—§+zzacos(c)>0
Done 2 4 2 2 2
x T T x x
1— > L _ T Iy T
cosrz 5 - =523
On a aussi :
22
e'=1—-as+4+—eo<c<uz
Alors :



4.2. LES CHAINES DE MARKOV X1 = AxXy + By(MOD P)

Donc : 1 —x <e % alors:
1 2 217 2 2mj mj
-+ —cos(ﬂ) =1-=(1- cos(ﬂ)) < ¢~ 3 (1=eos(55)
3 3 P 3 P
Et comme on a:1—cosz > %2, alors :
2 1,275 147252
1—cos()y > o(Fyr = 221
3 p 3 p?
Donc : ) 5 -
j _8n?j
1——=(1—cos(—)) <e ? ¢
S0 —cos(Z) < e
Posons : 8% =«
D’ou o
1—2(1—cos(Z)) < 7
p
Pour : § < % < get £ <5< E le terme général est majoré par
1 2 21, 1 2,
-+ —cos(—))" < (= + —=)",
alors :
L1 2 onj LI o S
—+—COS—2n —T+ - % \2n
- - j=t

P
~ et p 12 0,
< el 2

3 3 3
)

_aj®2n . .2 _ .
E e P2 — E e2o¢]'y§§:62a]'y
j=1 7j=1 J=1

1 \2
_ 1 1 - (62"/&)8
= o T
e 1— a
< <e .
= 2 =
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CHAPITRE 4. LES CHAINES DE MARKOV Xy = AvXn + By Xn_1

D’autre part, pour n est assez grand 2(3 + %)2” 0.
Donc

[P - U] < e

D’ou le résultat chérché. I

Remarque

Le théoréme répond a la question de départ, car il donne une estimation
de la distance de P*" & la loi uniforme. Cette distance devient petite quand
n est grand.

Théoréme 2. Soit p un entier et soit (X,,), la chaine de Markov définie par
X1 = 2X, + b, (mod p) d’espace des états le groupe Z, = Z/pZ, ot les by,
sont des var i.i.d et de lot P tel que

Alors il existe 0 < 3 < p, tel que :

B+ - B+

P Ul =
1P~ U] -

Remarque

Danc ce cas aussi, le théoréeme répond a la question de départ et méme
plus, car il donne un calcul exact de la distance de P, a la loi uniforme. Cette
distance devient petite quand n est grand.

Pour n = log, p + ¢(p), la distence de variation entre la loi de X, ie P*"
et la loi uniforme U tend vers 0.

4.3 Lachaine de Markov X, ;1 = a,X,,+b,X,,_1(mod p)
Nous términons ce mémoire par le résultat de Diaconis sur la chaine de

Markov X1 = a, X, + 0, X,,—1(mod p).

Théoréme 3. Soient P, et P, deux probabilités sur Z,, P, est choisie ar-

bitrairement et Py n'est concentrée sur aucun sous-groupe de Z*. Supposons
p
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4.3. LA CHAINE DE MARKOV Xy.1 = ANXn + By Xn_1(MOD P)

que (a1, b1), (ag,bs), ..., (an,by) sont iid pour Py x Py. Si P*™ est la loi jointe
de (X, Xn_1), a et b deux constantes, alors on a

|P™" —UxUl| <a et/ (* logp)

Démonstration. Pour établir ce résultat on a besoin de construire la
chaine de Markov (Y,,), définie par Y,, = (X,, X,—1) ou X,, = a,X,,—1 +
by X,—2(mod p). On suppose que p est impair. Nous ne montrerons pas ce
résultat. Nous faisons cependant les observations suivantes.

La chaine de Markov (Y},),, sur Z, x Z, peut étre ecrite sous la forme

X, \ [ an bn X, N\ v b 1
e ()= (08 () =10 6) ()
La chaine de Markov (Y,,),, est donc engendrée par une marche aléatoires
dans un sous-groupe de matrice de GLy(R). Un lemme équivalent au lemme
de la borne superieure (Cf p. 52) permet alors d’établir le théoréme. La
démonstration comporte aussi I'introduction du plan projectif.

g

Remarques

(1) Si n >> p*logp, la loi jointe P*™ de X,, et X,,_; est proche de la loi
uniforme sur Z, x 7Z,.

(2) Sin = (logp)* et k < 3, laloi P*" est proche de la loi uniforme.
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Conclusion

L’étude des chaines de Markov X, .1 = a,X,, + b,(mod p), a nécéssité
la mise en place de 'appareillage mathématique de 1’Analyse de Fourier in-
dispensable pour la compréhension de la Formule de Plancherel. Cela nous
a pris beaucoup de temps et d’énérgie car necessitant les éléments sur les
représentations linéaires de groupe. Les résultats de cette étude, a partir des
travaux de Diaconis, sont quelques caractérisations de ces chaines de Markov,
utiles dans la mise en place de générateurs de nombres aléatoires. Outre le
fait que I’étude de ces chaines de Markov n’est pas achevée, les perspectives
qui en découlent sont de deux ordres :

(1) Selon Diaconis, la formule de Plancherel, peut étre d’un apport inté-
réssant, pour étudier I’entropie de ces chaines de Markov, et eventuellement

leur recurrence.

(2) Cela fait penser aussi que ces téchniques peuvent servir a caractériser
d’autres types de chaines de Markov itératives.
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