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Introduction générale

En statistique, les analyses multivariées ont pour caractéristique de s’intéresser
a des lois de probabilité a plusieurs variables. Elles sont diverses selon 1'objectif re-
cherché, la nature des variables et la mise en ceuvre formelle. On peut identifier
deux grandes familles : celle des méthodes descriptives visant a structurer et résumer
I'information (ACP, AFC, ACM, etc...) et celle des méthodes explicatives visant & ex-
pliquer une ou des variables dites variables a expliquer par un ensemble de variables
dites variables explicatives (Analyse de régression, ANOVA, Analyse canonique des
corrélations, ...etc).
Le premier chapitre est consacré aux trois méthodes les plus courantes en statistique
descriptive multidimensionnelle : ’ACP, 'AFC et ’ACM.
Sous le nom d’analyse discriminante, on distingue toute une série de méthodes ex-
plicatives, descriptives et surtout prédictives destinées a étudier une population de
n individus comportant K classes. Chaque individu est caractérisé par un ensemble
de p variables quantitatives et une variable qualitative identifiant la classe a laquelle
appartient cet individu. Cette analyse est ’objet du second chapitre.
Le troisieme chapitre est réservé a l'application de I'analyse discriminante sous R sur

des données réelles.



Chapitre 1

Analyse des données

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de donner quelques outils couramment employés en sta-
tistique pour traiter des données multidimensionnelles. Ces données correspondent
souvent a l'observation de nombreuses variables aléatoires sur plusieurs individus.
Elles sont représentées sous forme d’un tableau ou chaque ligne représente les va-
riables mesurées sur un individu. Le but est d’extraire le maximum d’informations
de ce tableau de données. Les méthodes factorielles cherchent a réduire le nombre
de variables en les résumant par un petit nombre de composantes synthétiques et
selon que l'on travaille avec un tableau de variables qualitatives ou quantitatives,
on utilisera ’analyse en composante principale (variables quantitatives) ou factorielle
de correspondance (voire multiples) (variables qualitatives). Par conséquent le choix

d’une méthode statistique dépendra de la nature des variables.

1.2 Un peu d’histoire

Les méthodes d’analyse de données ont commencé a étre développées dans
les années 50 poussées par le développement de l'informatique et du stockage des
données qui depuis n’a cessé de croitre. L’analyse de données a surtout été développée

en France par le mathématicien J.P. Benzécri ([12]).
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CHAPITRE 1. Analyse des données

En ce qui concerne l'analyse factorielle, il faut remonter aux travaux du psy-
chologue anglais Ch.Spearman (1904) qui introduit pour la premiere fois le concept
de facteur; il cherche, derriere les notes obtenues par de nombreux sujets a de

nombreux tests, une variable explicative cachée : le facteur général d’aptitude.([9])

Puis, l'analyse factorielle en composantes principales, développée par le statis-
ticien et économiste américain H.Hotelling (1933) mais dont on peut faire remonter le
principe au mathématicien britannique K.Pearson (1901) : les individus colonnes du
tableau a analyser étant considérés comme des vecteurs d’un espace a p dimensions;
on proposait de réduire la dimension de l'espace en projetant le nuage des points
individus sur le sous-espace de dimension k (k petit fixé) permettant d’ajuster au

mieux le nuage.([4])

L’analyse factorielle des correspondances, introduite par J.P Benzécri (1962),
fait 'objet d'un véritable phénomeéne de mode chez les statisticiens. Elle fournit,
sans hypotheses a priori des représentations simplifiées dans un certain sens a
I'interprétation. Laissons sur ce point la parole au professeur J.P Benzécri : I'analyse
des correspondances telle qu’on la pratique en 1977 ne se borne pas a extraire
des facteurs de tout tableau de nombres positifs. Elle aide a critiquer la validité
des résultats, principalement par des calculs de contribution; fournit des procédés
efficaces de discrimination et de régression; se conjugue harmonieusement avec la

classification automatique ([6]).

Enfin, signalons 'analyse factorielle discriminante ou analyse discriminante initiée
par le biologiste et statisticien britannique Fisher en 1936 qui permet de décrire la
liaison entre une variable qualitative et un ensemble de variables quantitatives. Enfin
I’analyse canonique introduite par Hotelling en 1936 et dont l'objectif initial était
d’exprimer au mieux a l'aide d’un petit nombre de couples de variables la liaison
entre deux ensembles de caracteres quantitatifs, dépendant d’un méme corps de

résultats mathématiques.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

1.3 Objectifs

L’analyse des données est un ensemble de techniques permettant d’étudier la
structure, éventuellement compliquée, d’un tableau de nombres a plusieurs dimen-
sions et de la traduire par une structure plus simple et qui la résume au mieux. Cette

structure peut le plus souvent, étre représentée graphiquement.([5])

Ces techniques doivent donc permettre de représenter synthétiquement de vastes
ensembles numériques pour faciliter au statisticien la prise de décisions. Les méthodes
d’analyse de données se proposent également de traiter des données qualitatives,
ce qui en fait des méthodes capables de considérer un grand nombre de problemes.
Comme il est difficile de visualiser des points dans des espaces de dimensions
supérieures a trois, nous chercherons a représenter graphiquement ces points dans

des plans.

L’analyse des données ne se limite pas a une représentation des données, ou
du moins a la rendre plus aisée, elle cherche les ressemblances entre les individus
et les liaisons entre les variables. Ces proximités entre individus et variables vont
permettre a l'opérateur de déterminer une typologie des individus et des variables
et ainsi, il pourra interpréter ses données et fournir une synthese des résultats des

analyses.([12])

1.4 Domaines d’application

Les méthodes d’analyse de données sont employées dans un grand nombre de do-
maines.

Par exemple, I'analyse factorielle des correspondances est souvent utilisée en sciences
humaines, pour cerner les résultats des enquétes d’opinion. (On désigne par une
U , . . o .
enquéte d’opinion, appelée aussi sondage d’opinion, toute application de la technique
des sondages a une population humaine visant a déterminer les opinions probables

des individus la composant, a partir de I’étude d’un échantillon de cette population).
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Elle est aussi utilisée en sociologie pour analyser les réponses a un questionnaire.

En médecine, par exemple, pour détecter les groupes a haut risque cardiaque a partir
de caractéristiques telles que I'alimentation, le fait de fumer ou pas, les antécédents
familiaux etc..., on fait appel a ’analyse discriminante.

L’analyse en composantes principales est tres applicable en biologie, la recherche
économique et sociale et plus récemment en traitement d’images.

Ces méthodes sont aussi beaucoup utilisées en marketing, en informatique, dans le
domaine bancaire etc....

En fait, tout domaine scientifique qui doit gérer de grandes quantités de données de

type varié ont recours a ces approches ainsi que tout domaine industriel.

1.5 Analyse en Composantes Principales (ACP)

L’analyse en composantes principales est une technique de représentation
des données, ayant un caractere optimal selon certains criteres algébriques et
géométriques spécifiés et que 'on utilise en général sans référence a des hypotheses

de nature statistique ou a un modele particulier.([3])

L’ACP est une des premieres analyses factorielles qui constituent la plupart
des analyses de données. Elle présente plusieurs variantes. On n’en décrira ici que

deux :

— L’ACP centrée :

L’ACP centrée est celle ou on centre les variables.

— L’ACP normée :
L’ACP normée est celle ot on centre et réduit les variables : on opere une
transformation linéaire sur chaque variable ramenant sa moyenne a zéro et sa

variance a 'unité.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Remarque
On recommande ’ACP seulement centrée lorsque les variables sont homogenes (i.e.
méme systeme d’unités) et on recommande ’ACP normée lorsque les variables sont

hétérogenes (i.e. dans le cas contraire).

1.5.1 Tableau de données et espaces associés

Les données se présentent généralement sous la forme d’un tableau rectangulaire
de mesures numériques continues, a n lignes correspondant a des individus ou unités
statistiques et a p colonnes représentant les variables appelées aussi caracteres ou

caractéristiques.

L’analyse factorielle consiste a faire la recherche des axes factoriels (ou axes
principaux) des deux nuages. On cherche donc a ajuster le nuage des n points par un
sous-espace vectoriel de RP et le nuage des p points par un sous-espace vectoriel de

R™.

1.5.1.1 Le tableau de données

On note X la matrice de dimension (n,p) contenant les observations :

T ¥

_ 1 J
X = T, Ty Iy
oo P

ol ! est la valeur de l'individu i pour la variable j que I'on notera X7 et qui sera
identifiée au vecteur de n composantes (27, ..., 7%’
De méme l'individu i sera identifié au vecteur X; a p composante avec X; =

(z},...,2%) ([13],[10])

79
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CHAPITRE 1. Analyse des données

1.5.2 Caractéristiques de la variable X/

— La moyenne :
Supposons que chaque individu i est muni d’un poids p; tel que : p; > 0,Vi = 1,n
n
et Y p;i=1.

i=1

La moyenne de la variable X7 est définie par :

n
i — } : J
T = DiT;
i=1

— La variance :

La variance de la variable X/ est définie par :
0']2 = var(X’) sz — 29)?

exprime la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. Elle est aussi égale a la
différence entre la moyenne des carrés et le carré de la moyenne.

La variance de X7 peut donc s’écrire comme suit :

A
a—gpzj (z)?

Sa racine carrée définit I'écart type o;.

. . N 4
— La covariance entre deux variables X’ et X’

La covariance est une extension de la notion de variance, elle est définie par :

cov( X] XJ Zpl ! _3;3 ] —xj'>

— Le coefficient de corrélation entre deux variables X7 et X7’
Le quotient de la covariance entre deux variables aléatoires par le produit de
leurs écarts types s’appelle le coefficient de corrélation entre ces deux variables.

Il s’écrit comme suit :
o,
cov( X7, X7)
O'jO'j/

r(X7, X7 =
Remarque : 7(X7, X7') prend ses valeurs entre -1 et 1.

15



CHAPITRE 1. Analyse des données

La variable centrée et réduite :

On définit la variable centrée réduite ainsi :
. i
xi=%i—7"

1

gj

ot g; est I'écart type de X7,

1.5.3 Poids et centre de gravité

Si les données ont été recueillies a la suite d’un tirage aléatoire a probabilités égales,
les n individus ont tous la méme importance dans les calculs des caractéristiques de
1

I’échantillon. On leurs affecte donc un poids p; = .

- n
Sinon on leurs affecte des poids p;/ p; > 0,Vi=1,net > p; = 1.
i=1
Ces poids qui sont comparables a des fréquences peuvent étre regroupés dans une

matrice diagonale de taille n :

b1
Dp =

Pn

Dans le cas le plus usuel de poids égaux, D, = %]n.

Ou I, est la matrice d’identité d’ordre n.

— Remarque

Ces poids ne modifient en rien les principes de I’ACP, nous considérons donc

. N . l
par la suite les cas ou p; = .

Le vecteur G des moyennes arithmétiques de chaque variable G = (1, ...2P)" définit

le point moyen ou centre de gravité du nuage.

1.5.4 La transformation des données

Les données pour ’ACP sont généralement présentées sous la forme de la matrice

X vue précédemment.

16



CHAPITRE 1. Analyse des données

Il existe plusieurs transformations utilisées. L’analyse centrée consiste a modifier
les données de la matrice X en remplagant les valeurs des x] par z] — 7.
Le fait de centrer les données entraine que l'origine des axes est confondu avec le

centre de gravité G.

L’analyse centrée réduite ou encore normée est liée a la transformation des

, . ' @l —ai
données de la matrice X en remplagant les valeurs des ] par =—.

93

Réduire les données permet d’uniformiser les unités de mesures.

Le tableau Y tel que y/ = 2] — 27 est le tableau centré associé a X.

i " , , L1 .,

u ue 22 = Z= et le tableau des données centrées et réduites associé
Le tableau Z tel que z; —
J

a X.

1.5.5 Matrice de variance-covariance et matrice de

corrélation

La matrice carrée V telle que V =Y'D,Y (avec Y’est la transposée de Y) est ap-
pelée matrice de variance-covariance. Cette matrice permet de quantifier la variation

de chaque variable par rapport a chacune des autres.

var(XY) ... cov(X1 XP)

cov(XP, XY ... war(XP)

La matrice regroupant tous les coefficients de corrélation linéaire entre les p

variables prises deux a deux, notée R, est définie comme suit : R = Z'D,Z.

1 (X XP)

r(XP, XY ... 1

Rappelons que : cov(X,Y)=cov(Y,X) et r(X,Y)=r(Y,X).

Les matrices V et R sont donc symétriques et semi-définies positives (diagonalisables

17



CHAPITRE 1. Analyse des données

et de valeurs propres réelles positives ou nulles).
On peut donc former une base orthonormée de R? avec les valeurs propres de V ou
R. Classons les valeurs propres suivant un ordre décroissant en notant A; la premiere

valeur propre et A, la derniere selon leur ordre de multiplicité.

Remarques
1. Les matrices V et R sont aussi appelées matrices d’inertie du nuage des points.

2. R=D'VDi: ou D1 désigne la matrice diagonale des inverses des écarts types.

o

(21)

1.5.6 L’analyse des nuages

L’analyse en composantes principales est particulierement adaptée aux variables
quantitatives, continues, a priori corrélées entre elles. Une fois les données pro-
jetées dans différents plans, les proximités entre variables s’interpretent en termes
de corrélations, tandis que les proximités entre individus s’interpréetent en termes de

similitudes globales des valeurs observées.

1.5.6.1 Analyse du nuage des points individus dans R?

Pour établir un bilan des ressemblances entre individus, nous cherchons a répondre
a des questions du type :

— Quels sont les individus qui se ressemblent ?

— Quels sont ceux qui sont différents ?

— Existe-t-il des groupes homogenes d’individus ?

— Est-il possible de mettre en évidence une typologie des individus ?

Définition 1.1. Deux individus se ressemblent, ou sont proches, s’ils possedent des
valeurs proches pour l’ensemble des variables.

Cette définition sous entend une notion de prorimité qui se traduit par une distance.
Ainsi, nous définissons la distance entre deux individus X; et X; par :

p

(X, Xy) =Y (2] — )

j=1

18



CHAPITRE 1. Analyse des données

La métrique utilisée ici est donc euclidienne mais, de maniére plus générale, nous

pouvons définir cette distance par :
d*(Xi, Xy) = (2] — 2)) M (x] — 27)
ot M est une matrice symétrique définie positive de taille p.([12])
— Remarque ([16])
La distance utilisée par I’ACP dans I'espace ou sont représentés les individus,
est la distance euclidienne classique.
Avec cette distance, toutes les variables jouent le méme role et les axes définis

par les variables constituent une base orthogonale. On associe a cette distance

un produit scalaire entre deux vecteurs :
—_— ,
< OX“ OXy >= XZXZ/
ainsi que la norme d’un vecteur :

| OX I X/,

1.5.6.2 Analyse du nuage des points variables dans R"

I1 est essentiel de définir la liaison entre des variables en répondant a des questions
du type :

— Quelles sont les variables qui sont liées positivement entre elles ?

— Quelles sont celles qui s’opposent (i.e. liées négativement) 7

— Existe-t-il des groupes de variables corrélées entre elles ?

— Est-il possible de mettre en évidence une typologie des variables?

Définition 1.2. Deux variables sont liées si elles ont un fort coeficient de corrélation
linéaire.
1.5.6.3 Inertie totale du nuage des individus

On note I le moment d’inertie du nuage des individus par rapport au centre de

gravité G :



CHAPITRE 1. Analyse des données

Ce moment d’inertie total est intéressant car il mesure la dispersion du nuage des
individus par rapport a son centre de gravité. Si ce moment d’inertie est grand, cela
signifie que le nuage est tres dispersé, tandis que s’il est petit, alors le nuage est tres
concentré sur son centre de gravité.([16])
— Remarque
On peut voir, en inversant 'ordre des signes somme, que I peut aussi s’écrire

sous la forme suivante :

n

o= Y 1> (o] = w5 = Y var(x7)

j=1 =1
Sous cette forme, on constate que l'inertie totale est égale a la trace de la matrice
de variance-covariance V.

Ig = trace(V)

1.5.7 L’ajustement

L’approche factorielle consiste donc a approcher ces nuages de points dans des

sous-espaces vectoriels permettant de fournir des images planes de ces nuages.

1.5.7.1 Ajustement du nuage des individus

Axes principaux et composantes principales

Définition 1.3. On appelle premier axe principal la direction de [’espace qui rend

mazximum [’expression suivante :

I(ay) = a\Vay

avec I,(ay) est Uinertie expliquée par la direction a;.

Le probléeme a résoudre est donc la recherche d’un optimum d’une fonction de plu-
sieurs variables liées par une contrainte || a; ||= 1 (les inconnues sont les composantes
de a;). La méthode des multiplicateurs de Lagrange peut alors étre utilisée.

Dans le cas de la recherche de aq, il suffit de calculer les dérivées partielles de :
L(ay) = aiVay — M(dja; — 1)

20



CHAPITRE 1. Analyse des données

En utilisant la dérivée matricielle, on obtient :

OL(ay)
d(ar)

== 2Va1 - 2)\1a1 =0

Le systeme a résoudre est :

V(Il — )\1&1 = 0(1)
aja; —1=0...(2)

De l’équation matricielle (1) de ce systeme on déduit que a; est un vecteur
propre de la matrice V associé a la valeur propre \;.

En multipliant a gauche par @ les deux membres de I’équation (1) on obtient :

a}Va, — Maja; =0

et en utilisant I’équation (2) on trouve que :

a'IVal = /\1

Le premier membre de I’équation précédente est égal a U'inertie [,(a;) qui doit étre
maximum. Cela signifie que la valeur propre \; est la plus grande valeur propre de
la matrice de covariance V et que cette valeur propre est égale a l'inertie portée par

'axe a;.([16])

On vient de démontrer le résultat suivant :

Proposition 1.1. Le premier azxe principal est engendré par le vecteur propre normé
ay correspondant a la plus grande valeur propre \i. L’ inertie expliquée par cet azxe est

égale a M.

Le sous-espace a une dimension optimale au sens de l'inertie maximale est donc

I’axe engendré par a.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Cherchons maintenant a déterminer le sous-espace a deux dimensions s’ajus-

tant au mieux au nuage des individus.

Le sous-espace a deux dimensions qui s’ajuste au mieux au nuage des indivi-
dus contient a;. En effet, par un raisonnement par ’absurde, si ce sous-espace ne
contient pas aq, alors il est défini par deux vecteurs a’ et o différents de a;. L’inertie
le long des deux droites portées par @ et ¢ est donc inférieure & celle de I'inertie
le long de la droite portée par a;. Il existe donc un sous-espace de dimension deux
meilleur que celui défini par les deux vecteurs a'et ”. Nous montrons ainsi que le

sous-espace a deux dimensions qui ajuste au mieux le nuage des individus contient a;.

Le sous-espace a deux dimensions est donc caractérisé par le vecteur a; ortho-
gonal a as vérifiant :

— abVay est maximal.

— abay = 1 (contrainte de normalité).

— ahay = 0 (contrainte d’orthogonalité).([12])

Par récurrence, le sous-espace a p dimensions s’ajustant au mieux au nuage des indi-
vidus contient les vecteurs ay, ..., a, vérifiant :

— a,Va, est maximal.

— a,a, = 1 (contrainte de normalité).

— aya, = 0 pour tout ¢ = {1,...,p — 1} (contrainte d’orthogonalité).

Proposition 1.2. Une base orthonormée du sous-espace vectoriel de dimension q,
s’ajustant au mieur au nuage des individus dans R"™ est constituée par les q vecteurs
propres (ay, ..., aq) correspondant aux q plus grandes valeurs propres de la matrice V.
L’inertie expliquée par ce sous-espace est égale a la somme des q premieres valeurs

propres de V.

— Remarque
Le plan engendré par les vecteurs propres normés a; et as est appelé le premier

plan principal, le plan engendré par les vecteurs propres normés a; et as est
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CHAPITRE 1. Analyse des données

appelé le deuxieme plan principal,...etc

On cherche des combinaisons linéaires des variables initiales, appelées facteurs ou
encore composantes principales.
Les composantes principales sont les variables artificielles, non corrélées et définies
par les axes principaux :

Cj = XCL]‘
elles donnent les coordonnées des projections orthogonales des individus sur les axes

définis par les a;.

— Remarque
La variance d’une composante principale est égale a la valeur propre A corres-

pondante : var(c’) = A;. En effet, par définition on a aja; = 1 et donc
var(d) = &' Dyd = a;X'DpyXa; = d;Va; = aj(Nja;) = Njaja; = \;

Qualité des représentations sur les plans principaux
La contribution absolue de 'axe a; a l'inertie totale du nuage des individus est égale
a A;, la valeur propre qui lui est associée.
Sa contribution relative est égale a :
Aj
MFX+ .+

On emploie souvent l'expression pourcentage ou tauzr d’inertie expliquée par 'axe

engendré par a;.
On peut étendre ces définitions a tous les sous-espaces engendrés par les p axes. Ainsi,
le pourcentage d’inertie expliqué par le plan engendré par les deux premiers axes a;

et as est égal a :

A1+ A
M+ + .+
Ces pourcentages d’inertie sont des indicateurs qui rendent compte de la part de

variabilité du nuage des individus expliquée par ces sous-espaces. Si les dernieres
valeurs propres sont tres faibles, on pourra négliger la variabilité qu’expliquent les

axes correspondants.([16])
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CHAPITRE 1. Analyse des données

— Remarque
On se contente souvent de faire des représentations du nuage des individus
dans un sous-espace engendré par les  premiers axes si ce sous-espace explique
un pourcentage d’inertie proche de 1. On peut ainsi réduire I'analyse a un

sous-espace de dimension ¢ < p.

Nombre d’axes a retenir

Le nombre q d’axes principaux a retenir peut étre choisi par les méthodes suivantes :

1. Régle de la part d’inertie : on se fixe un seuil correspondant au pourcentage
minimum d’inertie que l'on veut restituer et on retiendra le nombre q d’axes
nécessaires pour atteindre ce seuil, par exemple si on fixe un seuil de 80%, on

choisit q tel que :

MAdot ot Ay oo
M A+ A,

2. Critére du coude : sur le diagramme des valeurs propres, on observe un
décrochement (coude) suivi d’une décroissance réguliere. On sélectionne les axes
avant le décrochement. Pour cela il suffit de porter sur un graphique en abs-
cisse, le numéro de ’axe principal, et en ordonnée, le pourcentage d’inertie qu’il

restitue (voir 1’éboulis des valeurs propres suivant) :

Eboulis des valeurs propres

=}
n

L
s
n

=4
IS
L

o
7}
o

q:

Q
i

% d'inertie explicative
!3 (=]

o L2 g

= un =] u

o
o
o

[=]

1 2 3 4 5 ] 7 8 9

Mumérod'axe principal

3. Critére de Kaiser : on ne retient que les axes dont I'inertie I,, est supérieure a

I'inertie moyenne %”.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Dans le cas d’'une ACP normée : %" =1.
En effet, dans 'ACP normée : p = Ay + Ao + ... + A, = I,. On ne retiendra donc

que les axes associés a des valeurs propre supérieures a 1.

Qualité de la représentation des individus

Lorsque des points projections des individus sont éloignés sur un axe (ou dans un
plan), on peut assurer que les points représentant ces individus sont éloignés dans
I’espace. En revanche, deux individus dont les projections sont proches sur un axe

A )

(ou sur un plan) peuvent ne pas étre proches dans l’espace.

Pour interpréter correctement la proximité des projections de deux individus sur
un plan, il faut donc s’assurer que ces individus sont bien représentés dans le plan.

Définissons alors quelques aides a I'interprétation :

a- Contribution relative d’un individu a un axe
Il est tres utile de calculer pour chaque axe la contribution apportée par les divers
individus & cet axe. Considérons la jitme composante ¢ ; soit C’Z la valeur de cette

composante pour le ieme individu.

La contribution de I'individu X; a I’axe engendré par a; est définie par :

()?
oy - 1A

Aj
On peut aussi définir une mesure de la contribution de l'individu X; a l'inertie du

nuage des individus comme le rapport :

Ces contributions permettent de détecter les observations les plus influentes et
éventuellement aberrantes qui peuvent déterminer a eux seuls l'orientation des
axes et plus globalement I'ensemble des résultats de 'ACP. En effet : il n’est pas
souhaitable qu’un individu ait une contribution excessive car cela serait un facteur

d’instabilité, le fait de retirer cet individu modifie profondément le résultat de
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CHAPITRE 1. Analyse des données

I’analyse. Si ce cas se produisait il y aurait intéréet a effectuer I’analyse en éliminant
cet individu puis le réintroduire a posteriori comme élément supplémentaire (que

nous allons définir dans la suite).

— Remarque

Par construction on a : N
Y CTR;(X;) =1
i=1

et .
Y CTR(X;) =1
i=1

b-Qualité de projection d’un individu sur un axe
La qualité de représentation de l'individu X; sur I’axe engendré par a; est mesurée

par le cosinus carré de I'angle formé par X; et I’axe engendré par a; :

CO2,(X;) = pcg)%
2.(6)?

=1

—~

~ 51 CO2;(X;) est proche de 1, I'individu X; est bien représenté sur I’axe engendré
par a;.
— 81 CO2;(X;) est proche de 0, 'individu X; est mal représenté sur ’axe engendré

par a;.

Remarque

Il est facile de voir que :

i=1

Par orthogonalité des axes principaux, la qualité de projection d’'un individu sur un

plan principal est additive :
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CHAPITRE 1. Analyse des données

D’une facon plus générale : la qualité de projection d’un individu sur le sous-espace
de dimension q formé par les q premiers axes principaux peut étre mesurer par la

quantité suivante :

QLT,(X;) = ) CO2(X;)

- Si QLT,(X;) > 90%, par exemple, I'individu X; est bien représenté sur le

sous-espace a  dimension formé par les q premiers axes principaux.

Orientation des plans principaux

Chaque point individu X; est un vecteur de R? qu’on peut écrire sous la forme :

X; = ijxgej
j=1

ou e; est la base canonique de RP.

Les axes engendrés par les e;, j = 1, p sont appelés les axes variables de départ.
Dans un plan principal, on peut faire apparaitre les projections de ces p axes en
cherchant les coordonnés du vecteur e; dans le plan principal engendré par les vecteurs

propres normés a; et ajy, elles sont données par :
< ej,a; > et < €j, a5 >

La projection du point individu X; sur le plan principal éloigné dans la direction de la
variable X7 indique une valeur Xij au dessus de la moyenne, a condition que le point
X, et sa projection soient assez voisins i.e. que la qualité de projection de I'individu

X; sur le plan soit supérieur a 90%.

1.5.7.2 Ajustement du nuage des variables

De méme que nous avons réalisé I'ajustement des points individus, nous pouvons
procéder a I'ajustement des points variables dans un espace de dimension réduit.
Mathématiquement, cela conduit a diagonaliser la matrice I' = Y D, Y’ dans le cas

g P

d’une ACP centrée ou ¥ = ZD,Z’ dans le cas d'une ACP normeée.

Cet ajustement est appelé dual de I'ajustement du nuage des points individus.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Comme précédemment, on obtient la décomposition de l'inertie selon les direc-
tions définies par les vecteurs propres de la matrice I'. L’inertie projetée sur chaque

direction est égale a la valeur propre associée.

La droite d’inertie maximale se trouve définie par le vecteur propre by, associé
a la plus grande valeur propre. Le plan d’inertie maximale s’obtient en ajoutant a
cette droite, la direction du vecteur propre by associé a la seconde valeur propre, et

ainsi de suite.

La représentation des variables sur un axe s’obtient par projection des points
variables sur le vecteur unitaire b; qui définit la direction de I’axe.

Soit F7 la coordonnée de la variable X7 sur 'axe b;. On aura :
F7 = X'b;

— Remarque
Entre les axes principaux des deux nuages de points, il existe des relations qui
. o , . o
permettent, connaissant les directions dans un espace, d’obtenir les directions

dans 'autre espace. On les appelle relations de transition.

Proposition 1.3. Si a; est un vecteur propre normé de V associé a la valeur propre
o 1 ’ . . N
non nulle \;, alors b; = _\/TX a; est un vecteur propre unitaire de I' associé a la
J
valeur propre \;.

Démonstration
Supposons que a; est un vecteur propre de V associé a la valeur propre non nulle \;,

alors par définition d’un vecteur propre on a :
VCL]' = )\jaj
En remplacant V par %X’X on aura :
L X'X A
n j 34
En multipliant a gauche par X les deux membres de 1’équation ci-dessus on obtient :
Lo
X-X X(Ij = X)\jaj
n
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CHAPITRE 1. Analyse des données

Du fait que le produit matricielle est associatif, on aura :
1 !/
(—XX )Xaj = )\jX(Zj
n

Remplagons %X X' parI':
FXCL]' = /\jXCLj

D’ot : Xa; est un vecteur propre de I' associé a la valeur propre non nulle A;.

Mais Xa; n’est pas unitaire. On doit donc trouver un vecteur du type kXa; qui soit
unitaire, i.e. (kXa;)'(kXa;) =1.

= k(a;X'Xa;) =1

= k*(aj\ja;) = 1 (a; vecteur propre de X'X)

<= k?\jaja; = 1 (le produit matricielle est associatif)

= kA =1 (dja; =1)
1

e

Donc ﬁX a; est un vecteur propre unitaire de I' associé a la valeur propre ;.
j

=S k=t =k=
J

— Remarque
On vient de démontrer que les matrices V et I' ont les mémes valeurs propres

non nulles.

Dans la pratique, il suffit de réaliser un seul ajustement et a partir de celui-ci, on
obtient 'autre.

On réalise en général ’ajustement de plus faible cotit, celui du nuage de points indi-
vidus si p < n (on diagonalise une matrice de dimension plus petite).

La projection des variables est calculée en fonction des axes principaux du nuage des

points individus :

FI=a;\/);

La formule ci-dessus permettra ultérieurement d’interpréter la représentation simul-

tanée des individus et des variables (cette maniere de représentation s’appelle biplot).
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Remarques

1. Dans le cas d’une analyse normée, la coordonnée d’une variable X7 sur I'axe a;

coincide avec la corrélation de cette variable avec I'axe a; :
F=r(X7,a))

Cette formule joue un role important pour 'interprétation des résultats. Elle
met en relation les représentations des points individus avec les représentations

des points variables.

Une corrélation élevée indique que la disposition des individus sur l'axe
principal est semblable a l'ordonnance des individus selon la variable (la
corrélation unité signifierait que la composante principale est fonction linéaire
de la variable). Une corrélation proche de zéro indique qu’il n'y a pas

d’association linéaire entre la composante principale et la variable.

2. En travaillant sur des données centrées réduites : pour un couple d’axes prin-
cipaux engendrés par a; et ap, par exemple, on synthétise usuellement les
corrélations sur une figure appelée cercle des corrélations (de rayon 1) ou chaque
variable X7 est repérée par un point d’abscisse (X7, a;) et d’ordonnée r(X7, as)

(voir la figure suivante) :

4 Axea;

r(X,az)
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3. Si deux variables X7 et X7 sont bien représentées sur le cercle des corrélations
(proches de 'axe et du bord du cercle) alors :
* La proximité des projections de X7 et X7" indique une forte corrélation linaire
entre ces deux variables.
* Sj les projections des points X7 et X7 sont opposées, X7 et X7 sont corrélées
négativement.
* Des directions de X7 et X7 presque orthogonales indiquent une faible

corrélation entre ces variables.

4. On remarque, en visualisant la figure ci-dessous, que 'axe principal a; est
tres corrélé positivement avec les variables X1, X2 et X3, anticorrélé (corrélé

négativement ) avec les variables X* et X® et non corrélé avec X, X7 et X8.

4+ Axea;

Par contre ’axe principal a, oppose la variable X® aux variables X% et X7.

1.5.8 Individus et variables supplémentaires

Il arrive que l'on veuille faire apparaitre dans les représentations graphiques
certains individus sans qu’ils interviennent dans la détermination des axes. Cela peut
étre le cas de nouveaux individus que I'on veut simplement positionner par rapport

aux autres sans que les positions de ceux-ci soient influencées par les nouveaux. On
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dit d’eux qu’ils sont des individus supplémentaires.

Il en est de méme pour les variables. On peut, par exemple, vouloir représenter une
variable qui dépend de fagon synthétique des p variables choisies pour faire ’ACP,
afin de mieux comprendre comment cette variable est liée aux anciennes, mais on ne
souhaite pas qu’elle intervienne dans la construction des axes car ses liaisons avec les
p variables de départ fausseraient la représentation si elle faisait partie intégrante de

I’ACP. Elles sont appelées variables supplémentaires.

Pour représenter un individu supplémentaire, il suffit d’exprimer les coordonnées
de cet individu dans la nouvelle base des axes principaux. Pour une variable
supplémentaire, il suffit de calculer ses coefficients de corrélation empiriques avec les

composantes principales.([16])

1.5.9 ACP et variables qualitatives

En ACP, il est fréquent que l'on veuille introduire des variables qualitatives
supplémentaires. Pour cela il suffit de ramener la variable qualitative ayant m
modalités a m groupes d’individus définis par la modalité de la variable. On traite
ensuite ces m groupes d’individus comme des individus supplémentaires. Ce sont les
centres de gravité de ces groupes d’individus qui vont étre positionnés dans l'espace

RP.

Remarques
— On peut représenter avec des symboles différents ces groupes d’individus définis
par chaque modalité.
— L’analyse d’une variable nominale supplémentaire ne se fait pas dans R™ mais

dans RP.

1.5.10 Interprétation

Définissons quelques regles pour l'interprétation :
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— Un individu sera du coté des variables pour lesquelles il a de fortes valeurs,
inversement il sera du coté opposé des variables pour lesquelles il a de faibles
valeurs.

— Plus les valeurs d’un individu sont fortes pour une variable plus il sera éloigné
de lorigine suivant I’axe principal décrivant le mieux cette variable.

— Deux individus & une méme extrémité d’un axe (i.e. éloignés de 'origine) sont
proches (i.e. se ressemblent).

— Deux variables tres corrélées positivement sont du méme coté sur un axe.

— Il n’est pas possible d’interpréter la position d’un individu par rapport a une
seule variable et réciproquement, il n’est pas possible d’interpréter la position
d’une variable par rapport a un seul individu. Les interprétations doivent se

faire de maniere globale.([12])

1.5.11 Limites de PACP

La principale faiblesse de 'ACP est la sensibilité aux points extrémes (manque
de robustesse) qui est notamment lié au role central qu'y joue le coefficient de
corrélation : les points extrémes, en perturbant les moyennes et corrélations,
faussent fortement ’analyse; on peut cependant envisager de les déplacer en point
supplémentaire.

L’ACP est aussi inadaptée aux phénomenes non linéaires. Pour ce genre de probleme,
d’autres méthodes ont été développées, comme I’ACPN (Analyse en Composantes

Principales par Noyau).

En résumé, on peut dire que ’ACP consiste a transformer les variables initiales
X7 corrélées en de nouvelles variables, les composantes principales ¢/, combinaisons
linéaires des X7 non corrélées entre elles, de variance maximale et les plus liées aux

X7 : ’ACP est une méthode factorielle linéaire.
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1.6 Analyse Factorielle des Correspondances

(AFC)

L’analyse factorielle des correspondances (ou analyse des correspondances
binaires) a été congue pour 'étude des tableaux de contingence obtenus par croise-
ment de variables qualitatives. Cette analyse permet donc de traiter des variables
qualitatives et est surtout adaptée a ce type de variables. Comme I"ACP, 'AFC a
pour but de décrire sous forme graphique, le maximum d’information contenu dans
un tableau de données. Dans cette approche, les lignes et les colonnes ont un role

symétrique et s’interpretent de la méme fagon.

— Remarque
L’AFC peut également étre étendue aux variables quantitatives homogenes (i.e.
méme systeme d’unités), en définissant simplement quelques modalités pour ces
variables. Par extension, elle s’applique aussi aux tableaux individus-variables
pour des variables quantitatives homogenes, dans ce cas les individus sont

considérés comme des variables.

1.6.1 Tableau de contingence, marges et profils

On considere deux variables qualitatives observées simultanément sur k indi-
vidus. On suppose que la premiere variable, notée X, possede n modalités notées
Z1, ..., Ti, ..., T, €t que la seconde, notée Y, possede p modalités notées y, ..., y;, ..., Yp.
On présente usuellement les données sous la forme d’un tableau croisé appelé tableau
de contingence (ou tableau de dépendance) & n lignes et p colonnes renfermant les

effectifs k;; d’individus (voir le tableau suivant) :
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XY | 1| yol| oo Yj | oo Yp
x1 | ki | Fig klp ki
Ty | ko1 | koo k2p ko.
€T; kz‘j kz
L, knl kn2 knp kn
ki | ko k k,l| k

p n
Avec des notations standards on a : k; = Y k;; et k; = Y _kij;, avec k;; est le nombre
j=1 i=1
d’individus possédant a la fois la modalité i de la premiere variable et la modalité j
de la seconde variable. Nous avons donc :

n p
DD =k

i=1 j=1

Les k; et les k; s’appellent respectivement marges en lignes et marges en co-

lonnes.

Davantage que le tableau précédent, c’est le tableau des fréquences (ou des

probabilités) relatives suivant qui est considéré :

XY | y1 | yo| oo Yj | e Yp
1| fu | fi2 flp fi.
Ty | for | fa2 f2p fo.
Z; fij fi.
In fnl fn2 fnp fn‘
fa| fa [ ol 1
Les fréquences f;; sont données par :
ki;
fij = ?J
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et les marges par :
p n
fi.= Zfij et fj= Zfij
j=1 i=1

Nous avons ainsi :

Zfz — ij = ZZfZ] =1
i=1 j=1

i=1 j=1

Définition 1.4. On appelle tableau des profils-lignes le tableau des frequences condi-

tionnelles % = % (la somme de chaque ligne est ramenée a 100%) et tableau des
profils-colonnes le tableau des fréquences conditionnelles Zﬂ = % (le total de chaque
.J .J

colonne est alors ramené a 100%).([13])

— Remarque
Pour analyser un tableau de contingence ce n’est pas le tableau brut qui est
intéressant mais les tableaux des profils lignes et des profils colonnes (i.e. les

répartitions en pourcentage a l'intérieur d’une ligne ou d’une colonne).

1.6.2 Liaison entre deux variables qualitatives

L’étude traditionnelle d’un tableau de contingence se concentre le plus souvent

sur la dépendance ou I'indépendance entre les deux caracteres : X et Y.

Définition 1.5. Il y a indépendance entre les deux variables considérées si :

fij=fif;, Yi=Tn et Vj=T1p
Nous dirons qu’il y a liaison entre ces deuz variables ou que ces deux variables sont

liées si elles ne sont pas indépendantes.([12])

Ainsi nous pouvons dire que :
— Si f;; est supérieur au produit des marges, les modalités i et j s’associent plus
que sous I’hypothese d’indépendance. Nous dirons que les deux modalités i et j

s’attirent.
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CHAPITRE 1. Analyse des données

— Si f;; est inférieur au produit des marges, les modalités i et j s’associent moins
que sous I’hypothese d’indépendance. Nous dirons qu’il y a répulsion entre les

deux modalités i et j.

Remarque
Sous I’hypothese d’indépendance nous avons :

— En considérant le tableau comme un ensemble de lignes :

Ts _f Vi=Tm et ¥j=Tp
fi.
— En considérant le tableau comme un ensemble de colonnes :
fij . L . —
==f, Yi=1n e Vj=1,p
fi
le terme f.7 s’interprete comme le pourcentage de la population totale possédant la

i
fi.
possédant la modalité i. Ainsi il y a indépendance lorsque les lignes du tableau de

modalité j et le terme représente ce méme pourcentage dans la sous-population
fréquences sont proportionnelles.

Par symétrie il en est de méme pour les colonnes.

On peut aussi parler d’indépendance entre X et Y si tous les profils lignes
sont identiques puisque la connaissance de X ne change pas les distributions

conditionnelles de Y. Il s’ensuit d’ailleurs que tous les profils colonnes sont également

identiques.
On doit donc avoir
My by g1
ki ke k.
ce qui entraine, par sommation des numérateurs et dénominateurs,
kij  k;
ki k

L’indépendance empirique se traduit donc par :

_ ki,
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Test de Chi2

Comme en ACP, on s’intéresse alors aux directions de plus grande dispersion de
chacun des deux nuages de points, mais on utilise la distance du x? entre ces deux
variables (a la place de la distance euclidienne). Cette distance permet de comparer
Ieffectif de chacune des cellules du tableau de contingence a la valeur qu’elle aurait

si les deux variables étaient indépendantes.
Soient les hypotheses suivantes :
— L’hypothese nulle Hy : X et Y sont indépendantes en probabilités.

— L’hypothése altérnative H; : les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

La statistique de test est alors

elle suit asymptotiquement et si 'hypotheése Hy est vraie, une loi de x? a (n-1)(p-1)
degrés de liberté. On rejette donc Hy si x? dépasse une valeur particuliere (on prend

généralement la valeur 5%).

— Remarque

Les =~ sont les effectifs théoriques sous Hy.

1.6.3 Meétriques du Chi2

Sur le plan mathématique, on peut considérer l'analyse des correspondances
comme une analyse en composantes principales avec une métrique spéciale, la

métrique du 2.

Les profils lignes forment un nuage de n points dans RP, chacun de ces points
est muni d’un poids f; .
Le centre de gravité (le barycentre) de ce nuage de points est :
Gn = (fases fgses )
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Réciproquement, les profils colonnes forment un nuage de p points dans R”, chacun
de ces points est muni d'un poids f ;.

Le centre de gravité du nuage des points colonnes est donné par :

Gp = (fl., ceey fi.7 ceey fn),

Les espaces RP et R" sont respectivement munis des métriques, dites du x?, de ma-

trices diagonales D! et D! données comme suit :

1
fa
-1 _
D, "=
€
fop
et
€1
fi
D' =
1
fn
Remarques
1. Le tableau des profils lignes d’éléments % est alors D7'F, ou F est le tableau

des fréquences.

2. Le tableau des profils colonnes d’éléments ;—j est alors F'D; L

On utilise la métrique de y? plutét que la métrique euclidienne pour deux raisons

fortes :

a- Avec la métrique du x?, la distance entre deux lignes ne dépend pas des poids

respectifs des colonnes.

b- La métrique du y? posséde la propriété d’équivalence distributionnelle : si on
regroupe deux modalités lignes, les distances entre les profils colonnes, ou entre

les autres profils lignes restent inchangées.([15])
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CHAPITRE 1. Analyse des données

1.6.4 Analyse en composantes principales des deux nuages

des profils

L’AFC étant une ACP particuliere, nous ne donnons pas trop de détails techniques
sur cette méthode. On en donne juste les grandes lignes dans ce paragraphe.
En pratique, nous devons centrer le nuage des points lignes, ainsi le centre de gravité
G, devient l'origine des axes.
Deux ACP sont donc possibles :
(1)- ACP du nuage des points lignes dans RP avec :

— tableau de données X = D_'F.

— métrique M = D,

— poids D =D,.
(2)- ACP du nuage des points colonnes dans R" avec :

— tableau de données X = DI; Lp,

métrique M = D,
- poids D =D,.

Les axes principaux sont les vecteurs propres de M X'DX et les composantes princi-
pales sont les vecteurs propres de XM X'D.

Dans le cas de I'analyse des profils lignes, on a :
MX'DX = D,'F'D,'F

et
XMX'D=D,'FD,'F'
Remarques

1. Pour les profils colonnes il suffit de transposer F et d’inverser les indices n et p,
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CHAPITRE 1. Analyse des données

comme le montre le tableau suivant :

ACP des profils lignes | ACP des profils colonnes
Axes principaux Vecteurs propres de Vecteurs propres de
D'F'DYF D, 'FD,'F'
Composantes principales | Vecteurs propres de Vecteurs propres de
D, 'FD,'F' D'F'D'F
normalisés par a’D; 'a | normalisés par b'D,'b

olt a et b sont respectivement des vecteurs propres de D, 'F Dy L et
DJ'F'DUE.

On constate que les deux analyses conduisent aux mémes valeurs propres et
que les facteurs principaux de I'une sont les composantes principales de I'autre

(2 un coefficient multiplicateur pres).([13])

2. Les coordonnées des points lignes et les coordonnées des points colonnes sont
reliées par des formules de transition (appelées également barycentriques ou
encore quasi-barycentriques) dont le premier intérét est d’éviter de réaliser
deux diagonalisations.

On diagonalisera la matrice de dimension plus petite en formant la matrice

de dimensions (p,p) plutot que la matrice de dimensions (n,n) en supposant

(n > p).

Ces formules sont données par :

1 1 fii
a=—D'Fb soit a;=-—=Y ZLb;
VA \/ijlf@ !
et
1 1 <& fii
b=—D'Fla soit b, =— Y,
VA? ’ \/X;fﬂ

oll A est une valeur propore de D' F'D, F et de D' FD,F".

1.6.4.1 Interprétation des valeurs propres

— Notons tout d’abord que la premiere valeur propre est une valeur propre triviale

égale a 1. En effet, le premier vecteur propre associé a cette premiere valeur
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propre définit un axe principal pour lequel les projections des points lignes et
des points colonnes possedent une variance (dispersion) nulle. Ce qui signifie
que toutes les projections possedent les mémes coordonnées. L’axe principal
correspondant a cette valeur sera donc exclu de I'analyse.

Les autres valeurs propres sont toutes inférieures a 1.

— Les valeurs propres proches de 1 traduisent une forte liaison entre les lignes et
les colonnes.

— Si une valeur propre est proche de 1, cela indique l'existence de deux sous
groupes de modalités dans les données. Il est alors intéressant de réaliser des
AFC indépendamment sur les deux sous groupes.

— De méme, 'existence de deux valeurs propres proches de 1 indique une partition
des observations en 3 groupes. Si toutes les valeurs propres sont proches de 1,
cela indique une correspondance entre chaque modalité ligne et une modalité

colonne associée.

Remarque
Dans la pratique, on ne considere que d = inf(n — 1,p — 1) plus grandes valeurs

propres différentes de 1, ainsi que les vecteurs propres associés.

1.6.4.2 Interprétation des plans de projection en AFC

Pour une bonne interprétation des plans de projection en AFC, nous proposons
de suivre la méme démarche qu’en ACP i.e. choisir le nombre d’axes de projection a
étudier, calculer les contributions relatives des lignes et des colonnes a un axe ou a
un plan, étudier la qualité de projection des lignes et des colonnes sur un axe ou sur

un plan,...etc.

1.6.4.3 Représentation simultanée (Biplot)

La parfaite symétrie entre ACP des profils lignes et ACP des profils colonnes
conduit alors a superposer les plans principaux des deux ACP afin d’obtenir une
représentation simultanée des catégories des deux variables croisées dans le tableau

de contingence (voir la figure suivante) :
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Relation de transition

b
_—
Y1 <
*
X
Ka i *

Ye n

.

Yie
Ky
i
¥ Xz
* n
b
¥i
1]
Xs L5
¥a i i
1]
Yo
Kz
n
Wy ¥
.
n

F1G. 1.1 — Représentation simultanée sur le premier plan principal.

— Remarque
En AFC, la représentation simultanée des deux nuages repose sur une dualité
plus riche qu'en ACP car les lignes et les colonnes représentent des éléments de

meéme nature.

Interprétation
La position relative de deux points d'un méme ensemble (ligne ou colonne), s’'in-
terprete en tant que distance. La position d’un point d’un ensemble et tous les points

d’un autre ensemble s’interprete en tant que barycentre.

La représentation simultanée dans le premier plan principal (FIG.1.1) montre,
par exemple, que les modalités x4 et x; sont éloignées, nous remarquons que x4
dépend de y,, alors que x; dépend de y;. La modalité y; dépend des modalités x3 ou

9.
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La modalité yy est proche de 'origine, elle représente donc un profil moyen et n’est

rattachée a aucune variable y;, Vj = {1,3,4}.

1.6.4.4 Eléments supplémentaires

Il est aussi possible, comme pour ’ACP, d’ajouter des éléments supplémentaires,
illustratifs qui sont projetés sur les plans étudiés. Leur utilisation pour I’AFC est plus
fréquente que pour ’ACP car il peut y avoir beaucoup de variables pour une étude
donnée qui ne sont pas considérées dans cette analyse. Les projections sur les axes
principaux des profils lignes ou des profils colonnes de ces éléments n’interviennent
pas dans les calculs de ces axes.

Soit x; une ligne supplémentaire, pour visualiser x; sur un axe principal : on projette

son profil sur cet axe (méme chose pour une colonne supplémentaire).

En résumé, 'analyse factorielle des correspondances est la méthode privilégiée
d’étude des relations entre deux variables qualitatives et I'une de ses principales pro-
priétés est la faculté de représenter simultanément lignes et colonnes d’un tableau de

contingence.

1.7 Analyse des Correspondances Multiples
(ACM)

L’analyse des correspondances multiples (ACM) ou l'analyse factorielle des
correspondances multiples (AFCM) est une extension de I’AFC dont le mot multiple
signifie que 'on dispose de plusieurs caractéristiques (variables qualitatives) sur la
population au lieu de 2 pour 'AFC.

On consideére ici n individus décrits par p variables qualitatives a M catégories (mo-
dalités). Cette méthode est particulierement bien adaptée a 'exploration d’enquétes

ou les questions sont a réponses multiples.

Nous aurons donc ici trois familles d’éléments a étudier, les individus, les va-
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riables et les modalités des variables. Afin d’établir un bilan des ressemblances entre
individus, comme en ACP nous cherchons a répondre a des questions du type :

— Quels sont les individus qui se ressemblent ?

— Quelles sont ceux qui sont différents ?

— Existe-t-il des groupes homogenes d’individus ?

— Est-il possible de mettre en évidence une typologie des individus ?

Les mémes types de questions se posent pour les variables et les modalités.

1.7.1 Tableau de départ (Tableau de codage condensé)

Le tableau de départ est souvent le tableau d’une enquéte ou d'un sondage. Il
se présente avec en lignes n individus enquétés et en colonnes p questions posées a
ces individus (variables). Chacune de ces questions possede plusieurs modalités de
réponses. Le nombre total de modalités est M.
Les variables qualitatives peuvent étre codées par un codage condensé qui attribue
une valeur a chaque modalité. Les données peuvent donc étre représentées sous la

forme de la matrice X suivante :

1 p
Ty Ty

_ 1 J
X=1 z a o
1 D
x, ... P

oll aci est le codage condensé de l'individu i pour la variable j.

1.7.2 Tableau disjonctif complet

Les données précédentes ne peuvent pas étre traitées par I’ACP ou I'AFC
précédemment étudiées. On effectuera donc une transformation pour modifier la co-
dification en nombres binaires. L’analyse utilise ensuite le méme principe que 'AFC,
en transformant le tableau disjonctif complet (qui est une autre représentation de nos

données) en profils lignes et en profils colonnes.
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Le tableau disjonctif complet représente les n individus en lignes, alors que les co-
lonnes représentent les M modalités des variables (et non plus les p variables) (voir

la matrice suivant) :

1 M
Ty T

— 1 m M
Y=1| 2 2" z;

A Tintersection de la ligne i avec la colonne m, la valeur x"* vaut 1 si I'individu i
possede la modalité m et 0 sinon. Ce tableau porte le nom de disjonctif complet,
car l’ensemble des valeurs z;" d’'un méme individu pour les modalités d’une meéme
variable, comporte la valeur 1 une fois (complet) et une fois seulement (disjonctif).
Chaque modalité m est relié a une variable j.

Ainsi le tableau brut suivant :

1 2 3
211
X=12 2 2
3 21
31 2

correspondant a 5 observations de trois variables a 3, 2, 3 modalités respectivement

engendre le tableau disjonctif Y a 5 lignes et 8 colonnes :

1 0 0/0 1]0 01
01 0/1 0{1 0O
Y=1010[0 1|0 10
0 0 1|0 1|1 0O
00 1|1 0j0 10

P

Notons m; le nombre de modalités de la variable j. Ainsi M = ) m;. Nous avons
j=1

donc les égalités suivantes :
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ou n,, est l'effectif marginal de la modalité m.

n M
Sy =

i=1m=1
— Remarque
En pratique, 'utilisateur n’a jamais besoin de calculer explicitement le tableau
disjonctif complet (les programmes d’ACM acceptent en entrée le tableau de
codage condensé et calculent eux-mémes le tableau disjonctif complet).

L’ACM peut étre vue comme une AFC du tableau disjonctif complet.

1.7.3 L’AFC du tableau disjonctif complet

En ACM, on traite le tableau disjonctif complet Y comme un tableau de contin-
gence, nous allons donc considérer le tableau disjonctif complet en profils lignes et en
profils colonnes. Pour se faire nous modifions ce tableau pour considérer les fréquences
fim données par :

x

fim = —=—
np

On a donc :
Jim = an si I'individu i possede la modalité m et f;,, = 0 sinon.
De plus les marges sont données par :

M n

i 1 ™ n,
I D e
“~mnp n “— np np

Considérons maintenant le tableau des profils lignes L et le tableau des profils colonnes

C dont leurs cases sont composées respectivement de :

= et =t
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— Chaque individu du nuage des points lignes est représenté par les modalités

qu’il possede. C’est un point de R™ qui a pour coordonnée sur ’axe m la valeur

Le barycentre G,, du nuage des points lignes a pour coordonnée f,, = ’;—T; sur
I’axe m.

— Chaque modalité peut étre représentée par le profil colonne, i.e. par les valeurs
prises par tous les individus pour la modalité considérée. Ainsi une modalité m
est un point de 'espace R™ et a pour coordonnée % sur ’axe i avec un poids

defm:

Le barycentre G, du nuage des points colonnes a pour coordonnée f; = % sur

np '’

l'axe 1.

Définition 1.6. La ressemblance entre deuz individus est définie par les modalités de
chacun des individus. Si deux individus présentent globalement les mémes modalités,
alors ils se ressemblent.

La distance qui caractérise la ressemblance entre deux individus i et i’ est la distance
de x2, elle est définie par :

i) = Y (e = T Y (o —

— fm P A 1nm

=
S

Cette expression est remarquable car (7" — 2')* = 1 si un seul individu posséde la
modalité m et 0 sinon.

Le poids de la modalité m dans la distance est [inverse de sa fréquence : — Ainsi
si un individu posséde une modalité rare (ny, petit), il sera éloigné de tous les autres

individus et du centre de gravité.([12])

— Remarque
En pratique, on évite de conserver dans I’analyse des modalités rares et des

variables ayant des nombres de modalités trés différents.

Définition 1.7. La ressemblance entre deur modalités m et m’ est donnée par la

1=

distance :
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Deux modalités sont proches si elles sont possédées par les mémes individus, tandis

que les modalités rares sont éloignées de toutes les autres et du centre de gravité G,,.

Remarque

En notant F le tableau des fréquences, on a :
L=D,'F e C=D,'F

avec D71 et D! sont les métriques de x? relatives respectivement aux espaces R" et

R™, elles sont données par :

K n
-1
D'I’L = = = n[n
1
F n
ou I, est la matrice d’identité d’ordre n.
et
1 np n
f.l ni ni
-1 _ . _ . _ . _
D, = = - = - =p - = pA
1 np. n_
fm ny nap
avec
n
ni
A =
n_
nm

1.7.3.1 Inertie totale

L’inertie totale du nuage des modalités et, par dualité, celle du nuage des individus
en ACM dépend du nombre moyen de modalités par variables (%), elle vaut % -1
De plus, elle est égale a A\; + Ao + ... + A\, ou r = min(n — 1, M — p) est le nombre de
valeurs propres non nulles. Le pourcentage d’inertie expliquée par un axe « est donc :
Aa
AMFA+ .+ A
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Remarque
En ACM, les pourcentages d’inertie expliqués par les axes sont par construction petits
et ne peuvent donc pas étre interprétés comme en AFC ou en ACP. Le nombre d’axes

retenus pour l'interprétation ne peut pas étre choisi a partir de ces pourcentages.

1.7.3.2 ACP des nuages des points lignes et des points colonnes

Nous allons effectuer une ACP des nuages des points individus et des points mo-
dalités (centrés). Reprenons donc les résultats vus en AFC :
On réalise 'ACP des profils lignes dans R™ avec :

— tableau de données X = L= D, 'F =nF.

— métrique M = D_! = pA.

— poids D=D,= %]n.

Les axes principaux sont les vecteurs propres de MX'DX = npAF'F et les
composantes principales sont les vecteurs propres de X M X'D = npF AF’ normalisés

par @’ D, 'a, ol a est un vecteur propre de npFAF".

Nous allons suivre la méme démarche pour les profils colonnes i.e. effectuer
une ACP du nuage des points colonnes dans R™ avec :

— tableau de données X =C = D 'F' = pAF'.

— métrique M = D' =nl,.

— poids D=D,,= %A‘l.
Les axes principaux sont donc les vecteurs propres de npFAF’ et les composantes
principales sont les vecteurs propres de npAF’F normalisés par b'D,.'b, oit b est un

vecteur propre de npAF'F.

— Remarque

On remarque que :
MX'DX =CL
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et
XMX'D = LC
1.7.3.3 Formules de transition et relations barycentriques

En appliquant les relations de transition de ’AFC, on obtient les deux relations

fondamentales de ’ACM :

B PR
’L Am:lp m—\/Xpm:l o

et

La premiere formule s’interprete comme suit :
- A % pres la coordonnée d'un individu est égale a la moyenne arithmétique

simple des coordonnées des catégories auxquelles il appartient.

La deuxieme formule montre que :
- A \%\ pres la coordonnée d’une catégorie m est égale a la moyenne arithmétique

des coordonnées des n,, individus de cette catégorie.([13])

A un coefficient pres (%), sur chaque axe, un individu est au barycentre des modalités
qu’il possede et une modalité est au barycentre des individus qui la possedent. Cette
double propriété barycentrique est particulierement simple du fait que z]* vaut 0 ou
1. Elle suffit presque pour interpréter les graphiques, ce qui fait d’ailleurs de ’ACM

la méthode factorielle dont les graphiques sont les plus faciles a interpréter.([10])

1.7.3.4 Biplot

Les relations barycentriques données ci-dessus donnent trois modes de

représentation simultanée des individus et des modalités :

1. Les individus au barycentre des modalités.
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A Medalités

®*  Individus

F1G. 1.2 — Représentation des individus au milieu des modalités (Représentation

barycentrique)

2. Les modalités au barycentre des individus.

Y

A Modalités

s Individus

F1G. 1.3 — Représentation des modalités au milieu des individus (Représentation

barycentrique)

3. » Les individus sont au centre des modalités qu’ils ont choisis.

» Les modalités sont au centre des individus qui les ont choisis.
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F1G. 1.4 — Représentation simultanée des individus et des modalités (Représentation

pseudo-barycentrique)

1.7.3.5 Interprétation

Nous avons vu que deux individus se ressemblent s’ils présentent globalement
les mémes modalités. Cette ressemblance se traduit par une proximité des individus
dans ’espace de projection choisi pour la représentation simultanée. De méme si deux
modalités d'une méme variable sont proches dans I’espace de projection, ceci se traduit
par une ressemblance entre les groupes d’individus qui les ont choisies. La proximité de
deux modalités de variables différentes s’interprete en terme d’association. Ainsi une
modalité apparait du coté des modalités avec lesquelles elle s’associe le plus; deux
modalités apparaissent proches si elles s’associent de la méme maniere aux autres
modalités.

En ce qui concerne la proximité entre modalités et individus, I'interprétation peut se

faire en considérant les modalités comme barycentre de classe d’individus.

1.7.3.6 Aides a l’interprétation

Rappelons que sur la représentation simultanée, les nuages des points lignes et

des points colonnes ne sont pas dans les mémes espaces. Il est donc important d’avoir
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recours a des indicateurs sur la qualité de représentation pour l'interprétation de

I’ACM. Ces indicateurs sont les mémes que ceux de ’ACP déja donnés :

Choisir le nombre d’axes de projection : on retient les axes associés a des valeurs

1
>

propres supérieures a
Etudier les valeurs propres qui représentent l'inertie de chaque axe.

Etudier la contribution des lignes et des modalités.

Etudier la contribution des variables en sommant les contributions des modalités
d’une variable pour un facteur donné.

Etudier les coordonnées des modalités et des individus actifs : celles et ceux qui
déterminent les axes.

Etudier les coordonnées des variables, des modalités et des individus

supplémentaires s’il y en a.
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Chapitre 2

Analyse discriminante

2.1 Introduction

L’analyse discriminante est une technique d’analyse des données connue sous
I’abréviation AD. Elle est utilisée dans le cadre de la modélisation d’une variable
qualitative Y & K catégories (modalités) dite variable a expliquer (ou variable en-
dogeéne ou encore variable a prédire), a partir de p variables quantitatives appelées
variables explicatives (ou variables exogenes ou encore prédicteurs).

On peut considérer 'analyse discriminante comme une extension du probleme de la
régression au cas ol la variable a expliquer est qualitative ; on verra d’ailleurs que dans
le cas de deux catégories, on peut se ramener exactement a une régression linéaire
multiple. Elle peut aussi étre vue comme un cas particulier de ’analyse en compo-
santes principales. En effet, son aspect descriptif décrit dans le paragraphe 2.3 fait

appel a des calculs d’axes principaux appelés axes factoriels discriminants.

2.2 Données et notations

Nous disposons de n individus (ou observations) décrits par p variables et répartis
en K classes (groupes) données par la variable qualitative Y. Les K classes sont a priori
connues. La variable qualitative Y possede donc K modalités (ce sont les modalités de
Y qui définissent les classes). En notant X la matrice des p variables explicatives et

A le tableau disjonctif associé a la variable qualitative Y, on obtient ainsi la matrice
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CHAPITRE 2. Analyse discriminante

de données suivante :

1 2 K 1 2 P
1/1 0 0
2
A X
n\0 O 1

Notons :
. 2J la valeur de la jeme variable explicative mesurée sur le ieme individu.
. X; = (z},...,27) € R? une ligne de X décrivant le ieme individu.
. X7 = (2], ...,27)" € R" une colonne de X décrivant la jeme variable.
. Gy le groupe des individus de I’échantillon qui possedent la modalite k.
. ng = card(Gy) le nombre d’individus qui possedent la modalité k.
Les ensembles {X;\i=1,n} C RP et {X7\ j =1,p} C R™ désignent respectivement
les nuages des individus et des variables.
La variable Y permet de définir, compte-tenu des K modalités, une partition de
I’ensemble des individus en K sous-ensembles G, G, . .., Gk, 'individu ¢ appartenant
a G, si c’est la kieme modalité de la variable qualitative qui est réalisée. On peut ainsi

considérer K sous-nuages N1, Ny..., Ng tels que :

N, = {X,\i € G} CR?

- n
Si les n individus sont affectés des poids py, ..., pp, telsque Vi = 1,n,p; > 0et > p; =1
i=1

alors le poids de chaque groupe Gy, est :

En général, on prend p; = % et donc P, = “=. On a alors les définitions suivantes :
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CHAPITRE 2. Analyse discriminante

Le centre de gravité global est le vecteur de RP défini par :

9= Zpixi = %sz
i=1 i=1

— Le centre de gravité du groupe Gy, est le vecteur de R? défini par :

1€Gy 1€Gy
— La matrice p X p de variance-covariance globale est définie par :
n 1 n
V= pilwi—g)(wi—g) = = > (wi = g)(ai — g)
i=1 =1

— La matrice p X p de variance-covariance du groupe G}, est définie par :

Ve = 5 Somlr — ) — ) = 3 (s — ) — )

kiGGk

La matrice p x p de variance-covariance intra-groupe est définie par :

K K
W= PVi=> "tV
k=1 k=1

— La matrice p X p de variance-covariance inter-groupe est définie par :

K K

B = Zpk(gk - g)(gk - g)/ = %(Qk - 9)(% - 9)/

Remarques

1. La matrice B est la matrice de variance-covariance des K centres de gravités
gr pondérés par P, et la matrice W est la somme pondérée des covariances

inter-groupe.

2. En regle générale, W est inversible tandis que B ne 1'est pas, car les K centres
de gravité sont dans un sous-espace de dimension K-1 de R? (si p > K — 1 ce

qui est généralement le cas), alors que la matrice B est de taille p.

On a la relation suivante :
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2.3 L’AD descriptive et ’AD prédictive

On distingue deux aspects en analyse discriminante :

1. L’analyse discriminante descriptive :

L’analyse discriminante descriptive est une technique de statistique ex-
ploratoire. Elle consiste a chercher les combinaisons linéaires de variables
qui permettent de séparer le mieux possible les K classes et donner une
représentation graphique (ainsi qu'en ACP), qui rende compte au mieux de
cette séparation. Ces combinaisons linéaires sont appelées fonctions linéaires
discriminantes. 1l s’agit donc d’une étape de discrimination des classes.
L’analyse discriminante descriptive est une technique descriptive car elle
propose une représentation graphique qui permet de visualiser les proximités
entre les observations, appartenant a un méme groupe ou non.

C’est aussi une technique explicative car nous avons la possibilité d’interpréter
les axes principaux, combinaisons linéaires des variables initiales et ainsi

comprendre les caractéristiques qui distinguent les différents groupes.

Remarque
Contrairement a l’analyse discriminante prédictive, l'analyse discriminante
descriptive ne repose sur aucune hypothese probabiliste. Il s’agit essentiellement

d’une méthode géométrique.

2. L’analyse discriminante prédictive :
Un nouvel individu se présente pour lequel on connait les valeurs des prédicteurs.
Il s’agit alors de décider dans quelle classe il faut 'affecter. C’est un probleme de
classement par opposition au probleme de classification qui est la construction

de classes les plus homogenes possibles dans un échantillon.

Ces deux aspects correspondent donc a la distinction entre les méthodes géométriques
qui sont essentiellement descriptives et qui ne reposent que sur des notions de distance

et les méthodes probabilistes.
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2.4 Principe de analyse discriminante

2.4.1 La discrimination

L’idée du principe de la discrimination repose sur le fait que la discrimination
visuelle est plus aisée si :
— Les centres de gravité de chaque sous-nuage appartenant a une seule classe sont
éloignés.
— Les sous-nuages appartenant a une seule classe sont les plus homogenes possibles
autour de ces centres de gravité.
Pour se faire il faut maximiser les variances inter-goupe (entre les groupes) et mini-
miser les variances intra-groupe (a l'intérieur des groupes). Nous parlons également

de variances externes et internes.

2.4.1.1 Formule de décomposition de Huygens

Proposition 2.1. L’inertie totale du nuage des points individus est égale a la somme
de linertie inter-groupe et de l’inertie intra-groupe.
Cette proposition s’énonce également par le fait que la covariance totale du nuage est

la somme de la covariance inter-groupe et de la covariance intra-groupe :
V=B+W

([16])

Cette proposition se démontre aisément et constitue une généralisation de la re-

lation classique : variance totale = moyenne des variances + variance des moyennes.

2.4.1.2 Analyse factorielle discriminante

Le probleme est de déterminer un vecteur u normé de RP (appelé facteur
discriminant), engendrant un axe A, (appelé aze discriminant) passant par le centre
de gravité g et tel que 'inertie des sous-nuages des individus n, projetés sur A, soit
maximale (inertie inter-groupe u'Bu) et chaque sous-nuage soit groupé donc l'inertie

intra-groupe «'Wu soit minimale. En effet, B mesure la dispersion des centres de
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gravité le long de I'axe A, et W mesure la dispersion moyenne a l'intérieur des k

groupes le long de 'axe A,.

Le probleme revient donc a trouver u tel que :

v Bu
u'Wu

solt maximum.

La propriété V=B+W entraine I’équivalence suivante :

u' Bu
u'Vu

La fonction a rendre maximum est inchangée si u est remplacé par au, a étant

un scalaire quelconque. Par conséquent :
u' Bu

- <= maz v'Bu
w'Vu

max

sous la contrainte v'Vu =1 (u normé).

La solution est obtenue en utilisant le Lagrangien L(u) et en annulant sa dérivée :

L(u) =u'Bu— ANu'Vu—1)

OL(u)
ou

Si V est une matrice inversible (ce qui est le cas en général), alors :

=0= Bu=\Vu

V' Bu = \u
Ainsi u est le vecteur propre de V!B associé & la plus grande valeur propre A.

Proposition 2.2. Le premier aze factoriel discriminant A,, est engendré par le
vecteur propre normé u; de V1B correspondant a la plus grande valeur propre ).
De méme, le vecteur propre de V™'B relatif a la deuziéme valeur propre Ay (Ao < \;)
constitue le deuxieme axe factoriel discriminant A, et ainsi de suite pour chacun des

vecteurs propres Successifs.
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Définition 2.1. On appelle pouvoir discriminant de l'axe A, la valeur propre Ay
associée.
La valeur Ny, est d’autant plus grande (proche de 1) que la discrimination est satis-

faisante.

Interprétation des valeurs propres
Notons d’abord qu’on a toujours 0 < A < 1 et que le nombre des valeurs propres non
nulles, donc d’axes discriminants, est égal a K — 1 dans le cas habituel oun >p > K

et ou les variables ne sont pas liées par des relations linéaires.

— A =1 correspond au cas suivant :
En projection sur A, les dispersions intra-groupe sont nulles. Les K sous-nuages
sont donc chacun dans un hyperplan orthogonal a A,,.
Il y a évidemment une discrimination parfaite si les centres de gravité se pro-

jettent en des points différents (voir la figure suivante) :

b

gl ;
AN

— A = 0 correspond au cas ou le meilleur axe ne permet pas de séparer les centres

de gravité g,. C’est le cas ou ils sont confondus, les nuages sont donc concen-

triques et aucune séparation linéaire n’est possible (voir la figure suivante) :
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CHAPITRE 2. Analyse discriminante

Groupe 2

/

Groupe 1

Remarque

L’interprétation de ces K — 1 valeurs propres differe de celle des valeurs propres
obtenues lors d'une analyse factorielle faite sur un ensemble non partitionné a priori
(analyse en composantes principales ou analyse des correspondances). En effet, dans
ce dernier cas, la somme des q premieres valeurs propres indique l'inertie expliqué
par les q premiers axes principaux, tandis que la somme de plusieurs valeurs propres

dans une analyse factorielle discriminante n’aurait pas de sens.

Une ACP particuliere

L’analyse factorielle discriminante est une analyse en composantes principales
particuliere d'un ensemble de n points individus X; (de poids respectifs p; tels
que zn:pi = 1) repérés dans l'espace R? muni de la métrique M, dont le principe
génégﬁ est de déterminer un axe A, engendré par un vecteur u normé passant
par le centre de gravité du nuage des points individus, tel que la variance de
'ensemble des projections p,(X;) des points X; sur A, soit maximum. Cela conduit
a la résolution de 'équation VMu = Au avec ©/Mu = 1, ou V est la matrice des
variances-covariances des points Xj.

En effet, Bu = AVu avec v/Vu = 1. En posant v = Vu, on a BV v = v
avec v'V~lv = 1. Par conséquent, effectuer une analyse factorielle discrimi-
nante revient a faire une analyse en composantes principales a partir de l'en-
semble G des centres de gravité {gi,..., gk, ..., gi}, munis des poids respectifs

{P, ... Py, ..., P} = {2, ..., 7%, ., M5} repérés dans I'espace RP muni de la métrique
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CHAPITRE 2. Analyse discriminante

VL

Comme en ACP, on pourra interpréter les p variables (dites variables discriminantes)
au moyen d'un cercle des corrélations. A la différence de I’ACP, trois types de
corrélation sont possible : la corrélation globale entre les axes et les variables
initiales, la corrélation intra-groupe calculée a l'intérieur des groupes et la corrélation
inter-groupe calculée a partir des centres de gravité des groupes pondérés par leurs

poids.

v

-
L

¥

Corrélation globale Corrélation intra-groupes Corrélation inter-groupes

F1G. 2.1 — Les trois types de corrélations.

Equivalance des métriques V! et !

Les vecteurs propres de W~=1B sont les mémes que ceux de V! B. En effet
V7'Bu = \u <= Bu= \Vu

En remplacant V par B+ W on a :

A
A—1

A
Bu = ABu + \Wu < Bu = ﬁWu@W_lBu: U

On vient de montrer que si A et u sont valeur et vecteur propres de V1B alors

W= ﬁ et u sont respectivement valeur et vecteur propres de W~!B. L’utilisation

de V=1 ou de W~! comme métrique est donc indifférent.

Remarques
1. La métrique W1 est appelée métrique de Mahalanobis.

2. Dans les procédures de quelques logiciels (SAS par exemple) concernant

I'analyse discriminante, les calculs sont faits en utilisant la métrique W' (ces
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logiciels fournissent la valeur propre ).

Détermination des vecteurs propres de W~'B
Il faut diagonaliser la matrice W 1B qui n’est pas a priori symétrique.

La matrice B a pour expression :

Ed

Z%(gk )9 — 9)'

1

de terme général :
K

i
bjjr = Z;(gkj = 9;) 9k — 957)
k=1

ou gi; est la jieme composante de gy.

B s’écrit en fonction de la matrice C de terme général :

ng
Cjk, = g(gkj — 9j)

sous la forme :

B=CC

Les matrices W™ B (d’ordre p) et C"W~'C (d’ordre k) ont les mémes valeurs propres

et leurs vecteurs propres respectifs sont liés par la relation :
u=W1Cw

En effet, soit A une valeur propre de la matrice C'W~'C et w le vecteur propre

associé :
C'WCw = v = CC'WCw = \Cw = BW'Cw = \Cw

et done :

WABW'Cw = \W"'Cw < W 'Bu= \u

On se ramene ainsi a la diagonalisation d’une matrice symétrique d’ordre k. ([11])

64



CHAPITRE 2. Analyse discriminante

Représentations graphiques ([2])
Supposons qu’on se contente des deux premiers axes discriminants pour représenter

les individus et les variables sur le plan discriminant (A,,, Ay,).

1. Description dans R?
Dans le plan discriminant P = (A,,, A,,), on représente :

— Les points individus X; a ’aide de leurs coordonnées :
d=ujX;, j=1,2
— Les centres de gravités gi a 1’aide de leurs coordonnées :

Uj Gk .]: ]-72

On oriente le plan discriminant P en faisant figurer la projection des axes A, associés
aux variables initiales, le vecteur de base e; a pour coordonnées, dans le systeme des

deux premiers axes discriminants :

uje;, Jj=1,2
ff—‘!ul
&
&24 o &22
‘\""F + o o o
+ + o of1 o " Ay
AES ‘--_‘-‘_h_"""‘"—-+ +g3 o t o o
+ + + +
+ + +
+ + . . . AUE
+ + + g2
: ' ) \
&23
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Le plan discriminant ci-dessus décrit la dépendance entre une variable qualitative Y
a trois modalités 1, 2, 3 et un ensemble de cing variables quantitatives.

La partition induite par la variable Y est mise en évidence en associant un méme
symbole aux individus (4, ,, .) appartenant a une méme classe : on a ainsi une idée
visuelle, compte-tenu des dispersions autour de chacun des centres de gravité, de
la séparation, dans le plan discriminant, entre les groupes d’individus associés aux
différentes modalités de la variable Y.

Ici les trois groupes sont assez bien séparés, il est possible de retrouver a I’aide des

deux premiers facteurs discriminants la modalité prise par la variable qualitative Y.

2. Description dans R"
La projection des variables est calculée en fonction des axes discriminants du nuage

des points individus. La coordonnée d’une variable X7 sur axe u; est donnée par :
F = (X7, u))

Les variables X!, X2 X3 et X® (voir la figure ci-dessous) interviennent fortement dans
la description des individus contrairement & X*.

Si on revient au graphique précédant, on constate d'une part que les variables X3
et X° permettent de bien séparer les individus prenant les modalités 2 et 3 de la
variable Y et que d’autre part, X! et X? permettent de repérer les individus prenant

la modalité 1.

Y

ﬂul
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2.4.1.3 Cas particulier de deux groupes - Equivalence entre régression

multiple et analyse discriminante

Lorsqu’il n’y a que deux groupes (k = 2) notés G et Ga, le rang de la matrice
W1B est égal & 1, cette matrice n’a qu'une seule valeur propre non nulle et un seul
vecteur propre associé, donc un seul axe discriminant, qui correspond a la fonction
linéaire discriminante de Fisher, déterminé par la droite passant par les centres de
gravité des deux groupes g; et ¢go. La matrice de variance-covariance inter-groupe B,

dans ce cas, s’écrit :

n n
B=—(g1—9)(g1 — 9) + —(g2— 9)(g2 — g)’
n n
ning

nig1 + nzgz)
n

— B = 2 (1 = 92)(g1 — g2)  (car g=

de terme général :
ning
by = 7(913' — 92j) (9157 — G257)

Si A et u désignent 1'unique valeur propre et 'unique vecteur propre de W—1B, alors
u=W="(g — g)

et
ning

=

2 (91 — 92) W™ (g1 — 92)

En effet, on a :

nin
W' Bu = Au < W™ 71122 (g1 — g2) (g1 — g2)'u = Au

En remplacant u par sa valeur on a :

ning . _

W g1 — 92)(g1 — 92) W (g1 — g2) = AW (g1 — 92)

n2

ninz
n2

La quantité (91 — g2) W (g1 — go) est un scalaire et c’est la valeur propre A, qui

n’est autre que le D? de Mahalanobis au coefficient 32 pres.
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— Remarque
Le D? de Mahalanobis mesure la distance entre deux groupes, plus précisément
il mesure la distance entre les centres des groupes pour la métrique W1, il

vaut :
D? = (g1 — g2) W91 — g2)
B peut se mettre sous la forme B = C'C’ ou C est une matrice colonne (p,1) de terme
général :
Nai

Cj = n (glj_92j)

Nous avons donc :
W By =\ <= W 'CCu = Mu < C'W'CC'u = \C'u

Ainsi I'unique valeur propre de W='B est A = C'W~1C, dont le vecteur propre as-
socié est u =W~1C.

A est appelée distance généralisée entre les deux groupes ou encore distance de Ma-
halanobis.

Dans ce cas de deux groupes, I’AD est équivalente a la régression multiple.

Rappelons que le modele de régression multiple s’écrit sous la forme :
yi=Bo+ Bz + ...+ Bprl + &, i=1n (2.1)

ou

Les x] sont des nombres connus, non aléatoires.

Les parametres [3; sont inconnus, mais non aléatoires, ce sont les paramétres a

estimer (coefficients de la régression linéaire).

— Les ¢; sont des variables aléatoires inconnues, elles correspondent aux erreurs
de I'estimation.

— Les y; sont donc aléatoires.

En utilisant I’écriture matricielle de (2.1) nous obtenons la définition suivante :

Définition 2.2. Un modele de régression linéaire multiple est défini par une équation
de la forme :

Y=X0+¢
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1 J P
hn Lay o x Do €1
— 1 J P
| v |=| 1 x T Bi |+ &
) _
Yn 1 z, x 2P By En

— Y est un vecteur aléatoire de dimension n, c’est le vecteur des variables a ex-
pliquer.

— X est une matrice de taille n X (p + 1) connue, appelée matrice du plan
d’expérience.

— [ est le vecteur de dimension p + 1 des paramétres inconnus du modéle.

— ¢ est le vecteur de dimension n des erreurs.

Les hypotheses concernant le modele sont :

(Hy) : rang(X)=p+1

H
(H) (Hy) : E(g)=0gn, var(e)=02I,

L’hypothese (H,) signifie que les erreurs sont centrées, de méme variance o>

(homoscédasticité) et non corrélées entre elles.([14])
L’objectif : estimer les p+1 parametres 3y, ..., 5p.

Estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires
On cherche I'équation de la droite de régression en dimension p+1 pour laquelle les

erreurs quadratiques (g,) sont les plus faibles.
Définition 2.3. L’estimateur des moindres carrés B est défini comme suit :

n

. 2 . A 1 p 2 _ . . 2 _ . 2

arg%ﬁ%;gi_arg&lﬁ@(yl Bo—Prx; —...—Bpxt) arg/gngrzl)HY X0 argg;g;”e”
1=

Proposition 2.3. L’estimateur B des Moindres Carrés Ordinaires a pour expression :
B=(X'X)'XY
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— Remarque

L’hypothese (H;) assure que la matrice X'X est bien inversible.

Preuve

On cherche # € RP qui minimise la fonction :
SB) =Y = XBIPP = (Y = XB)'(Y = X) = B(X'X)8 — 2V X3 + V|

Or S est de type quadratique en 3, avec X'X symétrique définie positive, donc le
probleme admet une unique solution E : c’est le point ou le gradient de S est nulle.

Par dérivation (vectorielle...) par rapport a 3 on a :

95(5)

— — 92X'Y +2X X’
93 + b

Chercher a annuler cette dérivée revient a choisir ’estimateur B tel que X' X B = XY
et donc :
B=X'X)"'XY

L’estimateur B peut s’écrire sous la forme :

) 1 —1 v/ 1 /

f==V"XY (car—X'X=V)

n n

yi=+,/2 siie Gy
Yi=—1/m sii€ Gy

alors LX'Y = C, d'on f=V~1C = W~'C.

Si Y est défini par :

On conclut que le vecteur [ des coefficients de la régression linéaire coincide a un

facteur « prés avec la forme linéaire discriminante u = W=1C. Ce facteur o a pour

expression :
N
T 1+ CWI0)
— Remarque

Il faut prendre garde au fait que les hypotheses habituelles de la régression ne
sont pas vérifiées, bien au contraire : ici Y est non aléatoire et X l’est. Il ne

faudra donc pas utiliser les statistiques usuelles fournies par un programme de
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régression, en particulier les erreurs standards des coefficients et les niveaux de

signification.

2.4.2 Regle d’affectation d’un nouvel individu a 'un des K

groupes

Tout ce qui précede concernait la discrimination a but descriptif, nous allons
maintenant nous intéresser au probleme décisionnel, i.e. au probleme de classement

proprement dit.

2.4.2.1 Regles géométriques

La méthode classique consiste a comparer les distances d’un nouvel individu aux
centres des groupes, distances mesurées avec une certaine métrique (la métrique
W), Cette métrique s’introduit naturellement dans I’analyse discriminante dont le
but est de mettre en évidence des facteurs tels que les valeurs de ceux-ci soient aussi

différentes que possible pour les individus appartenant a des groupes différents.

Regle de Mahalanobis-Fisher

Etant donné un nouvel individu a, nous voulons savoir a quel groupe il appartient.
Nous supposons ici, que I'individu a appartient surement a I'un des K groupes.

La régle de Mahalanobis-Fisher consiste & utiliser la métrique W1 (ou V=1 ce qui
est équivalent), nous allons donc calculer la distance, pour la métrique W', de a au

centre g de la classe Gy, :
d*(a,Gy) = (a — gp )W a — gi) (2.2)
puis nous décidons d’affecter a a la classe G telle que :

d*(a,G) = irjl(d2(a,Gk) (2.3)

k=1,

En développant les quantités définies ci-dessus en (2.2) on trouve :

d*(a,Gy) = dWta + g W g — 2g, W 'a
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Elles sont des fonctions quadratiques de a, mais elles ont toutes en commun le terme
carré a'W~ta qui ne dépend pas de k, on pourra donc comparer les fonctions linéaires

discriminantes de a, définies ci-dessous, relatives a chaque groupe G}, :
fo.(a) = d*(a,Gy) — dWta = W gy — 2¢,W ta (2.4)

Dans ces conditions la regle de décision définie en (2.3) devient :

On décide d’affecter a a la classe G telle que :

fa(a) = min fg,(a)

k=1,K
Cas de deux groupes

Dans ce cas il n’y a que deux fonctions fg,(a) et fg,(a) & comparer. La régle de
décision est alors la suivante :

On affecte a au groupe G si
fe(a) > fa,(a)
i.€.
fa(a) = fa,(a) >0

En remplagant fg, (a) par sa valeur indiquée en (2.4), on a :
W gy — W gy —295W ta + 2¢/Wa > 0 (2.5)
Les deux derniers termes s’écrivent :
2(g1 — 92)'W'a
et on remarque que :
GW g1 — gsW g2 = (91— g2) W™ (g1 + g2)
D’ou (2.5) devient, apres division par 2 :

1
(g1 —g2)Wla— (g1 — g2)’W (g1 + 92) > 0

2
La regle de décision devient donc :
On affecte a au groupe G si
_ 1 _
(91 — g2)W™la > 591 = 92) W~ (g1 + g2) (2.6)
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On affecte a au groupe G si

1
(1 —g2)Wla < 5(91 — )W g1 + g2) (2.7)

On notera que le terme de gauche de (2.6) ou (2.7) n’est autre que la fonction linéaire

discriminante de Fisher.([1])

2.4.2.2 Insuffisance des regles géométriques

L’utilisation de la regle précédente conduit a des affectations incorrectes lorsque
les dispersions des groupes sont tres différentes entre elles : rien ne justifie alors 'usage
de la méme métrique pour les différents groupes.

En effet, si 'on considere la figure ci-dessous, bien que a soit plus proche de g; que
de go au sens habituel, il est plus naturel d’affecter a a la deuxieme classe qu’a la

premieére dont le pouvoir d’attraction est moindre.([13])

4

2.4.2.3 Analyse discriminante probabiliste

La reégle bayésienne et le modele gaussien
L’objectif est de trouver une regle d’affectation qui permet de prédire, pour un indi-
vidu a donné, sa valeur associée de Y a partir des valeurs prises par les p variables
quantitatives X = (X1, ..., XP).

La regle bayésienne consiste a trouver une estimation de la probabilité a posteriori
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d’affectation :

PY =GP XY =G s x
> PY =GpPX)Y =Gir) > mifu(x)
k=1 k=1
ou P(Y = Gy) = m est la probabilité a priori d’appartenance a un groupe et

P(X/Y = Gy) = fr(z) représente la fonction de densité des X conditionnellement
au groupe Gy (fr : R? — [0.1]).

— Remarque
Les probabilités a posteriori P(Y = G} /X) sont parfois qualifiées de scores

discriminants.

La regle bayésienne consiste a affecter I'individu a au groupe qui a la probabilité a
posteriori maximale (pour lequel le score est le plus grand) :
Y (a) = Gy~ si et seulement si

Gy = arg max P(Y = G/ X)

k=1,K

Toute la problématique de 'analyse discriminante revient donc a proposer une esti-
mation de la quantité P(X/Y = G) = fi(z).

Plusieurs approches sont possibles, en supposant que 'on dispose d’un échantillon
i.i.d. de méme loi que (XY ) :

a. On peut supposer que f; a une forme paramétrique et estimer les parametres sur

I’échantillon d’apprentissage.

b. Les approches non paramétriques : on cherche a estimer directement a partir des

données les densités fr avec des méthodes d’estimation de densité a noyau.

Ici on se place dans le cadre paramé