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Notations

Notations :

— R : l’ensemble des réels ;
— C0(R,E) : espace des fonctions continues de R dans E ;
— CB(R,E) : espace des fonctions continues bornées de R dans E
— T ( f ,ε) : l’ensemble des : ε-presque périodes de f ;
— {u.p.p.} : espace des fonctions presque périodiques au sens de Bohr ;
— u.p.p. : fonction uniformément presque périodique ;
— H( f ) : l’ensemble des translatées de f ;
— Th f : l’opérateur translation par h (h ∈ R) ;
— A : l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés ;
— M( f ) : la valeur moyenne de f ;
— a( f ,λ ) : le coefficient de Fourier-Bohr d’indice λ de f ;
— σ( f ) : le spectre de la fonction f ;
— S( f )(t) : la série de Fourier formelle associée à f ;
— M (R,E) : l’ensemble des fonctions mesurables définies sur R à valeurs dans E ;
— Lp

Loc (R,E) : le sous espace des fonctions de M (R,E) : localement p-integrables ;
— SC : stricte convexité ;
— UC : uniforme convexité ;
— LUC : locale uniforme convexité ;
— MLUC : “midpoint” locale uniforme convexité ;
— UCED (UCTD ) : uniforme convexité dans toute direction ;
— π(x\C) : meilleure approximation de x dans C ;
— Bϕ − p.p. : espace Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques

définie via les polynômes trigonométriques généralisés ;
— Sϕ

` − p.p. : espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques
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définie via les polynômes trigonométriques généralisés ;
— W ϕ− p.p. : espace de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques dé-

finies via les polynômes trigonométriques généralisés ;
— S(d)`,ϕ − t.p.(R,U ) : espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz de fonctions presque pé-

riodiques définie via la définition de Bohr de R à valeurs dans un espace de
métrique (U ,d) ;

— W (d)
ϕ − t.p.(R,U ) : espace de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque pério-

diques définie via la définition de Bohr à valeurs dans un espace de métrique
(U ,d) ;

— WD(R,U ) : l’espace de Weyl de fonctions presque périodiques au sens de Dani-
lov ;

— W̃ 0
ϕ : l’espace des fonctions absolument ϕ−integrables au sens de Weyl ;

— f R(x0, .) : la fonction tronquée de f dans un espace métrique (U ,d) (x0 ∈U ) ;
— PR : f (.) 7→ f R(x0, .) : la projection radiale sur la boule de centre x0 et de rayon R.

xiv



Introduction générale

Contexte général

L’essentiel du travail que nous présentons concerne différentes classes d’espaces fonc-
tionnels de type Musielak-Orlicz, obtenues par extension des propriétés de presque pé-
riodicité de H.Bohr (propriété de translation et propriété d’approximation) : Espace
de Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-Musielak-Orlicz et Besicovitch-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques. Si ϕ est une fonction de Musielak-Orlicz, c’est à dire une
fonction d’Orlicz à paramètre vérifiant :

1. La fonction ϕ est continue et définie sur R× [0,+∞[ à valeurs dans [0,+∞[,

2. ϕ(t,0) = 0, ∀t ∈ R,
3. pour tout t ∈ R, ϕ(t,u) est convexe par rapport à u ∈ [0,+∞[

et lim
u→+∞

ϕ(t,u) = +∞.

Si A désigne l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés, i.e.,

A =

{
Pn(t) =

j=n

∑
j=1

a jeiλ jt , a j ∈ C,λ j ∈ R, n ∈ N

}
,

alors la fermeture de l’ensemble A relativement à chacune des semi-normes de type
Musielak-Orlicz suivantes :

‖ f‖Sϕ

l
= inf

k > 0, sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ

(
t,
| f (t)|

k

)
dµ ≤ 1

 ; (1)

‖ f‖W ϕ = inf

k > 0, lim
`→+∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ

(
t,
| f (t)|

k

)
dµ ≤ 1

 ; (2)

1



Introduction générale

‖ f‖Bϕ = inf

k > 0, lim
T→∞

1
2T

T∫
−T

ϕ

(
t,
| f (t)|

k

)
dµ ≤ 1

 . (3)

Les espaces obtenus sont appelés respectivement espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz
(Sϕ− p.p.), Weyl-Musielak-Orlicz (W ϕ− p.p.) et Besicovitch-Musielak-Orlicz (Bϕ− p.p.)
de fonctions presque périodiques. Ces espaces sont initialement introduits dans [55].

Lorsque la fonction génératrice ϕ est la fonction puissance (i.e., ϕ(t,u) = |u|p, p≥ 1), ces
espaces sont respectivement appelés espaces de Stepanov (Sp− p.p.), Weyl (W p− p.p.)
et Besicovitch (Bp− p.p.) de fonctions presque périodiques. Dans ce cas, ces derniers
espaces sont caractérisés en terme de propriétés de translation dite aussi de presque
périodicité de Bohr [2, 10, 11, 28]. Une fonction continue f : R→ C est dite presque
périodique au sens de Bohr (ou vérifie la propriété de presque périodicité de Bohr) si
pour ε > 0, il existe l(ε) = l > 0 tel que tout intervalle de longueur l contient un nombre
τ vérifiant

‖ f (.+ τ)− f (.)‖∞ := sup
t∈R
| f (t + τ)− f (t)| ≤ ε. (4)

L’extension au cadre abstrait et large des espaces d’Orlicz consiste a prendre en lieu et
place de la norme infinie dans l’inégalité (4), les pseudo-normes du type Orlicz (1) et
(2). Les espaces obtenus, notés Sϕ − t.p., et W ϕ − t.p. sont respectivement appelés es-
pace de Stepanoff-Orlicz et Weyl-Orlicz de fonctions presque périodiques. La définition
des espaces de Besicovitch-Orlicz via la propriété de translation est plus compliquée et
nécessite d’autre arguments que nous présenterons plus loin (voir [2,11,30,31]).

Il existe de nombreux travaux consacrés aux espaces Sp− p.p., W p− p.p. et Bp− p.p. et
aux différents aspects de leurs structures (cf. [1, 2, 10, 20, 27, 31]). Leurs applications
sont variées et concernent notamment les équations différentielles et aux dérivées par-
tielles, l’analyse harmonique....

La première étude sur les espaces de Besicovitch-Orlicz de fonction presque périodiques
est due a J. Albricht [1] qui considère certains aspects de la structure et de la topologie
de ces espaces. Les travaux de Hillmann [30, 31] sur la structure et autres propriétés
topologiques des espaces Sϕ − p.p., W ϕ − p.p. et Bϕ − p.p. (dans le cadre des espaces
d’Orlicz) constituent une référence plus complète.

Les questions relatives à la structure géométrique des espaces de Banach jouent un
rôle essentiel dans des domaines mathématiques très variés, notamment en théorie de
l’approximation et optimisation. Différent auteurs se sont intéressés à ces questions (no-
tamment la stricte et l’uniforme convexité relativement à la norme de Luxemburg).

La these de M.Morsli [43] est une synthèse des travaux sur les espaces du type Orlicz de
fonction presque périodique. L’auteur initie aussi l’étude des questions de nature géo-
métrique, notamment la caractérisation de l’uniforme convexité et la convexité stricte
de l’espace Bϕ − p.p. par des conditions de régularité sur la fonction d’Orlicz ϕ. Les

2



références [4], [15], [6] est un complement à ces travaux. Les auteurs ont étudié la
géométrie des espaces Sϕ− p.p., W ϕ− p.p. et Bϕ− p.p. lorsqu’ils sont munis des normes
de Luxemburg et d’Orlicz.

Cette thèse vise à compléter l’étude de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz des
fonctions presque périodiques Bϕ − p.p. introduite initialement dans [55] et reprise
dans [23].

Contribution et structure de la thèse

La thèse est composée de deux parties, une partie préliminaire et une partie contri-
bution. La partie préliminaire comporte deux chapitres, le premier chapitre fournit un
exposé des différentes notions de presque périodicité, nous faisons ensuite une pré-
sentation sommaire des espaces modulaires et les espaces de type Musielak-Orlicz. Le
deuxième chapitre est destiné à fixer les notations et à définir les propriétés et les outils
fondamentaux en géométrie des espaces de Banach. La deuxième partie est l’essentiel
de notre travail. Elle est composée de deux chapitres.

Chapitre 3 : Notre contribution dans ce chapitre porte sur l’étude de nombreuses pro-
priétés structurelles de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque
périodiques (Bϕ − p.p.) introduite par Morsli et Smaali [46] via la propriété d’approxi-
mation par des polynômes trigonométriques généralisés.

D’un point de vue structurel, nous avons donné une caractérisation de la classe Bϕ− p.p.
en termes de la Besicovitch-presque périodicité au sens de Danilov et d’une propriété
d’uniforme integrabilité. Notre résultat généralise ainsi celui de Danilov lorsque ϕ est
la fonction puissance. Nous avons également démontré un résultat d’approximation
des fonctions de Bϕ − p.p. par des polynômes de Bochner-Fejèr. Ce résultat nécessite
une hypothèse supplémentaire que nous avons introduite sur la fonction de Musielak-
Orlicz ϕ, dite τ-bornitude 1. Cette hypothèse s’avère indispensable pour l’invariance par
translation des fonctions de Bϕ − p.p.. Elle est également nécessaire pour assurer la Bϕ -
continuité 2 des fonctions de Bϕ − p.p..

D’un point de vue géométrique, nous avons étudié d’autres propriétés de convexité in-
termédiaires à la stricte convexité et l’uniforme convexité de l’espace B̃ϕ − p.p. muni de
la norme de Luxemburg, il s’agit de la locale uniforme convexité (LUC), la H-propriété,
la midpoint locale uniforme convexité (MLUC) et l’uniforme convexité dans toute di-
rection (UCED). On a démontré que toutes ces propriétés sont équivalentes à la stricte
convexité de l’espace B̃ϕ − p.p..

Comme application, nous avons abordé le problème d’existence de l’élément de meilleure
approximation, nous avons déduit, grâce aux propriétés de convexité étudiées, une ver-

1. Se référer à la Définition 3.4.11
2. Se référer à la Définition 3.4.5
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Introduction générale

sion du théorème de Doob dans l’espace B̃ϕ− p.p.. Cette étude a fait l’objet d’une publi-
cation dans la revue Commentat Math. Univ. Carol [8].

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous avons abordé les notions de presque périodi-
cité de Stepanoff-Musielak-Orlicz S(d)`,ϕ − t.p. et Weyl-Musielak-Orlicz W (d)

ϕ − t.p., via les
ε−presque périodes, pour des fonctions à valeurs dans un espace métrique (U ,d) (sé-
parable). Différentes caractérisations et résultats d’approximation ont été obtenus :

1. En s’inspirant de [24, 31], nous avons montré que, moyennant la hS−bornitude 3

et la condition-∆W 1

2 de la fonction de Musielak-Orlicz ϕ, les fonctions de W (d)
ϕ −t.p.

peuvent être approchées par leurs tronquées. Comme conséquence directe de ce
résultat, nous avons obtenu une caractérisation de la classe W (d)

ϕ − t.p.. Le résultat
obtenu généralise celui de Danilov [24] lorsque ϕ(t,x) = |x|p, p≥ 1.

2. Lorsque U est un espace normé, nous avons énoncé et démontré le théorème
d’approximation des fonctions de W ϕ− p.p.(R,U ) par des suites de polynômes de
Bochner-Fejèr.

3. On a montré que les pseudo-modulaires de Besicovitch-Musielak-Orlicz ρBϕ ( f ) et
de Weyl-Musielak-Orlicz ρW ϕ ( f ) coïncident sur W ϕ − p.p.(R,U ) et que l’espace
Bϕ − p.p.

(
R,U

)
est le complété de l’espace W ϕ − p.p.

(
R,U

)
. Ce résultat nous a

permis de conclure que :
— L’espace W ϕ − p.p.

(
R,U

)
hérite de toutes les propriétés géométriques de l’es-

pace Bϕ − p.p.
(
R,U

)
.

— Le dual de W ϕ − p.p.
(
R,U

)
est isométriquement isomorphe à l’espace dual de

BΨ− p.p.
(
R,U

)
. Si de plus ϕ ainsi que sa fonction conjuguée Ψ vérifient la

condition-∆B1

2 , alors W ϕ − p.p.
(
R,U

)∗ ' Bψ − p.p.
(
R,U

)
.

La fin de ce manuscrit est consacrée à une conclusion générale et quelques perspectives
des travaux présentés.

3. Se référer à la Définition 4.2.8
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1.1 Introduction

La notion de fonctions presque périodiques est issue, au début du vingtième siècle,
des travaux de H. Bohr. Elle a été développée par d’autres notamment Bochner, vers
1933, qui a donné une autre version de la définition des fonctions presque périodiques
équivalente à celle donnée par Bohr, mais plus maniable. Cette étude à été reprise par
Stepanoff, Weyl et Besicovitch qui ont défini la notion de fonctions presque périodiques
en moyenne Lp

Loc. L’extension au cadre abstrait et large des espaces d’Orlicz consiste à
prendre en lieu et place de la fonction |.|p dans la définition de ces espaces, une fonction
ϕ convexe. Les espaces obtenus, notés Sϕ − p.p., W ϕ − p.p. et Bϕ − p.p. sont respective-
ment appelés espace de Stepanoff-Orlicz, Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonctions
presque périodiques. La première étude sur ces espaces (en particulier sur Bϕ − p.p. )
est due à J. Albricht [1] qui considère certains aspects de la structure et de la topolo-
gie de Bϕ − p.p.. Les travaux de Hillmann [30, 31] sur la structure et autres propriétés
topologiques de ces espaces constituent une référence plus complète. Ce chapitre est in-
troductif. Il a pour objectif de présenter la notion de fonction presque-périodique (p.p.)
au sens de Bohr dans le cadre des espaces Lp, la notion de presque périodicité défi-
nie dans les espaces de type de Lebesgue trouve aussi un sens dans les espaces du type
Musielak-Orlicz, d’où l’intérêt d’introduire à la fin de ce chapitre la notion d’espaces mo-
dulaires et d’espaces du type Musielak-Orlicz. Dans ce qui suit, on note C0(R,E) l’espace
des fonctions continues de R vers E.

1.2 Fonctions uniformément presque périodiques

Rappelons que les définitions de fonctions presque périodiques f : R→ E (où E est un
espace de Banach) font intervenir trois notions, une norme ‖.‖E étant choisie sur un
espace de fonctions de R vers E :

1. les presque-périodes : pour tout ε > 0 il existe ` > 0 tel que pour tout a ∈ R, il
existe un τ ∈ [a,a+ `] de sorte que ‖ f (.+ τ)− f (.)‖ ≤ ε,
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

2. la propriété de Bochner : de toute suite de translatées ( f (.+an))n, on peut extraire
une sous-suite uniformément convergente pour la norme ‖.‖E,

3. la propriété d’approximation : on peut trouver une suite de polynômes trigono-

métriques (Pn)n (i.e.Pn(t) =
Nn
∑

k=1
ak,n exp

(
iλk,nt

)
) convergeant vers f pour la norme

‖.‖E.
Ces notions étendent la périodicité. Dans la première situation, si f est périodique de
période T, prenant ` > T on aura dans [a,a+`] au moins un kT (k ∈Z) pour lequel la re-
lation est vraie avec égalité à 0. Pour la seconde, on peut toujours réduire les an modulo
T ce qui fera une suite bornée, puis raisonner par compacité. Enfin, la troisième est liée
au théorème de Fejèr. On obtient différentes définitions qui peuvent être équivalentes
ou non.
Introduisons tout d’abord les deux définitions préliminaires :

Définition 1.2.1. Un ensemble I de R est dit relativement dense s’il existe un nombre réel

` > 0 (dit longueur d’inclusion), tel que, tout intervalle [a,a+`] de longueur l de R contient

un élément de I.

Définition 1.2.2. Soit f ∈C0(R,E) et ε > 0 un nombre réel strictement positif. Un nombre

réel τ est une ε-presque période de f si on a

sup
t∈R
‖ f (t + τ)− f (t)‖E < ε, (1.1)

et l’on note T ( f ,ε) = {τ ∈ R : supt∈R ‖ f (t + τ)− f (t)‖E < ε} l’ensemble des ε-presque pé-

riodes de f .

Définition 1.2.3. (voir par exemple [2], p. 3 ou [10], p. 2) (presque-périodes). Soit f ∈

C0(R,E). On dit que f est uniformément presque-périodique (u.p.p) ou f ∈ {u.p.p.} si,

∀ε > 0, la fonction f possède un ensemble de ε-presque-périodes relativement dense. i.e.

∀ε > 0, il existe un nombre ` = `(ε) > 0, tel que tout intervalle [a,a+ `] contienne un

nombre τ = τ(ε) satisfaisant (1.1).

Toute fonction périodique continue est une fonction presque périodique au sens de Bohr.
En effet si f est une fonction T -périodique, alors tous les nombres de la forme nT ,
n = (±1,±2,±3, ...) sont aussi des périodes de f , et donc sont des presque périodes de
f , pour tout ε > 0. Or l’ensemble {nT,n =±1,±2,±3, ...} est relativement dense, ce qui
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

implique que f est presque périodique au sens de Bohr. Par contre la réciproque est
fausse. On cite comme contre exemple la fonction suivante :

f (t) = cos(t)+ cos(
√

2t),(t ∈ R).

Propriétés essentielles de fonctions u.p.p.

La proposition suivante expose certaines propriétés de fonctions presque-périodiques.
Pour les démonstrations (et plus de détails), on renvoie aux livres (Besicovitch, 1932
[10]) et (Amerio, Prouse, 1971 [2]) :

Proposition 1.2.4. 1. Toute fonction uniformément presque périodique est uniformé-

ment continue.

2. Toute fonction uniformément presque périodique est uniformément bornée.

3. Si une suite de fonctions uniformément presque périodique fn est uniformément conver-

gente dans R vers une fonction f , alors f est aussi u.p.p..

4. L’espace des fonctions uniformément presque périodiques u.p.p muni de la norme de

convergence uniforme

‖ f‖∞ = sup‖ f (t)‖E, t ∈ R

est un espace de Banach.

-On note CB(R,E) l’ensemble des fonctions continues bornées de R dans E, ensemble
que l’on munit de la norme de la convergence uniforme ‖.‖∞ défnie par ∀ f ∈CB(R,E),
‖ f‖∞ = supt∈R ‖ f (t)‖E.
- Pour une fonction f ∈CB(R,E) et un réel a ∈ R on note f (.+a) la fonction définie par
∀t ∈ R f (.+ a)(t) = f (t + a) = (Ta f )(t) et l’on note H( f ) = {(Ta f )(.) = f (.+ a), a ∈ R}
l’ensemble des translatées de f . Si f ∈ {u.p.p.} a-t-on la translatée dans {u.p.p.}? La
réponse est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.2.5. Si f ∈ {u.p.p.}, alors pour tout a ∈ R, on a (Ta f ) ∈ {u.p.p.}.

Si f est périodique, alors l’ensemble H( f ) = {(Ta f )(.) = f (.+a), a ∈R} est un compact
de l’ensemble CB(R,E). En remplaçant la compacité de H( f ) par la compacité relative
on obtient la définition de la presque périodicité donnée par S. Bochner.

Définition 1.2.6. (normalité). On dit que f ∈CB(R,E) est presque périodique si et seule-

ment si l’ensemble des translatées de f , H( f ) est une partie relativement compacte de
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

CB(R,E), c’est-à-dire si et seulement si pour toute suite (an)n∈N de réels il existe une ex-

traction φ telle que la suite de fonctions ( f (.+aφ(n)))n∈N converge uniformément sur R.

Remarque 1.2.7. On rappelle que dans un espace complet une partie est relativement com-

pacte si et seulement si elle est précompacte. Ainsi f ∈ {u.p.p.} si et seulement si l’ensemble

des translatées est précompacte.

Autres propriétés de fonctions u.p.p.

( voir par exemple Besicovitch, 1954 [11] et Corduneanu, 1989 [20])

Proposition 1.2.8. 1. Si f et g sont deux fonctions uniformément presque périodiques,

alors les fonctions f +g et f g le sont aussi.

2. Si f est uniformément presque périodique et m = inft∈R ‖ f (t)‖ > 0, alors la fonction

1
f est aussi u.p.p..

3. Si f est une fonction presque périodique et F est continue sur { f (t), t ∈ R} alors la

fonction composée F ◦ f est u.p.p.

Remarque 1.2.9. Tout polynôme trigonométrique

P(x) =
n

∑
k=1

ak exp(iλkt) , λk ∈ R, ak ∈ E, n ∈ N

est une fonction uniformément presque périodique, en utilisant la Proposition 1.2.8 (3),

toute fonction f obtenue par la limite uniforme d’une suite de polynômes trigonométriques

est u.p.p. Ainsi on introduit une troisième définition dite d’approximation, pour les fonc-

tions uniformément presque périodiques.

Définition 1.2.10 (Approximation). L’espace des fonctions uniformément presque pério-

diques u.p.p. est la fermeture dans (CB(R,E)) de l’ensemble A des polynômes trigonomé-

triques à valeurs dans E, pour la topologie de convergence uniforme. i.e. f ∈ u.p.p. si et
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

seulement si pour tout ε > 0, il existe Pε ∈A tel que

sup
t∈R
‖ f (t)−Pε(t)‖E < ε.

Et on écrit
{u.p.p}=A

‖.‖∞

.

De manière plus explicite

{u.p.p}= { f ∈CB(R,E), ∃{Pn}n ⊂A , lim
n→+∞

‖Pn− f‖∞ = 0}.

Remarque 1.2.11. 1. Toute fonction presque périodique au sens de Bochner est presque

périodiques au sens de Bohr.

2. Toute fonction presque périodique au sens de l’approximation polynômial est presque

périodiques au sens de Bochner.

3. Toute fonction presque périodique au sens de Bohr est presque périodiques au sens de

l’approximation polynômial.

Par analogie avec les fonctions périodiques on cherche à définir la moyenne d’une fonc-
tion presque périodique. Pour une fonction continue et périodique f de période T la
moyenne de f correspond à la moyenne sur une période, elle vaut

1
T

∫ T

0
f (t)dt.

1.2.1 Valeur moyenne d’une fonction u.p.p.

Pour une fonction u.p.p. f on cherche a moyenner sur R donc on a envie de définir la
moyenne de f comme la limite lorsque T tend vers +∞ de 1

2T
∫+T
−T f (t)dt. Bien que l’on

ne soit pas assuré à priori de son existence. c’est l’objet de la proposition suivante :

Proposition 1.2.12. Soit f ∈ {u.p.p.}. Alors, la limite suivante existe dans E.

lim
T→∞

1
2T

∫ +T

−T
f (t)dt.
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

Définition 1.2.13. Pour toute fonctions u.p.p. f : R→ E. On définit la valeur moyenne

supérieur M( f ) et la valeur moyenne inférieure M( f ) de f par :

M( f ) = Mt( f (t)) = limsup
T→∞

1
2T

∫ +T

−T
f (t)dt,

M( f ) = Mt( f (t)) = liminf
T→∞

1
2T

∫ +T

−T
f (t)dt.

Lorsque ces deux valeurs coïncident, on obtient la valeur moyenne de f , notée M( f ).

M( f ) = Mt( f (t)) = lim
T→∞

1
2T

∫ +T

−T
f (t)dt.

Remarque 1.2.14. Il est important de signaler les aspects suivants :

1. Soit f ∈ {u.p.p.}, et a ∈ R. Alors,

Mt( f (t +a)) = Mt( f (t))

2. Lorsque f est continue et T-périodique, on a :

M( f ) =
1
T

∫ T

0
f (t)dt.

3. On notera souvent Mt( f (t)) pour signifier que la moyenne est calculée par rapport à

la variable t.

Exemple
La fonction f (t) = exp(iλ t), λ ∈ R est une fonction périodique continue, et a fortiori
presque périodique, et donc sa valeur moyenne existe est finie.

M( f ) =

{
0 si λ 6= 0
1 si λ = 0.
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

1.2.2 Convergence uniforme et en moyenne

Définition 1.2.15. On dit qu’une suite de fonctions u.p.p. { fn} converge en moyenne qua-

dratique vers f si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n≥ N, M(‖ fn− f‖2
E)≤ ε.

Si une suite de fonctions est uniformément convergente, alors converge en moyenne
quadratique.
La converge en moyenne quadratique n’implique pas en général la convergence uni-
forme.

Définition 1.2.16. On dit que z est uniformément équi-continue, si elle vérifie

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀ f ∈z, ∀x,y ∈ R, |x− y|< δ ⇒‖ f (x)− f (y)‖E < ε.

Définition 1.2.17. On dit que z est équi-presque périodique, si pour tout ε > 0, il existe

l > 0, tel que tout intervalle de longueur ` contient au moins un nombre τ, pour lequel

sup
t∈R
‖ f (t + τ)− f (t)‖E ≤ ε, ∀ f ∈z.

Si { fn}n∈N est une famille équi-continue, équi-presque périodique et converge en moyenne
quadratique, alors elle converge uniformément sur R.

1.2.3 Séries de Fourier-Bohr de fonctions presque périodiques

L’une des propriétés importantes de la théorie de fonctions presque périodiques est
la décomposition en série de Fourier d’une fonction presque périodique. Cette théorie
dit que les fonctions presque périodiques admettent des développements en séries de
Fourier.
Soit f ∈ {u.p.p.}, alors la fonction f (t)exp(−iλ t), λ ∈ R est u.p.p, comme produit de
fonctions uniformément presque périodiques, sa valeur moyenne existe et finie, on la
note par a( f ,λ ), i.e.

a( f ,λ ) = Mt( f (t)exp(−iλ t)).

Définition 1.2.18. Pour f ∈ {u.p.p.} et λ ∈ R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

d’indice λ de f par :

a( f ,λ ) = Mt( f (t))exp(−iλ t)).

Proposition 1.2.19. ( [10], p. 18) Pour toute fonction u.p.p., il existe un ensemble au

plus dénombrable de réels λ (appelé Bohr- Exposants ou des fréquences de Fourier) vérifiant

a( f ,λ ) 6= /0.

Les nombres a( f ,λ ) associés sont les coefficients Bohr-Fourier de la fonction f .

Définition 1.2.20. Soit f ∈ {u.p.p.}, on définit le spectre de la fonction f comme l’en-

semble

σ( f ) = {λn : a( f ,λn) 6= 0}

qui est au plus dénombrable.

Soit f ∈{u.p.p}, et soient (λ1,λ2, ...,λN), N nombres arbitraires distincts, et (b1,b2, ...,bN),
N nombres complexes arbitraires, et soit a( f ,λn) = M( f (t)exp(−iλnt)). On utilisant les
propriétés de la valeur moyenne on obtient

M(‖ f (t)−
N

∑
n=1

bn exp(iλnt)‖2
E = M(‖ f (t)‖2)−

N

∑
n=1
‖a( f ,λn)‖2

E+
N

∑
n=1
‖bn−a( f ,λn)‖2

E.

Cette équation est appelée équation d’approximation en moyenne quadratique de f par

des polynômes
N
∑

n=1
bn exp(iλnt.)

Lorsque bn = a( f ,λn) on obtient

N

∑
n=1
‖a( f ,λn)‖2

E ≤M(‖ f (t)‖2
E).

Ceci étant vrai pour tout entier N, on déduit l’inégalité de Bessel :

+∞

∑
n=1
‖a( f ,λn)‖2

E ≤M(‖ f (t)‖2
E).

Comme conséquence de cette inégalité, la série de Fourier formelle associée à f est
donnée par

S( f )(t) = ∑
n≥1

a( f ,λn)exp(iλnt).
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Théorème 1.2.21. (Unicité) Si deux fonctions presque périodiques ont la même série de

Fourier-Bohr, alors elles sont identiques.

Remarque 1.2.22. Lorsque E est un espace de Hilbert, Les coefficients de Fourier-Bohr

d’une fonction u.p.p. f , vérifie l’égalité de Parseval ( [61]) :

+∞

∑
n=1
‖a(λn)‖2 = M(‖ f (t)‖2).

Ce résultat, permet de montrer une propriété d’approximation des fonctions u.p.p. par
des polynômes trigonométriques particuliers, les polynômes de Bochner-Fejèr qui géné-
ralise l’approximation classique de Fejèr des fonctions périodique.

1.2.4 Polynôme d’approximation de Bochner-Fejèr

Cette question a été étudier très en détaille dans [6], Dans cette section nous décrivons
brièvement la construction du polynôme de Bochner-Fejèr associé à une fonction u.p.p.
et on donnera la propriété d’approximation d’une fonction u.p.p. par des polynômes de
Bochner-Fejèr telle qu’elle est présentée dans [6].
Soit {α1,α2, ...,αn, ...} un ensemble dénombrable de nombres réels. On dit que les αi,
i = 1,2, ... sont linéairement indépendants si, pour tout entier p≥ 1 , les seuls rationnels
r1,r2, ...,rp vérifiant l’équation :

r1αn1 + r2αn2 + ...+ rpαnp = 0

sont r1 = r2 = ....= rp = 0.
Soit maintenant f une fonction u.p.p. à valeurs dans un espace de Hilbert E. On note
Λ = {λ1,λ2, ...,λn, ...} l’ensemble des exposants de Fourier de f . On définit la notion de
base des exposants de f de la manière suivante :
L’ensemble de nombres réels linéairement indépendants {α1,α2, ...,αn, ...} est une base
des exposants de f si, pour tout entier m≥ 1,

λm = r(m)
n1 αn1 + r(m)

n2 αn2 + ...+ r(m)
nm αnm,

où les coefficients r(m)
ni , i = 1...m, sont des nombres rationnels. En d’autres termes,

chaque exposant de Fourier-Bohr de f s’exprime (de manière unique) sous forme d’une
combinaison linéaire finie des nombres αi, i≥ 1, à coefficients rationnels.
Le noyau de Bochner-Fejèr est défini par un produit fini de noyaux de Fejèr :
K( n1,n2,...,np

α1,α2,...,αp)
(t) = Kn1 (α1t)Kn2 (α2t) ...Knp(αpt)
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= ∑
|ν i|<ni,i=1...p

(
1− |ν1|

n1

)(
1− |ν2|

n2

)
...

(
1−

∣∣νp
∣∣

np

)
exp(−i(ν1α1 +ν2α2 + ...+νpαp) t) ,

où p est un entier positif.
Ce noyau possède les mêmes propriétés que celui de Fejèr, c’est-à-dire :

— K
( n1,n2,...,np
α1,α2,...,αp)

≥ 0.

— M
(

K
( n1,n2,...,np
α1,α2,...,αp)

)
= 1.

On appelle alors polynôme de Bochner-Fejèr, l’expression :

σ
( n1,n2,...,np
α1,α2,...,αp)

(x) = Mt

{
f (x+ t)K( n1,n2,...,np

α1,α2,...,αp)
(t)
}
,

s’exprimant aussi par la somme :

∑
|ν i|<ni,i=1...p

(
1− |ν1|

n1

)
...

(
1−

∣∣νp
∣∣

np

)
a(ν1α1 + ...+νpαp)exp(i(ν1α1 + ...+νpαp) t) .

Dans cette dernière expression, seuls les vecteurs a(ν1α1 + ...+νnαn) associés à des com-
binaisons figurant dans l’ensemble des exposants de Fourier-Bohr de f sont non nuls, et
dans ce cas on écrit :

ν1α1 + ...+νpαp = λn.

L’expression du polynôme de Bochner-Fejèr devient alors [2] :

σ
( n1,n2,...,np
α1,α2,...,αp)

(x) = ∑
|ν i|<ni,i=1...p

(
1− |ν1|

n1

)
...

(
1−

∣∣νp
∣∣

np

)
a(λn)exp(iλnx) .

Si on pose B =
( n1,n2,...,np

α1,α2,...,αp

)
, le polynôme σB s’écrit alors :

σB (x) = ∑
n≥1

d(B)
n An exp(iλnx) ,

où An = a( f ,λn) est le coefficient de Fourier-Bohr de f et les d(B)
n ,n≥ 1, sont des nombres

réels de l’intervalle [0,1] , non nuls pour seulement un nombre fini de valeurs de n.
Soit maintenant f une fonction u.p.p. à valeur dans un espace de Hilbert E et sa série

de Fourier formelle S ( f )(x) =
n=+∞

∑
n=1

An exp(iλnx). On associe à cette série la famille des
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polynômes de Bochner-Fejèr (σ f
Bn
)n≥1

4.

La suite de Bochner-Fejèr {σBn}n≥1 , notée par la suite
{

σ
f

n

}
n≥1

, est donc convergente

en moyenne quadratique vers f , on déduit qu’elle converge aussi uniformément vers f .

Proposition 1.2.23. [6] Soient f ,g ∈ {u.p.p}. Alors, il existe deux suites de polynômes de

Bochner-Fejèr
{

σ f
n

}
n≥1 et

{
σg

n

}
n≥1 de f et g respectivement vérifiant :

lim
n→+∞

∥∥∥ f −σ
f

n

∥∥∥
∞

= 0, lim
n→+∞

∥∥g−σ
g
n

∥∥
∞
= 0 et telles que σ

f
n
+σ

g
n
= σ

f+g
n

, ∀n≥ 1.

Théorème 1.2.24. [11] Soit

f (t)∼
∞

∑
n=1

a( f ,λn)exp(iλnt) .

Une fonction u.p.p.. Pour tout ε > 0, il existe un entier positif N et un nombre réel positif

0 < δ < π tel que toute solution τ du système d’inequations de Diophantines

|λnτ|< δ (mod 2π) , (n = 1,2, . . . ,N)

est un ε−presque période de f .

Introduisons maintenant les différentes généralisations de fonctions presque périodiques,
la première généralisation est due à Stepanoff, définissant les espaces Sp− p.p., W p−
p.p., Bp− p.p. (resp. l’espace de Stepanoff, weyl et Besicovitch de fonctions presque
périodiques).

1.3 Fonction presque périodiques au sens de Stepanoff

Soit M (R,E) l’ensemble des fonctions mesurables définies sur R à valeurs dans l’espace
normé E et µ la mesure de Lebesgue. On note Lp

Loc (R,E) le sous espace des fonctions
de M (R,E) localement p-integrables :

4. La notation σBn signifie que pour chaque n ∈ N, on a un ensemble de multi-indices de la forme
Bn =

( n1(n),n2(n),...,np(n)
α1(n),α2(n),...,αp(n)

)
.
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1.3. Fonction presque périodiques au sens de Stepanoff

Lp
Loc (R,E) =

 f ∈M (R,E) , ∀K ⊂ R, compact,
∫
K

‖ f (t)‖p dµ <+∞

 .

On se donne une fonction localement p-integrable. On définit aussi les normes de Ste-
panoff :

‖ f‖Sp
`

= sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

‖ f (t)‖p dµ

 1
p

induite par la distance

DSp
`
( f ,g) = ‖ f −g‖Sp

l
= sup

x∈R

1
`

x+l∫
x

‖ f (t)−g(t)‖p dµ

 1
p

.

Remarque 1.3.1. On rappelle que l’on peut se limiter à ` = 1, les normes obtenues étant

équivalentes entre elles. On peut travailler donc avec ‖.‖Sp = ‖.‖Sp
1

pour l = 1.

Définition 1.3.2. (( [2], p. 76-77),( [10], p. 77), ( [19], p. 156))(presque-périodes). Une

fonction f ∈ Lp
Loc (R,E) est dite presque périodique au sens de Stepanoff (Sp

` − t.p.) si, pour

tout ε > 0, l’ensemble

Sp
` T ( f ,ε) = {τ ∈ R, ‖Tτ f − f‖Sp

`
≤ ε}

est relativement dense dans R.

Le nombre réel τ ∈ Sp
` T ( f ,ε) = {τ ∈ R, ‖Tτ f − f‖Sp

`
≤ ε} est appelé un ε−Stepanoff

presque période de f .

Théorème 1.3.3. ( [29], p. 189) Toute fonction presque périodique au sens de Stepanoff

est

1. Sp
`−bornée,

2. Sp
`−uniformément continue, i.e.
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

∀ε > 0, ∃δ = δ (ε) tels que si |a|< δ , alors DSp
`
(Ta f , f )< ε.

Définition 1.3.4. ( [29], p. 189)(Sp
`−normalité). Une fonction f ∈ Lp

Loc (R,E) est dite

Sp
`−normale si, la famille de fonctions { f (t + a)} (a est un nombre réel arbitraire) est

Sp
`−précompact, i.e. si pour toute suite f (t + a1), f (t + a2), f (t + a3), ..., nous pouvons

trouver une suite Sp
` -convergente.

On définit l’espace de Banach BSp
`

BSp
` = { f ∈ Lp

Loc (R,E) , ‖ f‖Sp
`
<+∞}.

Définition 1.3.5. (Approximation). L’espace de fonctions presque périodiques Sp
` − p.p.

est la fermeture de l’ensemble des polynômes trigonométriques dans BSp
` par rapport à la

norme ‖.‖Sp
`
. i.e. f ∈ Sp

` − p.p. si et seulement si pour tout ε > 0, il existe Pε ∈A tel que

DSp
`
( f ,Pε)< ε.

Théorème 1.3.6. Les trois les définitions 1.3.2, 1.3.4 et 1.3.5 sont équivalentes.

Théorème 1.3.7. L’espace (Sp
` − p.p.,‖.‖Sp

`
) est complet.

1.4 Fonction presque périodiques au sens de Weyl

Bien que les trois définitions du l’espace {u.p.p.} et Sp
` − p.p. sont liées à la même norme

(respectivement, ‖.‖∞ et ‖.‖Sp
`
), les définitions classiques des espaces de Weyl sont en

utilisant deux normes différentes : ‖.‖Sp
`

et la norme Weyl.

‖ f‖W p = lim
l→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

‖ f (t)‖p dµ

 1
p

= lim
l→∞

‖ f‖Sp
`
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1.4. Fonction presque périodiques au sens de Weyl

induite par la distance

DW p( f ,g) = lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

‖ f (t)−g(t)(t)‖p dµ

 1
p

= lim
`→∞

DSp
`
( f ,g).

Il peut être facilement démontré que ces limites existent toujours (voir par exemple
( [39], p. 221-222 [10], p. 77).

Définition 1.4.1. [38](presque-périodes). Une fonction f ∈ Lp
Loc (R,E) est dite presque

périodique au sens de Weyl (W p− t.p.) si, pour tout ε > 0, il existe un nombre réel l = l(ε)

tel que l’ensemble

Sp
` T ( f ,ε) = {τ ∈ R, ‖Tτ f − f‖Sp

`
≤ ε}

est relativement dense dans R.

Définition 1.4.2. ( [29], p. 189)(W p−normalité). Une fonction f ∈ Lp
Loc (R,E) est dite

W p−normale si, la famille de fonctions { f (t + a)} (a est un nombre réel arbitraire) est

W p−precompact.

De manière analogue aux espaces Stepanoff, nous introduisons l’espace BW p

BW p =
{

f ∈ Lp
Loc (R,E) , ‖ f‖W p <+∞

}
.

Définition 1.4.3. ( [10], p. 74-75)(Approximation). On note par W p− p.p. l’espace de

Weyl de fonctions presque périodiques obtenu comme fermeture l’ensemble A des poly-

nômes trigonométriques dans l’espace BW p par rapport a la norme ‖.‖W p. i.e. f ∈W p− p.p.

si et seulement si pour tout ε > 0, il existe Pε ∈A tel que

DW p( f ,Pε)< ε.

Comme dans le cas de Stepanoff, on a les deux théorèmes suivants :

Théorème 1.4.4. Les définitions 1.4.1 et 1.4.3 sont équivalentes.

Théorème 1.4.5. L’espace (W p− p.p.,‖.‖W p) n’est pas complet.
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

1.5 Fonction presque périodiques au sens de Besicovitch

Contrairement aux espaces Sp
` − t.p. et W p− t.p. la caractérisation des fonctions de l’es-

pace Bp− t.p. en termes de propriété de presque périodicité est plus compliquée, elle
fait appel à la notion de suite équirépartie :

Définition 1.5.1. Une suite de nombres réels {τi}i∈Z est équirépartie s’il existe un nombre

réel ` > 0 tel que ν0 (`)< 2µ0 (`) ,

où ν
0 (`) = sup

x∈R
card {[x,x+ `]∩{τi}}i∈Z ,

et µ
0 (`) = min

x∈R
card {[x,x+ `]∩{τi}}i∈Z .

Autrement dit : ν0 (`) (respectivement µ0 (`)) est le nombre maximum éventuellement infini

(respectivement le minimum) d’éléments de la suite {τi}i∈Z qu’on peut trouver dans un

intervalle de longueur `.

Définition 1.5.2. (presque-périodes). On dit qu’une fonction est presque périodique au

sens de Besicovitch ( f ∈ Bp− t.p.) si et seulement si à tout ε > 0, on peut associer une suite

{τi}i∈Z de nombres réels équirépartie dans R, telle que :

— M {‖ fτi− f‖p}< ε p, ∀i ∈ Z.

— MxMi

{
1
c

x+c∫
x
‖ f (x+ τi)− f (x)‖p dµ

}
≤ ε p, ∀i ∈ Z, ∀c > 0.

Les nombres réels τi sont appelés presque période de f associés à ε.

On définit l’espace de Marcinkiewicz [53] M p(R) par

M p(R) =

{
f ∈ Lp

loc(R,R) ‖ f‖Bp = limsup
T−→+∞

(
1

2T

∫ +T

−T
‖ f (t)‖pdt

) 1
p

<+∞

}
∀p≥ 1.

Considérons la relation d’équivalence suivante :

f ∼ g⇔‖ f −g‖Bp = 0, f ,g ∈M p

et l’espace quotient
Mp(R) = M p/Kp,
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où Kp = { f ∈M p telle que ‖ f‖Bp = 0} .

Définition 1.5.3. ( [14], p. 36)(Approximation). On note par Bp− p.p. l’espace de Be-

sicovitch obtenu comme fermeture dans Mp de l’ensemble A des polynômes trigonomé-

triques. En d’autres termes, un élément de Bp− p.p. peut être représenté par une fonction

f ∈ Lp
loc(R,R) telle que pour tout ε > 0, il existe Pε ∈A tels que

limsup
T−→+∞

(
1

2T

∫ +T

−T
‖ f (t)−Pε‖pdt

) 1
p

< ε.

Théorème 1.5.4. ( [10], [9]) Les espaces Bp− p.p. et Bp− t.p. sont équivalents.

Définition 1.5.5. ( [29], p. 189)(Bp−normalité). Une fonction f ∈ Lp
loc (R,E) est dite

Bp−normale si, pour toute suite ai de nombres réels, correspond une sous suite ani telle que

la suite de fonctions ( f (t +ani)) est Bp−convergente, c’est-à-dire

lim
n,m−→+∞

limsup
T−→+∞

1
2T

∫ +T

−T
‖ f (t +hn)− f (t +hm)‖pdt = 0.

1.6 Propriétés d’approximation de fonctions presque pé-

riodiques généralisées

Comme dans le cas des fonctions u.p.p., les différents types de fonctions presque pério-
diques généralisées peuvent être approximeés par des polynômes de Bochner-Fejèr au
sens des normes correspondantes. De manière plus précise, si on désigne par Gp− p.p
l’un des trois espaces Sp

` − p.p, W p− p.p et Bp− p.p, alors, toute fonction f ∈ Gp− p.p
possède la propriété suivante :
Pour tout ε > 0, il existe un polynôme de Bochner-Fejèr Pε , vérifiant :

1. ‖ f −Pε‖Gp ≤ ε,

2. ‖Pε‖Gp ≤ ‖ f‖Gp .

Notons que la propriété (2) reste valable pour n’importe quel polynôme de Bochner-
Fejèr de f [2].
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

La théorie des espaces modulaires englobe une vaste classe d’espaces fonctionnelles
parmi lesquels, les espaces du type Musielak-Orlicz. (Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-
Musielak-Orlicz et Besicovitch-Musielak-Orlicz). Nous donnons ici les éléments fonda-
mentaux qui seront utilisés par la suite.

1.7 Espaces modulaires

Nous commençons cette section par exposer brièvement la théorie des espaces modu-
laires. Notre référence est [48] et [50].

Définition 1.7.1. Soit X un espace linéaire réel ou complexe. On appelle pseudomodulaire

(resp. modulaire), toute fonctionnelle ρ définie sur X à valeurs dans R+ vérifiant :

1. ρ (0) = 0 (resp. ρ(x) = 0 ssi x = 0),

2. ρ(−x) = ρ(x), si X est réel et ρ(xexp(iθ)) = ρ(x), θ ∈ R, si X est complexe,

3. ρ (αx+βy)≤ ρ (x)+ρ (y) , si α,β ≥ 0, α +β = 1.

Si on remplace 3 par :

4. ρ(αx+βy)≤ αsρ(x)+β sρ(y) pour α,β ≥ 0, αs+β s = 1, s ∈]0,1], alors la pseudo-

modulaire ρ est dite s-convexe (convexe pour s = 1) .

Si de plus, la fonctionnelle ρ vérifie la propriété suivante : ρ (λx) = 0 pour tout λ > 0
implique x = 0, alors elle est dite semi modulaire.
Le couple (X , ρ ) est appelé espace pseudomodulaire (resp. modulaire).

Définition 1.7.2. Si ρ est une pseudomodulaire (resp. modulaire) sur X , alors

Xρ = {x ∈ X , lim
α→0

ρ(αx) = 0}

est appelé espace pseudomodulaire (resp. espace modulaire).

A la pseudomodulaire ρ, on associe les ensembles suivants :

X∗ρ = {x ∈ X , ρ(αx)<+∞, pour un α > 0},
Xρ = {x ∈ X , ρ(x)<+∞},
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1.7. Espaces modulaires

où Xρ et X∗ρ sont des sous espaces linéaires de X , et Xρ est un sous ensemble convexe
de X . D’autre part, les inclusions suivantes ont toujours lieu :

Xρ ⊂ X∗ρ ⊂ X , Xρ ⊂ X∗ρ ⊂ X .

L’égalité Xρ = X∗ρ a lieu si ρ est une pseudomodulaire convexe.

1.7.1 Propriétés essentielles de la modulaire

Nous aurons besoin de plusieurs propriétés sur les espaces modulaires. Leur démons-
tration est empruntée de référence à [48].

1. ρ(αx)≤ ρ(x), pour |α| ≤ 1.

2. ρ

( n
∑

i=1
αixi

)
≤

n
∑

i=1
ρ(xi) pour αi ≥ 0,

n
∑

i=1
αi = 1.

3. Si ρ est s-convexe, 0 < s≤ 1, alors ρ

(
n
∑

i=1
αixi

)
≤

n
∑

i=1
αs

i ρ(xi) pour αi ≥ 0 et
n
∑

i=1
αs

i =

1.

On définie sur l’espace pseudomodulaire (resp. modulaire) (X , ρ) la fonctionnelle sui-
vante :

|x|
ρ
= inf

{
u > 0, ρ

(x
u

)
≤ u
}
.

Cette fonctionnelle est une F−pseudonorme (resp. F−norme) sur Xρ . On rappelle
qu’une F−pseudonorme (resp. F−norme) est une fonctionnelle satisfaisante aux axiomes
suivants :

1. |x|F = 0 si x = 0 (resp. |x|F = 0 ssi x = 0),

2. |x|F = |−x|F , si X est réel et |x|F = |xexp(iθ)|F , si X est comlexe,

3. |x+ y|F ≤ |x|F + |y|F ,

4. Si{αn}n≥1 est une suite de nombres réels telle que lim
n→+∞

αn = α, et si {xn}n≥1 est

une suite dans XF telle que lim
n→+∞

|xn− x|F = 0 pour un certain x ∈ X , alors :

lim
n→+∞

|αnxn−αx|F = 0.

Lorsque la pseudomodulaire (resp. la modulaire) est convexe, on définit sur Xρ une
seconde pseudonorme(norme) :

‖x‖s
ρ
= inf{u > 0, ρ

(
x

u
1
s

)
≤ 1}.
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Notons que ‖x‖
ρ
= ‖x‖1

ρ
, pour s = 1. En plus des axiomes de la F-pseudonorme, cette

pseudonorme vérifie la propriété d’homogénéité

‖λx‖
ρ
= |λ | .‖x‖

ρ
.

1.7.2 La convergence dans les espaces pseudomodulaires

1. Une suite {xn}n≥1 ⊂ (X ,ρ) est dite convergente au sens de la pseudo-modulaire

(modulaire) ρ ou ρ−convergente vers x∈X et on écrit xn
ρ−→ x lorsque lim

n→+∞
ρ (k (xn− x))=

0 pour un certain k > 0.

2. Une suite {xn}n≥1⊂ (X ,ρ) est dite convergente au sens de la norme si lim
n→+∞

ρ(k(xn−
x)) = 0, ∀k > 0.

3. On dit que la suite {xn}n≥1 ⊂ (X ,ρ) de Cauchy au sens de la modulaire ρ ou
ρ−Cauchy lorsque pour tout ε > 0, il existe un entier positif n0 = n0 (ε) tel que les
inégalités : n≥ n0, m≥ n0 entraînent ρ (xn− xm)≤ ε.

4. L’espace (X ,ρ) est dit pseudo-modulaire ( modulaire) fortement complet ou ρ−fortement
complet lorsqu’il existe une constante α > 0 telle que pour toute suite {xn}n≥1
ρ−Cauchy, il existe x ∈ (X ,ρ) tel que lim

n→+∞
ρ (α (xn− x)) = 0.

1.7.3 Propriétés élémentaires de convergence modulaire

1. Si xn
ρ−→ x et yn

ρ−→ y, alors xn + yn
ρ−→ x+ y.

2. Si xn
ρ−→ x et λ une constante, alors λxn

ρ−→ λx.

Remarque 1.7.3. La ρ−convergence est en général une propriété moins forte que la

convergence en norme (la ‖x‖ρ − convergence.

Théorème 1.7.4. [48] Soit ρ est une pseudo-modulaire sur X . Si x ∈ Xρ et (xn)n≥1 ⊂ Xρ ,

nous avons alors l’équivalence

lim
n→+∞

‖xn− x‖
ρ
= 0⇔ lim

n→+∞
ρ(k(xn− x)) = 0,∀k > 0.

Théorème 1.7.5. [48] Si ρ est une pseudomodulaire convexe sur X , alors

‖x‖
ρ
> 1 =⇒ ρ (x)≥ ‖x‖

ρ
.
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1.7. Espaces modulaires

1.7.4 Notions topologiques dans les espaces modulaires

Une topologie sur Xρ peut être introduite de la manière suivante : Les ensembles Vε ={
x ∈ Xρ , ρ (kx)< ε

}
, où k > 0, forment une base de voisinage de zero. Cette topologie

et en fait est équivalente à celle induite par la F-norme |.|
ρ

en considérant les ensembles

B(x0,ε) =
{

x ∈ Xρ , |xn− x0|ρ < ε

}
pour ε > 0 et x0 ∈ Xρ comme ouverts élémentaires.

Soit maintenant ρ une pseudo-modulaire sur X et A une partie de Xρ .

— A est dite ρ−fermé si ∀xn ∈ et xn
ρ−→ x alors x ∈ A.

— A est dit relativement compact si pour toute suite xn ∈ A, on peut extraire une
sous suite ρ−convergente vers x ∈ Xρ .

— A est dit compact si pour toute suite xn ∈ A, on peut extraire une sous suite
ρ−convergente vers x ∈ A.

— La fermeture de A notée Aρ est le plus petit ensemble fermé contient A.
— Si Aρ

= X , alors A est dit ρ dense dans Xρ .

Théorème 1.7.6. [48] Soit ρ est une pseudomodulaire sur X et A⊂ Xρ . Alors on a :

1. A est ρ−fermé si et seulement si Aρ
= A.

2. Si A est ρ−fermé, alors il est fermé par rapport à la pseudonorme ‖x‖
ρ
.

3. A⊂ A‖x‖ρ ⊂ Aρ
.

1.7.5 Exemples d’espace modulaire

1. L’exemple le plus simple d’espaces modulaires est l’espace normé (X ,‖.‖).

2. Les espaces classiques de Lebesgue Lp(G), p ≥ 1, G intervalle de R. La modulaire
convexe n’est rien d’autre que

ρ( f ) =
∫
G

| f |p dµ,

la norme ‖.‖
ϕ

coïncide avec la norme usuelle de Lp(G) ‖.‖Lp, p≥ 1

‖ f‖LP =

(∫
G
|x|p dµ

) 1
p

= inf

k > 0,
∫
G

∣∣∣x
k

∣∣∣p dµ ≤ 1

= ‖ f‖
ρ
.
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3. Les espaces Sp
` − p.p., W p− p.p. et Bp− p.p. munis des fonctionnelles convexes

ρSp
`
( f ) = sup

x∈R

1
`

x+`∫
x

‖ f (t)‖p dµ,

ρW p( f ) = lim
l→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

‖ f (t)‖p dµ,

ρBp( f ) = limsup
T−→+∞

1
2T

∫ +T

−T
‖ f (t)‖pdµ.

Sont des espaces (pseudo)modulaires et les (pseudo)normes correspondantes coï-
cident avec les (pseudo)normes : ‖.‖Sp

`
, ‖.‖W p et ‖.‖Bp respectivement.

4. D’autres exemples d’espaces modulaires (espaces du type Musielak-Orlicz) seront
présentés dans la section suivante :

1.8 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit G un intervalle de R et µ la mesure de Lebesgue sur R. On note par M (G) l’en-
semble des fonctions µ−mesurables définies de G à valeurs dans R.

1.8.1 Fonctions de Musielak-Orlicz

Les espaces de Musielak-Orlicz sont construits à partir d’une fonction génératrice ϕ,
soumise à des condition appropriées :

Définition 1.8.1. On appelle fonction de Musielak-Orlicz, une fonction continue ϕ définie

sur R× [0,+∞[ à valeurs dans [0,+∞[ satisfaisant aux axiomes suivants :

1. ϕ (t,0) = 0, ∀t ∈ R,

2. ∀t ∈ R, ϕ (t,u) est convexe par rapport à u ∈ [0,+∞[ et lim
u→∞

ϕ (t,u) = +∞, c’est à dire

ϕ est une fonction de Young par rapport à la variable u.

Si de plus ϕ vérifie les conditions suivantes :

lim
u→0

ϕ(t,u)
u

= 0 et lim
u→∞

ϕ(t,u)
u

=+∞,
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alors elle est dite N−fonction.

Cette fonctionnelle peut être mise sous la forme

ϕ (t,u) =

|u|∫
0

p(t,τ)dτ,

où p est la dérivée à droite de ϕ, pour tout t ∈ R.

Exemple 1.8.2 (Exemples de fonctions de Musielak-Orlicz). Pour tout t ∈R, les fonctions

suivantes sont des fonctions de Musielak-Orlicz :

1. ϕ (t,u) = f (t) . |u| avec f une fonction continue sur R,

2. ϕ (t,u) = |u|p(t) , 1 < p(t)<+∞,

3. ϕ (t,u) = |Ψ(u)|p(t), où p est une fonction continue, croissante, définie sur [a,b] à

valeurs dans [1,+∞[ et Ψ est une fonction de Young sans paramètre.

1.8.2 La condition−42

Une fonction de Musielak-Orlicz sera dite vérifier la condition−42 lorsqu’il existe une
constante k ≥ 1 et une fonction h mesurable, positive telles que ϕ (t,2u) ≤ kϕ (t,u)
presque pour tout t ∈ R et tout u≥ h(t) .

Définition 1.8.3. Si pour tout u > 0 et A ∈ Σ, avec µ (A)< ∞, on a
∫
A

ϕ (t,u)dµ < ∞, alors

la fonction ϕ est dite localement integrable.

Soit maintenant ϕ une fonction de Musielak-Orlicz. On définit sur M (G) une fonction-
nelle ρϕ de la manière suivante :

ρϕ ( f ) =
∫
G

ϕ (t, | f (t)|)dµ.

Cette fonctionnelle est une modulaire sur M (G) dite modulaire de Musielak-Orlicz. On
appellera espace de Musielak-Orlicz, l’espace modulaire Lϕ (G) donné par :

Lϕ (G) =

{
f ∈M (G), lim

λ→0
ρϕ(λ f ) = 0

}
.
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Cet espace peut être caractérisé d’une autre manière

Lϕ (G) =
{

f ∈M (G), ρϕ(λ f )<+∞, pour un certain λ > 0
}
.

A la modulaire ρϕ , on associe les ensembles suivant :

Lϕ
(G) =

{
f ∈M (G), ρϕ( f )<+∞

}
,

Eϕ (G) =
{

f ∈M (G), ρϕ(λ f )<+∞, ∀λ > 0
}
.

Il est clair que nous avons les inclusions suivantes :

Eϕ (G)⊂ Lϕ
(G)⊂ Lϕ (G) .

On peut munir Lϕ(G) de la norme ‖.‖
ϕ

dite de Luxemburg :

‖ f‖
ϕ
= inf

{
k > 0, ρϕ

(
f
k

)
≤ 1
}
.

Théorème 1.8.4. [54] Si ϕ une fonction de Musielak-Orlicz, localement integrable, alors

les assertions suivantes sont équivalents

1. Lϕ
(G) = Lϕ (G) .

2. Eϕ (G) = Lϕ (G) .

3. ϕ vérifie la condition−42.

4. La convergence modulaire est équivalente à la convergence au sens de la norme.

1.9 Exemples d’espaces de type Musielak-Orlicz

Soit ϕ une fonction de Musielak-Orlicz. On définit sur Lϕ

loc(R) le sous espace de fonctions
ϕ−localement intégrales, i.e. le sous espace des fonctions Lebesgue mesurables dans R
telles que pour chaque compact K ⊂ R, il existe λK > 0 pour lequel

∫
K ϕ(t,λK | f (t)|)dt <

+∞.
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1.9. Exemples d’espaces de type Musielak-Orlicz

Soient les fonctionnelles dites (pseudo)modulaires,

ρSϕ

`
( f ) = sup

x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t, | f (t)|)dµ,

ρW ϕ ( f ) = lim
`→+∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t, | f (t)|)dµ,

ρBϕ ( f ) = lim
T→∞

1
2T

T∫
−T

ϕ (t, | f (t)|)dµ,

auxquelles on associe les espaces (pseudo)modulaires

Sϕ

` (R) = { f ∈ Lϕ

loc(R) : lim
α →0

ρSϕ

`
(α f ) = 0},

W ϕ(R) = { f ∈ Lϕ

loc(R) : lim
α →0

ρW ϕ (α f ) = 0},

Bϕ(R) = { f ∈ Lϕ

loc(R) : lim
α →0

ρBϕ (α f ) = 0},

appelées respectivement espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-Musielak-Orlicz et
Besicovitch-Musielak-Orlicz.
Si G désigne l’un de ces trois espaces. On peut munir G de la norme ‖.‖G dite de Luxem-
burg :

‖ f‖G = inf
{

k > 0, ρGϕ

(
f
k

)
≤ 1
}
.
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2.1 Introduction

Ce chapitre est destiné à fixer quelques notations et les outils fondamentaux en géo-
métrie des espaces de Banach. On parlera essentiellement de la stricte convexité, de
l’uniforme convexité et de quelques propriétés intermédiaires à ces deux notions :
la H-propriété, la “midpoint” convexité locale, l’uniforme convexité dans toute direc-
tion, la locale uniforme convexité. Ce chapitre est achevé par la présentation d’un
exemple d’application de la géométrie des espaces de Banach. Tout au long de ce
chapitre, E désigne un espace de Banach dont la norme sera notée ‖.‖. L’ensemble
BE(x,r) = {y ∈ E,‖x− y‖< r} est la boule ouverte centrée en x ∈ E de rayon r > 0. Dans
le cas où r = 1, on notera simplement B(E) la boule unité. La sphère unité, i.e les élé-
ments de norme 1, sera quant à elle notée S(E).
Pour la présentation de ce chapitre, on s’est largement inspiré de [42] et [57].
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Chapitre 2. Géométrie des espaces de Banach

2.2 Notions de convexité

2.2.1 Espace strictement convexe

La classe des espaces strictement convexes est définie comme suit :

Définition 2.2.1 (J. A. Clarkson, 1936). E est dit strictement convexe (SC) si

∀x,y ∈ S (E) , x 6= y, ∀t ∈ ]0,1[ , ‖tx+(1− t)y‖< 1.

La stricte convexité est une propriété géométrique locale de la boule unité, signifiant
qu’aucun segment [a,b], a 6= b, ne peut être contenu dans la sphère. Autrement dit un
espace normé (E,‖.‖) est dit strictement convexe, lorsque

Théorème 2.2.2 (N. I. Akhiezer et M. G. Krein, 1938). E est SC ssi

∀x,y ∈ S (E) , ‖x− y‖> 0⇒‖x+ y‖< 2.

Nous avons d’autres caractérisations de la stricte convexité.

Définition 2.2.3. Une norme x 7→ ‖x‖ sur un espace de Banach est dite strictement convexe
si pour tout ‖x‖= ‖y‖= 1 et ‖x+ y‖= 2, on a nécessairement x = y.

Théorème 2.2.4. E est dit strictement convexe si sa norme est strictement convexe.

Définition 2.2.5. Soit C un sous espace convexe de l’espace E. le point z de C est dit point
extremal pour C si pour tout z = tx+(1− t)y, pour un t ∈ [0,1] et certains x,y dans C on a :
x = y.

Théorème 2.2.6. E est strictement convexe si et seulement si chaque point z avec ‖z‖= 1
de la boule unité fermée de E est un point extremal.

Démonstration : Supposons E est strictement convexe. Montrons que chaque point z,
‖z‖ = 1 est un point extremal de la boule unité fermée de E. Si l’assertion est fausse,
alors il existe z0, ‖z0‖ = 1, qui n’est pas un point extremal de la boule unité fermée de
E, et ainsi

z0 = tx0 +(1− t)y0

où t ∈ [0,1] et x0, y0, dans la boule unité fermée de E.
On a ‖x0 + y0‖= 2. En effet, dans le cas contraire nous obtenons ‖x0 + y0‖< 2 et

1 = ‖z0‖ = ‖tx0 +(1− t)y0‖
= ‖t[tx0 +(1− t)y0]+ (1− t)[tx0 +(1− t)y0]‖
= ‖t2x0 + t(1− t)(x0 + y0)+(1− t)2y0‖
< t2 +2t(1− t)+(1− t)2 = 1.

Contradiction. Ce qui donne ‖x0 + y0‖= 2. Ceci implique que x0 = y0
Inversement, supposons que ‖z‖ = 1 est un point extremal de la boule unité fermée de
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E. Nous montrons que cela implique la stricte convexité de E. Soient x et y dans E tels
que
‖x‖= ‖y‖= 1,
‖x+ y‖= 2.

Le point z = 1
2(x+y) a la propriété ‖z‖= 1. Comme z est un point extremal et donc x = y.

D’où la stricte convexité de E.

2.2.2 Espace uniformément convexe

La classe des espaces uniformément convexes a été introduite par J. A, Clarkson (1936).
L’uniforme convexité est une propriété géométrique de la norme. Elle n’est pas stable
par passage à une norme équivalente. Par exemple les espaces `n

p, pour 1 < p < ∞, sont
uniformément convexes, alors que `n

1 et `n
∞ ne le sont pas. Or tous ces espaces sont

isomorphes en tant qu’espaces de même dimension finie.

Définition 2.2.7. E est dit uniformément convexe (UC) si et seulement si pour tout ε > 0,
il existe δ (ε)> 0 tel que pour tout ‖x‖= ‖y‖= 1 vérifiant ‖x− y‖ ≥ ε, on a :

‖x+ y‖ ≤ 2[1−δ (ε)].

Nous donnons maintenant des formulations équivalentes de cette notion qui peuvent
s’avérer utiles.

Théorème 2.2.8. [57] E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes suites
(xn), (yn) dans E ayant les propriétés suivantes :

1. ‖xn‖→ 1,

2. ‖yn‖→ 1,

3. lim‖xn + yn‖= 2.

on a :
lim(xn− yn) = 0.

Il est évident que ceci est équivalent à la formulation suivante :

Théorème 2.2.9. E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes suites (xn),
(yn) dans E vérifiant les propriétés suivantes :

1. ‖xn‖= ‖yn‖= 1,

2. lim‖xn + yn‖= 2.

on a :

lim(xn− yn) = 0.

Démonstration :
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Chapitre 2. Géométrie des espaces de Banach

1. Conditions suffisantes : Supposons que les suites xn et yn ont les propriétés (1)
et (2) et la suite (xn− yn) ne converge pas vers 0. Alors il existe ε0 > 0 et une suite
d’entiers nk telle que

‖xnk− ynk‖ ≥ ε0.

Comme E est supposé uniformément convexe, donc il existe δ (ε0)> 0 tel que

‖xnk + ynk‖ ≤ 2[1−δ (ε0)]

ceci contredit la propriété (2).

2. Conditions nécessaires : Supposons que E satisfait aux conditions de théorème
et E n’est pas uniformément convexe. Alors il existe ε > 0, et pour tout δ = 1

n il
existe deux suites xn et yn telles que

a- ‖xn‖= ‖yn‖= 1,

b- 2 = ‖x‖+‖y‖ ≥ ‖xn + yn‖ ≥ 2[1− 1
n ]⇒ lim‖xn + yn‖= 2,

c- ‖xn− yn‖ ≥ ε.

Le point c contredit l’hypothèse.

À partir de la définition d’un espace uniformément convexe, nous avons le résultat
suivant :

Théorème 2.2.10. Un espace de Banach uniformément convexe est strictement convexe.

Théorème 2.2.11 (W. L. Bynum, 1971). Soit ϕ une fonction strictement convexe, stricte-
ment croissante et continue sur [0,2].
E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes fonction ϕ comme ci-dessus
avec ϕ(1) = 1, pour tout t ∈ [0,1],

a(t) = inf{ϕ(‖x+ ty‖)+ϕ(‖x− ty‖)−2 :‖x‖= ‖y‖= 1}

est strictement positive.

Le théorème suivant donne une propriété importante des convexes fermés dans un es-
pace uniformément convexe.

Théorème 2.2.12. [57] Soit E un espace uniformément convexe et C un ensemble fermé,
borné et convexe de E. Alors C a un élément unique u0 tel que

‖u0‖= inf{‖u‖ : u ∈C}.

Un résultat fondamental dû à Milman-Pettis affirme que tout espace de Banach unifor-
mément convexe est reflexif. Ce résultat est souvent utile pour établir la réflexivité dans
les espaces de Banach.

Théorème 2.2.13 (Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément convexe est re-
flexif.
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2.2. Notions de convexité

Définition 2.2.14 (J. A. Clarkson, 1936). Soit E un espace de Banach de dimension
supérieure ou égale à 2. Soit 0 < ε ≤ 2, le module de convexité de E, noté δE , est défini par

δE (ε) = inf
{

1−
∥∥1

2 (x+ y)
∥∥ , x,y ∈ S (E) , ‖x− y‖ ≥ ε

}
.

E est uniformément convexe si δE (ε)> 0, pour tout ε ∈ ]0,2] .

2.2.3 Certaines généralisations de l’uniforme convexité

La généralisation des espaces uniformément convexes peut être considérée comme
l’étude des propriétés intermédiaires à la stricte convexité et l’uniforme convexité. Dans
ce qui suit nous donnons certaines de ces généralisation comme par exemple, l’uni-
forme convexité locale, l’uniforme convexité dans toute direction , la" midpoint" locale
uniforme convexité , ces propriétés s’avèrent aussi importante dans les applications.

1. La locale uniforme convexité

Définition 2.2.15 (A.R. Lovaglia, 1955). E est dit localement uniformément convexe
(LUC) si pour un ε > 0 donné et x ∈ E, ‖x‖= 1, il existe δ (x,ε)> 0 tel que pour tout
y ∈ E, ‖y‖= 1, ‖x− y‖ ≥ ε, on a alors l’inégalité suivante :

‖x− y‖ ≤ 2[1−δ (x,ε)].

Définition 2.2.16 (A. R. Lovaglia, 1955). Soit une fonction δE : ]0,2]×S(E)→ [0,1]
définie par

δE (ε,x) = inf
{

1−
∥∥1

2 (x+ y)
∥∥ : y ∈ S(E), ‖x− y‖ ≥ ε

}
,

δE : module de convexité locale de E.
E est dit localement uniformément convexe si

δE (ε,x)> 0, ∀ε ∈ ]0,2] , ∀x ∈ S(E).

Nous avons aussi la caractérisation séquentielle de la LUC.

Théorème 2.2.17. [42] E est localement uniformément convexe si et seulement si
pour chaque x ∈ S(E) et chaque suite yn ∈ S(E) (ou B(E)) tels que 1

2(‖x+ yn‖)→ 1,
on a

‖yn− x‖→ 0.

2. La “midpoint” uniforme convexité locale

Définition 2.2.18 (K. W. Aderson, 1960). E est dit “midpoint” localement unifor-
mément convexe (MLUC) si pour tout x dans E et xn, yn deux suites de E telles que

‖x‖= 1, lim‖xn‖= lim‖yn‖= 1, et lim‖2x− (xn + yn)‖= 0,

alors

lim‖xn− yn‖= 0.
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Chapitre 2. Géométrie des espaces de Banach

Théorème 2.2.19 (R. E. Megginson,1984). [42]. E est “midpoint” localement uni-
formément convexe si et seulement si toute boule fermée B dans E est un ensemble de
Chebyshev approximativement compact, i.e. ∀x ∈ E, ∃!y ∈ B tel que d (x,B) = d (x,y) .

3. L’uniforme convexité dans toute direction
Définition 2.2.20 (A. L. Galkavi, 1962). Un espace de Banach E est dit uniformé-
ment convexe dans toute direction (UCED) si pour tout z 6= 0 dans E et xn, yn deux
suites de E telles que

lim‖xn‖= lim‖yn‖= 1 lim‖xn + yn‖= 2 xn− yn = anz,

alors

liman = 0.

Définition 2.2.21 (A. L. Galkavi, 1962). Soit une fonction δE : ]0,2]× (E\{0})→
[0,1] définie par :

δE (ε,→z)= inf
{

1-
∥∥1

2 (x+ y)
∥∥ : x,y ∈ S(E),‖x− y‖ ≥ ε, x− y = αz

}
,

δE : module de convexité directionnelle de E.

E est dit uniformément convexe dans toute direction si

δE (ε,→ z)> 0, ∀ε ∈ ]0,2] , ∀z ∈ SE.

L’uniforme convexité dans toute direction est aussi caractérisée comme suit

∀xn, z ∈ E,‖xn‖→ 1, ‖xn + z‖→ 1 et ‖2xn + z‖→ 2 implique z = 0.

4. La k−convexité
Définition 2.2.22 (K. Fan & I. Glicksberg, 1958 ). Soit k ≥ 2 un entier. L’espace E
est dit k−convexe (kC) si toute suite (xn) dans E vérifiant

lim
n1,n2,...,nk→∞

∥∥∥∥∥k−1
k

∑
j=1

xn j

∥∥∥∥∥= 1

est de Cauchy.

5. La H−propriété
Définition 2.2.23. Si xn ⇀ x (⇀ désigne la convergence pour la topologie faible
σ(E,E∗)) et ‖xn‖ → ‖x‖ = 1 implique xn → x en norme alors on dit que x est un
H−point de B(E) . Si tout point x ∈ S(E) est un H−point de B(E) on dit que E
possède la H−propriété ou la propriété de Radon-Riesz ou bien Kadec klee.

6. La k− uniforme convexité
Définition 2.2.24 (I. Glicksberg et al., 1958). E est dit k-uniformément convexe
(k-UC) si pour toute suite xn dans E avec ‖xn‖= 1 et
lim

ni→∞

1
k (xn1 + ...+ xnk) = 1, alors

lim(xn− xm) = 0.
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k est un entier ≥ 2.

Proposition 2.2.25. [42] Tout espace de Banach E localement uniformément
convexe, possède la H-propriété

Démonstration : Supposons E est LUC et pour toute suite xn dans E et x ∈ E tels
que ‖xn‖→ ‖x‖= 1 et xn ⇀ x
On a : xn ⇀ x, donc pour toute F ∈E∗, on a F(xn) converge vers F(x) de la linéarité
de F on peut écrire

F(
1
2
(xn + x)) =

1
2

F(xn)+
1
2

F(x)→ F(x).

Donc,
1
2
(xn + x)⇀ x.

On utilise la semi-continuité inférieure faible de la norme. Il vient que

‖x‖ ≤ liminf‖1
2
(xn + x)‖ ≤ liminf(

1
2
‖xn‖+

1
2
‖x‖) = ‖x‖.

Donc,

‖1
2
(xn + x)‖→ 1,

comme E est LUC de la caractérisation séquentielle de la LUC on a ‖xn− x‖ → 0,
et donc E possède la H−propriété.

Proposition 2.2.26. [42]
— Tout espace uniformément convexe est localement uniformément convexe.
— Tout espace localement uniformément convexe est strictement convexe.

Le lien entre les différentes propriétés de convexité d’un espace de Banach est donnée
par la Figure 2.1.

2.3 Exemple d’application de la géométrie des espaces
de Banach

Dans cette section, nous présentons un exemple d’application de la géométrie des es-
paces de Banach dans le problème de recherche de la meilleure approximation :
Meilleure approximation. Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble de E et x
un élément dans E. Si il existe y dans C tel que

‖x− y‖= inf‖x− c‖ : c ∈C.

Alors y est appelé une meilleure approximation de x dans C, noté par y ∈ π(x \C). La
correspondance multivoque PC : x→ π(x \C) est appelée une projection métrique. En
particulier, si PC est univoque, il est alors appelée meilleur approximation, notée π(.\C).
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FIGURE 2.1 – Le lien entre les propriétés de convexité.

1. Si C n’est pas faiblement compact, on peut avoir π(x\C) = /0 pour un x ∈ E\C.

2. Si C est faiblement compact, alors π(x\C) 6= /0 pour tout x ∈ E.
3. Si E est un espace de Banach reflexif et C est convexe fermé alors π(x\C) 6= /0 pour

tout x ∈ E.
4. Si E est un espace de Banach reflexif et strictement convexe et C est convexe fermé

alors π(x\C) 6= /0 est réduit à un seul élément.

Théorème 2.3.1 (Théorème de Doob, [17]). Soit (Ω,Σ,P) un espace probabilisé, (Σn)
une suite de σ−algèbre dans Σ,

Σ1 ⊂ Σ2 ⊂ ...⊂ Σ∞ =
⋃
n

Σn

ou
Σ1 ⊃ Σ2 ⊂ ...⊃ Σ∞ =

⋂
Σn.

Alors, pour chaque variable aléatoire β dans L2(Ω),

‖E(β \Σn)−E(β \Σ∞)‖L2 → 0 (n→ ∞).

Où E(β \Σn) est l’espérance conditionnelle de β sachant Σn.
En outre, il est bien connu que E(β \Σn) = π(β \Cn), où Cn = {x ∈ L2(Ω) : x est Σn−
mesurable}, et C∞ =

⋃
nCn lorsque C1 ⊂C2... tandis que C∞ =

⋂
nCn quand C1 ⊃C2...

Le théorème suivant est une généralisation du théorème Doob.
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Théorème 2.3.2. Soit E un espace reflexif strictement convexe possède la H-propriété.
Alors pour tout ensemble convexe fermé C1 ⊂C2 ⊂ ...⊂C∞ =

⋃
nCn ou C1 ⊃C2 ⊃ ...⊃C∞ =⋂

Cn dans E et toute x ∈ E, on a :

‖π(x\Cn)−π(x\C∞)‖→ 0 (n→ ∞).

Démonstration : 1. Si C1 ⊂C2 ⊂ ...⊂C∞,
on a

‖x−π(x\C1)‖ ≥ ‖x−π(x\C2)‖ ≥ ...≥ ‖x−π(x\C∞)‖,

et donc
lim

n→+∞
‖x−π(x\Cn)‖ ≥ ‖x−π(x\C∞)‖.

Comme π(x\C∞) ∈C∞, on peut trouver une suite un dans Cn telle que

lim
n→+∞

un = π(x\C∞),

ce qui implique que ‖x−π(x\Cn)‖ ≤ ‖x−un‖. Par passage à la limite, on obtient :
lim

n→+∞
‖x−π(x\Cn)‖ ≤ ‖x−π(x\C∞)‖. Ce qui signifie

lim
n→+∞

‖x−π(x\Cn)‖= ‖x−π(x\C∞)‖.

E est reflexif. De plus la suite {π(x\Cn)} est bornée. En effet,

‖π(x\Cn‖ ≤ ‖x−π(x\Cn)‖+‖x‖ ≤ ‖x−π(x\C1)‖+‖x‖.

Donc, il existe un sous-suite {π(x \Cnk} de la suite {π(x \Cn} faiblement conver-
gente vers u (π(x\Cnk)⇀ u).
Comme C∞ est convexe fermé, il est faiblement fermé, on déduit u ∈C∞.
Par conséquent,

‖x−u‖ ≤ lim
k
‖x−π(x\Cnk)‖ ≤ ‖x−π(x\C∞)‖.

En utilisant la strictement convexe de E, on obtient π(x \C∞) = u. Finalement,
comme E vérifie la H−propriété, on déduit π(x\Cnk)→ π(x\C∞).

2. Maintenant, nous supposons C1 ⊃C2 ⊃ ...⊃C∞.
la suite {π(x \Cn)} est bornée. Alors, il existe une sous-suite {π(x \Cnk} de la
suite {π(x \Cn} faiblement convergente vers v ∈ C∞, par la stricte convexité de
E et ‖x− v‖ ≤ lim

k
‖x− π(x \Cnk)‖ ≤ ‖x− π(x \C∞)‖, on déduit π(x \C∞) = v. Si

lim
k
‖x−π(x\Cnk)‖ ≤ ‖x−π(x\C∞)‖. Par la H−propriété de E on obtient

π(x\Cnk)→ π(x\C∞).
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3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de compléter l’étude de la classe de Besicovitch-Musielak-
Orlicz des fonctions presque périodiques Bϕ − p.p. introduite initialement dans [55] et
reprise dans [23]. Rappelons que l’étude faite dans [55] porte sur la caractérisation de
la stricte convexité et de l’uniforme convexité de l’espace Bϕ − p.p. muni de la norme
de Luxemburg. La définition de la presque périodicité considérée est celle obtenue via
l’approximation par des polynômes trigonométriques généralisés au sens d’une norme
de type Luxemburg ‖.‖Bϕ , dite norme de Besicovitch-Musielak-Orlicz. Dans [23], les
auteurs se sont intéressés à l’étude de deux propriétés topologiques (réflexivité et dua-
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lité) et d’une propriété géométrique (stricte convexité) de l’espace Bϕ− p.p. muni d’une
norme du type Orlicz. Notre démarche dans ce chapitre consiste à :

1. établir une caractérisation de la classe Bϕ − p.p. du même type que celle obtenue
par Danilov dans [25].

2. établir un résultat d’approximation des fonctions de Bϕ − p.p. par des suites de
polynômes de Bochner-Fejèr. Ce dernier résultat nécessite une hypothèse supplé-
mentaire sur la la fonction de Musielak ϕ dite la τ-bornitude.

3. étudier d’autres propriétés de convexité de l’espace Bϕ− p.p. muni de la norme de
Luxemburg, intermédiaires à la stricte convexité et l’uniforme convexité. Nous
avons démontré que la locale uniforme convexité (LUC), l’uniforme convexité
dans toute direction (UCED) et la H-propriété sont toutes équivalentes à la stricte
convexité dans Bϕ − p.p., muni de la norme de Luxemburg. Ce résultat généralise
celui obtenu dans le cadre des espace de Besicovitch-Orlicz [7, Theorem 1].

3.2 Présentation de l’espace Besicovitch-Musielak-Orlicz
des fonctions presque périodiques Bϕ− p.p.

3.2.1 Définitions et notations

Nous considérons une classe restreinte de fonctions de Musielak-Orlicz
Soit donc ϕ : R× [0,+∞[−→ [0,+∞[ une fonction continue sur R× [0,+∞[ vérifiant :

1. ∀t ∈ R,ϕ(t,u) = 0, ssi u = 0,

2. ∀t ∈ R, ϕ(t,u) est une fonction convexe par rapport à u ∈ [0,+∞[,

3. ∀u ∈ [0,+∞[, ϕ(t,u) est une fonction périodique par rapport à t ∈ R, la période τ

est fixée indépendante de u ∈ [0,+∞[. Sans perte de généralité, on peut supposer
τ = 1.

4. Pour tout α > 0, φ(α) = inft∈R{ϕ(t,α)} est strictement positive.

On note par Lϕ

loc(R) le sous espace de fonctions ϕ−localement intégrales, i.e. le sous
espace des fonctions Lebesgue mesurables dans R (M (R)) telles que pour chaque com-
pact K ⊂ R, il existe λK > 0 pour lequel

∫
K ϕ(t,λK | f (t)|)dt <+∞.

la fonctionelle

ρBϕ : Lϕ

loc(R) −→ [0,+∞]

f −→ ρBϕ ( f ) = limsup
T−→+∞

1
2T

∫ +T

−T
ϕ(t, | f (t)|)dt, (3.1)

est une pseudomodulaire convexe [48].
On définit l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz associé à cette pseudomodulaire par

Bϕ(R) = { f ∈ Lϕ

loc(R) : lim
α →0

ρBϕ (α f ) = 0},

= { f ∈ Lϕ

loc(R) : ρBϕ (α f )< 0, pour un certain α > 0}.
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L’espace Bϕ(R) est muni naturellement de la (pseudo)norme de Luxemburg

‖ f‖Bϕ = inf{k > 0 : ρBϕ (
f
k
)≤ 1}, f ∈ Bϕ(R).

Sous la norme de Luxemburg, Bϕ(R) est un espace de Banach.
Notons par A l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés , i.e.,

A =
{

Pn(t) =
j=n

∑
j=1

a jeiλ jt , a j ∈ C,λ j ∈ R, n ∈ N
}
.

En considérant la fermeture de l’ensemble A relativement à la pseudonorme ‖.‖Bϕ ,
on obtient une nouvelle classe de fonctions presque périodiques appelée espace de
Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques notée Bϕ − p.p.,

Bϕ − p.p. = { f ∈ Bϕ(R) : ∃ fn ∈A ,∀k > 0, lim
n→+∞

ρBϕ (k( fn− f )) = 0}

= { f ∈ Bϕ(R) : ∃ fn ∈A , lim
n→+∞

‖ fn− f‖Bϕ = 0}.

La fermeture de l’ensemble A relativement à la pseudomodulaire ρBϕ (.) permet de défi-
nir une classe plus large de fonctions presque périodiques appelée espace de Besicovitch-
Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques notée B̃ϕ − p.p.

B̃ϕ − p.p.= { f ∈ Bϕ(R) : ∃ fn ∈A ,∃k0 > 0, lim
n→+∞

ρBϕ (k0( fn− f )) = 0},

on a clairement les inclusions suivantes :

Bϕ − p.p.⊆ B̃ϕ − p.p.⊆ Bϕ(R).

Si ϕ(t, .) = |.|, on note respectivement les espaces par B1 (R) et B1− p.p.. La notation
ρ1 correspond à la pseudomodulaire associée. Si en plus la fonction de Musielak-Orlicz
satisfait à la condition : pour chaque c > 0 il existe un u0 > 0 pour lequel ϕ(t,u)

u ≥ c pour
u≥ u0 et t ∈ R [48] on obtient les inclusions : Bϕ − p.p.⊆ B1− p.p.
Un résultat fondamental concernant les fonctions Bϕ − p.p. est le fait que, si f ∈ Bϕ −
p.p. alors ϕ (., | f (.)|) ∈ B1− p.p. [47]. Cette propriété garantit l’existence de la limite
(3.1).

Définition 3.2.1. [47] On dit que ϕ vérifie la condition-∆B1

2 (ϕ ∈ ∆B1

2 ) s’il existe k > 1 et
une fonction non négative mesurable h telle que ρB1(h) < +∞ et ϕ(t,2u) ≤ kϕ(t,u)+ h(t)
pour tout u≥ 0 et µ− p.p. t ∈ [0,1].

On dit que ϕ vérifie la condition-∇B1

2 (ϕ ∈∇B1

2 ) si sa fonction complémentaire ψ donnée
par la formule

ψ (t,u) = sup
v≥0
{uv−ϕ (t,v)} , pour t ∈ R et u≥ 0

vérifie la condition ∆B1

2 .
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Remarque 3.2.2. Citons le fait important suivant [47] : ϕ satisfait la condition ∆B1

2 si et
seulement si ϕ satisfait la condition ∆L1

2 , c’est-à dire il existe k > 0 et un fonction positive h

avec
1∫
0

h(t)dt <+∞ telle que

ϕ (t,2u)≤ kϕ (t,u)+h(t), µ− p.p t ∈ [0,1] et u≥ 0.

Remarque 3.2.3. 1. En vertu de l’hypothèse Φ(α) = inft∈R{ϕ(t,α)}, on déduit l’injec-
tion continue suivante

Bϕ − p.p. ↪→ BΦ− p.p. (3.2)

puisque Φ est une fonction convexe qui ne s’annule qu’en 0. On obtient en conséquence
l’injection suivante

Bϕ − p.p. ↪→ B1− p.p.. (3.3)

2. Notons que sans l’hypothèse de périodicité de la fonction de Musielak-Orlicz ϕ, l’in-
jection (3.3) a lieu aussi moyennant la condition suivante donnée par Musielak
(voir [50], page 91) : pour tout C > 0 il existe une constance u0 > 0 telle que
ϕ(t,u)

u ≥C pour u≥ u0 et t ∈ R, cette dernière peut se réécrire comme suit :

lim
u→+∞

inf
t∈R

ϕ (t,u)
u

=+∞.

3. Observons aussi le fait important suivant :la fonctionelle f 7→ ‖ f‖Bϕ n’est pas une
norme sur Bϕ − p.p.. (c’est une semi-norme). En effet, pour toute fonction f ∈ Bϕ −
p.p. et toute fonction g ∈ Lϕ (R) , on a

‖ f‖Bϕ = ‖ f +g‖Bϕ

puisque ‖g‖Bϕ = 0. En particulier, on a Lϕ (R)⊂ Bϕ − p.p..

La relation (3.3) permet d’associer à toute fonction f ∈ Bϕ − p.p. une série de Bohr-
Fourier formelle :
Pour tout f ∈ B1 p.p., on appelle transformée de Bohr de f
l’application

λ → a(λ , f ) = lim
T→+∞

1
2T

T∫
−T

f (t)e−iλ tdt = lim
n→+∞

a(λ ,Pn),

où Pn est une suite de polynôme de trigonométrique approximante de f . On appelle
spectre de f ∈ B1 p.p. la partie de R définie par

σ ( f ) = {λ ∈ R : a(λ , f ) 6= 0} .

Pour tout f ∈ B1− p.p., les propriétés suivantes sont vérifiées
— σ ( f )⊂

⋃
k∈N

⋂
n≥k

σ (Pn) ,

— lim
|λ |→+∞

a(λ , f ) = 0,
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— σ ( f ) est une partie au plus dénombrable,
— σ ( f ) = φ ⇐⇒ a(λ , f ) = 0⇐⇒ f = 0.

Les éléments de σ ( f ) sont dits exposants de Fourier de f . La série de Bohr-Fourier
associée à f ∈ B1− p.p. est définie de la façon suivante :

f (x)∼ ∑
λ∈σ( f )

a(λ , f )eiλx.

Les questions concernant la convergence de la série de Bohr-Fourier ne sont pas consi-
dérées dans le cadre de cette thèse.

3.3 Caractérisation des fonctions de Bϕ− p.p.

Danilov [25] a considéré la classe Bp− p.p. (p ≥ 1) dans le contexte des fonctions à
valeurs dans un espace métrique (E,d) (séparable). Celles-ci ont été définies comme
fermeture de l’ensemble des fonctions Sp− p.p. au sens de la métrique de Bp− p.p.
En utilisant le théorème de Fréchet (voir par exemple [41]), l’espace métrique (E,d)
(séparable) peut isométriquement s’injecter dans un certain espace de Banach (sépa-
rable). Grâce à ce théorème, on peut, sans perte de généralité, supposer que (E,‖.‖) est
un espace Banach. Rappelons le résultat bien connu que lorsque p = 1, la presque pé-
riodicité via l’approximation soit par des fonctions Stepanoff presque périodique, ou via
des fonctions Bohr presque périodique ou même via des polynômes trigonométriques
(au sens de la semi-norme de Besicovitch) sont toutes identiques.
On note par E′ l’espace normé E lorsqu’il est muni de la métrique tronquée ‖.‖′ =
min(1,‖.‖) et par Mp (R,E) l’ensemble des fonctions localement p−intégrables de R dans
E. Pour une partie mesurable A⊂ R, soit

µB (A) = lim
T→+∞

1
2T

µ (A∩ [−T,+T ]) . (3.4)

la "sous-mesure" associée à l’ensemble A. Il est démontré dans [43] que µB n’est pas une
mesure car ne jouit pas de la propriété de la σ−additivité, ni de la propriété d’extraction.
Nous disposons du contre exemple suivant :

Contre exemple 3.3.1. Considérons les deux suites de fonctions { fn}n≥1 ,{gn}n≥1 de Bϕ (R)
définies par

fn (t) = χ[−n,n] (t) ,
gn (t) = nχ[−n,n] (t) ,

étant donné µB s’annule sur les ensembles de mesure finie par rapport à la mesure de
Lebesgue µ. Nous avons

µ

fn −→ f ≡ 0 dans Bϕ (R) ,
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gn
µ−→ g ≡ 0 dans Bϕ (R) ,

du fait que pour tout ε > 0 et pour tout entier n,

µB {t ∈ R, | fn (x)− f (x)|> ε}= µB
{

t ∈ R,χ[−n,n] > ε
}
= µB {[−n,n]}= 0.

Néomoins, aucune sous suite ne converge µB.p.p. vers f ≡ 0. Plus précisément, pour toute
bijection ϕ : N−→N, nous avons fϕ(n) converge vers 1, µB.p.p sur R et gϕ(n)→∞, µB.p.p..

Toutefois, nous disposons de la propiété de la croissance au sens de l’inclusion et de
sous additivité pour les réunions finies. Pour plus de détails sur les propriétés de µB,
nous renvoyons le lecteur à [55]. Un résultat important donné dans [25] porte sur la
caractérisation de cette classe de fonctions (Bp− p.p.). En effet, soit M0

p (R,E) la partie
de Mp (R,E) des fonctions absolument p−intégrables au sens de µB, plus précisément :
pour f ∈ Mp (R,E) , p≥ 1, on définit la quantité

βp ( f ) = lim
δ→+0

 sup
A⊂R,

µB(A)≤δ

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

‖ f (t)χA(t)‖p


1
p

où χA(.) désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A⊂ R. Soit

M0
p (R,E) =

{
f ∈Mp (R,E) : βp ( f ) = 0

}
.

On définit aussi la classe B− p.p.(R,E′) des fonctions Besicovitch presque périodiques
au sens de Danilov :

Définition 3.3.2. Une fonction f ∈ M (R,E) est dite Besicovitch presque périodique au
sens de Danilov (et on écrit f ∈ B− p.p.(R,E′)) si pour tout ε > 0, il existe une fonction
fε : R→ E Stepanoff presque périodique telle que

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

min(‖ f (t)− fε(t)‖ ,1)dt ≤ ε.

Il s’agit bien de la presque périodicité au sens de Besicovitch lorsque la métrique de l’es-
pace d’arrivée est tronquée par 1. Danilov a démontré que la classe B− p.p.(R,E′) n’est
autre que la fermeture de l’ensemble u.p.p au sens de la topologie de la convergence en
µB. Plus exactement :

Lemme 3.3.3. f ∈ B− p.p.(R,E′) si et seulement si pour tous ε > 0 et η > 0, il existe une
fonction fε,η ∈ A telle que

µB
{

t ∈ R :
∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥> ε
}
< η . (3.5)

Ce lemme est donné sans démonstration dans [25]. On se propose de le démontrer
ci-après.
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Démonstration : Soient ε > 0 et η > 0. Soit aussi f ∈ B− p.p.(R,E′) . Par définition, il
existe une fonction fε,η ∈ A telle que

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

min
(∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥ ,1)dt ≤ εη .

On a alors d’une part

µB
{

t ∈ R :
∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥> ε
}
= µB

{
t ∈ R : min

(∥∥ f (t)− fε,η(t)
∥∥ ,1)> ε

}
et d’autre part, en utilisant l’inégalité de Markov, on obtient l’estimation suivante

µB
{

t ∈ R : min
(∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥ ,1)> ε
}
≤ 1

ε
lim

T→+∞

1
2T

+T∫
−T

min
(∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥ ,1)dt

d’où
µB
{

t ∈ R :
∥∥ f (t)− fε,η(t)

∥∥> ε
}
≤ 1

ε
εη = η .

Inversement, soit ε > 0, f et fε sont tels que

µB

{
t ∈ R : ‖ f (t)− fε(t)‖>

ε

2

}
<

ε

2
.

Posons Qε = {t ∈ R : ‖ f (t)− fε(t)‖> ε} . Notons par Qc
ε le complémentaire de Qε . On a

alors

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

min(‖ f (t)− fε(t)‖ ,1)dt

≤ lim
T→+∞

1
2T

∫
[−T,+T ]∩Qε

min(‖ f (t)− fε(t)‖ ,1)dt + lim
T→+∞

1
2T

∫
[−T,+T ]∩Qc

ε

min(‖ f (t)− fε(t)‖ ,1)dt

≤ µB (Qε)+
ε

2
≤ ε.

La démontration est ainsi achevée.

Cette dernière propriété des fonctions de B− p.p.(R,E′) est à la base de la caractérisa-
tion suivante :

Bp− p.p.(R,E) = B− p.p.
(
R,E′

)
∩M0

p (R,E) .

Notons que les arguments utilisés par Danilov reposent aussi sur l’utilisation de l’ap-
proximation des fonctions Bp− p.p.(R,E) par leurs tronquées.
Dans ce qui suit, nous allons généraliser ce résultat au cadre des espaces de Besicovitch-
Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques introduits initialement dans [47] via
l’approximation par des polynômes trigonométriques généralisés. Nous allons voir que
cette généralisation ne requiert aucune condition supplémentaire sur la fonction de
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Musielak-Orlicz. Commençons par introduire la classe M0
ϕ (R,E) des fonctions des fonc-

tions absolument ϕ−intégrables au sens de µB : pour f ∈Bϕ (R,E) , on définit la quantité

βϕ ( f ) = lim
δ→+0

inf

k > 0, sup
A⊂R,

µB(A)≤δ

lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,
‖ f (t)χA(t)‖

k

)
≤ 1

 .

En utilisant les arguments utilisés par Hillmann, on peut facilement démontrer la refor-
mulation suivante de βϕ ( f ) :

βϕ ( f )= lim
δ→+0

sup
A⊂R,

µB(A)≤δ

inf

k > 0, lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,
‖ f (t)χA(t)‖

k

)
≤ 1

= lim
δ→+0

sup
A⊂R,

µB(A)≤δ

‖ f χA‖Bϕ .

L’inégalité βϕ ( f )≤ ‖ f‖Bϕ est clairement satisfaite. On pose

M0
ϕ (R,E) =

{
f ∈ Bϕ (R,E) : βϕ ( f ) = 0

}
.

La relation βp ( f ) = 0 signifie aussi que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour
tout ensemble A ⊂ R vérifiant µB (A) ≤ δ , on a ‖ f χA‖Bϕ ≤ ε. Il est facile de voir que
L∞ (R,E) ⊂M0

ϕ (R,E) . Les fonctions de Bϕ − p.p. vérifient cette propriété au sens de la
modulaire ρBϕ . En effet, rappelons le résultat donné dans [47, Preuve de la Proposition
1].

Proposition 3.3.4. Soit f ∈ Bϕ − p.p. et ( fn)n ⊂ A la suite approximante associée à f ,
alors ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∃n0 ∈ N tel que pour tout n≥ n0, l’implication suivante est vérifiée

∀Q⊂ R, µB (Q)≤ δ =⇒max(ρBϕ ( f χQ) ,ρBϕ ( fnχQ))≤ ε.

Comme conséquence directe de cette proposition, nous avons :

Corollaire 3.3.5. Soit f ∈ Bϕ− p.p. et ( fn)n ⊂A la suite approximante associée à f , alors
∀ε > 0, ∃δ > 0, ∃n0 ∈ N tel que pour tout n≥ n0, l’implication suivante est vérifiée

∀Q⊂ R, µB (Q)≤ δ =⇒max
(
‖ f χQ‖Bϕ ,‖ fnχQ‖Bϕ

)
≤ ε.

Démonstration : Soit ε > 0, par la Proposition 3.3.4, il existe δ > 0 et n0 tel que : ∀n≥
n0, ∀Q⊂R, µB (Q)< δ⇒max

(
ρBϕ

(
f
ε

χQ

)
,ρBϕ

(
fn
ε

χQ

))
≤ 1, donc max

(
‖ f χQ‖Bϕ ,‖ fnχQ‖Bϕ

)
≤

ε.

Grâce à ce corollaire nous pouvons affirmer l’inclusion suivante :

Bϕ − p.p.(R,E)⊂M0
ϕ (R,E) .

D’autre part, on a

Bϕ − p.p.(R,E)⊂ B1− p.p.(R,E)⊂ B− p.p.
(
R,E′

)
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d’où l’inclusion
Bϕ − p.p.(R,E)⊂M0

ϕ (R,E)∩B− p.p.
(
R,E′

)
.

Inversement, soit f ∈ M0
ϕ (R,E)∩ B− p.p.(R,E′). Soit t0 est tel que supt∈[0,1]ϕ (t,u) =

ϕ (t0,u) , pour tout u > 0. Pour ε > 0 donné, soit fε ∈A tel que

µB (Qε) = µB

{
t ∈ R : u‖ f (t)− fε(t)‖>

ε

2
ϕ
−1 (t0,1)

}
< δ

où δ > 0 est le réel donné par le fait que f ∈M0
ϕ (R,E) . On a alors d’une part

max(‖ f χQε
‖Bϕ ,‖ fε χQε

‖Bϕ )≤
ε

4

et d’autre part

ρBϕ

(
u( f − fε)χQc

ε

)
= lim

T→+∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ (t,u‖ f (t)− fε(t)‖)χQc
ε
(t)dt

≤ lim
T→+∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

ε

2
ϕ
−1 (t0,1)

)
χQc

ε
(t)dt

≤ ε

2
µB (Q

c
ε)≤

ε

2
.

u étant quelconque d’où l’en déduit que∥∥( f − fε)χQc
ε

∥∥
Bϕ ≤

ε

2

En utilisant les estimations suivantes

‖ f − fε‖Bϕ ≤ ‖( f − fε)χQε
‖Bϕ +

∥∥( f − fε)χQc
ε

∥∥
Bϕ

≤ ‖ f χQε
‖Bϕ +‖ fε χQε

‖Bϕ +
∥∥( f − fε)χQc

ε

∥∥
Bϕ

on déduit que
‖ f − fε‖Bϕ ≤

ε

4
+

ε

4
+

ε

2
= ε.

L’inclusion inverse M0
ϕ (R,E)∩B− p.p.(R,E′)⊂ Bϕ − p.p.(R,E) vient d’être démontrée.

On vient donc de démontrer la caractérisation suivante :

Théorème 3.3.6. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ,

Bϕ − p.p.(R,E) = M0
ϕ (R,E)∩B− p.p.

(
R,E′

)
.
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3.4 Approximation de Bochner-Fejèr dans Bϕ− p.p.

Dans ce qui suit, nous décrivons brièvement la construction du polynôme de Bochner-
Fejèr associé à une fonction f ∈ Bq− p.p. (q≥ 1) telle qu’elle présentée par G. Bruno et
B. Grande [16]. Soit f ∈ Bq− p.p avec σ( f ) = {λ1, ...,λn, ...} . Alors il existe un polynôme
trigonométrique Pε tel que σ( f )∩σ(Pε) 6= /0 et ‖Pε − f‖Bq < ε. Rappelons le résultat sui-
vant (voir par exemple Théorème 3, page 53 de [11] ou [16]), à tout ε > 0, correspond
un entier positif Nε et un nombre réel positif δ = δε < π tels que tout nombre réel τ ∈R
vérifiant les Nε inégalités Diophantines :∣∣λ j,ετ

∣∣< δ (mod2π), j = 1, . . . ,Nε ,

est un ε−presque période de Pε . au sens de Bohr. Ces dernières sont aussi équivalentes
à l’existence de k ∈ Z vérifiant ∣∣λ j,ετ−2kπ

∣∣< δ . (3.6)

G. Bruno et B. Grande [16] ont notamment démontré que toute solution τ ∈ R du
système (3.6) est un ε−presque période de Pε au sens de la (semi)-norme ‖.‖Bq .
Considérons le noyau de Fejèr d’ordre n défini comme suit :

Fn (t) =


sin2

(
nt
2

)

nsin2

(
t
2

) si t 6= 2kπ

n si t ∈ 2πZ.

Il est bien connu (voir par exemple [11]) que

Fn (t) =
n

∑
k=−n

(
1− |k|

n

)
e−ikt .

Ce noyau vérifie les propriétés importantes suivantes :
— Fn (t)≥ 0, Fn (t) = Fn (−t) , ∀t ∈ R, ∀n≥ 1,

— M (Fn) = lim
T→+∞

1
2T

T∫
−T

Fn(t)dt = 1
2π

π∫
−π

Fn(t)dt = 1, ∀n≥ 1.

— ∀α ∈]0,π], limn→∞

π∫
α

Fn(t)dt = 0.

Toutes ces propriétés sont illustrées à travers la représentation graphique de la
suite Fn :

Posons maintenant

Fn,ε(t) =
Nε

∏
j=1

Fn(λ j,εt) = Fn(λ1,εt) · · ·Fn(λNε ,εt),

=
n

∑
k1=−n

(
1− |k1|

n

)(
1− |k2|

n

)
...

(
1− |kNε

|
n

)
× (3.7)
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FIGURE 3.1 – Graphe du noyau de Fejèr d’ordre n, Fn (t).

exp(−i(λ1,εk1 +λ2,εk2 + ...+λNε ,εkNε
) t) .

Les fonctions Fn,ε(t) sont appelées "noyau composite Bochner-Fejèr". Notons que les
coefficients de la somme (??) sont tous positifs et ne dépassent pas 1, M (Fn,ε) ≥ 1, et
les nombres λ1,ε , λ2,ε , ...λNε ,ε sont linéairement indépendants dans Q au sens suivant :
Soit {α1,α2, ...,αn, ...} une famille dénombrable de nombres réels. On dit que les αi,
i = 1,2, ... sont linéairement indépendants dans Q si, pour tout entier p ≥ 1 , les seuls
rationnels r1,r2, ...,rp vérifiant l’équation :

r1αn1 + r2αn2 + ...+ rpαnp = 0

sont r1 = r2 = ....= rp = 0.
Définissons ainsi

Kn,ε(t) =
Fn,ε(t)

M (Fn,ε)
.

La suite {Kn,ε(t)}n satisfait les propriétés suivantes :

i. Kn,ε(t)≥ 0,∀t ∈ R,∀n ∈ N,Kn,ε(t) = Kn,ε(−t),

ii. lim
T→+∞

1
2T

T∫
−T

Kn,ε(t)dt = 1, ∀n ∈ N,

iii. Si Ωε =
{

t ∈ R, tel que. :
∣∣λ jt

∣∣≥ δ (mod2π), pour au moins j = 1, ...,Nε

}
, alors

lim
n→+∞

sup
Ωε

Kn,ε = 0.
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FIGURE 3.2 – Graphe du noyau de Bochner-Fejèr Kn,ε(t) lorsque n = 4,5 et 6, et λ j ∈{
1,π,
√

2
}
. .

Ci-après la représentation graphique de Kn lorsque n = 4,5 et 6, et λ j ∈
{

1,π,
√

2
}
.

Le polynôme de Bochner-Fejèr est ainsi donné par :

Qn,ε(x) = (Kn,ε ∗ f )(x) = lim
T→+∞

1
2T

T∫
−T

Kn,ε(t) f (x− t)dt

= ∑
λ∈σ(Kn,ε )∩σ( f )

a(λ ,Kn,ε)a(λ , f )exp iλx

où ∗ désigne le produit de convolution en moyenne. Clairement, Qn,ε est un polynôme
trigonométrique non nul, de plus σ (Qn,ε)⊂ σ ( f ) , ∀n ∈N. Il est démontré par G. Bruno
et B. Grande [16] qu’il existe un nombre nε ∈ N tel que

‖Qn,ε − f‖Bq <Cε

pour tout n < nε , où C est une constante positive convenable.

Remarque 3.4.1. Nous avons tenté de généraliser ce résultat aux cas des espaces de
Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques. A notre surprise, on s’est
rendu compte que la définition de la presque périodicité de Bohr (via des ε−presque pé-
riodes) dans le cadre des espaces de Musielak-Orlicz requiert une propriété d’invariance par
translation des espaces Bϕ − p.p., en d’autres termes, si f ∈ Bϕ − p.p., a-t-on la translatée
fτ , τ ∈ R, dans Bϕ − p.p.? La réponse est négative en général, il existe bien des espaces
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de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques Bϕ − p.p. qui ne sont pas
stable par translation. C’est le cas par exemple des espaces de Lebesgue à exposants variables
comme on le verra plus loin.

Dans ce qui suit, on suppose toutes les fonctions sont à valeurs dans un espace normé
(E,‖.‖). La définition suivante est une adaptation de la définition 2.1 dans [16].

Définition 3.4.2. Pour chaque f ∈ Bϕ − p.p. et pour chaque suite (Pn)n ⊂A convergente
vers f , on définit la translatée de fh, d’amplitude h, de la façon suivante

Th f (x) = f (x+h) = lim
n→∞

Pn(x+h).

On définit aussi l’accroissement de f correspondant à h par

∆h f (x) = f (x+h)− f (x) = lim
n→∞

Pn(x+h)−Pn(x).

Notons que Th f et ∆h f sont bien définis puisque les limite précédentes ne dépendent pas de
la suite Pn qui représente f ∈ Bϕ − p.p..

Définition 3.4.3. Soit ε > 0. Un nombre τ ∈ R est dite ε-presque période de f ∈ Bϕ − p.p
au sens de Bϕ − p.p. si l’inégalité suivante

‖∆τ f‖Bϕ = inf
{

k > 0,ρBϕ

(
∆τ f

k

)
≤ 1
}
≤ ε

est vérifiée. Dans la section suivante, en s’inspirant des travaux [49], [36], [3], on
donnera une condition suffisante (et nécessaire) sur ϕ, dite "τ−bornitude" garantissant
l’approximation des fonctions de Bϕ − p.p. par des suites de polynômes de Bochner-
Fejèr. On répondra au passage à la question d’invariance par translation des espaces
Bϕ − p.p., on montrera en particulier deux estimations importantes, à savoir

‖Th f‖Bϕ ≤ C1 ‖ f‖Bϕ ,∥∥∥Q f
n,ε

∥∥∥
Bϕ
≤ C2 ‖ f‖Bϕ ,

pour certaines constantes convenables dépendantes uniquement de ϕ.

3.4.1 La τL1−bornitude de la fonction de Musielak-Orlicz

Définition 3.4.4 ( [50, définition 7.11 (page 37)]). Une fonction périodique de Musielak-
Orlicz ϕ est dite τ−bornée (au sens de Musielak) s’il existe deux constantes k1,k2 > 0 telles
que

ϕ (t− v,u)≤ k1ϕ (t,k2u)+H(t,v) (3.8)

où la fonction H : R×R→ R+ est (mesurable) et 1-périodique par rapport à la première
variable et tel que h(v) =

∫
[0,1]H(t,s)dt est bien définie et que h0 = supv∈R h(v) < +∞ et

h(v)→ 0, lorsque v→ 0+ et 1−.
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Illustrons d’abord le rôle et l’intérêt de cette condition dans les espaces Lϕ(Ω) et Bϕ −
p.p..
L’inégalité (3.8) pour une fonction ϕ de Musielak-Orlicz a été introduite par A. Ka-
minska [36] et par A. Kaminska et R. Płuciennik [35] comme condition nécessaire et
suffisante pour que ‖ f (.+h)− f (.)‖

ϕ
→ 0, lorsque h→ 0 pour f ∈ Lϕ(Ω), Ω ⊂ R. On

exposera dans ce qui suit le résultat de A. Kaminska [36]. Si A est une partie de R et
h ∈ R, alors A±h désigne l’ensemble {t±h : t ∈ A} .
L’opérateur translation Th f : Ω→ E est défini comme suit

(Th f )(t) =
{

f (t +h) si t ∈Ω∩ (Ω−h)
0 ailleurs dans Ω,

pour toute fonction f : Ω→ E mesurable (i.e. f ∈M (Ω,E)) et h ∈ R.
Observons le fait important suivant :

ρϕ (Th f ) =
∫

Ω∩(Ω−h)

ϕ (t,‖ f (t +h)‖)dt =
∫

Ω∩(Ω+h)

ϕ (t−h,‖ f (t)‖)dt = ρϕh ( f )

à partir duquel on déduit que :

1. pour tout h ∈ R, ρϕh est une modulaire convexe sur M (Ω,E),
2. pour tout f ∈ Lϕ(Ω) et pour tout h ∈ R, Th f ∈ Lϕh(Ω∩ (Ω+h)),
3. ‖ f‖

ϕh
= ‖Th f‖

ϕ
, où ‖.‖

ϕh
désigne la norme de Luxemburg générée par ρϕh,

4. La propriété la plus remarquable ici est le fait que les espaces de Musielak-Orlicz
ne sont pas forcement invariants par translations, puisque si f ∈ Lϕ(Ω), alors ces
translatées Th f sont dans Lϕh(Ω) mais pas forcément dans Lϕ(Ω). [36] Bien en-
tendu, ce problème se pose aussi dans tous les espaces du type Musielak-Orlicz,
en particulier dans les sous espaces de fonctions presque périodique au sens de
Bohr, où les fonctions translatées jouent un rôle primordiale.

Soit δ ≥ 0. A partir de la famille des modulaires
{

ρϕh

}
|h|≤δ

, on définit une nouvelle

modulaire convexe en posant

ρδ ( f ) = sup
|h|≤δ

ρϕh
( f ) .

Comme ρ0 ( f ) = ρϕ0
( f ) = ρϕ ( f ) , on a ρϕ ( f ) ≤ ρδ ( f ). L’espace modulaire associé à ρδ

sera noté par Lδ (Ω) et la norme de Luxemburg correspondante par ‖.‖
δ
. On a donc

Lδ (Ω) ↪→ Lϕ (Ω) ,

de plus
‖ f‖

δ
= sup
|h|≤δ

‖ f‖
ϕh

= sup
|h|≤δ

‖Th f‖
ϕ

pour toute fonction f ∈M (Ω,E). La notion de la τ−bornitude est étroitement liée à la
continuité en ϕ−moyenne.
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Définition 3.4.5. Une fonction f ∈ Lϕ(Ω) est dite continue en ϕ−moyenne si pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 tel que

‖Th f − f‖
ϕ
< ε pour |h|< δ .

Si ϕ est une fonction d’Orlicz, alors toutes les fonctions de l’espace d’Orcliz Lϕ(Ω) sont
continues en ϕ−moyenne (voir [56]).
Le théorème suivant dû à Kaminska donne une condition nécessaire et suffisante pour que
les fonction de l’espace de Musielak-Orlicz Lϕ(Ω) soient continues en ϕ−moyenne.

Théorème 3.4.6. [36] Si E est séparable, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute fonction f ∈ Eϕ(Ω) est continue en ϕ−moyenne.

2. La fonction de Musielak-Orlicz ϕ est τL1(Ω)−bornée, i.e., ils existent des constantes δ

et c > 0 et une famille de fonctions mesurables gh : Ω→ R telles que l’inégalité

ϕ (t−h,u)≤ ϕ (t,cu)+gh(t), (3.9)

est vérifiée pour tous u≥ 0, t ∈Ω∩ (Ω+h) pp, h ∈ R et

sup
|h|≤δ

∫
Ω

gh(t)dt <+∞.

3. Ils existent des constantes M,δ > 0 telles que pour tout f ∈M(Ω,X),

‖ f‖
ϕ
≤ sup
|h|≤δ

‖Th f‖
ϕ
≤M ‖ f‖

ϕ
,

c’est à dire
Lϕ(Ω) = Lδ (Ω).

Exemple 3.4.7. [36].
1. Dans 2.1.1 de [32] la famille ℵ de fonctions k : T → [0,+∞[ telle que k ∈ ℵ si et

seulement si
k(t1 + t2)≤ (1+ c1|t1|c2)k(t2)

est satisfaite pour tout t1, t2 ∈ T , où c1, c2 sont des constantes dépendantes de k. Les
fonctions de ℵ sont continues et la fonction

Pk(t) = sup
t1

k(t1 + t)
k(t1)

appartient aussi à ℵ. Par conséquent, nous avons

k(t1 + t2)≤ Pk(t1)k(t2) pour tout t1, t2 ∈ T et Pk(0) = 1≤ Pk(t)) Pour tout t ∈ T.

Maintenant, il est facile de voir que la fonction

φ(x, t) = ϕ(x)k(t),
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où ϕ : X → [0,+∞[ est une N-fonction sans paramètre, k ∈ N satisfait la condition 2
du théorème 3.4.6 avec la fonction gh est identiquement nulle.

2. Soit φ : R×R→ [0,+∞[ donnée par

φ(x, t) = ϕ(x)p(t),

où ϕ : X → [0,+∞[ est une N-fonction sans paramètre satisfait la condition ∆2 et p(t)
est une fonction mesurable avec la propriété : p(t) ≥ 1 pout tout t ∈ R et A un sous
ensemble de R tel que p(t) est strictement monotone sur A. Cette fonction φ ne vérifie
pas la la condition 2 du théorème 3.4.6, en effet

sup
x∈R

{
ϕ(x)p(t−h)−ϕ(nx)p(t)

}
≥ sup

x∈R
ϕ(x)p(t)

{
ϕ(x)p(t−h)−p(t)− Ip(t)

n

}
=+∞,

pour tout t ∈A
⋂
A+h, n∈N et h < 0 si p(t) est croissante et h > 0 si p(t) est décrois-

sante sur A, où In est un nombre positif tel que ϕ(nx) ≤ Inϕ(x) pour x suffisamment
grand dans R.

Remarque 3.4.8. Lorsque Ω = [0,1] (ou [a,b] avec a,b ∈ R) et la fonction de Musielak-
Orlicz ϕ ainsi que la famille gh donnée dans (3.9) sont 1−périodiques alors leur prolonge-
ments périodiques, notées respectivement ϕ̃ et g̃h, sont telles que :

ϕ̃ (t−h,u)≤ ϕ̃ (cu, t)+ g̃h(t), (3.10)

est vérifiée pour tous u≥ 0, t ∈ R p.p., h ∈ R et

sup
|h|≤δ

∫
[0,1]

g̃h(t)dt <+∞.

Inversement, toute fonction de Musielak-Orlicz 1−périodique et τL1(R)−bornée, sa restric-
tion à tout intervalle de longueur 1 reste τL1([0,1])−bornée. On conclut alors le théorème
suivant :

Théorème 3.4.9. Une fonction f ∈Bϕ− p.p. est Bϕ−continue, i.e. pour tout ε > 0, il existe
δ > 0 tel que

‖Th f − f‖Bϕ < ε pour |h|< δ

si et seulement si ϕ est τL1([0,1])−bornée.

Démonstration : ⇐=) La nécessité de la condition de τL1([0,1])−bornitude découle de
l’injection isométrique Eϕ ([0,1]) ↪→ Bϕ − p.p. (voir [47]), du Théorème 3.4.6 et de la
Remarque 3.4.8.
=⇒) Soit ε > 0, f ∈ Bϕ − p.p., il existe alors Pε ∈A tel que ‖ f −Pε‖Bϕ < min

(
ε

3 ,2cd ε

3

)
.

Les réels positifs c et d seront précisés plus loin. On sait que les polynômes trigonomé-
triques sont uniformément continus, il existe δ = δ (ε) > 0 tel que pour tout k > 0 et
pour tout pour |h|< δ ,

‖ThPε −Pε‖∞
≤ 1

k
ϕ
−1
(

t0,
ε

3

)
,
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où t0 est tel que supt∈[0,1]ϕ (t,u) = ϕ (t0,u) , puisque ϕ est continue, et ϕ−1 est la fonc-
tion réciproque par rapport à la deuxième variable de ϕ (qui existe puisque ϕ est une
fonction d’Orlicz par rapport à u pour chaque t ∈ [0,1]. D’où,

ρBϕ (k (ThPε −Pε)) = lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ (t,k‖Pε(t +h)−Pε(t)‖)dt

≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ (t,k‖ThPε −Pε‖∞
)dt

=

1∫
0

ϕ (t,k‖ThPε −Pε‖∞
)dt

≤ sup
t∈[0,1]

ϕ (t,k‖ThPε −Pε‖∞
)

≤ ϕ

(
t0,ϕ−1

(
t0,

ε

3

))
=

ε

3
.

Soit δ ′> 0 le réel donné par la condition 3.10. Posons d = sup
|h|≤δ ′

∫
[0,1] g̃h(t)dt. Sans perte

de généralité, on peut supposer que d > 1.

ρBϕ

(
1

2dk
(Th f −ThPε)

)
≤ 1

2d
lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

1
k
‖ f (t +h)−Pε(t +h)‖

)
dt

=
1

2d
lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t−h,

1
k
‖ f (t)−Pε(t)‖

)
dt

≤ 1
2d

lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

c
k
‖ f (t)−Pε(t)‖

)
dt

+
1

2d

∫
[0,1]

g̃h(t)dt.

≤ 1
2

ρBϕ

(c
k
( f −Pε)

)
+

1
2

d’où l’en déduit l’implication

ρBϕ

(c
k
( f −Pε)

)
≤ 1 =⇒ ρBϕ

(
1

2dk
(Th f −ThPε)

)
≤ 1

cette dernière signifie aussi

‖Th f −ThPε‖Bϕ ≤ 2cd ‖ f −Pε‖Bϕ

d’où l’en déduit que pour tout |h| ≤ δ ′, on a ‖Th f −ThPε‖Bϕ ≤ ε

3 .
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Finalement, en choisissant η = min(δ ,δ ′) , on aura pour |h| ≤ η

‖Th f − f‖Bϕ ≤ ‖Th f −ThPε‖Bϕ +‖ThPε −Pε‖Bϕ +‖Pε − f‖Bϕ

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Ce qui achève la démontration.

Corollaire 3.4.10. Toutes les fonctions de l’espace de Besicovitch-Orlicz de fonctions
presque périodiques Bϕ − p.p. sont Bϕ−continues.

Démonstration : C’est immédiat puisque toutes les fonctions d’Orlicz sont τL1([0,1])−bornées.
Si de plus ϕ ∈ ∆2, les fonctions de l’espace B̃ϕ − p.p. sont aussi Bϕ−continues.

Dans ce qui suit, on adaptera la définition 3.4.4 au cas des espaces Bϕ − p.p..

Définition 3.4.11. Une fonction périodique de Musielak-Orlicz ϕ est dite hB1−bornée s’il
existe deux constantes k1,k2 > 0 telles que

ϕ (t− v,u)≤ k1ϕ (t,k2u)+H(t,v) (3.11)

où la fonction H : R×R→ R+ est (mesurable) par rapport à la première variable et tel que
supv∈R h(v) = supv∈R limT→+∞

1
2T
∫
[−T,T ]H(t,v)dt = h0 <+∞.

Notons que dans cette définition, on a relaxé la condition de périodicité de H par rapport
la première variable et on a aussi éliminé la condition h(v)→ 0, lorsque v→ 0+ et 1−.

Proposition 3.4.12. (Inégalité auxiliaire dans Bϕ − p.p.) Soit f ∈ Bϕ − p.p.. Supposons
que ϕ est hB1−bornée. Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de ϕ telle que∥∥∥Q f

ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤C‖ f‖Bϕ

pour toute suite de Bochner-Fejèr associée à f .

Démonstration : Nous avons par définition Q f
ε,n (t)= ( f ∗Kε,n)(t)=Mx ( f (x+ t)Kε,n (x)) .

Nous avons pour tout réel k > 0

ρBϕ

(
1
k

(
Q f

ε,n

))
= lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

1
k
‖Mx ( f (x+ t)Kε,n (x))‖

)
dt

≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,Mx

(
1
k
‖ f (x+ t)‖Kε,n (x)

))
dt

en utilisant l’inégalité de Jensen à ϕ l’intérieur de
+T∫
−T

, et le fait Mx (Kε,n (x)) = 1, on aura

lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,Mx

(
1
k
‖ f (x+ t)‖Kε,n (x)

))
dt
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≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

Mx

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dt

= lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

lim
T→∞

1
2X

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt.

Par le lemme de Fatou, on aura

lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)
dx
}

dt

≤ lim
T→∞

lim
X→∞

1
2T

1
2X

+T∫
−T

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt

à cette étape, on utilisera le théorème de Fubini après avoir fait le changement de
variable suivant : x = u et x+ t = v, on aura donc

lim
T→∞

lim
X→∞

1
2T

1
2X

+T∫
−T

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt

≤ lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)

 lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

{
ϕ

(
v−u,

1
k
‖ f (v)‖

)}
dv

du

≤ lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)

 lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

{
k1ϕ

(
v,

k2

k
‖ f (v)‖

)}
dv+ lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

H(v,u)dv

du

≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

{
k1ϕ

(
v,

k2

k
‖ f (v)‖

)}
dv+ lim

X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)h(u)du

≤ k1ρBϕ

(
k2 f
k

)
+h0.

Si h0 ≤ 1 et k1 ≤ 1, on aura

ρBϕ

(
1
2k

(
Q f

ε,n

))
≤ k1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

h0

2
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit que si
{

k > 0,ρBϕ

(
k2 f

k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρBϕ

(
1
2k

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

et donc∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ 2k2 ‖ f‖Bϕ .
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Si h0 < 1 et k1 > 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kk1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit que si
{

k > 0,ρBϕ

(
k2 f

k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρBϕ

(
1

2kk1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

et donc∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ 2k2k1 ‖ f‖Bϕ .

Si h0 > 1 et k1 < 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kh0k1
(Tτ f )

)
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où, ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ 2h0k2 ‖ f‖Bϕ .

Finalement, si h0 > 1 et k1 > 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kh0k1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit que si
{

k > 0,ρBϕ

(
k2 f

k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρBϕ

(
1

2kh0k1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

et donc∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ 2h0k1k2 ‖ f‖Bϕ .

Il suffit alors de poser C = max
(

2k2,2k1k2,2h0k2,2h0k1k2

)
, on obtient∥∥∥Q f

ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤C‖ f‖Bϕ

Théorème 3.4.13. Supposons que ϕ est hB1−bornée. A toute fonction f ∈ Bϕ − p.p. cor-
respond un suite approximante de Bochner-Fejèr au sens de la norme ‖.‖Bϕ .

Démonstration : Soit Pε un polynôme trigonométrique (ou même une fonction Bohr
presque périodique) tel que

‖ f −Pε‖Bϕ ≤
ε

2(C+1)

où la constante C sera précisée ultérieurement. Soit QPε

ε,n le polynôme de Bochner-Fejèr
associé à Pε , on sait qu’il existe n0 ∈ N tel que∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

≤ ε

2
, ∀n≥ n0
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On exploitera l’inégalité triangulaire suivante∥∥∥ f −Q f
ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ ‖ f −Pε‖Bϕ +

∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
Bϕ

+
∥∥∥Q f

ε,n−QPε

ε,n

∥∥∥
Bϕ

≤ ‖ f −Pε‖Bϕ +
∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

+
∥∥∥Q f−Pε

ε,n

∥∥∥
Bϕ

≤ ‖ f −Pε‖Bϕ +
∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

+C‖ f −Pε‖Bϕ

d’où l’en déduit que
∥∥∥ f −Q f

ε,n

∥∥∥
Bϕ
≤ ε, ∀n≥ n0.

Dans les estimations précédentes, on a utilisé le fait que l’opérateur de Bochner-Fejèr
est un opérateur linéaire, cette propriété est largement utilisée dans la littérature sans
démonstration. Une démonstration détaillée de cette propriété se trouve dans la réfé-
rence [4]

Proposition 3.4.14. Soit f ∈ Bϕ − p.p. telle que

f (x)∼
∞

∑
n=1

a(λn, f )exp(iλnx) .

Supposons que ϕ est hB1−bornée. Alors pour tout ε > 0, il existe un entier positif Nε et
un nombre réel positif δ < π tels que tout nombre réel τ ∈ R vérifiant les Nε inequations
Diophantines :

|λnτ|< δ (mod2π) , (n = 1,2, . . . ,Nε)

est un ε−presque période de f au sens de Bϕ − p.p..

Pour la preuve de cette proposition, on a besoin de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.4.15. Soit f ∈ Bϕ − p.p.. Supposons que ϕ est hB1−bornée. Alors il existe une
constante C > 0 qui ne dépend que de ϕ telle que

‖Tτ f‖Bϕ ≤C‖ f‖Bϕ . (3.12)

Démonstration : Soit f ∈ Bϕ − p.p.. Nous avons pour tout réel k > 0

ρBϕ

(
1
k
(Tτ f )

)
= lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

1
k
‖ f (t + τ)‖

)
dt.

On utilisera la hB1−bornitude de ϕ et le changement de variable suivant : t + τ = u, on
aura

lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

1
k
‖ f (t + τ)‖

)
dt

≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

k1ϕ

(
u,

k2

k
‖ f (u)‖

)
du+ lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

H(u,τ)du
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= k1ρBϕ

(
k2

k
f
)
+ lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

H(u,τ)du

≤ k1ρBϕ

(
k2

k
f
)
+h0

Si h0 ≤ 1 et k1 ≤ 1, on aura

ρBϕ

(
1
2k

(Tτ f )
)
≤ k1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

h0

2
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit
‖Tτ f‖Bϕ ≤ 2k2 ‖ f‖Bϕ .

Si h0 < 1 et k1 > 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kk1
(Tτ f )

)
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit
‖Tτ f‖Bϕ ≤ 2k2k1 ‖ f‖Bϕ .

Si h0 > 1 et k1 > 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kh0k1
(Tτ f )

)
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit
‖Tτ f‖Bϕ ≤ 2h0k1k2 ‖ f‖Bϕ .

Finalement, si h0 > 1 et k1 < 1, on aura

ρBϕ

(
1

2kh0k1
(Tτ f )

)
≤ 1

2
ρBϕ

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où,
‖Tτ f‖Bϕ ≤ 2h0k2 ‖ f‖Bϕ .

Il suffit alors de poser C = max
(

2k2,2k1k2,2h0k2,2h0k1k2

)
, on obtient

‖Tτ f‖Bϕ ≤C‖ f‖Bϕ . (3.13)

Preuve de la Proposition 3.4.14 Soit ε > 0, f ∈ Bϕ − p.p., il existe donc un polynôme
trigonométrique Pε tel que

‖ f −Pε‖Bϕ <
ε

2(C+1)
,

où C est une constante positive qui sera précisée par la suite.
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On pose

Pε(x) =
Nε

∑
n=1

Bn exp(iλnt),

et

d =
Nε

∑
n=1
‖Bn‖.

Soit un réel positif δ1 <
ϕ−1(t0, ε

2)
2d .

On définit un nombre réel 0 < δ < π par l’équation suivante

|exp(iδ )−1|= δ1.

Soit maintenant τ la solution des inequations

|exp(iλnτ)−1|< δ1. (n = 1,2, ...,Nε)

Il est clair que l’inequation |λnτ|< δ (mod2π) est équivalente à l’inequation

|exp(iλnτ)−1|< |exp(iδ )−1|= δ1

On a :

ρBϕ

(
TτPε −Pε

)
= lim

T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,‖Pε (t + τ)−Pε (t)‖

)
dt

= lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

∥∥∥∥∥ N

∑
n=1

Bn exp(iλnt)(exp(iλnτ)−1)

∥∥∥∥∥
)

dt

≤ lim
T→∞

1
2T

+T∫
−T

ϕ

(
t,

N

∑
n=1
‖Bn‖|exp(iλnτ)−1|

)
dt

≤
∫ 1

0
ϕ

(
t,dδ1

)
dt

≤ sup
t∈[0,1]

ϕ

(
t,dδ1

)
≤ ϕ

(
t0,ϕ−1

(
t0,

ε

2

))
=

ε

2
.

D’où l’en déduit que
‖TτPε −Pε‖Bϕ ≤

ε

2
.

On utilisera l’inégalité triangulaire, on aura

‖Tτ f − f‖Bϕ ≤ ‖Tτ f −TτPε‖Bϕ +‖TτPε −Pε‖Bϕ +‖Pε − f‖Bϕ
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≤ (C+1)‖Pε − f‖Bϕ +
ε

2

≤ (C+1)ε
2(C+1)

+
ε

2
= ε.

3.5 Outils de convergence dans Bϕ− p.p.(R)
Pour la suite de ce chapitre, on se placera dans le cas E= R.
Trois concepts de convergence peuvent-être définis dans l’espace Bϕ − p.p.(R).

— La convergence en norme de Luxemburg.
— La convergence modulaire.
— La convergence au sens de la sous mesure µB définie par la formule (3.4). Pour

rappel, cette dernière se traduit comme suit :

Définition 3.5.1. [43] Une suite { fn} ⊂ Bϕ(R) est dite µB− convergente vers f ∈ Bϕ(R)
lorsque, pour tout α > 0, on a

lim
n→∞

µB

{
x ∈ R : | fn(x)− f (x)|> α

}
= 0.

Remarque 3.5.2.
— La fonction d’ensemble µB est nulle sur les ensembles de mesure finie par rapport à

la mesure de Lebesgue µ.
— Si { fn}n≥1 et {gn}n≥1 sont deux suites de fonctions mesurables, µB−convergentes

vers f et g respectivement, alors pour tout nombres réels α et β la suite {α fn+βgn}
est aussi µB− convergente vers α f +βg.

Nous donnons ici quelques résultats techniques qui constituent les outils de travail dans
cet espace.

Lemme 3.5.3 ( [47], [46]).

(i) Soit { fn}n≥1 ⊂ Bϕ (R) une suite de fonctions convergente au sens de la modulaire vers
f ∈ Bϕ (R) . Alors, { fn}n≥1 est µB−convergente vers f .

(ii) Soit { fn}n≥1 ⊂ B1 (R) une suite de fonctions µB−convergente vers f ∈ B1 (R) . Sup-
posons qu’il existe une fonction g ∈ B1− p.p.(R) telle que max(| fn| , | f |)≤ g. Alors

lim
n→∞

ρ1 ( fn) = ρ1 ( f ) .

Lemme 3.5.4 ( [47], [46]). Soit f ∈ Bϕ − p.p.. Alors

1. ‖ f‖Bϕ ≤ 1 si et seulement si ρBϕ ( f )≤ 1,

2. ‖ f‖Bϕ = 1 si et seulement si ρBϕ ( f ) = 1.
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Lemme 3.5.5. [47] Soit ϕ(t,u) strictement convexe par rapport à u≥ 0 et { fn} ,{gn} deux
suites de fonctions dans Bϕ − p.p.(R) telles que, pour un certain r > 0, on a

ρBϕ ( fn)≤ r, ρBϕ (gn)≤ r et lim
n→∞

ρBϕ

(
1
2
( fn +gn)

)
= r.

Alors, la suite { fn−gn}n est µB−convergente vers zéro.

Proposition 3.5.6 ( [47], [46]). Notons toujours par M (R) l’ensemble des fonctions
Lebesgue mesurables dans R, et Lϕ ([0,1]) l’espace usuel de Musielak-Orlicz

Lϕ ([0,1]) = { f ∈M (R) : ∃λ > 0,
∫ 1

0
ϕ(t,λ vert f (t)|)dt <+∞}.

Soit f ∈ Lϕ ([0,1]). Alors,

1. Si f̃ est l’extension périodique de f à R ( avec une période τ = 1), on a f̃ ∈ B̃ϕ − p.p.

2. L’injection i : (Lϕ ([0,1]) ,‖.‖Lϕ ) ↪→ (B̃ϕ − p.p.(R),‖.‖ϕ), i( f ) = f̃ est une isométrie.

Lemme 3.5.7. Soit f ∈ Bϕ(R). Alors, lim
n→+∞

µB{t ∈ R, | f (t)| ≥ n}= 0.

Démonstration : f est dans Bϕ (R), alors il existe α > 0 tel que ρBϕ (α f )< ∞. Pour tout
entier naturel N, soit fN la troncature de f i.e.,

fN (t) =
{

f (t) if | f (t)| ≤ N,
N if | f (t)| ≥ N.

Posons EN = {t ∈ R, | f (t)| ≥ N} , tenant compte de la convexité de ϕ, on a pour chaque
N ∈ N :

ρBϕ (α f ) ≥ ρBϕ (α fN)

≥ ρBϕ (α fN χEN )

= ρBϕ (αNχEN )

≥ φ(αN)µ(EN).

En faisons tendre N vers l’infini, on aura :

lim
N→∞

µB (EN) = 0.

Lemme 3.5.8. Soit f ∈ Bϕ − p.p.. Alors, on a l’équivalence suivante

ρBϕ ( f ) = 0 ssi f = 0 µB p.p.

Démonstration : L’affirmation ρBϕ ( f ) = 0 implique f = 0 µB p.p. est une conséquence
directe de (i) du Lemme 3.5.3.
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Montrons maintenant que si ρBϕ ( f )> 0, alors, il existe deux nombres réels α,θ > 0 tels
que

µB {t ∈ R, | f (t)| ≥ α}> θ .

Supposons le contraire, i.e. pour tout n≥ 1

µB {Gn} ≤
1
n

avec Gn =
{

t ∈ R, | f (t)| ≥ 1
n

}
. En utilisant (Lemma 4, [47]), on obtient :

lim
n→∞

ρBϕ ( f χGn) = 0.

D’une autre part,

ρBϕ

(
f χGc

n

)
≤ sup

t∈R
ϕ

(
t,

1
n

)
µ (Gc

n)≤ sup
t∈R

ϕ

(
t,

1
n

)
, (3.14)

en faisons tendre N vers l’infini dans (3.14), nous obtiendrons :

lim
n→+∞

ρBϕ

(
f χGc

n

)
= 0.

Nous avons, pour tout n≥ 1

ρBϕ ( f )≤ ρBϕ ( f χGn)+ρBϕ

(
f χGc

n

)
. (3.15)

Par conséquent, pour n suffisamment grand, le dernier terme de l’inégalité (3.15) peut
être rendu plus petit que tout ε > 0. Donc, ρW φ ( f ) = 0 qui est une contradiction.

Lemme 3.5.9. Soit { fn} une suite de fonctions dans Bϕ (R) telles que fn est µB−convergente
vers f ∈ Bϕ (R) . Alors, la suite (ϕ (., | fn (.)|))n est µB−convergente vers ϕ (., | f (.)|) dans
B1 (R) .

Démonstration : La continuité de ϕ est suffisante pour montrer le résultat souhaité. La
méthode développée ici est inspirée de la preuve de la proposition 1 dans [47]. Par le
Lemme 3.5.7, pour tout θ ∈]0,1[ il existe un M > 0 tel que

µB{t ∈ R, | f (t)| ≥M}< θ .

Soit maitenant ε > 0, on considère l’ensemble

Gn = {t ∈ R, | f (t)| ≥M}∪{t ∈ R, | fn(t)− f (t)| ≥ ε}.

La fonction ϕ est continue sur R× [0,+∞[, elle est aussi uniformément continue sur
[0,1]× [0,M + ε]. En outre, en utilisant la périodicité de ϕ(t,u) par rapport à t ∈ R, il
s’ensuit que ϕ est uniformément continue sur R× [0,M+ ε].
Alors, il existe η > 0 tel que l’implication suivante :

|ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)|> ε ⇒ | fn (t)− f (t)|> η ,∀t ∈ Gc
n
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soit vérifiée.
D’une autre part, comme { fn} est µB−convergente vers f , on déduit que

lim
n→+∞

µB {t ∈ Gc
n, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)|> ε}= 0 (3.16)

par conséquent,

µB {t ∈ R, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε}
≤ µB {t ∈ Gn, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε}

+µB {t ∈ Gc
n, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε}

≤ µB (Gn)+µB {t ∈ Gc
n, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε}

≤ µB {t ∈ R, | f (t)| ≥M}+µB {t ∈ R, | fn (t)− f (t)| ≥ ε}
+µB {t ∈ Gc

n, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε} .

Finalement, en faisant tendre n vers l’infini et en utilisant le relation (3.16) on obtient :

lim
n→+∞

µB {t ∈ R, |ϕ (t, | fn (t)|)−ϕ (t, | f (t)|)| ≥ ε} ≤ θ .

Comme θ est choisit arbitrairement dans ]0,1[, nous pouvons affirmer que : {ϕ (., | fn|)}n
est µB−convergente vers ϕ (., | f |).

Corollaire 3.5.10. Soit { fn}n≥1 une suite de fonctions dans Bϕ (R) , µB−convergente
vers une fonction f ∈Bϕ− p.p. . On suppose qu’il existe g∈Bϕ− p.p. telle que : max(| fn(t)| , | f (t)|)≤
g(t), ∀t ∈ R. Alors

lim
n→∞

ρBϕ ( fn) = ρBϕ ( f ) .

Démonstration : Tout d’abord, on remarque que dans la preuve de (ii) de Lemme 3.5.3
(voir Lemma 4 de [47] et Lemma 2.6. du [46]), on peut supposer { fn}n≥1 et f dans
B1 (R) au lieu de B1− p.p..
Maintenant, nous montrons le corollaire. Soit { fn}n≥1 une suite de fonctions dans Bϕ (R)
µB−convergente vers f ∈ Bϕ (R). Alors, par le Lemme 3.5.9, il vient que, ϕ (., fn (.)) est
µB−convergente vers ϕ (., f (.)) ∈ B1 (R) et satisfait

max(ϕ (., | fn (.)|) ,ϕ (., | f (.)|))≤ ϕ (., |g(.)|) ∈ B1− p.p..

Par conséquent, en utilisant le Lemme 3.5.3, on déduit que

lim
n→∞

ρ1 (ϕ (., | fn (.)|)) = ρ1 (ϕ (., | f (.)|)) .

Ce qui signifie que
lim
n→∞

ρBϕ ( fn) = ρBϕ ( f ) ,

ce qui termine la preuve du corollaire.

Nous donnons maintenant une version adaptée du lemme de Fatou dans Bϕ − p.p.
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Lemme 3.5.11. Soit { fn}n≥1 une suite de fonctions dans Bϕ (R), µB−convergente vers
f ∈ Bϕ − p.p.. Alors

lim
n→+∞

ρBϕ ( fn)≥ ρBϕ ( f ) .

Démonstration : Considérons la suite suivante

gn(t) = f (t)χEn (t)+ fn(t)χEc
n (t) , t ∈ R

avec En = {t ∈ R, | fn(t)|> | f (t)|} et Ec
n sont complémentaire. Il est clair que pour tout

n ∈ N, gn appartient à Bϕ (R) et satisfait

|gn(t)− f (t)|=
{

0 if | fn(t)|> | f (t)|,
| fn(t)− f (t)| if | fn(t)| ≤ | f (t)|.

Il s’ensuit que |gn(t)− f (t)| ≤ | fn(t)− f (t)| et par conséquent, la suite {gn}n est µB−convergente
vers f .
Maintenant, comme |gn(t)| ≤ | f (t)| et f ∈ Bϕ − p.p., en utilisant le Corollaire 3.5.10, on
aura

lim
n→+∞

ρBϕ (gn) = ρBϕ ( f ).

Donc,
ρBϕ ( f ) = lim

n→+∞
ρ

Bϕ (gn)≤ lim
n→+∞

ρBϕ ( fn).

Lemme 3.5.12. Soit { fn}n≥1 une suite de fonctions dans Bϕ− p.p. Supposons que { fn} est
µB−convergente vers f ∈ Bϕ(R) et lim

n→+∞
ρBϕ ( fn) = ρBϕ ( f ). Alors,

lim
n−→+∞

ρBϕ

(
fn− f

2

)
= 0.

Si de plus ϕ satisfait la condition ∆B1

2 alors lim
n−→+∞

‖ fn− f‖Bϕ = 0.

Démonstration : Par le Lemme 3.5.9, nous avons
{

ϕ

(
.,
| fn− f |

2

)}
n

µB−convergente

vers 0, et donc, la suite gn =
ϕ (., | fn|)+ϕ (., | f |)

2
−ϕ

(
.,
| fn− f |

2

)
est aussi µB−convergente

vers g = ϕ (., | f |) . Alors, grâce au Lemme 3.5.11, on obtient

lim
n→+∞

ρ1(gn)≥ ρ1(g).

En vertu de l’existence de la limite de l’expression ρ1 (.) , on obtient

ρϕ ( f ) = ρ1 (g)

≤ lim
n→+∞

ρ1

(
ϕ (| fn|)+ϕ (| f |)

2
−ϕ

(
| fn− f |

2

))
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≤ lim
n→+∞

{
1
2

ρBϕ ( fn)+
1
2

ρBϕ ( f )−ρBϕ

(
fn− f

2

)}
≤ ρBϕ ( f )− lim

n→+∞
ρBϕ

(
fn− f

2

)
.

Finallement, lim
n→+∞

ρBϕ

(
fn− f

2

)
= 0.

3.6 Propriétés géométriques locales de Bϕ − p.p. muni
de la norme de Luxemburg

Dans cette section nous allons étudier certaines questions de nature géométrique de
l’espace Bϕ − p.p. muni de la norme de Luxemburg. Plus précisement, les propritétés
géométriques dites locales et intermédiaires à la stricte et l’uniforme convexité. Pour
rappel, la stricte et l’uniforme convexité de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques ont été étudiées dans ( [46], [47]) lorsque l’espace B̃ϕ −
p.p. est muni de la norme de Luxemburg et dans et [23] lorsque ce même espace est
muni de la norme d’Orlicz. Les auteurs ont obtenu les théorèmes suivant :

Théorème 3.6.1 ( [46]). L’espace B̃ϕ − p.p. muni de la norme de Luxemburg est unifor-
mément convexe si et seulement si ϕ est uniformément convexe et satisfait la condition∆B1

2 .

Théorème 3.6.2 ( [47]). L’espace B̃ϕ − p.p. muni de la norme de Luxemburg est stricte-
ment convexe si et seulement si ϕ est strictement convexe et satisfait la condition ∆B1

2 .

Théorème 3.6.3 ( [23]). L’espace B̃ϕ − p.p. muni de la norme d’Orlicz est strictement
convexe si et seulement si ϕ est strictement convexe.

Dans ce qui suit, nous montrerons que toutes ces propriétés géométriques intermé-
diaires (la locale uniforme convexité (LUC), l’uniforme convexité dans toute direc-
tion (UCED) et la H-propriété) sont équivalentes à la stricte convexité lorsque l’es-
pace B̃ϕ − p.p. est muni de la norme de Luxemburg. Ce résultat généralise celui obtenu
dans [7] dans le cas de l’espace de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques
(cas sans paramètre) qui, pour rappel, est consigné dans le théorème suivant :

Théorème 3.6.4 ( [7]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. B̃ϕ − p.p. est localement uniformément convexe (LUC),

2. B̃ϕ − p.p. possède la H−propriété,

3. B̃ϕ − p.p. est strictement convexe (SC),

4. ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆2.

Notre premier résultat (généralisant le Théorème 3.6.4) s’énonce comme suit :

Théorème 3.6.5. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. B̃ϕ − p.p. est LUC,

2. B̃ϕ − p.p. possède la H−propriété,

3. ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆B1

2 .

Démonstration : Nous allons montrer les implications suivantes : (3) =⇒ (1) =⇒
(2) =⇒ (3) .
l’implication (1) =⇒ (2) a lieu dans le cadre général des espaces de Banach.

Pour prouver (3) =⇒ (1) , prenons fn, f dans B̃ϕ − p.p. telles que

‖ fn‖Bϕ = ‖ f‖Bϕ = 1 et
∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

→ 1 lorsque n→+∞.

Rappelons que si ϕ satisfait la condition∆B1

2 , nous avons Bϕ− p.p.= B̃ϕ− p.p. et d’après
le Lemme 3.5.4, on a ρBϕ ( fn) = ρBϕ ( f ) = 1. Suivant des arguments analogues à ceux
de [58, Lemma 2.], on obtient

ρBϕ

(
f + fn

2

)
→ 1 lorsque n→+∞

si et seulement si ∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

→ 1 lorsque n→+∞.

En effet, supposons que l’assertion est fausse. Alors, il existe ε > 0 tel que pour tout

entier n ≥ 1 : ρBϕ

(
f + fn

2

)
≤ 1− ε ou bien ρBϕ

(
f + fn

2

)
≥ 1+ ε. Dans les deux cas,

nous allons obtenir une contradiction. Dans le premier cas, à l’aide de la condition ∆B1

2 ,
on obtient sup

n
ρBϕ ( f + fn)< ∞, et par conséquent

1 = ρBϕ

(
f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
= ρBϕ

((
2

‖ f + fn‖Bϕ

−1
)
( f + fn)+

(
2− 2
‖ f + fn‖Bϕ

)(
f + fn

2

))
≤

(
2

‖ f + fn‖Bϕ

−1
)

ρBϕ ( f + fn)+

(
2− 2
‖ f + fn‖Bϕ

)
ρBϕ

(
f + fn

2

)
≤

(
2

‖ f + fn‖Bϕ

−1
)

sup
n

ρBϕ ( f + fn)+

(
2− 2
‖ f + fn‖Bϕ

)
(1− ε) .

Faisons tendre n→+∞, on obtient 1≤ 1− ε. Contradiction.

Si ρBϕ

(
f + fn

2

)
≥ 1+ ε, la condition-∆B1

2 pour ϕ implique que
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sup
n

ρBϕ

(
2

f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
< ∞, alors

1+ ε ≤ ρBϕ

(
f + fn

2

)
= ρBϕ [

(
2−
∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

)(
f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
+

(∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

−1
)(

2
f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
]

≤
(

2−
∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

)
ρBϕ

(
f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
+

(∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

−1
)

ρBϕ

(
2

f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
≤

(
2−
∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

)
+

(∥∥∥∥ f + fn

2

∥∥∥∥
Bϕ

−1
)

sup
n

ρBϕ

(
2

f + fn

‖ f + fn‖Bϕ

)
.

Lorsque n tend vers l’infini, nous avons 1+ ε ≤ 1. Contradiction. Ceci termine la preuve
de l’assertion précédente.
Par conséquent, compte tenu du Lemme 3.5.5, il en résulte que la suite { fn}n est
µB−convergente vers f . Ensuite, en utilisant le Lemme 3.5.12 et la condition-∆B1

2 pour
ϕ, nous concluons que

‖ fn− f‖Bϕ → 0 lorsque n→+∞.

(2)⇒ (3) . Supposons que B̃ϕ− p.p. possède la H−propriété. D’après la Proposition 3.5.6
et les mêmes techniques que dans [7] ( voir la preuve de Théorème 1.) nous allons
montrer que l’espace Musielak-Orlicz Lϕ ([0,1]) possède la H−propriété. Nous répétons
cette justification pour la clareté de la preuve. En effet, soit { fn} une suite dans Lϕ ([0,1])
telle que :

— { fn} converge faiblement vers f dans Lϕ ([0,1]) ,
— ‖ fn‖ϕ

−→‖ f‖
ϕ

(ici, la notation ‖.‖
ϕ

est utilisée pour désigner la norme de Luxem-
burg associé à l’space Musielak-Orlicz Lϕ ([0,1])).

Ensuite, pour chaque G dans l’espace dual
(

B̃ϕ − p.p.
)∗

, nous avons G◦ i∈ (Lϕ ([0,1]))∗ .
En outre, comme fn converge faiblement vers f dans Lϕ ([0,1]) , ( fn ⇀ f ) on obtient

G◦ i( fn)−→ G◦ i( f )

ou d’une manière équivalente G
(

f̃n

)
−→ G

(
f̃
)
. Ainsi f̃n ⇀ f̃ dans B̃ϕ − p.p..

Il est clair que
∥∥∥ f̃n

∥∥∥
Bϕ
−→

∥∥∥ f̃
∥∥∥

Bϕ
et comme B̃ϕ − p.p. possède la H-propriété, on peut

écrire
∥∥∥ f̃n− f̃

∥∥∥
Bϕ
−→ 0 et finalement ‖ fn− f‖

ϕ
−→ 0. Cela signifie que l’espace Musielak-

Orlicz Lϕ ([0,1]) possède la H-propriété.
Il résulte de [21] que ϕ est strictement convexe et satisfait la condition ∆L1

2 , ce qui
termine la preuve du théorème, puisque ϕ satisfait la condition-∆B1

2 .
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Vue que l’espace B̃ϕ − p.p. est un espace pseudo-normé, l’étude de l’uniforme convexité
dans toute direction de cet espace requiert une reformulation dans la définition de cette
propriété géométrique. La propriété de l’ UCED peut être reformulée sous la forme
suivante :

Définition 3.6.6. L’espace B̃ϕ − p.p. est dit UCED si pour tout g ∈ B̃ϕ − p.p., et pour toute
suite ( fn) dans B̃ϕ − p.p., les conditions ‖ fn‖Bϕ → 1, ‖ fn +g‖Bϕ → 1 et ‖2 fn +g‖Bϕ → 2
impliquent ‖g‖Bϕ = 0.

Remarquons que cette définition est équivalente à celle de la propriété de l’UCED dans
un espace normé.

Théorème 3.6.7. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. B̃ϕ − p.p. est UCED,

2. ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition-∆B1

2 .

Démonstration : (2)⇒ (1) . Soit ‖ fn‖Bϕ → 1, ‖ fn +g‖Bϕ → 1 et ‖2 fn +g‖Bϕ → 2. Suppo-
sons que ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆B1

2 . Alors, nous avons aussi

ρ
Bϕ ( fn)→ 1, ρ

Bϕ ( fn +g)→ 1 et ρ
Bϕ

(
2 fn +g

2

)
→ 1. Maintenant, en utilisant le Lemme

3.5.5 pour la suite ( fn)n et ( fn +g)n , nous avons g = 0 µ p.p. et compte tenu du Lemme
3.5.8 on déduit que ρBϕ (g) = 0 et en utilisant à nouveau la condition ∆B1

2 il s’ensuit que
‖g‖Bϕ = 0. (1)⇒ (2) . En utilisant la Proposition 3.5.6, et comme l’UCED de B̃ϕ − p.p.
implique l’UCED de Lϕ ([0,1]), nous obtenons la nécessité de la stricte convexité de ϕ et
la condition-∆L1

2 (voir [37]) et donc la nécessité de la condition ∆B1

2 .

Corollaire 3.6.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. B̃ϕ − p.p. est LUC,

2. B̃ϕ − p.p. est MLUC,

3. B̃ϕ − p.p. possède la H−propriété,

4. B̃ϕ − p.p. est UCED,

5. B̃ϕ − p.p. est SC,

6. ϕ est strictement convexe et ϕ satisfait la condition ∆B1

2 .

Remarque 3.6.9. La généralisation de ces résultats aux cas des fonctions Lebesgue mesu-
rables dans un espace vectoriel de dimension finie E est immédiate. En ce qui concerne la
dimension infinie, les choses sont compliquées, et la question demeure ouverte.

Maintenant, nous appliquons les résultats précédents pour donner une application dans
le problème de recherche de la meilleure approximation.
Soit (E,‖.‖E) un espace de Banach , C un sous ensemble de E et x ∈ E. On définit la
projection PC par

PC : x→ d (x,C) = inf{‖x− y‖E ,y ∈C} .
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Dans [22], les auteurs montrent que, sous les conditions supplémentaires sur ϕ :

∀t ∈ R, lim
u→∞

ϕ (t,u)
u

=+∞, lim
u→0

ϕ (t,u)
u

= 0, (3.17)

l’espace B̃ϕ − p.p. est réflexif si et seulement si ϕ ∈ ∆B1

2 ∩∇B1

2 .
Comme l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques est
réflexif et strictement convexe est LUC, et possède la H−propriété, nous obtenons le
corollaire suivant qui est une généralisation de théorème de Doob :

Corollaire 3.6.10. Supposons que ϕ est strictement convexe, ϕ ∈ ∆B1

2 ∩∇B1

2 et ϕ satisfait
les conditions (3.17), alors pour tout ensemble convexe fermé
C1⊃C2⊃ ...⊃C∞ =∩nCn ou C1⊂C2⊂ ...⊂C∞ =

⋃
nCn dans B̃ϕ− p.p. et tout x∈ B̃ϕ− p.p.,

‖PCn (x)−PC∞
(x)‖→ 0, lorsque n→ ∞.
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CHAPITRE

4
Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz

et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.2 Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-
Orlicz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2.1 Quelques propriétés de l’espace de Weyl-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.3 Approximation de Bochner-Fejèr dans Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ −

p.p.
(
R,U

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.4 Lien entre les deux espaces Bϕ − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
. 95

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons, via la définition de Bohr, les notions de presque
périodicité de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz pour des fonctions
à valeurs dans un espace de métrique (U ,d). Des propriétés structurelles des classes
obtenues S(d)`,ϕ − t.p. et W (d)

ϕ − t.p. seront énoncées et démontrées. On établira en parti-

culier la caractérisation de Danilov des fonctions W (d)
ϕ − t.p.. On présentera un résultat

d’approximation de la classe de fonctions de Weyl-Musielak-Orlicz presque périodiques
W ϕ− p.p.. définies via les polynômes trigonométriques généralisés. Ce chapitre s’achève
par certaines remarques concernant le lien entre les deux espaces Bϕ− p.p. et W ϕ− p.p..
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4.2 Presque périodicité au sens de Weyl dans les es-
paces de Musielak-Orlicz

Soit (U ,d) un espace métrique complet. On note par Br (x) la boule fermée de centre
x ∈U et de rayon r ≥ 0.

Définition 4.2.1 (Danilov [24]). 1. Une fonction f : R→ U est dite élémentaire s’il
existe une suite de points x j ∈U et une famille de parties Tj ⊂ R, j ∈ N, mesurables
(au sens de Lebesgue) et disjointes telles que µ

(
R\∪ j Tj

)
= 0 et f (t) = x j pour tout

t ∈ Tj. Une telle fonction est notée par

f (.) = ∑
j

x jχTj(.).

Notons bien que dans l’espace métrique U les notations utilisées sont formellement incor-
rectes, mais elles sont sensées puisqu’il aucune opération linéaire ne sera utilisée dans cet
espace.

Définition 4.2.2. Une fonction f : R→ U est dite mesurable si à tout ε > 0 correspond
une fonction élémentaire fε : R→U telle que

esssup
t∈R

d ( f (t), fε(t))≤ ε.

La classe des fonctions f : R→U mesurables sera notée par M (R,U ) .

Soit x0 ∈ U un point fixé et ϕ une fonction de Musielak-Orlicz. Introduisons la classe
suivante du type modulaire :

S(d)
ϕ,` (R,U ) =

{
f ∈M (R,U ) ,∃λ > 0, sup

x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞

}
correspondante à la fonctionnelle suivante :

D(d)
Sϕ

`

( f ,g) = sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,d ( f (t),g(t))

)
dt, ` > 0, f ,g ∈M (R,U ) . (4.1)

Il est facile de vérifier que pour tout L≥ `,

1
L

D(d)
Sϕ

`

( f ,g)≤ D(d)
Sϕ

L
( f ,g)≤

(
1+

`

L

)
D(d)

Sϕ

`

( f ,g) . (4.2)

de plus, la limite suivante existe

D(d)
W ϕ ( f ,g) = lim

`→∞
D(d)

Sϕ

`

( f ,g) = inf
`>0

D(d)
Sϕ

`

( f ,g) , f ,g ∈ S(d)
ϕ,` (R,U ) . (4.3)

Remarque 4.2.3. 1. L’espace S(d)
ϕ,` (R,U ) est bien défini et ne dépend pas du choix de

x0.
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

2. A cause de la convexité de ϕ, les quantités D(d)
Sϕ

`

( f ,g) et D(d)
W ϕ ( f ,g) ne définissent pas

forcément des métriques sur S(d)
ϕ,` (R,U ) (l’inégalité triangulaire n’étant toujours pas

satisfaite).

A la fonctionnelle D(d)
W ϕ (., .) , on associe l’espace de type modulaire suivant :

W (d)
ϕ (R,U ) =

{
f ∈M (R,U ) ,∃λ > 0, lim

`→∞
sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞

}
.

Nous avons alors :

Proposition 4.2.4. Les deux espaces S(d)
ϕ,` (R,U ) et W (d)

ϕ (R,U ) sont "algébriquement" iden-
tiques.

Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout λ > 0

lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞⇔ sup

x∈R

∫ x+1

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞.

L’implication (⇐) est une conséquence immédiate de l’inégalité D(d)
W ϕ ( f ,g)≤D(d)

Sϕ

`

( f ,g) , ∀`>

0. L’implication inverse provient de la définition D(d)
W ϕ ( f ,g)= lim`→∞ D(d)

Sϕ

`

( f ,g) , qui montre

que si

lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞

alors il existe L (suffisamment grand) tel que

sup
x∈R

1
L

∫ x+L

x
ϕ

(
t,λd ( f (t),x0)

)
dt <+∞

et donc pour tout L > 0, grâce aux inégalités (4.2) .

Remarque 4.2.5. Nous soulignons que l’analogue n’est pas valable pour les classes de
fonctions presque périodiques que nous allons définir plus loin, en fait, l’ensemble S(d)ϕ −t.p.

est un sous-ensemble de W (d)
ϕ − t.p..

Aux fonctionnelles D(d)
W ϕ (., .) et D(d)

Sϕ

`

(., .) , on associe les quantités suivantes

ω
(d)
Sϕ

`

( f ,g) = inf
{

k > 0,sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

1
k

d ( f (t),g(t))
)

dt ≤ 1
}
, (4.4)

ω
(d)
W ϕ ( f ,g) = inf

{
k > 0, lim

`→∞
sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

1
k

d ( f (t),g(t))
)

dt ≤ 1
}

(4.5)

= lim
`→∞

ω
(d)
Sϕ

`

( f ,g) .
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Proposition 4.2.6. ω
(d)
Sϕ

`

(., .) (resp. ω
(d)
W ϕ (., .)) confère à l’espace S(d)

ϕ,` (R,U ) une structure

métrique (resp. semi-métrique).

Démonstration : On se limitera à l’inégalité triangulaire pour ω
(d)
Sϕ

`

(., .) . Observons

d’abord que comme dans le cas des espaces modulaires (voir par exemple [3]), ω
(d)
Sϕ

`

( f ,g)

est bien définie sur S(d)
ϕ,` (R,U ), i.e.

{
k > 0,supx∈R

1
`

∫ x+`
x ϕ

(
t, 1

k d ( f (t),x0)
)

dt ≤ 1
}
6= /0 et

que cet ensemble coïncide avec la demi-droite réelle. Ce fait est une conséquence de la
propriété suivante des fonctions de S(d)

ϕ,` (R,U )

f ∈ S(d)
ϕ,` (R,U )⇔ lim

α→0
sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,αd ( f (t),x0)

)
dt = 0.

Soit f ,g, h ∈ S(d)
ϕ,` (R,U ) . Prenons ε > 0 un réel quelconque. Posons u = d(d)

Sϕ

`

( f ,g)+ ε et

v = d(d)
Sϕ

`

(g,h)+ ε. Alors,

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

1
u

d ( f (t),g(t))
)

dt ≤ 1 et sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

1
v

d (g(t),h(t))
)

dt ≤ 1.

En utilisant l’inégalité

d ( f (.),h(.))
u+ v

≤ u
u+ v

d ( f (.),g(.))
u

+
v

u+ v
d (g(.),h(.))

v

on obtient, grâce à la convexité de ϕ par rapport à sa deuxième composante, l’estimation
suivante

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

d ( f (t),h(t))
u+ v

)
dt

≤ u
u+ v

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

d ( f (t),g(t))
u

)
dt +

v
u+ v

sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

d ( f (t),h(t))
v

)
dt

≤ u
u+ v

+
v

u+ v
= 1.

D’où l’en déduit que

ω
(d)
Sϕ

`

( f ,h)≤ u+ v = ω
(d)
Sϕ

`

( f ,g)+ω
(d)
Sϕ

`

(g,h)+2ε.

Comme ε est arbitraire, on obtient l’inégalité triangulaire pour ω
(d)
Sϕ

`

.

Remarque 4.2.7. 1. Même si les espaces S(d)
ϕ,` (R,U ) et W (d)

ϕ (R,U ) sont algébrique-

ment identiques, les deux métriques ω
(d)
Sϕ

`

(., .) et ω
(d)
W ϕ (., .)) générent deux topologies

complètement différentes.
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

2. On peut définir de façon analogue les espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz B(d)
ϕ (R,U )

pour des fonctions f : R→ U mesurables, en remplaçant la métrique du Stepanoff-
Musielak-Orlicz (4.4) par la semi-métrique

ω
(d)
Bϕ ( f ,g) = inf

{
k > 0, lim

T→∞

1
2T

∫ +T

−T
ϕ

(
t,

1
k

d ( f (t),g(t))
)

dt ≤ 1
}

= lim
T→∞

inf
{

k > 0,
1

2T

∫ +T

−T
ϕ

(
t,

1
k

d ( f (t),g(t))
)

dt ≤ 1
}
.

(La deuxième reformulation ω
(d)
Bϕ ( f ,g) s’obtient avec les mêmes arguments que ceux

utilisés par Hillmann [31]).

Introduisons à présent le concept de presque périodicité au sens de la métrique ω
(d)
Sϕ

`

(resp. semi-métrique ω
(d)
W ϕ ) pour des fonctions f ∈ S(d)

ϕ,` (R,U ) . Pour ce faire, on a besoin
d’introduire une hypothèse supplémentaire sur la fonction de Musielak-Orlicz du type
hS−bornitude.

Définition 4.2.8. Une fonction périodique de Musielak-Orlicz ϕ est dite hS−bornée s’il
existe deux constantes k1,k2 > 0 telles que

ϕ (t− v,u)≤ k1ϕ (t,k2u)+H(t,v) (4.6)

où la fonction H : R×R→ R+ est (mesurable) par rapport à la première variable et tel que

sup
v∈R

h(v) = sup
v∈R

sup
x∈R

1
`

∫
[x,x+`]

H(t,v)dt = h0 <+∞. (4.7)

Remarque 4.2.9. On peut définir de la même façon le concept de hW−bornitude, en rem-
plaçant la condition (4.7) par la suivante

sup
v∈R

h(v) = sup
v∈R

lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

∫
[x,x+`]

H(t,v)dt = h0 <+∞. (4.8)

Compte tenu de la Proposition 4.2.4, on déduit que la propriété de hW−bornitude est équi-
valente à la hS−bornitude.

Remarque 4.2.10. Comme on l’a vu dans le cas des fonctions de Besicovitch-Musielak-
Orlicz presque périodiques, la condition de hS−bornitude sur ϕ garantira l’invariance par
translation des espaces S(d)

ϕ,` (R,U ) . On aura en particulier

f ∈ S(d)
ϕ,` (R,U ) si et seulement si fτ ∈ S(d)

ϕ,` (R,U ) , ∀τ ∈ R.

Définition 4.2.11. Une fonction f ∈ S(d)
ϕ,` (R,U ) est dite Stepanoff-Musielak-Orlicz presque
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périodique si pour tout ε > 0, l’ensemble

S(d)
ϕ,`T ( f ,ε) =

{
τ ∈ R,ω(d)

Sϕ

`

( fτ , f )≤ ε

}
est relativement dense dans R.
Les éléments τ ∈ S(d)

ϕ,`T ( f ,ε) sont appelés
(

ε,ω
(d)
Sϕ

`

)
−presque période associés à f ∈ S(d)

ϕ,` (R,U ) .

L’ensemble de telles fonctions sera noté par S(d)`,ϕ − t.p..

Définition 4.2.12. Une fonction f ∈ S(d)
ϕ,` (R,U ) est dite Weyl-Musielak-Orlicz presque pé-

riodique si à tout ε > 0, correspond un nombre réel ` = `(ε, f ) > 0 tel que l’ensemble
S(d)

ϕ,`T ( f ,ε) est relativement dense dans R. L’ensemble de telles fonctions sera noté par

W (d)
ϕ − t.p. Lorsque ϕ(t,x) = |x|, la classe correspondante, W 1(R,U ), est celle étudiée par

Danilov [24].
Nous avons alors les injections continues suivantes

{u.p.p} ↪→ S(d)`,ϕ − t.p. ↪→W (d)
ϕ − t.p. ↪→W 1(R,U ). (4.9)

Ainsi, la différence entre les classes S(d)`,ϕ − t.p. et W (d)
ϕ − t.p. est que dans cette dernière

classe, le nombre ` varie en fonction de ε. Il est facile de voir que si lim
ε→0

`(ε) < +∞, alors

S(d)`,ϕ − t.p.=W (d)
ϕ − t.p..

Notons que la dernière injection dans (4.9) est due à l’hypothèse que Φ(α)= inft∈R{ϕ(t,α)}
est une fonction d’Orlicz et que W (d)

ϕ − t.p. ↪→W Φ− t.p.(R,U ) ↪→W 1(R,U ).

Presque périodicité au sens de Weyl via les polynômes trigonométriques

Dans cette partie, on suppose que U est un espace de Banach muni d’une norme ‖.‖.
Par analogie à l’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques
introduit dans [47], on définit les espaces de Stepanoff-Musielak-Orlicz (Weyl-Musielak-
Orlicz) de fonctions presque périodiques via l’approximation par des polynômes trigono-
métriques, noté respectivement Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
comme fermeture

de l’ensemble des polynômes trigonométriques généralisés A au sens de la norme (resp.
semi-norme) du type Luxemburg

‖ f‖Sϕ

`
= ω

(d)
Sϕ

`

( f ,0) = inf
{

k > 0,sup
x∈R

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,

1
k
‖ f (t)‖

)
dt ≤ 1

}
,

‖ f‖W ϕ = lim
`→∞

‖ f‖Sϕ

`
.

Plus précisément,

Sϕ

` − p.p.(R,U ) =

{
f ∈ Sϕ

` (R,U ) : ∃ fn ∈A , lim
n→+∞

‖ fn− f‖Sϕ

`
= 0
}
,
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

W ϕ − p.p.
(
R,U

)
=

{
f ∈W ϕ (R,U ) : ∃ fn ∈A , lim

n→+∞
‖ fn− f‖W ϕ = 0

}
.

Lorsque ϕ est une fonction d’Orlicz (ne dépendant pas du paramètre t), les inclusions
suivantes :

Sϕ

` − p.p.(R,U )⊂ S(d)`,ϕ − t.p.(R,U ) et W ϕ − p.p.
(
R,U

)
⊂W (d)

ϕ − t.p.(R,U ) (4.10)

sont vérifiées, l’égalité de ces espaces est atteinte lorsque ϕ vérifie la condition ∆2 (voir
[31]).
Dans le cas d’une fonction de Musielak-Orlicz ϕ, les inclusions (4.10) ont lieu si ϕ est
hS-bornée. La preuve est basée sur l’inégalité suivante

‖ fτ‖Gϕ ≤C1 ‖ f‖Gϕ ,

qui se démontre de la même manière que l’inégalité (3.12).

Remarque 4.2.13. 1. Par des arguments similaires au cas où ϕ est sans paramètre
[31], les espaces S(d)`,ϕ − t.p.(R,U ) et Sϕ

` − p.p.(R,U ) sont complets.

2. Il est aussi démontré dans [31] que les deux espaces de Weyl-Orlicz de fonctions
presque périodiques W ϕ − p.p.(R,U ) et W ϕ − t.p.(R,U ) ne sont pas complets. La
démonstration repose sur la construction d’une suite Fn(.) de W ϕ − p.p.

(
R,U

)
qui

est W ϕ−Cauchy mais pas W -convergente. Une telle suite est donnée par :
Soit (mn) une suite de nombres réels définie par mn = φ

(
(n+c)2), où c≥ 1 est tel que

φ(c)≥ 2. Si hn, fn(.) et Fn(.) sont définies par

hn = ∏
i≤n

mi, (4.11)

fn(x) =

{
1
(

νhn− 1
2

)
≤ x≤

(
νhn +

1
2

)
, ν ∈ Z

0 ailleurs
(4.12)

Fn(x) =
n

∑
i=1

fi(x). (4.13)

On peut affirmer de même que les espaces W ϕ − p.p.
(
R,U

)
et W (d)

ϕ − t.p.
(
R,U

)
ne

sont pas complets. En effet, grâce à l’injection continue (4.9), la suite Fn n’est pas
W ϕ -convergente (puisque elle n’est pas W -convergente). D’autre part, en posant

mn = [ϕ
(
t0,(n+ c)2)]+15

où t0 est tel que supt∈Rϕ(t,α) = ϕ(t0,α), α ∈ R+, alors avec ce choix de mn la suite
Fn est périodique de période entière hn. Dans ce cas, hn est aussi une périodique de ϕ.
Il est facile d’établir que la suite Fn est W ϕ -Cauchy.

3. La non complétude de W (d)
ϕ − t.p. provient du fait que W ϕ − p.p.

(
R,U

)
est fermé

5. La notation [x] désigne la partie entière de x
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dans W (d)
ϕ − t.p..

4.2.1 Quelques propriétés de l’espace de Weyl-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques

Cette partie est dédiée à une caractérisation de la classe W (d)
ϕ − t.p. introduite précé-

demment. Plus précisément, nous allons généraliser la caractérisation donnée par Da-
nilov [24] lorsque ϕ(t,x) = |x|p, p ≥ 1. Introduisons à cet effet quelques notations et
définitions. Munissons U de la métrique tronquée

d
′
( f ,g) = min(1,d( f ,g)).

Définition 4.2.14. Une fonction f : R→ (U ,d) est dite Weyl-presque périodique au sens
de Danilov si f ∈W 1(R,(U ,d

′
)).

On posera dans ce qui suit WD(R,U ) =W 1(R,(U ,d
′
)).

Les inclusions (4.9) se prolongent comme suit :

W (d)
ϕ − t.p.⊂W 1(R,U )⊂WD(R,U ) (4.14)

Pour f , g ∈W (d)
ϕ (R,U ), on définit la quantité

Jϕ( f ,g) = lim
δ→0

lim
l0→+∞

sup
l≥l0

sup
x∈R

inf
{

k > 0 : sup
T⊂[x,x+l]

µ(T )≤δ l

1
l

∫
T

ϕ

(
t,

d( f (t),g(t))
k

)
dt ≤ 1

}
.

Il est facile de voir que

Jϕ( f ,g)≤ lim
`0→+∞

sup
`≥`0

ω
(d)
Sϕ

`

( f ,g) = ω
(d)
W ϕ ( f ,g).

On définit aussi la partie W̃ 0
ϕ (R,U ) de W (d)

ϕ (R,U ) des fonctions absolument ϕ−integrables
au sens de Weyl par

W̃ 0
ϕ (R,U ) = { f ∈W (d)

ϕ (R,U ),Jϕ( f (.),x0(.)) = 0},

avec x0(t)≡ x0, t ∈ R.

Remarque 4.2.15. — Notons que la quantité Jϕ définie une semi-métrique sur W (d)
ϕ (R,U ),

de plus, l’espace W̃ 0
ϕ (R,U ) ne dépend pas du choix de x0 ∈U .

— La hS-bornitude de ϕ entraîne que fτ ∈ W̃ 0
ϕ (R,U ) pour tout τ ∈ R.
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

Pour une partie mesurable A de R. On définit la fonction d’ensemble µW

µW (A) = lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

χA (t)dt (4.15)

où µ désigne ici la mesure de Lebesgue sur R et et χA la fonction caractéristique de
A ∈ Σ(R) . La limite ci-dessus existe [4], de plus, il est facile de montrer que µW vérifie
les mêmes propriétés que µB introduite au chapitre quatre.

Le lemme suivant dû à Danilov caractérise des fonctions Weyl-presque périodiques au
sens de Danilov en terme de presque périodicité au sens de la sous mesure µW . Notons
que ce lemme est aussi présenté dans [24] sans démonstration.

Lemme 4.2.16. Une fonction f ∈WD(R,U ) si et seulement si pour tout ε > 0 et δ > 0,
l’inégalité

µW

{
t ∈ R, d( f (t), f (t + τ))≥ δ

}
< ε

a lieu pour un ensemble de nombres τ ∈ R relativement dense dans R.

Démonstration : Soient ε > 0, δ > 0 et f ∈WD(R,U ). Alors, ∃`ε > 0, ∃Lε > 0, ∀a ∈ R
et ∀τ ∈ [a,a+Lε ], on a

sup
x∈R

1
`ε

∫ x+`ε

x
d′
(

f (t + τ), f (t)
)

dt < δε. (4.16)

D’une part, on a

µW

{
t ∈ R, d

(
f (t), f (t + τ)

)
≥ δ

}
= µW

{
t ∈ R, d

′
(

f (t), f (t + τ)
)
≥ δ

}
.

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Markov et la relation (4.16), on a ∀τ ∈ [a,a+Lε ],

µW

{
t ∈ R, d

(
f (t), f (t + τ)

)
≥ δ

}
≤ 1

δ
sup
x∈R

1
`ε

∫ x+`ε

x
d
′
(

f (t + τ), f (t)
)

dt <
1
δ

εδ = ε.

Inversement, soit τ un ε-presque période associé à la presque périodicité de f au sens
de µW . Posons Aδ =

{
t ∈ R, d

(
f (t), f (t + τ)

)
≥ δ

}
et notons par Ac

δ
le complémentaire

de Aδ dans R. On a alors

sup
x∈R

1
`ε

∫ x+`ε

x
d
′
(

f (t + τ), f (t)
)

dt ≤ sup
x∈R

1
`ε

∫
Aδ∩[x,x+`]

d
′
(

f (t + τ), f (t)
)

dt

+ sup
x∈R

1
`ε

∫
Ac

δ
∩[x,x+`]

d
(

f (t + τ), f (t)
)

dt

≤ sup
x∈R

1
`ε

∫
Aδ∩[x,x+`]

dt + sup
x∈R

1
`ε

∫
Ac

δ
∩[x,x+`]

δdt
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= µW (Aδ )+δ µW (Ac
δ
)≤ ε +δ .

Introduisons à présent la notion de fonction tronquée dans un espace métrique (voir
[24]). On verra que, moyennant certaines conditions sur la fonction ϕ, toute fonction
f ∈W (d)

ϕ − t.p. peut être “approchée” par sa fonction tronquée.

Définition 4.2.17. Pour une fonction f dans M(R,U ) et un nombre réel R > 0 on définit
la fonction tronquée de f comme suit :

R 3 t→ f (R)(x0, t) =

{
f (t) si d( f (t),x0)≤ R,
x0 si d( f (t),x0)> R.

L’application PR : f (.) 7→ f R(x0, .) est dite projection radiale sur la boule de centre x0 et de
rayon R.

Le lemme suivant est une généralisation du Lemme 1.4 de [31].

Lemme 4.2.18. Soit g :R→R+ une fonction localement ϕ-integrable. Soient a∈R, τ ∈R,
et L > 0 donnés tels que a+ τ ∈ [0,L], ` > 0 arbitraire. Supposons que ϕ est hS−bornée.
Alors, il existe une constante K > 0 dépendante uniquement de ϕ telle que

Nϕa,`(gτ)≤ K
L+ `

`
Nϕ0,L+`

(g) (4.17)

où Nϕa,`(.) est la fonctionnelle donnée dans [31], qui pour rappel est définie comme suit

Nϕa,`(g) = inf

{
k > 0,

1
`

∫ a+`

a
ϕ(t,

1
k

g(t))dt ≤ 1

}
, pour g ∈ Lϕ

loc.

Démonstration : En utilisant la hS−bornitude et le changement de variable t = u− τ,
on obtient les estimations suivantes :

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,g(t + τ)

)
dt =

1
`

∫ a+τ+`

a+τ

ϕ

(
u− τ,g(u)

)
du

≤ `+L
`

1
`+L

∫ `+L

0
k1ϕ

(
u,k2g(u)

)
du

+
`+L
`

1
`+L

∫ `+L

0
H(u,τ)du

≤ `+L
`

1
`+L

k1

∫ `+L

0
ϕ

(
u,k2g(u)

)
du

+
`+L
`

sup
τ∈R

1
`+L

∫ `+L

0
H(u,τ)du

≤ `+L
`

1
`+L

k1

∫ `+L

0
ϕ

(
u,k2g(u)

)
du+

`+L
`

sup
τ∈R

h(τ)
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≤ `+L
`

1
`+L

k1

∫ `+L

0
ϕ

(
u,k2g(u)

)
du+

`+L
`

h0.

Nous devons considérer les quatre cas suivants

1. Si h0 ≥ 1 et k1 ≥ 1, on aura

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kk1(
`+L
` )h0

)
dt ≤ `

2k1(`+L)h0

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

k

)
dt

≤ 1
2h0

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
dt +

1
2k1

≤ 1
2

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
dt +

1
2
,

donc{
k> 0,

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du≤ 1

}
⊂

{
k> 0,

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kk1(
`+L
` )h0

)
dt ≤ 1

}
,

d’où l’en déduit
Nϕa,`(gτ)≤ 2h0k1k2

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(g). (4.18)

2. Si h0 < 1 et k1 > 1, on aura

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kk1(
`+L
` )

)
dt ≤ `

2k1(`+L)
1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

k

)
dt

≤ 1
2

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

h0

2k1

≤ 1
2

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

1
2
,

donc{
k> 0,

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du≤ 1

}
⊂

{
k> 0,

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kk1(
`+L
` )

)
dt ≤ 1

}
,

d’où l’en déduit
Nϕa,`(gτ)≤ 2k1k2

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(g). (4.19)

3. Si h0 < 1 et k1 < 1, on aura

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2k( `+L
` )

)
dt ≤ `

2(`+L)
1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

k

)
dt

≤ k1

2
1

L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

h0

2
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≤ 1
2

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

1
2
,

donc{
k > 0,

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du≤ 1

}
⊂

{
k > 0,

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2k( `+L
` )

)
dt ≤ 1

}
,

d’où l’en déduit
Nϕa,`(gτ)≤ 2k2

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(g). (4.20)

Finalement,

4. si h0 > 1 et k1 < 1, on aura

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kh0(
`+L
` )

)
dt ≤ `

2h0(`+L)
1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

k

)
dt

≤ k1

2h0

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

1
2

≤ 1
2

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du+

1
2
,

donc{
k> 0,

1
L+ `

∫ L+`

0
ϕ

(
u,

k2g(u)
k

)
du≤ 1

}
⊂

{
k> 0,

1
`

∫ a+`

a
ϕ

(
t,

g(t + τ)

2kh0(
`+L
` )

)
dt ≤ 1

}
,

d’où l’en déduit
Nϕa,`(gτ)≤ 2h0k2

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(g). (4.21)

Pour conclure, il suffit alors de choisir K = max(2h0k1k2,2k1k2,2k2,2h0k2).

Remarque 4.2.19. Comme conséquence immédiate du Lemme 4.2.18, on obtient l’estima-
tion suivante

Nϕa,`

(
d( fτ , f (R)τ )

)
≤ K

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(
d( f , f (R))

)
(4.22)

pour toute fonction f : R→U localement ϕ-integrable.

Le résultat d’approximation des fonctions de W (d)
ϕ − t.p.(R,U ) par leurs tronquées né-

cessite l’introduction d’une condition du type ∆2 sur ϕ.

Définition 4.2.20. On dit que ϕ vérifie la condition-∆W 1

2 (ϕ ∈ ∆W 1

2 ) s’il existe k > 1 et une
fonction non négative mesurable h telle que ρW 1(h)<+∞ et ϕ(t,2u)≤ kϕ(t,u)+h(t) pour
tout u≥ 0 et µ− p.p. t ∈ [0,1].

On dit que ϕ vérifie la condition-∇W 1

2 (ϕ ∈∇W 1

2 ) si sa fonction complémentaire ψ donnée
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par la formule
ψ (t,u) = sup

v≥0
{uv−ϕ (t,v)} , pour t ∈ R et u≥ 0

vérifie la condition ∆W 1

2 .

Remarque 4.2.21. — On peut définir de manière similaire la condition ∆S1

2 en rem-
plaçant ρW 1(h)<+∞ par ρS1(h)<+∞.

— Compte tenu de [47], de la Remarque 3.2.2 et de la périodicité de ϕ par rapport au
paramètre t, on a les équivalences suivantes :

ϕ ∈ ∆
W 1

2 ⇐⇒ ϕ ∈ ∆
B1

2 ⇐⇒ ϕ ∈ ∆
L1

2 ⇐⇒ ϕ ∈ ∆
S1

2 . (4.23)

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le résultat d’approximation suivant.
Notons qu’à ce niveau, on supposera grâce au théorème de Fréchet que U est un espace
de Banach. Soit d la métrique induite par la norme de U .

Proposition 4.2.22. Si f ∈W (d)
ϕ − t.p.(R,U ) alors f (R) ∈W (d)

ϕ − t.p.(R,U ). Si de plus, ϕ

est hS−bornée et vérifie la condition ∆W 1

2 , alors

ω
(d)
W ϕ

(
f (.), f (R)(x0, .)

)
→ 0 lorsque R→+∞. (4.24)

Démonstration : On reprendra les idées de Hillmann [31]. Soit f ∈W (d)
ϕ − t.p.(R,U ),

et ε > 0. Alors, l’estimation suivante ( [25])

d

(
f (R)(x0, t), f (R)(x0,z)

)
≤ 2d

(
f (t), f (z)

)
(4.25)

valable pour tous z, t ∈ R, montre que f (R) ∈W (d)
ϕ − t.p.(R,U ). En effet, par définition

il existe L > 0 tel que S(d)
ϕ,`T ( f ,ε) est r.d.. Alors, en utilisant l’inégalité (4.25), on conclut

que
S(d)

ϕ,`T ( f ,
ε

2
)⊆ S(d)

ϕ,`T ( f (R),ε).

Donc S(ρ)
ϕ,`T ( f (R),ε) est r.d..

Montrons maintenant l’approximation (4.24). Soient ` > 0, ε > 0, a ∈R et L la longueur
d’inclusion associée à ε. Choisissons τ tel que τ ∈ S(d)

ϕ,`T (
ε

3 , f )
⋂
[a,a+L].

Par le choix de τ et l’inégalité (4.25), on aura,

Nϕa,`

(
d( f , f (R))

)
≤ Nϕa,`

(
d( f , fτ)

)
+Nϕa,`

(
d( fτ , f (R)τ )

)
+Nϕa,`

(
d( f (R)τ , f (R))

)
.
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Grâce au lemme 4.2.18, nous pouvons affirmer l’inégalité suivante

Nϕa,`

(
d( f , f (R))

)
≤ 2ε

3
+K

L+ `

`
Nϕ0,L+`

(
d( f , f (R))

)
.

Mais,

Nϕ0,L+`

(
d( f , f (R))

)
<

`

K(L+ `)

ε

3
,

pour R suffisamment grand et ϕ satisfait la condition ∆W 1

2 . Comme le choix de R ne
dépend pas de a, on conclut que

sup
a∈R

Nϕa,`

(
d( f , f (R))

)
= ω

(d)
Sϕ

`

(
f , f (R)

)
< ε

et donc,

ω
(d)
W ϕ

(
f , f (R)

)
< ε.

Remarque 4.2.23. Dans le cas d’un espace métrique, on ne sait pas démontrer si l’inégalité
4.25 est vraie ou fausse. Ce qui revient a démontrer, en d’autres termes que l’opérateur
projection radiale est 2−Lipshitzienne ou plus généralement k−Lipshitzienne.

Le Théorème de caractérisation des fonctions de W (d)
ϕ −t.p.(R,U ) s’énonce comme suit :

Théorème 4.2.24. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ, hS−bornée et vérifie la condi-
tion ∆W 1

2 , on a
W (d)

ϕ − t.p.(R,U ) =WD(R,U )
⋂

W̃ 0
ϕ (R,U ).

Démonstration : On a vu que W (d)
ϕ − t.p.(R,U ) ⊆WD(R,U ). D’autre part, par la Pro-

position 4.2.22

Jϕ

(
f (.),x0(.)

)
≤ Jϕ

(
f (.), f (R)(x0, .)

)
+ Jϕ

(
f (R)(x0, .),x0(.)

)
= Jϕ( f (.), f (R)(x0, .))≤ ω

(d)
W ϕ ( f , f (R))→ 0 lorsque R→+∞.

Donc W (d)
ϕ − t.p.(R,U )⊆ W̃ 0

ϕ (R,U ), par conséquent,

W (d)
ϕ − t.p.(R,U )⊆WD(R,U )

⋂
W̃ 0

ϕ (R,U ).

Montrons maintenant l’inclusion inverse. Soit f ∈WD(R,U )
⋂

W̃ 0
ϕ (R,U ) et t0 ∈ [0,1] tel

que supt∈[0,1]ϕ (t,u) = ϕ (t0,u). Soit ε > 0, alors il existe δ > 0 (dépendant uniquement
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de ε) tel que pour tous x ∈ R et ` > 0 (suffisamment grand)

1
`

∫
A∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( f (t),x0)

)
dt ≤ ε,

1
`

∫
A∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( fτ(t),x0)

)
dt ≤ ε (4.26)

pour tout ensemble A tel que µW (A)≤ δ .
Par la presque périodicité de f au sens de Danilov et le Lemme 4.2.16, soit τ ∈ R un
δ -presque période au sens de Danilov associé à f , c’est à dire τ est tel que

µW (Aε)≤ δ

où
Aε =

{
t ∈ R : d( f (t), fτ(t))>

1
3

εϕ
−1 (t0,1)

}
.

D’où l’en déduit alors

1
`

∫
Aε∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( f (t),x0)

)
dt ≤ 1

3
ε,

1
`

∫
Aε∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( fτ(t),x0)

)
dt ≤ 1

3
ε (4.27)

d’autre part, on a pour tout ` > 0 (suffisamment grand)

1
`

∫
Ac

ε∩[x,x+`]
ϕ

(
t,d ( f (t), fτ(t))

)
dt ≤ 1

`

∫
Ac

ε∩[x,x+`]
ϕ

(
t,

1
3

εϕ
−1 (t0,1)

)
dt ≤ 1

3
εµW (Ac

ε) ≤
1
3

ε.

(4.28)
En utilisant les inégalités suivantes

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,d ( f (t), fτ(t))

)
dt ≤ 1

`

∫
Aε∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( f (t), fτ)

)
dt

+
1
`

∫
Ac

ε∩[x,x+`]
ϕ

(
t,d ( f (t), fτ(t))

)
dt

≤ 1
`

∫
Aε∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( f (t),x0)

)
dt

+
1
`

∫
Aε∩[x,x+`]

ϕ

(
t,d ( fτ(t),x0)

)
dt

+
1
`

∫
Ac

ε∩[x,x+`]
ϕ

(
t,d ( f (t), fτ(t))

)
dt,

on déduit, grâce aux estimations (4.27) et (4.28), que :

1
`

∫ x+`

x
ϕ

(
t,d ( f (t), fτ(t))

)
dt <

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Ce qui achève la preuve du Théorème 4.2.24.

Lorsque U est un espace de Banach, nous obtenons la caractérisation suivante des
fonctions W ϕ − p.p.

(
R,U

)
, sans aucune condition supplémentaire sur ϕ.
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Théorème 4.2.25. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ϕ,

W ϕ − p.p.(R,U ) =WD(R,U )
⋂

W̃ 0
ϕ (R,U ).

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du Théorème 3.3.6. Notons que
cette caractérisation reste aussi vraie dans le cas de Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
.

4.3 Approximation de Bochner-Fejèr dans Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ− p.p.

(
R,U

)
Dans le reste de ce chapitre, on supposera que (U ,‖.‖) est un espace de Banach. Le
résultat d’approximation des fonctions de Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
par des

suites de polynômes de Bochner-Fejèr repose sur l’estimation suivante∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Gϕ
≤C2 ‖ f‖Gϕ

où Gϕ désigne Sϕ

` ou W ϕ .

Lemme 4.3.1 (L’inégalité auxiliaire dans Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
). Soit

f ∈ Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
et Q f

ε,n une suite de Bochner-Fejèr associée à f . Supposons que ϕ est
hS−bornée. Alors il existe une constante C > 0, qui depend que de ϕ telle que pour tout
` > 0 ∥∥∥Q f

ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤C‖ f‖Sϕ

`

et donc ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
W ϕ
≤C‖ f‖W ϕ .

Démonstration : Soit x un nombre réel arbitraire fixe, a > 0. Nous avons par définition
Q f

ε,n (t) = ( f ∗Kε,n)(t) = Mx ( f (x+ t)Kε,n (x)) . Nous avons pour tout réel k > 0

ρSϕ

`

(
1
k

(
Q f

ε,n

))
= sup

a∈R

1
`

a+`∫
a

ϕ

(
t,

1
k
‖Mx ( f (x+ t)Kε,n (x))‖

)
dt

≤ sup
a∈R

1
`

a+`∫
a

ϕ

(
t,Mx

(
1
k
‖ f (x+ t)‖Kε,n (x)

))
dt.

En utilisant l’inégalité de Jensen, on obtient les inégalités suivantes :

sup
a∈R

1
`

a+`∫
a

ϕ

(
t,Mx

(
1
k
‖ f (x+ t)‖Kε,n (x)

))
dt
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` − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
≤ sup

a∈R

1
`

a+`∫
a

Mx

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dt

= sup
a∈R

1
`

a+`∫
a

lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt.

Par le lemme de Fatou, il vient que

sup
a∈R

1
`

a+`∫
a

lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt

≤ lim
X→∞

sup
a∈R

1
`

a+`∫
a

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt.

On utilisera le théorème de Fubini, la hS−bornitude de ϕ et le changement de variable
suivant : x = u et x+ t = v, on aura donc

sup
a∈R

lim
X→∞

1
`

1
2X

a+`∫
a

+X∫
−X

{
Kε,n (x)ϕ

(
t,

1
k
‖ f (x+ t)‖

)}
dxdt

≤ lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)

sup
a∈R

1
`

a+u+l∫
a+u

{
ϕ

(
v−u,

1
k
‖ f (v)‖

)}
dv

du

≤ lim
X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)

 sup
a′∈R

1
`

a
′
+`∫

a′

{
k1ϕ

(
v,

k2

k
‖ f (v)‖

)}
dv+ sup

a′∈R

1
`

a
′
+`∫

a′

H(v,u)dv

du

≤ sup
a′∈R

1
`

a
′
+`∫

a′

{
k1ϕ

(
v,

k2

k
‖ f (v)‖

)}
dv+ lim

X→∞

1
2X

+X∫
−X

Kε,n (u)h(u)du

≤ k1ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+h0.

Nous devons considérer les cas suivants.
Si h0 ≤ 1 et k1 ≤ 1,
alors,

ρSϕ

`

(
1
2k

(
Q f

ε,n

))
≤ k1

2
ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+

h0

2
≤ 1

2
ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit{
k > 0,ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρSϕ

`

(
1
2k

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}
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ce qui entraîne ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ 2k2 ‖ f‖Sϕ

`
.

Si h0 < 1 et k1 > 1,
alors,

ρSϕ

`

(
1

2kk1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1

2
ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit{
k > 0,ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρSϕ

`

(
1

2kk1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

ce qui entraîne ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ 2k2k1 ‖ f‖Sϕ

`
.

Si h0 > 1 et k1 > 1, on aura

ρSϕ

`

(
1

2kh0k1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1

2
ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit{
k > 0,ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρSϕ

`

(
1

2kh0k1

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

ce qui entraîne ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ 2h0k1k2 ‖ f‖Sϕ

`
.

Finalement, si h0 > 1 et k1 < 1, on aura

ρSϕ

`

(
1

2kh0

(
Q f

ε,n

))
≤ 1

2
ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
+

1
2

d’où l’en déduit{
k > 0,ρSϕ

`

(
k2 f
k

)
≤ 1
}
⊂
{

k > 0,ρSϕ

`

(
1

2kh0

(
Q f

ε,n

))
≤ 1
}

ce qui entraîne ∥∥∥Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ 2k2h0 ‖ f‖Sϕ

`
.

Il suffit alors de poser C = max
(

2k2,2k1k2,2h0k2,2h0k1k2

)
, on obtient ainsi∥∥∥Q f

ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤C‖ f‖Sϕ

`
. (4.29)
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(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
La constante C étant indépendante de `, d’où par passage à la limite dans (4.29)∥∥∥Q f

ε,n

∥∥∥
W ϕ
≤C‖ f‖W ϕ . (4.30)

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 4.3.2. Supposons que ϕ est hS−bornée. A toute fonction f ∈ Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
(resp. f ∈W ϕ − p.p.

(
R,U

)
) correspond une suite approximante de Bochner-Fejèr au sens

de la norme ‖.‖Sϕ

`
. (resp. ‖.‖W ϕ .)

Démonstration : Soit Pε un polynôme trigonométrique (ou même une fonction u.p.p)
tel que

‖ f −Pε‖Sϕ

`
≤ ε

2(C+1)

où C est une constante. Soit QPε

ε,n le polynôme de Bochner-Fejèr associé à Pε , on sait qu’il
existe n0 ∈ N tel que ∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

≤ ε

2
, ∀n≥ n0.

En utilisant le Lemme 4.3.1 et la linéarité de l’opérateur de Bochner-Fejèr on obtient∥∥∥ f −Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ ‖ f −Pε‖Sϕ

`
+
∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

+
∥∥∥Q f

ε,n−QPε

ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ ‖ f −Pε‖Sϕ

`
+
∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

+
∥∥∥Q f−Pε

ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤
∥∥∥Pε −QPε

ε,n

∥∥∥
∞

+(C+1)‖ f −Pε‖Sϕ

`

d’où l’en déduit que ∥∥∥ f −Q f
ε,n

∥∥∥
Sϕ

`

≤ ε, ∀n≥ n0.

4.4 Lien entre les deux espaces Bϕ − p.p.
(
R,U

)
et W ϕ −

p.p.
(
R,U

)
Nous avons vu que W ϕ − p.p.

(
R,U

)
↪→ Bϕ − p.p.

(
R,U

)
. Rappelons aussi que Bϕ −

p.p.
(
R,U

)
est un espace de Banach et que W ϕ − p.p.

(
R,U

)
n’est pas complet.

Dans ce qui suit, en se basant sur le fait que les pseudo-modulaires ρBϕ et ρW ϕ coï-
cident sur W ϕ − p.p.

(
R,U

)
(voir proposition ci-après), nous montrerons que l’espace

Bϕ− p.p.
(
R,U

)
n’est autre que le complété de l’espace W ϕ− p.p.

(
R,U

)
. Ce résultat est

établi dans [6] dans le cas sans paramètre. La preuve est basée entre autre sur l’utili-
sation des polynômes de Bochner Fejèr et l’inégalité auxiliaire ρBϕ (σ

f
n )≤ ρBϕ ( f )). Cette

inégalité ne s’étend pas au cas des espaces du type Musielak-Orlicz, toutefois grâce au
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lemme 3 de [22], nous pouvons généraliser ce résultat au cas où ϕ dépend d’un para-
mètre.

Lemme 4.4.1. Soit fn ⊂W ϕ − p.p.
(
R,U

)
) telle que lim

n→+∞
‖ fn− f‖wϕ = 0 avec, f ∈W ϕ −

p.p.. Alors,
lim
n→∞

ρW ϕ ( fn) = ρW ϕ ( f ).

La preuve de ce lemme est analogue à celle du lemma 3 dans [22] dans le cas de l’espace
de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques.

Lemme 4.4.2. Soit f ∈W ϕ (R,U ) , alors la limite

lim
`→∞

inf
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dµ (4.31)

existe. En outre, si f est une fonction presque périodique de Bohr, nous avons :

lim
`→∞

inf
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dµ = lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dµ = M (ϕ (.,‖ f‖)) . (4.32)

Démonstration : La preuve de (4.31) est analogue à celle du lemme 3 dans [5].
Montrons maintenant (4.32). Pour une fonction donnée f , on note fx la fonction f (x+ .).
Nous savons que M (ϕ (.,‖ f‖)) = M (ϕ (.,‖ fx‖)) , pour tout x ∈R et ϕ(t,‖ f (t)‖)∈ {u.p.p},
comme conséquence directe des propriétés de ϕ et du fait que f ∈ {u.p.p} [20]. Il est
prouvé dans ( [11], page 14, (3)) que

M (ϕ (.,‖ f‖)) = 1
`

`∫
0

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt +θ

(
ε +

2Alε
`

)
(4.33)

est vrai pour tout ` > 0, ε > 0. Le second terme de la partie droite de 4.33 est l’erreur

de représentation de M (ϕ (.,‖ f‖)) par l’intégrale 1
`

∫̀
0

ϕ (t,‖ f (t)‖)dµ et dépend de ε, A,

lε et `, dont ε, ` sont indépendants de f et ϕ, et A = sup
t∈R

ϕ (t,‖ f (t)‖), lε est la longueur

d’inclusion de ϕ (.,‖ f‖) associé à ε et θ est un nombre réel en fonction de f , ϕ et `
et satisfaisant |θ | ≤ 1. Comme pour chaque x ∈ R on a fx appartient à {u.p.p} , nous
obtenons comme dans (4.33) ce qui suit

M (ϕ (.,‖ fx‖)) =
1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt +θ (x, `)
(

ε +
2Alε
`

)
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(
R,U

)
et W ϕ − p.p.

(
R,U

)
où |θ (x, `)| ≤ 1. Ainsi, pour chaque x ∈ R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt = M (ϕ (.,‖ fx‖))−θ (x, `)
(

ε +
2Alε
`

)
≤ M (ϕ (.,‖ f‖))+

(
ε +

2Alε
`

)
par conséquent

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt ≤M (ϕ (.,‖ f‖))+
(

ε +
2Alε
`

)
.

En faisant tendre ` vers l’infini on obtient

lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt ≤M (ϕ (.,‖ f‖))+ ε

comme ε est arbitraire, il s’en suit que

lim
`→∞

sup
x∈R

1
`

x+`∫
x

ϕ (t,‖ f (t)‖)dt ≤M (ϕ (.,‖ f‖)) .

L’inégalité inverse est vraie. Enfin, nous avons l’égalité recherché.

Nous pouvons maintenant démontrer la propositions suivante :

Proposition 4.4.3. Pour toute fonction f dans W ϕ − p.p.
(
R,U

)
on a,

ρBϕ ( f ) = ρW ϕ ( f ).

Démonstration : Nous avons d’après le Lemme 4.4.2

ρBϕ ( f ) = ρW ϕ ( f ), ∀ f ∈ {u.p.p},

en particulier pour tout polynôme trigonométrique généralisé.
Soit f ∈W ϕ − p.p.

(
R,U

)
) et (σ f

n ) une suite de polynômes de Bochner Fejèr associée,
d’après le Lemme 4.4.1

lim
n→∞

ρW ϕ (σ f
n ) = ρW ϕ ( f ).

D’une autre part, f ∈ Bϕ− p.p. (W ϕ− p.p.
(
R,U

)
⊂ Bϕ− p.p.

(
R,U

)
), grâce au lemme 3

de [22]
lim
n→∞

ρBϕ (σ f
n ) = ρBϕ ( f ).

97



Chapitre 4. Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

En tenant compte du fait que ρBϕ ( f ) = ρW ϕ ( f ), ∀ f ∈A , en déduit que

ρBϕ ( f ) = ρW ϕ ( f ), ∀ f ∈W ϕ − p.p.
(
R,U

)
).

Le théorème suivant concerne la caractérisation du complété de l’espace de Weyl-Musielak-
Orlicz de fonctions presque périodiques.

Théorème 4.4.4. L’espace Bϕ − p.p.
(
R,U

)
est le complété de l’espace W ϕ − p.p.

(
R,U

)
au sens de la modulaire ρBϕ et des normes correspondantes.

Démonstration : L’espace W ϕ− p.p.
(
R,U

)
n’est pas complet au sense de la modulaire

ρW ϕ et ρBϕ−dense dans Bϕ − p.p.
(
R,U

)
. D’après la Proposition 4.4.3, on déduit que

Bϕ − p.p.
(
R,U

)
est le complété de W ϕ − p.p.

(
R,U

)
.

Remarque 4.4.5. Grâce à la Proposition 4.4.3, on peut conclure que :

1. L’espace W ϕ − p.p.
(
R,U

)
hérite toutes les propriétés géométriques de l’espace Bϕ −

p.p.
(
R,U

)
.

2. Rappelons le résultat général d’analyse fonctionnelle : si A est un sous espace dense
dans un espace vectoriel normé E, alors A∗ ' E∗. Comme conséquence directe, nous
pouvons affirmer que les deux espaces duals W ϕ − p.p.

(
R,U

)∗ et Bϕ − p.p.
(
R,U

)∗
sont isométriquement isomorphes, en particulier, si ϕ ∈∆B1

2
⋂

∇B1

2 , alors W ϕ− p.p.
(
R,U

)∗'
Bψ − p.p.

(
R,U

)
, puisqu’en vertu de [22], nous avons Bϕ − p.p.

(
R,U

)∗ ' Bψ −
p.p.

(
R,U

)
.

3. L’espace W ϕ − p.p.
(
R,U

)
n’est jamais reflexif.
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Conclusion générale et quelques
perspectives de recherche

Notre contribution a porté sur l’étude de quelques propriétés structurelles et géomé-
triques des espaces du type Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques. Des ré-
sultats fondamentaux portant sur plusieurs aspect sont énoncés :

— Une caractérisation de la classe Bϕ − p.p.
(
R,E

)
et W (d)

ϕ − t.p.
(
R,U

)
, (U est un

espace de Banach).
— Le résultat d’approximation des fonctions de Bϕ − p.p.

(
R,U

)
, W ϕ − p.p.

(
R,U

)
et Sϕ

` − p.p.
(
R,U

)
, par des polynômes de Bochner Fejèr, (U est un espace de

Banach).
— L’étude des propriétés de convexité intermédiaires à la stricte convexité et l’uni-

forme convexité de la classe B̃ϕ − p.p.. Tous ces résultats considèrent le cas ou
cet espace est muni de sa norme de Luxemburg.

— Le problème d’existence de l’élément de meilleure approximation dans l’espace
B̃ϕ − p.p..

— La comparaison entre le deux espaces Bϕ − p.p. et W ϕ − p.p..
De nombreuses questions de nature géométrique et même topologique restent encore
posées dans ces espaces et de manière plus générale dans les espaces de type Musielak-
Orlicz de fonctions presque périodiques.
Comme perspectives de recherche, nous envisageons développer les points suivants :

1. Établir le lien entre les classes de fonctions presque périodiques du type Musielak-
Orlicz (via les trois critères : critère de Bohr, critère de Bochner et critère d’ap-
proximation).

2. Etude de la structure géométrique des espaces du type Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques lorsque que celles-ci sont à valeurs dans un espace de
Banach (de dimension infinie).
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3. Une question importante en théorie des équations différentielles abstraites consiste
à étudier l’opérateur de Nemytskii N f d’une fonction f : R×E→ E (E étant un
espace de Banach) défini par N f (u) := [ f (t,u(t)]. En particulier, sous quelles condi-
tions, l’opérateur N f envoie Sϕ − t.p.

(
R,U

)
dans Sϕ − t.p.

(
R,U

)
(resp. W ϕ −

t.p.
(
R,U

)
dans W ϕ − t.p.

(
R,U

)
).

Nous souhaitons enfin que notre modeste contribution puisse susciter un intérêt et don-
ner lieu à d’autres études dans ce domaine où, de nombreuses questions fondamentales
restent encore posées.
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