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Notations

Notations :

— R : 'ensemble des réels;

— C°(R,E) : espace des fonctions continues de R dans E;

— Cp(R,E) : espace des fonctions continues bornées de R dans E

— T(f,€) : 'ensemble des : e-presque périodes de f;

— {u.p.p.} : espace des fonctions presque périodiques au sens de Bohr;

— u.p.p. : fonction uniformément presque périodique ;

— H(f) : 'ensemble des translatées de f;

— Ty,f : Topérateur translation par 4 (h € R);

— o/ : 'ensemble des polynomes trigonométriques généralisés ;

— M(f) : la valeur moyenne de f;

— a(f,A) : le coefficient de Fourier-Bohr d’indice A de f;

— o(f) : le spectre de la fonction f;

— S(f)(¢) : la série de Fourier formelle associée a f;

— / (R,E) : I'ensemble des fonctions mesurables définies sur R a valeurs dans E;

— LT, (R,E) : le sous espace des fonctions de .# (R,E) : localement p-integrables ;

— SC: stricte convexité ;

— UC : uniforme convexité ;

— LUC : locale uniforme convexité ;

— MLUC : “midpoint” locale uniforme convexité ;

— UCED (UCTD ) : uniforme convexité dans toute direction ;

— 7m(x\ C) : meilleure approximation de x dans C;

— B? — p.p. : espace Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques
définie via les polynémes trigonométriques généralisés ;

— SZ’ — p.p. : espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques
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définie via les polynomes trigonométriques généralisés ;

W® — p.p. : espace de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques dé-
finies via les polyndmes trigonométriques généralisés ;

Séflq)) —t.p.(R,%) : espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz de fonctions presque pé-
riodiques définie via la définition de Bohr de R a valeurs dans un espace de
métrique (% ,d);

Wq()d) —t.p.(R, %) : espace de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque pério-
diques définie via la définition de Bohr a valeurs dans un espace de métrique
(% .,d);

Wg (R, %) : I'espace de Weyl de fonctions presque périodiques au sens de Dani-
lov;

VT/((p) : espace des fonctions absolument ¢—integrables au sens de Weyl ;

F®(xo,.) : la fonction tronquée de f dans un espace métrique (% ,d) (xo € %) ;
Pr: f(.) = fR(xo,.) : la projection radiale sur la boule de centre x; et de rayon R.



Introduction générale

Contexte général

L’essentiel du travail que nous présentons concerne différentes classes d’espaces fonc-
tionnels de type Musielak-Orlicz, obtenues par extension des propriétés de presque pé-
riodicité de H.Bohr (propriété de translation et propriété d’approximation) : Espace
de Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-Musielak-Orlicz et Besicovitch-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques. Si ¢ est une fonction de Musielak-Orlicz, c’est a dire une
fonction d’Orlicz a parametre vérifiant :

1. La fonction ¢ est continue et définie sur R x [0, +oo & valeurs dans [0, +oo,

2. ¢(t,0)=0, VreR,

3. pour tout t € R, ¢(t,u) est convexe par rapport a u € [0, 4oo]

et MEI_I}_IM([)(LM) = oo,

Si o7 désigne 'ensemble des polyndémes trigonométriques généralisés, i.e.,

j=n
o = {P,,(t) = Zaje’lft, ajeC,Aj eR, nEN},
j=1

alors la fermeture de I'ensemble 7 relativement a chacune des semi-normes de type
Musielak-Orlicz suivantes :

Ifllge = inf{ k>0, sup- / ( )dugl : S
! xERE
| fllwe = inf< k>0, lim sup— / < )dl.t<l ; 2
ﬁ"“x’xeRE
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T
: =— 1 |f(2)]
s —_ -~~~ < .
IFllge = inf k>0, Fim o <p(r, ap < 3)
-T

Les espaces obtenus sont appelés respectivement espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz
(8¢ — p.p.), Weyl-Musielak-Orlicz (W? — p.p.) et Besicovitch-Musielak-Orlicz (B? — p.p.)
de fonctions presque périodiques. Ces espaces sont initialement introduits dans [|55].

Lorsque la fonction génératrice ¢ est la fonction puissance (i.e., ¢(t,u) = |u|P, p > 1), ces
espaces sont respectivement appelés espaces de Stepanov (S” — p.p.), Weyl (W? — p.p.)
et Besicovitch (B” — p.p.) de fonctions presque périodiques. Dans ce cas, ces derniers
espaces sont caractérisés en terme de propriétés de translation dite aussi de presque
périodicité de Bohr [2,|10, 11}, 28]. Une fonction continue f : R — C est dite presque
périodique au sens de Bohr (ou vérifie la propriété de presque périodicité de Bohr) si
pour € > 0, il existe /() = > 0 tel que tout intervalle de longueur / contient un nombre
T vérifiant

1F(+7) = f(lle :=sup[f(t+7) = f(2)] <e&. 4

teR

L’extension au cadre abstrait et large des espaces d’Orlicz consiste a prendre en lieu et
place de la norme infinie dans 'inégalité (4)), les pseudo-normes du type Orlicz et
(2). Les espaces obtenus, notés S® —t.p., et W® —t.p. sont respectivement appelés es-
pace de Stepanoff-Orlicz et Weyl-Orlicz de fonctions presque périodiques. La définition
des espaces de Besicovitch-Orlicz via la propriété de translation est plus compliquée et
nécessite d’autre arguments que nous présenterons plus loin (voir [2,(11,/30,31]).

Il existe de nombreux travaux consacrés aux espaces S” — p.p., WP —p.p. et B — p.p. et
aux différents aspects de leurs structures (cf. [1,2,10,20,27,[31]). Leurs applications
sont variées et concernent notamment les équations différentielles et aux dérivées par-
tielles, 'analyse harmonique....

La premiére étude sur les espaces de Besicovitch-Orlicz de fonction presque périodiques
est due a J. Albricht [[1]] qui considere certains aspects de la structure et de la topologie
de ces espaces. Les travaux de Hillmann [30,31] sur la structure et autres propriétés
topologiques des espaces S® — p.p., W? — p.p. et B? — p.p. (dans le cadre des espaces
d’Orlicz) constituent une référence plus complete.

Les questions relatives a la structure géométrique des espaces de Banach jouent un
role essentiel dans des domaines mathématiques trés variés, notamment en théorie de
I'approximation et optimisation. Différent auteurs se sont intéressés a ces questions (no-
tamment la stricte et 'uniforme convexité relativement a la norme de Luxemburg).

La these de M.Morsli [43] est une synthése des travaux sur les espaces du type Orlicz de
fonction presque périodique. L’auteur initie aussi I’étude des questions de nature géo-
métrique, notamment la caractérisation de 'uniforme convexité et la convexité stricte
de l'espace B? — p.p. par des conditions de régularité sur la fonction d’Orlicz ¢. Les
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références [4], [[15], [6] est un complement a ces travaux. Les auteurs ont étudié la
géométrie des espaces S? — p.p., W? — p.p. et B® — p.p. lorsqu’ils sont munis des normes
de Luxemburg et d’Orlicz.

Cette theése vise a compléter 'étude de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz des
fonctions presque périodiques B? — p.p. introduite initialement dans [55] et reprise
dans [23].

Contribution et structure de la thése

La these est composée de deux parties, une partie préliminaire et une partie contri-
bution. La partie préliminaire comporte deux chapitres, le premier chapitre fournit un
exposé des différentes notions de presque périodicité, nous faisons ensuite une pré-
sentation sommaire des espaces modulaires et les espaces de type Musielak-Orlicz. Le
deuxieme chapitre est destiné a fixer les notations et a définir les propriétés et les outils
fondamentaux en géométrie des espaces de Banach. La deuxieme partie est 'essentiel
de notre travail. Elle est composée de deux chapitres.

Chapitre 3 : Notre contribution dans ce chapitre porte sur '’étude de nombreuses pro-
priétés structurelles de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque
périodiques (B? — p.p.) introduite par Morsli et Smaali [[46] via la propriété d’approxi-
mation par des polyndmes trigonométriques généralisés.

D’un point de vue structurel, nous avons donné une caractérisation de la classe B® — p.p.
en termes de la Besicovitch-presque périodicité au sens de Danilov et d’'une propriété
d’uniforme integrabilité. Notre résultat généralise ainsi celui de Danilov lorsque ¢ est
la fonction puissance. Nous avons également démontré un résultat d’approximation
des fonctions de B? — p.p. par des polyndmes de Bochner-Fejer. Ce résultat nécessite
une hypothese supplémentaire que nous avons introduite sur la fonction de Musielak-
Orlicz ¢, dite ’c—bornitudeﬂ Cette hypothese s’avere indispensable pour I'invariance par
translation des fonctions de B? — p.p.. Elle est également nécessaire pour assurer la B?-
continuitéﬂ des fonctions de B® — p.p..

D’un point de vue géométrique, nous avons étudié d’autres propriétés de convexité in-
termédiaires 2 la stricte convexité et Puniforme convexité de 'espace B? — p.p. muni de
la norme de Luxemburg, il s’agit de la locale uniforme convexité (LUC), la H-propriété,
la midpoint locale uniforme convexité (MLUC) et 'uniforme convexité dans toute di-
rection (UCED). On a démontré que toutes ces propriétés sont équivalentes a la stricte
convexité de 'espace B — p.p..

Comme application, nous avons abordé le probléme d’existence de 'élément de meilleure
approximation, nous avons déduit, grace aux propriétés de convexité étudiées, une ver-

1. Se référer a la Définition|3.4.11
2. Se référer a la Définition (3.4.5
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sion du théoréme de Doob dans 'espace B? — p.p.. Cette étude a fait Pobjet d’une publi-
cation dans la revue Commentat Math. Univ. Carol [8]].

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous avons abordé les notions de presque périodi-

cité de Stepanoff-Musielak-Orlicz Sgdq)) —t.p. et Weyl-Musielak-Orlicz qud) —t.p., via les
e—presque périodes, pour des fonctions a valeurs dans un espace métrique (% ,d) (sé-

parable). Différentes caractérisations et résultats d’approximation ont été obtenus :

1. En s’inspirant de [24,31], nous avons montré que, moyennant la /5 —bornituderﬂ
et la condition-AY ' de la fonction de Musielak-Orlicz 0, les fonctions de Wq()d) —t.p.

peuvent étre approchées par leurs tronquées. Comme conséquence directe de ce

résultat, nous avons obtenu une caractérisation de la classe Wq(,d) —t.p.. Le résultat
obtenu généralise celui de Danilov [24] lorsque ¢(¢,x) = [x|?, p > 1.

2. Lorsque % est un espace normé, nous avons énoncé et démontré le théoréme
d’approximation des fonctions de W? — p.p.(R,% ) par des suites de polyndémes de
Bochner-Fejér.

3. On a montré que les pseudo-modulaires de Besicovitch-Musielak-Orlicz pgo (f) et
de Weyl-Musielak-Orlicz pye(f) coincident sur W® — p.p.(R,% ) et que I'espace
B? —p.p.(R, %) est le complété de I'espace W? — p.p.(R, % ). Ce résultat nous a
permis de conclure que :

— L'espace W? — p.p.(R,% ) hérite de toutes les propriétés géométriques de I'es-
pace B® —p.p.(R,%).

— Le dual de W? — p.p.(R,%) est isométriquement isomorphe a 'espace dual de
BY — p.p.(R,%). Si de plus ¢ ainsi que sa fonction conjuguée ¥ vérifient la
condition-A%', alors W® — p.p.(R, % )" ~BY — p.p.(R,%).

La fin de ce manuscrit est consacrée a une conclusion générale et quelques perspectives
des travaux présentés.

3. Se référer a la Déﬁnitionm
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1.1 Introduction

La notion de fonctions presque périodiques est issue, au début du vingtieme siecle,
des travaux de H. Bohr. Elle a été développée par d’autres notamment Bochner, vers
1933, qui a donné une autre version de la définition des fonctions presque périodiques
équivalente a celle donnée par Bohr, mais plus maniable. Cette étude a été reprise par
Stepanoff, Weyl et Besicovitch qui ont défini la notion de fonctions presque périodiques
en moyenne L7 . L’extension au cadre abstrait et large des espaces d’Orlicz consiste a
prendre en lieu et place de la fonction |.|P dans la définition de ces espaces, une fonction
¢ convexe. Les espaces obtenus, notés S — p.p., W? — p.p. et B® — p.p. sont respective-
ment appelés espace de Stepanoff-Orlicz, Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonctions
presque périodiques. La premiere étude sur ces espaces (en particulier sur B® — p.p. )
est due a J. Albricht [1] qui considere certains aspects de la structure et de la topolo-
gie de B? — p.p.. Les travaux de Hillmann [30,31] sur la structure et autres propriétés
topologiques de ces espaces constituent une référence plus compléte. Ce chapitre est in-
troductif. Il a pour objectif de présenter la notion de fonction presque-périodique (p.p.)
au sens de Bohr dans le cadre des espaces L”, la notion de presque périodicité défi-
nie dans les espaces de type de Lebesgue trouve aussi un sens dans les espaces du type
Musielak-Orlicz, d’ou I'intérét d’introduire a la fin de ce chapitre la notion d’espaces mo-
dulaires et d’espaces du type Musielak-Orlicz. Dans ce qui suit, on note C°(R,E) 'espace
des fonctions continues de R vers E.

1.2 Fonctions uniformément presque périodiques

Rappelons que les définitions de fonctions presque périodiques f: R — E (ou E est un
espace de Banach) font intervenir trois notions, une norme ||.||g étant choisie sur un
espace de fonctions de R vers E :

1. les presque-périodes : pour tout € > 0 il existe ¢ > 0 tel que pour tout a € R, il
existe un 7 € [a,a+ /] de sorte que ||f(.+7)— f(.)|| <€,



1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

2. la propriété de Bochner : de toute suite de translatées (f(.+ay)),, On peut extraire
une sous-suite uniformément convergente pour la norme ||.||g,

3. la propriété d’approximation : on peut trouver une suite de polynémes trigono-
Ny

métriques (P,), (i.e.Py(r) = ¥ axexp (idgqt)) convergeant vers f pour la norme
k=1

Il

Ces notions étendent la périodicité. Dans la premiere situation, si f est périodique de
période T, prenant ¢ > T on aura dans [a,a+ ¢| au moins un kT (k € Z) pour lequel la re-
lation est vraie avec égalité a 0. Pour la seconde, on peut toujours réduire les a, modulo
T ce qui fera une suite bornée, puis raisonner par compacité. Enfin, la troisiéme est liée
au théoréme de Fejer. On obtient différentes définitions qui peuvent étre équivalentes
ou non.

Introduisons tout d’abord les deux définitions préliminaires :

Définition 1.2.1. Un ensemble I de R est dit relativement dense s’il existe un nombre réel
¢ > 0 (dit longueur d’inclusion), tel que, tout intervalle [a,a+ ¢] de longueur [ de R contient

un élément de 1.

Définition 1.2.2. Soit f € C°(R,E) et € > 0 un nombre réel strictement positif. Un nombre

réel T est une e-presque période de f si on a

sup [|f(r+7) = f(1)l|z <&, (1.1)
teR

et Uon note T(f,e) ={t € R:sup,cr||f(t+7)— f(t)||g < €} Uensemble des e-presque pé-
riodes de f.

Définition 1.2.3. (voir par exemple [2], p. 3 ou [10], p. 2) (presque-périodes). Soit f €
C°(R,E). On dit que f est uniformément presque-périodique (u.p.p) ou f € {u.p.p.} si,
Ve > 0, la fonction f posséde un ensemble de e-presque-périodes relativement dense. i.e.
Ve > 0, il existe un nombre ¢ = {(g) > 0, tel que tout intervalle |[a,a+ {] contienne un
nombre T = 7t(€) satisfaisant (1.1).

Toute fonction périodique continue est une fonction presque périodique au sens de Bohr.
En effet si f est une fonction T-périodique, alors tous les nombres de la forme nT,
n=(+1,42,43,...) sont aussi des périodes de f, et donc sont des presque périodes de
f, pour tout € > 0. Or 'ensemble {nT,n = +1,4+2,+3,...} est relativement dense, ce qui
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

implique que f est presque périodique au sens de Bohr. Par contre la réciproque est
fausse. On cite comme contre exemple la fonction suivante :

f(t) = cos(t) +cos(V2t), (t € R).

Propriétés essentielles de fonctions u.p.p.

La proposition suivante expose certaines propriétés de fonctions presque-périodiques.
Pour les démonstrations (et plus de détails), on renvoie aux livres (Besicovitch, 1932
[10]) et (Amerio, Prouse, 1971 [2]) :

Proposition 1.2.4. 1. Toute fonction uniformément presque périodique est uniformé-

ment continue.
2. Toute fonction uniformément presque périodique est uniformément bornée.

3. Siune suite de fonctions uniformément presque périodique f, est uniformément conver-

gente dans R vers une fonction f, alors f est aussi u.p.p..

4. L’espace des fonctions uniformément presque périodiques u.p.p muni de la norme de

convergence uniforme

1flleo = sup |l f(2)l|e, t€R

est un espace de Banach.

-On note Cp(R,E) 'ensemble des fonctions continues bornées de R dans E, ensemble
que 'on munit de la norme de la convergence uniforme ||.||. défnie par Vf € Cp(R,E),

1/ lleo = sup,er [1£ ()|

- Pour une fonction f € C(R,E) et un réel a € R on note f(.+a) la fonction définie par
VieR f(.+a)(t) = f(t+a) = (T.f)(¢t) et 'on note H(f) = {(T.f)(.) = f(.4+a), a € R}
I'ensemble des translatées de f. Si f € {u.p.p.} a-t-on la translatée dans {u.p.p.}? La
réponse est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.2.5. Si f € {u.p.p.}, alors pour tout a € R, on a (T, f) € {u.p.p.}.

Si f est périodique, alors 'ensemble H(f) = {(T,f)(.) = f(.+a), a € R} est un compact
de 'ensemble Cp(R,E). En remplacant la compacité de H(f) par la compacité relative
on obtient la définition de la presque périodicité donnée par S. Bochner.

Définition 1.2.6. (normalité). On dit que f € Cp(R,E) est presque périodique si et seule-

ment si U'ensemble des translatées de f, H(f) est une partie relativement compacte de

8



1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

Cp(R,E), c’est-a-dire si et seulement si pour toute suite (a),cn de réels il existe une ex-

traction ¢ telle que la suite de fonctions (f(.+ag()))nen converge uniformément sur R.

Remarque 1.2.7. On rappelle que dans un espace complet une partie est relativement com-
pacte si et seulement si elle est précompacte. Ainsi f € {u.p.p.} si et seulement si 'ensemble

des translatées est précompacte.

Autres propriétés de fonctions u.p.p.

( voir par exemple Besicovitch, 1954 [|11] et Corduneanu, 1989 [20])

Proposition 1.2.8. 1. Si f et g sont deux fonctions uniformément presque périodiques,

alors les fonctions f+ g et fg le sont aussi.

2. Si f est uniformément presque périodique et m = inf,cg || f(¢)|| > 0, alors la fonction

% est ausst u.p.p..

3. Si f est une fonction presque périodique et F est continue sur {f(t),t € R} alors la

fonction composée F o f est u.p.p.

Remarque 1.2.9. Tout polynéme trigonométrique

n
P(x) = Z agexp (iMt), 4 €R, ar €E, neN
k=1

est une fonction uniformément presque périodique, en utilisant la Proposition [1.2.8] (3),
toute fonction f obtenue par la limite uniforme d’une suite de polyndmes trigonométriques
est u.p.p. Ainsi on introduit une troisieme définition dite d’approximation, pour les fonc-

tions uniformément presque périodiques.

Définition 1.2.10 (Approximation). L’espace des fonctions uniformément presque pério-
diques u.p.p. est la fermeture dans (Cp(R,E)) de U'ensemble <7 des polyndémes trigonomé-

triques a valeurs dans E, pour la topologie de convergence uniforme. i.e. f € u.p.p. si et
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

seulement si pour tout € > 0, il existe P, € <f tel que

Suﬂg“f(t)_Pe(t)H]E <E.

Et on écrit y
{uppt=a""".

De maniére plus explicite

Remarque 1.2.11. 1. Toute fonction presque périodique au sens de Bochner est presque

périodiques au sens de Bohr.

2. Toute fonction presque périodique au sens de l'approximation polynémial est presque

périodiques au sens de Bochner.

3. Toute fonction presque périodique au sens de Bohr est presque périodiques au sens de

Uapproximation polynomial.

Par analogie avec les fonctions périodiques on cherche a définir la moyenne d’une fonc-
tion presque périodique. Pour une fonction continue et périodique f de période T la
moyenne de f correspond a la moyenne sur une période, elle vaut

%/()Tf(t)dt.

1.2.1 Valeur moyenne d’une fonction u.p.p.

Pour une fonction u.p.p. f on cherche a moyenner sur R donc on a envie de définir la
moyenne de f comme la limite lorsque T tend vers +e de % ffTT f(t)dt. Bien que l'on
ne soit pas assuré a priori de son existence. c’est 'objet de la proposition suivante :

Proposition 1.2.12. Soit f € {u.p.p.}. Alors, la limite suivante existe dans E.
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

Définition 1.2.13. Pour toute fonctions u.p.p. f : R — E. On définit la valeur moyenne

supérieur M(f) et la valeur moyenne inférieure M(f) de f par :

_ o _ 1 4T
M() =B (£ (1) = limsup . [ (0,

o 1 +T
M(f) =M,(f(t)) =liminf 0 | f()dt.

Lorsque ces deux valeurs coincident, on obtient la valeur moyenne de f, notée M(f).

Remarque 1.2.14. Il est important de signaler les aspects suivants :

1. Soit f € {u.p.p.}, et a € R. Alors,

M (f(t+a)) =M,(f(1))

2. Lorsque f est continue et T-périodique, on a :

T
M) =5 [ s

3. On notera souvent M;(f(t)) pour signifier que la moyenne est calculée par rapport a

la variable t.

Exemple
La fonction f(t) = exp(iAt), A € R est une fonction périodique continue, et a fortiori
presque périodique, et donc sa valeur moyenne existe est finie.

_ 0 siA#0
M(f) = {1 sidA=0.
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1.2.2 Convergence uniforme et en moyenne

Définition 1.2.15. On dit qu’une suite de fonctions u.p.p. { f,} converge en moyenne qua-
dratique vers f si

Ve>0,INeN, Vn>N, M(||f,— f|3) <.

Si une suite de fonctions est uniformément convergente, alors converge en moyenne
quadratique.

La converge en moyenne quadratique n’implique pas en général la convergence uni-
forme.

Définition 1.2.16. On dit que | est uniformément équi-continue, si elle vérifie

Ve>0,36>0,Vfel,VxyeR, x—y|<d=|f(x)—f)|r<e.

Définition 1.2.17. On dit que F est équi-presque périodique, si pour tout € > 0, il existe

[ > 0, tel que tout intervalle de longueur ¢ contient au moins un nombre T, pour lequel

SquHf(Hrf)—f(t)HE <gVferl.
te

Si { fu }nen est une famille équi-continue, équi-presque périodique et converge en moyenne
quadratique, alors elle converge uniformément sur R.

1.2.3 Séries de Fourier-Bohr de fonctions presque périodiques

L'une des propriétés importantes de la théorie de fonctions presque périodiques est
la décomposition en série de Fourier d’'une fonction presque périodique. Cette théorie
dit que les fonctions presque périodiques admettent des développements en séries de
Fourier.

Soit f € {u.p.p.}, alors la fonction f(¢)exp(—iAt), A € R est u.p.p, comme produit de
fonctions uniformément presque périodiques, sa valeur moyenne existe et finie, on la
note par a(f,1), i.e.

a(f,A) = M;(f (1) exp(—iAt)).

Définition 1.2.18. Pour f € {u.p.p.} et L € R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr
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1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

d’indice A de f par :
a(f,A) = M;(f (1)) exp(—it)).

Proposition 1.2.19. ( [10], p. 18) Pour toute fonction u.p.p., il existe un ensemble au
plus dénombrable de réels A (appelé Bohr- Exposants ou des fréquences de Fourier) vérifiant

a(f,A) #0.

Les nombres a(f,A) associés sont les coefficients Bohr-Fourier de la fonction f.

Définition 1.2.20. Soit f € {u.p.p.}, on définit le spectre de la fonction f comme len-

semble

o(f) ={ : a(f,An) # 0}

qui est au plus dénombrable.

Soit f € {u.p.p}, et soient (11,15, ..., Ay), N nombres arbitraires distincts, et (b;,by,...,by),
N nombres complexes arbitraires, et soit a(f,A,) = M(f(t)exp(—iA,t)). On utilisant les
propriétés de la valeur moyenne on obtient

N
M| f () Z buexp(idut) |z = M (|| f(7) Z M) |E+ Z 16n — a(f, ) I

Cette équation est appelée équation d’approximation en moyenne quadratique de f par
des polynémes Z byexp(idnt.)

Lorsque b, = a( f ,A,) on obtient

N
Z, )l <M £(0)IIR).

Ceci étant vrai pour tout entier N, on déduit I'inégalité de Bessel :

o0
Z,l la(f,2a) 1% < M(|F(0)]IR)-

Comme conséquence de cette inégalité, la série de Fourier formelle associée a f est
donnée par

S(F)(t) = Y a(f, An) exp(idnt).

n>1
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Théoreme 1.2.21. (Unicité) Si deux fonctions presque périodiques ont la méme série de

Fourier-Bohr, alors elles sont identiques.

Remarque 1.2.22. Lorsque E est un espace de Hilbert, Les coefficients de Fourier-Bohr

d’une fonction u.p.p. f, vérifie U'égalité de Parseval ( [61]) :

+o0
; la(2a) |12 = M(|l £0)]%).

Ce résultat, permet de montrer une propriété d’approximation des fonctions u.p.p. par
des polynomes trigonométriques particuliers, les polynémes de Bochner-Fejer qui géné-
ralise 'approximation classique de Fejer des fonctions périodique.

1.2.4 Polyné6me d’approximation de Bochner-Fejer

Cette question a été étudier trés en détaille dans [6], Dans cette section nous décrivons
brievement la construction du polynéme de Bochner-Fejér associé a une fonction u.p.p.
et on donnera la propriété d’approximation d’une fonction u.p.p. par des polyndémes de
Bochner-Fejéer telle qu’elle est présentée dans [6]].

Soit {ay, a0, ..., Qy, ...} un ensemble dénombrable de nombres réels. On dit que les o,
i=1,2,... sont linéairement indépendants si, pour tout entier p > 1, les seuls rationnels
r1,12,...,rp vérifiant I'équation :

r10p, + 10y, + ...+ 1pQy, = 0

sontry =ry =....=r, =0.

Soit maintenant f une fonction u.p.p. a valeurs dans un espace de Hilbert E. On note
A={A,A2,...,Ay,...} 'ensemble des exposants de Fourier de f. On définit la notion de
base des exposants de f de la maniere suivante :

L’ensemble de nombres réels linéairement indépendants {o, 0y, ..., &, ...} est une base
des exposants de f si, pour tout entier m > 1,

A = ,(1’11) oy, + r,(l’f) Oy + o+ r,S;'? Qs

ou les coefficients r,(,'?) , i = 1...m, sont des nombres rationnels. En d’autres termes,

chaque exposant de Fourier-Bohr de f s’exprime (de maniére unique) sous forme d’'une
combinaison linéaire finie des nombres «;, i > 1, a coefficients rationnels.
Le noyau de Bochner-Fejer est défini par un produit fini de noyaux de Fejer :

K(nl.nz,.”,np) (l‘) = Knl ((X]I)Kn2 ((th) ...Knp(OCpt)

a1,00,...,0p

14



1.2. Fonctions uniformément presque périodiques

\% \% \%
= Z ( —M) (I—M) <1—M> exp(—i(V1(X1+V2062+-.-+Vp05p)t),
\vil<nj,i=1..p m 2 np

ol p est un entier positif.
Ce noyau possede les mémes propriétés que celui de Fejer, c’est-a-dire :
— K >0.

(ah o)

- M<K(n1,n2 ..... np)> — 1

Qa1,09,...,0p
On appelle alors polynome de Bochner-Fejer, 'expression :

G(nl ,n2,...,nl;) (X) - Mt {f (-x + l) K( 111,i12,...,np) (I)} s

a1,09,..., op a1,00,...,0p

s’exprimant aussi par la somme :

) (1 — |v_1|) (1 — |v_p|> a(vidy + ...+ vpap)exp (i (Vioy + ... + V,0ap) 1) .

lvil<nj,i=1..p m np

Dans cette derniere expression, seuls les vecteurs a (v o + ... + v, ) associés a des com-
binaisons figurant dans 'ensemble des exposants de Fourier-Bohr de f sont non nuls, et
dans ce cas on écrit :

Viog + ...+ V0 = A,

L’expression du polynéme de Bochner-Fejer devient alors [2] :

\v1|> Vol .
O nymg.npy (X) = 1—— .. (1= a(An)exp (idnx) .
(all,oé,...',of;) ( ) vi|<n§’—l.,.p ( ni np ( ) p( )

ny,ng,...,np
a1,00,...,0p

Si on pose B = ( ), le polynéme o s’écrit alors :

o5 (x) = Y diP A, exp (i),

n>1

oUA, =a(f,A,) estle coefficient de Fourier-Bohr de f et les d,(lB) ,n>1, sont des nombres
réels de I'intervalle [0, 1], non nuls pour seulement un nombre fini de valeurs de n.
Soit maintenant f une fonction u.p.p. a valeur dans un espace de Hilbert E et sa série

n=-+-oo
de Fourier formelle S(f)(x) = Y Aexp(id,x). On associe a cette série la famille des
n=1
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polynomes de Bochner-Fejér (Gl];)nzl.

La suite de Bochner-Fejer {o3,},~,, notée par la suite {G,{ } . est donc convergente
> >

en moyenne quadratique vers f, on déduit qu’elle converge aussi uniformément vers f.

Proposition 1.2.23. [6]] Soient f,g € {u.p.p}. Alors, il existe deux suites de polynémes de

Bochner-Fejer {c/} _ et {c%} _, de f et g respectivement vérifiant :

lim Hf—

=0, lim ||g—o¥||_, =0 et telles que 6/ + 6% = 6/ "¢, ¥n > 1.
n——+oo =)

n—r—+oo

Théoréme 1.2.24. [11] Soit

i (fsAn)exp (idnt).

Une fonction u.p.p.. Pour tout € > 0, il existe un entier positif N et un nombre réel positif

0 < 6 < 7 tel que toute solution T du systéeme d’inequations de Diophantines
|Aq,t| < 8 (mod 27) , (n=1,2,...,N)

est un e—presque période de f.

Introduisons maintenant les différentes généralisations de fonctions presque périodiques,
la premiere généralisation est due a Stepanoff, définissant les espaces S” — p.p., WP —

p.p., B? — p.p. (resp. I'espace de Stepanoff, weyl et Besicovitch de fonctions presque

périodiques).

1.3 Fonction presque périodiques au sens de Stepanoff

Soit .# (R,E) 'ensemble des fonctions mesurables définies sur R a valeurs dans I'espace
normé E et pu la mesure de Lebesgue. On note L} (R,E) le sous espace des fonctions
de M (R,E) localement p-integrables :

0C

4. La notation op, signifie que pour chaque n € N, on a un ensemble de multi-indices de la forme

_ (n(n)na(n),...,np(n)
B, = (oc, (n),00(n),..., OZ( ))
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1.3. Fonction presque périodiques au sens de Stepanoff

L, (RE) = { f € 4 (RE), VK C R, compact, [ |If (1)]"dpt < +oo

On se donne une fonction localement p-integrable. On définit aussi les normes de Ste-
panoff :

1
x+€ P

Il = sup / I ()] d

induite par la distance

=

x+l

Dg(f.8) =7 —gly = sw|; / 1£() — g0 dp

x€R

Remarque 1.3.1. On rappelle que Uon peut se limiter a { = 1, les normes obtenues étant

équivalentes entre elles. On peut travailler donc avec ||.||sr = ||.| sp pour I =1.

Définition 1.3.2. (([2]], p. 76-77),( [10], p. 77), ( [19], p. 156)) (presque-périodes). Une
fonction f € L7 (R,E) est dite presque périodique au sens de Stepanoff (S —t.p.) si, pour

tout € > 0, l'ensemble

SgT(fvg) = {T € Ra ||TTf_f||Sf < 8}

est relativement dense dans R.

Le nombre réel 7 € SVT(f,e) = {7 € R, ||TTf—f||S[p < €} est appelé un &—Stepanoff
presque période de f.

Théoréme 1.3.3. ( [29], p. 189) Toute fonction presque périodique au sens de Stepanoff
est

1. S—bornée,

2. S)—uniformément continue, i.e.
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Ve >0, 30 = d(¢) tels que si |a| < d, alors Dsg(Taf,f) <E.

Définition 1.3.4. ( [29]], p. 189)(Sf—normalité). Une fonction f € LI (R,E) est dite
S)—normale si, la famille de fonctions {f(t +a)} (a est un nombre réel arbitraire) est
S} —précompact, i.e. si pour toute suite f(tr+ai), f(t+a2), f(t +a3),..., nous pouvons

trouver une suite S} -convergente.
On définit 'espace de Banach BS/

BS] = {f € L, (RE), |fllgp < +o}.

Définition 1.3.5. (Approximation). L'espace de fonctions presque périodiques S} — p.p.
est la fermeture de Uensemble des polynémes trigonométriques dans BS} par rapport a la

norme HHS? Le. f €8] — p.p. siet seulement si pour tout € > 0, il existe P € < tel que

Dsﬁ’(f,Pg) < E.

Théoreme 1.3.6. Les trois les définitions |1.3.2] |1.3.4] et [1.3.5|sont équivalentes.

Théoréme 1.3.7. L'espace (S — p.p., Ils¢) est complet.

1.4 Fonction presque périodiques au sens de Weyl

Bien que les trois définitions du I'espace {u.p.p.} et S} — p.p. sont liées a la méme norme
(respectivement, ||.||. et ||.|| s;”): les définitions classiques des espaces de Weyl sont en

utilisant deux normes différentes : ||.|| sy et la norme Weyl.

1x+€ %
I£lhyr = Jimsup | 5 [ @)1 dpe| = Jim 17l
X
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1.4. Fonction presque périodiques au sens de Weyl

induite par la distance

x+4
1
timsup 7 [ 11£() = g(0) ()7 du | = lim Dy (£.g).

{—eoycR

DW[’(f,g)

Il peut étre facilement démontré que ces limites existent toujours (voir par exemple
( [391, p. 221-222 [10], p. 77).

Définition 1.4.1. [38](presque-périodes). Une fonction f € L7 .(R,E) est dite presque
périodique au sens de Weyl (WP —t.p.) si, pour tout € > 0, il existe un nombre réel | =I(¢€)

tel que U'ensemble
SIT(f.6) = {teR, |Tef ~ fllg <)
est relativement dense dans R.

Définition 1.4.2. ( [29], p. 189)(WP?—normalité). Une fonction f € L{OC (R,E) est dite
WP—normale si, la famille de fonctions {f(t+a)} (a est un nombre réel arbitraire) est

WP —precompact.

De maniére analogue aux espaces Stepanoff, nous introduisons ’espace BW?

BWP - {f € Lioc (R’E)’ ||f||WP < +°°} .

Définition 1.4.3. ( [10], p. 74-75) (Approximation). On note par W” — p.p. Uespace de
Weyl de fonctions presque périodiques obtenu comme fermeture lensemble <7 des poly-
némes trigonomeétriques dans U'espace BW? par rapport a la norme ||.||w»r. i.e. f € WP —p.p.

si et seulement si pour tout € > 0, il existe P, € <f tel que

Dwy» (f,Pg) < E.

Comme dans le cas de Stepanoff, on a les deux théorémes suivants :
Théoreme 1.4.4. Les définitions|1.4.1|et|1.4.3|sont équivalentes.
Théoréme 1.4.5. L'espace (W” — p.p.,||.||wr) n'est pas complet.
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1.5 Fonction presque périodiques au sens de Besicovitch

Contrairement aux espaces S} —¢.p. et W” —1.p. la caractérisation des fonctions de I'es-
pace B” —t.p. en termes de propriété de presque périodicité est plus compliquée, elle
fait appel a la notion de suite équirépartie :

Définition 1.5.1. Une suite de nombres réels {1;},., est équirépartie s’il existe un nombre

réel £ > 0 tel que v° (¢) <2u°(¥),

ol vO(0) = supcard {[x,x + 0N {%}}icz,
xeR

et o) = miﬂrgcard{[x,x—kf]ﬂ{fi}}iez.
xe

Autrement dit : v° (¢) (respectivement u° (¢)) est le nombre maximum éventuellement infini
(respectivement le minimum) d’éléments de la suite {7;},., qu'on peut trouver dans un

intervalle de longueur ¢.

Définition 1.5.2. (presque-périodes). On dit qu’une fonction est presque périodique au
sens de Besicovitch (f € BP —t.p.) si et seulement si a tout € > 0, on peut associer une suite
{7i};cy de nombres réels équirépartie dans R, telle que :
— M{fy— 1P} <er, VieL.
— MM {%xfcnf(H %) —f(x)deu} <eP, VieZ, Ve 0.
X

Les nombres réels 7; sont appelés presque période de f associés a €.

On définit 'espace de Marcinkiewicz [53] .#Z”(R) par

1
1 +T P
AR =3 e L R [l =timsup (5 [T I@l7ar) < ot 1
T—+oo 2T J-r

Considérons la relation d’équivalence suivante :

f~g<e|lf—¢llr=0, f.gec.#?

et 'espace quotient
MP(R) = A7 [Kp,
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1.6. Propriétés d’approximation de fonctions presque périodiques généralisées

ou K, ={f € .47 telle que || f||g» = 0}.

Définition 1.5.3. ( [14], p. 36)(Approximation). On note par B — p.p. lespace de Be-
sicovitch obtenu comme fermeture dans MP de Uensemble </ des polynémes trigonomeé-
triques. En d’autres termes, un élément de B? — p.p. peut étre représenté par une fonction

fell (R,R) telle que pour tout € > 0, il existe P, € o tels que

loc

1 [+ ’
limsup (—/ | f(z) —Pngdt) <Ee.
T—+o0 2T J-r

Théoreme 1.5.4. ( [|10], [9]) Les espaces B? — p.p. et B? —t.p. sont équivalents.

Définition 1.5.5. ( [29]], p. 189)(B?—normalité). Une fonction f € L (R,E) est dite

loc

BP —normale si, pour toute suite a; de nombres réels, correspond une sous suite a,, telle que

la suite de fonctions (f(t +ayp,)) est B’ —convergente, c’est-a-dire

1 +T
lim limsup—/ Lt + ) — F(& + hon) |Pdt = 0.
T

nm—stooqp 2T

1.6 Propriétés d’approximation de fonctions presque pé-

riodiques généralisées

Comme dans le cas des fonctions u.p.p., les différents types de fonctions presque pério-
diques généralisées peuvent étre approximeés par des polynomes de Bochner-Fejer au
sens des normes correspondantes. De maniere plus précise, si on désigne par G — p.p
I'un des trois espaces Sf —p.p, WP — p.p et B — p.p, alors, toute fonction f € G” — p.p
possede la propriété suivante :

Pour tout € > 0, il existe un polynéme de Bochner-Fejer P, vérifiant :

L |[f=Pellgr <&,
2. ||1Pellgr < I fll g -

Notons que la propriété (2) reste valable pour n’importe quel polynéme de Bochner-
Fejer de f [2].
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

La théorie des espaces modulaires englobe une vaste classe d’espaces fonctionnelles
parmi lesquels, les espaces du type Musielak-Orlicz. (Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-
Musielak-Orlicz et Besicovitch-Musielak-Orlicz). Nous donnons ici les éléments fonda-
mentaux qui seront utilisés par la suite.

1.7 Espaces modulaires

Nous commencons cette section par exposer brievement la théorie des espaces modu-
laires. Notre référence est [48] et [50].

Définition 1.7.1. Soit X un espace linéaire réel ou complexe. On appelle pseudomodulaire

(resp. modulaire), toute fonctionnelle p définie sur X a valeurs dans R vérifiant :
1. p(0) =0 (resp. p(x) =0ssi x=0),
2. p(—x) =p(x), si X est réel et p(xexp(iB)) = p(x), O € R, si X est complexe,

3. plax+By)<px)+p(y),sio,f >0, a+p =1

Si on remplace 3 par :

4. p(ox+By) < a’p(x)+p°p(y) poura,B >0, a*+p*=1,s¢€|0,1], alors la pseudo-
modulaire p est dite s-convexe (convexe pour s =1).
Si de plus, la fonctionnelle p vérifie la propriété suivante : p (Ax) = 0 pour tout A > 0

implique x = 0, alors elle est dite semi modulaire.
Le couple (X, p ) est appelé espace pseudomodulaire (resp. modulaire).

Définition 1.7.2. Si p est une pseudomodulaire (resp. modulaire) sur X, alors
Xp ={x€X,limp(ax) =0}
a—0
est appelé espace pseudomodulaire (resp. espace modulaire).

A la pseudomodulaire p, on associe les ensembles suivants :

X, = {x€X, p(ax) < +oo, pour un o > 0},
Xp = {x€X, p(x) < +eo},
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1.7. Espaces modulaires

ou X, et X; sont des sous espaces linéaires de X, et X, est un sous ensemble convexe
de X. D’autre part, les inclusions suivantes ont toujours lieu :

XpCX;CX , XpCX;CX.

L’égalité X, = X; a lieu si p est une pseudomodulaire convexe.

1.7.1 Propriétés essentielles de la modulaire

Nous aurons besoin de plusieurs propriétés sur les espaces modulaires. Leur démons-
tration est empruntée de référence a [48].

1. p(ax) <p(x), pour |a|<1.

1=

n n n
2. P( Zl am) < .le(xi) pour o; >0, '21 a=1.
i= i=

n n n
Y oc,-xi) < Y o’p(x;) pour oz >0et Y o =
i—1 i=1 '

1= i=1

3. Sip est s-convexe, 0 < s < 1, alors p (
1.

On définie sur 'espace pseudomodulaire (resp. modulaire) (X, p) la fonctionnelle sui-

vante : X
lx], :inf{u >0, p (—) < u}.
u

Cette fonctionnelle est une F—pseudonorme (resp. F—norme) sur X,. On rappelle
qu’une F —pseudonorme (resp. F—norme) est une fonctionnelle satisfaisante aux axiomes
suivants :

1. x|z =0 si x=0 (resp. |x|p =0ssix=0),

2. |x|p =|—x|p, si X est réel et |x|, = [xexp(i0)|, si X est comlexe,

3. |x+y|F < ’x’F+ |)’|F7

4. Si{ay,},~, est une suite de nombres réels telle que Llrf o, = o, et si {x,},> est
el n (eS] -

une suite dans Xr telle que lirE |x, —x|p = 0 pour un certain x € X, alors :
n—s—oo

nETJO‘"x" —ox|p=0.

Lorsque la pseudomodulaire (resp. la modulaire) est convexe, on définit sur X, une
seconde pseudonorme(norme) :
) <1y,

| =

[x]|, = inf{u >0, p (
u

©
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

Notons que ||x[|, = HxHﬁl,, pour s = 1. En plus des axiomes de la F-pseudonorme, cette
pseudonorme vérifie la propriété d’homogénéité

1Al = (A [ lxcll

1.7.2 La convergence dans les espaces pseudomodulaires

1. Une suite {x,},-; C (X,p) est dite convergente au sens de la pseudo-modulaire
(modulaire) p ou p —convergente vers x € X et on écrit x,, —— x lorsque nngrrlwp (k(xp—x)) =
0 pour un certain k£ > 0.

2. Une suite {x,},>1 C (X, p) est dite convergente au sens de la norme si ngrpr (k(x,—
x)) =0, Vk > 0.

3. On dit que la suite {x,},., C (X,p) de Cauchy au sens de la modulaire p ou
p—Cauchy lorsque pour tout € > 0, il existe un entier positif ny = ng (€) tel que les
inégalités : n > ng, m > ng entrainent p (x, — x,,) < €.

4. L’espace (X, p) est dit pseudo-modulaire ( modulaire) fortement complet ou p —fortement
complet lorsqu’il existe une constante o > 0 telle que pour toute suite {x,},-
p—Cauchy; il existe x € (X,p) tel que lir_’r_l p(a(x,—x))=0.

n—s+-oo

1.7.3 Propriétés élémentaires de convergence modulaire

1. Six, Py et y, L>y, alors x,, + y, an-l—y.

2. Six, P xetA une constante, alors Ax;, P

Remarque 1.7.3. La p—convergence est en général une propriété moins forte que la

convergence en norme (la ||x||, — convergence.
Théoreme 1.7.4. [48] Soit p est une pseudo-modulaire sur X. Si x € X,, et (x),~; C Xp,

nous avons alors U'équivalence

lim |lx, —x[|, =0« lim p(k(x,—x)) =0,k > 0.

n—+oo n—r+-o0

Théoreme 1.7.5. [48] Si p est une pseudomodulaire convexe sur X, alors

Ixllp > 1= p (x) = [|x]], -

24



1.7. Espaces modulaires

1.7.4 Notions topologiques dans les espaces modulaires

Une topologie sur X, peut étre introduite de la maniere suivante : Les ensembles V, =
{x€X,, p(kx) <€}, ol k >0, forment une base de voisinage de zero. Cette topologie
et en fait est équivalente a celle induite par la F-norme |.|, en considérant les ensembles

B(xp,€) = {x €Xp, [xn—xol, < 8} pour € > 0 et xo € X, comme ouverts élémentaires.
Soit maintenant p une pseudo-modulaire sur X et A une partie de X),.

— A est dite p—fermé si Vx, € et x, P xalorsxcA.

— A est dit relativement compact si pour toute suite x, € A, on peut extraire une
sous suite p—convergente vers x € X,.

— A est dit compact si pour toute suite x, € A, on peut extraire une sous suite
p—convergente vers x € A.

— La fermeture de A notée A” est le plus petit ensemble fermé contient A.

— SiA” =X, alors A est dit p dense dans X,.

Théoréme 1.7.6. [48] Soit p est une pseudomodulaire sur X et A C X,. Alorson a :

1. A est p—fermé si et seulement si A" = A.
2. Si A est p—fermé, alors il est fermé par rapport a la pseudonorme ||x||, .

3. AcAPle 7P

1.7.5 Exemples d’espace modulaire

1. L’exemple le plus simple d’espaces modulaires est 'espace normé (X, ||.||).

2. Les espaces classiques de Lebesgue L?(G), p > 1, G intervalle de R. La modulaire
convexe n’est rien d’autre que

p(n = [If1dn.
G

la norme ||.||, coincide avec la norme usuelle de L?(G) ||.[[rr, p > 1

1

P X|P
= ([ raw )" =intd >0, [[2 au <1 =11,
G
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

3. Les espaces S/ — p.p., WP — p.p. et B” — p.p. munis des fonctionnelles convexes

x+0
1
py(f) = supt [ 7)1 du
) x€R
1x+€
pwe(f) = limsupz [ £ ()" dp,
—xcR

. 1 +T
pur(f) = limsup— [ |£(0)|"d.
T—s oo -T

Sont des espaces (pseudo)modulaires et les (pseudo)normes correspondantes coi-
cident avec les (pseudo)normes : ||.|| s> ||.|lwr et ||.||» respectivement.

4. D’autres exemples d’espaces modulaires (espaces du type Musielak-Orlicz) seront
présentés dans la section suivante :

1.8 Espaces de Musielak-Orlicz

Soit G un intervalle de R et u la mesure de Lebesgue sur R. On note par .# (G) 'en-
semble des fonctions u—mesurables définies de G a valeurs dans R.

1.8.1 Fonctions de Musielak-Orlicz

Les espaces de Musielak-Orlicz sont construits a partir d'une fonction génératrice ¢,
soumise a des condition appropriées :

Définition 1.8.1. On appelle fonction de Musielak-Orlicz, une fonction continue ¢ définie

sur R x [0,4oo[ a valeurs dans [0, 40| satisfaisant aux axiomes suivants :
1. ¢(t,0)=0,Vr € R,
2. Vt € R, @ (t,u) est convexe par rapport a u € [0, oo et lim @ (t,u) = oo, C’est a dire

U—roo

¢ est une fonction de Young par rapport a la variable u.

Si de plus ¢ vérifie les conditions suivantes :

tim 201 _ g gt fim 20

u—0 U Uu—eoo Y

= —|—oo’
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1.8. Espaces de Musielak-Orlicz

alors elle est dite N—fonction.

Cette fonctionnelle peut étre mise sous la forme

lu|

o) = [ plt.7)dx.
0

ol p est la dérivée a droite de @, pour tout ¢ € R.

Exemple 1.8.2 (Exemples de fonctions de Musielak-Orlicz). Pour tout t € R, les fonctions

suivantes sont des fonctions de Musielak-Orlicz :
1. @ (t,u) = f(t).|u| avec f une fonction continue sur R,
2. @ (tu) = ul", 1 <p () < oo,

3. o(tu) = |‘P(u)\p(’), oll p est une fonction continue, croissante, définie sur [a,b]| a

valeurs dans [1,+oo[ et W est une fonction de Young sans parameétre.

1.8.2 La condition—/\,

Une fonction de Musielak-Orlicz sera dite vérifier la condition—/A\, lorsqu’il existe une

constante k > 1 et une fonction s mesurable, positive telles que ¢ (¢t,2u) < k@ (t,u)

presque pour tout s € R et tout u > h(r).

Définition 1.8.3. Sipour tout u >0et A€ X, avec L (A) <eo,ona [@(t,u)du < oo, alors
A

la fonction ¢ est dite localement integrable.

Soit maintenant ¢ une fonction de Musielak-Orlicz. On définit sur M (G) une fonction-
nelle p, de la maniere suivante :

Py (f) =/¢(t,|f(t)|)du.

G

Cette fonctionnelle est une modulaire sur M (G) dite modulaire de Musielak-Orlicz. On
appellera espace de Musielak-Orlicz, 'espace modulaire L? (G) donné par :

L7(6)={ € #(G). fimpy(ar) =0}.
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Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

Cet espace peut étre caractérisé d'une autre maniere
L? (G) = {f € #(G), pe(Af) < 4o, pour un certain A > 0}.
A la modulaire py, on associe les ensembles suivant :

L?(G) = {feM(G), po(f) < +eo},
E?(G) = {fe€M(G), po(Af) <o, VA >0}.

Il est clair que nous avons les inclusions suivantes :
E?(G)cL?(G)CL?(G).

On peut munir L?(G) de la norme ||. ||, dite de Luxemburg :

71, =inf{k>o, P ({) < 1}.

Théoréme 1.8.4. [54]] Si ¢ une fonction de Musielak-Orlicz, localement integrable, alors

les assertions suivantes sont équivalents
1. L (G) = L? (G).
2. E?(G)=L?(G).
3. o vérifie la condition—A\,.

4. La convergence modulaire est équivalente a la convergence au sens de la norme.

1.9 Exemples d’espaces de type Musielak-Orlicz

Soit ¢ une fonction de Musielak-Orlicz. On définit sur L;’;C(R) le sous espace de fonctions
¢—localement intégrales, i.e. le sous espace des fonctions Lebesgue mesurables dans R
telles que pour chaque compact K C R, il existe Ax > 0 pour lequel [, ¢(z,Ax |f(¢)|)dt <
o0,
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Soient les fonctionnelles dites (pseudo)modulaires,

x+0
1
pse (f) = sup; [ @(t,f(D))dh,
x€R
1x+€
pwe(f) = lim supy [ 9 (o,1F (1)) du,
—+oxeR

T
— 1
pro () = Tm / o (1,1 (1)) du,
-T

auxquelles on associe les espaces (pseudo)modulaires
® _ ¢ et _
SPR) = {fELL(R): lim poo(af) =0},

WOR) = {f€L},(R): lim pye(af)=0},
B?(R) = {fequ;C(R):O}iglopgrp(ocf):O},

appelées respectivement espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz, Weyl-Musielak-Orlicz et
Besicovitch-Musielak-Orlicz.
Si G désigne I'un de ces trois espaces. On peut munir G de la norme ||.||¢ dite de Luxem-

burg :
£l =inf{k >0, por ({) < 1}.

29



Chapitre 1. Généralités sur les fonctions presque périodiques et espaces de type Musielak-Orlicz

30



CHAPITRE

2

Géomeétrie des espaces de Banach
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2.1 Introduction

Ce chapitre est destiné a fixer quelques notations et les outils fondamentaux en géo-
métrie des espaces de Banach. On parlera essentiellement de la stricte convexité, de
I'uniforme convexité et de quelques propriétés intermédiaires a ces deux notions :
la H-propriété, la “midpoint” convexité locale, I'uniforme convexité dans toute direc-
tion, la locale uniforme convexité. Ce chapitre est achevé par la présentation d'un
exemple d’application de la géométrie des espaces de Banach. Tout au long de ce
chapitre, E désigne un espace de Banach dont la norme sera notée |.||. L'ensemble
Br(x,r) ={y € E,||x —y|| < r} est la boule ouverte centrée en x € E de rayon r > 0. Dans
le cas ou r = 1, on notera simplement B(E) la boule unité. La sphere unité, i.e les élé-
ments de norme 1, sera quant a elle notée S(E).

Pour la présentation de ce chapitre, on s’est largement inspiré de [42] et [57].
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Chapitre 2. Géométrie des espaces de Banach

2.2 Notions de convexité

2.2.1 Espace strictement convexe

La classe des espaces strictement convexes est définie comme suit :

Définition 2.2.1 (J. A. Clarkson, 1936). E est dit strictement convexe (SC) si
Vx,yeS(E), x#y, vt €]0,1[, [[tx+(1—1)y|| < 1.

La stricte convexité est une propriété géométrique locale de la boule unité, signifiant
qu'aucun segment [a,b|, a # b, ne peut étre contenu dans la sphére. Autrement dit un
espace normé (E, ||.||) est dit strictement convexe, lorsque

Théoreme 2.2.2 (N. I. Akhiezer et M. G. Krein, 1938). E est SC ssi
vx,y €S(E), [x—yl|>0=[lx+y] <2

Nous avons d’autres caractérisations de la stricte convexité.

Définition 2.2.3. Une norme x — ||x|| sur un espace de Banach est dite strictement convexe
st pour tout ||x|| = ||ly[| = 1 et [[x+y|| =2, on a nécessairement x = y.

Théoréme 2.2.4. E est dit strictement convexe si sa horme est strictement convexe.

Définition 2.2.5. Soit C un sous espace convexe de l'espace E. le point z de C est dit point
extremal pour C si pour tout z=tx+ (1 —1t)y, pour unt € |0, 1] et certains x,y dans Con a :

xX=y.

Théoréme 2.2.6. E est strictement convexe si et seulement si chaque point z avec ||z|| =1
de la boule unité fermée de E est un point extremal.

Démonstration : Supposons E est strictement convexe. Montrons que chaque point z,
|z|| = 1 est un point extremal de la boule unité fermée de E. Si I'assertion est fausse,
alors il existe zp, ||zo|| = 1, qui n’est pas un point extremal de la boule unité fermée de
E, et ainsi

z0 =txo+ (1 —1)yo
our € [0,1] et xg, yo, dans la boule unité fermée de E.
On a ||xo +yo|| = 2. En effet, dans le cas contraire nous obtenons ||xg+ yo|| <2 et

1=zl = [ltxo+(1—2)yoll

[[#[x0 + (1 = 2)yo] + (1 — 1) [txo + (1 — 1) y0] |
||t xo+1(1—=1)(xo+y0) + (1—1)%yol|

< P+a(l-n+(1-1)%=1.

Contradiction. Ce qui donne |[|xg +yo|| = 2. Ceci implique que xp = yo
Inversement, supposons que ||z|| = 1 est un point extremal de la boule unité fermée de
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2.2. Notions de convexité

E. Nous montrons que cela implique la stricte convexité de E. Soient x et y dans E tels
que

[l = lIyll =1,

x4yl =2.
Le point z= 3(x+) a la propriété ||z|| = 1. Comme z est un point extremal et donc x = y.
D’ou la stricte convexité de E. O

2.2.2 Espace uniformément convexe

La classe des espaces uniformément convexes a été introduite par J. A, Clarkson (1936).
L'uniforme convexité est une propriété géométrique de la norme. Elle n’est pas stable
par passage a une norme équivalente. Par exemple les espaces ¢, pour 1 < p < oo, sont
uniformément convexes, alors que ¢] et ¢ ne le sont pas. Or tous ces espaces sont
isomorphes en tant qu’espaces de méme dimension finie.

Définition 2.2.7. E est dit uniformément convexe (UC) si et seulement si pour tout € > 0,
il existe (&) > 0 tel que pour tout ||x|| = ||y|| = | vérifiant ||x—y| > ¢€,ona:

x4yl <2[1-6(¢)].

Nous donnons maintenant des formulations équivalentes de cette notion qui peuvent
s’avérer utiles.

Théoreme 2.2.8. [57] E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes suites
(xn), (yu) dans E ayant les propriétés suivantes :
1. ||xn|| — 1,
2. lyall = 1,
3. lim||x, +yu|| = 2.
ona:
lim(x, —y,) = 0.

Il est évident que ceci est équivalent a la formulation suivante :

Théoréme 2.2.9. E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes suites (x,),
(yn) dans E vérifiant les propriétés suivantes :

L fbeall = [lyall = 1,
2. lim|jx, +ya| = 2.

ona:
lim(x, —y,) = 0.
Démonstration :
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1. Conditions suffisantes : Supposons que les suites x, et y, ont les propriétés (1)
et (2) et la suite (x, —y,) ne converge pas vers 0. Alors il existe & > 0 et une suite
d’entiers ny telle que

||xnk _yl’lkH Z &.

Comme E est supposé uniformément convexe, donc il existe d(&y) > 0 tel que
[ Y, || < 2[1 = 6(&0)]

ceci contredit la propriété (2).

2. Conditions nécessaires : Supposons que E satisfait aux conditions de théoréme
et E n’est pas uniformément convexe. Alors il existe € > 0, et pour tout 6 = % il
existe deux suites x, et y, telles que

a- xall = llynll =1,
b- 2 = |lxl| + [yl > [t +yall > 2[1 = 3] = Tim|[x, + yu|| = 2,
c- |lxn —yal > €.
Le point ¢ contredit 'hypothése.
L]

A partir de la définition d'un espace uniformément convexe, nous avons le résultat
suivant :

Théoreme 2.2.10. Un espace de Banach uniformément convexe est strictement convexe.

Théoréme 2.2.11 (W. L. Bynum, 1971). Soit ¢ une fonction strictement convexe, stricte-
ment croissante et continue sur [0,2].

E est dit uniformément convexe si et seulement si pour toutes fonction ¢ comme ci-dessus
avec ¢(1) = 1, pour tout t € [0, 1],

a(t) = inf{@([lx+2y[) + @(lx —2y[]) =2 :[|x[| = [yl = 1}
est strictement positive.

Le théoreme suivant donne une propriété importante des convexes fermés dans un es-
pace uniformément convexe.

Théoreme 2.2.12. [57] Soit E un espace uniformément convexe et C un ensemble fermé,
borné et convexe de E. Alors C a un élément unique ug tel que

||luol| = inf{||u|| : u € C}.

Un résultat fondamental d a Milman-Pettis affirme que tout espace de Banach unifor-
mément convexe est reflexif. Ce résultat est souvent utile pour établir la réflexivité dans
les espaces de Banach.

Théoreme 2.2.13 (Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément convexe est re-

flexif.
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2.2. Notions de convexité

Définition 2.2.14 (J. A. Clarkson, 1936). Soit [E un espace de Banach de dimension
supérieure ou égale a 2. Soit 0 < € <2, le module de convexité de |, noté o , est défini par

Sp(e)=inf{1—||3(x+y)||, xyeSE), |x—y|>¢}.

[E est uniformément convexe si g (€) > 0, pour tout € € ]0,2].

2.2.3 Certaines généralisations de 'uniforme convexité

La généralisation des espaces uniformément convexes peut étre considérée comme
I'étude des propriétés intermédiaires a la stricte convexité et 'uniforme convexité. Dans
ce qui suit nous donnons certaines de ces généralisation comme par exemple, I'uni-
forme convexité locale, 'uniforme convexité dans toute direction , la" midpoint" locale
uniforme convexité , ces propriétés s’averent aussi importante dans les applications.

1. La locale uniforme convexité

Définition 2.2.15 (A.R. Lovaglia, 1955). E est dit localement uniformément convexe
(LUC) si pour un € > 0 donné et x € E, ||x|| = 1, il existe §(x,€) > 0 tel que pour tout
yeE, |yll=1, [[x—y|| > €, on a alors l'inégalité suivante :

lx =yl <2[1 - 6(x,é€)].

Définition 2.2.16 (A. R. Lovaglia, 1955). Soit une fonction J : |0,2] x S(E) — [0, 1]
définie par
8 (€,x) =inf{1— H% (x—i—y)H :yeS(E), |x—y|>¢€},

O : module de convexité locale de [E.
[E est dit localement uniformément convexe si

Og (€,x) >0, Vee]0,2], Vxe S(E).

Nous avons aussi la caractérisation séquentielle de la LUC.

Théoréme 2.2.17. [42] E est localement uniformément convexe si et seulement si
pour chaque x € S(E) et chaque suite y, € S(E) (ou B(E)) tels que 3(|lx+ynl|) = 1,
ona

[yn —x[] = 0.

2. La “midpoint” uniforme convexité locale

Définition 2.2.18 (K. W. Aderson, 1960). E est dit “midpoint” localement unifor-
mément convexe (MLUC) si pour tout x dans E et x,, y, deux suites de E telles que

x| =1, lim||x,|| = lim|[y,|| = 1, et lim|[2x— (x, +ya)[| =0,
alors
lim ||x, — y,|| = 0.
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Théoreme 2.2.19 (R. E. Megginson,1984). [42]. E est “midpoint” localement uni-
formément convexe si et seulement si toute boule fermée B dans [E est un ensemble de
Chebyshev approximativement compact, i.e. Vx € E, 3!y € B tel que d (x,B) =d (x,y).

. L’uniforme convexité dans toute direction

Définition 2.2.20 (A. L. Galkavi, 1962). Un espace de Banach E est dit uniformé-
ment convexe dans toute direction (UCED) si pour tout z # 0 dans E et x,, y, deux
suites de E telles que

lim ||x,|| =lim||y,|| =1 lim|x,+ya|| =2 x0—yn = anz,

alors

lima, = 0.

Définition 2.2.21 (A. L. Galkavi, 1962). Soit une fonction Jg : ]0,2] x (E\ {0}) —
[0,1] définie par :

8z (e,—z) =inf {1-||5 (x+y)|| : x,y € S(E), [lx—y|| > &, x—y=az},

O : module de convexité directionnelle de E.

E est dit uniformément convexe dans toute direction si
Or(e,—2z) >0, Vee]0,2], Vz€ Sg.
L’uniforme convexité dans toute direction est aussi caractérisée comme suit

Vxn, z€ R, ||xn|| = 1, ||xn+z|| = 1 et ||2x, +z|| — 2 implique z=0.

. La k—convexité

Définition 2.2.22 (K. Fan & I. Glicksberg, 1958 ). Soit k > 2 un entier. L’espace E
est dit k—convexe (kC) si toute suite (x,) dans E vérifiant

lim =1
MYyl =700

k
K Y X,
=1

est de Cauchy.

. La H—propriété

Définition 2.2.23. Si x, — x (— désigne la convergence pour la topologie faible
o(E,E*)) et ||x,|| — ||x|]| = 1 implique x, — x en norme alors on dit que x est un
H—point de B(E) . Si tout point x € S(E) est un H—point de B(E) on dit que E
posséde la H—propriété ou la propriété de Radon-Riesz ou bien Kadec klee.

. La k— uniforme convexité

Définition 2.2.24 (I. Glicksberg et al., 1958). E est dit k-uniformément convexe
(k-UC) si pour toute suite x, dans E avec ||x,|| =1 et
h_ﬂrij(x"l + ..t xn,) = 1, alors

n;

lim(x, — x,,,) = 0.



2.3. Exemple d’application de la géométrie des espaces de Banach

k est un entier > 2.

Proposition 2.2.25. [42] Tout espace de Banach E localement uniformément
convexe, possede la H-propriété

Démonstration : Supposons E est LUC et pour toute suite x, dans E et x € E tels
que |[x,|| — ||x||=1etx, —x

On a: x, — x, donc pour toute F € E*, on a F(x,) converge vers F(x) de la linéarité
de F on peut écrire

F(%(xn—kx)) = %F(xn) +%F(x) — F(x).

Donc,

1
—(xp+x) — x.

2
On utilise la semi-continuité inférieure faible de la norme. Il vient que

ool N | 1
[l < Timinf || 5 (o +x) | < liminf(2 [lxal + 5 [lx]]) = [|x]]

Donc,
1
|5 6o +0)l = 1,
comme E est LUC de la caractérisation séquentielle de la LZUC on a ||x, — x|| — 0,
et donc E possede la H—propriété. O

Proposition 2.2.26. [42]
— Tout espace uniformément convexe est localement uniformément convexe.
— Tout espace localement uniformément convexe est strictement convexe.

Le lien entre les différentes propriétés de convexité d'un espace de Banach est donnée
par la Figure

2.3 Exemple d’application de la géométrie des espaces
de Banach

Dans cette section, nous présentons un exemple d’application de la géométrie des es-
paces de Banach dans le probléme de recherche de la meilleure approximation :
Meilleure approximation. Soit [E un espace de Banach, C un sous-ensemble de E et x
un élément dans E. Si il existe y dans C tel que

|x—y|| =inf|jx—c|| : c € C.

Alors y est appelé une meilleure approximation de x dans C, noté par y € w(x\ C). La
correspondance multivoque Pc: x — m(x\ C) est appelée une projection métrique. En
particulier, si Pc est univoque, il est alors appelée meilleur approximation, notée x(.\ C).
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FIGURE 2.1 — Le lien entre les propriétés de convexité.

1. Si C n’est pas faiblement compact, on peut avoir 7(x\C) =0 pour un x € E\ C.
2. Si C est faiblement compact, alors (x\ C) # 0 pour tout x € E.

3. SiE est un espace de Banach reflexif et C est convexe fermé alors 7 (x\ C) # 0 pour
tout x € [E.

4. SiE estun espace de Banach reflexif et strictement convexe et C est convexe fermé
alors m(x\ C) # 0 est réduit a un seul élément.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme de Doob, [17]). Soit (Q,X,P) un espace probabilisé, (¥,)
une suite de c—algébre dans X,

L CXC...Clo=JZ,
n

ou
21 D% C .. D= )En

Alors, pour chaque variable aléatoire B dans L*(Q),
IE(B\Zn) —E(B\Zw)|l12 =0 (n— o).

Ou E(B\ L,) est I'espérance conditionnelle de 8 sachant %,.

En outre, il est bien connu que E(B\X,) = n(B\ Cy), oit C, = {x € [*(Q) : x est T, —
mesurable}, et C. = J,,Cy, lorsque C; C C;... tandis que C. =(,,C, quand C; D C,...

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme Doob.
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Théoreme 2.3.2. Soit E un espace reflexif strictement convexe posséde la H-propriété.
Alors pour tout ensemble convexe fermé C; CCy C ... CCoo =, CrouC; DCy D ... D Coo =
NC, dans E et toute x cE,on a :

17\ Cr) =R\ Ceo) | 20 (1 — o).

Démonstration : 1. SiC,Cc G, C ... CCa,
ona

X =mOAC)] 2 [l =LA C) [ = . 2 [lx =\ Co)
et donc
i [lv— 0\ G| > e = 20\ G
Comme 7(x \ Cs) € Cs, On peut trouver une suite u, dans C, telle que

n1_1>r£wun =7m(x\ Cx),

ce qui implique que ||x — 7(x\ C,)|| < ||x — u,||. Par passage a la limite, on obtient :
lim ||x—7(x\Cy)|| < |Jx—m(x\ Cx)l|. Ce qui signifie

n—y+oo

lim_[x—7(x\Co)l| = [lx = 7(x\ Coo) .

n——+oo

E est reflexif. De plus la suite {n(x\ C,)} est bornée. En effet,
172\ Call < e = A Ca) [+ [l < [lx = 2\ CI| -l

Dongc, il existe un sous-suite {7(x\ C,, } de la suite {n(x\ C,} faiblement conver-
gente vers u (w(x\ G, ) — u).

Comme C., est convexe fermé, il est faiblement fermé, on déduit u € C...

Par conséquent,

[l = ]| < Yl = (A G )| < [l = e\ Co) .

En utilisant la strictement convexe de E, on obtient 7(x\ C») = u. Finalement,
comme E vérifie la H—propriété, on déduit m(x\ Cy,) = m(x\ Co).

2. Maintenant, nous supposons C; O C; D ... D Cw.
la suite {m(x\ C,)} est bornée. Alors, il existe une sous-suite {7(x\C, } de la
suite {m(x\ C,} faiblement convergente vers v € C., par la stricte convexité de
E et [[x—v| < lilion —w(x\Cy)|| < |lx—7(x\ Cs)||, on déduit 7w(x\ Cs) = v. Si

1i£1\|x— n(x\Cp)| < |lx—7m(x\ Cs)||. Par la H—propriété de E on obtient

22\ Cp) — m(x\ Cuo).
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CHAPITRE

3

Propriétés structurelles de I’espace
de Besicovitch-Musielak-Orlicz des
fonctions presque périodiques
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3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de compléter 'étude de la classe de Besicovitch-Musielak-
Orlicz des fonctions presque périodiques B? — p.p. introduite initialement dans [55] et
reprise dans [23]. Rappelons que I'étude faite dans [55] porte sur la caractérisation de
la stricte convexité et de 'uniforme convexité de 'espace B® — p.p. muni de la norme
de Luxemburg. La définition de la presque périodicité considérée est celle obtenue via
I'approximation par des polynomes trigonométriques généralisés au sens d’'une norme
de type Luxemburg ||.|[ze, dite norme de Besicovitch-Musielak-Orlicz. Dans [23], les
auteurs se sont intéressés a 'étude de deux propriétés topologiques (réflexivité et dua-
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lité) et d’'une propriété géométrique (stricte convexité) de I'espace B — p.p. muni d’'une
norme du type Orlicz. Notre démarche dans ce chapitre consiste a :

1. établir une caractérisation de la classe B® — p.p. du méme type que celle obtenue
par Danilov dans [25].

2. établir un résultat d’approximation des fonctions de B? — p.p. par des suites de
polynémes de Bochner-Fejer. Ce dernier résultat nécessite une hypothese supplé-
mentaire sur la la fonction de Musielak ¢ dite la 7-bornitude.

3. étudier d’autres propriétés de convexité de I'espace B? — p.p. muni de la norme de
Luxemburg, intermédiaires a la stricte convexité et 'uniforme convexité. Nous
avons démontré que la locale uniforme convexité (LUC), l'uniforme convexité
dans toute direction (UCED) et la H-propriété sont toutes équivalentes a la stricte
convexité dans B® — p.p., muni de la norme de Luxemburg. Ce résultat généralise
celui obtenu dans le cadre des espace de Besicovitch-Orlicz [7, Theorem 1].

3.2 Présentation de ’espace Besicovitch-Musielak-Orlicz
des fonctions presque périodiques B? — p.p.

3.2.1 Définitions et notations

Nous considérons une classe restreinte de fonctions de Musielak-Orlicz

Soit donc ¢ : R x [0, +oeo[— [0, +oo[ une fonction continue sur R x [0, +oo[ vérifiant :
1. VieR,0(t,u) =0, ssi u=0,
2. Vt € R, ¢(t,u) est une fonction convexe par rapport a u € [0, +oo],

3. Yu € [0,+o0[, ¢(t,u) est une fonction périodique par rapport a ¢ € R, la période 7
est fixée indépendante de u € [0, +c|. Sans perte de généralité, on peut supposer
T=1.

4. Pour tout @ > 0, ¢ (o) = inf,cr{ (¢, @)} est strictement positive.

On note par Ll(’;C(R) le sous espace de fonctions ¢—localement intégrales, i.e. le sous
espace des fonctions Lebesgue mesurables dans R (.# (R)) telles que pour chaque com-
pact K C R, il existe Ax > 0 pour lequel [, @(¢, Ak |f(z)|)dt < +oo.

la fonctionelle

ppo L[, .(R) — [0,+]

1 4T
S — o) =timsup— [ "o(t,|f (1), 3.1

T—s4e0 2T

est une pseudomodulaire convexe [48].
On définit 'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz associé a cette pseudomodulaire par

BOR) = {f€Lf(R): lim pye(af) =0},

= {feL! (R):pge(af) <0, pour un certain o > 0}.
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3.2. Présentation de Uespace Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques B® — p.p.

L’espace B?(R) est muni naturellement de la (pseudo)norme de Luxemburg

IFllge =infik>0: ppo(1) <1}, FeBOR),

Sous la norme de Luxemburg, B?(R) est un espace de Banach.
Notons par < 'ensemble des polynémes trigonométriques généralisés , i.e.,

j=n
"
= {Pn(t) = ;aje’ i' aj€C,Aj €R, nEN}.

En considérant la fermeture de I'ensemble </ relativement a la pseudonorme ||.|[z¢,
on obtient une nouvelle classe de fonctions presque périodiques appelée espace de
Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques notée B® — p.p.,

BY—pp. = {fE€BP(R):3f, €/ k>0, lim pyo(k(f,— f)) =0}
= {f€B*R):Ify e, Tim ||fy—flgo =0}

La fermeture de 'ensemble <7 relativement a la pseudomodulaire pgo (.) permet de défi-
nir une classe plus large de fonctions presque périodiques appelée espace de Besicovitch-
Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques notée B? — p.p.

B —p.p.={f €B*(R): 3fu €/, 3ko >0, lim ppo(ko(fu—f)) =0},
on a clairement les inclusions suivantes :

B® —p.p.CB?—pp.C B?(R).

Si ¢(t,.) = |.|, on note respectivement les espaces par B' (R) et B' — p.p.. La notation
p1 correspond a la pseudomodulaire associée. Si en plus la fonction de Musielak-Orlicz
satisfait a la condition : pour chaque ¢ > 0 il existe un uy > 0 pour lequel @ > ¢ pour
u > ugy et € R [48] on obtient les inclusions : BY — p.p. C B! — p.p.

Un résultat fondamental concernant les fonctions B? — p.p. est le fait que, si f € B? —
p.p. alors ¢ (.,|f(.)]) € B' — p.p. [47]. Cette propriété garantit 'existence de la limite
(3.1).

Définition 3.2.1. [47] On dit que ¢ vérifie la condition-Ag1 (o € Agl) s’il existe k > 1 et
une fonction non négative mesurable h telle que pgi(h) < +oo et @(t,2u) < k@(t,u) + h(t)
pour toutu>0et u—p.p.t €[0,1].

On dit que ¢ vérifie la condition-V’f1 (pe vg‘) si sa fonction complémentaire y donnée
par la formule
y(t,u) =sup{uv—@(t,v)}, pourteR etu>0

v>0

7 epe o . 1
vérifie la condition A% .
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Remarque 3.2.2. Citons le fait important suivant [47] : ¢ satisfait la condition Al; si et
. . . .. 1 N . . . . o 0
seulement si @ satisfait la condition AL, cest-a dire il existe k > 0 et un fonction positive h

1
avec [h(t)dt < +oo telle que
0

¢ (t,2u) < ko (t,u)+h(t), u—p.p t€[0,1] et u>0.

Remarque 3.2.3. 1. En vertu de hypothése ®(a) = inf,cr{@(¢, @)}, on déduit linjec-
tion continue suivante
B —p.p.—~B®—pp. (3.2)

puisque ® est une fonction convexe qui ne s’annule qu’en 0. On obtient en conséquence
Uinjection suivante
B —p.p.—B' —p.p. (3.3)

2. Notons que sans Uhypotheése de périodicité de la fonction de Musielak-Orlicz ¢, lin-
jection (3.3) a lieu aussi moyennant la condition suivante donnée par Musielak
(voir [50]], page 91) : pour tout C > 0 il existe une constance up > 0 telle que

@ > C pour u > ug et t € R, cette derniére peut se réécrire comme suit :

t
fim inf 201
Uu——+ootcR u

3. Observons aussi le fait important suivant :la fonctionelle f — || f||zo n’est pas une
norme sur B? — p.p.. (C'est une semi-norme). En effet, pour toute fonction f € B? —
p.p. et toute fonction g € L? (R), on a

1Fllge = 1f +&llge
puisque ||g||ge = 0. En particulier; on a L? (R) C B® — p.p..

La relation permet d’associer a toute fonction f € B® — p.p. une série de Bohr-
Fourier formelle :
Pour tout f € B'p.p., on appelle transformée de Bohr de f
I'application
T

T 1 —iAt 3. s
A=adp)= tim [ e Mdi= lim a(2.P,)
-T
ou P, est une suite de polynéme de trigonométrique approximante de f. On appelle
spectre de f € B p.p. la partie de R définie par

o(f)={A eR:a(d,f) #0}.

Pour tout f € B! — p.p., les propriétés suivantes sont vérifiées
—o(f)c U Na(h),
keNn>k

— lim a(A,f)=0,

Al =toe
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— o (f) est une partie au plus dénombrable,

— o(f)=¢p<=aL,f) =0« f=0.
Les éléments de o (f) sont dits exposants de Fourier de f. La série de Bohr-Fourier
associée a f € B! — p.p. est définie de la facon suivante :

f@~ L a( et

Aeo(f)

Les questions concernant la convergence de la série de Bohr-Fourier ne sont pas consi-
dérées dans le cadre de cette these.

3.3 Caractérisation des fonctions de B? — p.p.

Danilov [25] a considéré la classe B” — p.p. (p > 1) dans le contexte des fonctions a
valeurs dans un espace métrique (E,d) (séparable). Celles-ci ont été définies comme
fermeture de I’ensemble des fonctions S” — p.p. au sens de la métrique de B” — p.p.

En utilisant le théoréme de Fréchet (voir par exemple [41]), 'espace métrique (E,d)
(séparable) peut isométriquement s’injecter dans un certain espace de Banach (sépa-
rable). Grace a ce théoréme, on peut, sans perte de généralité, supposer que (E, ||.||) est
un espace Banach. Rappelons le résultat bien connu que lorsque p = 1, la presque pé-
riodicité via 'approximation soit par des fonctions Stepanoff presque périodique, ou via
des fonctions Bohr presque périodique ou méme via des polynomes trigonométriques
(au sens de la semi-norme de Besicovitch) sont toutes identiques.

On note par E’ I'espace normé E lorsquil est muni de la métrique tronquée ||.|' =
min (1, ||.||) et par M, (R, E) 'ensemble des fonctions localement p—intégrables de R dans
E. Pour une partie mesurable A C R, soit

()= T S (AN[-T,47]). (3.4)

la "sous-mesure" associée a 'ensemble A. Il est démontré dans [43] que [iz n’est pas une
mesure car ne jouit pas de la propriété de la c—additivité, ni de la propriété d’extraction.
Nous disposons du contre exemple suivant :

Contre exemple 3.3.1. Considérons les deux suites de fonctions {fu} 1 ,{8n},> de B? (R)
définies par

falt) = %[—n,n}(t)’
gn(t) = n%[fn,n}(t)v

étant donné iy s’‘annule sur les ensembles de mesure finie par rapport a la mesure de
Lebesgue . Nous avons

m
fon—f = 0 dans B? (R),
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gn—+g = 0 dans B®(R),
du fait que pour tout € > 0 et pour tout entier n,

HB {t S Rv |fn (x) _f(x)‘ > 8} :HB {t S R?%[—mn] > 8} :EB{[—H,H]} =0.

Néomoins, aucune sous suite ne converge lg.p.p. vers f = 0. Plus précisément, pour toute
bijection ¢ : N — N, nous avons Jo(n) converge vers 1, lig.p.p sur Ret gy ;) — o, lg.p.p..

Toutefois, nous disposons de la propiété de la croissance au sens de I'inclusion et de
sous additivité pour les réunions finies. Pour plus de détails sur les propriétés de i,
nous renvoyons le lecteur a [55]. Un résultat important donné dans [25] porte sur la
caractérisation de cette classe de fonctions (B” — p.p.). En effet, soit Mg (R,E) la partie
de M, (R,E) des fonctions absolument p—intégrables au sens de i, plus précisément :
pour f € M,(R,E), p > 1, on définit la quantité

§—+0 | Acr, T—+=2T
Hp(A)<é

+T
Bo(r) = Jim | sup T s [0l
.y

ol x4(.) désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A C R. Soit

My (R,E) = {f € M, (R,E) : B, (f) =0}.

On définit aussi la classe B— p.p.(R,E’) des fonctions Besicovitch presque périodiques
au sens de Danilov :

Définition 3.3.2. Une fonction f € .# (R,EE) est dite Besicovitch presque périodique au
sens de Danilov (et on écrit f € B— p.p.(R,E')) si pour tout € > 0, il existe une fonction
fe : R — E Stepanoff presque périodique telle que

T—+02T

+T
fim s [ min (L5~ felo)| D ar <
=T

Il s’agit bien de la presque périodicité au sens de Besicovitch lorsque la métrique de I'es-
pace d’arrivée est tronquée par 1. Danilov a démontré que la classe B— p.p. (R,E’) n’est
autre que la fermeture de 'ensemble u.p.p au sens de la topologie de la convergence en
. Plus exactement :

Lemme 3.3.3. f € B—p.p.(R,E) si et seulement si pour tous € >0 et n > 0, il existe une
fonction fen € o telle que

H{t eR:||f(t) = fen@)|| > €} <m. (3.5)

Ce lemme est donné sans démonstration dans [[25]. On se propose de le démontrer
ci-apres.
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Démonstration : Soient € >0 et n > 0. Soit aussi f € B— p.p.(R,[E’). Par définition, il
existe une fonction f; , € </ telle que

lim —/mm Hf fgm(t)H,l)dtgsn.

T—4o02

On a alors d’'une part

Hp{t eR:||f(t) = fen ()| > €} =Hp{t e R:min (|| f(t) — fen ()], 1) > €}

et d’autre part, en utilisant I'inégalité de Markov, on obtient I'estimation suivante

B {t €R:min (|| f(t) = fen ()], 1)>£}<— lim —/mm ([[£&) = fem@)]| ;1) dt

ET -+

d’ou .
Hp{teR:[|f(t) = fen(@)|| > €} < —en =n.
Inversement, soit € > 0, f et f; sont tels que

M {t €R: 0~ fel0)]| > 5} <5

Posons Qe = {r € R: || f(t) — fe(t)|| > €} . Notons par Q¢ le complémentaire de Q.. On a
alors

lim —/mln |f(2) — fe(t)||,1)dt

T—+o?2
— ) 1 )
< im0 min(lrO - fO1 Dk Tm [ min(lF0) - f0)] 1)
[-T,+T]NQ¢ [-T,+T)NQS
< u (Qe)-i-z <eEe.
La démontration est ainsi achevée. O]

Cette derniere propriété des fonctions de B — p.p. (R,E’) est a la base de la caractérisa-
tion suivante :
B’ —p.p.(R,E)=B—p.p.(R,E)NM)(R,E).

Notons que les arguments utilisés par Danilov reposent aussi sur l'utilisation de 'ap-
proximation des fonctions B” — p.p. (R, E) par leurs tronquées.

Dans ce qui suit, nous allons généraliser ce résultat au cadre des espaces de Besicovitch-
Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques introduits initialement dans [47] via
I'approximation par des polynomes trigonométriques généralisés. Nous allons voir que
cette généralisation ne requiert aucune condition supplémentaire sur la fonction de
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Musielak-Orlicz. Commengons par introduire la classe M(?, (R,E) des fonctions des fonc-
tions absolument ¢—intégrables au sens de 11 : pour f € B? (R,E), on définit la quantité

By (f) = lim inf¢ k>0, sup lim 2T/ ( 1/ (2) )||)

5—+0 ACR T—+oo
Hg(A) <6

En utilisant les arguments utilisés par Hillmann, on peut facilement démontrer la refor-
mulation suivante de S, (f) :

+

— 1 If@)xa@)l .
Bo (f)= Sim Sup inf ¢ k> 0, Tlirilmﬁ/‘P( . Ip=Jim Sup £ 2allo -
Tip(4)<5 -7 fip(4)<3

L'inégalité B, (f) < || f|/go est clairement satisfaite. On pose

My (R,E) = {f € B*(R,E): By (f) =0}

La relation B, (f) = 0 signifie aussi que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour
tout ensemble A C R vérifiant iz (A) < 6, on a ||fxallge < €. Il est facile de voir que
L (R,E) C Mf”, (R,E). Les fonctions de B? — p.p. vérifient cette propriété au sens de la
modulaire pge. En effet, rappelons le résultat donné dans [47, Preuve de la Proposition
1].

Proposition 3.3.4. Soit f € B? —p.p. et (f,), C #/ la suite approximante associée a f,
alors Ve >0, 36 > 0, Ing € N tel que pour tout n > ng, U'implication suivante est vérifiée

VO CR, liz(Q) <6 = max(pge (fX0).Pse (fuXo)) <€
Comme conséquence directe de cette proposition, nous avons :

Corollaire 3.3.5. Soit f € B? — p.p. et (f»), C </ la suite approximante associée a f, alors
Ve > 0,36 > 0, Idng € N tel que pour tout n > ng, U'implication suivante est vérifiée

VO CR, tp(Q) <6 = max (HfXQHBqJ ) anXQHW) <Ee.

Démonstration : Soit € > 0, par la Proposition (3.3.4] il existe § > 0 et ng tel que : Vn >

no, YO C R, Tig (0) < 8= max (pso (£20) . psw (£40) ) <1, done max (| gl -l fixellpo) <
E. O

Grace a ce corollaire nous pouvons affirmer I'inclusion suivante :
B? — p.p.(R,E) C My (R,E).
D’autre part, on a
B? —p.p.(R,E)CB'—p.p.(R,E) C B—p.p. (R,E)
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3.3. Caractérisation des fonctions de B® — p.p.

d’oti I'inclusion
B? — p.p.(R,E) C My (R,E)NB—p.p. (R,E).

Inversement, soit f € M(?, (R,E)NB —p.p.(R,E'). Soit 1o est tel que sup,cjo ¢ (t,u) =
¢ (to,u), pour tout u > 0. Pour € > 0 donné, soit f; € < tel que

A5 (0e) =g {r € R:ull ()~ (0] > 507 (10, 1)} < 8

ol 6 > 0 est le réel donné par le fait que f € Mg (R,E). On a alors d’une part

max (|| fxo. o > | feX0e |l go) <

-lklm

et d’autre part

iWWFM@QZIm—J¢WW e(6) ) 205 (1)t

T+

< — .

= T—>+°°2T / (o, )> Xos ()di
€

< _.LLB (Qe) 5

u étant quelconque d’ot I'en déduit que

H(f—fe)XQg

En utilisant les estimations suivantes

If—fellge < ”(f_fe)XQEHB(o"'H(f_fe)%Q‘g' B
< ||f%Qg||B<p+||f£XQg||B¢+H<f_f8)XQ§ B

on déduit que

|f— f£HB<P_4+4+§:

L’inclusion inverse M((,’, (R,E)YNB—p.p.(R,E') C B® — p.p.(R,E) vient d’étre démontrée.
On vient donc de démontrer la caractérisation suivante :

Théoreme 3.3.6. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ¢,
B? — p.p.(R,E) =My (R,E)NB—p.p. (R,E).
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3.4 Approximation de Bochner-Fejer dans B? — p.p.

Dans ce qui suit, nous décrivons brievement la construction du polynome de Bochner-
Fejer associé a une fonction f € B! —p.p. (¢ > 1) telle qu’elle présentée par G. Bruno et
B. Grande [16]. Soit f € B?— p.p avec 6(f) = {A,..., Ay, ...} . Alors il existe un polynéme
trigonométrique P tel que o(f)No(Pe) # 0 et |P: — f||gs < €. Rappelons le résultat sui-
vant (voir par exemple Théoréme 3, page 53 de [11] ou [[16]), a tout € > 0, correspond
un entier positif N et un nombre réel positif 6 = §; < « tels que tout nombre réel 7 € R
vérifiant les N, inégalités Diophantines :

|Ajet| < 8(mod2m), j=1,...,Ng,

est un e—presque période de P.. au sens de Bohr. Ces dernieres sont aussi équivalentes
a l'existence de k € Z vérifiant
|AjeT—2km| < 6. (3.6)

G. Bruno et B. Grande [[16] ont notamment démontré que toute solution 7 € R du
systéme ([3.6]) est un e—presque période de P; au sens de la (semi)-norme ||.| .

Considérons le noyau de Fejer d’ordre n défini comme suit :

. 2<nt>
sin E
Fn (l) _ m S1 t% 2km
2

n si te2nZ.

Il est bien connu (voir par exemple [[11]) que
$ K[\ i
Fy(t) = - = .
0=3 (1-21)e

Ce noyau vérifie les propriétés importantes suivantes :
— F,(t) >0, F,(t)=F,(—t), YteR, Vn>1,

T T
— ///(FH)ZTETOO% fTFn(t)dt > [ Fu(t)dt =1, Vn> 1.
- —T

T
— Ya €]0, 7], lim,_e [ Fy(t)dt = 0.
o

Toutes ces propriétés sont illustrées a travers la représentation graphique de la
suite F, :
Posons maintenant

Ne
Fn’g(l’) = HFH(A‘].EZ.> :Fn(llﬂgt)"'Fn(AN&gt),
=1

S (R YR\ ST B
ki=—n
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FIGURE 3.1 — Graphe du noyau de Fejer d’ordre n, F, (1).

exp (—i (ngkl + /'Lz’gkz +...+ A’Ng,SkNe) t) .

fonctions F, ¢(f) sont appelées "noyau composite Bochner-Fejer". Notons que les

coefficients de la somme (??) sont tous positifs et ne dépassent pas 1, .Z (F,¢) > 1, et
les nombres A1 ¢, Ay ¢, ...An, ¢ sont linéairement indépendants dans QQ au sens suivant :

Soit {ay,0p,...,0,,...} une famille dénombrable de nombres réels. On dit que les o,

I =

1,2,... sont linéairement indépendants dans QQ si, pour tout entier p > 1 , les seuls

rationnels ry,r,,...,r, vérifiant 'équation :

r10p, + 10y, + ...+ 1p0ly, = 0

sontry =ry =....=r, =0.
Définissons ainsi

Las

i.

ii.

iii

Fp (1)
M(Fre)

uite {K,(¢)}, satisfait les propriétés suivantes :

Ky e(t) =

Kye(t) >0Vt € R,Vn € NK, (1) = Ky e(—1),

T
. 1 _
Tgl}klooﬁ_j; Kne(t)dt =1,Vn e N,

. Si Q¢ = {r €R, tel que. : |Ajt| > §(mod2rx), pour au moins j = 1,...,N¢ }, alors

lim supK, ¢ =0.

n——+oo Qg
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FIGURE 3.2 — Graphe du noyau de Bochner-Fejer K, ¢(f) lorsque n =4,5 et 6, et A; €

{l,n,\/i}..

Ci-apres la représentation graphique de K, lorsque n =4,5et 6, et 4; € {1, T, \/Q} .

Le polynéme de Bochner-Fejér est ainsi donné par :

T
0ne) = (Knexf) ()= Jim s [ Kuelo)fe—n)as
T

= Y a(A,Kne)a(A, f)expilx
A€o (Kne)No(f)

ou * désigne le produit de convolution en moyenne. Clairement, Q, ¢ est un polynéme
trigonométrique non nul, de plus 6 (Q,¢) C 6 (f), Vn € N. Il est démontré par G. Bruno
et B. Grande [16]] qu’il existe un nombre n € N tel que

|On.e = fllps < Ce
pour tout n < ng, ou C est une constante positive convenable.

Remarque 3.4.1. Nous avons tenté de généraliser ce résultat aux cas des espaces de
Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques. A notre surprise, on s’est
rendu compte que la définition de la presque périodicité de Bohr (via des €—presque pé-
riodes) dans le cadre des espaces de Musielak-Orlicz requiert une propriété d’invariance par
translation des espaces B? — p.p., en d’autres termes, si f € B? — p.p., a-t-on la translatée
fr, T € R, dans B? — p.p.? La réponse est négative en général, il existe bien des espaces
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de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques B® — p.p. qui ne sont pas
stable par translation. C’est le cas par exemple des espaces de Lebesgue a exposants variables
comme on le verra plus loin.

Dans ce qui suit, on suppose toutes les fonctions sont a valeurs dans un espace normé
(E,||.]])- La définition suivante est une adaptation de la définition 2.1 dans [16].

Définition 3.4.2. Pour chaque f € B® — p.p. et pour chaque suite (P,), C </ convergente
vers f, on définit la translatée de f;,, d'amplitude h, de la fagcon suivante

Tnf (x) = f(x+h) = lim B,(x+h).

n—yoo

On définit aussi Uaccroissement de f correspondant a h par

M (x) = Fet ) = £(x) = Tim Pa(x+ ) — Po().
Notons que Tj,f et A,f sont bien définis puisque les limite précédentes ne dépendent pas de
la suite P, qui représente f € B? —p.p..

Définition 3.4.3. Soit € > 0. Un nombre t € R est dite e-presque période de f € B? — p.p
au sens de B® — p.p. si Uinégalité suivante

|Azflge = inf{k > 0, ppe (A]Zf) < 1} <eg

est vérifiée. Dans la section suivante, en s’inspirant des travaux [49]], [|36], [3], on
donnera une condition suffisante (et nécessaire) sur ¢, dite "t—bornitude" garantissant
I'approximation des fonctions de B? — p.p. par des suites de polynomes de Bochner-
Fejer. On répondra au passage a la question d’invariance par translation des espaces
B?® — p.p., on montrera en particulier deux estimations importantes, a savoir

ITifllse < Cillflge,
lole|,, < cIflse.

B¢

pour certaines constantes convenables dépendantes uniquement de ¢.

3.4.1 La 7' _bornitude de la fonction de Musielak-Orlicz

Définition 3.4.4 ( [50, définition 7.11 (page 37)1). Une fonction périodique de Musielak-
Orlicz ¢ est dite T—bornée (au sens de Musielak) s’il existe deux constantes ky,k, > 0 telles
que

Ot —vu) <ki@(tku)+H(t,v) (3.8)
ot la fonction H : RxR — R™ est (mesurable) et 1-périodique par rapport a la premiére
variable et tel que h(v) = [, H(t,s)dt est bien définie et que hy = sup,cg h(v) < +oo et
h(v) — 0, lorsque v — 0" et 1.
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Ilustrons d’abord le réle et I'intérét de cette condition dans les espaces L?(Q) et B? —
p-p--

L'inégalité (3.8) pour une fonction ¢ de Musielak-Orlicz a été introduite par A. Ka-
minska [36] et par A. Kaminska et R. Ptuciennik [35] comme condition nécessaire et
suffisante pour que ||f(.+h)— f(.)|l, — O, lorsque & — 0 pour f € L?(Q), Q C R. On
exposera dans ce qui suit le résultat de A. Kaminska [36]. Si A est une partie de R et
h € R, alors A+ h désigne 'ensemble {r+h:t € A}.

L’opérateur translation 7, f : Q — E est défini comme suit

(Tnf) (1) :{ ft+nh)  siteQnN(Q—h)

0 ailleurs dans Q,

pour toute fonction f: Q — F mesurable (i.e. f € #(Q,E)) eth € R,
Observons le fait important suivant :

po(Tif)= [ olfe+nldi= [ ou—nlr@))di=pg,(f)

QN(Q—h) QN(Q+h)

a partir duquel on déduit que :

1. pour tout 1 € R, py, est une modulaire convexe sur .Z (Q,E),

2. pour tout f € L?(Q) et pour tout h € R, T),f € L% (QN(Q+h)),

3. HfH‘Ph = |Tifll, ot [|.[|, désigne la norme de Luxemburg générée par pg,,
4

. La propriété la plus remarquable ici est le fait que les espaces de Musielak-Orlicz
ne sont pas forcement invariants par translations, puisque si f € L?(Q), alors ces
translatées 7, f sont dans L?(Q) mais pas forcément dans L?(Q). [36] Bien en-
tendu, ce probleme se pose aussi dans tous les espaces du type Musielak-Orlicz,
en particulier dans les sous espaces de fonctions presque périodique au sens de
Bohr, ot les fonctions translatées jouent un réle primordiale.

Soit 6 > 0. A partir de la famille des modulaires {p(ph }h 5 On définit une nouvelle
<
modulaire convexe en posant

ps (f) =suppy, (f).

|n|<8

Comme py (f) = pg, (f) = Py (f), on a pe (f) < ps (f). L'espace modulaire associé a ps
sera noté par L (€2) et la norme de Luxemburg correspondante par ||.||5. On a donc

Ls(Q) = L?(Q),

de plus
1715 = sup 171y, = sup [Taflly

Ih| <5 In<s

pour toute fonction f € .Z(Q,E). La notion de la 7—bornitude est étroitement liée a la
continuité en ¢ —moyenne.
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Définition 3.4.5. Une fonction f € L?(Q) est dite continue en ¢@—moyenne si pour tout
€ >0, il existe 0 > 0 tel que

ITif ~fllg <& pour | <.

Si @ est une fonction d’Orlicz, alors toutes les fonctions de Uespace d’Orcliz L? () sont
continues en ¢—moyenne (voir [56]).

Le théoréeme suivant dil a Kaminska donne une condition nécessaire et suffisante pour que
les fonction de Uespace de Musielak-Orlicz L?(Q) soient continues en ¢—moyenne.

Théoreme 3.4.6. [36] Si E est séparable, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Toute fonction f € E?(Q) est continue en ¢—moyenne.

2. La fonction de Musielak-Orlicz ¢ est L' (@) _pornée, i.e., ils existent des constantes
et ¢ > 0 et une famille de fonctions mesurables g, : Q — R telles que l'inégalité

go(t—h,u)§¢(t,cu)+gh(t), (39)

est veérifiée pour tous u > 0,1 € QN (Q+h) pp, h€Ret
sup/ gn(t)dt < +oo.
<8 7

3. IIs existent des constantes M,8 > 0 telles que pour tout f € M(Q,X),

1fllp < sup[|Tuflly <M flly,

Inj<s
Cest a dire
L?(Q) = Ls;(Q).
Exemple 3.4.7. [36].

1. Dans 2.1.1 de [32] la famille X de fonctions k: T — [0,+oo[ telle que k € X si et
seulement si
k(l‘l —}—1‘2) < (1 —|—Cl|t1 ’Cz)k(l‘z)

est satisfaite pour tout ty, t, € T, ou ¢y, ¢ sont des constantes dépendantes de k. Les
fonctions de X sont continues et la fonction
sup k(t) +1)

1 k(tl)

Pi(t) =
appartient aussi a X. Par conséquent, nous avons
k(ti +12) < Pi(t1)k(t2) pour tout t;,tr € T et P(0) =1 < P(t)) Pour toutt € T.
Maintenant, il est facile de voir que la fonction
¢ (x,1) = @(x)k(r),
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olt ¢ : X — [0,+oo[ est une N-fonction sans paramétre, k € N satisfait la condition 2
du théoréme 3.4.6 avec la fonction g, est identiquement nulle.

2. Soit ¢ : R xR — [0, +oo[ donnée par

0 (x.1) = p(x)"",

olt ¢ : X — [0,+oo| est une N-fonction sans parameétre satisfait la condition A, et p(t)
est une fonction mesurable avec la propriété : p(t) > 1 pout tout t € R et A un sous
ensemble de R tel que p(t) est strictement monotone sur A. Cette fonction ¢ ne vérifie
pas la la condition 2 du théoréme 3.4.6, en effet

sup {(p(x)P(t_h)—(P(nx)P(r)} > Supq)(x)p(t) {(P(x)p(t—h)—p(t) _15(1)} — oo,

xe€R x€R

pour toutt € ANA+h,neNeth<0sip(t) est croissante et h > 0 si p(t) est décrois-
sante sur A, ou I, est un nombre positif tel que ¢(nx) < I,¢(x) pour x suffisamment
grand dans R.

Remarque 3.4.8. Lorsque Q = [0,1] (ou [a,b] avec a,b € R) et la fonction de Musielak-
Orlicz ¢ ainsi que la famille g, donnée dans (3.9)) sont 1—périodiques alors leur prolonge-
ments périodiques, notées respectivement @ et g, sont telles que :

a(l_hﬂ’t) S@(Cuat)—’—gh(l)? (310)

est vérifiée pour tous u > 0,t € Rp.p., he Ret

sup/ gn(t)dt < +oo.
[0,1]

|n|<8
. . . /. . 1 7 .
Inversement, toute fonction de Musielak-Orlicz 1—périodique et & ®) —bornée, sa restric-

. . 1 , ;o
tion & tout intervalle de longueur 1 reste t= (01) —pornée. On conclut alors le théoréme
sutvant :

Théoreme 3.4.9. Une fonction f € B? — p.p. est B® —continue, i.e. pour tout € > 0, il existe
0 >0 tel que
|Tif — fllge <& pour |h| <&

si et seulement si @ est T (1) _pornée.

Démonstration : <) La nécessité de la condition de L (0.1) _bornitude découle de
l'injection isométrique E? ([0,1]) — B? — p.p. (voir [47]), du Théoréme et de la
Remarque[3.4.8]

—>) Soit € >0, f € B® — p.p., il existe alors P; € 7 tel que ||f — Pe||go < min(%,2cd%).
Les réels positifs ¢ et d seront précisés plus loin. On sait que les polynémes trigonomé-
triques sont uniformément continus, il existe 8 = 0 (€) > 0 tel que pour tout k > 0 et
pour tout pour || < 9,

| €
T,Pe — P <-—<r,—),
Hhs SHOO—k(p 03
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ou fy est tel que sup,cy 1)@ (,u) = @ (to,u) , puisque @ est continue, et ¢~ ! est la fonc-
tion réciproque par rapport a la deuxieme variable de ¢ (qui existe puisque ¢ est une
fonction d’Orlicz par rapport a u pour chaque 7 € [0,1]. D’ou,

+T

o (k(TiPe—Pe)) = Jim 5 [ @0 KIPele-+) — Pelo)
-T

IN

hm—/(p b k|| TPe — Py||_) dt

1
_ /(p(t,kHTth—PgHw)dt
0

< sup @ (1.k[|ThPe — Pell.o)
+€[0,1]

< ofno (05)) =5

Soit 8’ > 0 le réel donné par la condition |3.10| Posons d = sup

Jio,11&n(t)dt. Sans perte

|| <8’

de généralité, on peut supposer que d > 1.

1 1
< Z
[0):14 (de (Thf — ThP8)> < szszT (0) (t,k f(t+h) Pg(t+h)||)

- szzT @(f b L0 -] ) a

< o dim /«p(z,c P0)] ) i
2d/ &lr)d
< _pB‘P< (f - PS))+;

d’ou 'en déduit I'implication

pBe (%(f—Ps)) < 1= pge <2¢11k

(Thf — ThPe)) <1
cette derniére signifie aussi

| T f — ThPe|lgo < 2cd || f — Pe||go

d’oti 'en déduit que pour tout |h| < &', on a || Ty f — TjPelgo < §.
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Finalement, en choisissant 11 = min (8, 6’), on aura pour || <1

1Thf = fllge < NThf = TuPellpo + | ThPe — Pellpo + || Pe — f1l o
< 8+8+8_8
-3 3 3 7
Ce qui acheve la démontration. O

Corollaire 3.4.10. Toutes les fonctions de lUespace de Besicovitch-Orlicz de fonctions

presque périodiques B® — p.p. sont B? —continues.
7 . . 7 1 . . . 1 ;
Démonstration : C’est immédiat puisque toutes les fonctions d’Orlicz sont 72 (0:1)) _bornées.

Si de plus ¢ € A, les fonctions de I'espace B? — p.p. sont aussi BY —continues. O
Dans ce qui suit, on adaptera la définition |3.4.4|au cas des espaces B® — p.p..
Définition 3.4.11. Une fonction périodique de Musielak-Orlicz ¢ est dite nB' —bornée s'il
existe deux constantes ky,k, > 0 telles que

¢t —vu) <ki@(tkwu)+H(t,v) (3.11)

ott la fonction H : RxR — R est (mesurable) par rapport a la premiére variable et tel que
sup,cg h(v) = SupveRmT—wfw% f[fT,T} H(t,v)dt = hy < +eo.

Notons que dans cette définition, on a relaxé la condition de périodicité de H par rapport
la premiére variable et on a aussi éliminé la condition h(v) — 0, lorsque v — 0" et 17.

Proposition 3.4.12. (Inégalité auxiliaire dans B? — p.p.) Soit f € B® — p.p.. Supposons
que ¢ est hB ' _bornée. Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de ¢ telle que

oL,

10 SClflge

pour toute suite de Bochner-Fejér associée a f.

Démonstration : Nous avons par définition Q;Qn (1) =(f*Kepn) (t) =AM (f (x+1)Ke (X))
Nous avons pour tout réel k > 0

+T

1/ ¢ 1 1
e (1 (0)) = Jim o [0 (1 htstr s e )
-T
| o |
< lim — -
< gim o [ o (vt (UGl Ken ()
-T
+T
en utilisant I'inégalité de Jensen a ¢ l'intérieur de [, et le fait .#, (K¢, (x)) =1, on aura
-T

+T
1 1
finr | 0 (1t (1760 Ken ) ) )
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Th_Igo—//// {Kento (g lrternl ) bar

+T +X

= limi lim — {Kg_‘n(x)(p<t,%||f(x+t)||)}dxdt.

T—e2T T%MzX
-T —X

IN

Par le lemme de Fatou, on aura
, +T | +X .
lim — [ lim — {K&n (x) @ (t,%Hf(x—H)H)dx} dt

-T —X

+T +X

< Tlg;}}ggoz—z— / /{ (r —Hf(x+t)||)}dxdt

a cette étape, on utilisera le théoréme de Fubini apres avoir fait le changement de
variable suivant : x = u et x+¢ = v, on aura donc

+T +X

Tli‘l,)}f;ﬁﬁ//{ (r —]|f(x+t)||)}dxdt

< _ _ _
< lim % /Ken }l_r}:ozT/{ (v u, Hf( )H)}dv du
1 1 +T 1 +T
o b 1 ka — 1
= xl—flzx/KE’”( T/{k (v I >H>}dv+rlflozT/H(v’”)dv du
X —-T -T
1 +T
< Tim— =2 —
< ThgioZT {kup(v Ilf (v )}a’v+ lim /Kgn
T

k
< kipge (27]() + ho.

Sihg<1letk; <1, onaura

oo (g (04)) < 5o (57) 43 <30 () 42
d’otu 'en déduit que si {k > 0, ppe (%) < 1} C {k >0, ppe ( (Q )) } et donc

< 2k || f1l o -

oL, .
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Sihy<1etk; >1,onaura
PBe (%kl (Qé})) < %Pm’ (%) +%
d’ou 'en déduit que si {k >0, ppe (%) < 1} C {k >0, ppe (ﬁ (szcn)) < 1} et donc

oL,

o = 2k2k1 £l o -

Sihg>1etk; <1,onaura

1 I (hf) 1
< Z 2 z
Pre (2khok1 mf)) = 2”3””( k >+2

d’ou,
oL,

Finalement, si iy > 1 et k; > 1, on aura

1 f 1 kf\ 1
< Z Za) Z
PBo (2kh0k1 <Qe,n>) < 5PBe ( X ) +3

d’ot 'en déduit que si {k > 0, ppe (%) < 1} - {k >0, ppe <m <Q£n>) < 1} et donc

<
Lo = 2hoka £ go -

|oL,

2o < 2hokika || fl go -

11 suffit alors de poser C = max <2k2, 2kiko,2hoko, 2hok) k2> , on obtient

<
10 SCl Al

[

]

Théoreme 3.4.13. Supposons que @ est nB' —bornée. A toute fonction f € B® — p.p. cor-
respond un suite approximante de Bochner-Fejér au sens de la norme ||.|| g -

Démonstration : Soit P, un polynéme trigonométrique (ou méme une fonction Bohr
presque périodique) tel que
€
Pl < ——
17 =Pl < 57873
ou la constante C sera précisée ultérieurement. Soit ngn le polynéme de Bochner-Fejer
associé a P, on sait qu’il existe ng € N tel que
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3.4. Approximation de Bochner-Fejer dans B? — p.p.

On exploitera I'inégalité triangulaire suivante

|-l

< f —Pellgo +||Pe— OB, + || 0L

B¢
PS PS
< F = Pellgo + || P — O +HQf

< [f = Pellge + || Pe — gfn w+CHf—Pe||3<p

d’otu 'en déduit que H f— an . <€, Vn>ng.
Dans les estimations précédentes, on a utilisé le fait que 'opérateur de Bochner-Fejer
est un opérateur linéaire, cette propriété est largement utilisée dans la littérature sans

démonstration. Une démonstration détaillée de cette propriété se trouve dans la réfé-
rence [4] O

Proposition 3.4.14. Soit f € B? — p.p. telle que

Z (An, f)exp (idyx) .

Supposons que @ est hB' —bornée. Alors pour tout € > 0, il existe un entier positif N et
un nombre réel positif § < 7 tels que tout nombre réel T € R vérifiant les N inequations
Diophantines :

|A,T| < & (mod2rm), (n=1,2,...,Ng)

est un e—presque période de f au sens de B® — p.p..

Pour la preuve de cette proposition, on a besoin de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.4.15. Soit f € B® — p.p.. Supposons que ¢ est hB' —bornée. Alors il existe une
constante C > 0 qui ne dépend que de ¢ telle que

ITefllge < ClIfllge - (3.12)

Démonstration : Soit f € B® — p.p.. Nous avons pour tout réel k > 0

+T

1 — 1 1
w (@0) = Jinor [o(nplraenn)a
7

Joe 1 . . .
On utilisera la 48 —bornitude de ¢ et le changement de variable suivant : 4+ 7 = u, on
aura

+T

— 1 1
I <P(t,z||f(t+f)\|)dt
-T
< hm—/qu)(u ey )||>du+l1m—/Hu 1)d
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ko
= klpgfp(k )-l—hrr:oﬁ/Hur

ko
< kippe (kf) +ho
Sihg<1letk; <1, onaura
ki ko f 1 ko f 1
PBe ( (Trf)) PB¢(k)+2_2PB¢<k)+2
d’ou I'en déduit

1T fllge < 2k2 | f || go -
Sihy<1etk; >1,onaura

pue (g ) < 50 (2] 45

HTTfHB<P < 2kyky ||f||B<P-

d’ou I'en déduit
Sihg>1etk; >1,o0naura

| 1 (hf) 1
Pse (Zkhok ( Tf)) 2PBe <7>+§

1T f || go < 2hokikz || f]| 5o -

Finalement, si iy > 1 et k; < 1, on aura
1 1 kyf
Pae (Zkhok ( Tf)) pB‘”( k >+2

1T f g < 2hok2 (|| g -

11 suffit alors de poser C = max <2k2, 2k1ko, 2hoko, 2hok1k2> , on obtient

d’ou I'en déduit

d’ou,

1T fllge < C I flge - (3.13)

Preuve de la Proposition [3.4.14|Soit € > 0, f € B — p.p., il existe donc un polyndéme
trigonométrique P; tel que

&
—P, < ==,
I =Pellr < 57

ou C est une constante positive qui sera précisée par la suite.
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3.4. Approximation de Bochner-Fejer dans B? — p.p.

On pose
Ne
P:(x) = Z Bexp(idqt),
n=1
et N
d="Y |[Bull
n=1

. / .. ([)_1 ([0,%)
Soit un réel positif 6; < ——7**.

On définit un nombre réel 0 < § < 7 par '’équation suivante

lexp(id) — 1| = 4.
Soit maintenant 7 la solution des inequations
lexp(id,T) —1| < 01. (n=1,2,...,N¢)
Il est clair que I'inequation |A,7| < 0 (mod2w) est équivalente a I'inequation

|exp(idaT) — 1| < |exp(i8) — 1| = &,

Ona:
+T
pu (TP —B) = Jim [ o(1IR (15~ P (0)] e
R
= Thg;ﬁ / (0] (t, ;Bnexp(ilnt)(exp(iln’c) —1) ) dt

IA
5
|

1 +T N
fim - [ o (t, Y 1B, [exp(iA,T) - u) dr

I
o\__
S
N
\’N
QU
ASg
N
QU
-~

IA

m,0lee)

oln (05)) =

€
| TePe — Pel[go < 5

IA

D’ou I'en déduit que

On utilisera I'inégalité triangulaire, on aura
5

ITef = fllse < [|Tef = TePellpo + || TcPe — Pel|pe + [|Pe — £l 5
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€
< (C+1)’|Ps—f”B<P+§
(C+De €
- o2C+1) 2

3.5 Outils de convergence dans B? — p.p.(R)

Pour la suite de ce chapitre, on se placera dans le cas E = R.
Trois concepts de convergence peuvent-étre définis dans I'espace B? — p.p.(R).
— La convergence en norme de Luxemburg.
— La convergence modulaire.
— La convergence au sens de la sous mesure fi; définie par la formule (3.4). Pour
rappel, cette derniére se traduit comme suit :

Définition 3.5.1. [43] Une suite {f,} C B?(R) est dite uz— convergente vers f € B?(R)
lorsque, pour tout o > 0, on a

limTp{x € R: [fu(x) — f()] > &} =0.

Remarque 3.5.2.
— La fonction d’ensemble 11y est nulle sur les ensembles de mesure finie par rapport a
la mesure de Lebesgue .
— Si {fu}n>1 et {gn}n>1 sont deux suites de fonctions mesurables, [1z—convergentes
vers f et g respectivement, alors pour tout nombres réels o et B la suite {of, + Bgn}
est aussi Lz— convergente vers o.f + B g.

Nous donnons ici quelques résultats techniques qui constituent les outils de travail dans
cet espace.

Lemme 3.5.3 ( [47], [46]]).

(i) Soit {fn},>1 C B? (R) une suite de fonctions convergente au sens de la modulaire vers
f€B?(R). Alors, {fu},> est {g—convergente vers f.

(i) Soit {fu},>1 C B! (R) une suite de fonctions fiz—convergente vers f € B! (R). Sup-
posons qu’il existe une fonction g € B! — p.p. (R) telle que max (|f,|,|f]) < g. Alors

Timpi () = p1 (/).

Lemme 3.5.4 ( [47]], [46]). Soit f € B? — p.p.. Alors

1. ||fllge < 1si et seulement si pgo(f) <1,
2. ||fllge = 1 si et seulement si pgo(f) = 1.
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3.5. Outils de convergence dans B® — p.p.(R)

Lemme 3.5.5. [47] Soit ¢(t,u) strictement convexe par rapporta u>0et {f,},{g,} deux
suites de fonctions dans B® — p.p.(R) telles que, pour un certain r > 0, on a

) 1
pee (fn) <1, ppo(gn) <r et r}1_r>ro1°p3<p (5 (fn -|-gn)) =r

Alors, la suite {f, — gn}, est Lg—convergente vers zéro.

Proposition 3.5.6 ( [47], [46]). Notons toujours par .# (R) Uensemble des fonctions
Lebesgue mesurables dans R, et L? ([0, 1]) Uespace usuel de Musielak-Orlicz

L ([0,1]) = {f € .#(R) : I >O,/01(p(t,7t vert f(1)|)dt < +oo}.

Soit f € L?([0,1]). Alors,
1. Si fest Uextension périodique de f a R ( avec une période T=1), on a fe B® —p.p.
2. Linjection i : (L? ([0,1]),]-lze) = (B® — p.p.(R),||.llp), i (f) = f est une isométrie.
Lemme 3.5.7. Soit f € B?(R). Alors, 1_1>r}rl ugi{teR, |f(t)] >n}=0.

Démonstration : f est dans B? (R), alors il existe o > 0 tel que pge (o f) < oo. Pour tout
entier naturel N, soit fy la troncature de f i.e.,

£y i 17 0] <
o= {0 ol

Posons Ey = {t € R,|f(t)| > N}, tenant compte de la convexité de ¢, on a pour chaque
NeN:

peo(atfy)

pae (A fNXEY)
PBe (aNXEN)
¢ (aN)E(EN).

ppe(0f)

AVARLY,

v

En faisons tendre N vers l'infini, on aura :

lim U, (Ey) =0.
NIELNB<N> 0

Lemme 3.5.8. Soit f € B? — p.p.. Alors, on a Uéquivalence suivante

ppo (f) =0ssi f=0 Ti p.p.

Démonstration : L’affirmation ppe (f) =0 implique f =0 Ty p.p. est une conséquence
directe de (i) du Lemme [3.5.3]
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Montrons maintenant que si pge (f) > 0, alors, il existe deux nombres réels o, 6 > 0 tels
que
HplteRf(1)] > a} > 0.

Supposons le contraire, i.e. pour tout n > 1

S | =

Hp{Gn} <
avec G, = {t €R,|f(t)| > 1} . En utilisant (Lemma 4, [47]), on obtient :
lim pgo (f%G,) = 0.

D’une autre part,
N . 1
pse (fxc;) < sup@ (I,—) i (Gy,) <sup@ (t, —) : (3.14)
teR n teR n

en faisons tendre N vers l'infini dans (3.14)), nous obtiendrons :

lim pgo (fx6s) = 0.

n—r—-oo

Nous avons, pour tout n > 1

pse () < pae (fX6,)+Pae (fXc:) - (3.15)

Par conséquent, pour n suffisamment grand, le dernier terme de I'inégalité (3.15]) peut
étre rendu plus petit que tout € > 0. Donc, pys (f) = 0 qui est une contradiction. O

Lemme 3.5.9. Soit { f,,} une suite de fonctions dans B? (R) telles que f, est [Lz—convergente
vers f € B?(R). Alors, la suite (¢ (.,|f(.)])), est Hz—convergente vers ¢ (.,|f(.)|) dans
B'(R).

Démonstration : La continuité de ¢ est suffisante pour montrer le résultat souhaité. La
méthode développée ici est inspirée de la preuve de la proposition 1 dans [47]. Par le
Lemme pour tout 6 €]0, 1] il existe un M > 0 tel que

Hp{t R, |f(1)| =M} <6.
Soit maitenant € > 0, on considere ’ensemble
Gy ={t eR,|f(1)| =M}U{t eR,|fu(t) — f(1)| = €}

La fonction ¢ est continue sur R x [0,+oo[, elle est aussi uniformément continue sur
[0,1] x [0,M + €]. En outre, en utilisant la périodicité de ¢(¢,u) par rapport a t € R, il
s’ensuit que ¢ est uniformément continue sur R x [0, M + €].

Alors, il existe 1 > 0 tel que I'implication suivante :

@ (&1 fn () =@ (@ [f D] > = [fult) = f(1)] >n,Vt € G,
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soit vérifiée.
D’une autre part, comme { f, } est liz—convergente vers f, on déduit que

Jm [ {7 € G lo (@1 fu(0)]) —@ (1, f (1)) > e} =0 (3.16)
par conséquent,

Bp{t € R, (¢, /o (1)) =@ (1, f (1)) = €}
Bt € Gu @ (¢, [fu()]) — @t [f (1)) = €}
+opf{t € Gyl (1 (D)) —@ @, 1f (0))] = €}
b (Gn) +Hpit € Gy lo @, [/ (D) —@ @, (0)])] = €}
Ep{t €R,|f ()] = M} +Hpf{t € R, [/, (1) - f ()| = €}
+ip{t € Gy lo (6L () =@ (1 [f (D)D) = €} -

Finalement, en faisant tendre n vers l'infini et en utilisant le relation (3.16]) on obtient :

Jim Ty {t € R (1154 (1)) ~ 0 (0.1 ()| > €} < 6.

IN

IA A

Comme 6 est choisit arbitrairement dans ]0, 1|, nous pouvons affirmer que : {¢ (.,|f4|)},
est [Lz—convergente vers @ (., |f]). O

Corollaire 3.5.10. Soit {f,},~,; une suite de fonctions dans B? (R), z—convergente
vers une fonction f € B® — p.p. . On suppose qu’il existe g € B? — p.p. telle que : max (|f,(t)],]f(1)]) <
g(t), Vr € R. Alors

lim pgo (f) = ppe (f) -

Démonstration : Tout d’abord, on remarque que dans la preuve de (ii) de Lemme[3.5.3]
(voir Lemma 4 de [47] et Lemma 2.6. du [46]]), on peut supposer {f,},~, et f dans
B' (R) au lieu de B! — p.p..

Maintenant, nous montrons le corollaire. Soit { f, },~., une suite de fonctions dans B? (R)
z—convergente vers f € B? (R). Alors, par le Lemme il vient que, @ (., f,(.)) est
tz—convergente vers ¢ (., f(.)) € B! (R) et satisfait

max (@ (., £u ()), @ (L 1F D) < (. lg ()]) € B' = p.p..

Par conséquent, en utilisant le Lemme [3.5.3 on déduit que
Tim pr (9 (1 (D) = pi (9 1F (D).

Ce qui signifie que
r}i_r}(}oprP (fn) = PB¢ (f) )

ce qui termine la preuve du corollaire.

Nous donnons maintenant une version adaptée du lemme de Fatou dans B® — p.p.
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Lemme 3.5.11. Soit {f,},~; une suite de fonctions dans B? (R), g—convergente vers
f€B®—p.p.. Alors
lim ppe (fu) > ppe (f)-

n—r—+oo

Démonstration : Considérons la suite suivante

gn(t) = f(t)XE, (t)—l-fn(l)XEg (1), teR

avec E, = {t e R,|fu(t)| > |f(¢)|} et ES sont complémentaire. Il est clair que pour tout
n €N, g, appartient a B? (R) et satisfait

it |f()] > |f@)],
|8n(1) = f ()] = { falt) = F(O] i [fut)] < £ ().
Il sensuit que |g, () — f(t)| < |f.(t) — f(¢)| et par conséquent, la suite {g, }, est Lz—convergente
vers f.

Maintenant, comme |g,(¢)| <|f(¢)| et f € B? — p.p., en utilisant le Corollaire [3.5.10, on
aura

lim pge(gn) = ppe(f)-

n— oo
Dongc,
ppe(f) = hm | Pyo(gn) < Lim ppo(fu).

n——4-oo

]

Lemme 3.5.12. Soit {f,},>1 une suite de fonctions dans B? — p.p. Supposons que { f,,} est
upg—convergente vers f € B?(R) et gril pse(fn) = ppe(f). Alors,
n o)

lim ppe <fn2_f> =0.

n—+oo

Si de plus ¢ satisfait la condition Agl alors anmlw = fllge =0

Démonstration : Par le Lemme (3.5.9, nous avons {go (., I, "2_f |) } I p—convergente

@A)+ 1f1)
2

vers g = ¢ (.,|f]). Alors, grace au Lemme (3.5.11}, on obtlent

lim pi(gn) > p1(g).

n—r—+oo

vers 0, et dong, la suite g, =

- ( Mn= Sl est aussi [l ;—convergente

En vertu de l'existence de la limite de 'expression p; (.), on obtient

Po) = Pi(s)
< gy (SLEDFOWD (1o
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1 1 n_
< lim {EPpr (fn)+§PB‘P (f) — Pao <f 2 f)}

n—r+oo

< pwr (1)~ Jim pw (271,

Finallement, ngrprgw < > =0. O

3.6 Propriétés géométriques locales de B? — p.p. muni
de la norme de Luxemburg

Dans cette section nous allons étudier certaines questions de nature géométrique de
I'espace B? — p.p. muni de la norme de Luxemburg. Plus précisement, les propritétés
géométriques dites locales et intermédiaires a la stricte et 'uniforme convexité. Pour
rappel, la stricte et I'uniforme convexité de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques ont été étudiées dans ( [46], [47]) lorsque I'espace B® —
p.p. est muni de la norme de Luxemburg et dans et [23]] lorsque ce méme espace est
muni de la norme d’Orlicz. Les auteurs ont obtenu les théoremes suivant :

Théoréme 3.6.1 ( [46]). L'espace B® — p.p. muni de la norme de Luxemburg est unifor-
Ve . . . Ve . . . . 1
mément convexe si et seulement si @ est uniformément convexe et satisfait la conditionAS .

Théoreme 3.6.2 ( [47]). L’espace BY — p.p. muni de la norme de Luxemburg est stricte-
ment convexe si et seulement si @ est strictement convexe et satisfait la condition Agl.

Théoreme 3.6.3 ( [23]). Lespace BY — p.p. muni de la norme d’Orlicz est strictement
convexe si et seulement si @ est strictement convexe.

Dans ce qui suit, nous montrerons que toutes ces propriétés géométriques intermé-
diaires (la locale uniforme convexité (LUC), I'uniforme convexité dans toute direc-
tion (UCED) et la H-propriété) sont équivalentes a la stricte convexité lorsque T'es-
pace B® — p.p. est muni de la norme de Luxemburg. Ce résultat généralise celui obtenu
dans [7]] dans le cas de 'espace de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques
(cas sans parametre) qui, pour rappel, est consigné dans le théoreme suivant :
Théoreme 3.6.4 ( [7]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. B® — p.p. est localement uniformément convexe (LUC),

2. B® — p.p. posséde la H—propriété,

3. B? — p.p. est strictement convexe (SC),

4. @ est strictement convexe et ¢ satisfait la condition A;.
Notre premier résultat (généralisant le Théoréme (3.6.4) s’énonce comme suit :

Théoreme 3.6.5. Les assertions suivantes sont équivalentes :

71



Chapitre 3. Propriétés structurelles et gé¢omeétriques de Uespace B? — p.p.

1. B® — p.p. est LUC,
2. B® — p.p. posséde la H—propriété,

. . . .. 1
3. @ est strictement convexe et ¢ satisfait la condition A5

Démonstration : Nous allons montrer les implications suivantes : (3) = (1) =
(2) = (3).
I'implication (1) = (2) a lieu dans le cadre général des espaces de Banach.

Pour prouver (3) = (1), prenons f,, f dans B? — p.p. telles que

R
2

— 1 lorsque n — +oo.
B?

anHB(o = ”fHB¢ =1et

Rappelons que si ¢ satisfait la conditionAZ', nous avons B? — p.p.=B® — p.p. et d’aprés
le Lemme [3.5.4, on a pge (f,) = ppe (f) = 1. Suivant des arguments analogues a ceux
de [58, Lemma 2.], on obtient

PBo (fzf") — 1 lorsque n — +oo

si et seulement si

— 1 lorsque n — +oo.

f+ T
2

B®
En effet, supposons que I'assertion est fausse. Alors, il existe € > 0 tel que pour tout

fJ;f”> < 1—¢ ou bien pge (fzf"

. . L. . \ . .. 1
nous allons obtenir une contradiction. Dans le premier cas, a ’aide de la condition A’g s
on obtient sup ppe (f + f,) < o0, et par conséquent
n

f+
1 = ppo| 22—
P (Hf+anB<p)

B 2 2 f+fn>)
= ppo| [—— 1 D+ (2-
P ((Hf+fn!|m )(f”)*( Hf+anB<p>< 2
f+

2 2
< - 1 0 " 22— — ¢
= <Hf+anB<p )”B “””( Hf+anB<p>pB< 2 )

2 2
— 1 0 " 2——— | (1—¢€).
< <Hf+fn\|3<p )S‘ip”B (s, ”( Hf+fn\|m>( 2

Faisons tendre n — +o, on obtient 1 < 1 — &. Contradiction.

entier n > 1 : pge ( ) > 1+ €. Dans les deux cas,

Si pge (f J;f"> > 1+, la condition-A8" pour ¢ implique que
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f+Jn

————— | < oo, alors
||f+fn||3<p>

sup ppe (2
n

I+& < ppe <f—;fn)

_ p3¢[<2——‘f:;jh

)( [+ f )
go/) \|f =+ fullge

= (172, 1) G )

: <2_H¥ )p3¢<!\fQJ}fﬁB¢)

(s M L G

= <2_‘f+2fn B¢)+(' =, I)S“ppB“’( \Ifﬁ+fnfﬁ3¢>

Lorsque n tend vers I'infini, nous avons 1+ € < 1. Contradiction. Ceci termine la preuve
de l'assertion précédente.
Par conséquent, compte tenu du Lemme il en résulte que la suite { fn} est
Hp—convergente vers f. Ensuite, en utilisant le Lemme et la condition- Ag pour
@, nous concluons que
|fu — fllge — O lorsque n — 0.
(2) = (3). Supposons que B? — p.p. posséde la H—propriété. D’aprés la Propositionm
et les mémes techniques que dans [7] ( voir la preuve de Théoreme 1.) nous allons
montrer que I'espace Musielak-Orlicz L? (]0, 1]) posséde la H—propriété. Nous répétons
cette justification pour la clareté de la preuve. En effet, soit { f,, } une suite dans L? ([0, 1])
telle que :
— {fu} converge faiblement vers f dans L? ([0,1]),
— sl — [I71 lo (ici, la notation ||.[|, est utilisée pour désigner la norme de Luxem-
burg associé a I'space Musielak-Orlicz L? (0, 1]))

Ensuite, pour chaque G dans 'espace dual <B‘P p-p- ) nous avons Goi € (L? ([0,1]))*.
En outre, comme f, converge faiblement vers f dans L? ([0, 1]), (f, — f) on obtient

Goi(fu) — Goi(f)
ou d’'une maniere équivalente G (ﬁ) — G (f) . Ainsi f, — f dans B® — p.p..
fn Bo —

écrire || f, — fHB‘P — 0 et finalement || f, — f{|, — 0. Cela signifie que I'espace Musielak-

Il est clair que

H]H o L COMmE B® — p.p. posséde la H-propriété, on peut

Orlicz L? ([0, 1]) possede la H-propriété.
Il résulte de [21] que ¢ est strictement convexe et satisfait la condition AL ce qui
termine la preuve du théoréme, puisque ¢ satisfait la condition-Agl. O
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Vue que 'espace B® — p.p. est un espace pseudo-normé, I'étude de I'uniforme convexité
dans toute direction de cet espace requiert une reformulation dans la définition de cette
propriété géométrique. La propriété de I’ UCED peut étre reformulée sous la forme
suivante :

Définition 3.6.6. L’espace B® — p.p. est dit UCED si pour tout g € B® — p.p., et pour toute
suite (f,) dans B® — p.p., les conditions ||fullge — L ||fn+gllge = 1 et [|2fn+gllge — 2
impliquent ||g||go = 0.

Remarquons que cette définition est équivalente a celle de la propriété de 'UCED dans
un espace normé.

Théoréme 3.6.7. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. B® —p.p. est UCED,

. . . .. 1
2. @ est strictement convexe et ¢ satisfait la condition-A% .

Démonstration : (2) = (1). Soit || f4|lge — 1, | fu +2llge — 1 et ||2f + gllgo — 2. Suppo-

. . . .. 1 .
sons que @ est strictement convexe et ¢ satisfait la condition A" . Alors, nous avons aussi

21+
pg(p (fn) — 17 pB(p (fn +g) — 1 et pB<P ( f2 §

3.5.5|pour la suite (f,), et (f, +g),, nous avons g =0 [ p.p. et compte tenu du Lemme

3.5.8|on déduit que ppge (g) = 0 et en utilisant a nouveau la condition Agl il s’ensuit que

Igllge = 0. (1) = (2). En utilisant la Proposition [3.5.6} et comme 'UCED de B® — p.p.
implique 'UCED de L? ([0, 1]), nous obtenons la nécessité de la stricte convexité de ¢ et

la condition-A"ZJ1 (voir [37]]) et donc la nécessité de la condition Agl. O]

— 1. Maintenant, en utilisant le Lemme

Corollaire 3.6.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. B® —p.p.est LUC,
2. B® —p.p. est MLUC,

B? — p.p. posséde la H—propriété,

B? — p.p. est UCED,

B? — p.p. est SC,

S AW

. . . . . 1
@ est strictement convexe et ¢ satisfait la condition A%

Remarque 3.6.9. La généralisation de ces résultats aux cas des fonctions Lebesgue mesu-
rables dans un espace vectoriel de dimension finie [E est immédiate. En ce qui concerne la
dimension infinie, les choses sont compliquées, et la question demeure ouverte.

Maintenant, nous appliquons les résultats précédents pour donner une application dans
le probleme de recherche de la meilleure approximation.
Soit (E,||.||z) un espace de Banach , C un sous ensemble de E et x € E. On définit la
projection Pc par

Pc:x—d(x,C)=inf{|[x—y|g,y € C}.
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Dans [22], les auteurs montrent que, sous les conditions supplémentaires sur ¢ :

ver, tim 20" _ e im 20M 3.17)

U—roo u u—0 u

Pespace B? — p.p. est réflexif si et seulement si ¢ € Agl nvs'.

Comme l'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques est
réflexif et strictement convexe est LUC, et possede la H—propriété, nous obtenons le
corollaire suivant qui est une généralisation de théoréme de Doob :

Corollaire 3.6.10. Supposons que @ est strictement convexe, ¢ € Agl N vfg‘ et ¢ satisfait
les conditions (3.17), alors pour tout ensemble convexe fermé N
C1DC;D...0C=NC,ouCyCCC...CCo=J,C,dans B? —p.p. et tout x€ B? —p.p.,

1Pc, (x) — Pe., (x)|| = 0, lorsque n — oo.
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CHAPITRE

4

Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz
et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons, via la définition de Bohr, les notions de presque
périodicité de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz pour des fonctions
a valeurs dans un espace de métrique (% ,d). Des propriétés structurelles des classes

obtenues $'% — 1. p. et Wq(,d) —t.p. seront énoncées et démontrées. On établira en parti-

o
. 7 3 . . . d V4 7
culier la caractérisation de Danilov des fonctions W(,(, ) 1. p.. On présentera un résultat

d’approximation de la classe de fonctions de Weyl-Musielak-Orlicz presque périodiques
W® — p.p.. définies via les polynomes trigonométriques généralisés. Ce chapitre s’acheve
par certaines remarques concernant le lien entre les deux espaces B® —p.p. et W® —p.p..
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Chapitre 4. Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

4.2 Presque périodicité au sens de Weyl dans les es-
paces de Musielak-Orlicz

Soit (% ,d) un espace métrique complet. On note par B, (x) la boule fermée de centre
x € % etderayon r > 0.

Définition 4.2.1 (Danilov [24]). 1. Une fonction f : R — % est dite élémentaire s’il
existe une suite de points x; € % et une famille de parties T; C R, j € N, mesurables
(au sens de Lebesgue) et disjointes telles que p (R\U;T;) =0 et f(r) = x; pour tout
t € T;. Une telle fonction est notée par

)= Y i)
J

Notons bien que dans Uespace métrique % les notations utilisées sont formellement incor-
rectes, mais elles sont sensées puisqu’il aucune opération linéaire ne sera utilisée dans cet
espace.

Définition 4.2.2. Une fonction f: R — % est dite mesurable si a tout € > 0 correspond
une fonction élémentaire f. : R — % telle que

esssupd (f(1), fe(1)) < &

teR
La classe des fonctions f : R — % mesurables sera notée par .# (R, % ).

Soit xp € % un point fixé et ¢ une fonction de Musielak-Orlicz. Introduisons la classe
suivante du type modulaire :

sgj’}(R,%):{fe//(R,%)jmo, sup - / t/m £(1), 0))dt<+°o}
’ xeR ¢
correspondante a la fonctionnelle suivante :
,8) = sup - / (1),8(0) )dr, (>0, fged(Rw).  (41)
xeR ¢

Il est facile de vérifier que pour tout L > /,

1

14
D (£8) <D (£.8) < (”z) D (£.8)- (4.2)

de plus, la limite suivante existe
Dijy (f.8) = lim D) (f.8) = inf DG (£.6). f.g € Sg) (R.2). 4.3)

(d

q,} (R,% ) est bien défini et ne dépend pas du choix de

Remarque 4.2.3. 1. L’espace S
XQ.
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

2. A cause de la convexité de ¢, les quantités D ( f,g) et D&f,l(),, (f,g) ne définissent pas

orcément des métriques sur S( ) R, /4 (l iné; alite' triangulaire n’étant toujours pas
satis;aite).

A 1a fonctionnelle D'¢) .,.), on associe 'espace de type modulaire suivant :
wo p yp

x+0
Wi (R, %) = {fe M (R,%), 3 >0, lim sup% (p(t,}Ld(f(t),xo)>dt < +oo}.

{—o0xcR

Nous avons alors :

(d

¢ % (R, % ) et qud) (R,% ) sont "algébriquement" iden-

Proposition 4.2.4. Les deux espaces S
tiques.

Démonstration : II suffit de montrer que pour tout A > 0

x+1
hmsupg/ (1,4 (£(0),50) ) e < 4o s sup [ (1,24 (£(0),%0) )t < o=

l—o0 xR xeRJx

L’implication (<) est une conséquence immédiate de I'inégalité Déf,l(),, (f,e) < Déflp) (f,g), V>
4

0. L’implication inverse provient de la définition D‘({,l()p (f,g) =limy e Dé‘fp) (f,g), qui montre
l

que si
x—+¢

lim sup — ! (p(t,?td(f(t),xo) )dt < o0

l—eoxcR

alors il existe L (suffisamment grand) tel que

1 x+L
sup - (p<t,/ld(f(t),xo)>dt < oo

x€R

et donc pour tout L > 0, grace aux inégalités (4.2]) . N

Remarque 4.2.5. Nous soulignons que U'analogue n’est pas valable pour les classes de

fonctions presque périodiques que nous allons définir plus loin, en fait, 'ensemble SEPd) —t.p.

()

est un sous-ensemble de Wy’ —t.p..

Aux fonctionnelles Dg,iz, (.,.) et Déﬁ? (.,.), on associe les quantités suivantes
l

X+
off (r) = int{k>osupy [* qo(r,1d<f<t>,g<t>>)drs G
¢ x€R
(d) B X+
Oy (f,g) = infdk>0,limsup— / f(t),g()) |dt <1 (4.5)
oo xR 4
= hmw (f, g)-
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(d

0 ; (R,% ) une structure

Proposition 4.2.6. a)é;) (.,.) (resp. a)v(‘fl(,), (.,.)) confére a Uespace S
métrique (resp. semi-métrique).

Démonstration : On se limitera a I'inégalité triangulaire pour a)S(d)
l

d’abord que comme dans le cas des espaces modulaires (voir par exemple [3]), ' (,, ( f,8)

(.,.). Observons

est bien définie sur SEP} (R, %), i.e {k > 0,Sup,cRr 7 fx+€ (1 ,%d(f( ),x0)) dt < 1} # 0 et
que cet ensemble coincide avec la demi-droite réelle. Ce fait est une conséquence de la
propriété suivante des fonctions de Sﬁpd% (R, %)

(d)

feséma) <:>hmsupg/ (1,0 (£(0), ) )t =0.

=0 cR

Soit f,g, h € Sgpd; (R,% ). Prenons € > 0 un réel quelconque. Posons u = déi) (f,g) +eet
’ 14
V= d;i) (g,h)+ €. Alors,
L

sup%/xHZ(p (t,id(f(t),g(t))) Q<1 et sup% xM(p (t,ld(g(t),h(t))) di<1.

xeR xeR

En utilisant 'inégalité

d(f().h()  _u d(f().e() v d(8().h())

u-+v T u+tv u u+v v

on obtient, grace a la convexité de ¢ par rapport a sa deuxieme composante, 'estimation
suivante

supy [ (11 u+"$<”))df
u+v§2§£/x+€( ’gm))d“f vi‘;ﬂze/ ( ’hm))‘”

+
u-+v u+v

IN

IN

D’ou I'en déduit que
g (f,h) Sutv=0y (f.8)+0f (g.h) +2.
14 14 14

Comme ¢ est arbitraire, on obtient I'inégalité triangulaire pour a)ég). O
14

Z(R,%) et Wq(,d) (R,%) sont algébrique-

ment identiques, les deux métriques ws(i) (.,.) et a)é;iq), (.,.)) générent deux topologies
)4

d

—~

Remarque 4.2.7. 1. Méme si les espaces S

hS)

)

complétement différentes.
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2. On peut définir de facon analogue les espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz BE,,d ) (R, %)
pour des fonctions f : R — % mesurables, en remplagant la métrique du Stepanoff-
Musielak-Orlicz (4.4)) par la semi-métrique

1 +T 1
off (1) = int{io.fim [ (1 a0 )ar <1}

— m inf{k > O,%/_J;T(p (t,%d(f(t),g(t))) di < 1}.

T—roo

(La deuxiéme reformulation a)éfl,,) (f,g) s’obtient avec les mémes arguments que ceux
utilisés par Hillmann [31]).

Introduisons a présent le concept de presque périodicité au sens de la métrique ws(i)

14
(resp. semi-métrique a)v(‘fl(,),) pour des fonctions f € Sgpd’% (R, %) . Pour ce faire, on a besoin
d’introduire une hypothese supplémentaire sur la fonction de Musielak-Orlicz du type

hS—bornitude.

Définition 4.2.8. Une fonction périodique de Musielak-Orlicz @ est dite h®—bornée s'il
existe deux constantes ky,k, > 0 telles que

¢ (t—vu) <ki@(t,kou)+H(t,v) (4.6)

ott la fonction H : RxR — R est (mesurable) par rapport a la premiére variable et tel que

1
suph(v) = supsup — H(t,v)dt = hy < +oo. 4.7)
veR veRxeR ¢ Jxx+(]

Remarque 4.2.9. On peut définir de la méme facon le concept de h" —bornitude, en rem-
placant la condition (4.7) par la suivante

1
suph(v) = sup lim sup — H(t,v)dt = hy < Hoo. (4.8)

veER veR = xcR [x.x+0]

Compte tenu de la Proposition on déduit que la propriété de h"Y —bornitude est équi-
valente a la h®—bornitude.

Remarque 4.2.10. Comme on lU'a vu dans le cas des fonctions de Besicovitch-Musielak-
Orlicz presque périodiques, la condition de h®—bornitude sur ¢ garantira linvariance par

(d)

translation des espaces S <Paf£’ (R,% ). On aura en particulier

d
(p7

(d

o J(R,%), VT €R.

fes %(R,%) si et seulement si f; € S

(d

Définition 4.2.11. Une fonction f € S 0

% (R, % ) est dite Stepanoff-Musielak-Orlicz presque
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périodique si pour tout € > 0, 'ensemble

Orie) = {reraf) (fun <6}

est relativement dense dans R.
Les éléments T € S /T (f,€) sont appelés (8, a)éi)) —presque période associés a f € S(d% (R,%).
l

P,
L’ensemble de telles fonctions sera noté par Sédq)) —t.p..

Définition 4.2.12. Une fonction f € S (R U ) est dite Weyl-Musielak-Orlicz presque pé-
riodique si a tout € > 0, correspond un nombre réel ¢ = (g, f) > 0 tel que 'ensemble
S%T( f,€) est relativement dense dans R. L’ensemble de telles fonctions sera noté par
Wq(,d) —t.p. Lorsque ¢(t,x) = |x|, la classe correspondante, W (R, %), est celle étudiée par
Danilov [24].

Nous avons alors les injections continues suivantes

{u.p.p} <—>S§f2—t.p. s Wi —t.p. = WHR,%). 4.9)

d)

Y _

classe, le nombre (¢ varie en fonction de €. Il est facile de voir que si lil%f (€) < oo, alors
E—

Ainsi, la différence entre les classes Sé —t.p. et Wq(,d) —t.p. est que dans cette derniére

d d
Séq)) —t.p.= Wq(, ) —t.p..
Notons que la derniére injection dans (4.9) est due a Uhypothése que ® (o) = inf;cr{@(t,a)}
est une fonction d’Orlicz et que Wq(,d) —t.p. = WP —tp.(R,%)— W R, %).

Presque périodicité au sens de Weyl via les polynomes trigonométriques

Dans cette partie, on suppose que % est un espace de Banach muni d’'une norme ||.||.
Par analogie a I'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz des fonctions presque périodiques
introduit dans [47], on définit les espaces de Stepanoff-Musielak-Orlicz (Weyl-Musielak-
Orlicz) de fonctions presque périodiques via I'approximation par des polynémes trigono-
métriques, noté respectivement Sy — p.p.(R,%) et W¢ — p.p.(R,%) comme fermeture
de 'ensemble des polynomes trigonométriques généralisés .7 au sens de la norme (resp.
semi-norme) du type Luxemburg

g = o (0 =int{k>0supy [0 (171501 Jar <1},

xeR
||f||w¢ = L}g&”fusz"

Plus précisément,
S{—pp-R%) = {f €Sy (R, %) :3fn € ‘Q{’,,ETMHf”_f”S;{’ :O},
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We—p.p.(RU) = {f EWORY):3fn €, lim ||fu—flyo = 0} .

Lorsque ¢ est une fonction d’Orlicz (ne dépendant pas du parametre ¢), les inclusions
suivantes :

Y~ p.p-(RZ) C S —1.p.(RU) et WO —pp.(R,%) C W —1.p.(R%)  (4.10)

sont vérifiées, 'égalité de ces espaces est atteinte lorsque ¢ vérifie la condition A, (voir
[311).

Dans le cas d’'une fonction de Musielak-Orlicz ¢, les inclusions (4.10) ont lieu si ¢ est
hS-bornée. La preuve est basée sur I'inégalité suivante

Ifellge <Cillfllge

qui se démontre de la méme maniére que 'inégalité (3.12).

Remarque 4.2.13. 1. Par des arguments similaires au cas ol ¢ est sans parameétre
[31], les espaces Séd(; —t.p.(R,%) et Szp —p.p-(R,% ) sont complets.

2. 1l est aussi démontré dans [31|]] que les deux espaces de Weyl-Orlicz de fonctions
presque périodiques W? — p.p.(R, %) et W? —t.p.(R,% ) ne sont pas complets. La
démonstration repose sur la construction d'une suite F,(.) de W?® — p.p.(R, %) qui
est W?—Cauchy mais pas W-convergente. Une telle suite est donnée par :

Soit (my,) une suite de nombres réels définie par m, = ¢ ((n+c)?), ott ¢ > 1 est tel que
o(c) > 2. Si hy, fu(.) et F,(.) sont définies par

/’ln = Hm,-, (411)
i<n
1 1
fn(x):{l <.\/hn—§>§x§<vhn+§>,vez 412)
0 ailleurs
Fu(x) =Y fix). (4.13)
i=1

On peut affirmer de méme que les espaces W® — p.p.(R, %) et Wq(,d) —t.p.(R,%) ne
sont pas complets. En effet, grace a Uinjection continue (4.9), la suite F, n’est pas
W®-convergente (puisque elle n’est pas W-convergente). D’autre part, en posant

M = [0 (t0, (n+)%)] + 1

ol 1y est tel que sup,cg @(t, @) = @(fy, o), o € R, alors avec ce choix de m, la suite
F, est périodique de période entiére h,. Dans ce cas, h, est aussi une périodique de ¢.
Il est facile d’établir que la suite F, est W?-Cauchy.

3. La non complétude de Wq(,d) —t.p. provient du fait que W —p.p.(R,%) est fermé

5. La notation [x] désigne la partie entiére de x
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dans ngd) —t.p..

4.2.1 Quelques propriétés de I’espace de Weyl-Musielak-Orlicz de
fonctions presque périodiques

Cette partie est dédiée a une caractérisation de la classe Wq(,d) —t.p. introduite précé-
demment. Plus précisément, nous allons généraliser la caractérisation donnée par Da-
nilov [24] lorsque ¢(t,x) = |x|”, p > 1. Introduisons a cet effet quelques notations et
définitions. Munissons % de la métrique tronquée

d (f,g) = min(1,d(f.g)).

Définition 4.2.14. Une fonction f: R — (% ,d) est dite Weyl-presque périodique au sens
de Danilov si f e W\(R,(%,d)).

On posera dans ce qui suit Wy, (R, %) = W (R, (% ,d)).
Les inclusions (4.9) se prolongent comme suit :
Woll —t.p. CW' (R, %) C Wy (R, %) (4.14)

Pour f, g € qud) (R,% ), on définit la quantité

1 d(f(t t
Jo(f,g) =1lim lim sup sup inf{k> 0: sup —/ @(fa—(f( ).8( ))>dt < 1}.
50 =+ >, xeR TChxx+l ¢ /T
wT)<al

Il est facile de voir que

: (d) (d)
J < lim w 0 .
olf:8) < lim - supog(f.g) = Oyolf.)

On définit aussi la partie Wg (R, % ) de Wq(,d) (R, % ) des fonctions absolument ¢ —integrables
au sens de Weyl par

Wo (R, %) = {f € Wo" (R, %), Jo(f(.):x0()) = 0},
avec xo(t) = xo, t € R.
Remarque 4.2.15.  — Notons que la quantité J, définie une semi-métrique sur Wq(,d) (R, %),
de plus, Uespace Wg (R,% ) ne dépend pas du choix de xo € % .
— La h3-bornitude de ¢ entraine que f; € Wg(R, % ) pour tout T € R.
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Pour une partie mesurable A de R. On définit la fonction d’ensemble 1y,

x+¢
1
Ly (A) = lim sup | X (t)dt (4.15)

l—oopcR

ol u désigne ici la mesure de Lebesgue sur R et et x4 la fonction caractéristique de
A € X(R). La limite ci-dessus existe [4], de plus, il est facile de montrer que uy, vérifie
les mémes propriétés que [ introduite au chapitre quatre.

Le lemme suivant d{i a Danilov caractérise des fonctions Weyl-presque périodiques au
sens de Danilov en terme de presque périodicité au sens de la sous mesure ;. Notons
que ce lemme est aussi présenté dans [24] sans démonstration.

Lemme 4.2.16. Une fonction f € Wy (R, %) si et seulement si pour tout € >0 et § > 0,
linégalité
my{t €R, d(f(),f(r+7) > 5} <e

a lieu pour un ensemble de nombres T € R relativement dense dans R.

Démonstration : Soient € >0, § >0 et f € Wy(R,% ). Alors, 3 >0, L >0, Va € R
et V7 € [a,a+ L¢], on a

x+le
supl/ " d/<f(t+’c),f(t)>dt<58. (4.16)

xeR*te

D’une part, on a

HW{t R, d(f(t),f(t—i—r)) > 3} :EW{t R, d’(f(z),f(r+r)) > 6}.

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Markov et la relation (4.16), on a V7 € [a,a+ L¢],

Hw{t €R, d(f(t),f(t+r)) > 6} < %supl/xx+£8d'(f(t+r),f(t))dt < %85 =€.

xeR*te

Inversement, soit T un g-presque période associé a la presque périodicité de f au sens
de fty, . Posons A = {t eR, d(f(t),f(t + ‘L')> > 5} et notons par A§ le complémentaire
de A5 dans R. On a alors

)Sclellgig /xx+€e d (f(t+T)7f(t)>dt < ilellgé /Agﬂ[x,xM} d <f(t+f)7f(t))dt
b [ (st
<

1 1
sup—/ dt+sup—/ odt
xeRK&‘ AsNx,x+7) xeRgs A%ﬂ[x,x—b—f]
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= Hw(As)+ 0y (As) <e+3d.
O

Introduisons a présent la notion de fonction tronquée dans un espace métrique (voir
[24]). On verra que, moyennant certaines conditions sur la fonction ¢, toute fonction

fe Wq(,d) —t.p. peut étre “approchée” par sa fonction tronquée.

Définition 4.2.17. Pour une fonction f dans M(R,% ) et un nombre réel R > 0 on définit
la fonction tronquée de f comme suit :

_ ] () sid(f(t),x) <R,
R1— fM0r) = {xo S d(F() 1) > R

Lapplication Pg : f(.) = fR(xo,.) est dite projection radiale sur la boule de centre x et de
rayon R.

Le lemme suivant est une généralisation du Lemme 1.4 de [31].

Lemme 4.2.18. Soit g: R — R une fonction localement @-integrable. Soient a € R, T € R,
et L > 0 donnés tels que a+t € [0,L], £ > 0 arbitraire. Supposons que ¢ est h°—bornée.
Alors, il existe une constante K > 0 dépendante uniquement de ¢ telle que

L4/
Nog,,(g7) < K—— 7 Noy,.0(8) (4.17)

ott Ny, ,(.) est la fonctionnelle donnée dans [31]], qui pour rappel est définie comme suit

1
No,,(8) = inf{k>0 —/ [0 t,%g dt<1} pour g € L} .

Démonstration : En utilisant la #5—bornitude et le changement de variable r = u — 7,
on obtient les estimations suivantes :

%/Hf(p(t,g(t%—r))dt _ E/a+r+ﬁ r,g(u))du

< HTLHLL/OHLkl(p(u,ng(u))du

+ HTLE—I—;L 0£+LH(u,T)du

< HTLH%kl /HL(p(u,kgg(u))du

* EZLmRziL/MH(”’T)d”

< HTLHLLM pr(u,kzg(u))dwE?ﬁ:ﬁh(f)
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(+L 1 (+L {+L
< - - B
< 7 ﬁ—l—Lkl/ (p(u,kzg(u))du+ 7 hg.

Nous devons considérer les quatre cas suivants

1. Sihy>1etk > 1, onaura

g(t+1) 14 1 patt g(t+7)
aw o< 1 ;
4/ " okk, f’+L)ho> S WDt . 015 Jar

1 1 L+t kzg(u) 1
- dt —
2ho L+ Jo <” k ) o
11 Lt (u kzg(u)> 1

D dt _
2L+1 Jo k +2’

IN

IN

donc

1 L+t kog (1) 1 ra+t g(t+1)
S <1 - —————)dt <1
{k>0, L+£/o o(u, 22 Yau< 14 S k>0, ﬁ/a o, i, (M)ho)dt_ ,

d’ot Pen déduit

L+/{
N(pa,f(gf) S 2h0k1k2 g N(P0L+£(g) (4.18)
2. Sihg<1letk; >1, onaura
T) 14 1 fatt g(t+1)

< - t dt

e/ 2kk1 %L)> = 2k1(€+L)£/a "’(’ k )
11 L+t kag(u) ho
< - 20
S 21+i ) o« k )d”z/q

11 Lt kog(u) 1

< —— d _

= 2010 ‘P<”’ k ) s

donc

1L kog(u) Lopert o gt +7)
k — <1 k - ———)dt <1
{ >0, L+€/o (p(u, 7 )du_ Cqk>0, E/a q)<t’2kk1(”L)>dt_ ,

d’ou 'en déduit

L+Y¢
N(P g(gr) < 2kiky—— / N%L+é(g) (4.19)
3. Sihy<1letk <1,onaura
glt+1) + 1)

dr < ‘) )d

f/ 2k ”L)) Ps €+L K/ k !
ky 1 pLHt kzg() 0
< - -~
S 2L+t (7% )d”+ 2
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11 Lt kag(u) 1
< L
= 2L+i o @ k )du-+

27

donc

I kag(u) 1 att g(t+1)
_— < — <
{k>0, L+£/o q)(u, ; )du_l c k>0, f/a qo(z,Zk(HL))dr_l ,

d’ot1 Pen déduit

L+7¢

N‘Pa,z(gr)SZkz 1; N(P0L+/(g) (4.20)
Finalement,
4. sihg>1etk <1, onaura
g(t+1) 1 1 /aH’ g(t+1)
dt < ————— t dt
E/ " 2k ”L)) = 2no((+L) 0 Ja o(n )
k] 1 L+{ kzg(u) 1
G 229\ Y du+ =
= 2noL+0 o <” k > uts
1 1 L+¢ kog(u) 1
< Lo _
= 2L+LJo (” k )d”+2’

donc

1 LA-4 kog(u) 1 ratt g(t+1)
- < — o 7 <1
{k>0, L+£/o o(u. . Jdu<1icir>0, E/a <p(¢,2kh0(£+L>)dt_ ,

d’ot1 Pen déduit

L4/
Ng, ,(87) < 2hoky 7 Novsw (g)- (4.21)

Pour conclure, il suffit alors de choisir K = max(2hokikz, 2k ko, 2kn, 2hoks). O

Remarque 4.2.19. Comme conséquence immédiate du Lemme 4.2.18| on obtient Uestima-

tion suivante
L+Y
Nout (d(f oS T(R))> S K= N <d<f,f<R))> (4.22)

pour toute fonction f: R — % localement ¢@-integrable.

Le résultat d’approximation des fonctions de wi . p.(R,% ) par leurs tronquées né-
cessite I'introduction d’une condition du type A; sur ¢.

Définition 4.2.20. On dit que @ vérifie la condition—Ag"1 (pc Ag’l) s’il existe k > 1 et une
fonction non négative mesurable h telle que py1(h) < 4o et @(t,2u) < k@(t,u)+h(t) pour
toutu>0et u—p.p.t€[0,1].

On dit que @ vérifie la condition-VWl( GVWI) si sa fonction complémentaire y donnée
que ¢ 2 @ 2 p "4
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4.2. Presque périodicité au sens de Weyl dans les espaces de Musielak-Orlicz

par la formule
y(t,u) =sup{uv—o@(t,v)}, pourteR etu>0

v>0

7 epe o . 1
vérifie la condition AY .

Remarque 4.2.21. — On peut définir de maniére similaire la condition Agl en rem-
plagant py1(h) < +oo par pgi(h) < +oe.
— Compte tenu de [47]], de la Remarque et de la périodicité de ¢ par rapport au
paramétre t, on a les équivalences suivantes :

peAV s peal s peal e peal. (4.23)

A présent, nous sommes en mesure de démontrer le résultat d’approximation suivant.
Notons qu’a ce niveau, on supposera grace au théoreme de Fréchet que % est un espace
de Banach. Soit d la métrique induite par la norme de % .

Proposition 4.2.22. Si f € Wq(,d) —t.p.(R, %) alors f® ¢ Wq(,d) —t.p.(R,%). Side plus, ¢
est h®—bornée et vérifie la condition AY', alors

a)‘% (f(.),f(R) (xo, )) — 0 lorsque R — +oo. (4.24)

Démonstration : On reprendra les idées de Hillmann [31]]. Soit f € Wq(,d) —t.p.(R, %),
et € > 0. Alors, I'estimation suivante ( [25])

d <f<R> (xo,1), &) <xo,z>> <2d (f<r>,f<z>> (4.25)

valable pour tous z,7 € R, montre que f® ¢ Wq(,d) —t.p.(R,%). En effet, par définition

il existe L > 0 tel que SEPC{ZT( f,€) est r.d.. Alors, en utilisant I'inégalité (4.25), on conclut
que

£
SpuT(f.5) < S5,

C Sy T (" ).

Donc SfppgT(f(R),e) est r.d..

Montrons maintenant 'approximation (4.24]). Soient £ >0, € > 0, a € R et L la longueur
. . s .. d

d’inclusion associée a €. Choisissons 7 tel que 7 € Ssp}T(g, fNla,a+L].

Par le choix de 7 et I'inégalité (4.25)), on aura,

No., (d(f,f(R))> < No., (d(f,m) +Np,, (d(fr,fr(R))> +Np,, <d<f£R>,f<R>>> .
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Grace au lemme [4.2.18] nous pouvons affirmer I'inégalité suivante

N(Pa.[ <d(f7f(R))) < 2?8 +KL_£€N(PO7L+é (d(faf(R))> .
Mais,

¢
Neoryo (d(ﬂf(R))) < m;

pour R suffisamment grand et ¢ satisfait la condition ASVI. Comme le choix de R ne
dépend pas de a, on conclut que

sup No, (d(f,f(R))> =0y <f, f(R)> <e
acR ' 14
(1.5} <

Remarque 4.2.23. Dans le cas d’'un espace métrique, on ne sait pas démontrer si l'inégalité
est vraie ou fausse. Ce qui revient a démontrer, en d’autres termes que Uopérateur
projection radiale est 2—Lipshitzienne ou plus généralement k—Lipshitzienne.

et donc,

]

Le Théoréme de caractérisation des fonctions de W") — 1. p.(R,% ) s’énonce comme suit :

Théoréme 4.2.24. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ¢, h® —bornée et vérifie la condi-
tion AV' on a
d ~
Wo!) —1.p. (R, %) = Wo (R, %) \WO(R, %).

Démonstration : On a vu que Wq(,d) —t.p.(R,%) CWy»(R,% ). Dautre part, par la Pro-

position [4.2.22
(10100
’

Jo(£0)%00)) < Jo (0SB x0,)) +J4
= Jo(f().f®(xo,. ))S(DV(V (f,f®)) = 0 lorsque R — +oo.
Done W% — t.p.(R, %) C W(g(R, % ), par conséquent,
W) —1.p. (R, %) CWo (R, %) \WOR, %).

Montrons maintenant I'inclusion inverse. Soit f € Wy (R, %) ﬂﬁ/(g (R, %) et ty € [0,1] tel
que sup;cjo 1) @ (1,u) = @ (to,u). Soit € > 0, alors il existe § > 0 (dépendant uniquement
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de €) tel que pour tous x € R et £ > 0 (suffisamment grand)

1
0 JAN[xx+0]

o (1d(f(1)x0) )de <, -/ 0 (1,d (1), x0) )dt < & (4.26)

AN[x,x+/)

pour tout ensemble A tel que 11y, (A) < 0.

Par la presque périodicité de f au sens de Danilov et le Lemme |4.2.16} soit T € R un
0-presque période au sens de Danilov associé a f, c’est a dire T est tel que

Hy (Ag) <6
ou
|
Ae= {1 €R:d(f(0). £:(0)) > 3607 (10,1) }.
D’ou ’en déduit alors

1
14 AegN[x, x40

0(1.d(f(1).2 ))dt<1£1 (md(ff(t),xo))dtg%s (4.27)

34 AeN[x,x+L]

d’autre part, on a pour tout ¢ > 0 (suffisamment grand)

! 1 (- 1 1
/ <7 2 1) )dr < ~efty (AS) < -e.
7 Agm[x,x+g](P(t’d(f(t)’ff(”))dt— ; A%m[xx+a<p(t,3£<p (o, ))dt_ Sy (A7) < 3¢
(4.28)
En utilisant les inégalités suivantes
<
g/ 1), fx(t ))) S Nl o(t,d(f ) t
d(f d
* f AsN[x,x+4] (p<t, > !
< t,d(f dt
- E AeN[x,x+{] (P< )
+ t,d(f dt
e AeN[x,x+0] (P< )
i e AsN[xx+L] (P(t,d >dt

on déduit, grace aux estimations (4.27) et (4.28), que :

z/ ), folt >>>df<§+§+§:g,

Ce qui acheve la preuve du Théoreme 4.2.24 O]

Lorsque 7% est un espace de Banach, nous obtenons la caractérisation suivante des
fonctions W? — p.p.(R,% ), sans aucune condition supplémentaire sur ¢.

91



Chapitre 4. Espace de Stepanoff-Musielak-Orlicz et de Weyl-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques

Théoreme 4.2.25. Pour toute fonction de Musielak-Orlicz ¢,
WP —p.p.(R,%)=Wo(R,%)(\Wo(R,%).

La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du Théoréme Notons que
cette caractérisation reste aussi vraie dans le cas de SZ’ —p.p. (R, 4 )

4.3 Approximation de Bochner-Fejér dans S} —p.p. (R, %)
et W¢ —p.p.(R,%)
Dans le reste de ce chapitre, on supposera que (%, ||.||) est un espace de Banach. Le

résultat d’approximation des fonctions de S{ — p.p.(R, %) et W¢ — p.p.(R,%) par des
suites de polynomes de Bochner-Fejér repose sur I'estimation suivante

oL,

<
0 G Hf||G<p
ou G? désigne SZ’ ou W¢.

Lemme 4.3.1 (Linégalité auxiliaire dans S} — p.p.(R,%) et W? — p.p.(R,%)). Soit
fe SZ’ —p. p.(R,% ) et Qi;n une suite de Bochner-Fejér associée a f. Supposons que @ est

hS—bornée. Alors il existe une constante C > 0, qui depend que de ¢ telle que pour tout
>0

oL,

. <Clfly

et donc
<C|fllwe -

Démonstration : Soit x un nombre réel arbitraire fixe, a > 0. Nous avons par définition
Q{;n (1) = (f*Kep) (t) = My (f (x+1)Ke n (x)) . Nous avons pour tout réel k > 0

pe (3 (eh)) = supy / (1 1 40 K )] )

acR

: 2‘;1%5/ o (et (L1 G0l Ken () ) .

En utilisant 'inégalité de Jensen, on obtient les inégalités suivantes :

f
ola,,

a+€

oenl / (’ M (—Hf(x+t>||Ksn( )))dt
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a+/{

1 1
< wpl ///X{Kg,nocm(r,—uf<x+r>u)}dr
aeRg k

1
= sup- / hm— {Kgn (t,—Hf(x—H)H)}dxdt.
acrRl ) x5e02X . k

Par le lemme de Fatou, il vient que

1
sup hm— { (t,—||f(x+t)\|)}dxdt
aER X—oo0 X k

a+l+X

1
< lim sup— //{Kgn (t,—||f(x+t)||)}dxdt.
X%mae]R k

On utilisera le théoréme de Fubini, la #5—bornitude de ¢ et le changement de variable
suivant : x =u et x+¢ = v, on aura donc

a+l+X

1
suphm——//{ (t,—||f(x+t)||)}dxdt
aERX—>°° k
a+u+l
< lim /K ) sup2 / {(p( 1|yf()|y)}d d
— n v—u,—||f(v v | du
R s 97 g k
. a+e L | d+0
< 11m—/K£n sup — / {kl(p(v,—sz(v)H>}dv—|—sup—/H(v,u)dv du
X—e02 a/eRg / k a/€R£ /
a a
a+é
| k
< supz/ kg (w2170l dv+11m—/K8n
deR o X o2
< klPSg’( zf)Jrho

Nous devons considérer les cas suivants.
Sihg<letk; <1,

alors,
k ko f 1 ko f
pSZ”( (et )>—2IPS“”(?<)+2 §2p54<§c>+2

d’ott 'en déduit

o () 1) o () <
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ce qui entraine

oL,

< 2% fllge-

Sihg<letk; >1,
alors,

1 1 kyf 1
Psy (2kk (et )) 2Pst <7>+§
d’ot1 Pen déduit

oo ()21} fome s () =

ce qui entraine

oL,

< 2k | fllg

Sihy>1etk >1,onaura

1 1 kf\ 1
Psy <2kh ki (e >) = 3Psf (T) 3
d’ot Pen déduit

(00 () <1} oome (s ) =1

ce qui entraine

oL,

0 < 2hoki ks ”fHSf .
¢ ,

Finalement, si iy > 1 et k; < 1, on aura

1 kf\ 1
Ps (Zkh (et )) 2pS§f(T)+§
d’ot1 Pen déduit

(o0e () 1) e {00 (g (04)) =1}

ce qui entraine

|0t , < 260l fllge.
s ¢
]
Il suffit alors de poser C = max (Zkz, 2k1ky,2hoko, 2h0k1k2> , on obtient ainsi
|ef <l (4.29)
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La constante C étant indépendante de ¢, d’ou par passage a la limite dans (4.29)

|oL,

< .
0 <C|fllwe- (4.30)
On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.2. Supposons que ¢ est hS—bornée. A toute fonction f € S{ — p.p.(R, %)
(resp. f € W? —p.p. (R, 4 )) correspond une suite approximante de Bochner-Fejér au sens
de la norme H.HS;p. (resp. ||.|lwe )

Démonstration : Soit P; un polynéme trigonométrique (ou méme une fonction u.p.p)

tel que
€
— P, 0 P —
ol C est une constante. Soit Qﬁfn le polynéme de Bochner-Fejer associé a P, on sait qu'il
existe ng € N tel que
P
‘ PS - Qesn

En utilisant le Lemme et la linéarité de 'opérateur de Bochner-Fejér on obtient

€
< X Vn > ny.

(o]

P, P,
lr=0L|, = Nr=Peligp+||Pe— 0B , +||0En— OB,
Sf ¢ S( Sé
Pe P,
< Nf=Pellgp+ |[Pe— 0Fa|_+ [ 04"
* ¢

< ‘P&‘_ gfn

_H(CHD [Pl

d’ou 'en déduit que

<e&, Vn>ny.
S¢

|70k,

4.4 Lien entre les deux espaces B® —p.p.(R,% ) et W? —
p.p. (R, %)

Nous avons vu que W? — p.p.(R,%) — B? — p.p.(R,% ). Rappelons aussi que B? —
p.p.(R,% ) est un espace de Banach et que W? — p.p.(R,% ) n’est pas complet.

Dans ce qui suit, en se basant sur le fait que les pseudo-modulaires pge et pye coi-
cident sur W® — p. p.(R,% ) (voir proposition ci-apres), nous montrerons que l’espace
B? —p.p. (R, /4 ) n’est autre que le complété de 'espace W? — p.p. (R, /4 ) Ce résultat est
établi dans [6] dans le cas sans parametre. La preuve est basée entre autre sur l'utili-
sation des p