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Introduction

L’une des principales missions de la recherche opérationnelle est d’aider a prendre des
décisions en vue d’une gestion efficace, rationnelle et logique.

Lors de la modélisation mathématique d’une expérience ou d’un probléme d’optimi-
sation, on a tendance a supposer que les données sont déterministes. Mais dans la vie
réelle on peut se retrouver face a des situations ou les données sont imprécises avec une
imprécision de nature flou ou aléatoire. C’est ce qui a donné naissance a la programmation
linéaire floue et la programmation linéaire stochastique.

Pendant des années, seule la programmation linéaire stochastique est considérée comme
meilleure outil pour traiter des études de prise de décision dans un environnement incer-
tain. Beaucoup de travaux ont été réalisés en programmation stochastique [25] [21] [26]
[27]

Quant a la programmation linéaire floue, elle est née apreés I'introduction des ensemble
flous par Lotfi Zadah en 1965 [5]. Depuis, Beaucoup de travaux ont été réalisés en pro-
grammation floue [25] [21] [26] [27].

Dans pas mal de situations, des données aléatoires et des données floues pouvant se
trouver combinées dans un contexte optimisationnel [28] [29] [30]. Les variables aléatoires
floues donnent un meilleur formalisme de cette combinaison [18] [31] [32] ce qui a motivé
I'introduction a la programmation linéaire floue stochastique [29] [30] [8] [33].

Ce travail consiste a résoudre un programme linéaire dont 'objectif est déterministe
en présence de variables aléatoire floues de type L — R dans les contraintes, en appliquant
la méthode de chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients. Et il
est organisé en 4 chapitres :

Au chapitre 1 : ce chapitre est partagé en 4 sections, nous avons défini et rappelé
quelques notions nécessaires pour réaliser ’objectif & savoir : ’essentiel de la programma-
tion linéaire, les notions de base de la théorie des ensembles flous, la théorie des probabilités
et la combinaison du flou et de ’aléa. Au chapitre 2 : nous nous sommes basés sur la réso-
lution d’un probléme linéaire stochastique dont I'objectif est déterministe en présence des
variables aléatoires dans les contraintes et nous avons cité deux approches "passive et ac-
tive" et la résolution de ce dernier en plus de quelques critéres d’optimisation du probléme
équivalent lorsque I'objectif est aléatoire & savoir : "E—modéle, V—modéle, EV—modéle
et katoka". Au chapitres 3 : nous avons étudié le cas d’un probléme linéaire flou avec un
objectif déterministe en présence de données floues dans les contraintes et la déffuzzifica-
tion de ces derniéres en utilisant la possibilité d’un coté et la nécessité d’'un autre coté. Au
dernier chapitre, chapitre 4 : nous avons repris la méthode de chance-constrained program-
ming pour la résolution d'un programme linéaire en présence de variables aléatoires floues
de type L — R dans les contraintes en combinant entre probabilité et possibilité d’une
part et entre probabilité et nécessité d’'une autre part et enfin entre chance-constrained
programing et la comparaison d’intervalles aléatoires. sans oublier la convexité qui est une
condition nécessaire a tout probléme de recherche opérationnelle et d’aide a la décision.

Ce travail se termine par une conclusion ol nous avons représenté les principaux
résultats obtenus et sans oublier les principales références bibliographiques.
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Chapitre 1 Préliminaires

1.1 Programmation linéaire

Pour résoudre des problémes d’optimisation, on a tendance a utiliser des logiciels de
programmation linéaire déja tout préts sans s’intéresser a la théorie qui se cache derriére
leur élaboration.

La programmation linéaire a été développée et utilisée en 1947 par George Bernard
Danzig, Marshall Wood et leurs collaborateurs aux U.S, department of the Air Force. C’est
un cadre mathématique général permettant de modéliser et de résoudre certains problémes
d’optimisation. Mathématiquement le probléme consiste & optimiser une fonction linéaire
sous des contraintes linéaires liant les variables.

Dans cette section, nous allons expliquer ce qu’est un programme linéaire en général
et quelles sont ses principales formes d’écriture. Les problémes linéaires a n = {1;2;3}
peuvent étre résolus géométriquement (graphiquement). Les programmes linéaire a n > 3
doivent étre résolus analytiquement soit par la Méthode du Simplexe, si une solution de
base réalisable existe. Sinon d’autres dérivées de cette méthode seront utilisées a savoir :
Méthode de Deux Phases; M—Méthode et la Méthode Duale du Simplexe.

1.1.1 Notion de programme linéaire
Définition 1 : [1]]2]

Un probléme linéaire est un probléme d’optimisation mathématique (minimisation
ou maximisation) d’une fonction linéaire a plusieurs variables dite fonction objectif, en
présence de contraintes. Ces derniéres doivent étre également linéaires.

Tout programme linéaire prend la forme suivante :
Soit Z une fonction définie de D dans R™ (D C R")

(P) Z (X) — minoumax
X € D; X = (21,29, ..., Ty)

Il s’agit donc de trouver un point X* de D (si un tel point existe) pour lequel on a :
1. Z(X)> Z(X*);¥YX € D C R" pour un probléme de minimisation.
2. Z(X) < Z(X*);VX € D CR" pour un probléme de maximisation.
Ou
— D est appelé ensemble admissible ou réalisable.
— si X € D alors la solution est réalisable (admissible).

— si X* € D réalise 'optimum alors il est appelé : Solution Optimale.
— La valeur de Z en X*est appelée : Valeur Optimale et est notée Z* = Z(X*).
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Une forme plus détaillée du probléme (P) est la suivante [2] :

/ n
Z(X)=)> cjrj=cr1 +cxa+ ...+ ¢z + ...+ cyxy — minoumaz (1)
j=1

sous les contraintes (sc)

CL11[)31—|—a121}2+...+(11jl‘j—|—...+a1n$nS( s

aglxl+a22x2+...+a2jxj+...—|—agnxn S ( s
a1 —+ Ai2x9 + ...+ CLZ‘]'ZE]‘ 4+ ...+ Qin Ty S (:, Z) bz (2)

11 + AmaTa + . oo+ T 4 o ATy < (=,2) by,

(z; >0;j=1,....n (3)
(1) : représente la fonction objectif.
(2) : représente les contraintes principales.

(3) : représente les contraintes directes.

1.1.2 Forme Canonique et forme Standard d’un programme
linéaire
Définition 2 : [1]
On dit qu’un programme linéaire est sous forme canonique si D est défini par un
systéme d’inéquations linéaires.

Si par contre, toutes les contraintes sont des égalités on dira que le programme linéaire
est mit sous forme standard.

Remarque 1 :

On peut transformer un probléme linéaire quelconque sous forme standard en ajoutant
des variables supplémentaires appelées "variables d’écart".

Exemple 1 : [1]

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

,

Z(X) =21 + 23 — max
sc

(P) @+ 29 <2

2r1 + a9 > 1

(21 > 0522 >0

En introduisant des variables d’écart z3 et z;dans les contraintes, on aura :
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(

Z(X) =2z +zs — maz

sc

(P) Sz + 20 +23=2
201+ 10 — 14 =1

Ty 2> 0529 > 0503 2 032, >0

\

Le probléme (P)" est la forme standard du probléme (P).

Remarque 2 :

Il y a équivalence entre un probléme de minimisation et un probléme de maximisation.
En effet ;

minZ(X) = —max(—Z (X))

1.1.2.1 Domaine de solutions réalisables et solution optimale
Définitions 3 : [3]

— Solution réalisable : tout vecteur X = (z1,xs,...,2,) qui satisfait les contraintes
fonctionnelles (prin

— « 4cipales) et les contraintes de non négativité (directes) est appelé solution réali-
sable au modéle de programmation linéaire.

— Domaine des solutions réalisables : c’est I’ensemble des solutions réalisables du
programme linéaire, autrement dit, c’est I’ensemble des solutions qui satisfait si-
multanément les contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité.

— Solution non réalisable : tout vecteur X = (1, xs, ..., ;) non situé dans le domaine
des solutions réalisables, il ne respecte pas une ou plusieurs contraintes.

— Solution optimale : toute solution réalisable qui optimise la fonction objectif.

1.1.3 Meéthodes de résolution de problémes linéaires

Il existe des méthodes pour la résolution des problémes de programmation linéaire,
parmi elles :

1.1.3.1 Meéthode graphique

On utilise cette méthode uniquement dans le cas ot n = {1;2; 3}.
La procédure a suivre est la suivante :

1. On trace sur un graphique chacune des contraintes du programme et on détermine
la région commune a l'ensemble de ces contraintes, elle constitue si elle existe, le do-
maine des solutions réalisables. Ce dernier délimite les valeurs possibles des variables
de décision z;; 7 = 1,...,n satisfaisant toutes les contraintes.

2. On détermine ensuite les coordonnées des points extrémes ou sommets de la région
des solutions réalisables. On obtient les coordonnées des points extrémes en les
localisant directement sur le graphique ou plus exactement en résolvant les équations
de droites qui coupent chacun des points extrémes.
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3. On substitue ensuite les coordonnées de chaque point extréme dans ’expression de la
fonction objectif. Le point extréme (dans le cas d’une solution unique) qui optimise
la fonction objectif correspond a la solution réalisable optimale.

4. On s’assurera que la solution obtenue en 3 est bien une solution réalisable en sub-
stituant les coordonnées du point extréme correspondant dans les contraintes du
programme.

Exemple 2 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

(7 (X) =100z, + 20025 —> max
sc
x1 + x9 < 150 (1)
(P) < 4z1 + 2x9 < 440 (2)
x1 + 4y < 480 (3)
1 < 90 (4)
(712052220

Aprés application de la méthode graphique nous avons obtenu le graphe suivant :

x> A (2

(4)

domaine des solutions
réalisables
La solution optimale est : B(40,110)

1.1.3.2 Méthode du Simplexe

En 1947, G.B DANTZIG a développé une méthode efficace pour résoudre les problémes
linéaires, dénommeée méthode du simplexe qui est une méthode itérative. Elle démarre d'un
point extréme (point de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération
de 'algorithme du simplexe. Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le
test d’arrét par rapport au critére d’optimalité.
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Soit, (P) le probléme standard de programmation linéaire & optimiser, (P) peut s’écrire
sous la forme matricielle suivante :

( n

Z(X)=> Cjz; — opt
=1

(P) sc

AX =D

(z; 20, 7=1,...,n

Ou

— opt : min ou max.

C € R" : le vecteur coiit.

A € R™™ : la matrice des contraintes tel que : n désigne le nombre des variables
et m désigne le nombre des contraintes.

b€ R™ : le second membre.

I'={1,2,....,m} : Pensemble des indices de lignes de A.

J=1{1,2,...,n} : Pensemble des indices de colonnes de A.

X =X(J)={z;/j € J} : le vecteur des variables .

Définition 4 : [1]

On appelle base du programme linéaire (P), toute sous matrice carrée réguliére (m x m)
extraite de A notée Ap.

Algorithme de la méthode du simplexe

Pour pouvoir appliquer l'algorithme du simplexe [4] il est nécessaire d’avoir une base
réalisable et les b; > 0; i = 1, ..., m. Si il existe des b; < 0, il faut multiplier les contraintes
correspondantes par (—1).

— FEtape 0 : Ecrire le probléme sous la forme standard et dessiner le tableau du

simplexe.

— Etape 1 : Choix de la variable entrante :

Cas de maximisation :
On choisi la variable entrante telle que :

Zy—Cr= min (Z;—C;); 1<k<n

Zj—Cj<0

Cas de minimisation :
On choisi la variable entrante telle que :

— Etape 2 : Choix de la variable sortante :

b, b
= min—
Ayl ark>0 Ak

(le pivot a,k est toujours positif;a,, >0) 1 <r<met1<k<n
— FEtape 3 : Critére d’optimalité :
Cas de maximisation :
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Si Z; — C > 0 stop, la solution X* est optimale sinon on revient a I’étape 1 pour
I’itération suivante.

Si 3k : Zy — Cx < 0etay, < 0 donce le probléme tend vers oo; (Z — 00).

Cas de minimisation :

Si Z; — C; < 0 stop, la solution X* est optimale sinon on revient a I’étape 1 pour
I'itération suivante.

Si 3k : Zp — Cx > 0etay, < 0 donce le probléme tend vers oo; (Z — 00).

Tableau du Simplexe :

Les différents calculs qu’on aura a effectuer et les différentes étapes de résolution seront
disposés dans le tableau suivant [2] :

C C1 Co N Cm Cm+1 c. Ck c Cj N Cp,
cg | Base b Ty | T2 | oo | T | T | oo | Tk || T | oo | Ty | Pivot
C1 ay b1 =T 1 0 e 0 a1 m+1 e Al e Qa1; N Q1n Al
Co a9 bQ = T2 0 1 Ce 0 a2 m+1 e (0513 Ce Q2; N QAon aoye
Cyr a, b, = x, 0 1 1...] 0 Qromgl | oo | Qi | oo | Qrj | oo | Qg Qi
Cm | Gm by = T 0 O ..o 1 | @mmet | - | Gk | oo | Qmj | -+ | Qmn | Qi

Z AN =Zp—=Cr | Ay | Do | oo [ A | A || Ak | oo A o] Ay

1<k<n

TABLE 1.1 — Tableau du Simplexe

Exemple 3 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

(Z (X) = a1 + 3x5 — max
s.c

T+ a9 <14

—2x1 + 3w < 12

2x1 — x9 < 12

(71 2 0;22 >0

La forme standard : ajout des variables d’écart (la forme standard associée & (P) ).

(Z(X) =x1 + 39 + 0x3 + 0x4 + Oz5 —> Mmax
s.c

1+ a0 +1x3=14

—2r1+ 319+ 14 =12

201 — X9 + x5 = 12

(21 2 0522 2 0;23 > 0524 2 0525 2 0

On trace le 1°"tableau du simplexe :
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1 3 0 0 0
Cg base b 1 To T3 Ty Ts
0 x3 14 1 1 1 0 0
— 0 T4 12 —2 3 0 1 0
0 x5 12 2 1 0 0 1
Z =10 -1 -3 0 0 0
T

Jk;k={1,2}; Zp— Cy < 0= le maximum n’est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zy = G = min (Zj = Cj) =min{-1,-3} = =3; (k=2)
Choix de variable sortante :
b, b; ) 14 12 12 12
— =min— =miny —, —,— ¢, = — = 4; (7“22)
(0% ar2>0 A;9 1 3 1 3

Donc la variable z5 va rejoindre la base en remplacant x4 dans l'itération suivante.

Le 2°™¢ tableau de simplexe :

1 3 0 0 0
Cg base b 1 To T3 T4 Ts
— 0 T3 10 5/3 0 1 -1/3 0
3 T 4 —-2/3 1 0 1/3 0
0 Ty 16 4/3 0 0 1/3 1
Z =12 -3 0 0 1 0
T

dk;k={1}; Z; — Cr < 0= le maximum n’est pas atteint
Choix de variable entrante :

Zy=Cr= min (Z;=Cj)==3 (k=1
Choix de variable sortante :
by b . [10 16 30
o i m{} 5 =6 (=1

3 3
Donc la variable x; va rejoindre la base en remplacant x3 dans l'itération suivante.

Le 3¢ tableau de simplexe :

1 3 0 0 0

Cg base b Ty T T3 Ty Ts
1 1 6 1 0 3/5 —1/5 0
3 T 8 0 1 2/5 1/5 0
0 Ty 8 0 0 —4/5 3/5 1
Z =30 0 0 9/5 2/5 0
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Z, — Cp, > 0; Vk donc le maximum est atteint

La solution optimale est : X* = (6;8;0;
La valeur optimale est : Z (X*) = 30

Application de ’exemple sur Lingo :

0;8)

Programmation sur Lingo

Installation du logiciel :

et 8Mo de mémoire RAM.

Les étapes de I'installation sont

1 . Démarrer Windows
2 . Insérer CD-ROM

I’adresse web www.lingo.com.

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modéles d’optimisation linéaire, entier et
quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modéles d’optimisation globale non
linéaire. Une des caractéristique de Lingo c’est qu’il offre des outils qui peuvent aider a
I’analyse des modéles en utilisant la méthode du simplexe.

Pour utiliser cette version de Lingo il est conseillé d’avoir au moins un processeur 486

Il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour pouvoir I'installer.

3 . Cliquer sur l'icone setup (Install)dans votre explorateur de Windows
4 . Suivre les instructions de I’écran. Pour plus d’information sur ce logiciel visiter

Lingo 18.0 - Solution Repart - Lingo1

- x
File Edit Selver Window Help
D[e|H(S| ¢ %8| Yled o] HF|m|E| BwE 2w
Solution Report - Lingo1 [E=N EcR =<
— 1 3% . Global coptimal solution found.
max=xl+3*x2; Objective value: 30.00000
x1+x2<=14; Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
(=2) *x1+3*x2<=12; Elapsed runtime seconds: 0.06
* _ — R
2 Xl X2< 12' Model Class: P
end
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 1}
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: g
Nonlinear nonzeros: 4]
Variable Vvalue Reduced Cost
X1 €.000000 0.000000
X2 8.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 30.00000 1.000000
2 0.000000 1.800000
3 0.000000 0.4000000
4 8.000000 D.UUUUUU‘
For Help, press F1 NUM n29, Col77 [10:25pm

Exemple 4 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

10
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Z(X)=—z1+x9 —> min

SC
(P) —2$1+$2§2
r1 — 2(132 S 5

(21 2 0522 20
La forme standard : ajout des variables d’écart (la forme standard associe a (P)).

;

Z(X) = —x1+ 29 + 023 + 04 —> min
sc

(P) —2x1 + 29 + 13 =2

1 —2T9+ x4 =05

(21 > 0522 > 0523 > 0524 > 0

On trace le 1°" tableau du simplexe :

-1 1 0 0
Cg base b 1 Ty T3 T4
0 T3 2 -2 1 1 0
— 0 T4 5 1 -2 0 1
Z =0 1 —1 0 0
/I\

dk;k={1}; Zr— Cx >0 = le minimum n’est pas atteint.
Choix de variable entrante :
Zy — Cf = Z]??}gjﬂio(zj -C)=1 (k=1)

Choix de variable sortante :

b, b
— =min—=1; (r=1)
(0751 ar2>0 ;1

Donc la variable x; va rejoindre la base en remplacant x3 dans l'itération suivante.

On trace le 2°"¢ tableau du simplexe :

-1 1 0 0
Cg base b 1 To T3 Ty
0 I3 12 0 -3 1 2
-1 1 5 1 -2 0 1
Z — 00 0 1 0 -1

)

dk=2: Zy — Cy > 0 mais les a0 < 0; Vr
Donc
Le probléme admet une infinité de solutions Z — oo

11
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Application de I’exemple sur Lingo :

Lingo 18.0 - Solution Repart - Lingo1 - X
File Edit Solver Window Help

DIzBIS) 1518) - || blBlo] Ol-|6u BlolE M
Solution Report - Lingo1 [E=N EcR =<
min=(-x1)+x2; Model is unbounded
—2*x1+x2<=2;
wl+-2*%x2<=5; Model Class: LP
end Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 3
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 5.000000 0.000000
X2 0.000000 -1.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 -0.1000000E+31 -1.000000
2 12.00000 0.000000
3 0.000000 1.000000

For Help, press F1 NUM n23, Col 77 [10:37pm

1.1.3.3 Initialisation de P’algorithme du simplexe

Si toutefois 7 on n’arrive pas a obtenir une solution de base réalisable, la méthode
du simplexe ne peut étre utilisée. Dans ce cas, d’autres dérivées de cette méthode seront
appelées. On ne traitera que celles dont on aura besoin dans les chapitres suivants a
savoir : Méthode de Deux Phases; M—Méthode et la Méthode Duale du Simplexe.

Méthode de deux Phases [4] :

— Etape 0 : Ecrire le probléme sous la forme standard, rendre les b; positifs i = 1, ...,m
(si 3b; < 0 on multiplie les contraintes correspondantes par (—1)) et introduire des
variables artificielles V;; i = 1...m.

— Etape 1 : Réalisation de la Phase I : dans cette phase, on ignore la vraie fonction
objectif (C; =0; j=1,...,n) et on cherche & optimiser la somme des variables
artificielles qu’on a diu introduire. on résout le programme linéaire résultant avec
la méthode du simplexe.

c’est-a-dire :
m m

maxZ; = — Y, V; dans le cas de maximisation et mazZ; =) V; dans le cas de

minimisation = =

Si les V; # 0 stop (pas de solution de base réalisable) ;

Sinon on passe a la Phase II.

— FEtape 2 : Réalisation de la Phase II : elle consiste a récupérer le dernier tableau
de la Phase I en remettant la vraie fonction objectif a sa place.

n
C’est-a-dire : Résoudre optZ (X) =) Cjz; sous les contraintes Y a;;x; =0b;; i =1..m
i=1 j=1...n
en prenant comme solution de dépjart la solution obtenue a la ]Phase I avec la méthode
du simplexe.

12




Chapitre 1 Préliminaires

Exemple 5 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

(7 (X) = 51y + Ty — max
sc

Ty — 23>0

Ty >4

To < 3

(71 2> 0;29 >0

Forme standard :

(7 (X) = 5y + 7oy + 023 + 0y + 05 — max
SC

T1— X9 —2T3=20

T1—2r4=4

To+ 15 =3

(21 2 0520 > 0;23 > 0504 > 0525 > 0

On n’a pas de base réalisable ; donc on ajoute des variables artificielles dans la 17 et
2¢mecontraintes comme suit :

(7 (X) = 521 + Tag + 023 + 0x4 + 025 — 26 — 7 — Max
sc

Ty —To— T3+ 26 =06

Ty — T4 t+a7=4

To+ x5 =3

(21 2 0;0 2 0523 > 0;24 > 0;05 2> 0526 > 0527 > 0

On applique la méthode du simplexe pour la suite de la résolution :

Phase I/
Elle consiste a résoudre le probléme suivant :
(7 (X) = —x6 — 27 —> max
sc

T1—To— T3+ Tg=0

T — x4 +ax7r=4

To+ x5 =3

(21 2 0522 2 0;23 > 05204 2 0;25 > 0506 > 0527 2 0

Avec la méthode du simplexe :

Le 1" tableau du simplexe :

13
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Chapitre 1
0 0 0 0 0 -1 —1
Cp base b 1 T T3 x4 Ts T T7
-1 Tg 6 1 -1 —1 0 0 1 0
— -1 Ty 4 1 0 0 —1 0 0 1
0 Ts 3 0 1 0 0 1 0 0
-2 1 1 1 0 0 0
T
Choix de variable entrante :
Zy —Cp = Zj@cl‘?w (Z;=Cj)=-2; (k=1
Choix de variable sortante :
T [ . 6 4
T i — = R QT —9
Q1 Znﬂzﬁ ;1 man { 1 ’ 1 } ’ (T )
Donc la variable x; va rejoindre la base en remplacant x5 dans l'itération suivante.
Le 2°™¢ tableau du simplexe :
0 0 0 0 0 -1 -1
Cp base b 1 T T3 Ty Ts T T
— -1 Tg 2 0 1 -1 1 0 1 /
0 1 4 1 0 0 -1 0 0 /
0 x5 3 0 1 0 0 1 0 /
0 -1 1 —1 0 0 /
T
Choix de variable entrante :
Zy — Ck ZZj@éZ?<O(Zj—Cj> =-1; (k=2)
Choix de variable sortante :
—:mm—:mm{?I}: ;o (r=2)

aro ar2>0 ;9

Donc la variable z5 va rejoindre la base en remplacant x; dans l'itération suivante.

Le 3°™ tableau du simplexe :

0 0 0 0 0 -1 -1

Cpg base b 1 T T3 x4 Ts T T7
0 T 2 0 1 -1 1 0 / /
0 T 4 1 0 0 -1 0 / /
0 5 1 0 0 1 —1 1 7 7
0 0 0 0 0 / /

14
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Vk: Z, — C, =0 on passe a la Phase II.

Phase II :
— Elle consiste a récupérer le dernier tableau de la Phase I en remettant la vraie
fonction objectif a sa place.
C’est-a-dire : Résoudre

Z(X) = 52y + Taa + 0ms + 024 + 025 — 76 — 27 —> maz
sc

Ty — Ty — T3+ 26 =0

T — x4 +x7=4

Ty + x5 =3

(21 > 0520 > 0523 > 0524 > 0525 > 0526 > 0527 > 0

En prenant comme solution de départ la solution obtenue a la Phase I avec la méthode
du simplexe

Le 1°" tableau du simplexe :

5 7 0 0 0
Cg base b 1 To T3 Ty Ts
7 T 2 0 1 -1 1 0
5 1 4 1 0 0 -1 0
— 0 T 1 0 0 1 —1 1
0 0 -7 2 0
T

dk;k={1}; Zr— C) <0= le maximum n’est pas atteint
Choix de variable entrante :

Zk — Ck = Z,@CZ"?-ZO (ZJ — CJ) = —7; (]{7 = 3)

Choix de variable sortante :

b, b
— =min— =1; (r=3)
Q3 ar2>0 ;3

Donc la variable z3 va rejoindre la base en remplacant x5 dans l'itération suivante

Le 2°¢ tableau du simplexe :

5 7 0 0 0
Cg base b 1 To T3 Ty Ts
7 T 3 0 1 0 0 1
5 1 4 1 0 0 —1 0
0 T 1 0 0 1 -1 1
0 0 0 -5 0

T

On remarque que Vr; a,4 < 0=>la solution est infinie (Z — o0)

15
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Application de I’exemple sur Lingo :

Lingo 18.0 - Solution Repart - Lingo1 - X
File Edit Solver Window Help
DisEE 4= 2| 0| DlE(mE| BlB/E 2
Solution Report - Lingol [E=HE=R =
- Model is unbounded
max=5*x1+7*x2;
x1-x2>=6; Model Class: P
xl>=4; Total variables: 2
X2<=3; Nonlinear variables: 0
end Integer variables: 0
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: [
Neonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 9.000000 0.000000
X2 3.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 -0.1000000E+31 1.000000
2 0.000000 5.000000
3 5.000000 0.000000
4 0.000000 12.00000
For Help, press F1 NUM n25 Col77  [10:49 pm

M—Meéthode [4] :

— Etape 0 : Ecrire le probléme sous la forme standard, rendre les b; positifs i = 1...m
(si 3b; < 0 on multiplie les contraintes correspondantes par (—1)) et introduire des

variables artificielles dans les contraintes > a;jz; + Vi =0b;; i =1..m
j=l..n

— FEtape 1 : Résolution du probléme

Cas de maximisation :

maxZ :zn: Cixj— zm: MV M >0

j=1 i=1

Cas de minimisation :

j=1 i=1

Sous les contraintes précédentes avec la méthode du simplexe. Si V; # 0; i = 1.m
stop (pas de solution réalisable) ;
Sinon la solution obtenue est optimale.

Remarque 3 :

Si les variables artificielles sont restées dans la base alors que 'optimum est atteint
donc il n’existe pas de solution réalisable.

16
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Exemple 6 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

(7 (X) =521 + Ty — max
sc

Ty — Ty > 6

Ty >4

To < 3

(71 2> 0;29 >0

Forme standard :

(7 (X) = 5y + 7oy + 023 + 0y + 05 — max
SC

T1— X9 —2T3=20

T1—2r4=4

To+ 15 =3

(21 > 0;22 > 0;23 > 024 > 0505 > 0

On a pas de base réalisable ; donc on ajoute des variables artificielles dans la 1¢7¢ et
2¢me contrainte comme suit :

(7 (X) = 5xy + Tag + 023 + 024 + 025 — Mg — M7 — max
sc

T1—To— T3+ Tg =0

T1— Ty +ax7 =4

To+ 5 =3

(21 2 020 > 0523 > 0524 2 0;25 > 0,06 > 0527 2 0

On applique la méthode du simplexe pour la suite de la résolution :

Le 1°" tableau du simplexe :

) 7 0 0 0 -M —-M
Cp | base b 1 To xs3 Ty T Tg T
—M | x6 6 1 —1 —1 0 0 1 0
— | =M | x7 4 1 0 0 1 0 0 1
0 x5 3 0 1 0 0 1 0 0
—2M -5 | M -7 M M 0 0 0
T

dk;k={1}; Zr— Cx <0 = le maximum n’est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zy—Cr= min (Z;—C;)=-2M—-5; (k=1)

Zj*Cj<0

Choix de variable sortante :

17
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b, bi . [6 4
—:min—:mm{— }:4; (r

, =
(0751 ar2>0 ;1 1'1

:2)

Donc la variable x; va rejoindre la base en remplacant x5 dans l'itération suivante.

Le 2°™¢tableau du simplexe :

5) 7 0 0 0 —-M —-M
Cp base b 1 T T3 Ty T Te T
— | —M Tg 2 0 —1 —1 1 0 1 /
5 1 4 1 0 0 -1 0 0 /
0 T 3 0 1 0 0 1 0 /
0 M -7 M —M -5 0 0 /
T

Jk;k={1}; Zr— Cr <0=— le maximum n’est pas atteint

Choix de variable entrante :

Zk—Ck: min (Zj—Cj):—M—5;

Zj—C]‘<0

Choix de variable sortante :

b, . b
— =min— =2; (r=2)
Qg ar2>0 ;g

Donc la variable x4 va rejoindre la base en remplacant x; dans l'itération suivante

Le 3°™¢tableau du simplexe :

5 7 0 0 0 -M —-M
Cg base b 1 To T3 T4 Ts T T
0 Ty 2 0 -1 -1 1 0 / /
5 T 6 1 -1 —1 0 0 / /
— 0 Ts 3 0 1 0 0 1 / /
0 —12 -5 0 0
T
Jk;k={1}; Zr— Cr <0 = le maximum n’est pas atteint.
Choix de variable entrante :
Zy—Cp= _min (Z; —C;)=min{-12,-5}; (k=2)

Z;—C;<0

Choix de variable sortante :

br . bz
— =min— =3; (r=23)
[47%) ar2>0 ;9

Donc la variable x; va rejoindre la base en remplacant x5 dans l'itération suivante.

Le 4°™¢tableau du simplexe :

18
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5 7 0 0 0 —M —M

Cp base b 1 T T3 x4 Ts T T7

0 4 5 0 0 —1 1 1 7 7

5 7 3 1 0 —1 0 1 ] 7

7 T 3 0 1 0 0 1 / /

0 0 -5 0 12 / /

T

On remarque que Vr; a,3 < 0=la solution est infinie (Z — o0)

Application de ’exemple sur Lingo :

Linge 18.0 - Selutien Report - Lingol - *
File Edit Soler Window Help
Dles|E|&S| & [5]®) e o] OEmH BE 2
Solution Report - Lingol \i‘\ﬂl\é‘
- Model is unbounded
max=5*x1+7*x2;
x1-x2>=6; Model Class: P
xl>=4; Total variables: 2
X2<=3; Nonlinear variables: 0
and Integer variables: 0
Total constraints: 4
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: [
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 9.000000 0.000000
X2 3.000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 -0.1000000E+31 1.000000
2 0.000000 5.000000
3 5.000000 0.000000
4 0.000000 12.00000|

For Help, press F1

Méthode Duale du simplexe [4] :

Cette méthode est applicable sur les programmes linéaires avec b; > 0; b;< 0, contrai-

rement aux méthodes précédentes

Cas de maximisation :

Le

pivot a,r doit étre négatif

b, =minb;; 1=1,....m
b; <0

Etape 3 : Choisir I'indice entrant & tel que :
Zr — Cy

= max

Ayl arj<o Arj

19

Z,—C,

NUM

Etape 0 : Ecrire le probléme sous la forme standard.
FEtape 1 : Rendre négatifs les C; qui sont positifs j = 1,...,n
Etape 2 : Choisir I'indice sortant

Ln 25, Col 77 10:49 prm
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Cas de minimisation :
— Etape 0 : Ecrire le probléme sous la forme standard.
— FEtape 1 : Rendre positifs les C; qui sont négatifs j = 1..n
— Etape 2 : Choisir I'indice sortant
b, = minb;; 1 =1..m
b;<0

— FEtape 3 : Choisir I'indice entrant k tel que :
Zk — Ck Zj — Cj
— =mar—
Ayl Arj<0 Arj

Le pivot a,; doit étre négatif

Remarque 4 :

Dans les deux cas :

- Si b, > 0, Vr alors loptimum est atteint.

- Si a,; > 0; Vj alors 'optimum est non borné (les contraintes du dual sont contra-
dictoires).

Exemple 7 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :

(7 (X) = =221 — 312 4 235 —> min

SC

(P){ —4x1 — 519 — 223> 5
—x1 4+ 629 + 23 > 10
(21 > 0;22 > 0;23 > 0

Forme standard :

Z(X) = =221 — 3x9 + 23 + 024 + Oz5 —> min
sc

(P){ —4x1 —bw9 — 203 — 24 =5

—x1 4+ 629 + 23 — 25 = 10

(21 = 0;22 > 0;23 > 0;24 > 0;25 > 0

Rendre les b; négatifs : (On multiplie les contraintes par (—1) :

(7 (X) = =211 — 339 + 23 + 0z + 0x5 —> min

SC

(P) Q 44z + 59 + 223 + 14 = =5
+1’1—6£L‘2—1’3+$5:—1O

(21 = 0;22 > 0;23 > 0;24 > 0;25 > 0

Cy = -2
Cy= -3

Ajout d’une contrainte artificielle :
On a
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Chapitre 1
avec
Cy, <y
On pose
T1 + T2 <M

1+ axetaxg=M — r90=M — 21 — 26

Substituer x5 dans Z et les contraintes :
On aura :

(7 (X) = 21 + 23 + 326 — 3M — min
SC

—x1+ 223+ x4 — brg = —5—5M

Try —x3+ x5 + 6206 = —10 + 6 M
r1+xo+axg=M

(21 2 0522 2 0;23 > 0524 > 0525 2> 05526 > 0

Initialisation de la méthode :

1 0 1 0 0 3

Cg base b; 1 To T3 T4 Ts T
— 0 Ty —5—5M -1 0 2 1 0 -5
0 Ts —10+6M 7 0 —1 0 1 6

0 T M 1 1 0 0 0 1
-1 0 -1 0 0 -3

T

V7, Oj >0

Choix de variable sortante :
b, = Tbngolbi =min{—5—5M,—10+6M, M} =—-5—-5M; (r=1)
Choix de variable entrante :

Ty — Z,—C, -
i Ck:maxj OJ:max{T,—S}I—f‘S; (k = 6)

Ayl arj<o Qrj

1¢7¢ itération :

1 0 1 0 0 3

Cp base b; 1 T T3 T4 Ts T

3 Tg 1+ M 1/5 0 —-2/5 | —1/5 0 1

— 0 Ts —16 29/5 0 7/5 6/5 1 0
0 To -1 4/5 1 2/5 1/5 0 0

—2/5 0 —-1/5 | =3/5 0 0

les agr, > O;VEk =1,...,6. Alors :
Il n’existe pas de pivot négatif, donc le probléme n’admet pas de solutions.
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Application de I’exemple sur Lingo :

Lingu 18,0 - Sulutiun Repuil - Lingu1 X
File Edit Solver Window Help
DS |58 lzlo| OFNR| BwE 28
Soluhion Repart - Lingo! =N ==
min=-2#*x1-3*x2+x3; No feasible solution found.
B infeasibilicies: 16.00000
—A* 5% S =5
AFR] =5*x2—2Fw3>=5; Tulal sulver ileralions: 1
—-x14+6*x2+x3>=10; Elapsed runtime seconds: 5.20
end
Model Class: Lr
Total variables: 3
Nonlinear variables: o
Integer variables: 0
Tulal counslrainls: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 9
Nonlinear nonzeros: o
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.4200000
X2 1.000000 0.200000
X3 0.000000 2.200000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 10.00000 -1.000000
2 0.000000 -0.6200000
3 -16.00000 0.200000|
For Help, press F1 NUM Ln 28, Col 77 11:02 pm

Dualité :

A tout programme linéaire appelé par convention programme linéaire primal, on peut
associer par construction un autre programme linéaire appelé son dual. Cette relation
conduit au développement d’un ensemble d’interprétations économiques de la solution

optimale.

primal

dual

max Z =cx

min W =y

[AJZ]Z = bz,Z = 1, My

[A'yl; 2 ¢ j=1..,m

(A.’L')l < bZ,Z =mq + 1, .y Mo

(Ay); < j=m+1,...n

(Az), > bj,i=mo+1,....,m

(A'y); =cj,j=n2+2,...,n

Z Z 0, j = 1,...,711

Y € ]R,Z = 1,...,m1

Z; S 0,] =n;+ ]_,...,TLQ

Yi Zovi:ml_{—l?"wmQ

r;eER, j=ny+1,....n

yi > 0,2 =mo+2,....m

TABLE 1.2 — Méthode de construction du programme dual

Exemple 8 :

Soit le probléme linéaire (P) suivant :
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(

SC

(P) S

5x1 + 1029 < 70
15z + 1229 < 24
(21 > 0;22 >0

Z(X) =20z + 1529 — max

Aprés application de la méthode de construction du programme dual (TABLE 1.2) on

obtient le programme dual (D) du programme primal (P) suivant :

/

(D)

10y; + 12y, > 15
(Y1 =052 20

W (Y) = 70y, + 24y, —> min

La résolution sera faite par la méthode du simplexe.

Application de I’exemple sur Lingo :

Linga 18.0 - Solution Report - Lingo1

- X
File Edit Solver Window Help
DleslH|&| ["e e ol O Be(E 2w
Solution Repert - Linge =N =
min="7 0*y1+24*y2'- Global optimal solution found.
o N _ Objective value: 32.00000
5*y1+15%y2>=20; Infeasibilities: 0.000000
10*yl+12*y2>=15’- Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.07
end
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear wvariables: o
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: €
Nonlinear nonzeros: o]
Variable Value Reduced Cost
¥l 0.000000 €2.00000
Y2 1.333333 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 32.00000 -1.000000
2 0.000000 —l.ﬁDDUGL]l
3 1.000000 0.000000
For Help, press F1 NUM Ln 27, Col 77 11:29 pm

La solution optimale est Y* =
La valeur optimale est Z (Y™*)

(0

5)
2
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1.2 Théorie des ensembles flous

Il est beaucoup plus facile de classer des individus selon leurs sexes, leurs niveaux
d’étude mais il est difficile de les classer par degré d’intelligence ( on ne peut pas mesurer
le degré d’intelligence exact d’un individu), ¢’est 1a ou intervient la théorie des ensembles
flous qui est une généralisation de la théorie des ensembles classiques, en introduisant la
notion de degré dans la vérification d’une condition, autrement dit, nous permettons a
cette derniére d’étre dans un autre état que vrai ou faux.

La théorie des sous-ensembles flous est assez récente, elle a débuté en 1965 avec la
publication de Iarticle "Fuzzy sets" [5] (ensembles flou) par Lotfi Aliasker Zadeh, qui a
proposé pour la premiére fois le concept des sous-ensembles flous pallier & la modélisation
de l'incertitude des modéles classiques. Et aussi Didier Dubois et Heny Prade [6]. Depuis
lors, plusieurs auteurs on étudié les propriétés et des application proposés des ensemble
flous [7].

La logique floue confére ainsi la flexibilité trés appréciable aux raisonnements qui
I'utilisent ce qui rend possible la prise en compte des imprécisions et des incertitudes.

Dans cette section nous allons expliquer les fondements mathématiques de la théorie
des sous-ensembles flous ainsi que les concepts de base de cette derniére.

FIGURE 1.1 — Représentation graphique d’un ensemble classique et d’un ensemble flou

Exemple 9 :

Considérons une personne chargée d’évaluer la température d’une piéce. Plutot que
d’exprimer la température de facon précise, elle peut étre tentée de fournir I'information
sous une forme naturelle comme “la température est élevée”. Pour pouvoir manipuler cette
information par la suite, il est nécessaire d’expliciter sur I’échelle des températures ce que
représente I'ensemble des températures de niveau élevé On définit donc sur le référentiel
des températures possibles, par exemple A = [0, 40], le sous-ensemble flou des “tempéra-
tures élevées”. Pour construire la fonction d’appartenance pg;,,., on a considéré ici qu’en
dessous de 15° C, la température n’est certainement pas élevée, d’ott un degré d’apparte-
nance nul, et que les températures au dessus de 25 ° C sont assurément élevées, d’oul un
degré d’appartenance maximum. Entre ces deux zones de températures, I’appartenance
passe graduellement de 0 a 1.

On illustre ceci dans le graphe suivant :
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. I_{Elevé}

=

b
> x(Q)
15 25 40

1.2.1 Notion d’ensemble flou

Dans la théorie ensembliste classique, on peut indiquer les éléments {x} qui appar-
tiennent & une certaine classe A de 'ensemble X et ceux qui n’y appartiennent pas par
une fonction caractéristique p4 prenant respectivement deux valeurs 1 ou 0

pa: X —{0,1}

si appartenance de certains éléments A de X n’est pas absolue ({x} appartient un
peu au sous-ensemble), on peut remplacer la fonction caractéristique par une fonction
d’appartenance, qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1], cette classe est appelée sous-
ensemble flou de X noté A.

Exemple 10 : [8]

On se propose de mesurer l'acuité visuelle (moyenne des deux yeux) des individus
d’une certaine localité X .

Soit A I'ensemble des individus en cette localité ayant une bonne acuité visuelle. Cet
ensemble a un contour mal défini. En effet, il y a des individus dont ’acuité visuelle est
égale a 1; 0.8; 0.6 ou toutes autre valeur comprise entre 0 et 1.

Dans ce cas on dit que A est un sous-ensemble flou on le note par A.

Exemple 11 :

Soient X = R I’ensemble de référence et A I’ensemble des nombres compris entre 4 et
10; (A ={z/x € [4;10]}); A est caractérisé par la fonction caractéristique suivante :

pa: R — {0;1}

_J1 zeA
#4730 r¢ A
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Définition 5 : [9]

Un sous-ensemble flou A dans un univers du discours X est caractérisé par sa fonction
d’appartenance () qui associe & chaque élément {x} de X une valeur dans l'intervalle
des nombres réels [0, 1].

pg X —10,1]

Ainsi un sous-ensemble flou A, dans X peut étre représenté par un ensemble de couples
ordonnés

A={(z,pz(x))/x € X}
Le sous-ensemble classique n’est en fait qu’un cas particulier de sous-ensemble flou
dont la fonction d’appartenance ne prend que les valeurs 0 ou 1.
Un sous-ensemble flou A de X est aussi souvent représenté par la notation suivante
qui indique que pour tout élément {z} de X son degré p;(x) d’appartenance a A :

A= /,u;‘(x)/x si X est continu

x

et

A= Z pilz)/x; si X est discret

z,€X

Comme les valeurs p i(z;) représentent les degrés d’appartenance avec lesquels les x;
appartiennent a A, si wi(z;) prend la valeur 1 pour tous les éléments de X, cela signifie
que A est identique a X. Au contraire, A est vide si u 4(z;) prend la valeur 0 sur tout X.

1.2.2 Caractéristiques d’un sous ensemble flou

Un sous-ensemble flou est complétement défini par la donnée de sa fonction d’appar-
tenance. A partir d’une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques [10] du
sous-ensemble flou peuvent étre étudiées, on cite :

1.2.2.1 Noyau

Le noyau d’un sous-ensemble flou A de X, noté Noy(fl), est 'ensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent totalement. Formellement :

Noy(A) = {o € X/pu;(x) = 1}

1.2.2.2 Support

Le support d’un sous-ensemble flou A de X, noté Supp(fl), est 'ensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent au moins un petit peu. Formellement :

Supp(A) = {x € X/p;(x) > 0}
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1.2.2.3 Hauteur

La hauteur d’un sous-ensemble flou Ade X, notée h(A), est la valeur maximale atteinte
sur le support de A. Formellement :

h(A) = supu ()

zeX

Remarque 5 :

On dira alors qu’un sous-ensemble flou est normalisé si sa hauteur h(A) est égale & 1.

Hauteur

«

FIGURE 1.2 — Caractéristiques d’un sous-ensemble flou

1.2.2.4 Cardinalité

La cardinalité d'un sous-ensemble flou A de X, notée | A |, est le nombre d’éléments
appartenant a A pondéré par leurs degrés d’appartenance. Formellement, pour A fini :

A=Y )

zeX

Exemple 12 :

Soit A un sous-ensemble flou tel que :

A= (21]0.9); (w2 ] 1); (x5 ] 0.5); (4 ] 0.1); (x5 | 0.3); (w6 | 0.7) ; (27 | 0)
D’aprés les définitions les caractéristiques de A sont :

Noy([l) =Ty

Supp(A) = {x1; v2; T3; 245 T5; 06}

h(A) =1 = A normalisé (Jz, € Atel que j1z (z2) = 1)

| A= S pz(z) =09+1+05+01+03+07+0=3.5

zeX
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Exemple 13 :

Soit X = [0,35] (Pensemble des ages) tel que v € [0, 1], et soit A sous-ensemble de X
des ages jeunes défini par :

1 six e [20,30]
pi=40 stx>3betx <15
v six €]15,20[ et x €]30, 35]

D’apres les définitions les caractéristiques de A sont :
Noy(A) = [20, 30]

Supp(A) =]15, 35]
h(A) = 1 = A normalisé

1.2.3 o — coupe

Il peut étre utile de décrire un sous-ensemble flou en référant a des sous-ensembles
ordinaires. Une facon de réaliser une approximation d’un sous-ensemble flou consiste a
fixer un seuil inférieur sur les degrés d’appartenance. Le sous-ensemble ordinaire A® de
X associé & A pour le seuil «v est Pensemble des éléments {z} qui appartiennent & A avec
un degré au moins égale a a.

Définition 6 : [7]

Pour un seuil donné « de [0, 1] on définit 'ac — coupe du sous-ensemble flou A de X
(ou sous-ensemble de niveau associé & A) comme le sous-ensemble :

A = {r € X/puy(x) > a}

et A” est un sous-ensemble ordinaire de fonction caractéristique :
X jo = 1si et seulement si p;3(x) > o

Remarque 6 :

On peut définir I’ensemble v — coupe stricte de A en considérant une inégalité stricte
dans la définition précédente.

Exemple 14 :

Soit A un sous-ensemble flou tel que :
A={(x1]0);(z2]0.5);(x3]0.6);(xs|0.7);(x5]0.9);(x6]0.2);(z7]0.7)}

La coupe de niveau o = 0.6 est 'ensemble : A% = {x3; z4; 25; 27}
— La coupe de niveau stricte o = 0.6 est I'ensemble A*® = {x4; z5; 27}

Propriétés des a — coupes :

En choisissant un niveau «, on indique le seuil a partir duquel I'appartenance est
considérée comme satisfaite. Plus on est exigeant sur la notion d’appartenance de {x},
plus on augmente le seuil «, et moins il existe d’éléments {z} de X satisfaisant cette
notion d’appartenance.

Les o — coupes des sous-ensembles flous jouissent des propriétés suivantes :
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R

A et B deux sous-ensembles flous alors on a :
(AN By = A B0

U By =1y B
A - Baalors A« C B>
- (A +B) = A4 B

- (Afl)a _AA* A eR

1.2.4 Le théoréme de décomposition

Le théoréme de décomposition permet de décrire un sous-ensemble flou quelconque a
partie de ses o — coupes
Soit A un sous-ensemble flou d’un univers X, de fonction d’appartenance p15. On a :

Vo e X,y (z) = Supae}o,l},u-XAa (z)

1.2.5 Principe d’extension

Le principe d’extension [8][5] est 'un des plus importants de la théorie des ensembles
flous parce qu’il permet d’exploiter nos connaissances classiques dans le cas des données
floues. On suppose qu’on dispose d’'une applica:cion f d’un premier ensemble de référence
X vers un second ensemble de référence Y . A tout élément {z} de X, l'application f
fait correspondre un élément {y} de Y . Soit A un sous-ensemble flou de X auquel {z}
appartient fortement, on se propose de lui associer un sous-ensemble B de Y auquel {y}
appartient fortement. On définit ainsi I’image d’un sous-ensemble flou par une application.

Ce qui est illustré dan la figure 1.3 [10]

FIGURE 1.3 — Extension d’une fonction f (fonction classique, fonction étendue)

Définition 7 : [11]

Etant donné un sous-ensemble flou A de X et f une application de X vers Y. Le
principe d’extension permet de définir un sous-ensemble flou B de Y associé & A (image
directe), par 'intermédiaire de f , par :

SUPLaex/f)=yyti (r) si f~({y}) # @

e = {o 5 7 ({h) =2

Cas particulier
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Considérons le cas ou X est lui-méme le produit cartésien de plusieurs ensemble
de référence X, Xs,...; X,. Le produit d’extension et la définition du produit carté-
sien de sous-ensembles flous permettent d’associer, a leurs sous-ensembles flous respec-
tifs Ay, As, ..., A,, un sous-ensemble flou B de Y défini par la fonction d’appartenance
suivante :

. ;-1
Yy €Y,z (y) = {;uzﬁ a={oraz.ar}eX/f@) =y} () Z ;_1 E%; 7:& 2

Exemple 15 : [10]

Soit X = {Camion, Caravane,Voiture, Moto}, 'univers de moyens transports ter-
restres existants et soit Y = {Rapide, Lent, Normale}, un univers des vitesses. On sait
associer une vitesse a un moyen de transport en caractérisant la vitesse d’un camion
comme étant lente, celle d’une caravane (c’est-a-dire caravane-voiture) comme lente,
celle d'une voiture comme normale et celle d’une moto comme rapide.

Ceci se formalise par le biais d’une fonction ¢ : X —Ytelle que : f(camion) = lente, f(caravane) =
lente, f(voiture) = normaleet f(moto) = rapide.

Souhaitant maintenant déterminer la vitesse correspondante au véhicule “side-car avec
remorque”, nous lui associons d’abord la caractérisation floue suivante :

side-car avec remorque = 0.5 | moto + 0.4 | voiture + 0.1 | caravane.

Pour déterminer sa mesure de vitesse, on étend ¢ en appliquant le principe d’extension :

pg (lente) = maz (p 4 (camion) , p z (caravane)) = max (0;0.1) = 0.1

p g (normale) = p 4 (voiture) = 0.4

pg (lente) = p i (moto) = 0.5

Donc sa vitesse est plutot rapide.

Exemple 16 :

Soit f : R x R — R une fonction qui satisfait f(z) = x1 + xo
Considérer les ensembles flous finis de R

A =(3]04),(4]05),(5]1),(6]0.5),(7]0.2)

Ay =1(6]0.2),(7]0.5),(8]1),(9/0.5),(10]0.2)

Alors, le degré d’appartenance de y = 10 dans B donnée par
MB(lO) = Supf{leer}min (MAl ($1) A, (272))

= max {min(,uA~1 (3), g, (7)), min(pz, (4), 14, (6>>}
=maxr {0.4,0.2} =04

1.2.6 Opérations sur les sous-ensembles flous

Les opérations sur les ensembles flous [9] sont généralement des extensions des opéra-
tions connues sur les ensembles classiques.

Supposons que A et B sont deux sous-ensembles flous définis dans un univers du
discours X dont les fonctions d’appartenance respectives sont 15 et pz . On peut définir
des opérations ensemblistes telles que 1’égalité, I'inclusion, l'intersection, I'union et le
complémentaire grace a des opérations sur les fonctions d’appartenance.
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1.2.6.1 Egalité

A et B sont dits égaux, on noté A = B, si leurs fonctions d’appartenance prennent la
méme valeur en tout points de X :

Vo e X pg(x) = pp ()

1.2.6.2 Inclusion

A est dit inclus dans B, on note ACB, si :

Vo € X; i (2) < g (@)

FIGURE 1.4 — Inclusion de deux sous-ensembles flous

1.2.6.3 Intersection

L’intersection de A et B, que 1’on note AN B, est le sous-ensemble flou constitué des
¢léments {z} de X affectés du plus petit des deux degrés d’appartenance iz et pp

Vo € X png (x) = min (pg (), pp (x) = pg (2) A pg (2)

He (*T)

FIGURE 1.5 — Intersection de deux sous-ensembles flous avec I'opération min
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1.2.6.4 TUnion

L’union de A et B, que I’on note AUB, est le sous-ensemble flou constitué des éléments
{z} de X affectés du plus grand des deux degrés appartenance iz et g

Vo € X payp (x) = maz (pg (x) , pp (2) = pg (@) V pg (x)

the()

FIGURE 1.6 — Union de deux ensembles flous avec 'opération max

1.2.6.5 Complémentaire

Le complémentaire de A, que 'on note f:l, est le sous-ensemble flou de X dont la
fonction d’appartenance p ;

Vo e X pz(x)=1-p;(z)

He (33)
— Hi
ez =1y
-} N ,r
0.5 <
/ \\~ ,l,’\
[T 1:

FIGURE 1.7 — Complémentaire d’un ensemble flou

Exemple 17 :

Soient A et B deux sous-ensembles flous tel que :
A={(21105);(z2]0.2); (x5 ]0.3); (w4 | 0.1);5 (w5 | 1) (x| 0.3); (w7 | 0.6)}
B={(x1]04);(z2]0.4);(x3]0.8); (x4 |0.1);(x5]0);(xs]0.8);(x7]0.5)}
égalité :
A+B
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inclusion :

Anon inclus dans B

intersection :

ANB = {(z1]0.4);(x2]0.2); (23] 0.3);: (x4 ] 0.1); (x5 | 0); (26 | 0.3); (z7 ] 0.5)}
union :

AU B = {(w1]0.5); (22| 0.4); (s | 0.8); (4 | 0.1);5 (w5 | 1) (25 | 0.8); (7 | 0.6)}
complémentaire :

A= {(x1]0.5); (5| 0.8); (w5 ] 0.7); (w4 [ 0.9); (5 | 0); (g | 0.7)5 (w7 | 0.4)}

B ={(x1]0.6);(z2]0.6); (3] 0.2); (24| 0.9); (x5 | 1); (s | 0.2); (27 | 0.5)}

1.2.6.6 Produit cartésien d’ensembles flous

Soient Ay, As, ..., A, des ensembles flous de référentiel respectifs X;, X,..., X,. On
défini le produit cartésien [11] flou A; x Ay X ... x A, par la fonction d’appartenance

MAI,AQ An (.Z'l,.lfg, oo axn) = min (H’A} (1’1) )y LA, (1’2) v A, (xn))

.....

Exemple 18 :

Soient X; = {jaune,bleu} et X, = {rond,long}. On pose les ensembles flous A, =
{(4/0.8),(b/0.2)} et Ay = {(r/0.4),(1/0.6)} alors,
Ay x Ay ={((j,r) /0.4) . ((4,1) /0.6) , ((b,7) /0.2) , ((b,1) /0.2)}

Dans cet ensemble, « jaune » et « long » sont les attributs les plus liés.

1.2.7 Intervalles flous

Un intervalle flou A est une quantité floue dont la fonction d’appartenance est quasi-
concave ; on parle alors de ’ensemble flou convexe qui obéit a la contrainte [12][13] :

Va,b,Ve € [a7 b] A (C) > min (:u[l (a) A (b))
Les o — coupes de A* = {x € X/ujz(z) > a} sont donc des intervalles fermés [a®, @®]
et ces intervalles sont emboités A* C AP si o > B.

1.2.8 Intervalles flous de type L — R

Soient quatre parameétres réels (a,a, dq,Va), 04 €t 7, étant strictement positifs, et deux
fonctions, notées L et R, définies sur Pensemble des réels positifs, a valeurs dans [0, 1],
semi-continues supérieurement [11] , telles que

L(0)=R(0)=1;

L(1) =0 ou L(x) > 0, avec xlﬂzzooL(x) =0/Vz;

R(1) =0 ou R(x) > 0, avec m@mR(x) =0/Vaz.

Un intervalle flou A est de type L — R si sa fonction d’appartenance p jest défini par :

1 pour x € [a, ]
pi(z)=<¢L (%;f) pour x<a
R <“"%7) pour x>0
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— L et R : des fonctions de référence

— Jqet 7, : deux nombres réels strictement positifs représentent respectivement I’écart
a gauche et I’écart a droite.

— On note A = (a,@,04,Ya)—R

.
.

6(!

a a

FIGURE 1.8 — La forme géométrique d’une fonction d’appartenance

Remarque 7 :

Dans le cas particulier correspondant a a = @,
A est identique au nombre flou A = (a,d4,74)1—r de type L — R.

Exemple 19 :

On peut utiliser les exemples de fonctions L et R indiqués pour les nombres flous de
type L — R. En particulier, I'intervalle flou a une fonction d’appartenance de forme tra-
pézoidale si L(z) = R(z) = max(0,1 — x). Les intervalles flous généralisent les intervalles
classiques de R,

par exemple

— Si a et §, sont infinis, A = “au plus égal & environ @ ”

— Si @ et 7, sont infinis, A= “au moins égal a environ a ”

— Si tout les parameétres sont finis, A = “environ compris entre aeta’

— Sia=a; A est identique au nombre A = (a, 0a,Va);_pde type L — R

Remarque 8 :

Si de plus L (1) = R (1) = 0 alors sup ([l) est borné.
Soit F'N (L, R) 'ensemble d’intervalles flous de type L — R.

1.2.9 Opérations sur les intervalles flous de type L — R

Soient A = (a, 7, Oa>Va)r_g €t B = (l_), b, 5b7%)L_R les opérations entre A et B sont
comme suit [12][13] :
— Addition :
A®B=(a+ba+b6a+ 0 Y+ M), p

— Multiplication :
de deux ensembles
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A ® B = (ab;ab; ady, + béa; av + ba)

par un scalaire A € R

(Aa, AG, Ao, AVa); R siA>0

>\® 7_’6&7 a)L-R —
(a,a Ya)p-r {(/\& MG, =Ny, —NYa)p g SEA <0

— Soustraction : ~ ~
A6B = Ad(~B) = (0,860, %),®(~b =D, 8) ,_p = (€= .G = b, 00 + 7070 + )

Exemple 20 :

Soit A = “environ compris entre 200 et 250” et B = “environ compris entre 80 et 1007,
A = (200,250, 10,10),_, et B = (80,100,4,4), , avec L(z) = R(z) = max(0,1 — x)
donnant des intervalles flous trapézoidaux. Alors :

A ® B = (280;350; 14;14) g ; avec A @ B ="environ compris entre 280 et 350" ;

A ® B = (16000; 25000; 1600; 1600);_p ; avec A ® B = “environ compris entre 16000
et 25000 ;

Ao B= (100;170; 14;14) ;g ; avec A © B ="nviron compris entre 100 et 170.

1.2.10 « — coupe d’un intervalle flou de type L — R

Soit I'intervalle flou A = (a,a, 6%, %), _g de type L— R [12]; nous considérons les deux
variables aléatoires £ et ¢ uniformes sur [0, 1], de telle sorte que la réalisation obtenue pour
chaque £ = ¢ = a, est 'a—coupe A* = [a — L™' (a) 6%, @+ R~ () 4], on L~ et R~ sont
les fonctions réciproques de L et R respectivement. les fonctions L et R étant continues.
Dans ce cas, A est vu comme un intervalle aléatoire : [a — L™ (¢) 0% @+ R~ (¢) 7]

1.2.11 Comparaison d’intervalle flou

Le probléme de comparaison des intervalles flous [12][13] est important en pratique;
quand on utilise des intervalle flous pour évaluer des situation, ils doivent ensuite étre
comparés afin de faire un choix et de prendre une décision. Ce probléme n’est pas facile. En
effet, étant donné 'imprécision des intervalles flous, il est quelquefois difficile de prétendre
dans I’absolu qu’une quantité floue est plus grande ou plus petite qu’une autre

1.2.11.1 Comparaison des intervalles de nombres réels

Soient A = la,a] et B = [Q, l_)] deux intervalles de nombres réels. Donc @, a, b et b
sont des nombres réels tels que @ > a et b > b. Pour ordonner A et B, nous avons quatre
relations >; , i = 1,2, 3,4 définies dans comme suit [12][13] :

1. [a,a] >4 [l_),b]<:>a>5(ie‘v’x€AVy€Bx>y)
2. [a,a] > [Q,B]@gZQ(ze‘v’xeA dy € B, xy)

3. [a,@) >3 [b,b] < @ > b(i.e. 3z € A,Vy € B,x > y)
4. [a,@) >4 [b,0] < @ > b(i.e.3(x,y) €A x B,z >vy)

La relation > est la plus forte ,>, est la plus faible,>5 et >3 sont les intermédiaires.
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1.2.11.2 Possibilité, Nécessité

Considérons deux intervalles flous A et B dont les fonctions d’appartenance respectives
sont (5 et pp.

pos et nec : représentent respectivement possibilité et nécessité.

On définit la possibilité de A < B et la nécessité de (i < ptj comme suit :

1.pos(A < B) = sup(min(pj (x), ps(y)). « et y sont des nombres réels tels que = < y.

2. nec <A§B> = 1— pos (A > B) = 1 — sup(min (p; (x),ps(y)). = et y sont des
nombres réels tels que x > y.
3. necy (A§B> = nf {sup [max(l — p;(u), pz(v))/u>vl}
pg(v

4.poss3 (ASB) = sup {inf [min(p;(u),1 — ))/u <]}

1.2.11.3 Comparaison d’intervalles flous de type L — R

L’objectif est la comparaison d’intervalles flous de type L — R au sens de Chanas

Soient A et B deux intervalles de nombres réel , >, ;i = 1,2, 3,4 les quatre relations
d’ordre des intervalles et Z;, 1 = 1,2, 3,4 leurs respectives fonctions indicatrices définies
comme suit [12][13] :

0 stnon

2i(A,B) = {

Chanas et col [14] ont proposé une généralisation des relations >; , ¢ = 1,2,3,4 aux
intervalles flous de type L — R , vus comme des intervalles aleatoures, par les relations
floues suivantes (>),k = 1D,2D,3D,4D, 11,41 établies dans [14] et dont leurs fonctions
d’appartenance iy, sont définies dans [14] comme suit :

Soient A = (a,@,04,7,) € FN(L,R) et B = (b,b,0y,7,) € FN(L, R) deux intervalles
flous de type L — R

pr : (FN(L,R))?> — [0,1],k = 1D,2D,3D,4D, 11,41 :

Les relations floues pour des intervalles aléatoires peuvent se présenter dans le cas
d’indépendance comme suit

1. pnp(A, B) = P(a — L7(£)ds > b+ R (&)n)
2. pap(A, B) = P(a— L7'(€)0a > b+ R~ (f)%)
3. /~L3D(A B) )

((HR YE)va >0+ R (E)w)
4. pup(A, B) = P(@+ R ()7a > b+ R (&)n)

Chanas et al. considérent deux autres cas ou £ et ¢ sont des variables aléatoires indé-
pendantes uniformément distribuées sur I'intervalle [0, 1] :

L (A, B) = P(a— L7'(§)da > b+ R ({) )

2. pur(A, B) = P@+ R Qv > b— L1(€)3).

lemme 1 :

Pour deux intervalles flous quelconques de type L — R,

nous avons les conditions suivantes [12][13] :

uw(A B)>0:>a>b

et pour k € {4D, 41}

(A, B) <1 <= b >a (ou par équivalence pi(A, B) = 1 <=

IS

IA
S]

~—
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Proposition 1 :

Soient /1 et B deux intervalles flous de type L — R [12][13] :
1. jup(A, B) =1 — jup(A, B)
A, B) < (A, B) < M4D(A B),Vi € {2,3}
3, (A, B) >0 = pp(A, B) = 1
Les fonctions d’appartenance psop, pisp et pg, k = 4D, 41 vérifient les propriétés sui-
vantes :

Lemme 2 :

Soient A = (a,@,04,7,) € FN(L,R) et B = (b,b,8y,7) € FN(L, R) deux intervalles
flous de type L R, les conditions suivantes sont satisfaites [12][13] :
—a—b—L7(3)(d —5b)>0<:>M2D(AB)Z§
— a—b+R M(3) (v — W) > 0= psp(4,B) > 5,
— Pour k € {4D,41} ,uk(fl, B) < 1 <= b>a (ou équivalent j;(A,B) =1 <=
a).

IS
IA

1.2.12 Nombre flou

Un nombre flou A4 est un intervalle flou convexe qui a un support borné de Pensemble
des nombres réels (X = R)

Exemple 21 :

v

un nombre réel

>
|

3 4 5 un nombre flou

FIGURE 1.9 — Comparaison entre un nombre flou et un nombre réel

1.2.13 Nombre flou de type L — R

Il existe plusieurs types de nombres flous de type L — R, lorsque les fonctions de
référence sont linéaires, on parle alors de nombres flous de type triangulaire et de type
trapézoidal.
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1.2.14 Types de nombre flou
1.2.14.1 Nombres flous de type triangulaire

Un nombre flou A est dit de type triangulaire [12] noté (a,a, 8) si sa fonction d’ap-
partenance est définie par :

zmare o g — a<z<a

pi(z) =141 sir=a
a+pB—x

sia<z<a+f

Hi

4

a—a a at+p

F1GURE 1.10 — Représentation d’un nombre flou triangulaire

Comparaison de deux nombres flous triangulaire

Soient Aet B deux nombres flous triangulaires tels que :
A= (CL,Oél,ﬁ1> et B = (b) 062,62)

1. A=B<=a=b,oq4 = as, 1 = Po.
2. Agéﬁagb,a—algb—az,a—l—ﬁl§b+52.
Exemple 22 :

L’expression vers quatre heures peut étre modélisée mathématiquement par le nombre
flou triangulaire symétrique A, dont la fonction d’appartenance est donnée par :

pi(r) =

1- A i € [3.8,4.2]
0 sinon

Les ao — coupes d’un ensemble flou triangulaire sont les intervalles [af, ag]
ouaf =02a+38et a5 = 0.2c0 + 4.2
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3,8 4 42

F1GURE 1.11 — Exemple d'un nombre flou triangulaire

1.2.14.2 Nombre flou de type trapézoidal :

Un nombre flou A est dit de type trapézoidal [12] noté (a”,aV, a, ) si sa fonction
d’appartenance est donnée par :

) .
% Si at — a<z<al,

ni(z) =<1 Si at<x<aV,
ibz g gU<p<al + o]

v

FIGURE 1.12 — Présentation d’'un nombre flou trapézoidal

Exemple 23 :

[’ensemble flou des adolescents peut étre représenté par le nombre flou trapézoidal
avec la fonction d’appartenance :
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el six e [11,14]

3
(2) 1 six € [14,17]
() =
Ha 2-s g g €]17,20]
0 sinon

Les a — coupes d’un ensemble flou trapézoidal sont les intervalles [3a+ 11, —3a + 20] ;
avec a € [0, 1]

L 4

11 14 17 20

FIGURE 1.13 — Exemple d’'un nombre flou trapézoidal
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1.3 Elément de la théorie des probabilités

La théorie des probabilités constitue un cadre mathématique pour la description du
hasard et de la variabilité, ainsi que pour le raisonnement en univers incertain. Quand on
réalise une expérience dont le résultat est déterminé par le hasard, si on peut citer tous les
résultats possibles sans pour autant savoir celui qui va se réaliser, on dit que ’expérience
est aléatoire.

On parle alors de la probabilité que des événements se réalisent, qui est un nombre
réel compris entre 0 et 1. plus ce nombre est grand, plus le risque ou la chance que cet
éveénement se produise est grand.

Dans cette section nous allons rappeler les notions nécessaires et les propriétés princi-
pales de cette théorie, qui vont nous aider dans la suite de ce travail.

1.3.1 Notions d’espace mesurable

Soit €2 I’'espace fondamental, il peut étre fini, infini, dénombrable ou non.

1.3.2 Tribus d’événements

Une famille F' de sous ensembles de §2 s’appelle tribu si :

— Q el

— VA€ F = A° € F, ou A° désigne le complémentaire de A,

— VAe FVBe F= A|JB¢€F,

— quelque soit la suite (Ay)n,en d’éléments de F', on a |,y An € F.

1.3.3 Espace probabilisable

Le couple (€2, F') ou ensemble fondamental et F' tribu s’appelle espace mesurable ou
probabilisable.
Tout élément de F' s’appelle événement

1.3.4 Espace probabilisé

Soit (£2, F') un espace probabilisable,

une probabilité P est une application de F' — [0, 1] telle que :

— P(Q) =1,

— P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB),

— P(U;er Ai) = 2 P((A;) ot les (A;)ier sont deux a deux disjoints et I dénombrable.
i€l

— (9, F, P) s’appelle espace probabilisé.

1.3.5 Tribu borélienne sur R

La Tribu borélienne Bp est engendrée par les intervalles ]a, b[,a,b € R

1.3.6 Applications mesurables
Définition 8 :
Soient (2, F') et (E,T) deux espaces probabilisables,
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toute application X : Q — FE est dite mesurable si

VAeT = X '(A) e F.

Proposition 2 :

Si f et g sont des applications mesurables; Alors les applications suivantes sont me-
surables :

— [ty

— fy

— sup(f,9)
— cf avec c constante réelle.

1.3.7 Variables aléatoires réelles
Définition 9 :

Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X d’un espace probabilisé
(Q, F, P) dans (R, Bg), c’est a dire :

VB € Bp = X }(B) € F.

On peut associer a I’événement B une probabilité par I'intermédiaire de X telle que
P(X7Y(B)) = Px(B).

La probabilité Px ainsi dénie sur (R, Bg) s’appelle loi de probabilité ou distribution
de probabilité de la variable aléatoire X.

Remarque 9 :

En pratique, une variable aléatoire réelle est une application

X:Q—R

w— X(w)

Dans le cas ou :

— X prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs , X est dite variable aléatoire
discréte.

— X prend n’importe quelle valeur sur un intervalle de R, X est dite variable aléatoire
continue

1.3.8 Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition F' de la variable aléatoire X, la fonction définie de
Q — [0, 1] par
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Propriétés principales :

— La fonction de répartition caractérise la loi.
En particulier, Va, beR; P[X €]a,b]] = Fx(b)—Fx(a).
— F'x est une fonction croissante, continue a droite avec une limite a gauche en tout

point
— lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1
T—>—00 T—>+00

Lois discrétes : La fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte est une
fonction en escalier. Si la variable aléatoire prend les valeurs x;, k = 1,2,... supposées
rangées par ordre croissant, alors la fonction de répartition F'xprend les valeurs :

0 pour r < I
P[X = 4] pour x € [x1, Ta|
P X=x1|+P[X =2+ ..+ P[X =2 pourz € [vg, Tpi]

Exemple 24 :

Voici par exemple la loi et les valeurs différentes de la fonction de répartition pour le
nombre de bons numeéros pour 4 numéros cochés sur une grille de Kéno.

k 0 1 2 3 4
P[X =k] | 0.2512 | 0.4275 | 0.2538 | 0.0622 | 0.0053
P[X <k]|0.2512 | 0.6787 | 0.9325 | 0.9947 1

Si X suit la loi géométrique G (p), sa fonction de répartition est définie comme suit :

0 pourx < 1
p+p(Q—p+. . +pA—pft=1-0—-p)" [kEk+1]; pourtoutk>1

A part les lois géométriques, les fonctions de répartitions des lois discrétes classiques
n’ont pas d’expression analytique simple.

Lois continues : La fonction de répartition d’une variable aléatoire continue est la
primitive de la densité qui s’annule en —oo

FX(x):P[ng]:/ Fa (1) dt.

C’est une fonction continue sur R. . En tout point x ou fy est continue, Fx est
dérivable et :

d
%FX (z) = fx (x).
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Exemple 25 :

reprenons les trois exemples de base :

loi u (a,b)
z ] 0 six <a
Fy (2) :/ (gt = {52 six e fa.b
—c0 1 stz >b
loi ¢ (M)

loi NV (u,0?)

1.3.9 Densité de probabilité

Soit F' une fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Si I’ admet une dérivée f sauf peut étre en un nombre fini de points, f s’appelle la
densité de la variable aléatoire X.

1.3.10 Espérance mathématique

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X, le nombre suivant s’il
existe :

E(X) = fao(X(w)dP(w) ou fq désigne 'intégrale de Lesbegues-Stieljeis.
Propriétés de ’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme 2 admettant une espé-
rance, alors :

— E(X+Y)=FEX)+E(Y)

— F(aX)=aE(X); Ya€ R

— E(b)=0b; Vb€ R

— si X >0 alors E(X) >0

1.3.11 Variance

On appelle variance de la variable aléatoire X, le nombre réel suivant :

0*(X) = fo(X(w) — E(X))*dP(w) = E(X — E(X))*

44



Chapitre 1 Préliminaires

Propriétés de la variance :

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ) admettant une espé-
rance mathématique, alors :

— V(X 4+Y)=V(X)+V(Y) si X et Y sont indépendantes

— V(aX)=a*V(X); Va€R

— V(X +b)=V(X); Vbe R

— V(b)=0; Ybe R

— siV(X)=0<«= X = E(X)

1.3.12 Ecart-type

Soit une variable aléatoire X admettant une variance V(X), on appelle écart-type de
X, le réel :

1.3.13 Covariance

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y ;notée Cov(X,Y), le nombre
réel suivant :

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)

Propriétés de la covariance :

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme {2 admettant une espé-
rance, alors :

— Cov(X,Y)=0si X et Y sont indépendantes

— V(aX +bY) = a*V(X) + 2abCov(X,Y) + b*V(Y)

1.3.14 Variables aléatoires normales

On dit qu’'une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d’espérance p et d’écart
type o strictement positif si elle admet pour densité de probabilité la fonction

L sy

p(x) = oV 2w

Une telle variable aléatoire est alors dite gaussienne.
On note X — N(u,c?).

1.3.15 Variable aléatoire normale centrée réduite

Fonction de répartition d’une variable aléatoire normale centrée réduite
Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X — N(0,1), sa fonction
de répartition est dénie par
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Propriétés de la fonction ¢ :

@ est indéfiniment dérivable, et ¢ = ¢
Elle est strictement croissante et lim p(z) =0et lim p(z) =1

T—r—00 r—r+00
Vi € R,p(—x) =1 - p(z)

Remarque 10 :

Si X — N(u,0?) alors la variable aléatoire X* = 254 — N(0, 1).

(e

1.3.16 Fractiles d’une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e.X — N(0, 1).
On cherche en fonction d’une valeur o donnée, & déterminer le nombre wu,, appelé
fractile, tel que P(w/X(w) <u,) =1—«
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1.4 Combinaison du flou de I’'aléa

L’étude des phénoménes de la vie ne nous garantit pas des résultats exactes. Ces
derniers peuvent étre flous si leur réalisation est partielle, qui peuvent dépendre de la
probabilité de leur réalisation aussi. Certains chercheurs se sont intéressés a la résolution
de ce type de problémes tels que Jun Li et col [15], E.E. Ammar [16] et Iskander [17]
et bien d’autres. Les variables aléatoires floues donnent un meilleur formalisme de la
combinaison du flou et de I'aléa. Elles sont définies par Kwakernaak [18] comme suit :

1.4.1 Variables aléatoire floues
Définition 10 : [18]

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité . Une variable aléatoire floue X est une appli-
cation de (), F, P) a valeurs dans ’ensemble des intervalles flous F'(R) comme suit :

X:Q— F(R)

w— X (w)

On note I'a — coupe de X par X(w) = [&a(w),ya(wﬂ ou
X*w) = inf{z/X(w)(x)=a},
X% (w) = sup {z/X(w)(z) > a} et X(w) est la fonction d’appartenance de X.

Exemple 26 :
On interroge des individus sur la caractérisation de I’été en Europe.[18]
La réponse est : “chaud”, “trés chaud”. Elle est :
1. aléatoire car tout dépend du lieu (pays) et des étés précédents.
2. floue car c’est vague.

La réponse peut étre représentée par une variable aléatoire dont les valeurs sont des
intervalles flous, donc par une variable aléatoire floue.

1.4.2 Variables aléatoires floues discrétes

Soit (2, F, P) un espace de probabilité avec Q = {wy,wq,ws...,w,} et plwy) = pg,

T
k=1,2,...,r et > pr =1, une distribution de probabilité discréte.
k=1

Une variable aléatoire floue X est dite discrete si a chaque réalisation aléatoire wy € (2,
la valeur X (wy) est un intervalle flou comme suit :

P(X(wg) = ax) = pr, k = 1,2,...,r , ot ag, k = 1,2,....,7r sont des intervalles flous.
[12]

Exemple 27 : [12]

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé o :
Q = {wy,ws} un espace discret fini, P, la distribution de probabilité suivante :
P,(w1) =0.25; P,(wy) = 0.75;
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On considére la variable aléatoire floue discréte X dans le cas ot X (w;) et X (w,) sont
des intervalles flous dont les fonctions d’appartenance peuvent étre discrétes ou continues
comme suit :

ImX(w) = {d1,as} on dy et @y sont des nombres flous dont les fonctions d’apparte-
nance respectives j1;, et j1;, sont discrétes telles que :

fay (1) = pay(2) = 0.2, pa, (3) = pa,(4) = 0.9, pa, (5) = pa, (6) = 0.6.

et P(X (wy) =a1) =0.25 et P(X (w2) = a2) = 0.75.

On obtient les variables aléatoires réelles discrétes X;, X, X3 dont les distributions
de probabilité ainsi que leurs degrés de compatibilité avec X sont comme suit :

P{Xi(w) =1} =025 P{Xi(w)=2}=0.75 X(w)(X;)=0.2

PI{Xa(w) =5} =025 P{X3(ws) =6} =075 X(w)(X3)=0.6

Imf((w) = {ZL, 5} ot 4,5 sont des intervalles flous dont les fonctions d’appartenance
respectives sont continues et définies comme suit :

0 st <3

r—3 six€]3,4]

py = 1 six €4, 5]
—x+6 siz €]5,0]

0 stx > 6

0 six <4
r—4 six€l4,5)
py = 1 six €]5, 6]
—x+7 six €]6,7]

0 stz >T

et on a P(X (wy) =4) = 0.25 et P(X (wy) =5) = 0.75

Il existe une infinité de variables aléatoires réelles X, telles que X (w)(X%) = ax € (0, 1].

On peut extraire certaines parmi elles en considérant par exemple o = 0.4, ap = 0.8.
On obtient les variables aléatoires réelles suivantes avec leurs distributions de probabilité :

P{X,(w) =34} =025 P{X,(wy)=44}=0.7 X(w)(X _04
P{Xi(w1) =56} =025 P{Xi(w)=6.6} =07 X(w)(X
P{X,(w) =38 =025 P{X,(w)=48}=0.75 X(w)(
P{Xs(w1) =52} =025 P{Xs(ws) =62} =0.75 X(w)(

2
2

alielallle

1)
1)
)
)

1.4.3 Variables aléatoires floues normales

Une variable aléatoire floue est une vague perception d’une variable aléatoire réelle,
nous considérons une variable aléatoire [8], originale, réelle X normalement distribuée
d’espérance p et de variance o2 . En pratique, I'espérance i de X est mal connue, c’est a
peu prés u, donc représentée par I'intervalle flou p, alors nous avons une variable aléatoire
floue X normalement distribuée d’espérance floue fi et de variance réelle o2 et telle que
considérée dans Shapiro [19] Va € [0,1], u* < p < @%, ot pu® et * sont respectivement
la borne inférieure et la borne supérieure de j* = [, ). B

Nous déduisons que X et X sont des variables aléatoires normales réelles d’espé-
rances respectives p® et g et de méme variance o2, ou X% et X  sont respectivement

la borne inférieure et la borne supérieure de X(w) = [X%(w), X (w)]
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Puisque p* < p < 1%, donc Vt € R, Fxo(t) < Fx(t) < Fyge(t), ot Fxo , Fy etFge
sont les fonctions de répartition de X% , X et X respectivement.

1.4.4 Variables aléatoires floues de type L — R

Soit FN(L, R) un ensemble d’intervalles flous de type L — R vus comme des intervalles
aléatoires [12]

ie.A=(a,a,0,7) € FN(L,R) <= A=[a— L (Y)bs,a+ R (Z)7),

Y et Z sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur 'intervalle [0, 1],

Les fonctions de références L et R sont non-négatives, définies sur [0, co) non-décroissantes
telles que L(0) = R(0) = 1,

da ,Ya sont des nombres réels positifs et représentent respectivement 1’écart a gauche
et I'écart a droite.

1.4.4.1 Variables aléatoires floues normales de type L — R

X(w) = (z(w),T(w), 6z, 7,) est une variable aléatoire floue normale de type L — R
d’espérance mathématique floue @ = (u, I, d,,,y,) qui est un intervalle flou de type L — R
et de variance réelle 02 | si z(w) et Z(w) (avec z < T) sont des variables aléatoires normales
d’espérances mathématiques respectives p, 7 et de méme variance o2 et §, ,7v, sont des
nombres réels positifs et représentent respectivement 1’écart & gauche et ’écart a droite.

1.4.4.2 Variables aléatoires floues discrétes de type L — R

X(w) = (z(w),T(w), 62, 72) est une variable aléatoire floue discréte de type L — R si
z(w) et T(w) (avec z < T) sont des variables aléatoires discrétes et d, , 7, sont des nombres
réels positifs et représentent respectivement 1’écart a gauche et 1’écart a droite.

Exemple 28 : [12]

Soient (2, F, P) un espace de probabilité ou :
Q0 = {wy,ws} un espace discret fini, P, la distribution de probabilité suivante :

P,(w1) =0.25; P,(wy) = 0.75;

Et une variable aléatoire floue discréte de type L — R, X (w) = (z(w), Z(w), 6, 7») telle
que :

P(X(wy) =A)=0.25¢t P(X(w2) = B)=0.75

ott A = (a,@,04,%a)1—r et B = (b,b,00,%)1-r

(avec 0, = 0, = 0p = 0 ety = 7a = W = 7)

sont des intervalles flous du type L — R dont les fonctions d’appartenance respectives
(5 et pp sont dénies par :

1 pour x € |a,al
L (g) pour v < a

R(%) pour r > a
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1 pour x € [b, b]
b—x
g () = L ? pour x < b
R IT_I’ pour x > b

1.4.4.3 « — coupe d’une variable aléatoire floue de type L — R

Sur FL(L,R), soit X une variable aléatoire floue de type L — R et notée X (w) =
(z(w),T(w), 0z, v2) [12], o0t z et T sont des variables aléatoires réelles et d, , 7, sont des
nombres réels positifs et représentent respectivement I’écart a gauche et 1’écart a droite.

Autrement dit, X (w) = [z(w) — L7YY )0, Z(w) + R~ Z) 7).

Y et Z sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1],

Les fonctions de références L et R sont non-négatives, définies sur [0, co) non-décroissantes
telles que L(0) = R(0) = 1,

0z Y. sont des nombres réels positifs et représentent respectivement 1’écart & gauche
et I’écart a droite

Lo — coupe de X (w) est : X¥(w) = [z(w) — L™ (a)d,, T(w) + R~ (a)7a).
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Chapitre 2 Programmation linéaire stockastique

Dans un probléme linéaire déterministe, les valeurs de tous les paramétres sont sup-
posées connues. Comment résoudre un probléme linéaire dans lequel les données sont
incertaines (par exemple, les prix des énergies) ? Et quand certaines valeurs des données
seront révélées au cours des étapes de décision (par exemple, les demandes en énergie) ?
la programmation linéaire stochastique est un cadre pour répondre a de telles questions
et pour résoudre des problémes perplexes.

La programmation linéaire stochastique concerne la prise de décision en présence d’in-
certitude, ou le facteur hasard joue un role éminent. On peut voir la programmation
linéaire stochastique comme de la programmation mathématique avec des paramétres
aléatoires.

Dans ce chapitre, on va se focaliser sur I’étude de ce type de problémes et on va tenter
de répondre aux questions précédentes.

2.1 La forme d’un probléme linéaire stochastique

Soit (Ps) un probléme linéaire stochastique [20] :

opt C (w)

(Ps) ;aij(w)xj(§a2>:)bi(w); 1=1,...m
j:
z; 2 0; j=1,...n

Avec :

Cw) =(aW),c(w),....cn(w));

a;j (w) eth; (w) pour 1 <i <m;1<j<nsontdes variables aléatoires de distribution
connue sur I'espace des probabilités (2, F, P).

X ZO,V@ZL n.

Il y a essentiellement deux différents types d’approches en programmation linéaire
stochastique qui sont :

1. L’approche passive ou "'wait and see"

2. L’approche active ou ""here and now"

'

2.2 L’approche passive ou "'wait and see"

Dans cette approche le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et
résoudre le programme déterministe résultant . Dans ce cas on s’intéresse généralement
a la distribution de probabilité de la valeur optimale ou son espérance mathématique
(et/ou) sa variance.

Cette approche est intéressante du point de vue théorique, mais elle I’est moins du
point de vue pratique ; c’est pour cela qu’on va s’intéresser dans notre travail au concept
de « here and now » [13].

2.3 L’approche active ou '"’here and now"

C’est, une approche basée sur le principe de prise de décision et le choix d’une stratégie
x sans connaitre au préalable la réalisation des variables aléatoires. Elle a été développée
pour palier a la difficulté du calcul de la fonction de répartition de I'approche passive.
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L’idée de base de cette approche est la transformation systématique des problémes stochas-
tiques en programmes déterministes équivalents. La question posée est selon quel critére
choisir une stratégie = , ou encore, comment devons nous interpréter I'objectif Z(x,w) et
les contraintes A(w)x < b(w) pour obtenir le programme déterministe équivalent.

2.3.1 Objectif du programme équivalent :

Considérons le programme linéaire stochastique (P;), sous la forme suivante :

(P,) C(w)z — max
! reS={x/Az <bx >0}

Ou : C est un vecteur aléatoire et A = (a;;) et b = (b;) sont déterministes.

Il existe plusieurs méthodes pour établir la fonction objectif du probléme équivalent,
on cite [13] :

Le critére espérance (F) : le E—modéle est le plus utilisé, il consiste a remplacer la
variable aléatoire de I'objectif par son espérance mathématique pour obtenir le programme
linéaire déterministe suivant :

E(C(w))z — maz
(Pa,) {:1365' — {¢/Ax < b,z >0}

Le critére variance (V—Modéle) : Dans le cas oit C' est un vecteur aléatoire
d’espérance ¢, de matrice de covariance V .

La variance de C (w) x est z'Vz.
De la minimisation de la variance résulte le V—modéle suivant :

Ve — min
(Py,) | sc
xeS = {x/Ax < b,x >0}

Le critére espérance— variance (£ — Vmodéle ) :

ce modéle consiste & minimiser la variance de Z(x,w) tout en réalisant un niveau de
rendement minimum Z, fixé préalablement par le décideur :

2V — min
(Py,) § sc
cr > Zy, v €8

Ou ¢ est 'espérance mathématique de C' (z) tel que :¢ = E [C (w)]

Le critére variance de risque minimal (P—modéle) :

La maximisation de la probabilité que la valeur de l'objectif est au moins égale a
un certain niveau u choisi par le décideur est appelée P—modéle ou méthode a risque
minimum :
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Chapitre 2 Programmation linéaire stockastique

mazx {P, (C (w)z) =P (w/C (w))x > u}
(Py,) | sc
zeS = {x/Ax < b,x >0}

La solution de ce probléme, dans le cas gaussien, est donnée par le programme frac-
tionnaire suivant :

CT—U

, v
(Pa,) A sc

reS

Ou :
¢ est 'espérance mathématique de C' (w), V' sa matrice de covariance et x'Vz la va-
riance de 'objectif C' (w) x

Le critére de type K (Katoka) :

La minimisation de a — fractile de la fonction de distribution de 1'objectif o « est
choisi par le décideur

max u
(Pi;){ Pw/Clw)z>u) =a; 0<a<1
res

Dans le cas gaussien on a :
Pw/C(w)r > u) = a<= P(w/C(w)r<u) =1—«

et

P(w/C(w)r<u) = (w/cf;;fvf < jﬁ%) = ¢( “mtif ); pour 2z # 0 ou ¢ est la
fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.

Donc :

Plw/Cw)r >u) =a < ¢ (\;%) =a<=su=cr—¢ '(a)VitVz

par conséquent résoudre le probléme (P, ) revient, dans ce cas gaussien, a résoudre le
probléme suivant :

o | maxer — o7 (@) VatVa
(Pds) { ¢ ( )
rzecS

Il sen suit que ez — ¢~ () V&'V est concave si ¢ () > 0= a > 1
donc : si on revient au probléme (Py,) : si P(w/C(w)z>u) = o >3, avoir le maximum

de gain avec une probabilité supérieure ou égale a %

Remarque 11 :

Si a =1, on revient au E—modéle.
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2.3.2 Cas des contraintes aléatoires

Soit (Pg) un probléme linéaire stochastique. sachant que la méthode chance-constrained
programming se focalise sur les contraintes, donc pour faciliter le travail nous allons consi-
dérer I'objectif déterministe comme suit :

opt Cx
(Ps) éaij(w)xj(§72>:>bi<w); i=1,...m
;’;20; j=1,...n
Avec :
C eR";

a;j (w) eth; (w) pour 1 <i <m; 1< j <nsontdes variables aléatoires de distribution
connue sur Iespace de probabilité (2, F, P).
.I'j EO,VZ: 1,...,n.

2.3.2.1 Meéthode Chance-Constrained Programming

Cette méthode a été introduite par Charnes et Cooper (1959) ; elle consiste a remplacer
des contraintes stochastique par des probabilités de réalisation de ces derniéres .

Il y a essentiellement deux versions différentes de "Chance-constrained programming
" qui consistent & remplacer [12] :

— Version 1 : L’ensemble des contraintes par la probabilité (jointe) de leurs réalisa-
tions simultanées au moins égale a un seuil convenablement choisi par le décideur,
comme suit :

mazx cr

(Ps), P{w/ Yooy (w)xy < b (w),i= 1,2,...,m} >«
j=1
z; >0,7=1,...,n
— Version 2 : Chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale a

un seuil choisi par le décideur, comme suit :
max Cx

(Ps)y P{w/ Z@z‘j(w)%‘Sbi(w%i:l,?,---,m} >
j=1
r; >0,7=1,...,n

La deuxiéme version est plus avantageuse que la premiére car le décideur peut choisir
pour chaque contrainte A;(w)z < b;(w) suivant les données du probléme, le seuil «; tel
que

Plw: Aj(w)z < bi(w)) > a4

Soient :
— X (o) = {z>0/P(w/a;j(w)x;j<b;(w), i = 1,...m)>a}, 'ensemble des solutions ad-
missibles pour (Ps),.
— X () ={x >0/P (w) : ajj (w)x; <b; (w),i=1,...m) > a;}, 'ensemble des so-
lutions admissibles pour (Ps),.
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—X () et X (o) sont-ils toujours convexes?
Ce n’est pas toujours le cas. voici un exemple qui illustre ceci :

Exemple 29 : [21]

Soit X (w) = (z1(w), z2(w)) un vecteur aléatoire tel que :

Piw: (z1(wn), ma(wr)) = (3,1)} = % et P{w: (1(ws), wa(ws)) = (=3, —2)} = ;

Nous obtenons :

donc
xS% pour 3r <1 —3x < -2
s<2<2 pourdz £l —3zg -2
x> 3 pour3r £1 —3x < -2
d’ou :
% st < %
. _ 1 2
Plw: Aw)r <b(w)} =<0 sizg<z<3
% stx > %
alors :
disjoint doncnon convexe pour 0 < a < %
1 2
X(a)est { convexe pour 3 <a <3
vide pour o > %

Nous allons voir par la suite que X («) (resp. X;(«;)) peut étre convexe si les variables
aléatoires sont normales ou discrétes et sous certaines conditions concernant les valeurs
de a (resp ;). Seul le cas ou « (resp ;) est égal & 0 ou 1 ou le cas o A (resp. A; ) est
déterministe et b (resp. b;) est aléatoire nous assure la convexité de X (a) (resp. X;(a;))
quelque soit la distribution de probabilité des variables aléatoires b (resp. b;). comme le
stipule le théoréme suivant :

Théoréme 1 : [21]

X(0) et X (1) sont convexes
X;(0) et X;(1) sont convexes

Théoréme 2 : [21]

Si les a;; sont déterministes et les b; stochastiques; alors :
— X(«) est convexe pour toute distribution de probabilité de b;,
— X, (o) est convexe pour toute distribution de probabilité de b;

Preuve :

P(W/ Z ;505 < bl(W)) > o < 1-— P(W/ Z ;505 > bl(w)) > o < 1-— Fbt(
j=1 =1 =1
(l,’jl’j) 2 Oéi,i = 1, ey 1.

1— Fbt( ClijiL'j) 2 o < Fbt(
7=1

n n
aij:cj) <1-—q <:>Z i Tj < szl(l — Oél').
-1 =1

J
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X(Oél) = {.CC > 0/ Z Q5T < Fb;1<1 — Oéz)} ,’i = 1,2, .., m
j=1

J

Théoréme 3 : [21]
Soit (€2, F\, P) un espace de probabilité avec Q@ = {w;, ws, ..., w, }, et la distribution de
probabilité discréte et finie p(wy) = pr, k= 1,2,..r et > pp = 1.
k=1

Alors :

pour « >1— min p; Pensemble X («) est convexe
ke(1,2,...r)

pour o; > 1 — min pg 'ensemble X;(«;) est convexe
ke(1,2,...r)

Théoréme 4 : [21]

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, a;;(w) et b;(w) les composantes de la matrice
A(m x n) et du vecteur b(m x 1) respectivement.
Si a1, a2, ...Qin, b; sont (n + 1) variables aléatoires normales d’espérances mathéma-

tiques fi1, fhio; ---fhins A; et de variances 02, 0%, ...02,, §; respectivement.

Mino
Alors :
pour a > 1 , I'ensemble X () est convexe pour a; > 1 , I'ensemble X;(«;) est convexe

Preuve :
Montrons que X;(«;) est convexe.
n
Posons y;(z,w) =) a;;x; —b;(w)), i = 1,...,m c’est une combinaison linéaire de n +1
i=1

variables aléatoires normales. Donc y;(z,w) est une variable aléatoire normale de moyenne
n

E(yi(z,w)) =>" wijx; — Aj et de variance V (y;(z,w)) = 2S;z on z = (x1, @9, ..., Ty, —1)°
j=1

et S;((n+1) x (n+ 1)) est la matrice de covariance suivante :

V(as) Cov(a;, az) Cov(air,a;,) Cov(a,b;)
Cov(a;g, ai1) V(a) Cov(a;g, a;3) Cov(a;a, b;)
Si = : : : : :
Cov(aim,a;1) Cov(a,,a;) Vam) Cov(an, b;)
Cov(b;,a;1)  Covu(b;,asz) Cov(b;, ain) V(b;)

ou V et Cov représentent respectivement variance et Covariance.
Posons :

myz(x) = E(yi(wi))vo-gi(x) = V(yi(x,w)) et O-yi(x> Y/ V(yi<x7w))'

Nous avons :
n n

Plo) 3 ap@)ey<hiw)) = Plw/ 3 ay(w)e; = bi(w) < 0) = P (o) B Ts() o

=1 in(:r)
7my1(ff)
in(x) )
Donc L
Pw/ Y aij(w)z;<bi(w)) > oy 4= P(ow/20mml®) < 2y > 4,
]:1 i Yq
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yi(sz)_myi (z)
. . o.yul (1‘) . . . .. .
distribution qui est strictement croissante et bijective de I’ensemble des nombres réels R

dans |0, 1].
Donc P(w/%! x;} Z; o) < Zmu @)y gy (Zmi®))) Py conséquent :

- Oy, () Oy; (z)

Plw/ > ay@)z<hi(w) > o = p(Z2u0) > ;e 2@ > poi(q,) e

=1 Oy, (z) Ty; (=)

Y ai)oy, () 4+ my, (2) <0

Xi(ai) = {x/y~ ai)oy, (x) + my,(x) < 0}.

La matrice S; est définie positive donc o7 (z) = V(yi(z,w)) et oy, (z
sont convexes en x et my, () = E(y;(x,w)) est linéaire affine en x. Alors
si v (a;) >0, Le. a; > 3 car ¥ oy) > 0 <= o > 9(0) = 3

est une variable aléatoire normale centrée réduite et soit 1) sa fonction de

V(yi(z,w))

) =
X (a;) est convexe

Remarque 12 :

A partir de la preuve du théoréme 4, on voit qu’on peut représenter aisément
Xi(i) = {x/P(W/ > aij(w)ry < bi(w)) > ai} par :

j=1
XZ(aZ) = x/@bil(ai)(jyi (ZE) + My, (1’) <0

ot ¥~ ! est la fonction réciproque de la fonction de répartition de la variable aléatoire
normale centrée réduite.

Pour cela, il suffit de poser y;(z,w) =" a;;(w)z; — b;j(w)) <0, et calculer :
j=

myz(x) = E(yi(l‘,w)),di(fb) =V V(yz x"'l‘}))) et in(x) = V(%(“”?w))v avec V(yi<x7w)) =

Z'S;Z on z = (w1, 9, ..., Tn, —1)" et Si((n X (n 4 1)) est la matrice de covariance de
yi(z,w).

Xi(oy) = {x/zp_l(ozi)w/ 0513 407 +my,(x) < O} si a1, @, ..., @i, b; sont indépen-
dantes. Car dans ce cas Cov(a;j, i) =0, Vj # k,1 < j, 1 <k <n et Cov(a;,b;) =0,

Vj=1,..,n; donc o5;(x) = o725 + 07 et oy(x) = (/o723 + 67

—_

Exemple 30 :

Soit le probléme linéaire stochastique (Pg) suivant :

'Z(X) =21 + 19 — maxr

sc

(Ps) { 51 + 9 > by (w)
31’1 + 21’2 S b2 (W)

(21 = 0;22 >0

Ou b = (by,by) est une loi discréte tels que by et by admettent les distributions de
probabilité suivante :

bl(w)=(o%3);(o?5>;(o?2) b e) = (041> (056) (0('33)

posons les seuils a; = 0.3 et ap = 0.4.
on a :
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P (51‘1 + T Z bl (w)) 2 0.3

Fy, (bxy + x2)> 0.3

F, VR, (5 +a0) > F, 1 (0.3)
F, 1 (0.3) = {z/F, (z) = 0.3}

et B, (1) =03 = F,; ' (0.3)=1

alors :

5.CE1 + X9 >1------ (9)

1 — P (321 + 229 > by (w)) > 0.4

—-P (3.T1 + 229 > by (w)) 04-1
< 0.6

P (31 + 229 > by (w))
Fb2 (31’1 + ZIQ)S 0.6
Fy ' Fy, (32 + 220) < Fy 71 (0.6)

Fbgl (0.6) = {z/Fy, (x) = 0.6}

et Fy, (5) =0.6 = F, ' (0.6) =5

alors :

3r1 + 209 <5-vv - (0)

Le probléme a résoudre sera donc le probléme linéaire déterministe (P) suivant :

4

Z(X) =21+ 29 — max
sc

(P)< 5z +x9 > 1

3x1+ 219 <5

(21 2 0;22 > 0

Forme standard :

(

Z(X) =z + x9 + 0x3 + 04 —> max
sc

(P) bz + a9 —23 =1

3x1+ 229 +24 =25

(21 2 0322 2 0523 2 0;24 2 0

Ajout d’une variable artificielle :

.

Z(X) =z + 29+ 0x3 + 0y — M5 — mazx
sc

(P){ bxy + a9 — w3+ a5 =1

31+ 204+ 24 =5

(21 2 0522 2 0523 2 0y 24 2 0525 > 0

On résout avec la M—Meéthode :
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Lingo 12.0 - Solution Report - Lingol - x
File Edit Solver Window Help
D& 4= Pl o] DlE(H|E| BlwE 28
Solution Report - Lingol [E=NEch ==
max:xl+x2; Global optimal solution found. A
~ § Objective walue: 2.500000
5*x1l+x2>=1; Tnfeasibilities: 0.000000
3+ x1+2*x2<=5; Total solver iterations: 1
Elapsed runtime seconds: 0.06
end
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.5000000
X2 2.500000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 2.500000 1.000000
2 1.500000 0.000000
3 0.000000 0.5000000
v
For Help, pressF1 NUM Ln28 Col 77 [11:09pm

La solution optimale est X* = (0,2.5)
La valeur optimale est Z (X*) = 2.5

2.3.2.2 Modéle avec recours

a-Le recours général :
Pour présenter cette approche, on procéde en deux étapes :
choisissons z, préalablement a toute réalisation de I’aléatoire Here and Now.

Etant donnée une réalisation observée w € (), une décision corrective représentée par un
vecteur y(k x 1) appelé recours est prise pour compenser la violation des contraintes qui
correspond.

Cette compensation se fait par I'introduction d’une pénalité ¢ (w)y qui est généralement
linéaire.

La minimisation de cette pénalité correspond au probléme de recours ou de deuxiéme
niveau de la forme suivante :

Q@,7) =ming (@)y
W(w)y =bw)—A(w)z (2.a1)
y=>0

q(w) est unvecteur (1 x k) de penalisation;

W (w) est une matrice (m x k) de recours

ces deux étapes fournissent le probléme :
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Aw)z+ W (w)y =b(w) (2.a9)
y=>0

minE (d (W) z + mﬁ'nq’ (w) y)

QQui s’écrit de maniére équivalente

min (E (¢ (w)z) + E(Q (z,w)))
(2.a3)
T={zeR"Nwe 2,3y>0/A(w)x+W (w)y=>b(w)}

Pour que le probléme (2.a3) ait un sens il faut que ensemble T soit non vide, autrement
dit, il faut qu’il existe toujours, quelle que soit la réalisation aléatoire, un recours y possible
(cest-a-dire Q (z,w) < oo, Vw € ).

Le probléme (2.a3) est convexe (c’est-a-dire E (Q (z,w))et T" sont convexes).

b-Recours fixe (W et q sont déterministes) : Dans ce cas, le probléme (2.a3)
est toujours convexe.

on a :

La matrice A est déterministe ;

Le vecteur b est une variable aléatoire discréte,

P (b = b(i)) =pDi=1.m

le probléme (2.a3) devient linéaire tel que :

min I (¢ (w)) 2+ 3 pqWy®
i=1
Az + Wy = p0) i=1...m(2p)
rel
(v =0

ou :
yWest le vecteur recours correspondant a la réalisation
qWle vecteur recours correspondant a la réalisation

c-Le recours fixe simple (W = (I,—I)) : Dans ce cas, la matrice de recours de
dimension m x 2m est égale & (I, —1). c’est a dire que :(W = (I, —11))
Ou :
I est la matrice identité.
Dans ce cas, le vecteur y est décomposé en deux parties :
— yt(m x 1) : variable d’écart par défaut;
— y~(m x 1) : variable d’écart par excés.
Parallélement, le vecteur de pénalisation s’écrit q(w) = (¢ + (w),q — (w)),
avec :
— ¢ (w)[b(w) — Ax] si b(w) — Ax >0
— ¢ (w)[Az — b(w)] si b(w) — Az <0
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Le probléme (2.a3) s’écrit :

7mnE@Mw»x+E(an+WMﬁ+@_WMf>

yty
Az +yt —y~ =b(w) (2.b1)
y"=0,y" 20

Théoréme 5 : [22]

Q (x,w) est fini, si et seulement si, ¢* (w) + ¢~ (w) > 0 avec une probabilité égale a 1.

Exemple 31 :
min Z(x) = 2x1 + xo
T +x9 < 4
0.5z + 0.3z9 > b(w)
1 >0,22>0

ou b est uniforme sur l'intervalle [1.3, 1.7]

Ce probléme correspond a la recherche du cotit minimal pour une opération de fusion
de deux types de minerai. La demande est aléatoire uniforme et un probléme de capacité
limité 'opération a 4 unités.

eRemplacons en premier lieu la demande par son espérance :
13+ 17

Bw) = =

1.5

Le probléme déterministe équivalent est :

min Z(x) = 2x1 +
T+ <4

0.5z1 + 0.3z > 1.5
x1>0,22>0
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Application sur Lingo :

Linge 18.0 - Selutien Report - Lingol - >
File Edit Solver Window Help
DizHEE &[wa el OfamE BleH 28
Salution Report - Linga =N
min=2*x1+4+x2; Global optimal solution found.
Elix2<=d; Tnfesaintlisiss: .209000
; P nfeasibilities: .
* * = : . .
0.5%x1+40.3*x25>=1.5; Total solver iterations: 2
end Elapsed runtime seconds: 0.09
Model Class: LP

Total variables:
Nonlinear variables: o
Integer variables: "]

(8}

Total constraints:
Nonlinear constraints: o

w

Total nonzeros:

o

Nonlinear nonzeros: 0

Variable Value Reduced Cost
X1 1.500000 0.000000

X2 2.500000 0.000000

Row Slack or Surplus Dual Price

1 5.500000 —1.000000

2 0.000000 0.5000000

3 0.000000 —5.000000

For Help, press F1 NUM Ln 12, Col 1 213 am

La solution optimale est X* = (1.5,2.5)
la valeur optimale est Z (X*) = 5.5.
Cherchons la probabilité que cette solution soit réalisable

1
P (0521 + 0315 > b(w)) = P(b(w) < 15 = F(1.5) = 5

la probabilité que cette solution soit réalisable est %

Fyest la fonction de répartition de b(w)

Pour l'interprétation avec seuil sur les contraintes, posons a = 0.9

Cette interprétation peut étre utilisée par la firme si elle n’a pas de capacité de stockage
et souhaite maintenir le nombre de clients satisfaits. Elle doit étre en mesure d’assurer les
livraisons a 90%. Dans ce cas, la contrainte devient :

P(0.5z; + 0.3z > b(w)) > 0.9

on a:

F, (0.521 4+ 0.325 > b(w)) > 0.9 <= 0.5z + 0.329 > b(w) > Fb_1 (0.9)
et

F;1(0.9) = 1.66

Donc le probléme équivalent est :

min Z(x) = 2x1 + x9
T +x9 < 4

0.521 + 0.3z > 1.66
r12>20,222>0

La solution optimale est : 27 = 2.3, x5 = 1.7, la valeur optimale est : Z* = 6.3.
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Application de I’exemple sur Lingo :

Linge 18.0 - Selutien Report - Lingol - >
File Edit Solver Window Help
DizHEE &[wa el Ol=mE BleHE 28
Salution Report - Linga1 =N
min=2*x1+x2; | Global optimal solution found. L)
j . Objective wvalue: €.300000
xl+xz<=4; _ Infeasibilities: 0.000000
0.5%x1+0.3*x2>=1.66; Total solver iterations: 2
end Elapsed runtime seconds: 0.12
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: <]
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 2.300000 0.000000
X2 1.700000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 ©6.300000 -1.000000
2 0.000000 0.5000000
3 0.000000 -5.000000
v
For Help, press F1 NUM Ln1, Col1 10:39 am

- Considérons maintenant un probléme avec recours.

Supposons que la firme ait un contrat stipulant que la demande doit étre satisfaite, et
qu’elle commande le minerai a ’avance.

Si elle produit trop, elle écoule 'excédent chez d’autres clients & 2 unités monétaires
au dessous du taux fixé.

Si elle produit trop peu, elle peut acheter sur le marché le complément & 4 unités
monétaires au dessus du taux fixé.

Les cotits supplémentaires sont :

2(0.521 4+ 0.3z5 — b(w)) si 0.5x1 + 0.3 — b(w) > 0

4 (b(w) — 0.5x1 + 0.3z2) si 0.5x1 + 0.322 — b(w) <0

Notons Q(z1,x2,w) ces colts supplémentaires, c’est aussi la pénalité que I'on doit
ajouter a la fonction économique d’origine.

Le probléeme avec recours revient a résoudre :

min 2z, + x2 + E (Q(x1, 2, w))
T +x9 < 4
z1>0,222>0

L’espérance mathématique de Q(xy, zo,w) est :

E(Q(71, 72, w)) = Q(z1, 72)

Donc on a :
1 0.52140.3x2 1 1.7
Q(ﬂfl, (L’g) = 0—4 / 2(05[1?1 + 031‘2 — t)dt + 0—4 / 4(t — 051‘1 — 03(E2)dt
. 1.3 ' 0.52140.3x9
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= 15(0.52; + 0.325)2-17(0.52, + 0.3z5) +
18.675
Le probléme a résoudre devient :

min 2(0.5z1 + 0.3x2)*—6.521 — 4.1x5 + 18.675
T1 + Tg f; 4
1 2>0,22>0

La solution optimale est : 27 = 1.16 x 107%; 23 = 3.03. La valeur optimale est :
Z* =12.44

Application de ’exemple sur Lingo

Lingo 18.0 - Solution Report - Lingo1 - X
File Edit Solver Window Help
Dles(E|S] 4[%|@ vle|o| DM =] BlB|E 2
EEEE]
min=(15/2)* (0.5%x14+0.3%x2) ~"2-6.5*x1-4.1*x2+18.675;
x1+x2<=4;
end Selution Repert - Lingo1 E@
Global optimal solution found.
Cbhjective value: 12.44507
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 5
Elapsed runtime seconds: 0.13
Model is convex gquadratic
Model Class: QF
Total variables: 2
Nonlinear variables: 2
Integer variables: 0
Total constraints: 2
Nonlinear constraints: 1
Total nonzeros: 4
Nonlinear nonzeros: 3
Variable Value Reduced Cost
x1 0.1615873E-08 0.3333333
X2 3.037037 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 12.445907 —-1.000000
2 0.9629630 0.1407810E-08B
For Help, press F1 NUM Ln 3, Col 57 10:43 a
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Chapitre 3 Programmation linéaire floue

On peut se trouver dans la réalité face a des problémes linéaires dont les données sont
imprécises et difficiles & appréhender de nature floue. On avait tendance a les ignorer jus-
qu’en 1965, lorsque Zadeh, professeur a 'université de Californie de Berkeley, a introduit
la notion de sous-ensemble flou, & partir de I'idée d’appartenance partielle & une classe
de catégorie aux limites mal définies, ce qui est un outil adéquat pour modéliser cette
imprécision. Ce qui a donné naissance aux programmes linéaires flous, qui ont surgit de
la nécessité d’obtenir des données suffisantes afin de pouvoir les manier.

Plusieurs mathématiciens se sont intéressé a ce phénoméne, parmi eux Didier Dubois,
qui a proposé une approche dite déffuzzification, qu’on va expliquer dans ce chapitre.

3.1 Forme d’un probléme linéaire flou :

Co —> opt

n
aijxj (§727:) bi, 1= 1,...,m
—

j
x; >0, j=1,..n
Ou :
opt : min ou max
C’; a;jet IN)z sont des intervalles flous.
Dans ce qui suit nous considérons uniquement le cas ot les coefficients des contraintes
sont flous, les coefficients de 1'objectif étant déterministes.

3.2 Reésolution d’un probléme linéaire flou

Soit (Pg) est un probléme linéaire flou & objectif déterministe et les a;jjet b; pour
1 <i<met1l<j<nsont des intervalles flous.

.
Cr — max

Sc

(PF) Z CNLUI' < bl’, 1= 1, o~
j=1
Lz, >0, j=1,..,n

La résolution de ce programme linéaire flou, consiste a transformer les contraintes
floues en des contraintes déterministes.

Nous avons vu dans le deuxiéme chapitre la méthode de Charnes et Cooper qui consiste
a transformer les contraintes stochastiques en les remplacant par les probabilités de leur
réalisations égale a au moins un seuil convenablement choisi. Dubois propose de remplacer
probabilité par possibilité et nécessité dans le but de transformer les contraintes floues en
des contraintes déterministes. On appelle ceci : la déffuzzification.

Pour faciliter le travail nous allons étudier cette notion avec un programme linéaire
flouan=3et m=3.
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(Cx — mazx

sc

1121 + G1029 + A1 < by
G911 + Ao + Aoty < by
G311 + Aoy + Agzxs < by
(21 2 0;0 > 0523 > 0

3.2.1 Deéffuzzification en utilisant possibilité

La Déffuzzification en utilisant la possibilité revient a déterminer :

pOs (anﬂ?l + Q1272 + Q1373 < b1> >

v

pos (&21$1 + A9 + A3z < B2> (o)

pos (&31351 + 3279 + 3373 < bs) > o3

Ou ay, aset az€ [0; 1] sont des seuils.

Alors : en vertu de la proposition on a :

~ =1
pos (dnfﬂl + a1272 + a13x3 < bl) > ) <= (anr + apws + azrs) " < by

Ot (Gy101 + @101 + @121 ) “est la borne inférieur de intervalle réel (ay,z1 + @102 + d1373)"

=1
(c’est un sous ensemble de niveau a; ou une a; — coupe) et b; est la borne supérieur de
I'intervalle réel bf

En effet :

— En utilisant les propriétés des a — coupes intervalles réels on aura :
~ ~ ~ al _ (~aq ~a ~a _ [ron =91 ~a1 =1 ~ap =1
(@171 + Qi + G1373)"" = (a7} 21 + G753 22 + aj303) = [211 ; an} $1+[Q12 ) a12} To+ [%3»“13] T3

— En utilisant la multiplication d’un intervalle par un scalaire on aura :
~aq o] ~a1 =] ~a o]
[Q11$1aa11$1] + [Q12$2;a12$2} + [Q13x37a13x3]

— En utilisant ’addition des intervalles réels, on aura :
~a ~a1 ~a1 = = =
[Qu T1+ Q19 T2 + Q13T3, 011 T1 + A5 T2 + A3 {E3]

Il en résulte que :

~ =1
pos (a11$1 + Q129 + a13w3 < b1> > oy = 4y T+ ajsxe + a3 < by

Par analogie on aura aussi :

~ =2
pos <a21:c1 + G222 + Q373 < b2> > g <= AgiT1 + A5 %0 + 45323 < by

Et
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~ a3
pOs (asﬂl + Az + a33x3 < b3> > g3 <= QAsiT1 + As5x0 + a55x3 < by

Donc;
Le programme linéaire a résoudre est déterministe tel que :

(Z(X) =CX — max

~Q ~Q ~Q
a1y + ajy s + aj3rz < by
Qo
~Q2 ~ Q2 ~ Q2
(PD) Q97 T1 + G99 To + Qo373 < b2
a3
~Q ~Q ~Q
a7 71 + a35 %o + Az3 Ty < by

| 21 > 0,29 > 0,23 > 0

a . 325 (1 <i<metl <j<n)sont des nombres réels.
ar € [0;1]; k= 1,2,3 sont des seuils.

3.2.2 Deéffuzification en utilisant nécessité
La déffuzification en utilisant la nécessité revient a déterminer :

nec (&11$1 + a12w + a1373 < bl) >
nec (&21% + agows + a3z < b2> > Qg

nec <(~l31$1 + 329 + Q3373 < b3> > Qa3

ou : ay; aget ag€ [0;1] sont des seuils.
Alors ;

~ - ~ = = = = 1—on > 1-o
nec () + a1ors + a3ty < by | > @y <= (a1 + 122 + G1373) <bh

< (= = = _ , . . , ~ ~ - 1—
Ou (a11:B1 + a1z + ana:l)l “ est la borne supérieure de U'intervalle réel (G121 + a1ows + ayzrs)

~ 17 ~
et by “! est la borne inférieure de Dintervalle réel b=
En effet :

— En utilisant les propriétés des a — coupes intervalles réels on aura :

~ ~ ~ l-on _ (~1—a ~1—ag ~1—ag I P e et ~l—oy =l—oa ~1—a
(a11$1 + Q1272 + a13$3) = (au T1+ a9 To+ a3 wS) = Q11 011 T1+ (A9 509 Tot Q3

— En utilisant la multiplication d’un intervalle par un scalaire on aura :

~1—a1 =l—a1 ~1—ay =l—aq ~1—ay =l—aq
[Qn T1,0, x1}+[Q12 To, Q19  T2| + |Q13  T3,013 T3

— En utilisant I’addition des intervalles flous, on aura :
~1—ay ~1—a1 ~1—ay =l-o =l—a1 =1l—a1
[Qn Ty+dap T2t ay3 T30y T1t Ay T2t dg 13
Il en résulte que :

~ ~ ~ g =l—aq =l—aq =l—aq ~1—as
nec <a11$1 + a190T2 + a1373 < b1> >ap <= 4y, T1+a, Totay 3 < b
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Par analogie on aura aussi :

~ ~ ~ T =1l—a2 =1 =l—a2 ~1—ag
nec | G211 + A2%s + A23T3 < bo ) > 9 &= ay, 1+ a22 ‘1 + a3 3 < by

Et

~ ~ ~ g =l—as3 =l—as3 =1 ~1—as
nec (as1T1 + Ggo%o + a33T3 < by ) > a3 <= aq; T1+ a3y To+ a33 Prg < b,

Donc;
le programme linéaire a résoudre est déterministe tel que :

(7 (X) = CX — max
=1— =1- =1 ~1—
P T R a13 oy < b

=l—ao =l—a2 =1 ’“1 —Q2
(Pp) @y @1 +ay 2+ a23 I3 < by
=l—as

—l—as3 =1 1 —a3
(71 20,20 > 0,23 >0

Ou :
Eo;k; l;?k, (1 <i<metl<j<n)sont des nombres réels.
ag € [0; 1] k =1,2,3 sont des seuils.

Exemple 32 :

Soit le probléme linéaire flou (Pp) suivant :

(2x1 + 229 — max
sc

(Pp) § 1oy + 225 < 4

Q:z:l + ixz < 5

(21322 20

m,m = 1,2,4,5 sont des intervalles flous dont leur fonction d’appartenance sont définie
comme suit :

0 stx<m-—1
B z—m+1 ssm—1<zxz<m
Him = —z+m+1 ssm<z<m+1
0 stx>m—+1
Par analogie, on obtient
stx <0 0 stx <1
L si0<z<1 o z—1 s11<x<?2
M= o402 siz<ae<2 7 Y_243 sio<a<3
0 st x> 2 0 six >3
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0 st <3
o r—3 si3<xz<4
K1 —x+5 si4<x<5h
0 stxT >H
on obtient
~ =0.8 ~
=08 1 =12 1°%=[08,12
~ =0.8 ~
"% =38 1 =42 1°%5=[3842

0 stx <4
e r—4 s14<x<bh
Hs —r4+6 s15<x<6
0 six > 6
~ =0.8 -
1.8 2 =22 298 =[1.8,2.]
~ =0.8 ~
5% =48, 5 =52 55 =[4852

— a/ En appliquant possibilité, on aura le programme suivant :

SC

(Pp)

(21302 20

pos (Iazl + ng < Zl)
POS (é:vl + 1:1:2 < 5)

(
2x1 + 2x9 — max

> 0.8
> 0.8

En utilisant les propriétés de possibilité, on aura :

SC

SC

— (Pp) 1"

~0.8

En remplacgant les bornes 10'8, 50

2,4
déterministe suivant :

)

SC

71

T +20'85U2 <4
2 +10'8$2 <5
(71572 2 0

=0.8 =0.8

.
2x1 + 2x9 — max

(
2x1 + 2x9 — max

=0.8

=0.8

par leurs valeurs, on obtient le programme

(
2x1 4+ 2x9 — max

0.8 + 1.879 < 4.2
1.8z +0.879 < 5.2

(21322 20
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Application de I’exemple sur Lingo :

Lingo 18.0 - Solution Repart - Lingo1

- x
File Edit Selver Window Help
Dhl=dlE B olE e N B=ME 2
Solution Report - Lingol [E=N EcR =<
max=2*x1+2*x2; Glgballoptimal solution found.
0-8rxlel.arnacmd.2; || LS e e
1.8*x1+0.8*x2<=5.2; Total solver iterations: 2
end Elapsed runtime seconds: 0.07
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: [
Nonlinear nonzeros: o
Variable Value Reduced Cost
X1 2.307692 0.000000
X2 1.3076%2 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 7.230769 1.000000
2 0.000000 0.76%2308
3 0.000000 0.76923DE|
For Help, press F1 NUM Ln 28, Col 77 753 am
La solution optimale est X* = (2.3,1.3)
La valeur optimale est Z (X*) = 7.23
— En utilisant la nécessité :
221 4+ 229 — max
SC
(Pp) { nec (1ag + 225 < 4) > 0.8
nec (2x1 + 1zy < 5) > 0.8
(21322 >0
En utilisant les propriétés de nécessité, on aura :
(
2x1 + 229 — mazx
SC
(Pp) S (Lzg +220) <4
(2331 + 1132) <5
(71572 2 0
(
2x1 + 229 — max
SC
=1-0.8 =1-0.8 ~1-0.8
- (Pp) 1 r1+ 2 To < 4
=1-0.8 =1-0.8 ~1-0.8
2 r+1 29 <5
(21522 2 0
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(2[E1 + 229 — max
sc
—=0.2 =0.2 ~0.2
= (Pp)q 1l z1+2 2,<4
—=0.2 =0.2 ~0.2
2 r1+1 29<5H
| 71} T2 >0
. ~0.8 ~0.8 =0.8 =0.8
Calculer les bornes des intervalles 17,2 ,4
0.2

~ =0.2
"2 =02 1

~ =0.2
1" =32 1

En remplacant les bornes 10'8,2 ,4 .5 par leurs valeurs, on obtient le programme

1.8; 1°2=100.2,1.8] |

4.8; 492 =[3.2,4.8]

~0.8 =0.8 =0.8

déterministe suivant :

[[NeX
I

1.2;

~0.2

5 =4.2;

(2331 + 229 — max
sc
1.821 + 2825 < 3.2
2.8v1 + 1.879 < 4.2

(21322 20

Application de I’exemple sur Lingo :

Lingo 18.0 - Solution Repart - Lingo1

=0.2
57— 928

=0.2
= 5.8;

202 = [1.2,2.8]

502 = [4.2,5.8]

- X
File Edit Selver Window Help
Dl=dlE B ®lE o N BwHE ?
Solution Report - Lingol [E=N EcR ==
max=2*x1+2*x2; Global optimal sclution found.
bjective walue: 3.217391
1.8*%x1+2.8%x2<=3.2; obieemive T
* * _ : Infeasibilities: 0.oooooo
2.8%xl+l.8%x2<=4.2; Total solver iterations: 2
end Elapsed runtime seconds: 0.06
Model Class: P
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 1.304348 0.000000
Xz 0.3043478 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 3.217391 1.000000
2 0.000000 0.4347826
3 0.000000 0.4347826|
For Help, press F1 NUM Ln 28, Col 77 216 am

La solution optimale est X* = (1.3,0.3)
La valeur optimale est Z (X*) = 3.21
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Exemple 33 :

On reprend l'exemple 32, mais cette fois-ci, les variables floues présentes dans les
contraintes sont de type L — R

Soit alors le programme flou en présence d’intervalles flous de type L — R dans les
contraintes (Pp);_p suivant :

(2x1 + 229 — max
sc

(Pr);_g 1oy + 22, < 4

le + ixg <5

x1;72 > 0

\
A, A =1,2,4 et 5 sont des intervalles flous de type L — R, définis comme suit A =
(a,a,dq,7), tel que d, et v, sont des valeurs réelles strictement positives, on pose J, =

Yo =1 N B
c’est-a-dire 1 = (1,1.5,1,1),2 = (2,2.5,1,1),A = (4,4.5,1,1) et A= (5,5.5,1,1), dont
leurs fonctions d’appartenances sont définies sous la forme suivante :

1 stz € [a,q]
fi= L(%;f) siz<a
R

<m*a) st >a
Ya

Par analogie on aura :

1 stz €]1,1.5] st x €]2,2.5]
pi=L(5E)  siz<l | wp=qL(3E)  siz<2

| R(&2) siz>15 (R (22) siz>25

(1 si x €]4,4.5] (1 si x €]5,5.5]
pp =9 L(*FE) siz<4 | ws=qL(35%) stz <5

R(%=2) siz>45 R(=25) siz>55

\
Soit = 0.5 un seuil et 0, = v, = 1;
On obtient alors, en appliquant I’ac — coupe d’un intervalle flou de type L — R :

~ - =0.5
09 = [ 1] =1 - 27 (05), 15 + B (05)]
En effet :

L(552) = 05— 52 = [71(05) — o = 1"° = 1 - L1 (0.5)

=0.5
R(=8)=05= =2 =R (05)=2=1 =15+R"(0.5)

de la méme Inaniére on aura :
505 — [20'5,2 | } —[2— L7 (0.5),2.5+ R (0.5)]

~ ~ =0.5
05 = [40'5, i } —[4— L7'(0.5),45+ R (0.5)]
~0.5

505 — [5 ' ,30'5} —[5— L1(0.5),5.5+ R (0.5)]

a\- En appliquant possibilité, on aura le programme suivant :
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(2351 + 2x9 — max
sc
(PF)L,R { pos (1:151 + 2952 < 4) > (0.5

pos (2:61 + 1z < 5) > 0.5

(21322 20

En utilisant les propriétés de possibilité, on aura :

4
2r1 + 229 — max
sc

(PF)L—R (11’1 + QI’Q) S
(éﬂj‘l —+ ITQ) S

[ T1; T2 >0

o

4
2z1 + 229 — max

sc
- ~0.5
(Pp),_pd 1772 + 2 xQ <1
~0.5 —=0.5
2 x|+ 1 $2 < 5
\Ih i) Z O
Nous avons calculé :
~0.5 1 =0.5 1
1" =1—-1L (0.5) \ 4 =454+ R (0.5)
~0.5 1 =0.5 1
2 =2—1L (0.5) \ 5 =55+R (0.5)

En remplagant dans (Pg); g, on aura le programme (Pp) déterministe suivant :

(21:1 + 229 — max
(Pp)S (1 —L72(05)) 2y + (2— L71(0.5)) 25 < 4.5+ R71(0.5)
(2—L710.5))zy + (1 — L71(0.5)) 2o < 5.5+ R71(0.5)

(21302 20

Trouver L' (x) et R (z) :

On pose L(z)=R(z)=maz (0,1 —z) = L' (z) =R '(z)=1—-zsiz <1
On calcule
105)=1-(1-0.5)=05

“1(05)=15

4+R 1(0.5) =45+ (1 —0.5) =5
5+R(05) =6

En remplacant ces valeurs dans (Pp), on obtient :
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SC

Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

.
221 4+ 229 — max

1.5%1 + 05132 S 6

(21322 20

Djelal [=le] - | | velo| ol |mla| #olE 2
Linge Model - Lingol Solution Report - Lingol E=mr=n
max=2%*x1+2*%x2: ‘ Global optimal solution found.
" Objective value: 11.00000
0.5%*x1+1.5%x2<=5; Infeasibilities: 0.000000
1.5%%1+0. 5*X2<:6,' Total solver.lteratlons: 2
Elapsed runtime seconds: 1.50
end
Model Class: P
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 1]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: [
Nonlinear nonzeros: a
Variable Value Reduced Cost
X1 3.250000 0.000000
X2 2.250000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 11.00000 1.000000
2 0.000000 i.000000
3 0.000000 1.000000
For Help, press F1 Lecteur Windows Media | NUM Ln1, Coll 6:31 am

La solution optimale est X* =
La valeur optimale est Z (X*) =

b\- En appliquant nécessité :

sc
(PF)LfR

(3 25 2.25)

(21322 20

nec (13:1 + 2£L‘ < Zl)
<5

nec (2x1 + 1y <

2r1 + 209 — mazx

v

0.5
0.5

)

v

En utilisant les propriétés de nécessité, on aura :

SC

(PF)L—R
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{105
<2$1+1$2> <5
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.
2x1 4+ 229 — max

SC

=1-0.5 =1-0.5
(PF)L_R 1 1+ 2 Zo
=1-0.5 =1-0.5

2 1+ 1 i) S

[ 71} T2 >0

1-0.5

AN
(St TSN

1-0.5

4
221 + 229 — max

SC

=0.5 =0.5 ~0.5
(Pr);_pql 142 25<4
=0.5 =0.5 ~0.5
2 i +1 22<5

1522 >0

Nous avons calculé :

=0.5 ~0.5

1 =15+R1"(05) |

W~

=4—L1(0.5)

=0.5 ~
2 =254+ R05) | 57 =5-L"(05)

En remplagant dans (Pg); g, on aura le programme (Pp) déterministe suivant :

(le + 229 — max

sc

(Pp){ (1.5+ R71(0.5) 21 + (25 + R71(0.5)) xg <4 — L71(0.5)
254+ R71(0.5) 2 + (1.5 + R71(0.5) 2 <5 —L71(0.5)

1522 > 0

\
De la méme maniére on calcule :

1.5+ R (0.5) =2
25+ R1(05) =3
4—L71(05) =35
5—L71(0.5) = 4.5
En remplacant ces valeurs dans (Pp), on obtient :

(2:151 + 229 — max
sc

(Pp) R 2x1 + 319 < 3.5
3r1 + 225 < 4.5

1322 >0
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Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

DlzE|E| +[>|@| le o] Dl (R B|%E 2
Lingo Model - Lingol ¥ Solution Report - Lingol el )
max=2*x1+2*x2: | Glgbal . optimal solution found.

r Objective value: 3.200000
2*¥1+43*x2<=3.5; Infeasibilities: 0.000000
3xx142%x2<=4.5; Total solver iterations: 2

i Elapsed runtime seconds: 0.06
end
Model Class: P
Total variables: 2
Nonlinear variables: (o}
Integer variables: o]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: o
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 1.300000 0.000000
X2 0.3000000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 3.200000 1.000000
2 0.000000 0.4000000
3 0.000000 0.4000000
For Help, press F1 NUM Ln1, Coll 634 2m

La solution optimale est X* = (1.3,0.3)
La valeur optimale est Z (X*) = 3.2
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Chapitre 4 Programmation linéaire floue stochastique

Il peut arriver dans la réalité, d’étre face & des problémes linéaires ou le flou et ’aléa se
trouvent combinés [8][12][13], les variables aléatoires floues donnent un meilleur forma-
lisme de cette combinaison. Dans des situations pareilles, nous somme obligés de prendre
en considération la co-existance du flou et de I'aléa. Ce qui a donné naissance a la pro-
grammation linéaire floue stochastique

Nous avons vu dans les chapitres 2 et 3,respectivement, la programmation linéaire
stochastique et la programmation linéaire floue.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la programmation linéaire en présence de
variables aléatoires floues de type L — R dans les contraintes.

4.1 La forme d’un probléme linéaire floue stochastique

Un programme linéaire flou stochastique est un programme linéaire ou le flou et ’aléa
se trouvent combinés.

Nous pouvons nous retrouver face a des situations ou les coefficients des contraintes
et de I'objectif sont des variables aléatoires floues.

Considérons le programme linéaire flou stochastique suivant [8][12][13] :

CX — max

n

(Prs) S (W <b(w), i=1.m

7j=1

XeB={XeR"/X >0}
ou C'X est un objectif avec C' = (¢4, éa, ..., &,) des variables aléatoires floues
et X = (1, 29,...,2,)

a;; et b; sont des variables aléatoires floues
n

>, < représentent la généralisation au moyen du principe d’extension de 1’addition,
j=1
la multiplication et I’inégalité de nombres réels aux intervalles flous

4.2 Programmation linéaire en présence des variables
aléatoires floues dans les contraintes

Considérons le programme linéaire flou stochastique suivant [12][13] :

CX — max

n

(Prs) j; Gy (w)x; < b (w),i=1...m

XeB={XeR"/X >0}

ou C'X est un objectif déterministe avec C' = (cy, ¢a, ..., ¢, ) des nombres réels
et X = (v1, 22, ..., Tp)

a;; et b; sont des variables aléatoires floues

n

>, <représentent la généralisation au moyen du principe d’extension de I’addition, la
=1
multiplication et I'inégalité de nombres réels aux intervalles flous.

(Ppg) peut s’écrire sous la forme suivante :
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/ CX — max
(Pps) fl(w)X < l;(w)
XeB={XeR"/X >0}

ou d;; (w) et b; (w) sont les composantes de la matrice A (w)(m x n) du vecteur
b(w) (m x 1) respectivement.

On a par définition, Yw € Q, @;; (w) et b; (w) sont des des intervalles flous. Soient
Vw € €, 5, w) et () les distributions de possibilités de a;; (w) et b; (w) respectivement.

(Par définition Yw € €2, T4, (w) = Hay;(w) € Tp, ) = i, () [23])

Soient Vw € €, 114, et 1y, les fonctions d’appartenance communes de A(w) et b(w)
respectivement.

Posons T (w) = supA(w), T?
sien de T!(w) etT?(w)) et S% (w) = A% (w) x b% (w).

On définit pour t(w) = (t;(w), (t2(w)) € T(w) = T1(w) x Ty(w), I'application p par :

() (W) = min(p g0, (At (W), ) (b(t2(w)), c’est le degré de compatibilité de ¢1(w)
et ty(w) avec A (w) et b(w) respectivement.

Soient (7% (w)); une subdivision de T'(w) définie de la maniére suivante :

)(w) = supb(w) et T(w) = T (w) x T?(w) (produit carté-

T (w) = {t = (h(w), (fa(w)) /i1 < p(tW)) < i} i=1,...01+1

1111

pH
On a donc pour i # j; T (w)NT% (w) =@ et |J T (w) = T(w).
i=1
On a donc T%(w) = {t = (t1(w), (t2(w)) /i1 < p(t(w)) et p(t(w)) < o},
autrement dit :
(ti(w), (ta(w)) € T*(w) <= @1 < min(ug(w)(A(tl(w)), Mz}(w)(b(t2)(w))
et
min (15 (At (), 5y (0(E2(6)))) <
ie.
T (w) = { (1), ((w)) € (AT (w) x FFT(w) — (AT (w) x B (w)) } -
(t1(w), (t2(w)) € S¥ 1 (w) = 5% (w)
Soit une suite de nombres réels {7;},_; ;. telleque 0=7; <7 <. <m <7 <1
choisis pour pénaliser ¢ € T'(w) tels que p(t) est au bas niveau .
Le programme (Ppg) peut étre approché par le programme stochastique suivant :

( 3\

CX — max
b(w)z—ta(w) <7y (L(w), (t2(w)) € T (w)
ti(w)z—ta(w) < 7" (t1(w), (t2(w)) € T (w)
ty (w)wftzl(w) <7 (t1(w), (t2(w)) € T (w)
r; >0,7=1,..,n

ou 7" est un m — vecteur dont les composantes sont égales a 7; .
Si Vw les fonctions d’appartenance j et fi,) sont continues, (Ps) sera un pro-
gramme semi-infini.
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Théoréme 6 : [8]

(Ps) est équivalent au programme linéaire stochastique suivant :

( CX — max )
Z tiljl (W) z; — 141 < 57 (w) i=1,...m
fo-(w)%—Tﬂtm( ) i=1,..,m
Z tlzy ( ) — T S Egil (Cx.)) 1= 1, ., m

z; >0,5=1,...,n

Vs

ol £7}; (w) est la borne supérieure de lintervalle aléatoire ;' (w) et t5F(w) est la
borne inférieure de l'intervalle aléatoire b;* " (w), k=1,...,1+ 1

Preuve :

Il suffit de montrer que les contraintes des programmes (Ps) et (Prg) sont équivalentes.

Soient {t1(w)x — ta(w) < & (t1(w), ta(w)) € T*(w), k =1,...p+ 1} les contraintes de
(Ps)- - -

On a (t;(w), t2(w)) € S%1(w) — S (w), donc les composantes t;;(w) de la matrice
t1(w) et tgl( ) du vecteur to(w) sont telles que : (t1(w), t2(w)) € S;* ' (w) — S (w) ot
St (w) = aif (w) x bi* (w).

On peut donc représenter les contraintes sous la forme suivante :

S tiij(w)zy — T < ti(w), (15 (W), tai(w)) € ST (w) — Si*F(w), k=1, ..p+ 1,0 =1, m}
=1

On sait que Yw € ,a;; (w)et b; (w) sont des intervalles flous, donc pour a;_1 < oy,
on a :

D’ou

sup {150 (15(), () € ST () — ST () } = sup {115() 15 (@) € 5" ()} =
fi’} (w).

D’autre part on a :

inf {tai(w)/ (1135 (@), tai(w)) € ST (w) = ST (w) } = inf {taig(w) oy w) € B ()} =
& (Puil)i'sque on a :

f:l trij(W)r; < toi(w) + T pour (tri(w), ty(w)) € ST (w) — ST (w), donc ty;(w) + Oy

est un majorant de I’ensemble :

- {é tij(w)z;, (tij(w), te(w)) € S?’“i_l(w) — Sf"“(w)} é 11 " (w) z; est le plus

petit des majorants de F,
par conséquent

Z:l zi-'} (Cd) T < tQi(W) + Tk
J:

Par ailleurs :
n

(w) C a%’“i‘l(w) et b7 (w) C b (w).

e} .
> tyij(w)r; — 74 est un minorant de I'ensemble :
=1
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F = {t%(w),(tlij(w),tzi(w)) € S (w) — Sf"“(w)} et tof (w) est le plus grand des
minorantsnde F

done Y tyi(w)x; — 1 < toF (w).

=1

On obtient donc les contraintes de (Prg).

La réciproque est évidente.

S Bl n < 85 W) =3 ) - m < ) = Bl - () <

J= J=

0 (t(w), ta(w)) € T (w).

Xip}, ) = {x € X/Plw:2, tiy(w)a; — 7 <157 (w) 2 pf} :
=

1=1,.m;s=1,..1+1

Puisque 73}; (w) est la borne supérieure de lintervalle aléatoire ;" et £5F (w) est la

borne inférieure de l'intervalle aléatoire "~ (w), k = 1,...,1 + 1, donc 7}, (w) = a;; " et

toF (W) =b*" k=1,...,1 + 1, par conséquent

Xip} os) = (o € X/P(w 3 @ (w)ay — 7o < b (W) > pf} :
j=1

1=1,.m;s=1,..1+1
Nous allons établir dans la prochaine section les conditions de convexité de X (ps, ;)

Exemple 34 : [8]

soit le probléme linéaire flou stochastique suivant

T1 + 3xy — min

SC

P - -

(Prs) Aw) X < b(w)
xle,xQZO,MEQ

Q = {wr,wa} et Impg, ) = {0.2,0.4}
et P, la distribution de probabilité suivante :

Py(w)=p1 =025 | P,(w)=py=075
iy (wr) = (0.5/0.4),(3.0/0.4),(0.2/0.2), (6.0/0.2) | o (wr) : (1.4/0.4),(8.0/0.4),(1.0/0.2),(9.0/0.2)
iy (wo) : (2.0/0.4),(8.0/0.4),(2.2/0.2),(9.0/0.2) | a9 (ws) : (3.2/0.4),(8.4/0.4),(3.0/0.2), (11/0.2)
Gz (wr) = (0.5/0.4),(3.0/0.4),(0.2/0.2), (6.0/0.2) | iy (wr) : (1.4/0.4),(8.0/0.4), (1.0/0.2),(9.0/0.2)
Gz (wo) : (2.0/0.4),(8.0/0.4),(2.2/0.2),(9.0/0.2) | s (ws) : (3.2/0.4),(8.4/0.4),(3.0/0.2), (11/0.2)
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= ()= (3) 1 b= )= ()

Les nombres flous 1,2, 3 et 4 sont caractérisés par leurs fonctions d’appartenance ju,,
m = 1,2, 3,4 définies de la maniére suivante :

0 str<m-—1
z—m+1 ssim—1<zx<m
pn () = —a+m+4 -
1 sim<xr<m-+4
0 sixr>m+4

pour résoudre le programme (Pprg)on applique la méthode

( .
1 + 3xy — min

sc

4
~0.4 ~0.4
a W

&

=

+

ILQ

no

&

S

no

AV VAN AV

=~ P

& &

=~

€

IN IV

NCON OF o OoN o oF o o
o o

[\

~—
o
N—
s
Do
=
o /N N /E\ /N N N
8
—
@
Do
no
Yo /N N /E\ N N —~
8
no
| S o S O IS S IS

S

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~
—_ — — — — — — ~—

S

Do

=

&

8

+

|2 |
N o
Mo
&

8

N
(AVARRVAN

Qu’on peut écrire sous la forme suivante :

r1 + 3xy — min
] se
C(w)X <D (w)
1 >0, >0, w e

~A" (W) 2x2) —b" (W) (2x1)
o) /If);(w) ex2) | e 30‘042(@ (2 x 1)
1w (2x2) 1) @x 1
A (W) (2x2) b (W) (2x1)

(67

(w) = (af; (w)) ,i=1,2;7=1,2 , A (w):(ag(w)) i=1,2,7=12

= =

B (@) = (b @) vi=1 5 b (@)= (b)) i=12

Soit ¢;; (w) et d; (w) les composantes des matrices C' (w) et D (w) respectivement.
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/
Alors (Pg) s’écrit sous la forme suivante

(21 + 329 —> min

SC

(Ps) 22: e (W)X <di(w) i=1.8

j=1
(21> 0,29 >0, we

Pour résoudre (Ps) on applique la méthode avec recours

soit que
2 4
o 2 o 4
4 (wi) 2 et d; (wl) 4
2 4
Choisis par le décideur pour pénaliser les contraintes violés.
F o ]
2
2
0.
q>° (ws) 2
On pose ¢ (w;) = —
p q( ) { q0.4 (wi) } 4
4
4
-~ 4 -
et ' T
. Yocjp(wi)z—dj st Y ci(w)a—d;j >0
y; =y; (wi) = { i=1 =

0 stnon
Soit 4" (8 x 1) le vecteur dont les composantes sont (y;) ,j=1.8
En appliquant la méthode avec recours, on obtient le probléme déterministe suivant :

;

2 .
(1 + 3xo+ Z piq (w;) y') — min

=1
SC
(P) y'=C(w;) X — D (w;)
y' >0 i=1,2

x1 20,20 >0

\

en remplacent p;, ¢ (w;) et D (w;) par leurs valeurs numériques on obtient le programme
suivant :
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w1+ 3T+ 3yl + 5y + 3Ys +5Yi + Y3+ ys +yr +us
+3yT + 395 + Y3 + 5y + 3u3 + 3yg + 3yF + 3y8 — min
sous les contraintes

yi = 0.4 — 0.52; — 0.5z
y% =14—14x; — 1.4x,
y% =34+ 3z, + 3x2

yi =44+ 4z, + 4z,

ys = 0.2 — 0.2 — 0.2z
Yo =12—11 — 19

Yt = —4.2 + 671 + 614
(P){ yt = =524 921 + 9z

y; = 2.4 — 221 — 229

ys = 3.4 — 3.2x1 — 3.215
yg = —5.4+ 8x1 + 8xo

y; = —6.4+9.42, + 9.42,
y?) =3.2—22x1 —2.229
ye = 4.7 — 3z; — 319

Y2 = —6.2+ 9.2z, + 9.519
yg = -T2+ 11z + 11lx9
yéZOizl,Q;jzl,Q
|71 > 0,29 >0

La solution est x1 = 0.7, 29 =0

[

[

Exemple 35 : [§]

Soit le programme linéaire flou stochastique suivant :

T1 + 229 — min

SC
P . ~
(Prs) Aw) X <b(w)
1> 0,29 >0, we
ot Aw)=a;(w) ;i=1,27=12 ; bw=bw) ;i=12

Imudij(w) = {0.3, 0.9}
et P, la distribution de probabilité suivante :

P,(w)=p1 =025 | PB,(wz)=ps=0.75
dn : (1.0/0.3),(1.1/0.3),(2.0/0.9), (2.1/0.9) | a1 : (0.5/0.3),(0.6/0.3),(1.0/0.2), (2.0/0.2)
Gz (0.5/0.3),(0.6/0.3),(3.0/0.9), (3.2/0.9) | ass: (0.25/0.4),(0.3/0.4),(1.0/0.2), (2/0.2)
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=0.9

by (w)

(

En appliquant la méthode développée

(Ps)

\

2 1 | 60.3( ) 2 0.5
0.25 0.75 22 Wl 025 0.75
3 4 | 708 ) 15 5
0.25 0.75 2 W 095 0.75
3.5 2.5 | 50'9( ) 1.5 0.5
0.25 0.75 22\ 025 0.75
16 18 | 709 ) 10 14
0.25 0.75 2 W 095 0.75

(arl + 229 —> man
SC
~0.3 =0.3
[1.0,1.1] 1 +[0.5,0.6] x5 < {Ql (w),b; (w)
~0.3 =0.3
[0.5,0.6] 71 + [0.25,0.3] 22 < |by (), by (w }
~0.9 =0.9
[2.0,2.1) 21 +[3.0,3.2) 25 < |b; (w),b; (w)
=0.9

[1.0,2.0] 21 +[1.0,2.0) 25 < |b

1 20,2020

Qu’on peut écrire sous la forme :

;

T1 + 229 — min

sc

21+ 0.529 > 5(1)'3 (w)

1.1z; + 0.6z9 < 1:7(1).3 (w)

0.5z1 + 0.25z5 > 53’3 (w)

0.621 + 0.325 < l:)g.g (w)

2x1 + 3w9 > E?'g (w)

201 + 3225 < by ()

1+ 29 > ég'g (w)

2wy + 2x9 < 1:7(2)'9 (w)
(712 0,22 20

(Ps)

Pour la résolution de (Pé)/, on applique la méthode chance constrained et on obtient
le programme déterministe suivant :
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’xl + 229 — muin
sc
~0.3
P, (xl + 0.529 > by (w)) >
P

w

N\

=0.3
1.1z + 0.6x2 < by (w)> > 0.75

P,

N
o
Ot
)
fa
+
©
[\
ot
8
no
AV
|2
No
w
—~
&
N—
N——
(AV2
@]
\]
ot

=0.3

T\

B,

N

2xq + 3x9 > E(l)'g (w)) > 0.75

P

T\

=0.9
2.11‘1 + 32!172 S b1 ((.U))
7

F,

RS

Ty + X9 Z 529 (w))

P,

N\

=0.9
2w + 2x9 < by (w)) > 0.75

1 >0, >0, w e

\

qui s’écrit aussi sous la forme :

Car

(21 + 229 — min
sc

1+ 0.529 > 2
1.1x1 + 0.6, < 3
0.521 +0.2525 > 1
0.6x1 + 0.3z, < 1.5
2x1 +3x9 > 3.5
2.1z 4+ 3.2z < 16
T+ 29> 1.5

2x1 4+ 225 < 10
(21 > 0,22 >0

(Ps)

1/.P, (ole + Bz, > b, (w)) = F o (az1 + Baz) = 0.75

(ot F 5o, est la fonction distribution de b (w))

ce qui implique oz + Sy > Fg}l (0.75) car F ;o est croissante = Fl;_c_} est croissante

=1

2/.P, ('yxl + 0y < Zj (w)) =1-P, (7171 + 0xy > Z? (w)) =[5 (axy + Boy) <1 —

0.75 = 0.25

v + dxg < FZ_(.} (0.25) car inx

7

) est croissante =—fF g_al est croissante

7

La solution de (P') donc de (Prg) est (z1 = 2,25 = 0).
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4.3 Chance-constrained programming en
programmation linéaire floue stochastique

Considérons le programme linéaire flou stochastique suivant [8][12][13] :

CX — max

n

(Prs) 21 aij (W) <bi (W), i=1.m
]:
XeB={XeR"/X >0}
ou C'X est un objectif déterministe avec C' = (¢, ¢a, ..., ¢;,) des nombres réels
et X = (1129, ..., Tp)
a;j et b; sont des variables aléatoires floues

>, <représentent la généralisation au moyen du principe d’extension de I’addition, la
j=1

multiplication et I'inégalité de nombres réels aux intervalles flous
(Prg) peut s’écrire sous la forme suivante :

) C’X—)maN:L’
(Prs) Aw)o X <b(w)
XeB={XeR"/X >0}

ol d;; et b; sont les composantes de la matrice A(w)(m x n) et du vecteur b(w)(m x 1)
respectivement.

On a par définition, Yw € Q, a,; (w) et b; (w) sont des intervalles flous.

Soient Yw € Q, 75, et 7, les distributions de possibilité de a;; (w) et b; (w) res-
pectivement. (Par définition Yw € €, 5, w) = Hay;w) €t T, ) = M) [23])

Les contraintes du probléme flou stochastique (Pgg) peuvent s’écrire sous la forme
suivante :

> et ® représentent respectivement, pour w €  donné, I'addition des intervalles
j=1

flous de type L — R et leur multiplication par un nombre réel (voir chapitre 1)
S (w) = (a;5(w), @i (w), 075, 75) et b (w) = (b;(w), bi(w), 8%,~?) sont des variables

aléatoires floues de type L — R, alors

n

n n
a a
E a;j (W) ©z; = E w)T;, E w)z;, E 0355, E 'yijxj)
i=1 i=1

Jj=1 Jj=1

Pour simplifier, nous considérons la matrice A(m x n) et le vecteur b(m x 1) dont les
composantes sont respectivement a;; et b;

Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients prend la forme
suivante :

n

P(p(b; (w) Z aij (W) © x5) = Bi) > ps

J=1
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ou p(a, l~)) évalue le degré de confiance pour lequel le coefficient restreint par a est plus
grand que le coefficient restreint par b.

4.4 Différentes versions de Chance-constrained
programming with fuzzy stochastic coeflicients
Nous avons trois versions, selon le choix de p qui peut représenter [8][12][13] :
1. les degrés de préférence possibiliste ou nécessaire (combinaison de probabilité et
possibilité ou combinaison de probabilité et nécessité)
2. les indices de dominance stochastique des intervalles aléatoires dus a Chanas et col.
[r] (combinaison de probabilité et indices de comparaison d’intervalles aléatoires)

3. les indices scalaires de comparaison d’intervalles flous (combinaison de probabilité
et indices scalaires de comparaison de quantités floues).

Dans ce chapitre on a choisi de mettre en avant la premiére version en combinant
probabilité et possibilité, ou probabilité et nécessité

4.4.1 Combinaison de probabilité et possibilité

CX — max

(P)§ P {w : pos (Z a;j (w) ®x; < b; (w)) > ﬁi} >pii=1,....,m
T Z 0,j = 1,...,71

ou P et pos représentent respectivement probabilité et possibilité. Une solution ad-

missible 20 = (29,29, ...,2%) > 0 de (P,) est appelée pro — pos admissible. L’ensemble des

aey n

solutions pro — pos admissibles de (P,) est noté X/ (p;, 5;).

Proposition 3 :
X;(pi, fi) peut s’écrire comme suit :

1. Si @y (w) et b; (w) sont des variables aléatoires floues, alors :

; n ; 7Bi .

Bi

oi @;; (w) est la borne inférieure de dfj (w) et 1_7;8 (w) est la borne supérieure de b (w).

7
riables aléatoires floues de type L — R, alors :

Xo(pi; Bi) = {x >0/P (w 5> (a; (w) = L7 (8:) 0§;) 25 < bi (w) + R (B) ’Yf-’) > pz}

2. Si ai; (w) = (a;; (W), @55 (W), 055, 75) et b; (w) = (b; (W), b; (W), 62,7 sont des va-

7j=1
ett=1,....m

La preuve est triviale, Il suffit d’utiliser les propriétés de possibilité données dans [24]
et la proposition 12 du chapitre 3 dans [12]

90



Chapitre 4 Programmation linéaire floue stochastique

Remarque 12 :

Si les coefficients a;; (w) et b; (w) des contraintes sont respectivement remplacés par :
— des variables aléatoires réelles a;; (w) et b; (w), alors

P{w . pos (Z: aij (w) ©z; < Bz (w)) > 51} > P

J=1

se réduit a P {w > a (w)z; < b (w)} >pi.
— des intervalles flous a;; (w) et b; (w),alors

P{w:pos <§: a;j (w) © ; géi(w)> > Z} > pi

Jj=1

se réduit a pos (
J

3 aij © T Sgi) > B
=1
4.4.2 Combinaison de probabilité et nécessité

CX — max
(Py)§ P {w : nec (Z i (W) @ x; < by (w)) > 52} >pii=1,...,m
ill'j Z O,j =1,...,Nn

ol P et nec représentent respectivement probabilité et nécessité. Une solution admis-
sible 2° = (29, 293,...,2%) > 0 de (P,) est appelée pro — nec admissible. L’ensemble des

Ty
solutions pro — nec admissibles de (P,) est noté X, (p;, 5;).
Proposition 4 :

X;(pi, fi) peut s’écrire comme suit :

1. Si G (w) et b; (w) sont des variables aléatoires floues, alors :

X (pi,fi)) =qx>0:P (w > E}j_ﬁi (W) @z, <b ¥ (w)) sz} vi=1,...,m
j=1
ou Eilj_ﬁi (w) est la borne supérieure de dij_ﬁi (w) et b} P (w) est la borne inférieure de
by P (w).
2. Si a;; (w) = (a;; (W), @55 (W), 055, 75) et b (w) = (b; (w),b; (W), 0L, ~L) sont des va-
riables aléatoires floues de type L — R, alors :

X (ps, Bi) = {:p >0:P (w zz:l (Eij (W) + R (1-5) 7;‘3) z; < b (w)— L7 (Bi—) 5f> > pi} et

1=1,....m
La preuve est triviale, Il suffit d’utiliser les propriétés de nécessité données dans [24]
et la proposition 12 du chapitre 3 dans [12].
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Remarque 13 :

Si les coefficients a;; (w) et b; (w) des contraintes sont respectivement remplacés par
— des variables aléatoires réelles a;; (w) et b; (w), alors

P{w : nec (X; a;j (w) ®z; < by (w)) > /Bz} > P

se réduit a P {w > a (w)z; < b (w)} >p;i .
j=1
— des intervalles flous a;; et b;, alors

P{w : nec (i aij (w) @ z; < b; (w)) > @-} > pi

Jj=1

se réduit & nec (
J

ai; © xj < Ez) > B
—1

4.4.3 Combinaison de chance-constrained programming et
comparaison d’intervalles aléatoires

CX — mazx

(P,)S P {w : (ukéi (W), 3 iy (w) @xj> > ﬁz} >pii=1,...m;k=1D,2D,3D,4D, 11 41
j=1
X > O,] = 1, .., N

Une solution admissible 2° = (29,29,...29) > Og. du probléme (P, ) est appelée
pro — 11;, admissible.

On note X', (p;, B;), I'ensemble des solutions pro — p;, admissibles du probleme (F,,) .

En tenant compte de la définition de Xflk (ps, Bi), les ensembles de solutions admissibles
Xflk (pi, Bi), k = 2D, 3D peuvent s’écrire comme suit :

Proposition 5 :
Soient a;; (w) = (a;; (W), @ij (W), 05, 75;) et b; (w) = (b; (W), b; (w),6°,~%) des variables
aléatoires floues de type L — R. Nous avons alors :

n

LX) (i, Bi) = {x >0:P <w >0 (@ (W) = L7 (1= B3;) 68) wy < by (w) — L7 (1 — 5055’) > p,;}.

2.X},., (pi, Bi) :{95 >0:P (w Z: (@ (w) + R (B)ve) x5 < bi (w) + R () ’Yf) > Pz}

Preuve :
Nous avons par définition :

Xiuop (Pis i) = {x = (21,29, ..., ) = 0/P(w : pap(b; (W),

Q

Il
i

J

-Ms
[SH

I
—

i (W) ©x5) > Bi) > pi

ij (W) ©x5) > B;) > Pz}

X;SD(pi,ﬁ,;) = {x = (z1,%9, ..., xn) > 0/P(w : ,u3D(l~),- (W),

J
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Pour w € Q donné dy; (w) = (a;; (W), @y (W), 85, 75) et by (w) = (b; (W), bi (), 67,77)
sont des intervalles flous de type L — R.

Il en est de méme pour
n n n

> Gy (w) O = (3 a;; (W), 0 @ij (W) x5, 21 6%y, Zl v5575). Alors, nous avons :
]:

p2p (b () é ai; (w)Or;) > B @i (a;; (W) =L (1=3;)0%)x; < by (w)—=L~H(1—6;)d7
p13p (b (w) il aij (W) © x;) > f; (:)i (@i (W) + RN(Bi)vis)r; < bi (W) + R (B}
D’ou : ” ”

P {w  piap (b (w) il i (w) © x5) > &}

Remarque 14 :

Si les coefficients @;; (w) et b; (w) des contraintes sont respectivement remplacés par :
— des variables aléatoires réelles a;; (w) et b; (w), alors

n

P {w : ,uk(l;i (W), > aij (w) ©® xj) > 52} > p; se réduit a P {w g (w) ) < bl} > p;.
j=1

=1
— des intervalles flous a;; et b; , alors

n

P {w . ,U/k([;z (w) s Z ZLZ'j ((,L)) @l’]) Z Bl} 2 pi se réduit a P {/,Lk(i)z, Z Elij ® Ij) Z ﬁz} Z
j=1 j=1
bi

4.5 Convexité des ensembles de solutions admissibles

Sous certaines conditions, les ensembles de solutions admissibles peuvent étre convexes
pour toutes distributions de probabilité des variables aléatoires floues comme suit [12][13] :

Théoréme 7 :

on a:
Sip; =0o0up; =1 alors:

- X;?(pi) est convexe.

— X;(pi,ﬁi), X' (ps, B;) sont convexes Vj3; € (0, 1].
o XleD (p“ﬂl) et XIZISD (pzuﬁ» sont convexes.
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Preuve

Il suffit d’appliquer le théoréeme 1.

En tenant compte des conditions de convexité des ensembles de solutions admissibles
résultant de l'application de chance-constrained programming en programmation [21]
linéaire stochastique et en nous basant sur les propositions 3,4 et 5, nous distinguons le
cas ou A est déterministe ou flou et les autres ou A est stochastique ou flou stochastique
comme suit :

4.5.1 Cas ou A est déterministe ou flou

Nous considérons le cas le plus général : A est flou et b est flou stochastique dont
les composantes sont des variables aléatoires floues en général ou des variables aléatoires
floues particuliéres, de type L — R.

En nous basant sur les propositions 3,4 et 5, les expressions des ensembles de solutions
admissibles résultant de ’application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coefficients" et le théoréme 2, nous établissons le résultat suivant :

Théoréme 8 :

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, a;; eth;(w) les composantes de la matrice
A(m x n) et du vecteur b(w)(m x 1) respectivement.

1. Si a;; sont des intervalles flous et b; (w) sont des variables aléatoires floues.

Alors pour toute distribution de probabilité de l;i(w), on a :

-VB; € (0,1] et ¥p; € [0, 1],X;(pi,5i) et X! (pi, B;) sont convexes.

2. 5i a,; sont des intervalles flous de type L — R et Bl(w) sont des variables aléatoires
floues de type L — R.

Alors pour toute distribution de probabilité deb;(w) on a :

VB € (0,1]; Vps € [0, 1]; X} (ps, Bi) et X (pi, B;) sont convexes

-X,, (i, Bi) et X, (ps, Bi) sont convexes V3; > % )

H3D

Preuve :[12]

4.5.2 Cas ou A est stochastique ou flou stochastique

Nous considérons le cas le plus général : A et b sont flous stochastiques dont les
composantes sont des variables aléatoires floues, en général, ou particuliéres, de type
L—-R.

En nous basant sur les propositions 3,4 et 5, les expressions des ensembles de solutions
admissibles résultant de I'application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coecients" et les théoréme 3 et 4, nous distinguons le cas général (au sens de
Shapiro) de variables aléatoires floues normales (respectivement le cas particulier, de type
L — R) et le cas général de variables aléatoires floues discrétes (respectivement le cas
particulier, de type L-R) et nous établissons les résultats suivants :
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4.5.2.1 Les composantes de A et b sont des variables aléatoires floues
1. Cas des variables aléatoires floues normales au sens de Shapiro
Théoréme 9 :

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, a,;(w) et b;(w) les composantes de la matrice
A(m x n) et du vecteur b(m x 1) respectivement.

Si 1,050, -..\0ip ;l;i sont (n + 1) variables aléatoires floues normales d’espérances ma-
thématiques respectives j[i;1,/ti2, --,fbin ; by qui sont des intervalles flous et de variances
respectives 03 , 0% , ....00, ;v . Alors Vf3; € (0,1] et pour p; > 1, Xi(p;, 3;) et X}(pi, i)
sont convexes.

Preuve :[12]
2. Cas des variables aléatoires floues discrétes
Théoréme 10 :

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité avec 2 = {wy,ws, ..., w, }, muni d’une distribu-

k=r
tion de probabilité discréte finie suivante : P(wy) = qg, k= 1,2, .. et > qr = 1.
k=1
Alors pour p; >1— min ¢ on a :
ke(1,2,...r)

— X, (pi) est convexe.
— X, (pi, B:), X}, (pi, B) sont convexes Vf3; € [0, 1].

Preuve :[12]

4.5.2.2 Les composantes de A et b sont des variables aléatoires floues de
type L — R

1. Cas des variables aléatoires floues normales de type L — R :
Corollaire 1 :

Soient (2, F, P) un espace de probabilité et a;;(w) = (a,;, @ij, 05, 75)

et bi(w) = (b;(w), bi(w),8?,~?) des variables aléatoires floues normales de type L — R
telles que :

a1, Aoy ---, Q3 b; sont des variables aléatoires réelles normales d’espérances mathéma-
tiques respectives ju_, g, ..., p1. ;); et de variances respectives o7, 05, .., 07,5 07

@i1, Qo ..., Gin: b; sont des variables aléatoires réelles normales d’espérances mathéma-
tiques respectives i, fig, -, flin; Ai €t de variances respectives 02,0, ..,02,; 2
Alors pour p; > % ,ona:
— X, (piBs) et X! (pi, B:;) sont convexes Vf3; € (0, 1]
— X, (pi, Bi) etX}. (pi, Bi) sont convexes Vf3; > § .

H3p 2
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Preuve :[12]
2. Cas des variables aléatoires floues discrétes de type L — R
Corollaire 2 :

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité avec 2 = {wy,ws, ..., w, }, muni d’une distribu-
k=r
tion de probabilité discréte finie suivante : P(wy) = qg, k= 1,2, .. et > qr = 1.
k=1

et soient ai;(w) = (@, aij, 655, 75;) et bi(w) = (b;(w),bi(w),d%,~?) des variables aléa-
toires floues discrétes de type L — R

Alors pour p; >1— min ¢ on a:
ke(1,2,...r)

7 X;;(pia Bi) et Xril(pi?ﬁi) sont convexes Vf3; € (0, 1]
— X (pi, Bi) etX (pi, B;) sont convexes Vf; > 5 .

H3p

Preuve :[12]
Exemple 36 :

Soit le probléme linaire flou stochastique (Prg) suivant :

(:171 + 3r9 — max
sc

(Prs) 4 321 + 1wy < by (w)

221 + dxo < by (w)

(21322 20

Ou Q = {w;,ws}, muni de la distribution de probabilité suivante : P (w;) = 0.4 et
P (ws) = 0.6
On a

P ([_)1 (wl) = ?)) =P (52 (wl) = é) =04

P (by (w2) =1) = P (by (w2) =4) = 0.6

m,m = 1,2,3,4 sont des intervalles flous dont leur fonctions d’appartenance p.; sont
définies comme suit :

0 stx <m—1
r—m-+1 ssm—1<zx<m

U =4 1 ssm<r<m-+1
—x+m+2 ssm+1<r<m+2
0 st >m+2

Par analogie, on obtient :
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( siz <0 0 siz <1
T s10< <l r—1 st <ax<?2
pi =141 st1<x<2 ps=41 s12<x<3
—x+3 s12<zx<3 —x+4 s13<x<4
L0 stx >3 L0 stx >4
(0 stz < 2 (0 siz <3
T — 2 s12<x<3 Tz —3 s13<x <4
pz =41 st3<zr<4 p; =11 si4<zx<5H
—x+5 s14<zx<5h —r4+6 s15<x<6
U stx > 95 0 stx > 06
on obtient
N =0.4 N - =0.6 -
" =04 T =26 1“=[04,26 | =06 1 =24; 1°6=10.6,2.4]
~ =0.4 ~ ~ =0.6 ~
=14 2 =36 4=[14,36] | 2°°=16; 2 =34; 206=1[1.6,34
. =0.4 . . =0.6 .
3 =924 3 =46 31=[24,46] | 3" =26 =4.4; 396 =1[2.6,44]
~ =0.4 ~ =0.6
=34, 1 =56 19=[34,56 | 1"°=36, 1 =54 = [3.6,5.4]
— a/ En combinant probabilité et possibilité avec p; = ps = 0.6; 51 = 2 = 0.6; on

a .

=0.6
.6 _ 3
0.4

S

D)= (e () o ( )( SRS

P (131 (w) = 4.4

——
I
VRS

(pkt
[\V)
~—~
&
=
S~—
I
w
.
——
,p

Les contraintes deviennent :

w/pos 321+ 1oy < by (w))] >0.6¢>0.6
w/pos ( 2z, + 4xy < by (w)) >0.6¢>0.6
( =0.6
w/3 x1+1 x2<b (w)p >0.6
- 0.6
w/2 Cr +1” x2<b (w) ¢ >0.6
\
( ~0.6 ~0.6 =0.6
1-P w/§ 1+ 1 I'2>bl (w) > 0.6
- ~0.6
1-P w/2 Cr + 1" ;152>b2 (w) ¢ >0.6
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~ ~ =0.6

PRw/3" s + 1%, > by (w)
- ~0.6 ~0.6 =0.6

P CU/Z r1+4 $2>b2 (w)

Fos (30.6$1 + 10.6$2> <04
= @S e 0.6

Flos (g' 2+ 4" $2> <0.4

by (w)

3 + 1" < FL (04)

= 4§ 06 b @)

M 43", < FLL o (04)
by (w)

P%%@A):{xﬂ%6@ﬁ204}244

1

Et on a calculé :
3% =26
17 =06
=1.6
1" =36

io 6
20.6

<04

<04

On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

SsC

(
r1 + 3xy — max

(Py) { 2.6x1 + 0.629 < 4.4

Application de ’exemple sur Lingo :

1.6x1 + 3.629 < 3.4
(21 > 0;22 >0

Lingo 18.0 - Salution Report - Lingo1 - X
File Edit Solver Window Help
Dl d| & B H BBHE 28
Solution Report - Lingo1 [E=NEch ==
max=x1+3*x2; Global optimal solution found.
2.6%%x1+0.6%x2<=4.4: Cbjective value: 2.833333
Infeasibilities: 0.000000
* * = - - .
1.6*x1+43.6%x2<=3.4; Total solver iterations: 1
end Elapsed runtime seconds: 0.06
Model Class: Lp
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 1]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: ]
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.3333333
X2 0.9444444 0.000000
RowW slack or surplus Dual Price
1 2.833333 1.000000
2 3.833333 0.000000
3 0.000000 0.8333333
For Help, press F1 MNUM Ln 28, Col 77 7:59 am
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La solution optimale est X* = (0,0.94)
et la valeur optimale est Z (X*) = 2.83

— b/ En combinant probabilité et nécessité avec p; = ps = 0.6; 51 = f2 = 0.6; on a:

= (50) (6e)=(0) (03) 1 8= (30) (56 )= () (55)
P (b)* (wi) =24) = P (05" (w) = 1.4) = 0.4

P ()" (w) =04) = P (b)* (w) = 3.4) = 0.6

Les contraintes deviennent :

w/ nec 321+ 1oy < by (w)) >0.6¢>0.6
w/ nec 221 + dxy < by (w)) >06¢p>0.6

=1-0.6 =1-0.6 ~1-0.6
Plw/3 x1+1 12 <b (W)

} =06
=1-0.6 =1-0.6 ~1-0.6
{w/Q r1+4 oz <D, (w)} > 0.6

=0.4 =0.4 ~
1-P {w/?) x1+1 x2>b0'4(w)}
4 0.4
1—-P {w/2 x +4 .1'2>bz (ou)}2

w/3 4ZL‘1+104ZE2 >l;04(w) <04
= =0.4 =0.4
w/2 x1—|—4 g > by (w)p <04

—=0.4 —=0.4
Fa )(3 o+ 1 x2> <04

b 0.4 ~04
Foa )(2 2+ A x2> <04

2 w

4 =0.4 1
x1+1 x2<F04 (04)
4 —04 b11(w)

by (w)

F3b (0.4) = {x/RM (x) = 0.4} —24 | F3l(04)= {x/FZM (x) = 0.4} —14
by by 2

Et on a calculé :

=0.4

3 =46

=0.4

1 =26

=0.4

5" =36

=0.4

1 =56

On obtient le programme linéaire déterministe suivant :
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SC

T1;T2 2>

Application de ’exemple sur Lingo :

Lingo 1.0 - Solution Report - Lingal

0

.
T+ 3ry — max

- x
File Edit Selver Window Help
DleE(E] -8 Yled o] Olk|mE| Bom 2w
Solution Report - Lingol =N R =
max=x1+3*x2; Global optimal sclution found.
Objective wvalue: 0.7500000
* 57 * — .
4.6*x1+2.6%22<=2.4; Infeasibilities: 0.000000
3.6*x1+5.6*x2<=1.4; Total solver iterations: 1
end Elapsed runtime seconds: 0.08
Model Class: LP
Total variables:
Nonlinear variables:
Integer variables:
Total constraints:
Nonlinear constraints:
Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:
Variable Value Reduced Cost
H1 0.000000 0.9285714
X2 0.2500000 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 0.7500000 1.000000
2 1.750000 0.000000
3 0.000000 0.5357143
For Help, press F1 NUM Ln27,Col77 | 6:05pm

La solution optimale est X* = (0, 0.25)
La valeur optimale est Z (X*) = 0.75

Exemple 37 :

On reprend le probléme linéaire flou stochastique (Ppg); 5 de 'exemple 36, tel que :

Ou Q = {w;,ws}, muni de la distribution de probabilité suivante :

P (ws) = 0.6
On a

sc
(PFS)LfR

| 1; T2

>0

.
T+ 3ry — max

3%1 -+ il’g S Bl (Cd)
2731 + le’g S 62 (w)

P ([_)1 (wl) = ?)) =P (52 (wl) = Q) =04

P (l_)l (WQ) = i) =P (52 (LUQ) = Zl) =0.6
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Dans ce cas, A, A =1, 2,3,4 sont des intervalles flous de type L — R et sont de la
forme : A = (@, @, dq,7,) et on pose 6, =y, = 2 pour tout 'exercice et un seuil a = 0.6,

tel que,1 = (1,1.5,2,2),2 = (2,2.5,2,2),3 = (3,3.5,2,2) et 4 = (4,4.5,2,2)

dont leurs fonctions d’appartenance pu; sont définies comme suit :

1 st x €la,a]
;= L(@;”) siz<a
R <“37_aa) siz>a
par analogie on obtient :
(1 six €]1,1.5] (1 si x €]2,2.5]
pi=4L(5%)  siz<1 | py=<L(%5%) siz<2
(R (%21'5) six > 1.5 | R (”’22'5) six > 2.5
(1 si x €]3,3.5] (1 si x €]4,4.5]
py =4 L(35%)  siz<3 | =L (%%) siz<d4
(R (“”’T?":’) six > 3.5 R (””’24'5) six > 4.5

On obtient en utilisant I’ — coupe d’un intervalle flou de type L — R :
- ~0.6 =0.6

{06 [10'6, i } = [1—2L71(0.6),1.5+ 2R (0.6)]

En effet :

L(52) =06 =152 =1L7(06) = o =1"" = 1-2L71(0.6)

=0.6
R(212) =06 — =55 — R1(06) = 2 =1 =15+2R"(0.6)

De la méme_mgmiére :
506 — [éo'ﬁ,é | } —[2-2L71(0.6),2.5 + 2R (0.6)]

~ ~ =0.6
306 _ [g‘m, 3 } = [3-2L71(0.6),3.5+ 2R~ (0.6)]

N “0¢ =0.6
06 _ [1_10-6’ 1 } = [4—2L71(0.6),4.5 + 2R~ (0.6)]

— a/ En combinant probabilité et possibilité avec p; = ps = 0.6; 51 = 2 = 0.6; on
a:

o0 < %Oj ) ( %066 ) _ ( 3.5+2£4—1 (0.6) ) ( 1.5+2(f:26—1 (0.6) )
- (30) (5)- () ()

P (61 (w) = 3.5+ 2R (0.6)) —p (132 (w1) = 2.5+ 2R (0.6)) — 0.4

P (61 (wp) = 1.5+ 2R (0.6)> —p (52 (wp) = 4.5 + 2R (0.6)> — 0.6

Les contraintes deviennent :

Pw/pos 321+ 1oy < by (w)] >0.6¢>0.6
P {w/pos 2z, + dxy < by (w)) > 0.6} > 0.6
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0.6
w/3 o+ 1" ;z;2<b (w)p >0.6
= 9 =0.6
w/2 Ory + 1" a:2<b (w)p >0.6
\
( =0.6
1-P w/3 S+ 1" x2>b (w)p >0.6
= =0.6
1-P w/2 x1+4 :172>b (w)p >0.6
\
( =0.6
w/3 o+ 1" ac2>b (w)p <04
= =0.6
w/2 v +4” .21:2>b2 (w)p <04
Foos (30'61‘1 + 10‘6ZE2> <04
_— by (w)
0.6 ~0.6
Flos (g 2+ 4 x2) <04
by (w)
306 +1%%, < Fob  (04)
_— 1 (W)
300 4%, < FO%)( )(0.4)
2 w

F3h(0.4) = {:E/Fgo.es (z) = 0.4} — 3.5+ 2R (0.6)

F34(0.4) = {:L‘/on.e (z) = 0.4} = 2.5+ 2R (0.6)

2

Et on a calculé :

3"° =3 -2L71(0.6)
1" =1-2L-1(0.6)
20'6 —=2—2L71(0.6)

4 =4 —2L71(0.6)
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

':cl + 3x9 — max

sc

(Pp)q (3—=2L71(0.6))xy + (1 —2L71(0.6)) 22 < 3.5+ 2R (0.6)
(2—2L71(0.6))xy + (4 —2L71(0.6)) 22 < 2.5 +2R1(0.6)
(21 > 0;22 >0

De la méme maniére que 'exemple 33 on calcule :
3—2L71(0.6) =22

1—2L71(0.6) = 0.2
2 —2L71(0.6) = 1.2
4—2L71(0.6) = 3.2

3.5+ 2R1(0.6) = 4.3
2.5+ 2R (0.6) = 3.3
En remplacant ces valeurs dans (Pp),on obtient :
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T, + 3y — max
sc

(Pp)  2.2x1 +0.225 < 4.3
1.221 + 3.225 < 3.3
(21 > 0;22 >0

Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

DleslE|E| 4[> vle ol DlEmE| Sle/E 2
Lingo Model - Lingol Solution Report - Lingol =N =R
max=x1+3*x2; Global optimal solution found. 2 093750
2.2%x1+0.2%x2<=4.3; 0.000000
*xl4+ * = - 1
1.2%x1+3.2%x2<=3.3; Elapsed runtime seconds: 0.05
end
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: ]
Integer variables: ]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: o
6
0
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.1250000
x2 1.031250 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 3.093750 1.000000
2 4.093750 0.000000
3 0.000000 0.9375000
For Help, press F1 NUM Ln1, Coll 6:40 am

La solution optimale est X* = (0, 1.03)
La valeur optimale est Z (X*) = 3.09
— b/ En combinant probabilité et nécessité avec p; = po = 0.6; 5 = S = 0.6; 0on a :

[1—2L7"(0.6),1.5+ 2R (0.6)]
= () (1) (7000) ()
- (20 (50)- () ()

P (0" (wi) =3—2L7"(0.6)) = P (b3 (w1) =1 —2L""(0.6)) = 0.4

P (0 (w) =2 = 2071 (0.6)) = P (13" (1) =4 = 217 (0.6)) = 0.6

Les contraintes deviennent :

Piw/nec 321+ 1oy < by (w)) >0.6¢ >0.6
Piw/nec 271 + dxy < by (w)) >06¢p>0.6
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=1-0.6 =1-0.6 ~1-0.6
P {w/?) ri+l ae<b (W)
~1-0.6 ~1-0.6

}>06
=1-0.6 ,
P{w/2 r1+4 22 < by (w)} > 0.6
—0.4 =0.4 .
1-P {w/3 r1+1 x2>b0'4(w)} > 0.6
=0.4
1-P {w/Q x1+4 {L‘2>b (w)} 0.6

—0.4 =0.4
Fou, )(3 | q;Q) <04

by

—=0.4 =0.4
Fo )(2 2+ A :cg) <04

2 w

=0.
o ( )

=0.4 =0.4
w/3 :Ul—l—l Tg > by (w)p <04

= =0.4 =0.4
w/2 x1+4 g > by (w)p <04

ol (04) = {x/FM (x) = 0.4} =3 2071 (0.6)

F34 (0.4) = {x/FzM (x) = 0.4} — 22071 (0.6)

En utilisant I'ae — coupe d’un intervalle flou de type L — R, on obtient :

~ [~ —=0.47
104 = |1 T | = [1—-2L71(0.4),1.5 + 2R~ (0.4)]
~ :~ :0 :
504 = 3™ 57 = 2 - 2L71(0.4),2.5 + 2R~ (0.4)]
- f~04 =0.47
304 — (3% 37| = [3—2L71(0.4),3.5+ 2R~ (0.4)]
~ r~04 =0.47
104 = |12 1| = [4—2L071(0.4),4.5 + 2R (0.4)]

=0.4
4 =45+2R71(0.4)
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

(xl + 3x9 — max
sc
(Pp) (3.5+2R71(0.4))zy + (1.5 +2R71(0.4)) w2y <3 —2L71(0.4)
(25+2R71(0.4)) 2y + (4.5 +2R71(0.4)) 2o <2 —2L71(0.4)
(21322 20

De la méme maniére que 'exemple 33 on calcule :
35+2R71(04) =47
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2.5+2R71(0.4)
1.5+ 2R71(0.4)
4.5+ 2R (0.4)
3—2L71(04) =138
2—-2L71(0.4) =038

ESEENERN|

3.
2.
d.

En remplacant ces valeurs dans (Pp),on obtient :

(xl + 3r9 — max
sc

4.7x1 4+ 2.7T2x9 < 1.8
3.7x1 + 5. 729 < 0.8
(21 2 0522 2 0

Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

Djd|@ 4@ Slero| ©fx|m= Bw= 2e
Linge Model - Lingol EP solution Report - Lingol = R
max=x1+3*x2; Global optimal solution found.

. *' objective value: 0.4210526
4.7*x1+2.7%%2<=1.8; Infeasibilities: 0.000000
3.7*x1+5.7*x2<=0.8; Total solver iterations: 1

’ Elapsed runtime seconds: 0.05
end
Model class: e
Total variables: 2
Nonlinear variables: (1]
Integer variables: o
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: o
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: o
Variable Value Reduced Cost
%1 0.000000 0.%473684
X2 0.1403509 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 0.4210526 1.000000
2 1.421053 0.000000
3 0.000000 0.5263158
For Help, press F1 NUM Ln1, Coll 6:43 am

La solution optimale est X* = (0,0.14)
La valeur optimale est Z (X*) = 0.421

Exemple 38 : [33]

On considére le probléme flou stochastique suivant :

(
Ty + 209 — mazx
sc
a1171 + a1a22 < by (w)

G2y + Aoty < b (w)

(21 2 0522 2 0
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Ou (@ij), ;—, , sont des intervalles flous et (I;l (w)) sont des variables aléatoires
W Z:1,2
floues muni de la distribution de probabilité suivante :
P (wy) =0.25, P (wy) = 0.75; avec Q = {wy,ws}
L.cas ot (@), ;_, , sont des intervalles flous triangu
laires et (Bz (w)) sont des variables aléatoires floues discrétes tels que :
i=1,2

3

apn =15 an

(g = 2 ; Qg = 4
P (Bl (W) = i) —p (62 (w) = é) ~0.25
P ('61 (wp) = 3) —p (132 (wp) = 4) = 0.75

Ou, pour m = 1,2,3,4, m est un intervalle flou dont la fonction d’appartenance pz
définie par :

(

0 stx <m—1
r—m+1 ssm—1<zxz<m

Wi = {1 ssm<r<m-+1
—x+m+2 ssm+1<r<m+2
0 st >m+2

\

Pour résoudre le probléme linéaire flou stochastique (Prg), on applique la méthode de
chance-constrained programming with fuzzy stichastic coefficients comme suit :

a/- En combinant probabilité et possibilité avec p; = py = 0.75 et 51 = B2 = 0.8, on
a:

P (5‘}8 (W) = 2.2) —p (BS‘S (w) = 3.2) —0.25

P (5?'8 (wp) = 4.2) —p (52'8 (wp) = 5.2) ~0.75
On aura :

a¥f =0.8,a) =28 a3 =1.8,a3% =38
On obtient :

(xl + 29 — max
sc

(Prs) { 0.871 + 2.875 < 2.2

1.8z + 3.825 < 3.2

(21 2 0522 2 0
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Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

DlflB(&| [ 5|@ %leo| Ol mE| BiB/E 2
Linge Model - Lingol B solution Report - Lingol o ===
max=x1+2*x2; Global optimal sclution found.
Objective wvalues:
0.8%x1+2.8%x2<=2.2; Infeasibilities:
1.8*x1+3.8*%x2<=3.2; Total solver iterations:
Elapsed runtime seconds:
end
Model Class:
Total variables: 2
Nonlinear variables: o
Integer variables: ]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: o
Total nonzeros: (3
Nonlinear nonzeros: o]
Variable Reduced Cost
®x1l 0.000000
Xz 0.1111111
RowW slack or surplus Dual Price
1 1.000000
2z 0.000000
3 0.5555556
For Help, press F1 NUM Lnl, Coll 6:51 am

La solution optimale est X* = (1.77,0)
La valeur optimale est Z (X*) = 1.77
b/- En combinant probabilité et nécessité avec p; = py = 0.75 et f; =, = 0.8, on a :

On aura :

P (b)? (w1) =0.2) = P (b)* (w1) = 1.2) = 0.25

P (0% (wo) = 2.2) = P (B (wo) = 3.2) = 0.75

02 _ 0.2 _ 02 _
apy = 2-87@12 - 4'87Q21 - 387@

On obtient :

92 =5.8

(
r1 + 229 — mazx

SC

3.8x1 +95.815 < 1.2
(21 = 0522 >0
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Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

Dles|H|&|

|2 3= E]|

Linge Model - Lingol

max=x1+2*x2;
2.8*%x1+4.8%x2<=0.2;
3.8*x1+5.8%x2<=1.2;
end

For Help, press FL

[=m]x| | 2
Solution Report - Lingol =2 =)
Global optimal solution found.
Objective wvalue: 0.8333333E-01
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.06
Model Class: LP
Total wvariables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: ]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: o
Total nonzeros: &
Nonlinear nonzerocs: o
Variable value Reduced Cost
X1 0.000000 0.1666667
Xz 0.4166667E-01 0.000000
Row slack or Surplus Dual Price
1 0.8333333eE-01 1.000000
2 0.000000 0.4166667
3 0.9583333 0.000000
Ln1, Coll 6:53 am

La solution optimale est X* = (0,0.041)
La valeur optimale est Z (X*) = 0.0833

2.cas ol (ay;), ._, , sont des intervalles flous trapézoidal et (l;l (w)) sont des va-
: i=1,2

i’j:

riables aléatoires floues discrétes tels que :

ZLll = (17 27 ]-7 1)L_R7612 = (3747 17 ]-)L_RagLQI = (27 37 ]-7 ]-)L_R7d22 = (4a 57 17 1)L_R

et b; (w) = (b; (W), bi (w),1,1) tel que :

Avec 71 = (1,2
Ou L(z) = R(

]-a 1)L_Ra’?21 =

x) =max (0,1 —x)

P (51 (w1) = %1> =

P (51 (wo) = 73) =

P (132 (w) = fy;) ~0.25

P (62 (wp) = a§> ~0.75

(37 4a 1, 1)[,_375/12 - <2a 3,1, 1)L—R7§/22 -

(47 57 17 1)L_R;

Pour résoudre le programme linéaire flou stochastique (Prg) , on applique chance-
constrained programming with fuzzy stochastic coefficients en combinant chance constrai-
ned programming et comparaison d’intervalle flou avec p; = p, = 0.75 et 5, = 55 = 0.8,

on obtient :

a/- En combinant probabilité et pop :

SC

.
T, + 229 — max

(Puyp) 4 0.221 +2.225 < 0.2
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Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

DlE|S| [ lelo| Ol |H|E| BwE 28
Lingo Model - Lingol Solution Report - Lingol felra )=l
=] +2% . Global cptimal solution found.
max=xl+2%x2; objective value: 1.000000
0.2*x1+2.2*x2<=0.2; Infeasibilities: 0.000000
* * _ . Total solwver iterations: 1
1.2%z1+3.2%x2<=1.2; Elapsed runtime seconds: 0.06
end
Model Class: LP
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: 0
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: 0
Total nonzercs: 6
Nonlinear nonzeros: 0
Variable Value Reduced Cost
X1 1.000000 0.000000
x2 0.000000 0.66EEEET
Row 8lack or Surplus Dual Price
1 1.000000 1.000000
2 0.000000 0.000000
3 0.000000 0.8333333
NUM Ln1, Coll 6:55 am

For Help, press FL

La solution optimale est X* = (1,0)
La valeur optimale est Z (X*) =
b/- En combinant probabilité et

(Pisp)

1
H3D
(xl + 2x9 — max
sc
2201 + 4219 < 2.2
3.2x1 + 5229 < 3.2
(71 2 0522 2 0
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Application de I’exemple sur Lingo :

File Edit Solver Window Help

D||H|S|

| =& %|er o

[=|m=| Bin/E 2

Lingo Model - Lingol P Solution Report - Lingol =R ==
max=x1+2*x2 H Global optimal solution found.
Objective value: 1.047619
2.2%x1+4.2%x2<=2.2; Infeasibilities: 0.000000
3.2*x1+45.2*x2<=3.2; Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.08
end
Model Class: e
Total variables: 2
Nonlinear variables: 0
Integer variables: )
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: (o}
Total nonzeros: 6
Nonlinear nonzeros: (o}
Variable Value Reduced Cost
X1 0.000000 0.4761905E-01
%2 0.5238095 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 1.047619 1.000000
2 0.000000 0.4761505
3 0.4761905 0.000000
For Help, press F1 NUM Lnl, Coll 6:58 am

La solution optimale est X* = (0,0.523)

La valeur optimale est Z (X*) = 1.047
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Conclusion

Dans pas mal de situations concrétes, le flou et I'aléa se trouvent combinés dans un
contexte optimisationnel. Beaucoup de travaux ont été réalisé dans la programmation
linéaire floue stochastique.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la résolution des probléme linéaire
en présence des variable aléatoire floues de type L-R dans les contraintes en gardant un
objectif déterministe.

Nous avons, en premier lieu , introduit 1’essentiel de la programmation linéaire, les
notions de base de la théorie des ensemble flous , les notions de la probabilité, et la
combinaison du flou et de I'aléa. En second lieu, nous avons étudié les problémes linéaires
stochastique en citant les deux approches essentielles et les méthodes de résolution telle
que chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients. En troisiéme lieu,
nous avons traité les problémes linéaires flou et la déffuzzification de ces derniers en
utilisant la probabilité ou la nécessité.

Et en dernier lieu, nous avons traité la résolution de programmes linéaires en présence
de variables aléatoires floues de type L — R dans les contraintes en utilisant chance-
constrained programming with fuzzy stochastic coefficients. Et enfin, nous avons achevé
ce travail par une liste de références bibliographiques qui énumeére tous ce que nous avons
utilisé dans ce modeste travail.

Ce travail nous a permis d’approfondir nos connaissances dans la programmation li-
néaire en élargissant notre horizon de travail vers un environnement incertain et imprécis,
en nous focalisant sur un type particulier de variables qu’est la variable aléatoire floue de
type L — R.

Un théme trés intéressant et enrichissant qui, toutefois pourrait étre repris dans le
cadre de programmation linéaire multi-objective.
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