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Introduction

L'une des principales missions de la recherche opérationnelle est d'aider à prendre des
décisions en vue d'une gestion e�cace, rationnelle et logique.

Lors de la modélisation mathématique d'une expérience ou d'un problème d'optimi-
sation, on a tendance à supposer que les données sont déterministes. Mais dans la vie
réelle on peut se retrouver face à des situations où les données sont imprécises avec une
imprécision de nature �ou ou aléatoire. C'est ce qui a donné naissance à la programmation
linéaire �oue et la programmation linéaire stochastique.

Pendant des années, seule la programmation linéaire stochastique est considérée comme
meilleure outil pour traiter des études de prise de décision dans un environnement incer-
tain. Beaucoup de travaux ont été réalisés en programmation stochastique [25] [21] [26]
[27]

Quant à la programmation linéaire �oue, elle est née après l'introduction des ensemble
�ous par Lot� Zadah en 1965 [5]. Depuis, Beaucoup de travaux ont été réalisés en pro-
grammation �oue [25] [21] [26] [27].

Dans pas mal de situations, des données aléatoires et des données �oues pouvant se
trouver combinées dans un contexte optimisationnel [28] [29] [30]. Les variables aléatoires
�oues donnent un meilleur formalisme de cette combinaison [18] [31] [32] ce qui a motivé
l'introduction à la programmation linéaire �oue stochastique [29] [30] [8] [33].

Ce travail consiste à résoudre un programme linéaire dont l'objectif est déterministe
en présence de variables aléatoire �oues de type L−R dans les contraintes, en appliquant
la méthode de chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients. Et il
est organisé en 4 chapitres :

Au chapitre 1 : ce chapitre est partagé en 4 sections, nous avons dé�ni et rappelé
quelques notions nécessaires pour réaliser l'objectif à savoir : l'essentiel de la programma-
tion linéaire, les notions de base de la théorie des ensembles �ous, la théorie des probabilités
et la combinaison du �ou et de l'aléa. Au chapitre 2 : nous nous sommes basés sur la réso-
lution d'un problème linéaire stochastique dont l'objectif est déterministe en présence des
variables aléatoires dans les contraintes et nous avons cité deux approches "passive et ac-
tive" et la résolution de ce dernier en plus de quelques critères d'optimisation du problème
équivalent lorsque l'objectif est aléatoire à savoir : "E−modèle, V−modèle, EV−modèle
et katoka". Au chapitres 3 : nous avons étudié le cas d'un problème linéaire �ou avec un
objectif déterministe en présence de données �oues dans les contraintes et la dé�uzzi�ca-
tion de ces dernières en utilisant la possibilité d'un côté et la nécessité d'un autre côté. Au
dernier chapitre, chapitre 4 : nous avons repris la méthode de chance-constrained program-
ming pour la résolution d'un programme linéaire en présence de variables aléatoires �oues
de type L − R dans les contraintes en combinant entre probabilité et possibilité d'une
part et entre probabilité et nécessité d'une autre part et en�n entre chance-constrained
programing et la comparaison d'intervalles aléatoires. sans oublier la convexité qui est une
condition nécessaire à tout problème de recherche opérationnelle et d'aide à la décision.

Ce travail se termine par une conclusion où nous avons représenté les principaux
résultats obtenus et sans oublier les principales références bibliographiques.
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Chapitre 1 Préliminaires

1.1 Programmation linéaire

Pour résoudre des problèmes d'optimisation, on a tendance à utiliser des logiciels de
programmation linéaire déjà tout prêts sans s'intéresser à la théorie qui se cache derrière
leur élaboration.

La programmation linéaire a été développée et utilisée en 1947 par George Bernard
Danzig, Marshall Wood et leurs collaborateurs aux U.S, department of the Air Force. C'est
un cadre mathématique général permettant de modéliser et de résoudre certains problèmes
d'optimisation. Mathématiquement le problème consiste à optimiser une fonction linéaire
sous des contraintes linéaires liant les variables.

Dans cette section, nous allons expliquer ce qu'est un programme linéaire en général
et quelles sont ses principales formes d'écriture. Les problèmes linéaires à n = {1; 2; 3}
peuvent être résolus géométriquement (graphiquement). Les programmes linéaire à n > 3
doivent être résolus analytiquement soit par la Méthode du Simplexe, si une solution de
base réalisable existe. Sinon d'autres dérivées de cette méthode seront utilisées à savoir :
Méthode de Deux Phases ; M−Méthode et la Méthode Duale du Simplexe.

1.1.1 Notion de programme linéaire

Dé�nition 1 : [1][2]

Un problème linéaire est un problème d'optimisation mathématique (minimisation
ou maximisation) d'une fonction linéaire à plusieurs variables dite fonction objectif, en
présence de contraintes. Ces dernières doivent être également linéaires.

Tout programme linéaire prend la forme suivante :
Soit Z une fonction dé�nie de D dans Rn (D ⊆ Rn)

(P )

{
Z (X) −→ min oumax

X ∈ D; X = (x1, x2, ..., xn)

Il s'agit donc de trouver un point X∗ de D (si un tel point existe) pour lequel on a :

1. Z (X ) ≥ Z (X ∗);∀X ∈ D ⊆ Rn pour un problème de minimisation.

2. Z (X ) ≤ Z (X ∗);∀X ∈ D ⊆ Rn pour un problème de maximisation.

Où
� D est appelé ensemble admissible ou réalisable.
� si X ∈ D alors la solution est réalisable (admissible).
� si X ∗ ∈ D réalise l'optimum alors il est appelé : Solution Optimale.
� La valeur de Z en X ∗est appelée : Valeur Optimale et est notée Z ∗ = Z (X ∗).
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Chapitre 1 Préliminaires

Une forme plus détaillée du problème (P ) est la suivante [2] :

(P )



Z (X ) =
n∑
j=1

cjxj = c1x1 + c2x2 + . . .+ cjxj + . . .+ cnxn −→ min oumax (1)

sous les contraintes (sc)

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn ≤ (=,≥) b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn ≤ (=,≥) b2

...

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ aijxj + . . .+ ainxn ≤ (=,≥) bi (2)
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amjxj + . . .+ amnxn ≤ (=,≥) bm

xj ≥ 0; j = 1, . . . , n (3)

(1) : représente la fonction objectif.

(2) : représente les contraintes principales.

(3) : représente les contraintes directes.

1.1.2 Forme Canonique et forme Standard d'un programme
linéaire

Dé�nition 2 : [1]

On dit qu'un programme linéaire est sous forme canonique si D est dé�ni par un
système d'inéquations linéaires.

Si par contre, toutes les contraintes sont des égalités on dira que le programme linéaire
est mit sous forme standard.

Remarque 1 :

On peut transformer un problème linéaire quelconque sous forme standard en ajoutant
des variables supplémentaires appelées "variables d'écart".

Exemple 1 : [1]

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = x1 + x2 −→ max

sc

x1 + x2 ≤ 2

2x1 + x2 ≥ 1

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

En introduisant des variables d'écart x3 et x4dans les contraintes, on aura :

4
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(P )
′



Z (X ) = x1 + x2 −→ max

sc

x1 + x2 + x3 = 2

2x1 + x2 − x4 = 1

x1 ≥ 0 ; x2 ≥ 0 ; x3 ≥ 0 ; x4 ≥ 0

Le problème (P )
′
est la forme standard du problème (P ).

Remarque 2 :

Il y a équivalence entre un problème de minimisation et un problème de maximisation.
En e�et ;

minZ(X) = −max(−Z (X))

1.1.2.1 Domaine de solutions réalisables et solution optimale

Dé�nitions 3 : [3]

� Solution réalisable : tout vecteur X = (x1, x2, ..., xn) qui satisfait les contraintes
fonctionnelles (prin

� � 4cipales) et les contraintes de non négativité (directes) est appelé solution réali-
sable au modèle de programmation linéaire.

� Domaine des solutions réalisables : c'est l'ensemble des solutions réalisables du
programme linéaire, autrement dit, c'est l'ensemble des solutions qui satisfait si-
multanément les contraintes fonctionnelles et les contraintes de non négativité.

� Solution non réalisable : tout vecteur X = (x1, x2, ..., xn) non situé dans le domaine
des solutions réalisables, il ne respecte pas une ou plusieurs contraintes.

� Solution optimale : toute solution réalisable qui optimise la fonction objectif.

1.1.3 Méthodes de résolution de problèmes linéaires

Il existe des méthodes pour la résolution des problèmes de programmation linéaire,
parmi elles :

1.1.3.1 Méthode graphique

On utilise cette méthode uniquement dans le cas où n = {1; 2; 3}.
La procédure à suivre est la suivante :

1. On trace sur un graphique chacune des contraintes du programme et on détermine
la région commune à l'ensemble de ces contraintes, elle constitue si elle existe, le do-
maine des solutions réalisables. Ce dernier délimite les valeurs possibles des variables
de décision xj; j = 1, . . . , n satisfaisant toutes les contraintes.

2. On détermine ensuite les coordonnées des points extrêmes ou sommets de la région
des solutions réalisables. On obtient les coordonnées des points extrêmes en les
localisant directement sur le graphique ou plus exactement en résolvant les équations
de droites qui coupent chacun des points extrêmes.
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3. On substitue ensuite les coordonnées de chaque point extrême dans l'expression de la
fonction objectif. Le point extrême (dans le cas d'une solution unique) qui optimise
la fonction objectif correspond à la solution réalisable optimale.

4. On s'assurera que la solution obtenue en 3 est bien une solution réalisable en sub-
stituant les coordonnées du point extrême correspondant dans les contraintes du
programme.

Exemple 2 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = 100x1 + 200x2 −→ max

sc

x1 + x2 ≤ 150 (1)

4x1 + 2x2 ≤ 440 (2)

x1 + 4x2 ≤ 480 (3)

x1 ≤ 90 (4)

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Après application de la méthode graphique nous avons obtenu le graphe suivant :

La solution optimale est : B(40, 110)

1.1.3.2 Méthode du Simplexe

En 1947, G.B DANTZIG a développé une méthode e�cace pour résoudre les problèmes
linéaires, dénommée méthode du simplexe qui est une méthode itérative. Elle démarre d'un
point extrême (point de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération
de l'algorithme du simplexe. Pour cela, on doit dé�nir le point extrême de départ et le
test d'arrêt par rapport au critère d'optimalité.
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Chapitre 1 Préliminaires

Soit (P ) le problème standard de programmation linéaire à optimiser, (P ) peut s'écrire
sous la forme matricielle suivante :

(P)


Z (X ) =

n∑
j=1

Cjxj −→ opt

sc

AX = b

xj ≥0; j = 1, ..., n

Où
� opt : min ou max.
� C ∈ Rn : le vecteur coût.
� A ∈ Rm×n : la matrice des contraintes tel que : n désigne le nombre des variables

et m désigne le nombre des contraintes.
� b ∈ Rm : le second membre.
� I = {1, 2, ...,m} : l'ensemble des indices de lignes de A.
� J = {1, 2, ..., n} : l'ensemble des indices de colonnes de A.
� X = X(J) = {xj/j ∈ J} : le vecteur des variables .

Dé�nition 4 : [1]

On appelle base du programme linéaire (P ), toute sous matrice carrée régulière (m ×m)
extraite de A notée AB.

Algorithme de la méthode du simplexe

Pour pouvoir appliquer l'algorithme du simplexe [4] il est nécessaire d'avoir une base
réalisable et les bi ≥ 0; i = 1, ...,m. Si il existe des bi < 0, il faut multiplier les contraintes
correspondantes par (−1).

� Étape 0 : Écrire le problème sous la forme standard et dessiner le tableau du
simplexe.

� Étape 1 : Choix de la variable entrante :
Cas de maximisation :
On choisi la variable entrante telle que :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) ; 1 < k < n

Cas de minimisation :
On choisi la variable entrante telle que :

Zk − Ck = max
Zj−Cj>0

(Zj − Cj) ; 1 < k < n

� Étape 2 : Choix de la variable sortante :
br
ark

= min
ark>0

bi
aik

(le pivot ark est toujours positif ; ark > 0) 1 ≤ r ≤ m et 1 ≤ k ≤ n
� Étape 3 : Critère d'optimalité :

Cas de maximisation :

7
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Si Zj − Cj ≥ 0 stop, la solution X∗ est optimale sinon on revient à l'étape 1 pour
l'itération suivante.
Si ∃k : Zk − Ck < 0 et ark ≤ 0 donc le problème tend vers ∞ ; (Z −→∞).
Cas de minimisation :
Si Zj − Cj ≤ 0 stop, la solution X∗ est optimale sinon on revient à l'étape 1 pour
l'itération suivante.
Si ∃k : Zk − Ck > 0 et ark ≤ 0 donc le problème tend vers ∞ ; (Z −→∞).

Tableau du Simplexe :

Les di�érents calculs qu'on aura à e�ectuer et les di�érentes étapes de résolution seront
disposés dans le tableau suivant [2] :

c c1 c2 . . . cm cm+1 . . . ck . . . cj . . . cn
cB Base b x1 x2 . . . xm xm+1 . . . xk . . . xj . . . xn Pivot
c1 a1 b1 = x1 1 0 . . . 0 a1,m+1 . . . a1k . . . a1j . . . a1n a1k

c2 a2 b2 = x2 0 1 . . . 0 a2,m+1 . . . a2k . . . a2j . . . a2n a2k

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
cr ar br = xr 0 1 . . . 0 ar,m+1 . . . ark . . . arj . . . arn ark
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

cm am bm = xm 0 0 . . . 1 am,m+1 . . . amk . . . amj . . . amn amk
Z ∆k =Zk − Ck

1≤k≤n
∆1 ∆2 . . . ∆m ∆m+1 . . . ∆k . . . ∆j . . . ∆n

Table 1.1 � Tableau du Simplexe

Exemple 3 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = x1 + 3x2 −→ max

s.c

x1 + x2 ≤ 14

−2x1 + 3x2 ≤ 12

2x1 − x2 ≤ 12

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

La forme standard : ajout des variables d'écart (la forme standard associée à (P ) ).

(P )



Z (X) = x1 + 3x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 −→ max

s.c

x1 + x2 + x3 = 14

−2x1 + 3x2 + x4 = 12

2x1 − x2 + x5 = 12

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

On trace le 1ertableau du simplexe :

8
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1 3 0 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4 x5

0 x3 14 1 1 1 0 0
� 0 x4 12 −2 3 0 1 0

0 x5 12 2 1 0 0 1
Z = 0 −1 −3 0 0 0

^

∃k; k = {1, 2} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = min {−1,−3} = −3; (k = 2)

Choix de variable sortante :

br
ar2

= min
ar2>0

bi
ai2

= min

{
14

1
,
12

3
,
12

1

}
=

12

3
= 4; (r = 2)

Donc la variable x2 va rejoindre la base en remplaçant x4 dans l'itération suivante.

Le 2ème tableau de simplexe :

1 3 0 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4 x5

� 0 x3 10 5/3 0 1 −1/3 0
3 x2 4 −2/3 1 0 1/3 0
0 x4 16 4/3 0 0 1/3 1

Z = 12 −3 0 0 1 0
^

∃k; k = {1} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −3; (k = 1)

Choix de variable sortante :

br
ar1

= min
ar2>0

bi
ai1

= min

{
10
5
3

,
16
4
3

}
=

30

5
= 6; (r = 1)

Donc la variable x1 va rejoindre la base en remplaçant x3 dans l'itération suivante.

Le 3ème tableau de simplexe :

1 3 0 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4 x5

1 x1 6 1 0 3/5 −1/5 0
3 x2 8 0 1 2/5 1/5 0
0 x4 8 0 0 −4/5 3/5 1

Z = 30 0 0 9/5 2/5 0

9
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Zk − Ck > 0; ∀k donc le maximum est atteint
La solution optimale est : X∗ = (6; 8; 0; 0; 8)
La valeur optimale est : Z (X ∗) = 30

Application de l'exemple sur Lingo :

Programmation sur Lingo

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modèles d'optimisation linéaire, entier et
quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modèles d'optimisation globale non
linéaire. Une des caractéristique de Lingo c'est qu'il o�re des outils qui peuvent aider à
l'analyse des modèles en utilisant la méthode du simplexe.
Installation du logiciel :
Pour utiliser cette version de Lingo il est conseillé d'avoir au moins un processeur 486
et 8Mo de mémoire RAM.
Il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour pouvoir l'installer.
Les étapes de l'installation sont :
1 . Démarrer Windows
2 . Insérer CD-ROM
3 . Cliquer sur l'icone setup (Install)dans votre explorateur de Windows
4 . Suivre les instructions de l'écran. Pour plus d'information sur ce logiciel visiter
l'adresse web www.lingo.com.

Exemple 4 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

10
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(P )



Z (X) = −x1 + x2 −→ min

sc

−2x1 + x2 ≤ 2

x1 − 2x2 ≤ 5

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

La forme standard : ajout des variables d'écart (la forme standard associe à (P )).

(P )



Z (X) = −x1 + x2 + 0x3 + 0x4 −→ min

sc

−2x1 + x2 + x3 = 2

x1 − 2x2 + x4 = 5

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0

On trace le 1er tableau du simplexe :

−1 1 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4

0 x3 2 −2 1 1 0
← 0 x4 5 1 −2 0 1

Z = 0 1 −1 0 0
↑

∃k; k = {1} ; Zk − Ck > 0 =⇒ le minimum n'est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = max
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = 1; (k = 1)

Choix de variable sortante :

br
ar1

= min
ar2>0

bi
ai1

= 1; (r = 1)

Donc la variable x1 va rejoindre la base en remplaçant x3 dans l'itération suivante.

On trace le 2ère tableau du simplexe :

−1 1 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4

0 x3 12 0 −3 1 2
−1 x1 5 1 −2 0 1

Z −→∞ 0 1 0 −1
↑

∃k = 2 : Z2 − C2 > 0 mais les ar2 < 0;∀r
Donc
Le problème admet une in�nité de solutions Z −→∞
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Application de l'exemple sur Lingo :

1.1.3.3 Initialisation de l'algorithme du simplexe

Si toutefois ? on n'arrive pas à obtenir une solution de base réalisable, la méthode
du simplexe ne peut être utilisée. Dans ce cas, d'autres dérivées de cette méthode seront
appelées. On ne traitera que celles dont on aura besoin dans les chapitres suivants à
savoir : Méthode de Deux Phases ; M−Méthode et la Méthode Duale du Simplexe.

Méthode de deux Phases [4] :

� Étape 0 : Écrire le problème sous la forme standard, rendre les bi positifs i = 1, ...,m
(si ∃bi < 0 on multiplie les contraintes correspondantes par (−1)) et introduire des
variables arti�cielles Vi; i = 1...m.

� Étape 1 : Réalisation de la Phase I : dans cette phase, on ignore la vraie fonction
objectif (Cj = 0; j = 1, ..., n) et on cherche à optimiser la somme des variables
arti�cielles qu'on a dû introduire. on résout le programme linéaire résultant avec
la méthode du simplexe.

c'est-à-dire :

maxZ1 = −
m∑
i=1

Vi dans le cas de maximisation et maxZ1 =
m∑
i=1

Vi dans le cas de

minimisation
Si les Vi 6= 0 stop (pas de solution de base réalisable) ;
Sinon on passe à la Phase II.
� Étape 2 : Réalisation de la Phase II : elle consiste à récupérer le dernier tableau

de la Phase I en remettant la vraie fonction objectif à sa place.

C'est-à-dire : Résoudre optZ (X) =
n∑
j=1

Cjxj sous les contraintes
∑

j=1...n

aijxj = bi; i = 1...m

en prenant comme solution de départ la solution obtenue à la Phase I avec la méthode
du simplexe.
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Exemple 5 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 −→ max

sc

x1 − x2 ≥ 6

x1 ≥ 4

x2 ≤ 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Forme standard :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 = 6

x1 − x4 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

On n'a pas de base réalisable ; donc on ajoute des variables arti�cielles dans la 1ère et
2èmecontraintes comme suit :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 − x6 − x7 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 + x6 = 6

x1 − x4 + x7 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0;x6 ≥ 0;x7 ≥ 0

On applique la méthode du simplexe pour la suite de la résolution :

Phase I/
Elle consiste à résoudre le problème suivant :

(P1)



Z (X) = −x6 − x7 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 + x6 = 6

x1 − x4 + x7 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0;x6 ≥ 0;x7 ≥ 0

Avec la méthode du simplexe :

Le 1er tableau du simplexe :
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0 0 0 0 0 −1 −1
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−1 x6 6 1 −1 −1 0 0 1 0
� −1 x7 4 1 0 0 −1 0 0 1

0 x5 3 0 1 0 0 1 0 0
−2 1 1 1 0 0 0
^

Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −2; (k = 1)

Choix de variable sortante :

br
ar1

= min
ar2>0

bi
ai1

= min

{
6

1
,
4

1

}
= 4; (r = 2)

Donc la variable x1 va rejoindre la base en remplaçant x2 dans l'itération suivante.

Le 2ème tableau du simplexe :

0 0 0 0 0 −1 −1
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

� −1 x6 2 0 1 −1 1 0 1 /
0 x1 4 1 0 0 −1 0 0 /
0 x5 3 0 1 0 0 1 0 /

0 −1 1 −1 0 0 /
^

Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −1; (k = 2)

Choix de variable sortante :

br
ar2

= min
ar2>0

bi
ai2

= min

{
2

1
,
3

1

}
= 2; (r = 2)

Donc la variable x2 va rejoindre la base en remplaçant x1 dans l'itération suivante.

Le 3ème tableau du simplexe :

0 0 0 0 0 −1 −1
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x2 2 0 1 −1 1 0 / /
0 x1 4 1 0 0 −1 0 / /
0 x5 1 0 0 1 −1 1 / /

0 0 0 0 0 / /
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∀k; Zk − Ck = 0 on passe à la Phase II.

Phase II :
� Elle consiste à récupérer le dernier tableau de la Phase I en remettant la vraie

fonction objectif à sa place.
C'est-à-dire : Résoudre

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 − x6 − x7 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 + x6 = 6

x1 − x4 + x7 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0;x6 ≥ 0;x7 ≥ 0

En prenant comme solution de départ la solution obtenue à la Phase I avec la méthode
du simplexe

Le 1er tableau du simplexe :

5 7 0 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4 x5

7 x2 2 0 1 −1 1 0
5 x1 4 1 0 0 −1 0

� 0 x5 1 0 0 1 −1 1
0 0 −7 2 0

^

∃k; k = {1} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −7; (k = 3)

Choix de variable sortante :

br
ar3

= min
ar2>0

bi
ai3

= 1; (r = 3)

Donc la variable x3 va rejoindre la base en remplaçant x5 dans l'itération suivante

Le 2èmè tableau du simplexe :

5 7 0 0 0
CB base b x1 x2 x3 x4 x5

7 x2 3 0 1 0 0 1
5 x1 4 1 0 0 −1 0
0 x5 1 0 0 1 −1 1

0 0 0 −5 0
^

On remarque que ∀r; ar4 ≤ 0=⇒la solution est in�nie (Z −→∞)
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Application de l'exemple sur Lingo :

M−Méthode [4] :

� Étape 0 : Écrire le problème sous la forme standard, rendre les bi positifs i = 1...m
(si ∃ bi < 0 on multiplie les contraintes correspondantes par (−1)) et introduire des
variables arti�cielles dans les contraintes

∑
j=1...n

aijxj + Vi = bi; i = 1...m

� Étape 1 : Résolution du problème

Cas de maximisation :

maxZ =
n∑
j=1

Cjxj−
m∑
i=1

MiVi; M > 0

Cas de minimisation :

minZ =
n∑
j=1

Cjxj+
m∑
i=1

MiVi; M > 0

Sous les contraintes précédentes avec la méthode du simplexe. Si Vi 6= 0; i = 1..m
stop (pas de solution réalisable) ;

Sinon la solution obtenue est optimale.

Remarque 3 :

Si les variables arti�cielles sont restées dans la base alors que l'optimum est atteint
donc il n'existe pas de solution réalisable.
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Exemple 6 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 −→ max

sc

x1 − x2 ≥ 6

x1 ≥ 4

x2 ≤ 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Forme standard :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 = 6

x1 − x4 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

On a pas de base réalisable ; donc on ajoute des variables arti�cielles dans la 1ère et
2ème contrainte comme suit :

(P )



Z (X) = 5x1 + 7x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 −Mx6 −Mx7 −→ max

sc

x1 − x2 − x3 + x6 = 6

x1 − x4 + x7 = 4

x2 + x5 = 3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0;x6 ≥ 0;x7 ≥ 0

On applique la méthode du simplexe pour la suite de la résolution :

Le 1er tableau du simplexe :

5 7 0 0 0 −M −M
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−M x6 6 1 −1 −1 0 0 1 0
� −M x7 4 1 0 0 −1 0 0 1

0 x5 3 0 1 0 0 1 0 0
−2M − 5 M − 7 M M 0 0 0

^

∃k; k = {1} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −2M − 5; (k = 1)

Choix de variable sortante :
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br
ar1

= min
ar2>0

bi
ai1

= min

{
6

1
,
4

1

}
= 4; (r = 2)

Donc la variable x1 va rejoindre la base en remplaçant x2 dans l'itération suivante.

Le 2èmetableau du simplexe :

5 7 0 0 0 −M −M
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

� −M x6 2 0 −1 −1 1 0 1 /
5 x1 4 1 0 0 −1 0 0 /
0 x5 3 0 1 0 0 1 0 /

0 M − 7 M −M − 5 0 0 /
^

∃k; k = {1} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = −M − 5; (k = 4)

Choix de variable sortante :

br
ar4

= min
ar2>0

bi
ai4

= 2; (r = 2)

Donc la variable x4 va rejoindre la base en remplaçant x1 dans l'itération suivante

Le 3èmetableau du simplexe :

5 7 0 0 0 −M −M
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 2 0 −1 −1 1 0 / /
5 x1 6 1 −1 −1 0 0 / /

� 0 x5 3 0 1 0 0 1 / /
0 −12 −5 0 0

^

∃k; k = {1} ; Zk − Ck < 0 =⇒ le maximum n'est pas atteint.
Choix de variable entrante :

Zk − Ck = min
Zj−Cj<0

(Zj − Cj) = min {−12,−5} ; (k = 2)

Choix de variable sortante :

br
ar2

= min
ar2>0

bi
ai2

= 3; (r = 3)

Donc la variable x1 va rejoindre la base en remplaçant x5 dans l'itération suivante.

Le 4èmetableau du simplexe :
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5 7 0 0 0 −M −M
CB base b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

0 x4 5 0 0 −1 1 1 / /
5 x1 3 1 0 −1 0 1 / /
7 x2 3 0 1 0 0 1 / /

0 0 −5 0 12 / /
^

On remarque que ∀r; ar3 ≤ 0=⇒la solution est in�nie (Z −→∞)

Application de l'exemple sur Lingo :

Méthode Duale du simplexe [4] :

Cette méthode est applicable sur les programmes linéaires avec bi ≥ 0; bi≤ 0, contrai-
rement aux méthodes précédentes

Cas de maximisation :
� Étape 0 : Écrire le problème sous la forme standard.
� Étape 1 : Rendre négatifs les Cj qui sont positifs j = 1, ..., n
� Étape 2 : Choisir l'indice sortant

br = min
bi≤0

bi; i = 1, ...,m

� Étape 3 : Choisir l'indice entrant k tel que :
Zk − Ck
ark

= max
arj<0

Zj − Cj
arj

Le pivot ark doit être négatif
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Cas de minimisation :
� Étape 0 : Écrire le problème sous la forme standard.
� Étape 1 : Rendre positifs les Cj qui sont négatifs j = 1...n
� Étape 2 : Choisir l'indice sortant

br = min
bi≤0

bi; i = 1...m

� Étape 3 : Choisir l'indice entrant k tel que :
Zk − Ck
ark

= max
arj<0

Zj − Cj
arj

Le pivot ark doit être négatif

Remarque 4 :

Dans les deux cas :
- Si br ≥ 0, ∀r alors l'optimum est atteint.
- Si ark ≥ 0; ∀j alors l'optimum est non borné (les contraintes du dual sont contra-

dictoires).

Exemple 7 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :

(P )



Z (X) = −2x1 − 3x2 + x3 −→ min

sc

−4x1 − 5x2 − 2x3 ≥ 5

−x1 + 6x2 + x3 ≥ 10

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0

Forme standard :

(P )



Z (X) = −2x1 − 3x2 + x3 + 0x4 + 0x5 −→ min

sc

−4x1 − 5x2 − 2x3 − x4 = 5

−x1 + 6x2 + x3 − x5 = 10

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

Rendre les bi négatifs : (On multiplie les contraintes par (−1) :

(P )



Z (X) = −2x1 − 3x2 + x3 + 0x4 + 0x5 −→ min

sc

+4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 = −5

+x1 − 6x2 − x3 + x5 = −10

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

Ajout d'une contrainte arti�cielle :
On a {

C1 = −2

C2 = −3
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avec
C2 ≤ C1

On pose
x1 + x2 ≤M

x1 + x2 + x6 = M =⇒ x2 = M − x1 − x6

Substituer x2 dans Z et les contraintes :
On aura :

(P )



Z (X) = x1 + x3 + 3x6 − 3M −→ min

sc

−x1 + 2x3 + x4 − 5x6 = −5− 5M

7x1 − x3 + x5 + 6x6 = −10 + 6M

x1 + x2 + x6 = M

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0; ;x6 ≥ 0

Initialisation de la méthode :

1 0 1 0 0 3
CB base bi x1 x2 x3 x4 x5 x6

� 0 x4 −5− 5M −1 0 2 1 0 −5
0 x5 −10 + 6M 7 0 −1 0 1 6
0 x2 M 1 1 0 0 0 1

−1 0 −1 0 0 −3
^

∀j, Cj > 0
Choix de variable sortante :

br = min
bi≤0

bi = min {−5− 5M,−10 + 6M,M} = −5− 5M ; (r = 1)

Choix de variable entrante :

Zk − Ck
ark

= max
arj<0

Zj − Cj
arj

= max

{
−1

1
,
−3

1

}
= −3; (k = 6)

1ère itération :

1 0 1 0 0 3
CB base bi x1 x2 x3 x4 x5 x6

3 x6 1 +M 1/5 0 −2/5 −1/5 0 1
� 0 x5 −16 29/5 0 7/5 6/5 1 0

0 x2 −1 4/5 1 2/5 1/5 0 0
−2/5 0 −1/5 −3/5 0 0

les a2k ≥ 0;∀k = 1, . . . , 6. Alors :
Il n'existe pas de pivot négatif, donc le problème n'admet pas de solutions.
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Application de l'exemple sur Lingo :

Dualité :

A tout programme linéaire appelé par convention programme linéaire primal, on peut
associer par construction un autre programme linéaire appelé son dual. Cette relation
conduit au développement d'un ensemble d'interprétations économiques de la solution
optimale.

primal dual
maxZ = c′x minW = b′y

[Ax]i = bi, i = 1, ...,m1 [A′y]j ≥ cj, j = 1, ..., n1

(Ax)i ≤ bi, i = m1 + 1, ...,m2 (A′y)j ≤ cj, j = n1 + 1, ..., n2

(Ax)i ≥ bi, i = m2 + 1, ...,m (A′y)j = cj, j = n2 + 2, ..., n

xj ≥ 0, j = 1, ..., n1 yi ∈ R, i = 1, ...,m1

xj ≤ 0, j = n1 + 1, ..., n2 yi ≥ 0, i = m1 + 1, ...,m2

xj ∈ R, j = n2 + 1, ..., n yi ≥ 0, i = m2 + 2, ...,m

Table 1.2 � Méthode de construction du programme dual

Exemple 8 :

Soit le problème linéaire (P ) suivant :
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(P )



Z (X) = 20x1 + 15x2 −→ max

sc

5x1 + 10x2 ≤ 70

15x1 + 12x2 ≤ 24

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Après application de la méthode de construction du programme dual (TABLE 1.2) on
obtient le programme dual (D) du programme primal (P ) suivant :

(D)



W (Y ) = 70y1 + 24y2 −→ min

sc

5y1 + 15y2 ≥ 20

10y1 + 12y2 ≥ 15

y1 ≥ 0; y2 ≥ 0

La résolution sera faite par la méthode du simplexe.

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est Y ∗ =
(
0, 4

3

)
La valeur optimale est Z (Y ∗) = 32
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1.2 Théorie des ensembles �ous

Il est beaucoup plus facile de classer des individus selon leurs sexes, leurs niveaux
d'étude mais il est di�cile de les classer par degré d'intelligence ( on ne peut pas mesurer
le degré d'intelligence exact d'un individu), c'est là où intervient la théorie des ensembles
�ous qui est une généralisation de la théorie des ensembles classiques, en introduisant la
notion de degré dans la véri�cation d'une condition, autrement dit, nous permettons à
cette dernière d'être dans un autre état que vrai ou faux.

La théorie des sous-ensembles �ous est assez récente, elle a débuté en 1965 avec la
publication de l'article "Fuzzy sets" [5] (ensembles �ou) par Lot� Aliasker Zadeh, qui a
proposé pour la première fois le concept des sous-ensembles �ous pallier à la modélisation
de l'incertitude des modèles classiques. Et aussi Didier Dubois et Heny Prade [6]. Depuis
lors, plusieurs auteurs on étudié les propriétés et des application proposés des ensemble
�ous [7].

La logique �oue confère ainsi la �exibilité très appréciable aux raisonnements qui
l'utilisent ce qui rend possible la prise en compte des imprécisions et des incertitudes.

Dans cette section nous allons expliquer les fondements mathématiques de la théorie
des sous-ensembles �ous ainsi que les concepts de base de cette dernière.

Figure 1.1 � Représentation graphique d'un ensemble classique et d'un ensemble �ou

Exemple 9 :

Considérons une personne chargée d'évaluer la température d'une pièce. Plutôt que
d'exprimer la température de façon précise, elle peut être tentée de fournir l'information
sous une forme naturelle comme �la température est élevée�. Pour pouvoir manipuler cette
information par la suite, il est nécessaire d'expliciter sur l'échelle des températures ce que
représente l'ensemble des températures de niveau élevé On dé�nit donc sur le référentiel
des températures possibles, par exemple Ã = [0, 40], le sous-ensemble �ou des �tempéra-
tures élevées�. Pour construire la fonction d'appartenance µElevé, on a considéré ici qu'en
dessous de 15�C, la température n'est certainement pas élevée, d'où un degré d'apparte-
nance nul, et que les températures au dessus de 25�C sont assurément élevées, d'où un
degré d'appartenance maximum. Entre ces deux zones de températures, l'appartenance
passe graduellement de 0 à 1.

On illustre ceci dans le graphe suivant :
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1.2.1 Notion d'ensemble �ou

Dans la théorie ensembliste classique, on peut indiquer les éléments {x} qui appar-
tiennent à une certaine classe A de l'ensemble X et ceux qui n'y appartiennent pas par
une fonction caractéristique µA prenant respectivement deux valeurs 1 ou 0

µA : X → {0, 1}
si l'appartenance de certains éléments A de X n'est pas absolue ({x} appartient un

peu au sous-ensemble), on peut remplacer la fonction caractéristique par une fonction
d'appartenance, qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1], cette classe est appelée sous-
ensemble �ou de X noté Ã.

Exemple 10 : [8]

On se propose de mesurer l'acuité visuelle (moyenne des deux yeux) des individus
d'une certaine localité X .

Soit A l'ensemble des individus en cette localité ayant une bonne acuité visuelle. Cet
ensemble a un contour mal dé�ni. En e�et, il y a des individus dont l'acuité visuelle est
égale à 1 ; 0.8 ; 0.6 ou toutes autre valeur comprise entre 0 et 1.

Dans ce cas on dit que A est un sous-ensemble �ou on le note par Ã.

Exemple 11 :

Soient X = R l'ensemble de référence et A l'ensemble des nombres compris entre 4 et
10 ; (A = {x/x ∈ [4; 10]}) ; A est caractérisé par la fonction caractéristique suivante :

µA : R −→ {0; 1}

µA =

{
1 x ∈ A
0 x /∈ A

25



Chapitre 1 Préliminaires

Dé�nition 5 : [9]

Un sous-ensemble �ou Ã dans un univers du discours X est caractérisé par sa fonction
d'appartenance µÃ(x) qui associe à chaque élément {x} de X une valeur dans l'intervalle
des nombres réels [0, 1].

µÃ : X → [0, 1]

Ainsi un sous-ensemble �ou Ã, dans X peut être représenté par un ensemble de couples
ordonnés

Ã = {(x, µÃ(x))/x ∈ X}

Le sous-ensemble classique n'est en fait qu'un cas particulier de sous-ensemble �ou
dont la fonction d'appartenance ne prend que les valeurs 0 ou 1.

Un sous-ensemble �ou Ã de X est aussi souvent représenté par la notation suivante
qui indique que pour tout élément {x} de X son degré µÃ(x) d'appartenance à Ã :

Ã =

∫
x

µÃ(x)/x siX est continu

et

Ã =
∑
xi∈X

µÃ(xi)/xi siX est discret

Comme les valeurs µÃ(xi) représentent les degrés d'appartenance avec lesquels les xi
appartiennent à Ã, si µÃ(xi) prend la valeur 1 pour tous les éléments de X, cela signi�e
que Ã est identique à X. Au contraire, Ã est vide si µÃ(xi) prend la valeur 0 sur tout X.

1.2.2 Caractéristiques d'un sous ensemble �ou

Un sous-ensemble �ou est complètement dé�ni par la donnée de sa fonction d'appar-
tenance. à partir d'une telle fonction, un certain nombre de caractéristiques [10] du
sous-ensemble �ou peuvent être étudiées, on cite :

1.2.2.1 Noyau

Le noyau d'un sous-ensemble �ou Ã de X, noté Noy(Ã), est l'ensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent totalement. Formellement :

Noy(Ã) = {x ∈ X/µÃ(x) = 1}

1.2.2.2 Support

Le support d'un sous-ensemble �ou Ã de X, noté Supp(Ã), est l'ensemble de tous les
éléments qui lui appartiennent au moins un petit peu. Formellement :

Supp(Ã) = {x ∈ X/µÃ(x) > 0}
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1.2.2.3 Hauteur

La hauteur d'un sous-ensemble �ou Ã deX, notée h(Ã), est la valeur maximale atteinte
sur le support de Ã. Formellement :

h(Ã) = sup
x∈X

µÃ(x)

Remarque 5 :

On dira alors qu'un sous-ensemble �ou est normalisé si sa hauteur h(Ã) est égale à 1.

Figure 1.2 � Caractéristiques d'un sous-ensemble �ou

1.2.2.4 Cardinalité

La cardinalité d'un sous-ensemble �ou Ã de X, notée | Ã |, est le nombre d'éléments
appartenant à Ã pondéré par leurs degrés d'appartenance. Formellement, pour Ã �ni :

| Ã |=
∑
x∈X

µÃ(x)

Exemple 12 :

Soit Ã un sous-ensemble �ou tel que :
Ã = (x1 | 0.9); (x2 | 1); (x3 | 0.5); (x4 | 0.1); (x5 | 0.3); (x6 | 0.7) ; (x7 | 0)
D'après les dé�nitions les caractéristiques de Ã sont :
Noy(Ã) = x2

Supp(Ã) = {x1;x2;x3;x4;x5;x6}
h(Ã) = 1 =⇒ Ã normalisé (∃x2 ∈ Ã tel que µÃ (x2) = 1)
| Ã |=

∑
x∈X

µÃ(x) = 0.9 + 1 + 0.5 + 0.1 + 0.3 + 0.7 + 0 = 3.5
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Exemple 13 :

Soit X = [0, 35] (l'ensemble des âges) tel que γ ∈ [0, 1], et soit Ã sous-ensemble de X
des âges jeunes dé�ni par :

µÃ =


1 si x ∈ [20, 30]

0 si x ≥ 35 et x ≤ 15

γ si x ∈]15, 20[ et x ∈]30, 35[

D'après les dé�nitions les caractéristiques de Ã sont :
Noy(Ã) = [20, 30]
Supp(Ã) =]15, 35[
h(Ã) = 1 =⇒ Ã normalisé

1.2.3 α− coupe
Il peut être utile de décrire un sous-ensemble �ou en référant à des sous-ensembles

ordinaires. Une façon de réaliser une approximation d'un sous-ensemble �ou consiste à
�xer un seuil inférieur sur les degrés d'appartenance. Le sous-ensemble ordinaire Ãα de
X associé à Ã pour le seuil α est l'ensemble des éléments {x} qui appartiennent à Ã avec
un degré au moins égale à α.

Dé�nition 6 : [7]

Pour un seuil donné α de [0, 1] on dé�nit l'α − coupe du sous-ensemble �ou A de X
(ou sous-ensemble de niveau associé à A) comme le sous-ensemble :

Ãα = {x ∈ X/µÃ(x) ≥ α}

et Ãα est un sous-ensemble ordinaire de fonction caractéristique :
XÃα = 1 si et seulement si µÃ(x) ≥ α

Remarque 6 :

On peut dé�nir l'ensemble α− coupe stricte de Ã en considérant une inégalité stricte
dans la dé�nition précédente.

Exemple 14 :

Soit Ã un sous-ensemble �ou tel que :
Ã = {(x1 | 0) ; (x2 | 0.5) ; (x3 | 0.6) ; (x4 | 0.7) ; (x5 | 0.9) ; (x6 | 0.2) ; (x7 | 0.7)}
La coupe de niveau α = 0.6 est l'ensemble : Ã0.6 = {x3;x4;x5;x7}
� La coupe de niveau stricte α = 0.6 est l'ensemble Ã0.6 = {x4;x5;x7}

Propriétés des α− coupes :

En choisissant un niveau α, on indique le seuil à partir duquel l'appartenance est
considérée comme satisfaite. Plus on est exigeant sur la notion d'appartenance de {x},
plus on augmente le seuil α, et moins il existe d'éléments {x} de X satisfaisant cette
notion d'appartenance.

Les α− coupes des sous-ensembles �ous jouissent des propriétés suivantes :
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Soient Ã et B̃ deux sous-ensembles �ous alors on a :
� (Ã

⋂
B̃)α = Ãα

⋂
B̃α

� (Ã
⋃
B̃)α = Ãα

⋃
B̃α

� Si Ã ⊆ B̃ alors Ãα ⊆ B̃α

�
(
Ã+ B̃

)α
= Ãα + B̃α

�
(
λÃ
)α

= λÃα, λ ∈ R

1.2.4 Le théorème de décomposition

Le théorème de décomposition permet de décrire un sous-ensemble �ou quelconque à
partie de ses α− coupes

Soit Ã un sous-ensemble �ou d'un univers X, de fonction d'appartenance µÃ. On a :

∀x ∈ X,µÃ (x) = supα∈]0,1]µ.XÃα (x)

1.2.5 Principe d'extension

Le principe d'extension [8][5] est l'un des plus importants de la théorie des ensembles
�ous parce qu'il permet d'exploiter nos connaissances classiques dans le cas des données
�oues. On suppose qu'on dispose d'une application f d'un premier ensemble de référence
X vers un second ensemble de référence Y . à tout élément {x} de X, l'application f
fait correspondre un élément {y} de Y . Soit Ã un sous-ensemble �ou de X auquel {x}
appartient fortement, on se propose de lui associer un sous-ensemble B̃ de Y auquel {y}
appartient fortement. On dé�nit ainsi l'image d'un sous-ensemble �ou par une application.

Ce qui est illustré dan la �gure 1.3 [10]

Figure 1.3 � Extension d'une fonction f (fonction classique, fonction étendue)

Dé�nition 7 : [11]

Étant donné un sous-ensemble �ou Ã de X et f une application de X vers Y . Le
principe d'extension permet de dé�nir un sous-ensemble �ou B̃ de Y associé à Ã (image
directe), par l'intermédiaire de f , par :

∀y ∈ Y, µB̃ (y) =

{
sup{x∈X/f(x)=y}µÃ (x) si f−1 ({y}) 6= ∅
0 si f−1 ({y}) = ∅

Cas particulier
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Considérons le cas où X est lui-même le produit cartésien de plusieurs ensemble
de référence X1, X2, ...;Xr. Le produit d'extension et la dé�nition du produit carté-
sien de sous-ensembles �ous permettent d'associer, à leurs sous-ensembles �ous respec-
tifs Ã1, Ã2, ... , Ãr, un sous-ensemble �ou B̃ de Y dé�ni par la fonction d'appartenance
suivante :

∀y ∈ Y, µB̃ (y) =

{
sup{x={x1,x2,...,xr}∈X/f(x)=y}µÃ (x) si f−1 ({y}) 6= ∅
0 si f−1 ({y}) = ∅

Exemple 15 : [10]

Soit X = {Camion,Caravane, V oiture,Moto}, l'univers de moyens transports ter-
restres existants et soit Y = {Rapide, Lent,Normale}, un univers des vitesses. On sait
associer une vitesse à un moyen de transport en caractérisant la vitesse d'un camion
comme étant lente, celle d'une caravane (c'est-à-dire caravane+voiture) comme lente,
celle d'une voiture comme normale et celle d'une moto comme rapide.

Ceci se formalise par le biais d'une fonction φ :X�Y telle que : f(camion) = lente, f(caravane) =
lente, f(voiture) = normale et f(moto) = rapide.

Souhaitant maintenant déterminer la vitesse correspondante au véhicule �side-car avec
remorque�, nous lui associons d'abord la caractérisation �oue suivante :

side-car avec remorque = 0.5 | moto+ 0.4 | voiture+ 0.1 | caravane.
Pour déterminer sa mesure de vitesse, on étend φ en appliquant le principe d'extension :
µB̃ (lente) = max (µÃ (camion) , µÃ (caravane)) = max (0; 0.1) = 0.1
µB̃ (normale) = µÃ (voiture) = 0.4
µB̃ (lente) = µÃ (moto) = 0.5
Donc sa vitesse est plutôt rapide.

Exemple 16 :

Soit f : R× R −→ R une fonction qui satisfait f(x) = x1 + x2

Considérer les ensembles �ous �nis de R
Ã1 = (3 | 0.4) , (4 | 0.5) , (5 | 1) , (6 | 0.5) , (7 | 0.2)
Ã2 = (6 | 0.2) , (7 | 0.5) , (8 | 1) , (9 | 0.5) , (10 | 0.2)
Alors, le degré d'appartenance de y = 10 dans B̃ donnée par
µB̃(10) = supf{x1+x2}min

(
µÃ1

(x1) , µÃ2
(x2)

)
= max

{
min(µÃ1

(3) , µÃ2
(7)),min(µÃ1

(4) , µÃ2
(6))

}
= max {0.4, 0.2} = 0.4

1.2.6 Opérations sur les sous-ensembles �ous

Les opérations sur les ensembles �ous [9] sont généralement des extensions des opéra-
tions connues sur les ensembles classiques.

Supposons que Ã et B̃ sont deux sous-ensembles �ous dé�nis dans un univers du
discours X dont les fonctions d'appartenance respectives sont µÃ et µB̃ . On peut dé�nir
des opérations ensemblistes telles que l'égalité, l'inclusion, l'intersection, l'union et le
complémentaire grâce à des opérations sur les fonctions d'appartenance.
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1.2.6.1 Égalité

Ã et B̃ sont dits égaux, on noté Ã = B̃, si leurs fonctions d'appartenance prennent la
même valeur en tout points de X :

∀x ∈ X µÃ (x) = µB̃ (x)

1.2.6.2 Inclusion

Ã est dit inclus dans B̃, on note Ã⊆B̃, si :

∀x ∈ X; µÃ (x) ≤ µB̃ (x)

Figure 1.4 � Inclusion de deux sous-ensembles �ous

1.2.6.3 Intersection

L'intersection de Ã et B̃, que l'on note Ã ∩ B̃, est le sous-ensemble �ou constitué des
éléments {x} de X a�ectés du plus petit des deux degrés d'appartenance µÃ et µB̃

∀x ∈ X; µÃ∩B̃ (x) = min (µÃ (x) , µB̃ (x)) = µÃ (x) ∧ µB̃ (x)

Figure 1.5 � Intersection de deux sous-ensembles �ous avec l'opération min
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1.2.6.4 Union

L'union de Ã et B̃, que l'on note Ã∪B̃, est le sous-ensemble �ou constitué des éléments
{x} de X a�ectés du plus grand des deux degrés l'appartenance µÃ et µB̃

∀x ∈ X µÃ∪B̃ (x) = max (µÃ (x) , µB̃ (x)) = µÃ (x) ∨ µB̃ (x)

Figure 1.6 � Union de deux ensembles �ous avec l'opération max

1.2.6.5 Complémentaire

Le complémentaire de Ã, que l'on note ¯̃A, est le sous-ensemble �ou de X dont la
fonction d'appartenance µ ¯̃A

∀x ∈ X µ ¯̃A
(x) = 1− µÃ (x)

Figure 1.7 � Complémentaire d'un ensemble �ou

Exemple 17 :

Soient Ã et B̃ deux sous-ensembles �ous tel que :
Ã = {(x1 | 0.5) ; (x2 | 0.2) ; (x3 | 0.3) ; (x4 | 0.1) ; (x5 | 1) ; (x6 | 0.3) ; (x7 | 0.6)}
B̃ = {(x1 | 0.4) ; (x2 | 0.4) ; (x3 | 0.8) ; (x4 | 0.1) ; (x5 | 0) ; (x6 | 0.8) ; (x7 | 0.5)}

égalité :

Ã 6= B̃
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inclusion :

Ãnon inclus dans B̃

intersection :

Ã ∩ B̃ = {(x1 | 0.4) ; (x2 | 0.2) ; (x3 | 0.3) ; (x4 | 0.1) ; (x5 | 0) ; (x6 | 0.3) ; (x7 | 0.5)}
union :

Ã ∪ B̃ = {(x1 | 0.5) ; (x2 | 0.4) ; (x3 | 0.8) ; (x4 | 0.1) ; (x5 | 1) ; (x6 | 0.8) ; (x7 | 0.6)}
complémentaire :

Ã = {(x1 | 0.5) ; (x2 | 0.8) ; (x3 | 0.7) ; (x4 | 0.9) ; (x5 | 0) ; (x6 | 0.7) ; (x7 | 0.4)}
B̃ = {(x1 | 0.6) ; (x2 | 0.6) ; (x3 | 0.2) ; (x4 | 0.9) ; (x5 | 1) ; (x6 | 0.2) ; (x7 | 0.5)}

1.2.6.6 Produit cartésien d'ensembles �ous

Soient Ã1, Ã2, . . . , Ãn des ensembles �ous de référentiel respectifs X1, X2, . . . , Xn. On
dé�ni le produit cartésien [11] �ou Ã1 × Ã2 × . . .× Ãn par la fonction d'appartenance

µÃ1,Ã2,...,Ãn
(x1, x2, . . . , xn) = min

(
µÃ1

(x1) , µÃ2
(x2) , . . . , µÃn (xn)

)
Exemple 18 :

Soient X1 = {jaune, bleu} et X2 = {rond, long}. On pose les ensembles �ous Ã1 =
{(j/0.8) , (b/0.2)} et Ã2 = {(r/0.4) , (l/0.6)} alors,

Ã1 × Ã2 = {((j, r) /0.4) , ((j, l) /0.6) , ((b, r) /0.2) , ((b, l) /0.2)}
Dans cet ensemble, � jaune � et � long � sont les attributs les plus liés.

1.2.7 Intervalles �ous

Un intervalle �ou Ã est une quantité �oue dont la fonction d'appartenance est quasi-
concave ; on parle alors de l'ensemble �ou convexe qui obéit à la contrainte [12][13] :

∀a, b,∀c ∈ [a, b] , µÃ (c) ≥ min (µÃ (a) , µÃ (b))

Les α − coupes de Ãα = {x ∈ X/µÃ(x) ≥ α} sont donc des intervalles fermés [aα, aα]
et ces intervalles sont emboités Ãα ⊆ Ãβ si α ≥ β.

1.2.8 Intervalles �ous de type L−R
Soient quatre paramètres réels (a, a, δa, γa), δa et γa étant strictement positifs, et deux

fonctions, notées L et R, dé�nies sur l'ensemble des réels positifs, à valeurs dans [0, 1],
semi-continues supérieurement [11] , telles que

L (0) = R (0) = 1 ;
L(1) = 0 ou L(x) > 0, avec lim

x−→∞
L(x) = 0 / ∀x ;

R(1) = 0 ou R(x) > 0, avec lim
x−→∞

R(x) = 0 / ∀x.
Un intervalle �ou Ã est de type L−R si sa fonction d'appartenance µÃest dé�ni par :

µÃ(x) =


1 pour x ∈ [a, a]

L
(
a−x
δa

)
pour x≤a

R
(
x−a
γa

)
pour x≥a
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� L et R : des fonctions de référence
� δaet γa : deux nombres réels strictement positifs représentent respectivement l'écart

à gauche et l'écart à droite.
� On note Ã = (a, a, δa, γa)L−R

Figure 1.8 � La forme géométrique d'une fonction d'appartenance

Remarque 7 :

Dans le cas particulier correspondant à a = a,
Ã est identique au nombre �ou Ã = (a, δa, γa)L−R de type L−R.

Exemple 19 :

On peut utiliser les exemples de fonctions L et R indiqués pour les nombres �ous de
type L − R. En particulier, l'intervalle �ou a une fonction d'appartenance de forme tra-
pézoïdale si L(x) = R(x) = max(0, 1− x). Les intervalles �ous généralisent les intervalles
classiques de R,

par exemple
� Si a et δa sont in�nis, Ã = �au plus égal à environ a � ;
� Si a et γa sont in�nis, Ã= �au moins égal à environ a � ;
� Si tout les paramètres sont �nis, Ã = �environ compris entre a et a � ;
� Si a = a ; Ã est identique au nombre Ã = (a, δa, γa)L−Rde type L−R.

Remarque 8 :

Si de plus L (1) = R (1) = 0 alors sup
(
Ã
)
est borné.

Soit FN (L,R) l'ensemble d'intervalles �ous de type L−R.

1.2.9 Opérations sur les intervalles �ous de type L−R

Soient Ã = (a, a, δa, γa)L−R et B̃ =
(
b, b, δb, γb

)
L−R les opérations entre Ã et B̃ sont

comme suit [12][13] :
� Addition :

Ã⊕ B̃ =
(
a+ b, a+ b, δa + δb, γa + γb

)
L−R

� Multiplication :
de deux ensembles
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Ã� B̃ =
(
ab; ab; aδb + bδa; aγb + bγa

)
par un scalaire λ ∈ R

λ� (a, a, δa, γa)L−R =

{
(λa, λa, λδa, λγa)L−R si λ > 0

(λa, λa,−λδa,−λγa)L−R si λ < 0

� Soustraction :
Ã	B̃ = Ã⊕

(
−B̃
)

= (a, a, δa, γa)L−R⊕
(
−b,−b, γb, δb

)
L−R =

(
a− b, a− b, δa + γb, γa + δb

)
Exemple 20 :

Soit Ã = �environ compris entre 200 et 250� et B̃ = �environ compris entre 80 et 100�,
Ã = (200, 250, 10, 10)L−R et B̃ = (80, 100, 4, 4)L−R avec L(x) = R(x) = max(0, 1 − x)
donnant des intervalles �ous trapézoïdaux. Alors :

Ã⊕ B̃ = (280; 350; 14; 14)L−R ; avec Ã⊕ ˜B =�environ compris entre 280 et 350� ;
Ã � B̃ = (16000; 25000; 1600; 1600)L−R ; avec Ã � B̃ = �environ compris entre 16000

et 25000� ;
Ã	 B̃ = (100; 170; 14; 14)L−R ; avec Ã	 B̃ =�environ compris entre 100 et 170.

1.2.10 α− coupe d'un intervalle �ou de type L−R
Soit l'intervalle �ou Ã = (a, a, δa, γa)L−R de type L−R [12] ; nous considérons les deux

variables aléatoires ξ et ζ uniformes sur [0, 1], de telle sorte que la réalisation obtenue pour
chaque ξ = ζ = α, est l'α−coupe Ãα = [a− L−1 (α) δa, a+R−1 (α) γa], où L−1 et R−1 sont
les fonctions réciproques de L et R respectivement. les fonctions L et R étant continues.
Dans ce cas, Ã est vu comme un intervalle aléatoire : [a− L−1 (ξ) δa, a+R−1 (ζ) γa]

1.2.11 Comparaison d'intervalle �ou

Le problème de comparaison des intervalles �ous [12][13] est important en pratique ;
quand on utilise des intervalle �ous pour évaluer des situation, ils doivent ensuite être
comparés a�n de faire un choix et de prendre une décision. Ce problème n'est pas facile. En
e�et, étant donné l'imprécision des intervalles �ous, il est quelquefois di�cile de prétendre
dans l'absolu qu'une quantité �oue est plus grande ou plus petite qu'une autre

1.2.11.1 Comparaison des intervalles de nombres réels

Soient Ã = [a, a] et B̃ =
[
b, b
]
deux intervalles de nombres réels. Donc a, a, b et b

sont des nombres réels tels que a > a et b > b. Pour ordonner Ã et B̃, nous avons quatre
relations >i , i = 1, 2, 3, 4 dé�nies dans comme suit [12][13] :

1. [a, a] >1 [b, b]⇔ a > b(i.e.∀x ∈ A,∀y ∈ B, x > y)
2. [a, a] >2 [b, b]⇔ a ≥ b(i.e.∀x ∈ A,∃y ∈ B, xy)
3. [a, a] >3 [b, b]⇔ a > b(i.e.∃x ∈ A,∀y ∈ B, x > y)
4. [a, a] >4 [b, b]⇔ a ≥ b(i.e.∃(x, y) ∈ A × B, x ≥ y)
La relation >1 est la plus forte ,>4 est la plus faible,>2 et >3 sont les intermédiaires.
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1.2.11.2 Possibilité, Nécessité

Considérons deux intervalles �ous Ã et B̃ dont les fonctions d'appartenance respectives
sont µÃ et µB̃.

pos et nec : représentent respectivement possibilité et nécessité.
On dé�nit la possibilité de Ã ≤ B̃ et la nécessité de µÃ ≤ µB̃ comme suit :
1.pos(Ã ≤ B̃) = sup(min(µÃ (x) , µB̃(y)). x et y sont des nombres réels tels que x ≤ y.

2. nec
(
Ã≤B̃

)
= 1 − pos

(
Ã > B̃

)
= 1 − sup(min (µÃ (x) , µB̃(y)). x et y sont des

nombres réels tels que x > y.

3. nec2

(
Ã≤B̃

)
= inf {sup [max(1− µÃ(u), µB̃(v))/u ≥ v]}

4.pos3

(
Ã≤B̃

)
= sup {inf [min(µÃ(u), 1− µB̃(v))/u ≤ v]}

1.2.11.3 Comparaison d'intervalles �ous de type L−R

L'objectif est la comparaison d'intervalles �ous de type L−R au sens de Chanas
Soient A et B deux intervalles de nombres réel , >i ,i = 1, 2, 3, 4 les quatre relations

d'ordre des intervalles et Xi, i = 1, 2, 3, 4 leurs respectives fonctions indicatrices dé�nies
comme suit [12][13] :

Xi(A,B) =

{
1 si A >i B

0 sinon

Chanas et col [14] ont proposé une généralisation des relations >i , i = 1, 2, 3, 4 aux
intervalles �ous de type L − R , vus comme des intervalles aléatoires, par les relations
�oues suivantes (>k), k = 1D, 2D, 3D, 4D, 1I, 4I établies dans [14] et dont leurs fonctions
d'appartenance µk sont dé�nies dans [14] comme suit :

Soient Ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R) et B̃ = (b, b, δb, γb) ∈ FN(L,R) deux intervalles
�ous de type L−R

µk : (FN(L,R))2 −→ [0, 1], k = 1D, 2D, 3D, 4D, 1I, 4I :
Les relations �oues pour des intervalles aléatoires peuvent se présenter dans le cas

d'indépendance comme suit :
1. µ1D(Ã, B̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b+R−1(ξ)γb)
2. µ2D(Ã, B̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b+R−1(ξ)γb)
3. µ3D(Ã, B̃) = P (a+R−1(ξ)γa > b+R−1(ξ)γb)
4. µ4D(Ã, B̃) = P (a+R−1(ξ)γa > b+R−1(ξ)γb)
Chanas et al. considèrent deux autres cas où ξ et ζ sont des variables aléatoires indé-

pendantes uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1] :
1. µ1I(Ã, B̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b+R−1(ζ)γb)
2. µ4I(Ã, B̃) = P (a+R−1(ζ)γa > b− L−1(ξ)δa).

lemme 1 :

Pour deux intervalles �ous quelconques de type L−R,
nous avons les conditions suivantes [12][13] :
µ1D(Ã, B̃) > 0 =⇒ a > b
et pour k ∈ {4D, 4I}
µk(Ã, B̃) < 1⇐⇒ b > a (ou par équivalence µk(Ã, B̃) = 1⇐⇒ b ≤ a).
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Proposition 1 :

Soient Ã et B̃ deux intervalles �ous de type L−R [12][13] :
1. µ1D(Ã, B̃) = 1− µ4D(Ã, B̃)
2. µ1D(Ã, B̃) ≤ µi(Ã, B̃) ≤ µ4D(Ã, B̃),∀i ∈ {2, 3}
3. µ1D(Ã, B̃) > 0 =⇒ µ4D(Ã, B̃) = 1
Les fonctions d'appartenance µ2D, µ3D et µk, k = 4D, 4I véri�ent les propriétés sui-

vantes :

Lemme 2 :

Soient Ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R) et B̃ = (b, b, δb, γb) ∈ FN(L,R) deux intervalles
�ous de type L−R, les conditions suivantes sont satisfaites [12][13] :

� a− b− L−1(1
2
)(δa − δb) ≥ 0⇐⇒ µ2D(Ã, B̃) ≥ 1

2
,

� a− b+R−1(1
2
)(γa − γb) ≥ 0⇐⇒ µ3D(Ã, B̃) ≥ 1

2
,

� Pour k ∈ {4D, 4I}µk(Ã, B̃) < 1 ⇐⇒ b > a (ou équivalent µk(Ã, B̃) = 1 ⇐⇒ b ≤
a).

1.2.12 Nombre �ou

Un nombre �ou Ã est un intervalle �ou convexe qui a un support borné de l'ensemble
des nombres réels (X = R)

Exemple 21 :

un nombre réel

un nombre �ou

Figure 1.9 � Comparaison entre un nombre �ou et un nombre réel

1.2.13 Nombre �ou de type L−R
Il existe plusieurs types de nombres �ous de type L − R, lorsque les fonctions de

référence sont linéaires, on parle alors de nombres �ous de type triangulaire et de type
trapézoïdal.
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1.2.14 Types de nombre �ou

1.2.14.1 Nombres �ous de type triangulaire

Un nombre �ou Ã est dit de type triangulaire [12] noté (a, α, β) si sa fonction d'ap-
partenance est dé�nie par :

µÃ (x ) =


x−a+α

α
si a− α≤x≤a

1 si x = a
a+β−x

β
si a≤x≤a+ β

Figure 1.10 � Représentation d'un nombre �ou triangulaire

Comparaison de deux nombres �ous triangulaire

Soient Ã et B̃ deux nombres �ous triangulaires tels que :
Ã = (a, α1, β1) et B̃ = (b, α2, β2)

1. Ã = B̃ ⇐⇒ a = b, α1 = α2, β1 = β2.

2. Ã ≤ B̃ ⇐⇒ a ≤ b, a− α1 ≤ b− α2, a+ β1 ≤ b+ β2.

Exemple 22 :

L'expression vers quatre heures peut être modélisée mathématiquement par le nombre
�ou triangulaire symétrique Ã, dont la fonction d'appartenance est donnée par :

µÃ (x) =

{
1− |x−4|

0.2
si x ∈ [3.8, 4.2]

0 sinon

Les α− coupes d'un ensemble �ou triangulaire sont les intervalles [ãα1 , ã
α
2 ]

où ãα1 = 0.2α + 3.8 et ãα2 = 0.2α + 4.2
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Figure 1.11 � Exemple d'un nombre �ou triangulaire

1.2.14.2 Nombre �ou de type trapézoïdal :

Un nombre �ou Ã est dit de type trapézoïdal [12] noté (aL, aU , α, β) si sa fonction
d'appartenance est donnée par :

µÃ(x ) =


x=aL+α

α
Si aL − α≤x≤aL,

1 Si aL≤x≤aU ,
aU+β=x

β
Si aU≤x≤aU + β

Figure 1.12 � Présentation d'un nombre �ou trapézoïdal

Exemple 23 :

L'ensemble �ou des adolescents peut être représenté par le nombre �ou trapézoïdal
avec la fonction d'appartenance :
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µÃ (x) =


x−11

3
si x ∈ [11, 14[

1 si x ∈ [14, 17]
20−x

3
si x ∈]17, 20]

0 sinon

Les α− coupes d'un ensemble �ou trapézoïdal sont les intervalles [3α+ 11,−3α+ 20] ;
avec α ∈ [0, 1]

Figure 1.13 � Exemple d'un nombre �ou trapézoïdal
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1.3 Élément de la théorie des probabilités

La théorie des probabilités constitue un cadre mathématique pour la description du
hasard et de la variabilité, ainsi que pour le raisonnement en univers incertain. Quand on
réalise une expérience dont le résultat est déterminé par le hasard, si on peut citer tous les
résultats possibles sans pour autant savoir celui qui va se réaliser, on dit que l'expérience
est aléatoire.

On parle alors de la probabilité que des évènements se réalisent, qui est un nombre
réel compris entre 0 et 1. plus ce nombre est grand, plus le risque ou la chance que cet
évènement se produise est grand.

Dans cette section nous allons rappeler les notions nécessaires et les propriétés princi-
pales de cette théorie, qui vont nous aider dans la suite de ce travail.

1.3.1 Notions d'espace mesurable

Soit Ω l'espace fondamental, il peut être �ni, in�ni, dénombrable ou non.

1.3.2 Tribus d'évènements

Une famille F de sous ensembles de Ω s'appelle tribu si :
� Ω ∈ F ,
� ∀A ∈ F =⇒ Ac ∈ F , où Ac désigne le complémentaire de A,
� ∀A ∈ F, ∀B ∈ F =⇒ A

⋃
B ∈ F ,

� quelque soit la suite (An)n∈N d'éléments de F , on a
⋃
n∈N An ∈ F .

1.3.3 Espace probabilisable

Le couple (Ω, F ) où ensemble fondamental et F tribu s'appelle espace mesurable ou
probabilisable.

Tout élément de F s'appelle évènement

1.3.4 Espace probabilisé

Soit (Ω, F ) un espace probabilisable,
une probabilité P est une application de F −→ [0, 1] telle que :
� P (Ω) = 1,
� P (A

⋃
B) = P (A) + P (B)− P (A

⋂
B),

� P (
⋃
i∈I Ai) =

∑
i∈I
P ((Ai) où les (Ai)i∈I sont deux à deux disjoints et I dénombrable.

� (Ω, F, P ) s'appelle espace probabilisé.

1.3.5 Tribu borélienne sur R

La Tribu borélienne BR est engendrée par les intervalles ]a, b[, a, b ∈ R

1.3.6 Applications mesurables

Dé�nition 8 :

Soient (Ω, F ) et (E, T ) deux espaces probabilisables,
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toute application X : Ω −→ E est dite mesurable si

∀A ∈ T =⇒ X−1(A) ∈ F.

Proposition 2 :

Si f et g sont des applications mesurables ; Alors les applications suivantes sont me-
surables :

� f + g
� fg
� inf(f, g)
� sup(f, g)
� cf avec c constante réelle.

1.3.7 Variables aléatoires réelles

Dé�nition 9 :

Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X d'un espace probabilisé
(Ω, F, P ) dans (R,BR), c'est à dire :

∀B ∈ BR =⇒ X−1(B) ∈ F.

On peut associer à l'évènement B une probabilité par l'intermédiaire de X telle que
P (X−1(B)) = PX(B).

La probabilité PX ainsi dénie sur (R,BR) s'appelle loi de probabilité ou distribution
de probabilité de la variable aléatoire X.

Remarque 9 :

En pratique, une variable aléatoire réelle est une application

X : Ω −→ R

ω −→ X(ω)

Dans le cas où :
� X prend un nombre �ni ou dénombrable de valeurs , X est dite variable aléatoire

discrète.
� X prend n'importe quelle valeur sur un intervalle de R ,X est dite variable aléatoire

continue

1.3.8 Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition F de la variable aléatoire X, la fonction dé�nie de
Ω −→ [0, 1] par

FX = P (X ≤ x)
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Propriétés principales :

� La fonction de répartition caractérise la loi.
En particulier, ∀a, b∈R;P [X ∈]a, b]] = FX(b)=FX(a).

� FX est une fonction croissante, continue à droite avec une limite à gauche en tout
point

� lim
x−→−∞

FX(x) = 0, lim
x−→+∞

FX(x) = 1

Lois discrètes : La fonction de répartition d'une variable aléatoire discrète est une
fonction en escalier. Si la variable aléatoire prend les valeurs xk, k = 1, 2, . . .,supposées
rangées par ordre croissant, alors la fonction de répartition FXprend les valeurs :

FX (x) =



0 pour x < x1

P [X = x1] pour x ∈ [x1, x2[
...

...

P [X = x1] + P [X = x2] + ...+ P [X = xk] pour x ∈ [xk, xk+1[
...

...

Exemple 24 :

Voici par exemple la loi et les valeurs di�érentes de la fonction de répartition pour le
nombre de bons numéros pour 4 numéros cochés sur une grille de Kéno.

k 0 1 2 3 4
P [X = k] 0.2512 0.4275 0.2538 0.0622 0.0053
P [X ≤ k] 0.2512 0.6787 0.9325 0.9947 1

Si X suit la loi géométrique G (p), sa fonction de répartition est dé�nie comme suit :

FX (x) =

{
0 pour x < 1

p+ p (1− p) + ...+ p (1− p)k−1 = 1− (1− p)k [k, k + 1]; pour tout k ≥ 1

à part les lois géométriques, les fonctions de répartitions des lois discrètes classiques
n'ont pas d'expression analytique simple.

Lois continues : La fonction de répartition d'une variable aléatoire continue est la
primitive de la densité qui s'annule en −∞

FX (x) = P [X ≤ x] =

x∫
−∞

fX (t) dt.

C'est une fonction continue sur R. . En tout point x où fX est continue, FX est
dérivable et :

d

dx
FX (x) = fX (x) .
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Exemple 25 :

reprenons les trois exemples de base :

loi u (a, b)

FX (x) =

x∫
−∞

1

b− a
(t)[a,b] dt =


0 si x ≤ a
x−a
b−a si x ∈ [a, b]

1 si x ≥ b

loi ε (λ)

FX (x) =

x∫
−∞

λe−λt (t)R+ dt =

{
0 si x ≤ 0

1− e−λx si x ≥ 0

loi N (u, σ2 )

FX (x) =

x∫
−∞

1

σ
√

2π
e−

(t−u)2

2σ2 dt

1.3.9 Densité de probabilité

Soit F une fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Si F admet une dérivée f sauf peut être en un nombre �ni de points, f s'appelle la

densité de la variable aléatoire X.

1.3.10 Espérance mathématique

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X, le nombre suivant s'il
existe :

E(X) = fΩ(X(ω)dP (ω) où fΩ désigne l'intégrale de Lesbegues-Stieljeis.

Propriétés de l'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espé-
rance, alors :

� E(X + Y ) = E(X) + E(Y )
� E(aX) = aE(X); ∀a ∈ R
� E(b) = b; ∀b ∈ R
� si X ≥ 0 alors E(X) ≥ 0

1.3.11 Variance

On appelle variance de la variable aléatoire X, le nombre réel suivant :

σ2(X) = fΩ(X(ω)− E(X))2dP (ω) = E(X − E(X))2
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Propriétés de la variance :

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espé-
rance mathématique, alors :

� V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) si X et Y sont indépendantes
� V (aX) = a2V (X); ∀a ∈ R
� V (X + b) = V (X); ∀b ∈ R
� V (b) = 0; ∀b ∈ R
� siV (X) = 0⇐⇒ X = E(X)

1.3.12 Écart-type

Soit une variable aléatoire X admettant une variance V (X), on appelle écart-type de
X, le réel :

σ(X) =
√
V (X)

1.3.13 Covariance

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y ,notée Cov(X, Y ), le nombre
réel suivant :

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Propriétés de la covariance :

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espé-
rance, alors :

� Cov(X, Y ) = 0 si X et Y sont indépendantes
� V (aX + bY ) = a2V (X) + 2abCov(X, Y ) + b2V (Y )

1.3.14 Variables aléatoires normales

On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d'espérance µ et d'écart
type σ strictement positif si elle admet pour densité de probabilité la fonction

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

(x−µ
σ

)2

Une telle variable aléatoire est alors dite gaussienne.
On note X −→ N(µ, σ2).

1.3.15 Variable aléatoire normale centrée réduite

Fonction de répartition d'une variable aléatoire normale centrée réduite
Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X −→ N(0, 1), sa fonction

de répartition est dénie par

ϕ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

x2

2
dx
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Propriétés de la fonction ϕ :

ϕ est indé�niment dérivable, et ϕ′ = φ
Elle est strictement croissante et lim

x→−∞
ϕ(x) = 0 et lim

x→+∞
ϕ(x) = 1

∀x ∈ R,ϕ(−x) = 1− ϕ(x)

Remarque 10 :

Si X −→ N(µ, σ2) alors la variable aléatoire X∗ = X−µ
σ2 −→ N(0, 1).

1.3.16 Fractiles d'une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e.X −→ N(0, 1).
On cherche en fonction d'une valeur α donnée, à déterminer le nombre uα, appelé

fractile, tel que P (ω/X(ω) ≤ uα) = 1− α
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1.4 Combinaison du �ou de l'aléa

L'étude des phénomènes de la vie ne nous garantit pas des résultats exactes. Ces
derniers peuvent être �ous si leur réalisation est partielle, qui peuvent dépendre de la
probabilité de leur réalisation aussi. Certains chercheurs se sont intéressés à la résolution
de ce type de problèmes tels que Jun Li et col [15], E.E. Ammar [16] et Iskander [17]
et bien d'autres. Les variables aléatoires �oues donnent un meilleur formalisme de la
combinaison du �ou et de l'aléa. Elles sont dé�nies par Kwakernaak [18] comme suit :

1.4.1 Variables aléatoire �oues

Dé�nition 10 : [18]

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité . Une variable aléatoire �oue X̃ est une appli-
cation de (Ω, F, P ) à valeurs dans l'ensemble des intervalles �ous F (R) comme suit :

X̃ : Ω→ F (R)

ω → X̃(ω)

On note l'α− coupe de X̃ par X̃α(ω) =
[
Xα(ω), X

α
(ω)
]
où

Xα(ω) = inf {x/X(ω)(x)≥α},
X
α
(ω) = sup {x/X(ω)(x) ≥ α} et X(ω) est la fonction d'appartenance de X.

Exemple 26 :

On interroge des individus sur la caractérisation de l'été en Europe. [18]
La réponse est : �chaud�, �très chaud�. Elle est :

1. aléatoire car tout dépend du lieu (pays) et des étés précédents.

2. �oue car c'est vague.

La réponse peut être représentée par une variable aléatoire dont les valeurs sont des
intervalles �ous, donc par une variable aléatoire �oue.

1.4.2 Variables aléatoires �oues discrètes

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité avec Ω = {ω1, ω2, ω3..., ωr} et p(ωk) = pk,

k = 1, 2, ..., r et
r∑

k=1

pk = 1, une distribution de probabilité discrète.

Une variable aléatoire �oue X̃ est dite discrète si à chaque réalisation aléatoire ωk ∈ Ω,
la valeur X̃(ωk) est un intervalle �ou comme suit :

P (X̃(ωk) = ãk) = pk, k = 1, 2, ..., r , où ãk, k = 1, 2, ..., r sont des intervalles �ous.
[12]

Exemple 27 : [12]

Soit (Ω, F, P ) un espace probabilisé où :
Ω = {ω1, ω2} un espace discret �ni, Pω la distribution de probabilité suivante :
Pω(ω1) = 0.25 ; Pω(ω2) = 0.75 ;
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On considère la variable aléatoire �oue discrète X̃ dans le cas où X̃(ω1) et X̃(ω2) sont
des intervalles �ous dont les fonctions d'appartenance peuvent être discrètes ou continues
comme suit :

ImX̃(ω) = {ã1, ã2} où ã1 et ã2 sont des nombres �ous dont les fonctions d'apparte-
nance respectives µã1 et µã2 sont discrètes telles que :

µã1(1) = µã2(2) = 0.2, µã1(3) = µã2(4) = 0.9, µã1(5) = µã2(6) = 0.6.
et P (X̃ (ω1) = ã1) = 0.25 et P (X̃ (ω2) = ã2) = 0.75.
On obtient les variables aléatoires réelles discrètes X1, X2, X3 dont les distributions

de probabilité ainsi que leurs degrés de compatibilité avec X̃ sont comme suit :
P {X1(ω1) = 1} = 0.25 P {X1(ω2) = 2} = 0.75 X(ω)(X1) = 0.2
P {X2(ω1) = 3} = 0.25 P {X2(ω2) = 4} = 0.75 X(ω)(X2) = 0.9
P {X3(ω1) = 5} = 0.25 P {X3(ω2) = 6} = 0.75 X(ω)(X3) = 0.6


ImX̃(ω) =

{
4̃, 5̃
}
où 4̃,5̃ sont des intervalles �ous dont les fonctions d'appartenance

respectives sont continues et dé�nies comme suit :

µ4̃ =


0 si x ≤ 3

x− 3 si x ∈]3, 4]
1 si x ∈]4, 5]

−x+ 6 si x ∈]5, 6]
0 si x > 6



µ5̃ =


0 si x ≤ 4

x− 4 si x ∈]4, 5]
1 si x ∈]5, 6]

−x+ 7 si x ∈]6, 7]
0 si x > 7


et on a P (X̃ (ω1) = 4̃) = 0.25 et P (X̃ (ω1) = 5̃) = 0.75
Il existe une in�nité de variables aléatoires réelles Xk telles queX(ω)(Xk) = ak ∈ (0, 1].
On peut extraire certaines parmi elles en considérant par exemple α1 = 0.4, α2 = 0.8.

On obtient les variables aléatoires réelles suivantes avec leurs distributions de probabilité :
P {X1(ω1) = 3.4} = 0.25 P {X1(ω2) = 4.4} = 0.75 X(ω)(X1) = 0.4
P
{
X1(ω1) = 5.6

}
= 0.25 P

{
X1(ω2) = 6.6

}
= 0.75 X(ω)(X1) = 0.4

P {X2(ω1) = 3.8} = 0.25 P {X2(ω2) = 4.8} = 0.75 X(ω)(X2) = 0.8
P
{
X2(ω1) = 5.2

}
= 0.25 P

{
X2(ω2) = 6.2

}
= 0.75 X(ω)(X2) = 0.8


1.4.3 Variables aléatoires �oues normales

Une variable aléatoire �oue est une vague perception d'une variable aléatoire réelle,
nous considérons une variable aléatoire [8], originale, réelle X normalement distribuée
d'espérance µ et de variance σ2 . En pratique, l'espérance µ de X est mal connue, c'est à
peu prés µ, donc représentée par l'intervalle �ou µ, alors nous avons une variable aléatoire
�oue X̃ normalement distribuée d'espérance �oue µ̃ et de variance réelle σ2 et telle que
considérée dans Shapiro [19] ∀α ∈ [0, 1], µα ≤ µ ≤ µα, où µα et µα sont respectivement
la borne inférieure et la borne supérieure de µ̃α = [µα, µα].

Nous déduisons que Xα et X
α
sont des variables aléatoires normales réelles d'espé-

rances respectives µα et µα et de même variance σ2 , où Xα et X
α
sont respectivement

la borne inférieure et la borne supérieure de X̃α(ω) = [Xα(ω), X
α
(ω)]
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Puisque µα ≤ µ ≤ µα, donc ∀t ∈ R, FXα(t) ≤ FX(t) ≤ FXα(t), où FXα , FX etFXα

sont les fonctions de répartition de Xα , X et X
α
respectivement.

1.4.4 Variables aléatoires �oues de type L−R
Soit FN(L,R) un ensemble d'intervalles �ous de type L−R vus comme des intervalles

aléatoires [12]
i.e.Ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R)⇐⇒ Ã = [a− L−1(Y )δa, a+R−1(Z)γa],
Y et Z sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1],
Les fonctions de références L etR sont non-négatives, dé�nies sur [0,∞) non-décroissantes

telles que L(0) = R(0) = 1,
δa ,γa sont des nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche

et l'écart à droite.

1.4.4.1 Variables aléatoires �oues normales de type L−R

X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) est une variable aléatoire �oue normale de type L − R
d'espérance mathématique �oue µ̃ = (µ, µ, δµ, γµ) qui est un intervalle �ou de type L−R
et de variance réelle σ2 , si x(ω) et x(ω) (avec x ≤ x) sont des variables aléatoires normales
d'espérances mathématiques respectives µ, µ et de même variance σ2 et δx ,γx sont des
nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.

1.4.4.2 Variables aléatoires �oues discrètes de type L−R

X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) est une variable aléatoire �oue discrète de type L − R si
x(ω) et x(ω) (avec x ≤ x) sont des variables aléatoires discrètes et δx , γx sont des nombres
réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.

Exemple 28 : [12]

Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité où :
Ω = {ω1, ω2} un espace discret �ni, Pω la distribution de probabilité suivante :

Pω(ω1) = 0.25; Pω(ω2) = 0.75;

Et une variable aléatoire �oue discrète de type L−R, X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) telle
que :

P (X̃(ω1) = Ã) = 0.25 et P (X̃(ω2) = B̃) = 0.75

où Ã = (a, a, δa, γa)L−R et B̃ = (b, b, δb, γb)L−R
(avec δx = δa = δb = δ etγx = γa = γb = γ)
sont des intervalles �ous du type L−R dont les fonctions d'appartenance respectives

µÃ et µB̃ sont dénies par :

µÃ (x) =


1 pour x ∈ [a, a]

L
(
a−x
δ

)
pour x ≤ a

R
(
x−a
γ

)
pour x ≥ a


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µB̃ (x) =


1 pour x ∈ [b, b]

L
(
b−x
δ

)
pour x ≤ b

R
(
x−b
γ

)
pour x ≥ b


1.4.4.3 α− coupe d'une variable aléatoire �oue de type L−R

Sur FL (L,R), soit X̃ une variable aléatoire �oue de type L − R et notée X̃(ω) =
(x(ω), x(ω), δx, γx) [12], où x et x sont des variables aléatoires réelles et δx , γx sont des
nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.

Autrement dit, X̃(ω) = [x(ω)− L−1(Y )δx, x(ω) +R−1(Z)γx].
Y et Z sont des variables aléatoires uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1],
Les fonctions de références L etR sont non-négatives, dé�nies sur [0,∞) non-décroissantes

telles que L(0) = R(0) = 1,
δx ,γx sont des nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche

et l'écart à droite
L'α− coupe de X̃(w) est : X̃α(ω) = [x(ω)− L−1(α)δx, x(ω) +R−1(α)γx].
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Chapitre 2 Programmation linéaire stockastique

Dans un problème linéaire déterministe, les valeurs de tous les paramètres sont sup-
posées connues. Comment résoudre un problème linéaire dans lequel les données sont
incertaines (par exemple, les prix des énergies) ? Et quand certaines valeurs des données
seront révélées au cours des étapes de décision (par exemple, les demandes en énergie) ?
la programmation linéaire stochastique est un cadre pour répondre à de telles questions
et pour résoudre des problèmes perplexes.

La programmation linéaire stochastique concerne la prise de décision en présence d'in-
certitude, où le facteur hasard joue un rôle éminent. On peut voir la programmation
linéaire stochastique comme de la programmation mathématique avec des paramètres
aléatoires.

Dans ce chapitre, on va se focaliser sur l'étude de ce type de problèmes et on va tenter
de répondre aux questions précédentes.

2.1 La forme d'un problème linéaire stochastique

Soit (PS) un problème linéaire stochastique [20] :

(PS)


opt C (ω) x
n∑
j=1

aij (ω)xj (≤,≥,=) bi (ω) ; i = 1, . . . m

xj ≥ 0; j = 1, . . . n

Avec :
C (ω) = (c1 (ω) , c2 (ω) , . . . , cn (ω)) ;
aij (ω) etbi (ω) pour 1 ≤ i ≤ m ; 1 ≤ j ≤ n sont des variables aléatoires de distribution

connue sur l'espace des probabilités (Ω, F, P ).
xj ≥ 0, ∀i = 1, . . . n.

Il y a essentiellement deux di�érents types d'approches en programmation linéaire
stochastique qui sont :

1. L'approche passive ou "'wait and see"
2. L'approche active ou "'here and now"

2.2 L'approche passive ou "'wait and see"

Dans cette approche le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et
résoudre le programme déterministe résultant . Dans ce cas on s'intéresse généralement
à la distribution de probabilité de la valeur optimale ou son espérance mathématique
(et/ou) sa variance.

Cette approche est intéressante du point de vue théorique, mais elle l'est moins du
point de vue pratique ; c'est pour cela qu'on va s'intéresser dans notre travail au concept
de � here and now � [13].

2.3 L'approche active ou "'here and now"

C'est une approche basée sur le principe de prise de décision et le choix d'une stratégie
x sans connaitre au préalable la réalisation des variables aléatoires. Elle a été développée
pour palier à la di�culté du calcul de la fonction de répartition de l'approche passive.
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L'idée de base de cette approche est la transformation systématique des problèmes stochas-
tiques en programmes déterministes équivalents. La question posée est selon quel critère
choisir une stratégie x , ou encore, comment devons nous interpréter l'objectif Z(x, ω) et
les contraintes A(ω)x ≤ b(ω) pour obtenir le programme déterministe équivalent.

2.3.1 Objectif du programme équivalent :

Considérons le programme linéaire stochastique (Ps)1 sous la forme suivante :

(Ps)1

{
C (ω)x −→ max

x ∈ S = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}

Où : C est un vecteur aléatoire et A = (aij) et b = (bi) sont déterministes.
Il existe plusieurs méthodes pour établir la fonction objectif du problème équivalent,

on cite [13] :
Le critère espérance (E) : le E−modèle est le plus utilisé, il consiste à remplacer la

variable aléatoire de l'objectif par son espérance mathématique pour obtenir le programme
linéaire déterministe suivant :

(Pd1)

{
E(C(ω))x −→ max

x∈S = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}

Le critère variance (V−Modèle) : Dans le cas où C est un vecteur aléatoire
d'espérance c̄, de matrice de covariance V .

La variance de C (ω)x est xtV x.
De la minimisation de la variance résulte le V−modèle suivant :

(Pd2)


xtV x −→ min

sc

x∈S = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}

Le critère espérance= variance (E − Vmodèle ) :

ce modèle consiste à minimiser la variance de Z(x, ω) tout en réalisant un niveau de
rendement minimum Z0 �xé préalablement par le décideur :

(Pd3)


xtV x −→ min

sc

c̄x ≥ Z0, x ∈ S

Où c̄ est l'espérance mathématique de C (x) tel que :c̄ = E [C (ω)]

Le critère variance de risque minimal (P−modèle) :

La maximisation de la probabilité que la valeur de l'objectif est au moins égale à
un certain niveau u choisi par le décideur est appelée P−modèle ou méthode à risque
minimum :
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(Pd4)


max {Pu (C (ω)x) = P (ω/C (ω))x ≥ u}
sc

x∈S = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}

La solution de ce problème, dans le cas gaussien, est donnée par le programme frac-
tionnaire suivant :

(Pd4)
′


max c̄x−u√

xtV x

sc

x ∈ S

Où :
c̄ est l'espérance mathématique de C (ω), V sa matrice de covariance et xtV x la va-

riance de l'objectif C (ω)x.

Le critère de type K (Katoka) :

La minimisation de α − fractile de la fonction de distribution de l'objectif où α est
choisi par le décideur

(Pd5)


maxu

P (ω/C(ω)x≥u) = α; 0 < α < 1

x ∈ S

Dans le cas gaussien on a :
P (ω/C(ω)x ≥ u) = α⇐⇒ P (ω/C(ω)x<u) = 1− α
et
P (ω/C(ω)x<u) = P

(
ω/C(ω)x−c̄x√

xtV x
≤ u−c̄x√

xtV x

)
= φ

(
u−c̄x√
xtV x

)
; pour x 6= 0 où φ est la

fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Donc :
P (ω/C(ω)x ≥ u) = α⇐⇒ φ

(
c̄x−u√
xtV x

)
= α⇐⇒ u = c̄x− φ−1 (α)

√
xtV x

par conséquent résoudre le problème(Pd5) revient, dans ce cas gaussien, à résoudre le
problème suivant :

(Pd5)
′

{
max c̄x− φ−1 (α)

√
xtV x

x ∈ S

Il s'en suit que c̄x− φ−1 (α)
√
xtV x est concave si φ−1 (α) ≥ 0⇐⇒ α ≥ 1

2

donc : si on revient au problème (Pd5) : si P (ω/C(ω)x≥u) = α ≥1
2
, avoir le maximum

de gain avec une probabilité supérieure ou égale à 1
2
.

Remarque 11 :

Si α = 1, on revient au E−modèle.
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2.3.2 Cas des contraintes aléatoires

Soit (PS) un problème linéaire stochastique. sachant que la méthode chance-constrained
programming se focalise sur les contraintes, donc pour faciliter le travail nous allons consi-
dérer l'objectif déterministe comme suit :

(PS)


opt Cx
n∑
j=1

aij (ω)xj (≤,≥,=) bi (ω) ; i = 1, . . . m

xj ≥ 0; j = 1, . . . n

Avec :
C ∈ Rn ;
aij (ω) etbi (ω) pour 1 ≤ i ≤ m ; 1 ≤ j ≤ n sont des variables aléatoires de distribution

connue sur l'espace de probabilité (Ω, F, P ).
xj ≥ 0,∀i = 1, . . . , n.

2.3.2.1 Méthode Chance-Constrained Programming

Cette méthode a été introduite par Charnes et Cooper (1959) ; elle consiste à remplacer
des contraintes stochastique par des probabilités de réalisation de ces dernières .

Il y a essentiellement deux versions di�érentes de "Chance-constrained programming
" qui consistent à remplacer [12] :

� Version 1 : L'ensemble des contraintes par la probabilité (jointe) de leurs réalisa-
tions simultanées au moins égale à un seuil convenablement choisi par le décideur,
comme suit :

(PS)1


max cx

P

{
w/

n∑
j=1

aij (ω)xj ≤ bi (ω) , i = 1, 2, . . . ,m

}
≥ α

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

� Version 2 : Chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale à
un seuil choisi par le décideur, comme suit :

(PS)2


maxCx

P

{
w/

n∑
j=1

aij (ω)xj ≤ bi (ω) , i = 1, 2, . . . ,m

}
≥ αi

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

La deuxième version est plus avantageuse que la première car le décideur peut choisir
pour chaque contrainte Ai(ω)x ≤ bi(ω) suivant les données du problème, le seuil αi tel
que

P(ω : Ai(ω)x ≤ bi(ω)) ≥ αi

Soient :
� X (α) = {x≥0/P (ω/aij(ω)xj≤bi(ω), i = 1, ...m)≥α}, l'ensemble des solutions ad-

missibles pour (PS)1.
� X (αi) = {x ≥ 0/P (ω) : aij (ω)xj ≤ bi (ω) , i = 1, . . .m) ≥ αi}, l'ensemble des so-

lutions admissibles pour (PS)2.
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→X (α) et X (αi) sont-ils toujours convexes ?
Ce n'est pas toujours le cas. voici un exemple qui illustre ceci :

Exemple 29 : [21]

Soit X(ω) = (x1(ω), x2(ω)) un vecteur aléatoire tel que :

P {ω : (x1(ω1), x2(ω1)) = (3, 1)} =
1

3
et P {ω : (x1(ω2), x2(ω2)) = (−3,−2)} =

2

3

Nous obtenons :
donc 

x ≤ 1
3

pour 3x ≤ 1 − 3x ≤ −2
1
3
≤ x ≤ 2

3
pour 3x � 1 − 3x � −2

x ≥ 2
3

pour 3x � 1 − 3x � −2

d'où :

P {ω : A(ω)x ≤ b(ω)} =


1
3

si x ≤ 1
3

0 si 1
3
≤ x ≤ 2

3
2
3

si x ≥ 2
3

alors :

X(α) est


disjoint donc non convexe pour 0 < α ≤ 1

3

convexe pour 1
3
< α ≤ 2

3

vide pour α > 2
3

Nous allons voir par la suite que X(α) (resp. Xi(αi)) peut être convexe si les variables
aléatoires sont normales ou discrètes et sous certaines conditions concernant les valeurs
de α (resp αi). Seul le cas où α (resp αi) est égal à 0 ou 1 ou le cas où A (resp. Ai ) est
déterministe et b (resp. bi) est aléatoire nous assure la convexité de X(α) (resp. Xi(αi))
quelque soit la distribution de probabilité des variables aléatoires b (resp. bi). comme le
stipule le théorème suivant :

Théorème 1 : [21]

X(0) et X(1) sont convexes
Xi(0) et Xi(1) sont convexes

Théorème 2 : [21]

Si les aij sont déterministes et les bi stochastiques ; alors :
� X(α) est convexe pour toute distribution de probabilité de bi,
� Xi(αi) est convexe pour toute distribution de probabilité de bi

Preuve :

P (ω/
n∑
j=1

aijxj ≤ bi(ω)) ≥ αi ⇐⇒ 1 − P (ω/
n∑
j=1

aijxj > bi(ω)) ≥ αi ⇐⇒ 1 − Fbt(
n∑
j=1

aijxj) ≥ αi, i = 1, ...,m.

1− Fbt(
n∑
j=1

aijxj) ≥ αi ⇐⇒ Fbt(
n∑
j=1

aijxj) ≤ 1− αi ⇐⇒
n∑
j=1

aijxj ≤ F−1
bi (1− αi).
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X(αi) =

{
x ≥ 0/

n∑
j=1

aijxj ≤ F−1
bi (1− αi)

}
, i = 1, 2, ...,m

Théorème 3 : [21]

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité avec Ω = {ω1, ω2, ..., ωr}, et la distribution de

probabilité discrète et �nie p(ωk) = pk, k = 1, 2, ...r et
r∑

k=1

pk = 1.

Alors :
pour α > 1− min

k∈(1,2,...r)
pk l'ensemble X(α) est convexe

pour αi > 1− min
k∈(1,2,...r)

pk l'ensemble Xi(αi) est convexe

Théorème 4 : [21]

Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, aij(ω) et bi(ω) les composantes de la matrice
A(m× n) et du vecteur b(m× 1) respectivement.

Si ai1, ai2, ...ain, bi sont (n + 1) variables aléatoires normales d'espérances mathéma-
tiques µi1, µi2, ...µin, λi et de variances σ2

i1, σ
2
i2, ...σ

2
in, δi respectivement.

Alors :
pour α > 1

2
, l'ensemble X(α) est convexe pour αi > 1

2
, l'ensemble Xi(αi) est convexe

Preuve :

Montrons que Xi(αi) est convexe.

Posons yi(x, ω) =
n∑
j=1

aijxj− bi(ω)), i = 1, ...,m c'est une combinaison linéaire de n+ 1

variables aléatoires normales. Donc yi(x, ω) est une variable aléatoire normale de moyenne

E(yi(x, ω)) =
n∑
j=1

µijxj − λj et de variance V (yi(x, ω)) = ztSiz où z = (x1, x2, ..., xn,−1)t

et Si((n+ 1)× (n+ 1)) est la matrice de covariance suivante :

Si =


V (ai1) Cov(ai1, ai2) ... Cov(ai1, ain) Cov(ai1, bi)

Cov(ai2, ai1) V (ai2) Cov(ai2, ai3) ... Cov(ai2, bi)
...

...
...

...
...

Cov(ain, ai1) Cov(ain, ai2) ... V (ain) Cov(ain, bi)
Cov(bi, ai1) Cov(bi, ai2) ... Cov(bi, ain) V (bi)


où V et Cov représentent respectivement variance et Covariance.
Posons :
myi(x) = E(yi(x, ω)), σ2

yi
(x) = V (yi(x, ω)) et σyi(x) =

√
V (yi(x, ω)).

Nous avons :

P (ω/
n∑
j=1

aij(ω)xj≤bi(ω)) = P (ω/
n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω) ≤ 0) = P (ω/
yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x)
≤

−myi (x)

σyi (x)
).

Donc :

P (ω/
n∑
j=1

aij(ω)xj≤bi(ω)) ≥ αi ⇐⇒ P (ω/
yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x)
≤ −myi (x)

σyi (x)
) ≥ αi .
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yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x)
est une variable aléatoire normale centrée réduite et soit ψ sa fonction de

distribution qui est strictement croissante et bijective de l'ensemble des nombres réels R
dans ]0, 1[.

Donc P (ω/
yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x)
≤ −myi (x)

σyi (x)
) = ψ(

−myi (x)

σyi (x)
)). Par conséquent :

P (ω/
n∑
j=1

aij(ω)xj≤bi(ω)) ≥ αi ⇐⇒ ψ(
−myi (x)

σyi (x)
) ≥ αi ⇐⇒

−myi (x)

σyi (x)
≥ ψ−1(αi) ⇐⇒

ψ−1(αi)σyi(x) +myi(x) ≤ 0
Xi(αi) = {x/ψ−1(αi)σyi(x) +myi(x) ≤ 0}.
La matrice Si est dé�nie positive donc σ2

yi(x) = V (yi(x, ω)) et σyi(x) =
√
V (yi(x, ω))

sont convexes en x etmyi(x) = E(yi(x, ω)) est linéaire a�ne en x. Alors Xi(αi) est convexe
si ψ−1(αi) ≥ 0, i.e. αi ≥ 1

2
car ψ−1(αi) ≥ 0⇐⇒ αi ≥ ψ(0) = 1

2

Remarque 12 :

A partir de la preuve du théorème 4, on voit qu'on peut représenter aisément

Xi(αi) =

{
x/P (ω/

n∑
j=1

aij(ω)xj ≤ bi(ω)) ≥ αi

}
par :

Xi(αi) = x/ψ−1(αi)σyi(x) +myi(x) ≤ 0
où ψ−1 est la fonction réciproque de la fonction de répartition de la variable aléatoire

normale centrée réduite.

Pour cela, il su�t de poser yi(x, ω) =
n∑
j=1

aij(ω)xj − bi(ω)) ≤ 0, et calculer :

myi(x) = E(yi(x, ω)), σ2
yi

(x) =
√
V (yi(x, ω)) et σyi(x) =

√
V (yi(x, ω)), avec V (yi(x, ω)) =

ZtSiZ où z = (x1, x2, ..., xn,−1)t et Si((n+ 1)× (n+ 1)) est la matrice de covariance de
yi(x, ω).

Xi(αi) =
{
x/ψ−1(αi)

√
σ2
ijx

2
j + δ2

i +myi(x) ≤ 0
}

si ai1, ai2, ..., ain, bi sont indépen-

dantes. Car dans ce cas Cov(aij, aik) = 0, ∀j 6= k, 1 ≤ j, 1 ≤ k ≤ n et Cov(aij, bi) = 0,

∀j = 1, ..., n ; donc σ2
yi(x) = σ2

ijx
2
j + δ2

i et σyi(x) =
√
σ2
ijx

2
j + δ2

i .

Exemple 30 :

Soit le problème linéaire stochastique (PS) suivant :

(PS)



Z (X) = x1 + x2 −→ max

sc

5x1 + x2 ≥ b1 (ω)

3x1 + 2x2 ≤ b2 (ω)

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Où b = (b1, b2) est une loi discrète tels que b1 et b2 admettent les distributions de
probabilité suivante :

b1 (ω) =

(
1

0.3

)
;

(
2

0.5

)
;

(
3

0.2

)
| b2 (ω) =

(
4

0.1

)
;

(
5

0.6

)
;

(
6

0.3

)
posons les seuils α1 = 0.3 et α2 = 0.4.
on a :
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P (5x1 + x2 ≥ b1 (ω)) ≥ 0.3
Fb1 (5x1 + x2)≥ 0.3
F−1
b1
Fb1 (5x1 + x2) ≥ F−1

b1
(0.3)

F−1
b1

(0.3) = {x/Fb1 (x) = 0.3}
et Fb1 (1) = 0.3 =⇒ F−1

b1
(0.3) = 1

alors :
5x1 + x2 ≥ 1 · · · · · · (θ)
P (3x1 + 2x2 ≤ b2 (ω)) ≥ 0.4
1− P (3x1 + 2x2 > b2 (ω)) ≥ 0.4
−P (3x1 + 2x2 > b2 (ω)) ≥ 0.4− 1
P (3x1 + 2x2 > b2 (ω)) ≤ 0.6
Fb2 (3x1 + 2x2)≤ 0.6
F−1
b2
Fb2 (3x1 + 2x2) ≤ F−1

b1
(0.6)

F−1
b2

(0.6) = {x/Fb2 (x) = 0.6}
et Fb2 (5) = 0.6 =⇒ F−1

b2
(0.6) = 5

alors :
3x1 + 2x2 ≤ 5 · · · · · · (δ)
Le problème à résoudre sera donc le problème linéaire déterministe (P ) suivant :

(P )



Z (X) = x1 + x2 −→ max

sc

5x1 + x2 ≥ 1

3x1 + 2x2 ≤ 5

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Forme standard :

(P )



Z (X) = x1 + x2 + 0x3 + 0x4 −→ max

sc

5x1 + x2 − x3 = 1

3x1 + 2x2 + x4 = 5

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0

Ajout d'une variable arti�cielle :

(P )



Z (X) = x1 + x2 + 0x3 + 0x4 −Mx5 −→ max

sc

5x1 + x2 − x3 + x5 = 1

3x1 + 2x2 + x4 = 5

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;x5 ≥ 0

On résout avec la M−Méthode :
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La solution optimale est X∗ = (0, 2.5)
La valeur optimale est Z (X∗) = 2.5

2.3.2.2 Modèle avec recours

a-Le recours général :

Pour présenter cette approche, on procède en deux étapes :

choisissons x̄, préalablement à toute réalisation de l'aléatoire Here and Now.

Étant donnée une réalisation observée ¯ω ∈ Ω, une décision corrective représentée par un
vecteur y(k × 1) appelé recours est prise pour compenser la violation des contraintes qui
correspond.

Cette compensation se fait par l'introduction d'une pénalité q
′
(ω)y qui est généralement

linéaire.

La minimisation de cette pénalité correspond au problème de recours où de deuxième
niveau de la forme suivante :

Q(ω̄, x̄) = min q
′
(ω̄) y

W (ω̄)y = b(ω̄)=A(ω̄)x (2.a1)

y ≥ 0

où

{
q(ω) est un vecteur (1× k) de penalisation;

W (ω) est unematrice (m× k) de recours

ces deux étapes fournissent le problème :
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
min
x
E

(
c′ (ω)x+min

y
q′ (ω) y

)
A (ω)x+W (ω) y = b (ω) (2.a2)

y ≥ 0

Qui s'écrit de manière équivalente
min
x∈T

(E (c′ (ω)x) + E (Q (x, ω)))

(2.a3)

T = {x ∈ Rn/∀ω ∈ Ω ,∃y ≥ 0/A (ω)x+W (ω) y = b (ω)}

Pour que le problème (2.a3) ait un sens il faut que l'ensemble T soit non vide, autrement
dit, il faut qu'il existe toujours, quelle que soit la réalisation aléatoire, un recours y possible
(c'est-à-dire Q (x, ω) <∞, ∀ω ∈ Ω).

Le problème (2.a3) est convexe (c'est-à-dire E (Q (x, ω))et T sont convexes).

b-Recours �xe (W et q sont déterministes) : Dans ce cas, le problème (2.a3)
est toujours convexe.

on a :
La matrice A est déterministe ;
Le vecteur b est une variable aléatoire discrète,

P
(
b = b(i)

)
= p(i) i = 1...m

le problème (2.a3) devient linéaire tel que :
minE (c′ (ω))x+

m∑
i=1

p(i)q(i)y(i)

Ax+Wy(i) = b(i) i = 1 . . .m

x ∈ T
y ≥ 0

(2.b)

où :
y(i)est le vecteur recours correspondant à la réalisation
q(i)le vecteur recours correspondant à la réalisation

c-Le recours �xe simple (W = (I,−I)) : Dans ce cas, la matrice de recours de
dimension m× 2m est égale à (I,−I). c'est à dire que :(W = (I,−1I))

Où :
I est la matrice identité.
Dans ce cas, le vecteur y est décomposé en deux parties :
� y+(m× 1) : variable d'écart par défaut ;
� y−(m× 1) : variable d'écart par excès.

Parallèlement, le vecteur de pénalisation s'écrit q(ω) = (q + (ω), q − (ω)),
avec :
� q+(ω)[b(ω)− Ax] si b(ω)− Ax ≥ 0
� q−(ω)[Ax− b(ω)] si b(ω)− Ax ≤ 0
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Le problème (2.a3) s'écrit :
minE (c′ (ω))x+ E

(
min
y+,y−

q+ (ω) y+ + q− (ω) y−
)

Ax+ y+ − y− = b (ω) (2.b1)

y+ ≥ 0 , y− ≥ 0

Théorème 5 : [22]

Q (x, ω) est �ni, si et seulement si, q+ (ω) + q− (ω) ≥ 0 avec une probabilité égale à 1.

Exemple 31 : 
minZ(x) = 2x1 + x2

x1 + x2 ≤ 4

0.5x1 + 0.3x2 ≥ b(ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

où b est uniforme sur l'intervalle [1.3 , 1.7]
Ce problème correspond à la recherche du coût minimal pour une opération de fusion

de deux types de minerai. La demande est aléatoire uniforme et un problème de capacité
limité l'opération à 4 unités.

�Remplaçons en premier lieu la demande par son espérance :

E(b(ω)) =
1.3 + 1.7

2
= 1.5

Le problème déterministe équivalent est :
minZ(x) = 2x1 + x2

x1 + x2 ≤ 4

0.5x1 + 0.3x2 ≥ 1.5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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Application sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (1.5, 2.5)
la valeur optimale est Z (X∗) = 5.5.
Cherchons la probabilité que cette solution soit réalisable

P (0.5x∗1 + 0.3x∗2 ≥ b(ω)) = P (b(ω) ≤ 1.5 = Fb(1.5) =
1

2

la probabilité que cette solution soit réalisable est 1
2

Fbest la fonction de répartition de b(ω)
Pour l'interprétation avec seuil sur les contraintes, posons α = 0.9
Cette interprétation peut être utilisée par la �rme si elle n'a pas de capacité de stockage

et souhaite maintenir le nombre de clients satisfaits. Elle doit être en mesure d'assurer les
livraisons à 90%. Dans ce cas, la contrainte devient :

P (0.5x1 + 0.3x2 ≥ b(ω)) ≥ 0.9

on a :
Fb (0.5x1 + 0.3x2 ≥ b(ω)) ≥ 0.9⇐⇒ 0.5x1 + 0.3x2 ≥ b(ω) ≥ F−1

b (0.9)
et
F−1
b (0.9) = 1.66

Donc le problème équivalent est :
minZ(x) = 2x1 + x2

x1 + x2 ≤ 4

0.5x1 + 0.3x2 ≥ 1.66

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

La solution optimale est : x∗1 = 2.3, x∗2 = 1.7, la valeur optimale est : Z∗ = 6.3.
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Application de l'exemple sur Lingo :

- Considérons maintenant un problème avec recours.
Supposons que la �rme ait un contrat stipulant que la demande doit être satisfaite, et

qu'elle commande le minerai à l'avance.
Si elle produit trop, elle écoule l'excédent chez d'autres clients à 2 unités monétaires

au dessous du taux �xé.
Si elle produit trop peu, elle peut acheter sur le marché le complément à 4 unités

monétaires au dessus du taux �xé.
Les coûts supplémentaires sont :
2 (0.5x1 + 0.3x2 − b(ω)) si 0.5x1 + 0.3x2 − b(ω) ≥ 0
4 (b(ω)− 0.5x1 + 0.3x2) si 0.5x1 + 0.3x2 − b(ω) ≤ 0
Notons Q(x1, x2, ω) ces coûts supplémentaires, c'est aussi la pénalité que l'on doit

ajouter à la fonction économique d'origine.
Le problème avec recours revient à résoudre :

min 2x1 + x2 + E (Q(x1, x2, ω))

x1 + x2 ≤ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

L'espérance mathématique de Q(x1, x2, ω) est :

E(Q(x1, x2, ω)) = Q(x1, x2)

Donc on a :

Q(x1, x2) =
1

0.4

0.5x1+0.3x2∫
1.3

2(0.5x1 + 0.3x2 − t)dt+
1

0.4

1.7∫
0.5x1+0.3x2

4(t− 0.5x1 − 0.3x2)dt
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= 15
2

(0.5x1 + 0.3x2)2=17(0.5x1 + 0.3x2) +
18.675

Le problème à résoudre devient :
min 15

2
(0.5x1 + 0.3x2)2=6.5x1 − 4.1x2 + 18.675

x1 + x2 ≤ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

La solution optimale est : x∗1 = 1.16 × 10−8 ; x∗2 = 3.03. La valeur optimale est :
Z∗ =12.44

Application de l'exemple sur Lingo
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Chapitre 3 Programmation linéaire �oue

On peut se trouver dans la réalité face à des problèmes linéaires dont les données sont
imprécises et di�ciles à appréhender de nature �oue. On avait tendance à les ignorer jus-
qu'en 1965, lorsque Zadeh, professeur à l'université de Californie de Berkeley, a introduit
la notion de sous-ensemble �ou, à partir de l'idée d'appartenance partielle à une classe
de catégorie aux limites mal dé�nies, ce qui est un outil adéquat pour modéliser cette
imprécision. Ce qui a donné naissance aux programmes linéaires �ous, qui ont surgit de
la nécessité d'obtenir des données su�santes a�n de pouvoir les manier.

Plusieurs mathématiciens se sont intéressé à ce phénomène, parmi eux Didier Dubois,
qui a proposé une approche dite dé�uzzi�cation, qu'on va expliquer dans ce chapitre.

3.1 Forme d'un problème linéaire �ou :


C̃x −→ opt
n∑
j=1

ãijxj (≤,≥,=) b̃i, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

Où :
opt : min ou max
C̃ ; ãijet b̃i sont des intervalles �ous.
Dans ce qui suit nous considérons uniquement le cas où les coe�cients des contraintes

sont �ous, les coe�cients de l'objectif étant déterministes.

3.2 Résolution d'un problème linéaire �ou

Soit (PF ) est un problème linéaire �ou à objectif déterministe et les ãijet b̃i pour
1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n sont des intervalles �ous.

(PF )



Cx −→ max

sc
n∑
j=1

ãijxj ≤ bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

La résolution de ce programme linéaire �ou, consiste à transformer les contraintes
�oues en des contraintes déterministes.

Nous avons vu dans le deuxième chapitre la méthode de Charnes et Cooper qui consiste
à transformer les contraintes stochastiques en les remplaçant par les probabilités de leur
réalisations égale à au moins un seuil convenablement choisi. Dubois propose de remplacer
probabilité par possibilité et nécessité dans le but de transformer les contraintes �oues en
des contraintes déterministes. On appelle ceci : la dé�uzzi�cation.

Pour faciliter le travail nous allons étudier cette notion avec un programme linéaire
�ou à n = 3 et m = 3.
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(Pf1)



Cx −→ max

sc

ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

ã21x1 + ã22x2 + ã23x3 ≤ b̃2

ã31x1 + ã32x2 + ã33x3 ≤ b̃3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0

3.2.1 Dé�uzzi�cation en utilisant possibilité

La Dé�uzzi�cation en utilisant la possibilité revient à déterminer :

pos
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1

pos
(
ã21x1 + ã22x2 + ã23x3 ≤ b̃2

)
≥ α2

pos
(
ã31x1 + ã32x2 + ã33x3 ≤ b̃3

)
≥ α3

Où α1, α2et α3∈ [0; 1] sont des seuils.

Alors : en vertu de la proposition on a :

pos
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1 ⇐⇒

(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3

)α1 ≤ b̃
α1

1

Où
(
ã11x1 + ã11x1 + ã11x1

)
α1est la borne inférieur de l'intervalle réel (ã11x1 + ã12x2 + ã13x3)α1

(c'est un sous ensemble de niveau α1 ou une α1 − coupe) et b̃
α1

1 est la borne supérieur de
l'intervalle réel b̃α1

En e�et :

� En utilisant les propriétés des α− coupes intervalles réels on aura :
(ã11x1 + ã12x2 + ã13x3)α1 = (ãα1

11x1 + ãα1
12x2 + ãα1

13x3) =
[
ãα1

11 , ã
α1

11

]
x1+

[
ãα1

12 , ã
α1

12

]
x2+

[
ãα1

13 , ã
α1

13

]
x3

� En utilisant la multiplication d'un intervalle par un scalaire on aura :[
ãα1

11x1, ã
α1

11x1

]
+
[
ãα1

12x2, ã
α1

12x2

]
+
[
ãα1

13x3, ã
α1

13x3

]
� En utilisant l'addition des intervalles réels, on aura :[

ãα1
11x1 + ãα1

12x2 + ãα1
13x3 , ã

α1

11x1 + ã
α1

12x2 + ã
α1

13x3

]
Il en résulte que :

pos
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1 ⇐⇒ ãα1

11x1 + ãα1
12x2 + ãα1

13x3 ≤ b̃
α1

1

Par analogie on aura aussi :

pos
(
ã21x1 + ã22x2 + ã23x3 ≤ b̃2

)
≥ α2 ⇐⇒ ãα2

21x1 + ãα2
22x2 + ãα2

23x3 ≤ b̃
α2

2

Et

68



Chapitre 3 Programmation linéaire �oue

pos
(
ã31x1 + ã32x2 + ã33x3 ≤ b̃3

)
≥ α3 ⇐⇒ ãα3

31x1 + ãα3
32x2 + ãα3

33x3 ≤ b̃
α3

3

Donc ;
Le programme linéaire à résoudre est déterministe tel que :

(PD)



Z (X) = CX −→ max

ãα1
11x1 + ãα1

12x2 + ãα1
13x3 ≤ b̃

α1

1

ãα2
21x1 + ãα2

22x2 + ãα2
23x3 ≤ b̃

α2

2

ãα3
31x1 + ãα3

32x2 + ãα3
33x3 ≤ b̃

α3

3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

Où :
ãαkij ; b̃

αk

i ;xj (1 ≤ i ≤ met 1 ≤ j ≤ n) sont des nombres réels.
αk ∈ [0; 1] ; k = 1, 2, 3 sont des seuils.

3.2.2 Dé�uzi�cation en utilisant nécessité

La dé�uzi�cation en utilisant la nécessité revient à déterminer :

nec
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1

nec
(
ã21x1 + ã22x2 + ã23x3 ≤ b̃2

)
≥ α2

nec
(
ã31x1 + ã32x2 + ã33x3 ≤ b̃3

)
≥ α3

où : α1;α2et α3∈ [0; 1] sont des seuils.

Alors ;

nec
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1 ⇐⇒

(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3

)1−α1 ≤ b̃1
1−α1

Où
(
ã11x1 + ã11x1 + ã11x1

)
1−α1 est la borne supérieure de l'intervalle réel (ã11x1 + ã12x2 + ã13x3)1−α1

et b̃1
1−α1

est la borne inférieure de l'intervalle réel b̃1−α
1

En e�et :

� En utilisant les propriétés des α− coupes intervalles réels on aura :

(ã11x1 + ã12x2 + ã13x3)1−α1 =
(
ã1−α1

11 x1 + ã1−α1
12 x2 + ã1−α1

13 x3

)
=
[
ã1−α1

11 , ã
1−α1

11

]
x1+

[
ã1−α1

12 , ã
1−α1

12

]
x2+

[
ã1−α1

13 , ã
1−α1

13

]
x3

� En utilisant la multiplication d'un intervalle par un scalaire on aura :[
ã1−α1

11 x1, ã
1−α1

11 x1

]
+
[
ã1−α1

12 x2, ã
1−α1

12 x2

]
+
[
ã1−α1

13 x3, ã
1−α1

13 x3

]
� En utilisant l'addition des intervalles �ous, on aura :[

ã1−α1
11 x1 + ã1−α1

12 x2 + ã1−α1
13 x3 ; ã

1−α1

11 x1 + ã
1−α1

12 x2 + ã
1−α1

13 x3

]
Il en résulte que :

nec
(
ã11x1 + ã12x2 + ã13x3 ≤ b̃1

)
≥ α1 ⇐⇒ ã

1−α1

11 x1 + ã
1−α1

12 x2 + ã
1−α1

13 x3 ≤ b̃
1−α3

1
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Par analogie on aura aussi :

nec
(
ã21x1 + ã22x2 + ã23x3 ≤ b̃2

)
≥ α2 ⇐⇒ ã

1−α2

21 x1 + ã
1−α2

22 x2 + ã
1−α2

23 x3 ≤ b̃
1−α3

2

Et

nec
(
ã31x1 + ã32x2 + ã33x3 ≤ b̃3

)
≥ α3 ⇐⇒ ã

1−α3

31 x1 + ã
1−α3

32 x2 + ã
1−α3

33 x3 ≤ b̃
1−α3

3

Donc ;
le programme linéaire à résoudre est déterministe tel que :

(PD)



Z (X) = CX −→ max

ã
1−α1

11 x1 + ã
1−α1

12 x2 + ã
1−α1

13 x3 ≤ b̃
1−α1

1

ã
1−α2

21 x1 + ã
1−α2

22 x2 + ã
1−α2

23 x3 ≤ b̃
1−α2

2

ã
1−α3

31 x1 + ã
1−α3

32 x2 + ã
1−α3

33 x3 ≤ b̃
1−α3

3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

Où :
ã
αk
ij ; b̃

αk
i ;xj (1 ≤ i ≤ met 1 ≤ j ≤ n) sont des nombres réels.

αk ∈ [0; 1] ; k = 1, 2, 3 sont des seuils.

Exemple 32 :

Soit le problème linéaire �ou (PF ) suivant :

(PF )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

x1;x2 ≥ 0

m̃,m = 1, 2, 4, 5 sont des intervalles �ous dont leur fonction d'appartenance sont dé�nie
comme suit :

µm̃ =


0 si x < m− 1

x−m+ 1 si m− 1 ≤ x < m

−x+m+ 1 si m ≤ x ≤ m+ 1

0 si x > m+ 1

Par analogie, on obtient :

µ1̃ =


0 si x < 0

x si 0 ≤ x < 1

−x+ 2 si 2 ≤ x ≤ 2

0 si x > 2

µ2̃ =


0 si x < 1

x− 1 si 1 ≤ x < 2

−x+ 3 si 2 ≤ x ≤ 3

0 si x > 3
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µ4̃ =


0 si x < 3

x− 3 si 3 ≤ x < 4

−x+ 5 si 4 ≤ x ≤ 5

0 si x > 5

µ5̃ =


0 si x < 4

x− 4 si 4 ≤ x < 5

−x+ 6 si 5 ≤ x ≤ 6

0 si x > 6

on obtient

1̃
0.8

= 0.8; 1̃
0.8

= 1.2; 1̃0.8 = [0.8, 1.2] | 2̃
0.8

= 1.8; 2̃
0.8

= 2.2; 2̃0.8 = [1.8, 2.2]

4̃
0.8

= 3.8; 4̃
0.8

= 4.2; 4̃0.8 = [3.8, 4.2] | 5̃
0.8

= 4.8; 5̃
0.8

= 5.2; 5̃0.8 = [4.8, 5.2]

� a/ En appliquant possibilité, on aura le programme suivant :

(PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

pos
(
1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

)
≥ 0.8

pos
(
2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

)
≥ 0.8

x1;x2 ≥ 0

En utilisant les propriétés de possibilité, on aura :

(PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc(
1̃x1 + 2̃x2

)0.8 ≤ 4̃
0.8(

2̃x1 + 1̃x2

)0.8 ≤ 5̃
0.8

x1;x2 ≥ 0

=⇒ (PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
0.8
x1 + 2̃

0.8
x2 ≤ 4̃

0.8

2̃
0.8
x1 + 1̃

0.8
x2 ≤ 5̃

0.8

x1;x2 ≥ 0

En remplaçant les bornes 1̃
0.8
, 2̃

0.8
, 4̃

0.8
, 5̃

0.8
par leurs valeurs, on obtient le programme

déterministe suivant :

(Pd)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

0.8x1 + 1.8x2 ≤ 4.2

1.8x1 + 0.8x2 ≤ 5.2

x1;x2 ≥ 0
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Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (2.3, 1.3)
La valeur optimale est Z (X∗) = 7.23
� En utilisant la nécessité :

(PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

nec
(
1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

)
≥ 0.8

nec
(
2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

)
≥ 0.8

x1;x2 ≥ 0

En utilisant les propriétés de nécessité, on aura :

(PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc(
1̃x1 + 2̃x2

)1−0.8
≤ 4̃

1−0.8(
2̃x1 + 1̃x2

)1−0.8
≤ 5̃

1−0.8

x1;x2 ≥ 0

=⇒ (PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
1−0.8

x1 + 2̃
1−0.8

x2 ≤ 4̃
1−0.8

2̃
1−0.8

x1 + 1̃
1−0.8

x2 ≤ 5̃
1−0.8

x1;x2 ≥ 0
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=⇒ (PP )



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
0.2
x1 + 2̃

0.2
x2 ≤ 4̃

0.2

2̃
0.2
x1 + 1̃

0.2
x2 ≤ 5̃

0.2

x1;x2 ≥ 0

Calculer les bornes des intervalles 1̃
0.8
, 2̃

0.8
, 4̃

0.8
, 5̃

0.8

1̃
0.2

= 0.2; 1̃
0.2

= 1.8; 1̃0.2 = [0.2, 1.8] | 2̃
0.2

= 1.2; 2̃
0.2

= 2.8; 2̃0.2 = [1.2, 2.8]

4̃
0.2

= 3.2; 4̃
0.2

= 4.8; 4̃0.2 = [3.2, 4.8] | 5̃
0.2

= 4.2; 5̃
0.2

= 5.8; 5̃0.2 = [4.2, 5.8]

En remplaçant les bornes 1̃
0.8
, 2̃

0.8
, 4̃

0.8
, 5̃

0.8
par leurs valeurs, on obtient le programme

déterministe suivant :

(Pd)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1.8x1 + 2.8x2 ≤ 3.2

2.8x1 + 1.8x2 ≤ 4.2

x1;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (1.3, 0.3)
La valeur optimale est Z (X∗) = 3.21
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Exemple 33 :

On reprend l'exemple 32, mais cette fois-ci, les variables �oues présentes dans les
contraintes sont de type L−R

Soit alors le programme �ou en présence d'intervalles �ous de type L − R dans les
contraintes (PF )L−R suivant :

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

x1;x2 ≥ 0

Ã, A = 1, 2, 4 et 5 sont des intervalles �ous de type L − R, dé�nis comme suit Ã =
(a, a, δa, γa), tel que δa et γa sont des valeurs réelles strictement positives, on pose δa =
γa = 1

c'est-à-dire 1̃ = (1, 1.5, 1, 1),2̃ = (2, 2.5, 1, 1),Ã = (4, 4.5, 1, 1) et Ã = (5, 5.5, 1, 1), dont
leurs fonctions d'appartenances sont dé�nies sous la forme suivante :

µÃ =


1 si x ∈ [a, a]

L
(
a−x
δa

)
si x ≤ a

R
(
x−a
γa

)
si x ≥ a

Par analogie on aura :

µ1̃ =


1 si x ∈]1, 1.5[

L
(

1−x
1

)
si x ≤ 1

R
(
x−1.5

1

)
si x ≥ 1.5

| µ2̃ =


1 si x ∈]2, 2.5[

L
(

2−x
1

)
si x ≤ 2

R
(
x−2.5

1

)
si x ≥ 2.5

µ4̃ =


1 si x ∈]4, 4.5[

L
(

4−x
1

)
si x ≤ 4

R
(
x−4.5

1

)
si x ≥ 4.5

| µ5̃ =


1 si x ∈]5, 5.5[

L
(

5−x
1

)
si x ≤ 5

R
(
x−5.5

1

)
si x ≥ 5.5

Soit α = 0.5 un seuil et δa = γa = 1 ;
On obtient alors, en appliquant l'α− coupe d'un intervalle �ou de type L−R :

1̃0.5 =
[
1̃

0.5
, 1̃

0.5]
= [1− L−1 (0.5) , 1.5 +R−1 (0.5)]

En e�et :
L
(

1−x
1

)
= 0.5 =⇒ 1−x

1
= L−1 (0.5) =⇒ x = 1̃

0.5
= 1− L−1 (0.5)

R
(
x−1.5

1

)
= 0.5 =⇒ x−1.5

1
= R−1 (0.5) =⇒ x = 1̃

0.5
= 1.5 +R−1 (0.5)

de la même manière on aura :
2̃0.5 =

[
2̃

0.5
, 2̃

0.5]
= [2− L−1 (0.5) , 2.5 +R−1 (0.5)]

4̃0.5 =
[
4̃

0.5
, 4̃

0.5]
= [4− L−1 (0.5) , 4.5 +R−1 (0.5)]

5̃0.5 =
[
5̃

0.5
, 5̃

0.5]
= [5− L−1 (0.5) , 5.5 +R−1 (0.5)]

a\- En appliquant possibilité, on aura le programme suivant :
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(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

pos
(
1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

)
≥ 0.5

pos
(
2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

)
≥ 0.5

x1;x2 ≥ 0

En utilisant les propriétés de possibilité, on aura :

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc(
1̃x1 + 2̃x2

)0.5 ≤ 4̃
0.5(

2̃x1 + 1̃x2

)0.5 ≤ 5̃
0.5

x1;x2 ≥ 0

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
0.5
x1 + 2̃

0.5
x2 ≤ 4̃

0.5

2̃
0.5
x1 + 1̃

0.5
x2 ≤ 5̃

0.5

x1;x2 ≥ 0

Nous avons calculé :

1̃
0.5

= 1− L−1 (0.5) | 4̃
0.5

= 4.5 +R−1 (0.5)

2̃
0.5

= 2− L−1 (0.5) | 5̃
0.5

= 5.5 +R−1 (0.5)

En remplaçant dans (PF )L−R, on aura le programme (PD) déterministe suivant :

(PD)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

(1− L−1 (0.5))x1 + (2− L−1 (0.5))x2 ≤ 4.5 +R−1 (0.5)

(2− L−1 (0.5))x1 + (1− L−1 (0.5))x2 ≤ 5.5 +R−1 (0.5)

x1;x2 ≥ 0

Trouver L−1 (x) et R−1 (x) :
On pose L (x) = R (x) = max (0, 1− x) =⇒ L−1 (x) = R−1 (x) = 1− x si x < 1
On calcule
1− L−1 (0.5) = 1− (1− 0.5) = 0.5
2− L−1 (0.5) = 1.5
4 +R−1 (0.5) = 4.5 + (1− 0.5) = 5
5 +R−1 (0.5) = 6
En remplaçant ces valeurs dans (PD), on obtient :
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(PD)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

0.5x1 + 1.5x2 ≤ 5

1.5x1 + 0.5x2 ≤ 6

x1;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (3.25, 2.25)
La valeur optimale est Z (X∗) = 11
b\- En appliquant nécessité :

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

nec
(
1̃x1 + 2̃x2 ≤ 4̃

)
≥ 0.5

nec
(
2̃x1 + 1̃x2 ≤ 5̃

)
≥ 0.5

x1;x2 ≥ 0

En utilisant les propriétés de nécessité, on aura :

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc(
1̃x1 + 2̃x2

)1−0.5

≤ 4̃
1−0.5(

2̃x1 + 1̃x2

)1−0.5

≤ 5̃
1−0.5

x1;x2 ≥ 0
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(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
1−0.5

x1 + 2̃
1−0.5

x2 ≤ 4̃
1−0.5

2̃
1−0.5

x1 + 1̃
1−0.5

x2 ≤ 5̃
1−0.5

x1;x2 ≥ 0

(PF )L−R



2x1 + 2x2 −→ max

sc

1̃
0.5
x1 + 2̃

0.5
x2 ≤ 4̃

0.5

2̃
0.5
x1 + 1̃

0.5
x2 ≤ 5̃

0.5

x1;x2 ≥ 0

Nous avons calculé :

1̃
0.5

= 1.5 +R−1 (0.5) | 4̃
0.5

= 4− L−1 (0.5)

2̃
0.5

= 2.5 +R−1 (0.5) | 5̃
0.5

= 5− L−1 (0.5)

En remplaçant dans (PF )L−R, on aura le programme (PD) déterministe suivant :

(PD)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

(1.5 +R−1 (0.5))x1 + (2.5 +R−1 (0.5))x2 ≤ 4− L−1 (0.5)

(2.5 +R−1 (0.5))x1 + (1.5 +R−1 (0.5))x2 ≤ 5− L−1 (0.5)

x1;x2 ≥ 0

De la même manière on calcule :
1.5 +R−1 (0.5) = 2
2.5 +R−1 (0.5) = 3
4− L−1 (0.5) = 3.5
5− L−1 (0.5) = 4.5
En remplaçant ces valeurs dans (PD), on obtient :

(PD)



2x1 + 2x2 −→ max

sc

2x1 + 3x2 ≤ 3.5

3x1 + 2x2 ≤ 4.5

x1;x2 ≥ 0

77



Chapitre 3 Programmation linéaire �oue

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (1.3, 0.3)
La valeur optimale est Z (X∗) = 3.2

78



Chapitre 4

La programmation linéaire �oue

stochastique



Chapitre 4 Programmation linéaire �oue stochastique

Il peut arriver dans la réalité, d'être face à des problèmes linéaires où le �ou et l'aléa se
trouvent combinés [8][12][13], les variables aléatoires �oues donnent un meilleur forma-
lisme de cette combinaison. Dans des situations pareilles, nous somme obligés de prendre
en considération la co-existance du �ou et de l'aléa. Ce qui a donné naissance à la pro-
grammation linéaire �oue stochastique

Nous avons vu dans les chapitres 2 et 3,respectivement, la programmation linéaire
stochastique et la programmation linéaire �oue.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à la programmation linéaire en présence de
variables aléatoires �oues de type L−R dans les contraintes.

4.1 La forme d'un problème linéaire �oue stochastique

Un programme linéaire �ou stochastique est un programme linéaire où le �ou et l'aléa
se trouvent combinés.

Nous pouvons nous retrouver face à des situations où les coe�cients des contraintes
et de l'objectif sont des variables aléatoires �oues.

Considérons le programme linéaire �ou stochastique suivant [8][12][13] :

(PFS)


CX → max

n∑
j=1

ãij (ω)xj ≤ b̃i (ω) ,

X ∈ B = {X ∈ Rn/X ≥ 0}

i = 1...m


où CX est un objectif avec C = (c̃1, c̃2, ..., c̃n) des variables aléatoires �oues
et X = (x1, x2, ..., xn)
ãij et b̃i sont des variables aléatoires �oues
n∑
j=1

,≤ représentent la généralisation au moyen du principe d'extension de l'addition,

la multiplication et l'inégalité de nombres réels aux intervalles �ous

4.2 Programmation linéaire en présence des variables
aléatoires �oues dans les contraintes

Considérons le programme linéaire �ou stochastique suivant [12][13] :

(PFS)


CX → max

n∑
j=1

ãij (ω)xj ≤ b̃i (ω) , i = 1...m

X ∈ B = {X ∈ Rn/X ≥ 0}


où CX est un objectif déterministe avec C = (c1, c2, ..., cn) des nombres réels
et X = (x1, x2, ..., xn)
ãij et b̃i sont des variables aléatoires �oues
n∑
j=1

,≤représentent la généralisation au moyen du principe d'extension de l'addition, la

multiplication et l'inégalité de nombres réels aux intervalles �ous.

(PFS) peut s'écrire sous la forme suivante :
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(PPS)
′


CX → max

Ã (ω)X ≤ b̃ (ω)
X ∈ B = {X ∈ Rn/X ≥ 0}


où ãij (ω) et b̃i (ω) sont les composantes de la matrice Ã (ω) (m × n) du vecteur

b̃ (ω) (m× 1) respectivement.
On a par dé�nition, ∀ω ∈ Ω, ãij (ω) et b̃i (ω) sont des des intervalles �ous. Soient

∀ω ∈ Ω, πãij(ω) et πb̃i(ω) les distributions de possibilités de ãij (ω) et b̃i (ω) respectivement.
(Par dé�nition ∀ω ∈ Ω, πãij(ω) = µãij(ω) et πb̃i(ω) = µb̃i(ω)[23])

Soient ∀ω ∈ Ω, µÃ(ω) et µb̃(ω) les fonctions d'appartenance communes de Ã (ω) et b̃ (ω)
respectivement.

Posons T 1(ω) = supÃ(ω), T 2(ω) = supb̃(ω) et T (ω) = T 1(ω) × T 2(ω) (produit carté-
sien de T 1(ω) etT 2(ω)) et Sαi(ω) = Ãαi(ω)× b̃αi(ω).

On dé�nit pour t(ω) = (t1(ω), (t2(ω)) ∈ T (ω) = T1(ω)× T2(ω), l'application µ par :
µ((t)(ω)) = min(µÃ(ω)(A(t1(ω)), µb̃(ω)(b(t2(ω)), c'est le degré de compatibilité de t1(ω)

et t2(ω) avec Ã (ω) et b̃ (ω) respectivement.
Soient (Tαi(ω))i une subdivision de T (ω) dé�nie de la manière suivante :

Tαi(ω) = {t = (t1(ω), (t2(ω))/αi−1 < µ(t(ω)) ≤ αi} , i = 1, ..., l + 1

où {αi}i=0,...,l+1 sont des nombres réels tels que :0 = α0 < α1 < ... < αl < αl+1 = 1.

On a donc pour i 6= j; Tαi(ω)
⋂
Tαj(ω) = � et

p+1⋃
i=1

Tαi(ω) = T (ω).

On a donc Tαi(ω) = {t = (t1(ω), (t2(ω))/αi−1 < µ(t(ω)) et µ(t(ω)) ≤ αi} ,
autrement dit :
(t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαi(ω)⇐⇒ αi−1 < min(µÃ(ω)(A(t1(ω)), µb̃(ω)(b(t2)(ω))
et
min(µÃ(ω)(A(t1(ω))), µb̃(ω)(b(t2(ω)))) ≤ αi ,
i.e.
Tαi(ω) =

{
(t1(ω), (t2(ω)) ∈ (Ãαi−1(ω)× b̃αi−1(ω))− (Ãαi(ω)× b̃αi(ω))

}
=

(t1(ω), (t2(ω)) ∈ Sαi−1(ω)− Sαi(ω)
Soit une suite de nombres réels {τi}i=1,...,l+1 telle que 0 = τl+1 < τl < ... < τ2 < τ1 < 1

choisis pour pénaliser t ∈ T (ω) tels que µ(t) est au bas niveau .
Le programme (PPS)

′
peut être approché par le programme stochastique suivant :

(PS)



CX −→ max
t1(ω)x=t2(ω) ≤ τml+1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl+1(ω)
t1(ω)x=t2(ω) ≤ τml (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl(ω)

...
...

t1(ω)x=t2(ω) ≤ τm1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tα1(ω)
xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où τmj est un m− vecteur dont les composantes sont égales à τj .
Si ∀ω les fonctions d'appartenance µÃ(ω)et µb̃(ω) sont continues, (PS) sera un pro-

gramme semi-in�ni.
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Théorème 6 : [8]

(PS) est équivalent au programme linéaire stochastique suivant :

(PS)



CX −→ max
n∑
j=1

t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω) i = 1, ...,m

n∑
j=1

t
αl
1ij (ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω) i = 1, ...,m

...
...

n∑
j=1

t
α1

1ij (ω)xj − τ1 ≤ tα1
2i (ω) i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où t

αk
1ij (ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ãαk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la

borne inférieure de l'intervalle aléatoire b̃αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1
Preuve :
Il su�t de montrer que les contraintes des programmes (PS) et (PLS) sont équivalentes.
Soient {t1(ω)x− t2(ω) ≤ δmk ; (t1(ω), t2(ω)) ∈ Tαk(ω), k = 1, ...p+ 1} les contraintes de

(PS).
On a (t1(ω), t2(ω)) ∈ Sαk−1(ω) − Sαk(ω), donc les composantes t1ij(ω) de la matrice

t1(ω) et t2i(ω) du vecteur t2(ω) sont telles que : (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω) − Sαki (ω) où
Sαki (ω) = aαkij (ω)× bαki (ω).

On peut donc représenter les contraintes sous la forme suivante :{
n∑
j=1

t1ij(ω)xj − τk ≤ t2i(ω), (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω)− Sαki (ω), k = 1, ...p+ 1, i = 1, ...m

}
On sait que ∀ω ∈ Ω, ãij (ω)et b̃i (ω) sont des intervalles �ous, donc pour αk−1 < αk
on a :
aαkij (ω) ⊂ a

αk−1

ij (ω) et bαki (ω) ⊂ b
αk−1

i (ω).
D'où
sup

{
t1ij(ω)/(t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω)− Sαki (ω)
}

= sup
{
t1ij(ω)/t1ij(ω) ∈ ãαk−1

ij (ω)
}

=

t
αk
1ij (ω).

D'autre part on a :

inf
{
t2i(ω)/(t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω)− Sαki (ω)
}

= inf
{
t2ij(ω)/t2ij(ω) ∈ b̃αk−1

i (ω)
}

=

tαk2i (ω).
Puisque on a :
n∑
j=1

t1ij(ω)xj ≤ t2i(ω) + τk pour (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω) − Sαki (ω), donc t2i(ω) + δk

est un majorant de l'ensemble :

E =

{
n∑
j=1

t1ij(ω)xj, (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω)− Sαki (ω)

}
et

n∑
j=1

t
αk
1ij (ω)xj est le plus

petit des majorants de E,
par conséquent
n∑
j=1

t
αk
1ij (ω)xj ≤ t2i(ω) + τk.

Par ailleurs :
n∑
j=1

t
αk
1ij(ω)xj − τk est un minorant de l'ensemble :
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F =
{
t2i(ω), (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ Sαk−1

i (ω)− Sαki (ω)
}

et tαk2i (ω) est le plus grand des

minorants de F

donc
n∑
j=1

t1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω).

On obtient donc les contraintes de (PLS).

La réciproque est évidente.
n∑
j=1

t
αk
1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω) =⇒

n∑
j=1

tαk1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω) ⇐⇒ t1(ω)x − t2(ω) ≤

δmk ; (t1(ω), t2(ω)) ∈ Tαk(ω).

X i
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

n∑
j=1

t
αs
1ij(ω)xj − τs ≤ tαs2i (ω)) ≥ psi

}
;

i = 1, ...m; s = 1, ...l + 1
Puisque tαk1ij (ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ãαk−1

ij et tαk2i (ω) est la

borne inférieure de l'intervalle aléatoire b̃αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1, donc tαk1ij (ω) = a
αk−1

ij et
tαk2i (ω) = b

αk−1

i , k = 1, ..., l + 1, par conséquent

X i
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

n∑
j=1

a
αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ b
αs−1

i (ω)) ≥ psi

}
;

i = 1, ...m; s = 1, ...l + 1
Nous allons établir dans la prochaine section les conditions de convexité de X i

s(p
s
i , αs)

Exemple 34 : [8]

soit le problème linéaire �ou stochastique suivant

(PFS)


x1 + 3x2 −→ min

sc

Ã (ω)X < b̃ (ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

où Ã (ω) = ãij (ω) ; i = 1, 2; j = 1, 2 ; b̃ (ω) = b̃i (ω) ; i = 1, 2
Ω = {ω1, ω2} et Imµãij(ω) = {0.2, 0.4}
et Pω la distribution de probabilité suivante :

Pω (ω1) = p1 = 0.25 | Pω (ω2) = p2 = 0.75

ã11 (ω1) : (0.5/0.4) , (3.0/0.4) , (0.2/0.2) , (6.0/0.2) | ã21 (ω1) : (1.4/0.4) , (8.0/0.4) , (1.0/0.2) , (9.0/0.2)

ã11 (ω2) : (2.0/0.4) , (8.0/0.4) , (2.2/0.2) , (9.0/0.2) | ã21 (ω2) : (3.2/0.4) , (8.4/0.4) , (3.0/0.2) , (11/0.2)

ã12 (ω1) : (0.5/0.4) , (3.0/0.4) , (0.2/0.2) , (6.0/0.2) | ã22 (ω1) : (1.4/0.4) , (8.0/0.4) , (1.0/0.2) , (9.0/0.2)

ã12 (ω2) : (2.0/0.4) , (8.0/0.4) , (2.2/0.2) , (9.0/0.2) | ã22 (ω2) : (3.2/0.4) , (8.4/0.4) , (3.0/0.2) , (11/0.2)

83



Chapitre 4 Programmation linéaire �oue stochastique

b̃ (ω1) =

(
b̃1 (ω1)

b̃2 (ω1)

)
=

(
1̃
2̃

)
| b̃ (ω2) =

(
b̃1 (ω2)

b̃2 (ω2)

)
=

(
3̃
4̃

)
Les nombres �ous 1̃, 2̃, 3̃ et 4̃ sont caractérisés par leurs fonctions d'appartenance µm̃,

m = 1, 2, 3, 4 dé�nies de la manière suivante :

µm̃ (x) =


0 si x < m− 1

x−m+ 1 si m− 1 ≤ x < m
−x+m+4

4
si m ≤ x < m+ 4

0 si x ≥ m+ 4

pour résoudre le programme (PFS)on applique la méthode

(PS)



x1 + 3x2 −→ min

sc

ã0.4
11 (ω)x1 + ã0.4

12 (ω)x2 ≥ b̃
0.4

1 (ω)

ã
0.4

11 (ω)x1 + ã
0.4

12 (ω)x2 ≤ b̃
0.4

1 (ω)

ã0.4
21 (ω)x1 + ã0.4

22 (ω)x2 ≥ b̃
0.4

2 (ω)

ã
0.4

21 (ω)x1 + ã
0.4

22 (ω)x2 ≤ b̃
0.4

2 (ω)

ã
0.2

11 (ω)x1 + ã
0.2

12 (ω)x2 ≥ b̃
0.2

1 (ω)

ã0.2
11 (ω)x1 + ã0.2

12 (ω)x2 ≤ b̃
0.2

1 (ω)

ã
0.2

21 (ω)x1 + ã
0.2

22 (ω)x2 ≤ b̃
0.2

2 (ω)

ã0.2
21 (ω)x1 + ã0.2

22 (ω)x2 ≥ b̃
0.2

2 (ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

Qu'on peut écrire sous la forme suivante :

(PS)
′


x1 + 3x2 −→ min

sc

C (ω)X < D (ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

Où X = (x1, x2)

C (ω) =


−Ã0.4

(ω) (2× 2)

Ã
0.4

(ω) (2× 2)

−Ã0.2
(ω) (2× 2)

Ã
0.2

(ω) (2× 2)

 , D (ω) =


−b̃0.4

(ω) (2× 1)

b̃
0.4

(ω) (2× 1)

−b̃0.2
(ω) (2× 1)

b̃
0.2

(ω) (2× 1)


Ã
α

(ω) =
(
ãαij (ω)

)
, i = 1, 2; j = 1, 2 , Ã

α

(ω) =
(
ã
α

ij (ω)
)
, i = 1, 2; j = 1, 2

b̃
α

(ω) =
(
b̃
α

ij (ω)
)
, i = 1 , b̃

α

(ω) =
(
b̃
α

ij (ω)
)
, i = 1, 2

Soit cij (ω) et dj (ω) les composantes des matrices C (ω) et D (ω) respectivement.
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Alors (PS)
′
s'écrit sous la forme suivante

(PS)
′′



x1 + 3x2 −→ min

sc
2∑
j=1

cij (ω)X < di (ω) i = 1...8

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

Pour résoudre (PS) on applique la méthode avec recours
soit que

qα1 (ωi)


2
2
2
2

 et qα2 (ωi)


4
4
4
4


Choisis par le décideur pour pénaliser les contraintes violés.

On pose q (ωi) =

[
q0.2 (ωi)
q0.4 (ωi)

]
=



2
2
2
2
4
4
4
4


et

yij = yj (ωi) =


r∑
l=1

cjl (ωi)xl − dj si
r∑
l=1

cjl (ωi)xl − dj ≥ 0

0 sinon

Soit yi (8× 1) le vecteur dont les composantes sont
(
yij
)
, j = 1...8

En appliquant la méthode avec recours, on obtient le problème déterministe suivant :

(P )



(x1 + 3x2+
2∑
i=1

piq (ωi) y
i) −→ min

sc

yi = C (ωi)X −D (ωi)

yi ≥ 0 i = 1, 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

en remplacent pi, q (ωi) et D (ωi) par leurs valeurs numériques on obtient le programme
suivant :
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(P )



x1 + 3x2 + 1
2
y1

1 + 1
2
y1

2 + 1
2
y1

3 + 1
2
y1

4 + y1
5 + y1

6 + y1
7 + y1

8

+3
2
y2

1 + 3
2
y2

2 + 3
2
y2

3 + 3
2
y2

4 + 3y2
5 + 3y2

6 + 3y2
7 + 3y2

8 −→ min

sous les contraintes

y1
1 = 0.4− 0.5x1 − 0.5x2

y1
2 = 1.4− 1.4x1 − 1.4x2

y1
3 = 3.4 + 3x1 + 3x2

y1
4 = −4.4 + 4x1 + 4x2

y1
5 = 0.2− 0.2x1 − 0.2x2

y1
6 = 1.2− x1 − x2

y1
7 = −4.2 + 6x1 + 6x2

y1
8 = −5.2 + 9x1 + 9x2

y2
1 = 2.4− 2x1 − 2x2

y2
2 = 3.4− 3.2x1 − 3.2x2

y2
3 = −5.4 + 8x1 + 8x2

y2
4 = −6.4 + 9.4x1 + 9.4x2

y2
5 = 3.2− 2.2x1 − 2.2x2

y2
6 = 4.7− 3x1 − 3x2

y2
7 = −6.2 + 9.2x1 + 9.5x2

y2
8 = −7.2 + 11x1 + 11x2

yij ≥ 0 i = 1, 2; j = 1, 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

La solution est x1 = 0.7, x2 = 0

Exemple 35 : [8]

Soit le programme linéaire �ou stochastique suivant :

(PFS)


x1 + 2x2 −→ min

sc

Ã (ω)X < b̃ (ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

où Ã (ω) = ãij (ω) ; i = 1, 2; j = 1, 2 ; b̃ (ω) = b̃i (ω) ; i = 1, 2
Imµãij(ω) = {0.3, 0.9}
et Pω la distribution de probabilité suivante :

Pω (ω1) = p1 = 0.25 | Pω (ω2) = p2 = 0.75

ã11 : (1.0/0.3) , (1.1/0.3) , (2.0/0.9) , (2.1/0.9) | ã21 : (0.5/0.3) , (0.6/0.3) , (1.0/0.2) , (2.0/0.2)

ã12 : (0.5/0.3) , (0.6/0.3) , (3.0/0.9) , (3.2/0.9) | ã22 : (0.25/0.4) , (0.3/0.4) , (1.0/0.2) , (2/0.2)
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b̃
0.3

1 (ω)

(
2

0.25

) (
1

0.75

)
| b̃

0.3

2 (ω)

(
2

0.25

) (
0.5
0.75

)

b̃
0.3

1 (ω)

(
3

0.25

) (
4

0.75

)
| b̃

0.3

2 (ω)

(
1.5
0.25

) (
5

0.75

)

b̃
0.9

1 (ω)

(
3.5
0.25

) (
2.5
0.75

)
| b̃

0.9

2 (ω)

(
1.5
0.25

) (
0.5
0.75

)

b̃
0.9

1 (ω)

(
16

0.25

) (
18

0.75

)
| b̃

0.9

2 (ω)

(
10

0.25

) (
14

0.75

)
En appliquant la méthode développée

(
P 1
S

)



x1 + 2x2 −→ min

sc

[1.0, 1.1]x1 + [0.5, 0.6]x2 <

[
b̃

0.3

1 (ω) , b̃
0.3

1 (ω)

]
[0.5, 0.6]x1 + [0.25, 0.3]x2 <

[
b̃

0.3

2 (ω) , b̃
0.3

2 (ω)

]
[2.0, 2.1]x1 + [3.0, 3.2]x2 <

[
b̃

0.9

1 (ω) , b̃
0.9

1 (ω)

]
[1.0, 2.0]x1 + [1.0, 2.0]x2 <

[
b̃

0.9

2 (ω) , b̃
0.9

2 (ω)

]
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Qu'on peut écrire sous la forme :

(
P 1
S

)′



x1 + 2x2 −→ min

sc

x1 + 0.5x2 ≥ b̃
0.3

1 (ω)

1.1x1 + 0.6x2 ≤ b̃
0.3

1 (ω)

0.5x1 + 0.25x2 ≥ b̃
0.3

2 (ω)

0.6x1 + 0.3x2 ≤ b̃
0.3

2 (ω)

2x1 + 3x2 ≥ b̃
0.9

1 (ω)

2.1x1 + 3.2x2 ≤ b̃
0.9

1 (ω)

x1 + x2 ≥ b̃
0.9

2 (ω)

2x1 + 2x2 ≤ b̃
0.9

2 (ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Pour la résolution de (P 1
S)
′
, on applique la méthode chance constrained et on obtient

le programme déterministe suivant :
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(
P 1
)′



x1 + 2x2 −→ min

sc

Pω

(
x1 + 0.5x2 ≥ b̃

0.3

1 (ω)
)
≥ 0.75

Pω

(
1.1x1 + 0.6x2 ≤ b̃

0.3

1 (ω)

)
≥ 0.75

Pω

(
0.5x1 + 0.25x2 ≥ b̃

0.3

2 (ω)
)
≥ 0.75

Pω

(
0.6x1 + 0.3x2 ≤ b̃

0.3

2 (ω)

)
≥ 0.75

Pω

(
2x1 + 3x2 ≥ b̃

0.9

1 (ω)
)
≥ 0.75

Pω

(
2.1x1 + 3.2x2 ≤ b̃

0.9

1 (ω)

)
≥ 0.75

Pω

(
x1 + x2 ≥ b̃

0.9

2 (ω)
)
≥ 0.75

Pω

(
2x1 + 2x2 ≤ b̃

0.9

2 (ω)

)
≥ 0.75

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ω ∈ Ω

qui s'écrit aussi sous la forme :

(
P 1
S

)′



x1 + 2x2 −→ min

sc

x1 + 0.5x2 ≥ 2

1.1x1 + 0.6x2 ≤ 3

0.5x1 + 0.25x2 ≥ 1

0.6x1 + 0.3x2 ≤ 1.5

2x1 + 3x2 ≥ 3.5

2.1x1 + 3.2x2 ≤ 16

x1 + x2 ≥ 1.5

2x1 + 2x2 ≤ 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Car
1/.Pω

(
αx1 + βx2 ≥ b̃

α

i (ω)
)

= zb̃
α
i

(αx1 + βx2) ≥ 0.75

(où zb̃
α
i (ω)est la fonction distribution de b̃

α

i (ω))

ce qui implique αx1 + βx2 ≥ z−1

b̃
α
i

(0.75) car zb̃
α
i
est croissante =⇒ z−1

b̃
α
i

est croissante

2/.Pω
(
γx1 + δx2 ≤ b̃

α

i (ω)
)

= 1 − Pω
(
γx1 + δx2 > b̃

α

i (ω)
)

= z
b̃
α

i
(αx1 + βx2) ≤ 1 −

0.75 = 0.25
γx1 + δx2 ≤ z−1

b̃
α

i

(0.25) car z
b̃
α

i (ω)
est croissante =⇒z−1

b̃
α

i

est croissante

La solution de (P 1) donc de (PFS) est (x1 = 2, x2 = 0).
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4.3 Chance-constrained programming en
programmation linéaire �oue stochastique

Considérons le programme linéaire �ou stochastique suivant [8][12][13] :

(PFS)


CX → max

n∑
j=1

ãij (ω)xj ≤ b̃i (ω) ,

X ∈ B = {X ∈ Rn/X ≥ 0}

i = 1...m


où CX est un objectif déterministe avec C = (c1, c2, ..., cn) des nombres réels
et X = (x1x2, ..., xn)
ãij et b̃i sont des variables aléatoires �oues
n∑
j=1

,≤représentent la généralisation au moyen du principe d'extension de l'addition, la

multiplication et l'inégalité de nombres réels aux intervalles �ous
(PFS) peut s'écrire sous la forme suivante :

(PFS)
′


CX → max

Ã (ω)�X ≤ b̃ (ω)
X ∈ B = {X ∈ Rn/X ≥ 0}


où ãij et b̃i sont les composantes de la matrice Ã(ω)(m×n) et du vecteur b̃(ω)(m× 1)

respectivement.
On a par dé�nition, ∀ω ∈ Ω, ãij (ω) et b̃i (ω) sont des intervalles �ous.
Soient ∀ω ∈ Ω, πãij(ω) et πb̃i(ω) les distributions de possibilité de ãij (ω) et b̃i (ω) res-

pectivement. (Par dé�nition ∀ω ∈ Ω, πãij(ω) = µãij(ω) et πb̃i(ω) = µb̃i(ω) [23])
Les contraintes du problème �ou stochastique (PFS) peuvent s'écrire sous la forme

suivante :

(PFS)


n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω) ,

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


n∑
j=1

et � représentent respectivement, pour ω ∈ Ω donné, l'addition des intervalles

�ous de type L−R et leur multiplication par un nombre réel (voir chapitre 1)
Si ãij (ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij, γ

a
ij) et b̃i (ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables

aléatoires �oues de type L−R, alors
n∑
j=1

ãij (ω)� xj = (
n∑
j=1

aij(ω)xj,
n∑
j=1

aij(ω)xj,
n∑
j=1

δaijxj,

n∑
j=1

γaijxj)

.
Pour simpli�er, nous considérons la matrice A(m× n) et le vecteur b(m× 1) dont les

composantes sont respectivement aij et bi
Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients prend la forme

suivante :

P (ρ(b̃i (ω) ,
n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi) ≥ pi
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où ρ(ã, b̃) évalue le degré de con�ance pour lequel le coe�cient restreint par ã est plus
grand que le coe�cient restreint par b̃.

4.4 Di�érentes versions de Chance-constrained
programming with fuzzy stochastic coe�cients

Nous avons trois versions, selon le choix de r qui peut représenter [8][12][13] :
1. les degrés de préférence possibiliste ou nécessaire (combinaison de probabilité et

possibilité ou combinaison de probabilité et nécessité)
2. les indices de dominance stochastique des intervalles aléatoires dus à Chanas et col.

[r] (combinaison de probabilité et indices de comparaison d'intervalles aléatoires)
3. les indices scalaires de comparaison d'intervalles �ous (combinaison de probabilité

et indices scalaires de comparaison de quantités �oues).

Dans ce chapitre on a choisi de mettre en avant la première version en combinant
probabilité et possibilité, ou probabilité et nécessité

4.4.1 Combinaison de probabilité et possibilité

(Pp)


CX −→ max

P

{
ω : pos

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
xj ≥ 0, j = 1, ..., n

≥ pi, i = 1, ...,m


où P et pos représentent respectivement probabilité et possibilité. Une solution ad-

missible x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n) ≥ 0 de (Pp) est appelée pro− pos admissible. L'ensemble des

solutions pro− pos admissibles de (Pp) est noté X i
p(pi, βi).

Proposition 3 :

X i
p(pi, βi) peut s'écrire comme suit :

1. Si ãij (ω) et b̃i (ω) sont des variables aléatoires �oues, alors :

X i
p(pi, βi) =

{
x ≥ 0 /P

(
ω :

n∑
j=1

aβiij (ω)� xj ≤ b
βi
i (ω)

)
≥ pi

}
, i = 1, ...,m

où aβiij (ω) est la borne inférieure de ãβiij (ω) et b
βi
i (ω) est la borne supérieure de b̃βii (ω).

2. Si ãij (ω) = (aij (ω) , aij (ω) , δaij, γ
a
ij) et b̃i (ω) = (bi (ω) , bi (ω) , δbi , γ

b
i ) sont des va-

riables aléatoires �oues de type L−R, alors :

X i
p(pi, βi) =

{
x ≥ 0 /P

(
ω :

n∑
j=1

(
aij (ω)− L−1 (βi) δ

a
ij

)
xj ≤ bi (ω) +R−1 (βi) γ

b
i

)
≥ pi

}
et i = 1, ...,m

La preuve est triviale, Il su�t d'utiliser les propriétés de possibilité données dans [24]
et la proposition 12 du chapitre 3 dans [12]
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Remarque 12 :

Si les coe�cients ãij (ω) et b̃i (ω) des contraintes sont respectivement remplacés par :
� des variables aléatoires réelles aij (ω) et b̃i (ω), alors

P

{
ω : pos

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
≥ pi

se réduit à P

{
ω :

n∑
j=1

aij (ω)xj ≤ bi (ω)

}
≥ pi .

� des intervalles �ous ãij (ω) et b̃i (ω),alors

P

{
ω : pos

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
≥ pi

se réduit à pos

(
n∑
j=1

ãij � xj ≤ b̃i

)
≥ βi .

4.4.2 Combinaison de probabilité et nécessité

(Pp)


CX −→ max

P

{
ω : nec

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
xj ≥ 0, j = 1, ..., n

≥ pi, i = 1, ...,m


où P et nec représentent respectivement probabilité et nécessité. Une solution admis-

sible x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n) ≥ 0 de (Pp) est appelée pro − nec admissible. L'ensemble des

solutions pro− nec admissibles de (Pp) est noté X i
p(pi, βi).

Proposition 4 :

X i
p(pi, βi) peut s'écrire comme suit :

1. Si ãij (ω) et b̃i (ω) sont des variables aléatoires �oues, alors :

X i
n(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P

(
ω :

n∑
j=1

a1−βi
ij (ω)� xj ≤ b1−βi

i (ω)

)
≥ pi

}
, i = 1, ...,m

où a1−βi
ij (ω) est la borne supérieure de ã1−βi

ij (ω) et b1−βi
i (ω) est la borne inférieure de

b̃1−βi
i (ω).

2. Si ãij (ω) = (aij (ω) , aij (ω) , δaij, γ
a
ij) et b̃i (ω) = (bi (ω) , bi (ω) , δbi , γ

b
i ) sont des va-

riables aléatoires �oues de type L−R, alors :

X i
n(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P

(
ω :

n∑
j=1

(
aij (ω) +R−1 (1− βi) γaij

)
xj ≤ bi (ω)− L−1 (βi−) δbi

)
≥ pi

}
,et

i = 1, ...,m
La preuve est triviale, Il su�t d'utiliser les propriétés de nécessité données dans [24]

et la proposition 12 du chapitre 3 dans [12].
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Remarque 13 :

Si les coe�cients ãij (ω) et b̃i (ω) des contraintes sont respectivement remplacés par :
� des variables aléatoires réelles aij (ω) et bi (ω), alors

P

{
ω : nec

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
≥ pi

se réduit à P

{
ω :

n∑
j=1

aij (ω)xj ≤ bi (ω)

}
≥ pi .

� des intervalles �ous ãij et b̃i, alors

P

{
ω : nec

(
n∑
j=1

ãij (ω)� xj ≤ b̃i (ω)

)
≥ βi

}
≥ pi

se réduit à nec

(
n∑
j=1

ãij � xj ≤ b̃i

)
≥ βi

4.4.3 Combinaison de chance-constrained programming et
comparaison d'intervalles aléatoires

(Pµk)


CX −→ max

P

{
ω :

(
µk b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj

)
≥ βi

}
xj ≥ 0, j = 1, ..., n

≥ pi, i = 1, ...,m; k = 1D, 2D, 3D, 4D, 1I, 4I


Une solution admissible x0 = (x0

1, x
0
2, ...x

0
n) ≥ 0Rn du problème (Pµk) est appelée

pro− µk admissible.
On note X i

µk
(pi, βi), l'ensemble des solutions pro−µk admissibles du problème (Pµk) .

En tenant compte de la dé�nition de X i
µk

(pi, βi), les ensembles de solutions admissibles
X i
µk

(pi, βi), k = 2D, 3D peuvent s'écrire comme suit :

Proposition 5 :

Soient ãij (ω) = (aij (ω) , aij (ω) , δaij, γ
a
ij) et b̃i (ω) = (bi (ω) , bi (ω) , δbi , γ

b
i ) des variables

aléatoires �oues de type L−R. Nous avons alors :

1.X i
µ2D

(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P

(
ω :

n∑
j=1

(
aij (ω)− L−1 (1− βi) δaij

)
xj ≤ bi (ω)− L−1 (1− βi) δbi

)
≥ pi

}
.

2.X i
µ3D

(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P

(
ω :

n∑
j=1

(
aij (ω) +R−1 (βi) γ

a
ij

)
xj ≤ bi (ω) +R−1 (βi) γ

b
i

)
≥ pi

}
.

Preuve :
Nous avons par dé�nition :

X i
µ2D

(pi, βi) =

{
x = (x1, x2, ..., xn) ≥ 0/P (ω : µ2D(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi) ≥ pi

}

X i
µ3D

(pi, βi) =

{
x = (x1, x2, ..., xn) ≥ 0/P (ω : µ3D(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi) ≥ pi

}
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Pour ω ∈ Ω donné ãij (ω) = (aij (ω) , aij (ω) , δaij, γ
a
ij) et b̃i (ω) = (bi (ω) , bi (ω) , δbi , γ

b
i )

sont des intervalles �ous de type L−R.
Il en est de même pour
n∑
j=1

ãij (ω)� xj = (
n∑
j=1

aij (ω)xj,
n∑
j=1

aij (ω)xj,
n∑
j=1

δaijxj,
n∑
j=1

γaijxj). Alors, nous avons :

µ2D(b̃i (ω) ,
n∑
j=1

ãij (ω)�xj) ≥ βi ⇔
n∑
j=1

(aij (ω)−L−1(1−βi)δaij)xj ≤ bi (ω)−L−1(1−βi)δbi

µ3D(b̃i (ω) ,
n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi ⇔
n∑
j=1

(aij (ω) +R−1(βi)γ
a
ij)xj ≤ bi (ω) +R−1(βi)γ

b
i

D'où :

P

{
ω : µ2D(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi

}

= P

{
ω :

n∑
j=1

(aij (ω)− L=1(1− βi)δaij)xj ≤ bi (ω)− L=1(1− βi)δbi

}

P

{
ω : µ3D(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi

}

= P

{
ω :

n∑
j=1

(aij (ω) +R=1(βi)γ
a
ij)xj ≤ bi (ω) +R=1(βi)γ

b
i

}

Remarque 14 :

Si les coe�cients ãij (ω) et b̃i (ω) des contraintes sont respectivement remplacés par :
� des variables aléatoires réelles aij (ω) et bi (ω), alors

P

{
ω : µk(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi se réduit à P

{
ω :

n∑
j=1

aij (ω)xj) ≤ bi

}
≥ pi.

� des intervalles �ous ãij et b̃i , alors

P

{
ω : µk(b̃i (ω) ,

n∑
j=1

ãij (ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi se réduit à P

{
µk(b̃i,

n∑
j=1

ãij � xj) ≥ βi

}
≥

pi

4.5 Convexité des ensembles de solutions admissibles

Sous certaines conditions, les ensembles de solutions admissibles peuvent être convexes
pour toutes distributions de probabilité des variables aléatoires �oues comme suit [12][13] :

Théorème 7 :

on a :
Si pi = 0 ou pi = 1 alors :
� X i

F (pi) est convexe.
� X i

p(pi, βi), X
i
n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1].

� X i
µ2D

(pi, βi) et X i
µ3D

(pi, βi) sont convexes.
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Preuve

Il su�t d'appliquer le théorème 1.
En tenant compte des conditions de convexité des ensembles de solutions admissibles

résultant de l'application de chance-constrained programming en programmation [21]
linéaire stochastique et en nous basant sur les propositions 3,4 et 5, nous distinguons le
cas où A est déterministe ou �ou et les autres où A est stochastique ou �ou stochastique
comme suit :

4.5.1 Cas où A est déterministe ou �ou

Nous considérons le cas le plus général : A est �ou et b est �ou stochastique dont
les composantes sont des variables aléatoires �oues en général ou des variables aléatoires
�oues particulières, de type L−R.

En nous basant sur les propositions 3,4 et 5, les expressions des ensembles de solutions
admissibles résultant de l'application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coe�cients" et le théorème 2, nous établissons le résultat suivant :

Théorème 8 :

Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, ãij etb̃i(ω) les composantes de la matrice
Ã(m× n) et du vecteur b(ω)(m× 1) respectivement.

1. Si ãij sont des intervalles �ous et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues.
Alors pour toute distribution de probabilité de b̃i(ω), on a :
-∀βi ∈ (0, 1] et∀pi ∈ [0, 1], X i

p(pi, βi) etX
i
n(pi, βi) sont convexes.

2. Si ãij sont des intervalles �ous de type L− R et b̃i(ω) sont des variables aléatoires
�oues de type L−R.

Alors pour toute distribution de probabilité de b̃i(ω) on a :
-∀βi ∈ (0, 1]; ∀pi ∈ [0, 1]; X i

p(pi, βi) et X
i
n(pi, βi) sont convexes

-X i
µ2D

(pi, βi) etX i
µ3D

(pi, βi) sont convexes ∀βi ≥ 1
2
.

Preuve :[12]

4.5.2 Cas où A est stochastique ou �ou stochastique

Nous considérons le cas le plus général : A et b sont �ous stochastiques dont les
composantes sont des variables aléatoires �oues, en général, ou particulières, de type
L−R.

En nous basant sur les propositions 3,4 et 5, les expressions des ensembles de solutions
admissibles résultant de l'application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coecients" et les théorème 3 et 4, nous distinguons le cas général (au sens de
Shapiro) de variables aléatoires �oues normales (respectivement le cas particulier, de type
L − R) et le cas général de variables aléatoires �oues discrètes (respectivement le cas
particulier, de type L-R) et nous établissons les résultats suivants :
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4.5.2.1 Les composantes de A et b sont des variables aléatoires �oues

1. Cas des variables aléatoires �oues normales au sens de Shapiro

Théorème 9 :

Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, ãij(ω) et b̃i(ω) les composantes de la matrice
Ã(m× n) et du vecteur b̃(m× 1) respectivement.

Si ãi1,ãi2, ...,ãin ;b̃i sont (n + 1) variables aléatoires �oues normales d'espérances ma-
thématiques respectives µ̃i1,µ̃i2, ...,µ̃in ; λ̃i qui sont des intervalles �ous et de variances
respectives σ2

i1 , σ
2
i2 , ...,σ

2
in ;ν

2
i . Alors ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi > 1

2
, X i

p(pi, βi) et X
i
n(pi, βi)

sont convexes.

Preuve :[12]

2. Cas des variables aléatoires �oues discrètes

Théorème 10 :

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité avec Ω = {ω1, ω2, ..., ωr}, muni d'une distribu-

tion de probabilité discrète �nie suivante : P (ωk) = qk, k = 1, 2, ...r et
k=r∑
k=1

qk = 1.

Alors pour pi > 1− min
k∈(1,2,...r)

qk on a :

� X i
p(pi) est convexe.

� X i
p(pi, βi),X

i
n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ [0, 1].

Preuve :[12]

4.5.2.2 Les composantes de A et b sont des variables aléatoires �oues de
type L−R

1. Cas des variables aléatoires �oues normales de type L−R :

Corollaire 1 :

Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité et ãij(ω) = (aij, aij, δ
a
ij, γ

a
ij)

et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ
b
i ) des variables aléatoires �oues normales de type L − R

telles que :
ai1, ai2, ..., ain; bi sont des variables aléatoires réelles normales d'espérances mathéma-

tiques respectives µ
i1
, µ

i2
, ..., µ

in
;λi et de variances respectives σ

2
i1, σ

2
i2, .., σ

2
in; δ2

i .

ai1, ai2, ..., ain; bi sont des variables aléatoires réelles normales d'espérances mathéma-
tiques respectives µi1, µi2, ..., µin;λi et de variances respectives σ2

i1, σ
2
i2, .., σ

2
in; δ2

i

Alors pour pi ≥ 1
2
, on a :

� X i
p(piβi) et X

i
n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1]

� X i
µ2D

(pi, βi) etX i
µ3D

(pi, βi) sont convexes ∀βi ≥ 1
2
.
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Preuve :[12]

2. Cas des variables aléatoires �oues discrètes de type L−R

Corollaire 2 :

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité avec Ω = {ω1, ω2, ..., ωr}, muni d'une distribu-

tion de probabilité discrète �nie suivante : P (ωk) = qk, k = 1, 2, ...r et
k=r∑
k=1

qk = 1.

et soient ãij(ω) = (aij, aij, δ
a
ij, γ

a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) des variables aléa-

toires �oues discrètes de type L−R
Alors pour pi > 1− min

k∈(1,2,...r)
qk on a :

� X i
p(pi, βi) et X

i
n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1]

� X i
µ2D

(pi, βi) etX i
µ3D

(pi, βi) sont convexes ∀βi ≥ 1
2
.

Preuve :[12]

Exemple 36 :

Soit le problème linaire �ou stochastique (PFS) suivant :

(PFS)



x1 + 3x2 −→ max

sc

3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

x1;x2 ≥ 0

Où Ω = {ω1, ω2}, muni de la distribution de probabilité suivante : P (ω1) = 0.4 et
P (ω2) = 0.6

On a

P
(
b1 (ω1) = 3̃

)
= P

(
b2 (ω1) = 2̃

)
= 0.4

P
(
b1 (ω2) = 1̃

)
= P

(
b2 (ω2) = 4̃

)
= 0.6

m̃,m = 1, 2, 3, 4 sont des intervalles �ous dont leur fonctions d'appartenance µm̃ sont
dé�nies comme suit :

µm̃ =



0 si x < m− 1

x−m+ 1 si m− 1 ≤ x < m

1 si m ≤ x < m+ 1

−x+m+ 2 si m+ 1 ≤ x ≤ m+ 2

0 si x > m+ 2

Par analogie, on obtient :
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µ1̃ =



0 si x < 0

x si 0 ≤ x < 1

1 si 1 ≤ x < 2

−x+ 3 si 2 ≤ x ≤ 3

0 si x > 3

µ2̃ =



0 si x < 1

x− 1 si 1 ≤ x < 2

1 si 2 ≤ x < 3

−x+ 4 si 3 ≤ x ≤ 4

0 si x > 4

µ3̃ =



0 si x < 2

x− 2 si 2 ≤ x < 3

1 si 3 ≤ x < 4

−x+ 5 si 4 ≤ x ≤ 5

0 si x > 5

µ4̃ =



0 si x < 3

x− 3 si 3 ≤ x < 4

1 si 4 ≤ x < 5

−x+ 6 si 5 ≤ x ≤ 6

0 si x > 6

on obtient

1̃
0.4

= 0.4; 1̃
0.4

= 2.6; 1̃0.4 = [0.4, 2.6] | 1̃
0.6

= 0.6; 1̃
0.6

= 2.4; 1̃0.6 = [0.6, 2.4]

2̃
0.4

= 1.4; 2̃
0.4

= 3.6; 2̃0.4 = [1.4, 3.6] | 2̃
0.6

= 1.6; 2̃
0.6

= 3.4; 2̃0.6 = [1.6, 3.4]

3̃
0.4

= 2.4; 3̃
0.4

= 4.6; 3̃0.4 = [2.4, 4.6] | 3̃
0.6

= 2.6; 3̃
0.6

= 4.4; 3̃0.6 = [2.6, 4.4]

4̃
0.4

= 3.4; 4̃
0.4

= 5.6; 4̃0.4 = [3.4, 5.6] | 4̃
0.6

= 3.6; 4̃
0.6

= 5.4; 4̃0.6 = [3.6, 5.4]

� a/ En combinant probabilité et possibilité avec p1 = p2 = 0.6 ; β1 = β2 = 0.6 ; on
a :

b̃
0.6

1 =

(
3̃

0.6

0.4

)(
1̃

0.6

0.6

)
=

(
4.4
0.4

)(
2.4
0.6

)
| b̃

0.6

2 =

(
2̃

0.6

0.4

)(
4̃

0.6

0.6

)
=

(
3.4
0.4

)(
5.4
0.6

)
P
(
b̃1 (ω1) = 4.4

)
= P

(
b̃2 (ω1) = 3.4

)
= 0.4

P
(
b̃1 (ω2) = 2.4

)
= P

(
b̃2 (ω2) = 5.4

)
= 0.6

Les contraintes deviennent : P
{
ω/pos

(
3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6

P
{
ω/pos

(
2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6


=⇒


P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 ≤ b̃

0.6

1 (ω)

}
≥ 0.6

P

{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 ≤ b̃

0.6

2 (ω)

}
≥ 0.6


=⇒


1− P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 > b̃

0.6

1 (ω)

}
≥ 0.6

1− P
{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 > b̃

0.6

2 (ω)

}
≥ 0.6


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=⇒


P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 > b̃

0.6

1 (ω)

}
≤ 0.4

P

{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 > b̃

0.6

2 (ω)

}
≤ 0.4


=⇒

 F
b̃
0.6

1 (ω)

(
3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2

)
≤ 0.4

F
b̃
0.6

2 (ω)

(
2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2

)
≤ 0.4


=⇒

 3̃
0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 ≤ F−1

b̃
0.6

1 (ω)
(0.4)

2̃
0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 ≤ F−1

b̃
0.6

2 (ω)
(0.4)


F−1

b̃
0.6

1

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.6

1

(x) = 0.4
}

= 4.4 | F−1

b̃
0.6

2

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.6

2

(x) = 0.4
}

= 3.4

Et on a calculé :
3̃

0.6
= 2.6

1̃
0.6

= 0.6

2̃
0.6

= 1.6

4̃
0.6

= 3.6
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

(Pd)



x1 + 3x2 −→ max

sc

2.6x1 + 0.6x2 ≤ 4.4

1.6x1 + 3.6x2 ≤ 3.4

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :
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La solution optimale est X∗ = (0, 0.94)
et la valeur optimale est Z (X∗) = 2.83

� b/ En combinant probabilité et nécessité avec p1 = p2 = 0.6 ; β1 = β2 = 0.6 ; on a :

b̃
0.4

1 =

(
3̃

0.4

0.4

)(
1̃

0.4

0.6

)
=

(
2.4
0.4

)(
0.4
0.6

)
| b̃

0.4

2 =

(
2̃

0.4

0.4

)(
4̃

0.4

0.6

)
=

(
1.4
0.4

)(
3.4
0.6

)
P
(
b0.4

1 (ω1) = 2.4
)

= P
(
b0.4

2 (ω1) = 1.4
)

= 0.4

P
(
b0.4

1 (ω1) = 0.4
)

= P
(
b0.4

2 (ω1) = 3.4
)

= 0.6

Les contraintes deviennent : P
{
ω/nec

(
3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6

P
{
ω/nec

(
2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6


=⇒

 P
{
ω/3̃

1−0.6
x1 + 1̃

1−0.6
x2 ≤ b̃

1−0.6

1 (ω)
}
≥ 0.6

P
{
ω/2̃

1−0.6
x1 + 4̃

1−0.6
x2 ≤ b̃

1−0.6

2 (ω)
}
≥ 0.6


=⇒

 1− P
{
ω/3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 > b̃

0.4

1 (ω)
}
≥ 0.6

1− P
{
ω/2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 > b̃

0.4

2 (ω)
}
≥ 0.6



=⇒


P

{
ω/3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 > b̃

0.4

1 (ω)

}
≤ 0.4

P

{
ω/2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 > b̃

0.4

2 (ω)

}
≤ 0.4


=⇒

 F
b̃
0.4

1 (ω)

(
3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2

)
≤ 0.4

F
b̃
0.4

2 (ω)

(
2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2

)
≤ 0.4


=⇒


3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 ≤ F−1

b̃
0.4

1 (ω)
(0.4)

2̃
0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 ≤ F−1

b̃
0.4

2 (ω)
(0.4)


F−1

b̃
0.4

1

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.4

1

(x) = 0.4
}

= 2.4 | F−1

b̃
0.4

2

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.4

2

(x) = 0.4
}

= 1.4

Et on a calculé :
3̃

0.4
= 4.6

1̃
0.4

= 2.6

2̃
0.4

= 3.6

4̃
0.4

= 5.6
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

99



Chapitre 4 Programmation linéaire �oue stochastique

(Pd)



x1 + 3x2 −→ max

sc

4.6x1 + 2.6x2 ≤ 2.4

3.6x1 + 5.6x2 ≤ 1.4

x1;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (0, 0.25)
La valeur optimale est Z (X∗) = 0.75

Exemple 37 :

On reprend le problème linéaire �ou stochastique (PFS)L−R de l'exemple 36, tel que :

(PFS)L−R



x1 + 3x2 −→ max

sc

3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

x1;x2 ≥ 0

Où Ω = {ω1, ω2}, muni de la distribution de probabilité suivante : P (ω1) = 0.4 et
P (ω2) = 0.6

On a

P
(
b1 (ω1) = 3̃

)
= P

(
b2 (ω1) = 2̃

)
= 0.4

P
(
b1 (ω2) = 1̃

)
= P

(
b2 (ω2) = 4̃

)
= 0.6
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Dans ce cas, Ã, A = 1, 2, 3,4 sont des intervalles �ous de type L − R et sont de la
forme : Ã = (a, a, δa, γa) et on pose δa = γa = 2 pour tout l'exercice et un seuil α = 0.6,

tel que,1̃ = (1, 1.5, 2, 2),2̃ = (2, 2.5, 2, 2),3̃ = (3, 3.5, 2, 2) et 4̃ = (4, 4.5, 2, 2)
dont leurs fonctions d'appartenance µm̃ sont dé�nies comme suit :

µÃ =


1 si x ∈]a, a[

L
(
a−x
δa

)
si x ≤ a

R
(
x−a
γa

)
si x ≥ a

par analogie on obtient :

µ1̃ =


1 si x ∈]1, 1.5[

L
(

1−x
2

)
si x ≤ 1

R
(
x−1.5

2

)
si x ≥ 1.5

| µ2̃ =


1 si x ∈]2, 2.5[

L
(

2−x
2

)
si x ≤ 2

R
(
x−2.5

2

)
si x ≥ 2.5

µ3̃ =


1 si x ∈]3, 3.5[

L
(

3−x
2

)
si x ≤ 3

R
(
x−3.5

2

)
si x ≥ 3.5

| µ4̃ =


1 si x ∈]4, 4.5[

L
(

4−x
2

)
si x ≤ 4

R
(
x−4.5

2

)
si x ≥ 4.5

On obtient en utilisant l'α− coupe d'un intervalle �ou de type L−R :

1̃0.6 =
[
1̃

0.6
, 1̃

0.6]
= [1− 2L−1 (0.6) , 1.5 + 2R−1 (0.6)]

En e�et :
L
(

1−x
2

)
= 0.6 =⇒ 1−x

2
= L−1 (0.6) =⇒ x = 1̃

0.6
= 1− 2L−1 (0.6)

R
(
x−1.5

2

)
= 0.6 =⇒ x−1.5

2
= R−1 (0.6) =⇒ x = 1̃

0.6
= 1.5 + 2R−1 (0.6)

De la même manière :
2̃0.6 =

[
2̃

0.6
, 2̃

0.6]
= [2− 2L−1 (0.6) , 2.5 + 2R−1 (0.6)]

3̃0.6 =
[
3̃

0.6
, 3̃

0.6]
= [3− 2L−1 (0.6) , 3.5 + 2R−1 (0.6)]

4̃0.6 =
[
4̃

0.6
, 4̃

0.6]
= [4− 2L−1 (0.6) , 4.5 + 2R−1 (0.6)]

� a/ En combinant probabilité et possibilité avec p1 = p2 = 0.6 ; β1 = β2 = 0.6 ; on
a :

b̃
0.6

1 =

(
3̃

0.6

0.4

)(
1̃

0.6

0.6

)
=

(
3.5 + 2R−1 (0.6)

0.4

)(
1.5 + 2R−1 (0.6)

0.6

)

b̃
0.6

2 =

(
2̃

0.6

0.4

)(
4̃

0.6

0.6

)
=

(
2.5 + 2R−1 (0.6)

0.4

)(
4.5 + 2R−1 (0.6)

0.6

)
P
(
b̃1 (ω1) = 3.5 + 2R−1 (0.6)

)
= P

(
b̃2 (ω1) = 2.5 + 2R−1 (0.6)

)
= 0.4

P
(
b̃1 (ω2) = 1.5 + 2R−1 (0.6)

)
= P

(
b̃2 (ω2) = 4.5 + 2R−1 (0.6)

)
= 0.6

Les contraintes deviennent : P
{
ω/pos

(
3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6

P
{
ω/pos

(
2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6


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=⇒


P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 ≤ b̃

0.6

1 (ω)

}
≥ 0.6

P

{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 ≤ b̃

0.6

2 (ω)

}
≥ 0.6


=⇒


1− P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 > b̃

0.6

1 (ω)

}
≥ 0.6

1− P
{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 > b̃

0.6

2 (ω)

}
≥ 0.6


=⇒


P

{
ω/3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 > b̃

0.6

1 (ω)

}
≤ 0.4

P

{
ω/2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 > b̃

0.6

2 (ω)

}
≤ 0.4


=⇒

 F
b̃
0.6

1 (ω)

(
3̃

0.6
x1 + 1̃

0.6
x2

)
≤ 0.4

F
b̃
0.6

2 (ω)

(
2̃

0.6
x1 + 4̃

0.6
x2

)
≤ 0.4


=⇒

 3̃
0.6
x1 + 1̃

0.6
x2 ≤ F−1

b̃
0.6

1 (ω)
(0.4)

2̃
0.6
x1 + 4̃

0.6
x2 ≤ F−1

b̃
0.6

2 (ω)
(0.4)


F−1

b̃
0.6

1

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.6

1

(x) = 0.4
}

= 3.5 + 2R−1 (0.6)

F−1

b̃
0.6

2

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.6

2

(x) = 0.4
}

= 2.5 + 2R−1 (0.6)

Et on a calculé :
3̃

0.6
= 3− 2L−1 (0.6)

1̃
0.6

= 1− 2L−1 (0.6)

2̃
0.6

= 2− 2L−1 (0.6)

4̃
0.6

= 4− 2L−1 (0.6)
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

(PD)



x1 + 3x2 −→ max

sc

(3− 2L−1 (0.6))x1 + (1− 2L−1 (0.6))x2 ≤ 3.5 + 2R−1 (0.6)

(2− 2L−1 (0.6))x1 + (4− 2L−1 (0.6))x2 ≤ 2.5 + 2R−1 (0.6)

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

De la même manière que l'exemple 33 on calcule :
3− 2L−1 (0.6) = 2.2
1− 2L−1 (0.6) = 0.2
2− 2L−1 (0.6) = 1.2
4− 2L−1 (0.6) = 3.2
3.5 + 2R−1 (0.6) = 4.3
2.5 + 2R−1 (0.6) = 3.3
En remplaçant ces valeurs dans (PD),on obtient :
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(PD)



x1 + 3x2 −→ max

sc

2.2x1 + 0.2x2 ≤ 4.3

1.2x1 + 3.2x2 ≤ 3.3

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (0, 1.03)
La valeur optimale est Z (X∗) = 3.09
� b/ En combinant probabilité et nécessité avec p1 = p2 = 0.6 ; β1 = β2 = 0.6 ; on a :[

1− 2L−1 (0.6) , 1.5 + 2R−1 (0.6)
]

b̃
0.4

1 =

(
3̃

0.4

0.4

)(
1̃

0.4

0.6

)
=

(
3− 2L−1 (0.6)

0.4

)(
1− 2L−1 (0.6)

0.6

)

b̃
0.4

2 =

(
2̃

0.4

0.4

)(
4̃

0.4

0.6

)
=

(
2− 2L−1 (0.6)

0.4

)(
4− 2L−1 (0.6)

0.6

)
P
(
b0.4

1 (ω1) = 3− 2L−1 (0.6)
)

= P
(
b0.4

2 (ω1) = 1− 2L−1 (0.6)
)

= 0.4

P
(
b0.4

1 (ω1) = 2− 2L−1 (0.6)
)

= P
(
b0.4

2 (ω1) = 4− 2L−1 (0.6)
)

= 0.6

Les contraintes deviennent : P
{
ω/nec

(
3̃x1 + 1̃x2 ≤ b̃1 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6

P
{
ω/nec

(
2̃x1 + 4̃x2 ≤ b̃2 (ω)

)
≥ 0.6

}
≥ 0.6


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=⇒

 P
{
ω/3̃

1−0.6
x1 + 1̃

1−0.6
x2 ≤ b̃

1−0.6

1 (ω)
}
≥ 0.6

P
{
ω/2̃

1−0.6
x1 + 4̃

1−0.6
x2 ≤ b̃

1−0.6

2 (ω)
}
≥ 0.6


=⇒

 1− P
{
ω/3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 > b̃

0.4

1 (ω)
}
≥ 0.6

1− P
{
ω/2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 > b̃

0.4

2 (ω)
}
≥ 0.6



=⇒


P

{
ω/3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 > b̃

0.4

1 (ω)

}
≤ 0.4

P

{
ω/2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 > b̃

0.4

2 (ω)

}
≤ 0.4


=⇒

 F
b̃
0.4

1 (ω)

(
3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2

)
≤ 0.4

F
b̃
0.4

2 (ω)

(
2̃

0.4
x1 + 4̃

0.4
x2

)
≤ 0.4


=⇒


3̃

0.4
x1 + 1̃

0.4
x2 ≤ F−1

b̃
0.4

1 (ω)
(0.4)

2̃
0.4
x1 + 4̃

0.4
x2 ≤ F−1

b̃
0.4

2 (ω)
(0.4)


F−1

b̃
0.4

1

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.4

1

(x) = 0.4
}

= 3− 2L−1 (0.6)

F−1

b̃
0.4

2

(0.4) =
{
x/F

b̃
0.4

2

(x) = 0.4
}

= 2− 2L−1 (0.6)

En utilisant l'α− coupe d'un intervalle �ou de type L−R, on obtient :

1̃0.4 =
[
1̃

0.4
, 1̃

0.4]
= [1− 2L−1 (0.4) , 1.5 + 2R−1 (0.4)]

2̃0.4 =
[
2̃

0.4
, 2̃

0.4]
= [2− 2L−1 (0.4) , 2.5 + 2R−1 (0.4)]

3̃0.4 =
[
3̃

0.4
, 3̃

0.4]
= [3− 2L−1 (0.4) , 3.5 + 2R−1 (0.4)]

4̃0.4 =
[
4̃

0.4
, 4̃

0.4]
= [4− 2L−1 (0.4) , 4.5 + 2R−1 (0.4)]

donc
3̃

0.4
= 3.5 + 2R−1 (0.4)

1̃
0.4

= 1.5 + 2R−1 (0.4)

2̃
0.4

= 2.5 + 2R−1 (0.4)

4̃
0.4

= 4.5 + 2R−1 (0.4)
On obtient le programme linéaire déterministe suivant :

(PD)



x1 + 3x2 −→ max

sc

(3.5 + 2R−1 (0.4))x1 + (1.5 + 2R−1 (0.4))x2 ≤ 3− 2L−1 (0.4)

(2.5 + 2R−1 (0.4))x1 + (4.5 + 2R−1 (0.4))x2 ≤ 2− 2L−1 (0.4)

x1;x2 ≥ 0

De la même manière que l'exemple 33 on calcule :
3.5 + 2R−1 (0.4) = 4.7
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2.5 + 2R−1 (0.4) = 3.7
1.5 + 2R−1 (0.4) = 2.7
4.5 + 2R−1 (0.4) = 5.7
3− 2L−1 (0.4) = 1.8
2− 2L−1 (0.4) = 0.8
En remplaçant ces valeurs dans (PD),on obtient :

(PD)



x1 + 3x2 −→ max

sc

4.7x1 + 2.7x2 ≤ 1.8

3.7x1 + 5.7x2 ≤ 0.8

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0

Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (0, 0.14)
La valeur optimale est Z (X∗) = 0.421

Exemple 38 : [33]

On considère le problème �ou stochastique suivant :

(PFS)



x1 + 2x2 −→ max

sc

ã11x1 + ã12x2 ≤ b̃1 (ω)

ã21x1 + ã22x2 ≤ b̃2 (ω)

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0
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Où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous et
(
b̃i (ω)

)
i=1,2

sont des variables aléatoires

�oues muni de la distribution de probabilité suivante :
P (ω1) = 0.25, P (ω2) = 0.75 ; avec Ω = {ω1, ω2}
1.cas où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous triangu

laires et
(
b̃i (ω)

)
i=1,2

sont des variables aléatoires �oues discrètes tels que :

ã11 = 1̃ ; ã12 = 3̃

ã21 = 2̃ ; ã22 = 4̃

P
(
b̃1 (ω1) = 1̃

)
= P

(
b̃2 (ω1) = 2̃

)
= 0.25

P
(
b̃1 (ω2) = 3̃

)
= P

(
b̃2 (ω2) = 4̃

)
= 0.75

Où, pour m = 1, 2, 3, 4, m̃ est un intervalle �ou dont la fonction d'appartenance µm̃
dé�nie par :

µm̃ =



0 si x < m− 1

x−m+ 1 si m− 1 ≤ x < m

1 si m ≤ x < m+ 1

−x+m+ 2 si m+ 1 ≤ x ≤ m+ 2

0 si x > m+ 2

Pour résoudre le problème linéaire �ou stochastique (PFS), on applique la méthode de
chance-constrained programming with fuzzy stichastic coe�cients comme suit :

a/- En combinant probabilité et possibilité avec p1 = p2 = 0.75 et β1 = β2 = 0.8, on
a :

P
(
b

0.8

1 (ω1) = 2.2
)

= P
(
b

0.8

2 (ω1) = 3.2
)

= 0.25

P
(
b

0.8

1 (ω2) = 4.2
)

= P
(
b

0.8

2 (ω2) = 5.2
)

= 0.75

On aura :
a0.8

11 = 0.8, a0.8
12 = 2.8, a0.8

21 = 1.8, a0.8
22 = 3.8

On obtient :

(PFS)



x1 + 2x2 −→ max

sc

0.8x1 + 2.8x2 ≤ 2.2

1.8x1 + 3.8x2 ≤ 3.2

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0
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Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (1.77, 0)
La valeur optimale est Z (X∗) = 1.77
b/- En combinant probabilité et nécessité avec p1 = p2 = 0.75 et β1 = β2 = 0.8, on a :

P
(
b0.2

1 (ω1) = 0.2
)

= P
(
b0.2

2 (ω1) = 1.2
)

= 0.25

P
(
b0.2

1 (ω2) = 2.2
)

= P
(
b0.2

2 (ω2) = 3.2
)

= 0.75

On aura :
a0.2

11 = 2.8, a0.2
12 = 4.8, a0.2

21 = 3.8, a0.2
22 = 5.8

On obtient :

(PFS)



x1 + 2x2 −→ max

sc

2.8x1 + 4.8x2 ≤ 0.2

3.8x1 + 5.8x2 ≤ 1.2

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0
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Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (0, 0.041)
La valeur optimale est Z (X∗) = 0.0833

2.cas où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous trapézoïdal et
(
b̃i (ω)

)
i=1,2

sont des va-

riables aléatoires �oues discrètes tels que :
ã11 = (1, 2, 1, 1)L−R,ã12 = (3, 4, 1, 1)L−R,ã21 = (2, 3, 1, 1)L−R,ã22 = (4, 5, 1, 1)L−R
et b̃i (ω) =

(
bi (ω) , bi (ω) , 1, 1

)
tel que :

P
(
b̃1 (ω1) = γ̃1

1

)
= P

(
b̃2 (ω1) = γ̃1

2

)
= 0.25

P
(
b̃1 (ω2) = γ̃2

1

)
= P

(
b̃2 (ω2) = γ̃2

2

)
= 0.75

Avec γ̃1
1 = (1, 2, 1, 1)L−R,γ̃

1
2 = (3, 4, 1, 1)L−R,γ̃

2
1 = (2, 3, 1, 1)L−R,γ̃

2
2 = (4, 5, 1, 1)L−R,

Où L (x) = R (x) = max (0, 1− x)
Pour résoudre le programme linéaire �ou stochastique (PFS) , on applique chance-

constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients en combinant chance constrai-
ned programming et comparaison d'intervalle �ou avec p1 = p2 = 0.75 et β1 = β2 = 0.8,
on obtient :

a/- En combinant probabilité et µ2D :

(Pµ2D)



x1 + 2x2 −→ max

sc

0.2x1 + 2.2x2 ≤ 0.2

1.2x1 + 3.2x2 ≤ 1.2

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0
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Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (1, 0)
La valeur optimale est Z (X∗) = 1
b/- En combinant probabilité et µ3D

(Pµ3D)



x1 + 2x2 −→ max

sc

2.2x1 + 4.2x2 ≤ 2.2

3.2x1 + 5.2x2 ≤ 3.2

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0
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Application de l'exemple sur Lingo :

La solution optimale est X∗ = (0, 0.523)
La valeur optimale est Z (X∗) = 1.047
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Conclusion

Dans pas mal de situations concrètes, le �ou et l'aléa se trouvent combinés dans un
contexte optimisationnel. Beaucoup de travaux ont été réalisé dans la programmation
linéaire �oue stochastique.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la résolution des problème linéaire
en présence des variable aléatoire �oues de type L-R dans les contraintes en gardant un
objectif déterministe.

Nous avons, en premier lieu , introduit l'essentiel de la programmation linéaire, les
notions de base de la théorie des ensemble �ous , les notions de la probabilité, et la
combinaison du �ou et de l'aléa. En second lieu, nous avons étudié les problèmes linéaires
stochastique en citant les deux approches essentielles et les méthodes de résolution telle
que chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients. En troisième lieu,
nous avons traité les problèmes linéaires �ou et la dé�uzzi�cation de ces derniers en
utilisant la probabilité ou la nécessité.

Et en dernier lieu, nous avons traité la résolution de programmes linéaires en présence
de variables aléatoires �oues de type L − R dans les contraintes en utilisant chance-
constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients. Et en�n, nous avons achevé
ce travail par une liste de références bibliographiques qui énumère tous ce que nous avons
utilisé dans ce modeste travail.

Ce travail nous a permis d'approfondir nos connaissances dans la programmation li-
néaire en élargissant notre horizon de travail vers un environnement incertain et imprécis,
en nous focalisant sur un type particulier de variables qu'est la variable aléatoire �oue de
type L−R.

Un thème très intéressant et enrichissant qui, toutefois pourrait être repris dans le
cadre de programmation linéaire multi-objective.
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