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 La commande des processus constitue un objectif fondamental dans le domaine des 

sciences de l'ingénieur et particulièrement en automatique.  

Commander un processus c'est déterminer les commandes à appliquer à celui-ci afin de lui 

assurer un comportement désiré. 

 Les procédés physiques de part leurs natures ont un comportement non linéaire, qu'il 

est nécessaire de représenter par des modèles aussi non linéaires. La recherche de lois de 

commande pour les systèmes non linéaires est très complexe. Pour pouvoir appliquer les lois 

de commande linéaire, les techniques de linéarisation deviennent importantes. Parmi ces 

techniques, on trouve la linéarisation numérique qui permet l'utilisation de toute la théorie de 

commande des systèmes linéaires bien maitrisée. Cependant, la commande calculée à base de 

cette approximation s'avère insuffisante d'où la nécessité des techniques de commande plus 

appropriées: Commande linéarisante par retour d'état et la commande par mode de glissement.  

 La méthode de linéarisation par retour d'état permet d'imposer un comportement 

linéaire (entrée/état) ou (entrée/sortie) au système non linéaire. Toutefois, l'existence de cette 

méthode linéarisante est liée à la vérification des deux conditions de commandabilité et 

d'involutivité autour d'un point de fonctionnement. Ces conditions sont parfois non satisfaites 

pour certains systèmes non linéaires. Afin de palier à cet inconvénient, des méthodes de 

linéarisation approximative par retour d'état ont été développées.  

  

 Notre travail consiste à étudier deux méthodes de linéarisation approximatives par 

retour d'état utilisant l'approche de mode de glissement.  

La première méthode est basée sur la maximisation du degré relatif pour les systèmes dont le 

calcul du degré relatif est complexe. Quant à la deuxième méthode, elle consiste à utiliser 

l'algorithme de Hunt pour linéariser approximativement le système. 

Cette étude est illustrée par une application sur un système non linéaire qui est le pendule 

inversé.  

 

Ainsi, notre mémoire est organisé comme suit: 

 

 Le premier chapitre est consacré à des notions de base concernant la commande des 

systèmes non linéaires. Dans un premier lieu, nous introduisons la notion générale d'un 

système non linéaire ainsi que la commande de ce type de système, puis nous abordons les 

différentes méthodes de linéarisation (linéarisation numérique, linéarisation exacte par retour 

d'état). Enfin, nous élaborons la commande par mode de glissement. 

 

 Le second chapitre illustre les méthodes de linéarisation approximative par feedback. 

Nous débutons par la méthode approximative de Krener. Ensuite, nous passons à la méthode 
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basée sur l'algorithme de Hunt et nous terminons par la méthode basée sur la maximisation du 

degré relatif. 

 

 Le troisième et dernier chapitre est consacré à l'étude d'un système non linéaire 

constitué d'un pendule inversé et d'un chariot. Nous effectuons d'abord une modélisation au 

système, puis nous le linéarisons en utilisant les méthodes approximatives citées 

précédemment. Le système sera commandé par la commande par mode glissant. Ensuite, nous 

développons par Matlab les algorithmes des différentes méthodes linéarisantes afin 

d'interpréter et de comparer les différents résultats obtenus après simulation.  

 

 Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale sur l’étude menée et 

nous donnons quelques perspectives. 
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I.I. Introduction: 

 

 La plupart des processus physiques présentent des non linéarités sévères, la mise en 

équation de ce type de processus conduit souvent, lorsque la modélisation est possible, à des 

équations différentielles  non linéaires. L’ensemble s’avère inexploitable pour la synthèse 

d’une loi de commande. Une des stratégies possible consiste dès lors à approximer le modèle 

non linéaire, néanmoins, la commande calculée à base de cette approximation n’est pas 

toujours adéquate. Pour contourner ce problème, l’utilisation d’autres techniques de 

commande est recommandé, parmi ces techniques on trouve la linéarisation par retour d’état 

et la commande par mode de glissement. 

    

 Dans ce présent chapitre, nous introduisons la notion générale d'un système non 

linéaire. Dans un premier lieu, nous abordons la commande non linéaire par l'illustration des 

différentes méthodes de linéarisation en mettant l'accent sur la linéarisation par retour d'état. 

Enfin, nous exposons le principe de fonctionnement de la commande par mode glissant.      

  

 

I.II. Système non linéaire : [6];[7];[8];[10];[11] 

  

De manière générale, un système non linéaire est un ensemble d’équations 

différentielles  non linéaires. 

Le modèle d’état d’un système non linéaire est donné par la forme suivante : 

 

pmn yux
uxhty

uxftx









,      ,     ,        

),()(

),()(
                                                  (1.1) 

 

Où x est le vecteur d'état de dimension n , u l'entrée du système et y la sortie commandée. En 

fait, en génie des procédés, la majorité des systèmes rencontrés sont des systèmes affines par 

rapport à l'entrée  qui ont la forme suivante: 

 

    
)()(

)()()(









xhty

uxgxftx

                                                                                                         

(1.2) 

 

)(xf et )(xg sont appelés respectivement champ de vecteurs de la dynamique et champ de 

vecteurs de la commande. 

 

 

I.III. Commande des systèmes non linéaires : [9] 

 

L’élaboration d’un modèle mathématique  peut se faire par l’approche de modélisation 

qui consiste à mettre en équation les différents phénomènes du procédé en leur appliquant les 

lois de la physique. 
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Cependant, la complexité des phénomènes fait que cette approche conduit souvent à un 

modèle non linéaire. Pour en déduire une représentation d’état linéaire, il faut procéder à une 

linéarisation du modèle non linéaire en utilisant des  méthodes de linéarisation, parmi ces 

méthodes on trouve : 

 

 Linéarisation numérique.  

 Linéarisation par retour d’état. 

 

 

I.III.1. Linéarisation numérique : 

I.III.1.1. Linéarisation autour d’un point de fonctionnement : [3] 

 

Soit le système non linéaire donné par l’équation (1.1) : 

Soit ),( 00 ux le point d’équilibre pour ce système, afin de linéariser ce système, on introduit les 

variables d’écarts suivantes : 

 

0

0

~

~

uuu

xxx





 

                                                                                                                             (1.3)

                                

 

On effectue la linéarisation en développant f en série de Taylor du premier ordre : 

 

 

  u
u

f
x

x

f
tutxf

tututxtxf

txtxtx

uu
xx

uu
xx

~~)(),(        

)()(~),()(~        

)()(
~

)((

0
0

0
0

00

00

0



















 

                                                                        

(1.4)

 

 

Si on choisit  uu ~ c'est-à-dire 00 u  et en développant de la même manière l’équation de 

sortie, on trouve  le système linéarisé autour du point d’équilibre suivant: 

 

 















































0),( si                           ~~~

~~~

00

0
0

0
0

0
0

0
0

uxfu
u

h
x

x

h
y

u
u

f
x

x

f
x

uu
xx

uu
xx

uu
xx

uu
xx



                                                   (1.5) 

 

 Ce qui donne : 
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uDxCy

uBxAx
~~~

~~~


                                                                                                                       

(1.6) 

 

Avec .;;;

0
0

0
0

0
0

0
0

uu
xx

uu
xx

uu
xx

uu
xx

u

h
D

x

h
C

u

f
B

x

f
A

































                                                            

(1.7) 

 

A et B  représente respectivement les matrices jacobiennes de f suivant x etu . 

C et D  représente respectivement les matrices jacobiennes de h suivant x etu . 

Le modèle linéaire obtenu n’est valable que localement, c’est uniquement autour de point de 

fonctionnement choisit. Néanmoins, si le système possède plusieurs points d’équilibre, il est 

possible de changer ce point afin de constituer un nouveau système linéaire local. 

 

 

I.III.1.2. Modèle linéaire tangent: [2] 

 

Dans ce cas, on suppose disposer d’un modèle mathématique de processus  physique 

qu’on linéarise autour de différents points de fonctionnement judicieusement choisis. 

Considérant le système non linéaire donné par : ),( uxfx   

 La linéarisation du système autour du point d’équilibre ),( 00 ux donne : 

 

                                                                       

(1.8) 

 
Que l’on peut écrire sous forme : 

 

)()()( 0 tdtButAxx 

                                                                                                      

(1.9) 

   

Avec :

 0
0

0
0

;

uu
xx

uu
xx

u

f
B

x

f
A

















                                                                                            

(1.10) 

          00000 ),( BuAxuxfd   

                                                                           

(1.11)
 

 

 

I.III.2. Linéarisation  par retour d’état (feedback) : [1]; [4] ; [5] ;[10];[11] ;[6] 

 

 L’idée principale de la linéarisation par feedback est de transformer les dynamiques 

d'un système non linéaire en dynamique linéaire à l’aide d’un changement de coordonnées sur 

l’état de système et d’une commande par retour d’état, de sorte que les techniques de contrôle 

linéaires peuvent être appliquées. 

 Cette méthode est limitée ; elle s’applique pour la classe des systèmes non linéaires 

affines par rapport à l’entrée (système linéaire analytique) possédant la forme donnée par 

l'équation (1.2). 

Trois étapes sont nécessaires pour  la linéarisation : 

),())(.())(.( 0000 uxfutuBxtxAx 
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 Calcul du degré relatif du système. 

 Changement de coordonnées. 

 La linéarisation exacte par retour d’état. 

 

 

I.III.2.1.  Cas des systèmes monovariables : [1] ; [4] ; [5] ; [6] ; [10];[11] 

a. Degré relatif : 

 

Considérons le système non linéaire monovariable suivant: 

 

    
)(                                                       )()(

)(                                          )()()(









tyxhty

tuuxgxftx

                                                 

(1.12) 

 

 



















ng

g

xg 
1

)(           ,   



















nf

f

xf 
1

)(

                                                                                      

(1.13)  

 

 

 Définition: 

 

 On appelle r le  degré relatif du système donné par l’équation (1.12) au point 
nDx 0 si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

 

  0 xhLL k

fg
                     pour tout x voisinage de 0x et 10  rk                             (1.14) 

  0 0

1  xhLL r

fg
                 au point 0x

                                                                               
(1.15) 

 

Où : 

hL f  
 désigne la dérivée de Lie de la fonction h suivant la direction de f . 

hLk

f  
 désigne la  èmek  dérivée de Lie de la fonction h suivant la direction de f . (voir annexe) 

 

Remarque (1.1):  

 

 D’une manière générale, le degré relatif égal à l’ordre de dérivation qui doit être 

appliquée à la sortie afin d’avoir une dépendance explicite de l’entrée. 

 Pour les systèmes linéaires, le degré relatif représente la différence entre le degré du 

dénominateur et le degré de numérateur de la fonction de transfert. 
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b. Transformation des coordonnées : 

 

 Soit les fonctions rii ...1,   définies par :  

 



















 )()(

)()(

)()(

1

22

11

xhLxz

xhLxz

xhxz

r

frr

f









                                                                                                         

(1.16) 

 

Si r est inférieur strictement  à l’ordre du système n  )( nr  , il est toujours possible de 

trouver )( rn   autres fonctions ))(,),(( 1 xx nr   telle que la matrice )(x  est un 

difféomorphisme au voisinage de 0x . (voir annexe) 

 























 

)(

)(

  

)(

)( 1

1

x

x

x

x

n

r













                                                                                                                 (1.17) 

 

                                                                                

Les valeurs de )( rn   fonctions sont choisit telle que leurs dérivées de Lie suivant la direction 

de g   soient égal à zéro  i.e.  nrixL ig ,..,1 ; 0)(  . 

Dans les nouvelles coordonnées, le système s’écrit sous la forme  nominale suivante : 

 

1

11

1

32

21

)(

)(

)()(

zy

zqz

zqz

uzbzaz

zz

zz

zz

nn

rr

r

rr





















































                                                                                                        

(1.18) 

Où  

                   

)()(

            0)()(

)()(

1

xLzq

DxxhLLzb

xhLza

ifi

r

fg

r

f









                                                            
(1.19) 
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c. Linéarisation par retour d’état : 

 

 On suppose que les états du système sont mesurables et que la commande dépend de 

l’entrée de référence  extérieure v et de l’état du système. Soit )(xu la commande linéarisante: 

 

 vxa
xb

xu  )(
)(

1
)(

                                                                                                       

(1.20) 

 

On pose         
)(

)(
)(

xb

xa
x


             et           

)(

1
)(

xb
x 

                                                 

(1.21) 

 

Le système représenté par l’équation (1.12) devient : 

 









)(

)()()()()(

xhy

vxxgxxgxfx 

                                                                                    

(1.22) 

 

Selon la sortie du système (définie ou pas) on distingue deux cas de linéarisation : 

 Linéarisation entrée /sortie. 

 Linéarisation entrée/état. 

 

 

I.III.2.1.1.  Linéarisation entrée / sortie : [1];[4];[5];[10];[11] 

  

 La linéarisation exacte des systèmes non linéaires constitue une méthode naturelle et 

prometteuse; elle permet d’obtenir un comportement entrée-sortie linéaire par la mise en 

œuvre d’un bouclage, par la suite, toute la théorie linéaire peut être appliquée.  

 

Soit le système non linéaire suivant : 

 









)(

)()(

xhy

uxgxfx

                                                                                                            

(1.23) 

 

Ayant un degré relatif r , selon la valeur de degré relatif deux cas existent : 

 

 Premier cas : nr   

a. Changement de coordonnées: 

 

Dans ce cas la transformation de coordonnées nous donne : 
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n

n

fn

f

zxhLx

zxhLx

zxhx

x

)()(

)()(

)()(

)(

1

22

11










                                                                                             

(1.24) 

 

Dans les nouvelles coordonnées, le système s’écrit sous la forme normale suivante : 

 

1

11

32

21

))(())((

zy

uzbzazz

zz

zz

rn





















 







                                                                                         

(1.25) 

 

Où 

 

))(())(( 11 zhLza n

f

          Et     ))(())(( 111 zhLLzb n

fg

  
                                           

(1.26) 

)(z   est un difféomorphisme donc )(1 z existe, tel que: xz  )(1 .                               (1.27) 

 

b. Bouclage linéarisant :  

 

 vxa
xb

xu  )(
)(

1
)( , v  est l’entrée auxiliaire du système.                                             (1.28) 

  

En boucle fermée le système s’écrit : 

 

1

1

32

21

zy

vzz

vz

zz

zz

zz

n

nn









































                                                                                             

(1.29) 

 

Le système obtenu est un système linéaire commandable exprimé sous la forme canonique de 

Brunovsky : 

 





















000

1

00

010









A ,





















1

0

0


B

   

,

      

 001 C
                                                     (1.30) 
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Remarque (I.2): 

 

Les valeurs propres de la matrice d'état sont toutes nulles, d'où l'instabilité du système. 

 

c. Transfert entre l'entrée auxiliaire et la sortie du système: 

 

 

n

nnn

n

ssv

sy

sv
s

sz
s

sz

svssz

szssz

szsy

1

)(

)(
G(s) : transfertdefonction  laoù d'

              )(
1

)(
1

)(

)()(

)()(

)()(

11

21

1















                                                      (1.31) 

 

Avec ce retour d’état le système aura la structure suivante :   

 

 
 

Figure (1.1): Chaîne d'intégrateurs. 

 

 

   Deuxième cas : nr   

 

a. Changement de coordonnées: 

 

 Soit la transformation de coordonnées suivantes :  

 















































nn

rr

r

r

fr

f

zx

zx

zxhLx

zxhLx

zxhx

x

)(

)(

)()(

)()(

)()(

)(

11

1

22

11

















                                                                                           

(1.32)

 
 

 Les nrixi ,...,1);(   sont solutions des équations différentielles  partielles : 

        

1nz  
2z  

1z  
 

1z  nzv   
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nrixL ig ,...,1;0)(                                                                                                      (1.33) 

 

Le fait de chercher les nrixi ,...,1);(  solutions de ces équations différentielles a un double 

sens: 

 

1. La distribution   gspan est involutive.  

2. Dans les dérivées nrr zzz  ,, 21  , la commande u  n'apparait pas. 

 Après l’application de la transformation de coordonnées donnée par l’équation (1.32), 

on aboutit au système d’équations suivant : 

 

1

1

1

11

11

32

21

))((

))((

))(())((

zy

zLz

zLz

uzbzaz

zz

zz

nfn

rfr

r

















































                                                                                     

(1.34) 

 

 

b. Bouclage linéarisant: 

  

 vxa
xb

xu  )(
)(

1
)(

                                                                                                       

(1.35) 

 

En boucle fermée, on aura: 

1

1

1

11

32

21

 cachée  linéairenon    Dynamique 

))((

))((

 linéaire   Partie
   

                       

zy

zLz

zLz

vz

zz

zz

nfn

rfr

r

























































                                                   

(1.36) 
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Avec ce retour d’état le système aura la structure suivante :   

 

 

 

Figure (1.2): description du système après linéarisation ( nr  ) 

 

 

c. Transfert entre l'entrée auxiliaire et la sortie du système: 

 

 Dans ce cas, la fonction de transfert: 

  

rssv

sy 1

)(

)(
G(s) 

                                                                                                                 

(1.37)

 
 

 

I.III.2.1.2.  Linéarisation entrée/état:[1];[4];[5];[10];[11] 

 

 Dans ce cas, la sortie n'est pas imposée, le système non linéaire est donc donné par 

l'équation: 

 

uxgxfx )()(                                                                                                             (1.38)

  

 L'objectif est de réaliser une linéarisation complète entrée /état, pour ceci il suffit de 

trouver une sortie fictive )()( xxy  tel que le degré relatif du système donné par l’équation 

ci-dessous soit égale à n . 

    

)()(

)()(

xxy

uxgxfx





                                                                                                                

(1.39) 

 

)(x doit donc satisfaire les relations suivantes: 
 

x voisinage de 0x
                                                         

(1.40) 

1nz  
yz 1  

nz  

nri

xLz ifi

,...,1

)(



 
 

        

2z  
1z  

 

  2,...,0,0  nkxLL k

fg 

Dynamique 

cachée 
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  0 0

1  xLL r

fg  en 0x
                                                                                                         

(1.41) 

 

Le système (1.39) est linéarisable exactement dans l'espace d'état (linéarisation entrée/état 

dans un voisinage de 0x ), si et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites : 

 

 Les champs de vecteurs  )(),...,(),( 0

1

00 xgadxgadxg n

ff

 sont linéairement indépendants. 

 La distribution  )(),...,(),(span 2 xgadxgadxg n

ff

 est involutive au voisinage de 0x . 

 

 

Remarque (I.3): 

 

 La première condition exprime la condition de commandabilité du système, quant à la 

deuxième assure l'existence d'une fonction )(x  tel que le degré relatif égale à n . 

 Le bouclage linéarisant s’obtient, comme dans le cas de la linéarisation entrée-sortie, 

en considérant que la sortie est )(x , et en la dérivant n fois jusqu’`a ce que l’entrée 

apparaisse.  

 

 

 Exemple illustratif:  

  

Soit un système non linéaire mono variable affine par rapport à l’entrée défini  par : 

 

3

21

2

21

)(

0

0

2

2

xxhy

ue

e

xx

xxx
x

x









































                                                                                                     
(1.42) 

 

 

Calcul du degré relatif : 

 

  0

0

  100)( 2

2




















x

x

g e

e

xhL
                                                                                         

(1.43) 

 

  21

21

2

21

0

  100)( xx

xx

xxxhL f 




















                                                                           

(1.44) 
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  0

0

    011)( 2

2




















x

x

fg e

e

xhLL
                                                                              

(1.45) 

                  
 

  )(

0

  011)( 2

21

21

2

21

2 xx

xx

xxxhL f 




















                                                                 

(1.46) 

                  
 

 
2

1
 si    0)21(

0

  021)( 222

2 22

2




















 xxee

e

xxhLL
xx

x

fg                                  
(1.47) 

 

321  rr  ; Le degré relatif du système est égal à n (dimension du système). 

 

Effectuant, maintenant le changement de variable : 

 



























2

21

2

3

212

31

)(

)(

)(

)(

xxxhLz

xxxhLz

xxhz

x

f

f
                                                                                           

(1.48) 

 

Afin de vérifier si la matrice de la transformation de coordonnées est un difféomporphisme, 

nous calculons sa matrice Jacobienne : 

 

 

 

                                                                                                   
(1.49) 

 

 

Cette matrice est difféomorphisme si et seulement si
2

1
2


x  

 Le système dans les nouvelles coordonnées

 

s’écrit : 

 

uexxxuxhLLxhLz

zuxhLLxhLz

zuxhLxhLz

x

fgf

fgf

gf

2)21()(2)()(

)()(

)()(

2

2

21

23

3

3

2

2

21













                                                    
(1.50) 

 

Bouclage linéarisant : 

 

 vxa
xb

xu  )(
)(

1
)(                                                                                                       (1.51) 
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011

100
)(

2x
x

x
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Avec : 

 

2)21()(

)(2)(

2

2

21

x
exxb

xxxa





                                                                                                            

(1.52) 

 

En boucle fermée le système s’écrit : 

 

 

1

3

2

1

3

2

1

1

0

0

   

000

100

010

zy

v

z

z

z

z

z

z













































































                                                                                   

(1.53) 

 

Qui représente un système linéaire et commandable. 

 

 

I.IV. Commande par mode glissant: ([12];[17];[18]) 

  

La commande par mode glissant s’inscrit dans le cadre plus large du la théorie des 

systèmes à structure variable qui a été révélé dans le milieu du 20
ème

 siècle en Union 

Soviétique, dont les premiers travaux sont ceux d’Anosov, de Tzypkin et d’Emelyanov, Puis 

ceux d’Hamel en France sur la commande à relais. Ces recherches ont connu un nouvel essor, 

soit pour compléter l'étude théorique, soit pour étudier quelques applications possibles. En 

effet, à la fin des années soixante-dix  Utkin a formalisé la théorie des modes glissants.  

  
 

 Par définition, un système à structure variable est un système dont les paramètres du 

régulateur varient d'une manière discontinue. Ainsi, ils peuvent prendre deux valeurs, où la 

commutation d'une valeur à l'autre nécessite l'évolution de la trajectoire du système sur la 

surface de glissement )(xs .   

 

La commande par mode glissant est une technique de commande non linéaire, elle 

consiste à ramener la trajectoire d'un état de système vers une surface donnée dite surface de 

commutation ou surface de glissement.    

 

 Actuellement, cette technique de commande connaît une large gamme d’applications 

dans des domaines très variés tels que la robotique, la mécanique et l’électrotechnique. 

 

Le principe de fonctionnement par  mode glissant est de contraindre le système à 

atteindre une surface donnée et ensuite, l’obliger à rester sur cette surface. 

La forme  de la surface de glissement est souvent une combinaison linéaire des variables 

d’état de système. 
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I.IV.2. Différentes structures de contrôle par mode de glissement:[12];[13] 

 

 On peut distinguer  deux  configurations de base pour les systèmes à structure 

variable, une configuration permettant un changement de la structure par commutation entre 

deux retours d’état différents figure (1.3). 

 
 

 Figure (1.3): Configuration par changement de retour d'état.  

 

 

Suivant  signe de )(xs , la grandeur de contrôle u est donnée par: 

 











0)( si                  )(

0)( si                  )(
),(

2

1

xsxK

xsxK
txu                                                                               (1.54) 

 

Une  autre permet la variation de la structure du système par simple commutation 

d’interrupteurs figure (1.4).  

 
Figure (1.4): Configuration par changement de la structure par commutation de l'organe de 

commande 

 

Dans ce cas la logique de commande est donnée par: 
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0)(      si                  

0)(     si                  
),(

xsu

xsu
txu                                                                               (1.55) 

 

 

Elle correspond au fonctionnement tout ou rien des interrupteurs de puissance, associées dans 

une grande majorité d'applications aux variateurs de vitesse. 

 

 

I.IV.3. Théorie de la commande d'un système à structure variable:[12] 

 

 Dans la commande à structure variable, la trajectoire d'état est amenée vers une 

surface. Puis elle est forcée à rester au voisinage  de celle ci à l'aide de la loi de commutation.  

 Cette surface est appelée surface de glissement et le mouvement le long de laquelle se 

produit est appelé mouvement de glissement. 

La trajectoire dans le plan de phase illustrée pour un système planaire ( 2x ) par la figure 

(1.5) est constituée de trois parties distinctes:[16] 

 

 Le mode de convergence(MC): C'est le mode durant lequel la variable à régler se 

déplace à partir de n'importe quel point initial dans le plan de phase et tend vers la surface de 

glissement. 

 

 Le mode de glissement (MG): C'est le mode durant lequel la variable d'état a atteint 

la surface de glissement et tend vers l'origine du plan de phase. La dynamique de ce mode est 

caractérisée par le choix de la surface de glissement 0),( 21 xxs . 

 

 Le mode du régime permanent (MRP): Ce mode interprète la réponse du système 

autour de son point d'équilibre (origine du plan de phase), il est caractérisé par la qualité et les 

performances de la commande. 
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Figure (1.5): Différents modes pour la trajectoire dans le plan de phase. 

 

 

I.IV.4. Conception de la commande par mode de glissement:[14];[12] 

 

 La conception de la commande peut être effectuée en trois étapes principales très 

dépendantes l'une de l'autre: 

 

 Choix de la surface. 

 L'établissement des conditions d'existence. 

 Détermination de la loi de commande. 

 

 

  I.IV.4. 1. Choix de la surface de glissement: 

  

 Le choix de la surface de glissement concerne le nombre et la forme des fonctions 

nécessaires. Ces deux facteurs dépendent de l'application et de l'objet visé. 

 

 La surface de glissement  dépend de l’objectif  de la commande fixé (stabilisation, 

poursuite,…). Pour les systèmes linéaires cette surface est une combinaison linéaire des états 

du système. 

 

Slotine  propose une  forme d’équation générale pour déterminer la surface du glissement. 

[19]. 

 

)()(

1

xe
t

xs

r














                                                                                                    (1.56) 

 

 

 

0),( 21 xxs

MRP MC 

MG 

2x

1x
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Avec: 

 )()()( tytyte d : L'écart entre la variable à régler et sa référence. 

   : Une constante positive. 

 r  : Le degré relatif, il représente le nombre de fois qu'il faut dériver la surface pour 

faire apparaitre la commande. 

  

 

I.IV.4. 2. Condition de convergence et d'existence: 

 

 Les deux conditions (convergence et existence) sont les deux critères qui permettent 

aux différentes dynamiques du système de converger vers la surface de glissement et d'y 

rester indépendamment de la perturbation. Il existe deux considérations pour assurer le mode 

de convergence: 

 

 

I.IV.4. 2.1. Fonction discrète de commutation: 

 

 Emelyanov et Utkin ont proposé et étudié la première condition de convergence. Elle 

consiste à donner une dynamique à la surface convergente vers zéro. Elle est donnée par: 

 

0)().( xsxs                                                                                                                         (1.57) 

 

 

I.IV.4. 2.2. La fonction de Lyapunov: 

 

 La fonction de Lyapunov est une fonction scalaire positive ( 0)( xv ). La loi de 

commande doit faire décroitre cette fonction. L'idée est de choisir une fonction scalaire pour 

garantir l'attraction de la variable à contrôler vers sa valeur de référence et de concevoir une 

commande u telle que le carré de la surface correspond à une fonction de Lyapunov. 

On peut définir la fonction de Lyapunov comme suit: 

 

)().(
2

1
)( xsxsxv T                                                                                                              (1.58) 

 

La dérivée de cette fonction peut être donnée comme suit: 

 

)().()( xsxsxv                                                                                                                      (1.59) 

 

Il est clair que pour vérifier la décroissance de )(xv , il suffit de vérifier l'inégalité 0)( xv . 

D'où la vérification de la relation. 
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I.IV.4. 3. Calcul de la commande:[14]; [15]; [16]; 

  

 Lorsque le régime glissant est atteint, la dynamique du système est indépendante de la 

loi de commande qui a pour but de maintenir les conditions de glissement (l'attractivité de la 

surface), c'est pour cette raison que la surface est déterminée indépendamment de la 

commande. 

 Maintenant, il reste à déterminer la commande nécessaire pour attirer la trajectoire 

d'état vers la surface, et ensuite vers son point d'équilibre, en maintenant les conditions 

d'existence du mode de glissement. L'obtention d'un régime de glissement nécessite une 

attractivité de la surface de glissement des deux cotés. De ce fait, une commande discontinue 

est indispensable, il n'empêche nullement qu'une partie continue lui soit ajoutée. 

 

 En présence d'une perturbation, la partie discontinue a essentiellement pour but de 

vérifier les conditions d'attractivité. Dans ce cas, la structure d'un contrôleur par mode glissant 

est constituée de deux parties, l'une est la commande équivalente équ  et l'autre stabilisante nu  

néq uuu                                                                                                                            (1.60) 

 

équ est proposée par Utkin, elle sert à maintenir la variable à contrôler sur la surface de 

glissement 0)( xs . Elle est introduite en considérant que 0)(0)(  xsxs  . 

nu est introduite pour vérifier la condition de convergence 0)( . )( xsxs  . 

Considérons le système suivant: 

 

uxgxfx )()(                                                                                                                  (1.61) 

 

On suppose que la trajectoire d'état atteint la surface de glissement à l'instant 0t  et 

qu'un mode glissant existe pour  0tt   . Cela implique que durant le mode de glissement et le 

régime permanent, la surface est nulle, et par conséquent sa dérivée est aussi nulle: 

 

0)(et    0)(  xsxs                                                                                                              (1.62) 

 

x
x

s

t

x

x

s

t

s
xs 


















)(                                                                                                    (1.63) 

 

En substituant la valeur x  donnée par l’équation (1.62) dans l’équation (1.64)  on obtient: 

 

])()([)( équxgxf
x

s

t

s
xs 









                                                                                         (1.64) 

 

D'où on déduit l'expression de la commande équivalente écrite comme suit: 
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)()(

1

xf
x

s
xg

x

s
uéq




















                                                                                                (1.65) 

  

Où )(tuéq  est la commande équivalente. Cette dernière est définie si et seulement si )(xg
x

s





est inversible. 

D'après l'équation de la commande équivalente, il s'ensuit que le mouvement sur la surface 

gouverné par l'équation équxgxfx )()(   ou encore: 

 



















































0)(                    

)()()(

1

xs

xf
x

s
xg

x

s
xgIx

éqéq


                                                                             (1.66) 

  

La commande équivalente peut interpréter comme étant la valeur moyenne u   lors des 

commutations rapide entre  )( maxuu et )( minuu
comme la montre la figure suivante: 

 

 

Figure (1.6): Commande équivalente et commande réelle. 

 

 Cas linéaire : 

  

 Dans ce cas la surface de glissement est choisie comme une combinaison linéaire des 

états du système. Le modèle du système est alors : 

 

                                (1.67) 

 

La surface de glissement est : 

 
nmCtCxxs                                              )()(                                                               (1.68) 

 

t  

minu  

maxu

 

équ  
équ

u
 

mn uxtButAxx  ,                                                      )()(
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Si le système est en régiime glissant alors : 

 

0tt                                           0 )()(  tCxxs                                                              (1.69) 

 

Où 0t   est le temps pour lequel le mode de glissement est atteint. En dérivant la surface par 

rapport au temps  et on utilisant la même démarche que précédemment, on obtient : 

  

0tt                                           0 (t))()(  éqCButCAxxs                                          (1.70) 

 

Si la matrice CB est inversible, on obtient la commande équivalente suivante : 

 

    )()((t) 1 tCAxCBuéq

                                                                                                   (1.71) 

 

Le choix de )(ssignKu Sn  donne la commande résultante : 

 

néq uuu                                                                                                                           (1.72) 

 

 

I.IV.5. Solution pour la suppression du phénomène de réticence:[17]; [15];[12];[19]  

 

 Le phénomène de réticence constitue un inconvénient majeur non négligeable, car 

même s'il est possible de le filtrer à la sortie du processus, il est susceptible d'exciter les 

modes de hautes fréquences qui n'ont pas été pris en compte lors de la modélisation du 

système. Ceci peut dégrader les performances et même conduire au problème d'instabilité. La 

réticence implique également d'importantes oscillations mécaniques au niveau des 

actionneurs, pouvant provoquer leurs usures rapide, ainsi que des pertes énergétiques non 

négligeables au niveau des circuits de puissance électrique. Dans le but de réduire ou 

d'éliminer ce phénomène, de nombreuses solutions ont été proposées. 

 

 
Figure (1.7): phénomène de réticence. 
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I.IV.5.1. Solution de couche limite:[14] 

 

 Elle est aussi connue par le nom "boundary layer solution", elle a été proposée par 

Slotine1984, elle consiste à effectuer une approximation continue des discontinuités 

présentent dans la loi de commande au voisinage de la surface de glissement.  

Supposons que la commande discontinue qui provoque le phénomène de réticence s'écrit sous 

la forme: 

 

))(( )( tssignKtu S                                                                                                       (1.73) 

 

 La fonction signe ))(( ts  est remplacée par une fonction plus lisse dans la couche limite 

de 0))(( ts . Parmi ces fonctions utilisées nous citerons la fonction de saturation: 

 



















1  si               )(

1 si                       
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s
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ss

ssat                                                                                      (1.74) 

 

 
 

 

  

Le système ne converge plus vers la valeur désirée, mais vers un voisinage de cette dernière. 

Ainsi, la mise en place d'une commande continue dans une bande de la surface nécessite un 

compromis entre la robustesse et les performances. D'autres fonctions  d'adoucissement 

existent telles que les fonctions d’adoucissement: etc...tanh,,
s

arctan 
2
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Figure (1.8): Fonction saturation avec un seuil 
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I.IV.5.2. Solution basée sur un observateur: [14] 

 

 La solution de la couche limite nécessite l’approximation continue du terme de 

discontinuité. Cependant, dans plusieurs applications les discontinuités de commande sont 

inhérentes au système. 

D’autre part, ce terme de discontinuité de commande permet de réaliser une convergence 

asymptotique de l’équation décrivant la surface de glissement vers zéro, ce qui n’est pas 

garanti en effectuant cette approximation continue. 

En conséquence, Lors de l’application d’une commande discontinue, le placement d’un 

observateur asymptotique par mode de glissement peut éliminer la réticence due à cette 

discontinuité de la loi de commande. L’idée de base consiste à générer les modes glissants 

idéaux dans une boucle auxiliaire d’observation, telle que cette boucle d’observateur n’intègre 

aucune dynamique non modélisée. La boucle principale est poursuivie de la boucle 

d’observateur. Sous les dynamiques de cet observateur, aucun problème de réticence 

n’apparaît et le système évolue comme si la commande équivalente continue est appliquée. 

 

 

I.IV.6. Avantages et inconvénients de la commande par mode glissant:[20] 

 

 Il est reconnu que la robustesse vis-à-vis des perturbations et des incertitudes du 

modèle présente le point fort d'une commande par mode glissant. Contrairement à une loi de 

commande classique, les performances dynamiques sont maintenues quelles que soient les 

variations des paramètres et quelles que soient les amplitudes des perturbations appliquées au 

système. 

 De plus, la réduction de l'ordre du système constitue un autre point fort de ce type de 

commande, car elle permet de simplifier la complexité du système. 

 

 Cependant, ces performances sont obtenues au prix de certains inconvénients: 

 

 Un phénomène de chattering ou broutement provoqué par la partie discontinue de cette 

commande et qui peut avoir un effet néfaste sur les actionneurs. 

 

 Le système est soumis à chaque instant à une commande élevée afin d'assurer sa 

convergence vers l'état désiré et ceci n'est pas souhaitable. 

 Parmi les solutions proposées à ces problèmes on peut citer la commande par mode 

glissant à bande limite qui consiste à remplacer la fonction de commutation dans la 

commande par une fonction de saturation (hystérésis, arc tangente, etc.).    

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre1:                                                                                             Commande non linéaire 

 

25 

I.V. Conclusion: 

 

 Dans ce chapitre, nous avons vu la notion générale de la commande non linéaire. Nous 

avons  ensuite exposé les différentes méthodes de linéarisation existantes tout en s'accentuant 

sur la méthode de commande par retour d'état. Par la suite, nous avons étudié la commande 

par mode de glissement qui est très utilisée dans la commande non linéaire dans l'étude de 

stabilité des systèmes. L'intérêt majeur de ces approches réside dans la simplicité de la mise 

en œuvre de ces lois de commande.  

  

 Dans le prochain chapitre, nous allons exposer les différentes méthodes de 

linéarisation approximatives.      
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II.I. Introduction : 

 

 La linéarisation exacte par changement de coordonnées et bouclage des systèmes non 

linéaires est une approche attractive car elle permet d’attribuer au système non linéaire un 

comportement linéaire dont les caractéristiques en terme de régime transitoire (temps de 

réponse, dépassements, oscillations, … ) et de régime statique (écart statique, et gain statique) 

sont plus indiqués pour qualifier les performances du système.  

 Cependant, la linéarisation par bouclage n’est pas toujours possible. En effet, le 

système doit satisfaire certaines conditions. Plus précisément, dans le cas d’une linéarisation 

entrée-état, on doit rechercher la sortie fictive de telle manière que le degré relatif soit égal à 

la dimension du système. L’existence de cette sortie est liée à deux conditions fondamentales 

qui sont celle de la commandabilité et de l’involutivité. 

 Pour pallier à cet inconvénient, on a été amené à concevoir des bouclages réalisant une 

linéarisation approximée. Les premiers travaux dans ce sens ont été introduits par Arthur 

KRENER [21], BANAZUK, [23] et HUNT [22]. L’approximation est quantifiée par le reste 

du développement de Taylor de la distribution engendrant l’espace commandable. Dans [22], 

un algorithme permettant de construire d’une manière systématique la transformation de 

coordonnées et ensuite le bouclage, réalisant une linéarisation approximée à un ordre choisi 

au préalable, est élaboré. Il faut remarquer que cette méthode a été utilisée même dans le cas 

où le système remplit les conditions de linéarisabilité par changement de coordonnées et par 

bouclage. En effet même dans ce cas, la construction de la transformation de coordonnées 

reste une tâche complexe. Cette méthode offre donc une procédure pour construire la 

transformation de coordonnées.  

 D’autre part, une autre approche complètement différente de linéarisation approximée 

est proposée par César AGUILAR [24]. Cette approche consiste à trouver la sortie fictive 

donnant le maximum de degrés relatif. 

 Dans ce chapitre, nous présentons, d’une part, la méthode formulée par A. KRENER 

ainsi que l’algorithme associé développé par HUNT et, d’autre par, la méthode proposée par 

César AGUILAR. Ces deux dernières méthodes seront appliquées sur un exemple de système 

benchmark qui est le pendule inversé au chapitre suivant. 

  

  

II.II. Linéarisation approximée d’Arthur KRENER [21] : 

 

 La méthode proposée par A. KRENER a été initialement utilisée pour construire le 

changement de coordonnées pour les systèmes non linéaires qui satisfont les deux conditions 

de commandabilité et d’involutivité. En effet, la construction d’une telle transformation n’est 

pas toujours évidente. Pour cette raison, on peut, grâce à cette méthode construire une 

transformation approximée. Ensuite, cette méthode a trouvé son succès pour construire la 

transformation approximée pour les systèmes qui ne satisfont pas les deux conditions.  Le 

principe de cette méthode est d’abord décrit pour l’approximation du premier ordre ensuite, 

nous exposons sa généralisation à un ordre supérieur.  
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II.II.1. Approximation linéaire du premier ordre: 

 Rappelons que l’objectif de linéarisation par bouclage du système non linéaire décrit 

par l’équation d’état;  

),( uxfx                                                                                                                               (2.1) 

Consiste une approximation au voisinage de ),( 00 ux  tel que 0),( 00 uxf , (le point ),( 00 ux  

peut donc représenter le point d’équilibre ou le point nominal), en un système linéaire donné 

sous la forme: 

 

uBxAx ~~~                                                                                                                           (2.2) 

 

Cette approximation est du premier ordre dans l'état : 

 
2

00 )()(~ xxOxxx 
     

                                                                                                (2.3a) 

 

Cependant elle est exacte dans la commande : 

 

0
~ uuu                                                                                                                              (2.3b) 

 

Les matrices A  et B  sont respectivement les Jacobiennes de ),( uxf par rapport à l’état x  et 

à l’entére u évalués au point d’équilibre: 

 

),( 00 ux
x

f
A




        ;          ),( 00 ux

u

f
B






 

                                                                          (2.4) 

  

La validité de cette approximation dépend de l’importance du terme du second ordre 

qui, à son tour, dépend de la stabilité de la matrice A . Si le spectre de la matrice A  se situe 

suffisamment très à gauche du demi-plan complexe et si la commande )(tu reste 

suffisamment proche de 0u ,  )(tx très proche de 0x , alors, le terme du second ordre dans (2.3a) 

peut être négligé. D’un autre côté si A est instable, il est impératif de concevoir des retours 

d’état stabilisant de la forme : 

 

vxFu  ~~                                                                                                                              (2.5) 

 

Où v est une entrée de commande auxiliaire ; le système (2.2) s’écrit alors : 

 

BvxAx  ~~~
                                                                                                                          (2.6) 

Où: 

BFAA 
~

                                                                                                                           (2.7) 



Chapitre2:                                                                   Méthode de linéarisation approximative  

 

 

28 

L’assignement du spectre de A
~

 de manière arbitraire est possible si le couple  BA,  est 
commandable. Dans ce cas, on peut donc toujours trouver un gain du retour d’état F  qui 

place les valeurs propres de A
~

à des positions arbitraires désirées. La commande injectée au 

système non linéaire s’écrit 

 

  
vxxFvxuu  )(),( 0                                                                                         

(2.8)
                                                                 

 
 

 

Oùest la commande non linéaire en boucle ouverte, et sa valeur initiale
00 uv  . Le système 

non linéaire résultant est : 

 

 ),(
~

vxfx                                                                                                                            (2.9) 

 

 )),(,(),(
~

vxuxfvxf                                                                                                         (2.10) 

 

On peut remarquer que l’approximation linéaire de (2.10) au point ),( 00 vx est bien (2.6). 
 
Les 

commandes linéaires et non linéaires satisfont la relation suivante : 

 

  
2

00 )(~ xxOvvv 
   

                                                                                                   (2.11) 

 

 La stabilité de A
~

 tend à rendre 
2

0 )( xxO  négligeable. Du fait que le système linéaire 

(2.6) est une « bonne » approximation du système non linéaire (2.9), on peut donc concevoir 

un bouclage additionnel déterminé sur la base du modèle linéaire (2.6) et qui peut assurer un 

comportement désirée au système non linéaire (2.9). Si ),( wxv  est le bouclage linéaire conçu 

pour assurer des performances désirées au système linéaire (2.6), w étant la nouvelle entrée 

auxiliaire, alors le bouclage non linéaire ),( wx  assurera approximativement les mêmes 

performances au système non linéaire (2.9). 

 

 

II.II.2. Approximation linéaire d'ordre élevé: 

 

 Il existe plusieurs systèmes présentant des non linéarités sévères que la méthode 

décrite précédemment n'y peut les résoudre. Le terme second ordre 
2

0 )( xxO   ne peut pas 

être négligé sur toute la gamme du système. Les transformations de la méthode linéarisante 

peuvent surmonter ces difficultés.  

Arthur KRENER a décrit une approximation de cette approche, elle possède des calculs 

faciles. [21] 

Soit le système non linéaire multivariable affine par rapport à l'entrée ; 
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mn

j

m

j

j

ux

xxuxgxftuxgxfx



 


      

)0(  avec )()()()()( 0                       

1


                                    (2.12)

 

Le point nominal )0,( 00 ux est supposé être le point critique ou point d’équilibre

)0)(( 0 xf . 

La première étape consiste à calculer le modèle linéaire du système (2.12) en 0x , i.e.:  

)(                 ),(

~~~

00 xgBx
x

f
A

uBxAx









                                                                                     (2.13) 

 

On cherche un changement de coordonnées )(~~ xxx   et ),(~~ uxuu   qui transforme (2.13) en 

(2.12)  avec une erreur d'ordre
3

0)( xxO  . 

Ainsi on suppose: 
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(2.14)                                                                                                                                                   
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On peut exprimer ix comme une fonction de x etu avec un terme d'erreur d'ordre  

3

0 ),( uxxO  par deux méthodes différentes. La première est de substituer (2,14) directement 

dans (2,13). L'autre est de fixer (2,14) à l'aide de (2,12). Si on compare le terme second ordre 

dans ces expressions, on obtient un système d' mnnn 22 2/)1(   équations linéaires en

nmnmnnn 22 2/)1(2/)1(   dérivées partielles secondes trouvées dans (2,14), i.e.: 
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Pour la résolution de cette dernière (2.15), il faudra respecter des conditions nécessaires et 

suffisantes qu'on décrira prochainement.  

  

Supposons que ce système est résoluble, alors la solution peut ne pas être unique. Notons que 

(2,14) correspond aux transformations du 1
er
 ordre, par conséquent on peut les transformer en 

ordre élevé; 
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                          (2.16) 

 

En ignorant le terme 3
éme 

ordre dans (2.14) et (2.16), on peut passer du système non linéaire 

(2.12) en son approximation linéaire (2.13). 

Un retour d'état stabilisant (2.17) qui établie pour le système linéaire (2.13) les performances 

désirées peut être transformé en retour d'état non linéaire par la substitution de (2.14) en 

(2.17), Puis remplacer le résultat dans (2.16). Avec espoir que ce feedback assure les 

performances désirées du système non linéaire (2.12). 

 

vxFu  ~~                                                                                                                            (2.17) 

 

Si ce n'est pas le cas, la méthode suivante peut être généralisée pour trouver les 

transformations qu'on pourra effectuer entre (2.12) et (2.13) avec un terme d'erreur d'ordre 

quatre. La troisième partie de ces transformations doit satisfaire un ensemble d'équations 

trouvées comme on vient de le faire, en calculant x  comme une fonction de uxet  par deux 

étapes.  

 

On peut répéter cette procédure afin de trouver une approximation avec un certain degré 

d'exactitude. A chaque étape, la solution précédente va être prise comme des termes d'ordre 

réduits de ces transformations, d'où il ne restera que les termes d'ordre élevé à calculer.      

   

Le résultat des transformations et leurs approximations sont polynômiaux, d'où ils peuvent 

être évalués en temps réel. Le calcul de ces transformations a besoin seulement d'être fait une 

fois et hors ligne. Comme les transformations d'ordre élevées correspondent à celles du 

premier ordre, on peut continuer de répéter cette procédure jusqu'à la satisfaction des 

performances désirées du système en boucle fermée. 

 

 

II.II.3. Conditions nécessaires et suffisantes: 

 

 L'existence de ces transformations nécessite la satisfaction de certaines conditions. 

Les transformations ; 
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uxxuxuu

xxx

)()(),(~~
)(~~

 


                                                                                                (2.18) 

 

Transforment le système non linéaire (2.12) en un système presque linéaire: 

 

1),(~~~  uxOuBxAx                                                                                                     (2.19) 

 

Les transformations (2.18) existent et peuvent être transformées  de certains domaines ouverts 

dans l'espace )~,~( ux sur  un domaine ouvert ),( ux dans l'espace. En particulier )0,0()~,~( ux

est tracé en ),(),( 00 uxux  . 

 Il existe deux choix possible pour l'obtention d'un système linéaire (2.19), l'un est 

l'approximation linéaire (2.13) du premier ordre, l'autre est la forme de Brunovsky pour ce 

système linéaire. Plusieurs auteurs ont met le point sur cette dernière, cependant le premier 

choix est plus approprié dans les applications depuis lors les coordonnées linéaires et non 

linéaires peuvent convenir. 

    

Mais ce qui concerne l'existence d'une transformation, le choix de la forme linéaire est peu 

important. Toute linéarisation approximée évoluée de (2.12) doit avoir les mêmes indices de 

commandabilité en tant que son opposé du premier ordre (2.13). S'il existe des 

transformations (2.18) qui amènent (2.12) en son approximation linéaire (2.13) avec une 

erreur
1),( uxO , ainsi ceci peut être montré par l'approximation linéaire afin d'obtenir la 

forme de Brunovsky de (2.13). 

 

En d'autre terme, si (2.18) transforme (2.12) en n'importe quelle forme linéaire avec une 

erreur
1),( uxO , avec: 
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                                                                     (2.20) 

 

 Puis elle  transforme (2.13) en son approximation linéaire (2.19) avec le même ordre d'erreur.  

Par conséquent:  

 

 

2
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2

00
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                                                                                                        (2.21) 

 

Quelques notions doivent être connues pour énoncer les conditions suffisantes et nécessaires: 

Les crochets de Lie d'un champ de vecteur est un autre champ de vecteur défini par: 
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                                                                                     (2.22) 

  ]   [ 1
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fj

k

f gadggad                                                                                                        (2.23) 

 

 Une distribution D de classe C dans
nR . D a une base locale d'ordre  autour de 0x s'il 

existe un champs de vecteur dXX ....1  qui sont linéairement indépendants en 0x et tel que pour 

tout DY  , il existe des fonctions kC  tel que: 

 





d

k

k

k xxOXCY
1

1

0 )(                                                                                                  (2.24) 

d est un entier de dimension d'ordre  de D en 0x . 

Une telle distribution est dite involutive d'ordre  en 0x s'il existe une fonction
ij

kC tel que: 

 

   






d

k

kij

k

ji xxOXCXX
1

0 )(                                                                                    (2.25) 

 

 

Une telle distribution est dite  intégrable en 0x s'il existe dn  fonctions indépendantes 

nd hh ,...,1  
tel que: 

 

1)(,  xOXdh j

k                                                                                                              (2.26) 

 

Arthur KRENER a généralisé Le théorème classique de Frobenius, en effet, soit D est une 

distribution d'ordre  de base dXX ....1
en 0x . D est d'ordre  intégrable en 0x si D est d'ordre

 involutive en 0x . [21] 

 

Théorème :  

 

 Le système non linéaire (2.12) peut être transformé en un système linéaire d'ordre 

(2.19) où ),( BA est commandable avec les indices nkk  ....1  si et seulement si : 

 

i) 
kD a une base local d'ordre  en 0x  se composant de : 

 

 mjkklgad j

jk

f ,...,1);,min(0:                                                                                   (2.27) 

 

ii) 
lkD ...

   
est d'ordre  involutive en 0x  pour mj ,...,1
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II.III. Approximation linéaire basée sur l'algorithme de HUNT: [21] [22] 

 

 La méthode de linéarisation par retour d’état est de plus en plus utile pour l’étude 

des systèmes nos linéaires. Cependant, même si le système est linéarisable, il peut être 

difficile, voir impossible, de construire une linéarisation exacte par retour d’état. Pour cela 

HUNT s'est intéressé à l’étude de la méthode basée sur l’approximation linéaire.  

 

En effet, HUNT a fourni un nouvel algorithme qui sert dans un premier lieu à: 

 

1) Construire une transformation approximée d'un système linéarisable par retour d'état. 

2) Construire une transformation approximée d'un système non linéarisable par retour 

d'état. 

 

 Au lieu d'approximer un  système non linéaire donné, on va approximer une 

transformation dans un sens « approprié ». 

On considère le système non linéaire suivant : 

  

 

Où mggf ,....,, 1 sont des champs de vecteur dans n , 0)0( f .  

 

Généralement, il est difficile de construire une transformation linéarisante par retour 

d’état, pour cela, plusieurs recherches ont été développées. 

KRENER a introduit l’ordre de linéarité  , il a aussi introduit  un algorithme qui 

donne une transformation approximative. Cet algorithme sert à trouver une transformation de 

coordonnées pour  quelque degré de précision  tout en assurant certaines conditions. Cette 

méthode préserve la partie linéaire du système à linéariser. [21] [25] 

Inspiré par les travaux de KRENER, HUNT propose une autre approche, sous ses 

propres conditions, des transformations par retour d’état ont été construites en se basant sur la 

géométrie de Lie. 

Soit : 

 

BvAzz                                                                                                                          (2.29) 

               

n est l'ordre du système, m est le nombre d'entrées pour la forme canonique de Brunovsky 

avec les mêmes indices de commandabilité.  

 

La transformation du système (2.28) en système (2.29) possède la forme suivante: 

 

 ),...,,,...,(),( 11 mm vvzzvz                                                                                                 (2.30) 

(2.28)                                                                                                             )()(
1





m

i

ii uxgxfx
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La transformation par retour d'état linéarisant le système (2.28) en système (2.29) s'effectue si 

et seulement si: 

   

(2.31)            ,...,1,1,...,1,1              2,...,0                 0, 1 mkknkjkigzdL mjkj

i

f 

 

    

,...,mjvzLuzL

mkknkjkizL

m

k

jkkgkkkf

mjj

i

f

jkj
1               

(2.32)                                                                                                                                              

,...,1,1,...,1,1              1,...,0              z

1

......

1ji

11











                                                            

Avec: 

 

j

i

f zL : La i
ème 

dérivée de Lie de jz suivant f . 

jdz : Le gradient. 

, : Le produit interne dans n  (on peut utiliser cette notation j

i

fg zLL
k

pour kj

i

f gzdL , ). 

Les équations (2.31) et (2.32) indiquent qu'on a seulement besoin de résoudre (2.31) pour 

linéariser le système par un retour d'état. 

Supposons qu'on remplace (2.29) par : 

 
),( uxOBvAzz                                                                                                         (2.33) 

 

Qui est un système linéaire d'ordre 1 . On suppose ici que les matrices BA, sont des 

matrices commandables. Aussi, on remplace (2.31) par : 

 

(2.34)     ,...,1,1,...,1,1              2,...,0                )(, 1 mkknkjkixOgzdL mjkj

i

f  

 

On garde (2.32) telle qu'elle est. 

Il est clair maintenant que le système (2.28) est transformé en système linéaire d'ordre 1  

donné sous la forme: 

 

uxOBvAzz )(                                                                                                          (2.35) 

 

Avec BA, sont sous la forme de Brunovsky comme dans (2.29), si et seulement si (2.32) et 

(2.34) sont conservées. En répétant la procédure de la formule de Leibinitz 

  jfgjgfjgf zLLzLLzL
kkk

, , il est aussi vrai que (2.35) est résoluble si et seulement si la 

distribution appropriée de Krener est involutive au point 0 à l'ordre 1 . [21] [22] 
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II.III.1. L’algorithme de HUNT : [22] ; [25] 

 

 Si le système (2.28) a un degré relatif égal à n dans le cas où la sortie est définie, ou 

s’il vérifie les deux conditions de commandabilité et d’involutivité  cités dans le chapitre 

précédent, alors ce système peut être transformé en un système linéaire écrit sous la forme 

canonique de commandabilité suivante :  

 

 

Dans le cas contraire, où nr  , le système peut être transformé approximativement en 

un système linéaire donné par l’équation suivante : 

 
),( uxBvAzz                                                                        (2.37)                            

 

Où la partie linéaire est toujours écrite sous la forme de commandabilité, le système 

précédent est dit d’ordre 1 d’après KRENER. 

Le but de cet algorithme est de trouver la variable principale 
1z en suivant certaines 

étapes et en respectant quelques conditions, une fois la variable principale est déterminée, le 

reste des variables se détermine par la dérivée successive de la variable 1z . 

L’algorithme se déroule comme suit : 

 

 

 Première étape : 

 

 Dans cette étape, on écrit la variable principale 1z sous forme d’un polynôme 

homogène d'ordre1, on suppose que le système uxgxfx )()(  est linéarisable en premier 

ordre, donc la variable jz : 

 

 1....,,1 ,1                 1

1




m

n

p

p

j

pj knkjxcz                                                            (2.38) 

 

Les constantes npc p ,...,1,   sont  déterminées à partir de l’équation suivante :  

 

2,...,0,)(,  nixgzdLi

f


                                                                                        (2.39)

 
 

En substituent la valeur de 1z dans l’équation précédente et avec 1 , il vient : 

(2.36)                                                                                             

1

0

0

000

1

00

010

2

1

vz

z

z

z

n















































































Chapitre2:                                                                   Méthode de linéarisation approximative  

 

 

36 

2,...,0),(,1  nixgzdLi

f                                                                                          (2.40)  

 

 Deuxième étape : 

 

  Cette étape consiste à linéariser le système non linéaire à l’ordre 2, dans ce cas la 

variable principale s’écrit sous la forme :  

 

(2.41)          1....,,1 ,1                                                1

1,1

 


m

n

qp

qp

j

pq

n

p

p

j

pj knkjxxcxcz  

Les constantes npc p ,...,1,  sont celles déterminés précédemment dans la première étape, et 

les autres constantes qpc pq , sont choisies de telle manière que le système d’équations 

2,...,0,)(,1  nixgzdLi

f



 
soit vérifié en remplaçant 1z  par son expression avec 

2 i.e.  2,...,0,)(, 2

1  nixgzdLi

f . 

On répète la procédure jusqu’à l’ordre  ; 

 

 ième étape : 

 

 Dans cette étape la variable 
1z s’écrit sous la forme suivante : 

 





n

l

lll

j
n

qp

qp

j
n

p

p

j

j xxcxxcxcz
nlpp

1

....

1,1
1

 où ),,( 1 nlll  désigne le multi indice d’ordre 





n

i

ill
1

et 
nn lll xxxx 

2


        
                                                                                         (2.42) 

 

Dans ce qui suit nous allons appliquer cet algorithme sur un système non linéaire donné dans 

l'exemple suivant: 

 

 

II.III.2. Exemple illustratif: 

 

 Soit le système non linéaire suivant : 

 

ux

xxxx

uxxxxx







3

32

3132

3

2

3121

                                   )(

     2)sin(







                                                                             

 

 

 

 








































1

0

2

  ;

0

)(

)sin(

  avec  

3

32

313

2

312 x

gxxx

xxx

f
 (2.43) 
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 Première étape : 

 

On pose 3

1

2

1
3

1

1

11

1 321
xcxcxcxcz

p

pp


                 

                                                            (2.44) 

Calculons maintenant,
  

)(,1 xgdz 
                                            

                                                                        (2.45) 

)(,1 xgzdL f 
                                        

                                                                       (2.46) 

 

Et on trouve: 

 

3311 2, cxcgdz 
                                        

                                                                    (2.47) 

21, cgzdL f 
                                         

                                                                           (2.48) 

 

Ce qui donne 032  cc , on choisit 11 c (la valeur de 
1c n’est pas unique). 

 

 

 Deuxième étape : 

 

Dans cette étape  

(2.49)                                                                                                 ,
1,

1

11 qpxxcxz
n

qp

qppq  


 

Calculons maintenant,
  

 

)(, 2

1 xgdz 
                                                                                                                   (2.50)

 

  
)(, 2

1 xgzdL f 
                                                                                                            (2.51)

 

 

Il vient : 

 

2

1

321

1

313

1

312

1

211

1

1133

1

33

3

3

332

1

321

1

313

1

312

1

211

1

1131

)2(2)22(           

2)21(2,

xcxcxcxcxcxxc

xcxcxcxcxcxcxgdz





                                         (2.52)
 

 

)122(

)cos(2))sin(()12)(cos(

)2()((3))sin((2))(((2

)2)(1)(6())((,

3

1

312

1

211

1

11

2

313

2

312

1

313

1

312

1

211

1

11

2

31

3

1

322

1

221

1

21

22

31

2

312

1

11

32

313

1

213

3

1

322

1

221

1

21

22

313

32

313

1

321









xcxcxc

xxxxxxcxcxcxcxx

xcxcxcxxxxxcxxxcx

xcxcxcxxxxxxcgzdL f

         (2.53)

 

 

 Donc on trouve 11

33 c et les autres coefficients, on va les choisir toutes nuls 
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D’où la variable principale est donné par : 

 
2

311 xxz 
                                                                                                                          (2.54)

 

 

Qui résout le système d’équation suivant : 

 

0,

0,

1

1





gzdL

gdz

f
                                                                                                                      (2.55)

 

 

Ce qui signifie que ce système est complètement linéarisable. 

 

 

II.IV. Linéarisation approximé basée sur la maximisation du degré relatif : [24] 

  

 La détermination du degré relatif d’un système non linéaire est souvent difficile voire  

impossible, et dans la plupart des cas la valeur de ce dernier est différente de l’ordre du 

système, c’est dans ce contexte, que plusieurs auteurs ont développé des méthodes de 

linéarisation approximative, on cite dans cette partie les travaux de César AGUILAR basé sur 

la maximisation du degré relatif   du système à étudier. 

 

 Si le système n’est pas linéarisable exactement c.à.d. une des conditions suffisantes 

pour que ce dernier soit linéarisable n’est pas satisfaite ou les deux ne sont pas satisfaites, 

alors le degré relatif du système dans ce cas est fortement différent de l'ordre n. Donc, d’après 

César AGUILAR le problème revient à déterminer une fonction (sortie) h (x) qui  maximise le 

degré relatif du système.  

 

 Pour illustrer cette approche, on se limite à présenter dans ce qui suit cette méthode 

pour un système d’ordre 4 seulement : 

 

Pour qu'un système non linéaire soit linéarisable exactement par feedback, il doit vérifier les 

deux conditions de commandabilité et d’involutivité : 

 

1) Les champs de vecteurs  )(),...,(),(),( 0

1

0

2

00 xgadxgadxgadxg n

fff

 sont linéairement 

indépendants. 

2) La distribution  )(),...,(),(span 2 xgadxgadxg n

ff

 est involutive au voisinage de 0x . 

 

Remarque : une distribution  dfff ,...,,span 21 est dite involutive si tout crochet de Lie

djiff ji ,...,1,],[  appartient à la distribution . 
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II.IV.1. Notion du degré relatif maximum : 

 

 Puisque le système non linéaire n’est pas exactement linéarisable, alors calculons 

maintenant la sortie )(xh  qui rend son degré maximal. 

La détermination de la sortie passe par plusieurs étapes: 

  

 

a. Etape 1: 

 

 On considère la distribution    211 ,)(),(span ffxgadxg f  , on calcule le crochet 

de Lie  21, ff , si ce dernier appartient à la distribution 
1  , donc cette distribution est 

involutive, ce que signifie que le degré relatif  r peut être égale à 2. 

 

b. Etape 2: 

 

 Considérons ensuite la distribution: 

  

   3212 ,,)](),([),(),(span fffxgadxgxgadxg ff 
                                                  

(2.56) 

 

Si
2  est involutive au voisinage de 0x , alors le degré relatif du système égale à 3, et ainsi de 

suite pour les systèmes d’ordre élevé. 

 

  De ce fait, il existe au voisinage de 0x  une fonction )(xh  telle que cette dernière représente 

une des solutions des équations différentielles partielles données par : 

 

0)(),(

0)(),(

0)(),(

3

2

1







xfxdh

xfxdh

xfxdh

                                                                                                                (2.57)
 

 

Une fois on a trouvé la sortie, on fait le changement de variables

 

)(xz  où : 

 

1

3

44

1

2

33

122

11

)(

)(

)(

)()(

zLxz

zLxz

zLxz

xhxz

f

f

f

















                                                                                                                (2.58)
 

 

Afin de vérifier la validité de la sortie choisie, on vérifie si la matrice )(x définie un 

difféomorphisme. 

Le système dans ses nouvelles coordonnées est donné par : 
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uxzgxzfyz

yz

yz

yz

))((  ))( ( )4(

4

)3(

3

)2(

2

)1(

1

















                                                                                         (2.59)
 

 

  S’il apparait un terme de

 

u dans l’une des équations on le néglige afin de compléter la 

représentation du système dans ses nouvelles coordonnées. 

 

 

II.V. Conclusion: 

 

 Dans ce chapitre, nous avons introduit quelques méthodes de linéaristaion 

approximative d'un système non linéaire. Dans un premier lieu, nous avons exposé la méthode 

approximative de KRENER qui a introduit l’ordre de linéarité  , comme il a aussi introduit  

un algorithme qui donne une transformation approximative. En outre, HUNT a inspiré des 

travaux de KRENER pour construire un nouvel algorithme en respectant des conditions bien 

déterminées. Enfin, nous avons représenté la méthode proposée par César AGUILAR basée 

sur la maximisation du degré relatif. 

 

Dans le chapitre prochain, nous allons appliquer ces méthodes approximatives pour linéariser 

un système non linéaire très utilisé en automatique, il s'agit du pendule inversé.       
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III.I. Introduction 

  

  Les méthodes de commande étudiées précédemment seront illustrées, dans ce présent 

chapitre, sur le cas de la commande d’un pendule inversé. 

 Le pendule inversé constitue un benchmark de choix pour la commande des systèmes non 

linéaire. Il est utilisé dans la plupart des laboratoires d’automatique afin de tester l’efficacité des 

méthodes de commande des systèmes non linéaires.  Les problèmes de commande posés dans le 

cas d’un pendule inversé sont sensiblement les mêmes à ceux rencontrés, à une échelle plus 

grande, par les grues et autre systèmes de transportation industriels (segway, B2). C’est un 

système instable, complexe et fortement non linéaire dont le modèle mathématique ne satisfait 

pas les conditions de linéarisabilité par retour d’état. Le choix de cette application est motivé 

pour ces raisons d’une part, et d’autre part, par le fait que le laboratoire de Conception et 

Conduite des Systèmes de Production (L2CSP) où nous avons effectué le stage de recherche 

dispose d’un banc d’expérimentation de la commande d’un pendule inversé.  Les résultats que 

nous présentons dans ce chapitre se limitent à ceux de la simulation. Le temps imparti à ce stage 

reste insuffisant pour envisager une implémentation réelle des méthodes de commande traitées. 

 La commande d’un pendule inversé consiste d’une manière générale à ramener la tige du 

pendule à une position de référence (souvent la position verticale) et de la maintenir sur cette 

position quelque soit le déplacement du chariot sur lequel est fixé la tige et quelque soit les 

perturbations éventuelles. 

  

 

III.II.  Description du  pendule inversé : [26]; [24]; [27] 

 

Le pendule inversé sur chariot (également appelé système chariot pendule ; en anglais 

cart-pendulum system) est un système instable, multi variable de type SIMO (Single Input 

Multiple Output) et possède des non-linéarités non négligeables dues à sa structure dynamique 

complexe et aux forces de friction. Le pendule inversé est un cas d’application très intéressant et 

largement étudié aussi bien sur le plan didactique que sur le plan recherche du fait qu’il possède 

en soit toutes les difficultés permettant de soumettre à rude épreuve les lois de commande les plus 

élaborés des systèmes non linéaires (modes glissant, commande optimale, commande neuro-

floue, commande basée sur la passivité, commande robuste, …). 

 

Le système est composé de deux éléments (Figure 3.1) : 

- un chariot mobile en translation le long d’un rail de guidage 

- un pendule libre et fixé sur le chariot  
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Figure 3.1 : schéma de l’ensemble chariot-pendule inversé 

 

Avec : 

 m
 : Masse du pendule.                         )(tx  : Position du chariot.   

M  : Masse du chariot.                           )(t  : La position angulaire  de la tige du pendule.               

l     : La longueur de pendule.                  g  : Intensité de la pesanteur.  

)(tF  : Force exercée sur le chariot.       

 

 

Les valeurs numériques des différents paramètres qui sont utilisées dans les simulations sont 

données dans la tableau ci-dessous : 

 

Variables Valeurs 

M  0.671(Kg) 

m  0.151(Kg) 

l  0.117(m) 

g  9.81 (m/s
2
) 

 

Tableau (3.1): Valeurs numériques du système pendule-chariot  

 

 

)(t

 
ml,  

)(tx  

)(tF  

M  

g  

x  

y  
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III.III. Modèle simplifié du pendule inversé : [26]; [27]; [15] 

 

 Pour simplifier la modélisation, on suppose tout au long de notre étude que la masse du 

pendule est concentrée au bout de la tige. Afin de pouvoir écrire les équations dynamiques 

régissant le mouvement du pendule inversé, on considère les coordonnées généralisées xq 1 et 

2q qui représentent aussi les deux degrés de libertés du pendule. On prend comme direction 

positive de x le sens de gauche à droite el celui de l’angle est le sens des aiguilles d’une montre. 

Le formalisme de Lagrange est utilisé pour l’obtention du modèle. Ce formalisme nécessite la 

détermination des énergies potentielles et cinétiques du système en termes de coordonnées 

généralisées. Pour cela, considérons l’équation de Lagrange : 

 

i

ii

Q
q

L

q

L

dt

d
































                                                                                                              

(3.1) 

 

Avec : 

 

L  : Le lagrangien )( VTL  . 

T : L’énergie cinétique. 

V : L’énergie potentielle. 

iq : La i
ème

 composante du vecteur de coordonnées généralisées. 

iq : La i
ème

 composante de la vitesse généralisée. 

iQ : La force généralisée associée à
iq . 

 

 

 III.III.1. Energie cinétique du système en mouvement: 

 

 L’énergie cinétique du chariot est donnée par l’équation: 

 

                                                                                                  (3.2) 

 

 

L’énergie cinétique du pendule  est exprimée par l’équation: 

 



 ccP mT vv .
2

1

                                                                                                                           
(3.3) 

 

cv  : représente la vitesse du centre du gravité du pendule.
 

 

2

2

1
xMTC
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La position du centre de gravité du pendule à partir de ces coordonnées: 

 

 



 jlilxc  cos)sin(r
                                                                                                       

(3.4) 

 

D’où la vitesse du centre de gravité du pendule est : 

 






 jlilx
dt

d c

c   sin)cos(
r

v
                                                                                     

(3.5) 

 

En substituant les équations (3.4) et (3.5) dans l’équation (3.3) on trouve : 

 

 )sincoscos2(
2

1 2222222   lllxxmTP 
                                                        

(3.6) 

 

Avec simplification, l’équation (3.6) de l’énergie cinétique du pendule prend alors la forme: 

 

)cos2(
2

1 222   llxxmTP 
                                                                                           

(3.7) 

 

L’énergie cinétique de l’ensemble chariot (3.2) et pendule (3.7) est exprimée par : 

 

)cos2(
2

1

2

1 2222   llxxmxMTTT PC 
                                                              

(3.8) 

 

 

 III.III.2. Energie potentielle du système:  

 

L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est : 

 

      
cos   lgmV 

                                                                                                                   
(3.9) 

 

III.III.3.  Equation de Lagrange: 

  

 

i

ii

Q
q

L

q

L

dt

d




















                                                                                                                 
(3.10)

 

 

Le lagrangien du système est la différence entre son énergie cinétique et son énergie potentielle  
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VTL 
                                                                                                                                  

(3.11) 

 

En utilisant l’expression (3.8) et (3.9) le lagrangien peut être écrit: 

 

 cos)cos2(
2

1

2

1 2222 mglllxxmxML  
                                                         

(3.12) 

 

 

III.III.3.1.   L’équation de Lagrange pour le premier degré de liberté )()( txtq  :  

 

F
x

L

x

L

dt

d



















 
                                                                                                                  

(3.13) 

 

La dérivée partielle  du lagrangien suivant x   et t  s’écrit : 

 

FmlxmxM
dt

d
 )cos(  

                                                                                               
(3.14) 

 

D'où la première équation de Lagrange :  

 

FmlmlxmM  2sincos)(  
                                                                                  

(3.15) 

 

 

III.III.3.2.    L’équation de Lagrange pour le deuxième degré de liberté )()( ttq  : 
 

0























LL

dt

d

                                                                                                                    
(3.16) 

 

La dérivée partielle  du lagrangien suivant  et  
t  s’écrit : 

 

)sinsin()cos( 2  mglxmlmlxml
dt

d
 

                                                                 
(3.17) 

 

D'où la deuxième équation de Lagrange : 
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0sinsinsincos2   mglxmlxmlxmlml 
                                                       (3.18) 

 

Après simplification, on obtient : 

 

0sincos2   mglxmlml 
                                                                                              (3.19) 

 

Finalement, le modèle de connaissance du système chariot pendule est donné par le système 

d’équations suivant : 

 











0sincos

sincos)(

2

2





mglmlxml

FmlmlxmM





                                                                                  (3.20) 

                                                                            

 

Ce modèle peut être écrit sous la forme de Cauchy (modèle d’état non linéaire). Pour cela, on 

définit les variables d’état comme suit :  

xx 1  (Position rectiligne du chariot) ;  xx 2  (vitesse du chariot) ; 3x  (position angulaire 

de la tige) et 4x  (vitesse angulaire de la tige). Le modèle d’état non linéaire s’écrit sous la 

forme affine suivante : 

 

                                                    )())(())(()( tFtXgtXftX                                             (3.21) 

 

Où  TtxtxtxtxtX )(  )(  )(  )()( 4321  est le vecteur d’état, )(tF  est l’entrée appliquée au pendule.  

L'expression du modèle sera sous la forme suivante: 

 

F

lxmM

x

xmM

lxmM

xxmlxxgmM

x

xmM

xmlxxxmg

x

x

x

x

x

























































































))(sin(

)cos(

0

)(sin

1

0

))(sin(

)sin()cos()sin()(

)(sin

)sin()sin()cos(

3

2

3

3

2

3

2

33

2

43

4

3

2

3

2

433

2

4

3

2

1









                    

(3.22)

          

 

 

On pose : 

))cos()sin()sin(())(sin( 33

2

433

2 xxmgxxmluxmMF 
                                                   

(3.23) 

  

Avec u  une commande auxiliaire. 

On obtient les expressions des champs de vecteur ))((* tXf et ))((* tXg  simplifiées suivantes: 
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(3.24) 

                                                                                          

  

 

III.IV. Commande du système :  

 

 Le pendule inversé libre (aucune force appliquée) possède deux points d’équilibre. Le 

premier point )0(  qui correspond à la position verticale de la tige est un point d’équilibre 

instable et le second point )(    point d’équilibre stable. L’objectif de commande est de 

stabiliser la tige du pendule sur la position verticale )0(  .   

 

 

III.IV.1. Commande basée sur la linéarisation numérique autour du point d’équilibre :  

 

Une des approches de commande des systèmes non linéaires consiste à élaborer les lois de 

commande sur la base du modèle linéaire obtenu par linéarisation numérique autour du point 

d’équilibre considéré. Cette approche reste valable uniquement au voisinage du point d’équilibre 

(commande locale).  La linéarisation numérique est basée sur le développement de Taylor des 

champs de vecteur ))(( tXf et ))(( tXg autour du point d’équilibre. Les termes d’ordre supérieur à 

deux de ce développement sont négligés.  La linéarisation numérique du système non linéaire 

(3.24) autour du point d’équilibre  TX 0  0  0  00   donne lieu au modèle d’état linéaire: 

 

                                        )( )( )( tuBtXAtX                                                         (3.25) 

 

Où )(tX  représente les petites variations de )(tX autour de 0. La matrice d’état (d’évolution) A  

est la jacobienne de ))(( tXf par rapport à X   évaluer au point d’équilibre et le vecteur de 

commande B  et la valeur prise par ))(( tXg   au point d’équilibre. Les expressions de A et B sont 

données par : 
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Si on choisit comme sorties la position du chariot et la position angulaire de la tige, alors 

l’équation de sortie du modèle d’état s’écrit: 

 

                              )(
0100

0001

2

1
tX

y

y
y 



















    

                                                 (3.27) 

 

 

En remplaçons les paramètres par leur valeur numériques, nous aurons: 

 















































547.8

0

1

0

                 ;              

084.8300

1000

0000

0010

BA

    

       

                              (3.28) 

Les valeurs propres de A sont : )0,0,15.9,15.9(  , Le modèle linéaire est donc instable. D’après le 

théorème de Lyapunov (première méthode indirect, [10]), le point d’équilibre du système non 

linéaire est instable. On peut remarquer que le couple (A, B) est commandable donc le modèle 

linéaire est stabilisable par retour d’état. Le système non linéaire sera aussi commandable du 

moins localement au voisinage du point d’équilibre. Une commande qui stabilisera le modèle 

linéaire, stabilisera aussi localement le point d’équilibre du système non linéaire. L’objectif est 

d’élaborer deux types de commande sur la base du modèle linéaire. Ces commandes seront 

ensuite appliquées au système non linéaire.  

 

 

III.IV.2. Commande par placement de pôles: 

 

 La première commande est une commande par placement de pôles par retour d’état. Cette 

commande est quasi linéaire. Soient les pôles désirés en boucle fermée )4- 3,- 1,- 0,( . 

Alors la commande par placement de pôles est )()( tKXtu  avec ]95.01214.00[ K . 

 

 

III.IV.3. Commande par mode glissant: 

 

 La seconde commande qui est en elle-même non linéaire est la commande par mode 

glissant. La surface de glissement choisie afin de répondre à l’objectif de commande est :  

 

)( ))(( tXCtXs     avec  ]      [ 4321 ccccC   ;                                                                      (3.29) 
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Les termes ic  ; i=1, 4 sont les coefficients de la surface qui sont déterminés de telle manière que 

le système linéarisé soit stable en régime glissant avec une dynamique désirée. Dans notre cas, 

nous avons choisi C de telle manière que les pôles en boucle fermée et en régime glissant soient 

les même que ceux obtenus avec la commande par placement de pôles. Nous obtenons ainsi:

]1    63.6     57.1     99.0[C  

 

Dérivons  ))(( tXs par rapport au temps,  

 

)()()(
))(())((

))(( tCButCAXtX
X

tXs

dt

tXds
tXs 




                                                          (3.30) 

 

La commande résultante est: 
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III.IV.4. Simulation et résultats : 

 

 Les simulations ont été effectuées sous l’environnement MATLAB.  Pour les deux types 

de commande, nous avons effectué des simulations pour plusieurs angles initiaux. Deux essais de 

simulation ont été effectués dans chaque cas, le premier essai correspond au modèle linéarisé 

bouclé par la commande linéaire, le second correspond au système original contrôlé par la 

commande linéaire. Les résultats de simulations sont rapportés par les figures ci-après, où sont 

visualisées les réponses du système non linéaire commandé par les commandes par placement de 

pôles et par mode glissant. 
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 Commande du pendule par placement de pôles: 

 

a. Simulation (1): Angle initial égal à 5 degrés : 

 
 Pour un angle initial 5 degrés, la figure (3.2) illustre la réponse temporelle de la position 

du chariot du système linéarisé et du système non linéaire. La figure (3.3) montre l'angle du 

pendule inversé des deux systèmes (modèle linéaire et modèle non linéaire). La commande par 

placement de pôles des deux systèmes est représentée par la figure (3.4), ainsi la figure (3.5) 

donne la force appliquée au pendule. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
la commande u

Le temps (secondes)

L
a
 
c
o
m

m
a
n
d
e
 
(
N

/
K

g
)

 

 

système linéarisé

système non linéaire

 
0 2 4 6 8 10

-0.5

0

0.5

1

1.5
F

Temps(secondes)

L
a
 
f
o

r
c
e
(
N

)

 

 

système linéarisé

système non linéaire

Figure 3.5: La force appliquée pour les deux 
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Figure 3.4: La commande appliquée pour les 

deux systèmes linéarisé et non linéaire 
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Figure 3.3: L'angle du pendule pour les deux 

systèmes linéarisé et non linéaire 
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b. Simulation (2): Angle initial égal à 45 degrés : 

 
  Pour un angle initial 45 degrés, la figure (3.6) illustre la réponse temporelle de la 

position du chariot du système linéarisé et du système non linéaire. La figure (3.7) montre l'angle 

du pendule inversé des deux systèmes (linéarisé et non linéaire). La commande par placement de 

pôles des deux systèmes est représentée par la figure (3.9), ainsi la figure (3.8) donne la force 

appliquée au pendule. 
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Figure3.7: L'angle du pendule pour les deux 

systèmes linéarisé et non linéaire 

 

 

0 2 4 6 8 10
-200

-100

0

100

200
F

Temps(secondes)

L
a
 
f
o

r
c
e
(
N

)

 

 

système linéarisé

système non linéaire

 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-150

-100

-50

0

50

100

150
la commande u

Le temps(secondes)

L
a
 
c
o

m
m

a
n

d
e
(
N

/
K

g
)

 

 

système linéarisé

système non linéaire

Figure3.9: La commande appliquée pour les deux 

systèmes linéarisé et non linéaire 

 

Figure3.8: La force appliquée pour les deux 
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 Commande par mode de glissement: 

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est  5
36


 

  

 La figure (3.10) illustre la réponse temporelle de la position du chariot, la figure (3.11) 

illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps ainsi les figures (3.12), (3.13), 

(3.14) donnent successivement la commande équivalente, la commande stabilisante et la 

commande résultante donnée par mode de glissement. La figure (3.15) montre la surface de 

glissement et la force exercée au pendule est illustrée par la figure (3.16). 
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 73  :  

 
 Les figures (3.17) et (3.18) illustrent la réponse temporelle de la position du chariot du 

système linéarisé et du système non linéaire. Les figures (3.19) et (3.20) illustre la trajectoire de 

l'angle du pendule en fonction du temps pour le système linéarisé et le système non linéaire.  

Ainsi les figures (3.21), (3.22) et (3.23) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.24) et la figure (3.25) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure 3.18: La position du chariot pour le système 

non linéaire 

 

Figure 3.17: La position du chariot pour le 
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Figure3.19: L'angle du pendule inversé pour 
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Figure 3.21: La commande équivalente 

donnée par mode glissant 

 

Figure 3.22: La commande stabilisante 

donnée par mode glissant 
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III.IV.5. Interprétation et comparaison des résultats: 

  

 A partir des graphes (3.2) et (3.3) visualisant successivement la position du chariot et 

l'angle du pendule des deux systèmes linéaire et non linéaire obtenus lors de l'application de la 

commande par placement de pôles, on constate que le pendule se stabilise pour un angle initial 

égal à 5 degrés. Par contre, cette même commande ne stabilise pas le système non linéaire 

lorsque l'angle initial égal à 45 degrés (figures (3.6) et (3.7)).  

  

 A partir des graphes (lors de la simulation avec un angle initial égal à 5 degrés) montrés 

par les figures (3.10) jusqu'à (3.16) obtenus lors de l'application de la commande par mode de 

glissement, on constate que celle-ci arrive à stabiliser le pendule inversé. En effet, elle a pu le 

ramener à sa position d'équilibre instable avec un temps de réponse égal à 2 secondes et l'y 
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Figure 3.24: La surface de glissement pour le 

système non linéaire 
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maintenir. Elle a en outre permet de stabiliser le déplacement du chariot avec un déplacement 

maximum de 0.04m.  Pour la surface de glissement (figure (3.15)), on voit qu'elle converge dans 

un temps fini. Dans le régime établi, cette surface oscille autour de zéro ce qui explique un bon 

choix de la surface. On peut aussi observer le phénomène de chattering dans la commande par 

mode de glissement à cause de la valeur introduite au paramètre KS. 

Cette commande en mode glissant donne des résultats acceptables pour un angle initial égal à 

45°. Pour l'angle initial égal à 73 degrés, (figures (3.17) jusqu'à (3.25)) le système linéarisé se 

stabilise dans sa position d'équilibre instable. D'autre part, la distance parcourue par le chariot est 

plus importante. Cependant, cette même commande ne stabilise pas le système non linéaire, en 

effet, dans la figure (3.20) qui montre la réponse temporelle de l'angle du pendule inversé, on 

constate des oscillations bruitées pour le pendule.  

  

 On conclue que la méthode par placement de pôles est insuffisante pour la stabilisation du 

pendule dans sa position d'équilibre instable lors de l'augmentation de l'angle initial. Cette 

méthode reste valable au voisinage du point d'équilibre, elle n'est pas assez robuste. C'est dans ce 

contexte que dans ce qui vient nous allons ignorer la commande par placement de pôles. 

 

 

III.V. Linéarisation approximée du modèle en utilisant la méthode basée sur la 

maximisation du degré relatif: 

 

 Pour que le système (3.24) soit linéarisable exactement par feedback, il doit vérifier les 

deux conditions de commandabilité et d’involutivité suivantes : 

 

 Les champs de vecteurs  )(),(),(),( 0

3

0

2

00 XgadXgadXgadXg fff sont linéairement 

indépendants. 

 La distribution  )(),(),(span 2 XgadXgadXg ff est involutive au voisinage de 0X .ce 

qui revient à vérifier que la dimension de 

 )](,[),(),(),(span 22 XgadgXgadXgadXg fff égale à la dimension de . 

 

 La première condition est satisfaite au point
TX ]0  0  0  0[0  . Cependant, la deuxième 

condition n’est pas vérifiée au voisinage de
TX ]0  0  0  0[0  . 

La deuxième condition donne : 
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On prend par exemple, 1 lg et 04 x , la distribution devient : 
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 Pour que la dimension de cette distribution soit égale à 3, il faut que la quatrième colonne 

aille disparaître, en d’autres termes, il n’existe pas un moyen pour le rendre égale à 3, ce qui 

signifie que la distribution n’est pas involutive au voisinage de
0x .Donc ce système est non 

linéarisable exactement par feedback. 

 

 

III.V.1. Calcul du degré relatif maximum pour le pendule inversé: 

  

 Sachant que le degré relatif r  du système (3.24) est différent de n4 ( n est la dimension 

du système), existe-elle une sortie )(Xh  qui maximise le degré relatif ? Est- il possible d’obtenir 

un degré relatif 3r  ? 

Avoir un degré relatif 3r implique que r satisfait les deux équations suivantes : 

 

  0 )(  XhLLXhL fgg  , pour tout X  voisinage de 0X                                                        (3.36)                   

  0 0

2 XhLL fg                                                                                                                         (3.37)   
 

  

 On considère la distribution    211 ,)(),(span ffXgadXg f  , si on calcule le 

crochet de Lie  21, ff , on constate que ce dernier n’appartient pas à la distribution
1 , ce qui 

signifie que cette distribution n’est pas involutive, donc r ne peut pas être égale à 2. 

 Soit :    3212 ,,)](),([),(),(span fffXgadXgXgadXg ff 
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On a   2213 )](),([,  XgadXgfff f , donc il nous reste de vérifier si  31, ff et 
 

appartiennent à cette distribution, un simple calcul de  31, ff nous donne   231 0, ff , 

calculons alors le crochet de Lie  32 , ff . 

Finalement, la distribution 2 aura la forme : 

 

























)cos(4)(cos6)cos()sin(2)sin()cos(

00)cos(0

0001

0010

33

3

33343

3

xxxxxxx

x
                                  (3.38) 

 

Au voisinage de 
TX ]0  0  0  0[0  le rang de cette matrice égale à 3, donc cette distribution est 

involutive.  

Par le théorème de Frobenius, il existe une fonction )(Xh  telle que cette dernière représente une 

des solutions des équations différentielles partielles donnée par : 

0)(),(

0)(),(

0)(),(

3

2

1







XfXdh

XfXdh

XfXdh

                                                                                                                   (3.39) 

Au voisinage de 0X .  

 

 

III.V.2 La fonction de sortie : 

  

 Trouver la sortie )(Xh revient à résoudre le système d’équations différentielles partielles 

(3.39),  admettant que la sortie )(Xh une fonction de ),( 31 xx seulement, donc le système 

d’équation précédent se simplifie à : 0)cos( 3

31










x

x

h
l

x

h
. 

La fonction









 


)cos(

)sin(1
ln  )(

3

3

1
x

x
lxXh est l’une des solutions de l’équation (3.39) ;(plusieurs 

solutions peuvent être obtenus).  

Avec cette solution la première condition du degré relatif est vérifié, cependant la deuxième est 

non vérifiée i.e.   0 0

2 XhLL fg . 



Chapitre 3                                                                                        Commande du pendule inversé                                                                                                            

 

59 

Ce qui signifie que le degré relatif de notre système est non défini, il s’agit donc d’un système 

non réglable. 

 

 

III.V.3. Linéarisation approximative entrée-sortie : 

 

 Dans la commande de tels systèmes, les auteurs proposent une méthode dont laquelle 

l’approximation du système originale se fait par la commande de linéarisation entrée-sortie dans 

des nouvelles coordonnées. 

Soit le système : 
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(3.40) 

 

On construit le changement de variables

 

)(XZ  où:  

1

3

44

1

2

33

122

11

)(

)(

)(

)()(

zLXz

zLXz

zLXz

XhXz

f

f

f

















                                                                                                                   (3.41) 

 

Après calcul, on obtient la matrice suivante : 
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Afin de vérifier si la matrice )(X définie un difféomorphisme, on calcule sa matrice  jacobienne, 

il  vient : 
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X X
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                                                                                                          (3.43) 

 

Donc la matrice )(X définie un difféomorphisme au voisinage de 0. 

 Dans les nouvelles coordonnées, le système s’écrit sous la forme normale suivante : 
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                             (3.44) 
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En négligeant le terme de

 

u dans la troisième équation, on obtient le système d’équation suivant : 

 

 

1

4

43

32

21

))((  ))( ( 

zy

uXZgXZfz

zz

zz

zz



















                                                                                                  (3.45) 

 

 

 III.V.4. Commande par mode glissant : 

 

 Après avoir la forme canonique commandable du système, on peut utiliser la commande 

par mode de glissement, la sortie désirée est donnée par 0)( tyd , ainsi l’erreur est donnée par

dyye  . 

On définit la surface de glissement par   0,/4  tXsXS , et 0 ([19]). 

 

eeee

e
dt

d
tXs

3)1(2)2()3(

3

33          

),(

















                                                                                         (3.46) 

 

Ce qui donne : 

 

uXaXb

yyyuXZgXZf

yyyy

eeeetXs

)()(          

33))((  ))( (           

33          

33),(

)1(3)2(2)3(

)1(3)2(2)3()4(

)1(3)2(2)3()4(















                                                     (3.47) 

 

En utilisant la théorie de mode glissant, on choisit la loi de commande:  

 

)(
)(

)(
ssignK

Xa

Xb
u s


                                                                                                            (3.48) 
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Où 0sK est un paramètre expérimental, par conséquent: 

 

)()( XassignKs s                                                                                                                 (3.49) 

 

Au voisinage de 0)( Xa , on observe que lorsque 0,0  ss  et lorsque 0,0  ss  . On peut 

constater par la commande (3.48) que la surface s sera atteinte en un temps limité et les états

4,...,1, izi  
tendent vers s , en d’autre termes, on a : 

033 3)1(2)2()3(  eeee                                                                                               (3.50) 

 

Comme 0 , la solution de  cette équation différentielle tend donc exponentiellement vers 0 

(décroissance exponentielle), lorsque 0t , 0)())(  tyty d où bien 0)( ty donc : 
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x

lx
xz

x

x
lxz

                                                           (3.51) 

 

          Tandis que )(X est un difféomorphisme au point 0X , la résolution des équations 

précédentes donne une solution évidente. Néanmoins, on obtient 01 x  et 03 x qui représentent 

physiquement la position initiale du chariot et la position angulaire verticale du pendule.  

 

 

III.V.5. Simulation et résultats : 

 

 On simule le modèle donné par l’équation (3.40) à l'aide de la fenêtre de programmation  

donnée par Matlab en utilisant la commande par mode de glissement.  

On simule d'abord le système non linéaire approximé pour deux conditions initiales (5 degrés 

puis 67 degrés).  Ensuite, on donne les résultats de simulation pour le système non linéaire réel 

pour deux conditions initiales (5 degrés puis 67 degrés).  
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1. Système non linéaire approximé:  

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est  5
36



 

 

 
La figure (3.26) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.27) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.28), (3.29) et (3.30) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.31) et la figure (3.32) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure3.26: La position du chariot  

 

Figure 3.27: L'angle du pendule inversé  
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Figure 3.28: La commande équivalente donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.29: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 67  :  

 

 
La figure (3.33) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.34) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.35), (3.36) et (3.37) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.38) et la figure (3.39) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure 3.30: La commande résultante donnée 

par mode glissant 
 

Figure 3.31: La surface de glissement 
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Figure 3.32: La force appliquée au système 
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Figure3.33: La position du chariot  

 

Figure 3.34: L'angle du pendule inversé 
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mode glissant 

 

Figure 3.36: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 
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Figure 3.38: La surface de glissement 
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2. Système non linéaire réel:  

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est  5
36



 

 

 
La figure (3.40) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.41) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.42), (3.43) et (3.44) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.45) et la figure (3.46) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure 3.39: La force appliquée au système 
 

 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3
la position x

Temps(secondes)

L
a
 
p

o
s
i
t
i
o

n
 
d

u
 
c
h

a
r
i
o

t
(
m

è
t
r
e
)

 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
l'angle teta

Temps(secondes)

L
'a

n
g

l
e
 
d

u
 
p

e
n

d
u

l
e
(
r
a
d

)

Figure3.40: La position du chariot  

 

Figure 3.41: L'angle du pendule inversé 
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Figure 3.42: La commande équivalente donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.43: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 

 

 
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

-20

-10

0

10

20

30
la commande u

Temps(secondes)

L
a
 
c
o

m
m

a
n

d
e
 
r
é
s
u

l
t
a
n

t
e
(
N

/
K

g
)

 
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

-2

-1

0

1

2

3
surface de glissement

Temps(secondes)

L
a
 
s
u

r
f
a
c
e
 
d

e
 
g

l
i
s
s
e
m

e
n

t

 
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

-15

-10

-5

0

5

10

15
F

Temps(secondes)

L
a
 f

o
rc

e
(N

)

Figure 3.44: La commande résultante donnée par 

mode glissant 
 

Figure 3.45: La surface de glissement 

Figure 3.46: La force appliquée au système 
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 67  
 

 
La figure (3.47) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.48) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.49), (3.50) et (3.51) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.52) et la figure (3.53) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure3.47: La position du chariot  

 

Figure 3.48: L'angle du pendule inversé 
 

Figure 3.49: La commande équivalente donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.50: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 
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III.V.6. Interprétation des résultats: 

 

 A partir des graphes du système non linéaire approximé montrés sur les figures (3.26) 

jusqu'à (3.39), on constate qu'avec un angle initial égal à 5 degrés notre commande par mode de 

glissement arrive à stabiliser le pendule inversé. En effet, elle a pu le ramener à sa position 

d'équilibre instable avec un temps de réponse égal à 5 secondes et l'y maintenir (figure (3.27)). 

Elle a en outre permet de stabiliser le déplacement du chariot avec un déplacement maximum de 

0.24m (figure (3.26)).  Pour la surface de glissement (figure (3.31)), on voit qu'elle converge dans 

un temps fini. Dans le régime établi, cette surface oscille autour de zéro ce qui explique un bon 

choix de la surface.  On peut aussi observer un phénomène de chattering dans la commande par 

mode de glissement à cause de la valeur introduite au paramètre KS. 
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Figure 3.51: La commande résultante donnée 

par mode glissant 
 

Figure 3.52: La surface de glissement 
 

Figure 3.53: La force appliquée au système 
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Pour un angle initial égal à 67 degrés (figure (3.33) jusqu'à (3.39)), on constate que la réponse 

temporelle de la position du chariot a été stabiliser avec un déplacement maximum très important 

(14 mètres) ainsi la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps a été annulée avec un 

temps de réponse égal à 7secondes, ceci établi la stabilisation du pendule avec un déplacement 

maximum important de la position du chariot. 

    

 Lorsqu'on applique notre commande par mode glissant au système réel, on constate que le 

pendule se stabilise pour un angle initial égal à 5 degrés. La figure (3.41) montre la réponse 

temporelle de l'angle du pendule, le pendule se stabilise dans sa position d'équilibre instable en 

un temps de réponse égal à4secondes et le chariot se stabilise  dans une position avec un 

déplacement maximum de 0.22m. D'autre part, pour ce même système et avec un angle initial 

égal à 67 degrés, notre commande n'a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre (figure 

(3.48)) et le chariot se déplace aléatoirement (3.47). 

  

  

III.VI. Linéarisation par l'algorithme de Hunt: 

 

 La détermination de l'ordre d'involutivité de l'ensemble  )(),(),( 2 XgadXgadXg ff  est 

l'une des difficultés de cet algorithme à cause de la complexité du modèle du pendule inversé. 

Par conséquent, on va appliquer cet algorithme en fixant dés le début l'ordre de linéarisation  , 

par exemple on fixe 1  car on ne sait pas à quel ordre le système est linéarisable. 

Soit le modèle du système non linéaire du pendule inversé donné par l'équation (3.24). 

Après le calcul, on trouvera : 

 

311 xxz 
                                                                                      

                                         (3.52) 

 

Le reste des variables est déterminé par les dérivées successives de
1z , c'est à dire: 
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Le système non linéaire sera le suivant: 

 

uXbXaz
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zz

zz

)()(

))cos(
1

1(

4

43

332

21

















                                                                                                     (3.54) 

 

En négligeant le coefficient de u  , i.e. le terme ))cos(
1

1( 3x
l

 , le système sera sous forme: 
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                                                                                                                   (3.55) 

 

Soit la nouvelle commande auxiliaire: 

 

uzLzLv gf 44                                                                                                                        (3.56) 

 

Le système en boucle fermée sera donc: 

 

1

4

43

32

21

zy

vz

zz

zz

zz



















                                                                                                                                      (3.57) 

 

 

 

 

 



Chapitre 3                                                                                        Commande du pendule inversé                                                                                                            

 

72 

III.VI.1. Commande par mode glissant : 

  

 Après avoir la forme canonique commandable du système, on peut utiliser la commande 

par mode de glissement afin de stabiliser le système. 

 Ainsi le problème de poursuite de trajectoire consiste à déterminer la loi de commande u  qui 

permet d'assurer la convergence du vecteur de sortie y  vers le vecteur de sortie désiré dy avec 

une erreur de suivie )()()( tytyte d . 

 

On prend 0dy , l'erreur sera donc sous la forme )()( tyte   

 

Soit la surface de glissement :  

 

  0,/4  tXsXS  0                                                                                               (3.58) 

 

On choisit comme surface de glissement celle proposée par Slotine: 
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                                                                                          (3.59) 

 

La dérivée de la surface donne : 
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                                                    (3.60) 

 

En utilisant la théorie de mode glissant, on choisit la loi de commande  
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                                                                                                            (3.61) 
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Où 0SK est un paramètre expérimental, par conséquence: 

 

)()( XAssignKs S                                                                                                                   (3.62) 

 

 

III.VI.2. Simulation et résultats : 

 

 On simule le modèle donné par l’équation (3.54) à l'aide de la fenêtre de programmation  

donnée par Matlab en utilisant la commande par mode de glissement.  

On simule d'abord le système non linéaire approximé pour deux conditions initiales (5degrés puis 

89 degrés).  Ensuite, on donne les résultats de simulation pour le système non linéaire réel pour 

deux conditions initiales (5degrés puis 85degrés).  

Avec un choix de 2  . 

 

1. Système non linéaire approximé:  

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est  5
36



 
 

 
La figure (3.54) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.55) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.56), (3.57) et (3.58) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.59) et la figure (3.60) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure3.54: La position du chariot  
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Figure 3.61: La force appliquée au système 
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Figure 3.57: La commande équivalente donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.58: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 
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Figure 3.59: La commande résultante donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.60: La surface de glissement 
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 89  

 

 
La figure (3.62) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.63) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.64), (3.65) et (3.66) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.67) et la figure (3.68) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure3.62: La position du chariot  

 

Figure 3.63: L'angle du pendule inversé 
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Figure 3.65: La commande stabilisante donnée par 

mode glissant 

 



Chapitre 3                                                                                        Commande du pendule inversé                                                                                                            

 

76 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Système non linéaire réel:  

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est  5
36



 

 
La figure (3.69) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.70) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.71), (3.72) et (3.73) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.74) et la figure (3.75) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure 3.66: La commande résultante donnée par 

mode glissant 

 

Figure 3.67: La surface de glissement 
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Figure 3.68: La force appliquée au système 
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Figure3.69: La position du chariot  

 
Figure 3.70: L'angle du pendule inversé 
 

Figure 3.71: La commande équivalente donnée par 

mode glissant 

 

Figure 3.72: La commande stabilisante donnée 

par mode glissant 

 

Figure 3.73: La commande résultante donnée par 

mode glissant 

Figure 3.74: La surface de glissement 
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Figure 3.75: La force appliquée au système 

 

 

b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 85  

 

 
La figure (3.76) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du système 

approximé. La figure (3.77) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.  

Ainsi les figures (3.78), (3.79) et (3.80) donnent successivement la commande équivalente, la 

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du système non 

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.81) et la figure (3.82) donne la force 

exercée au pendule. 
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Figure3.76: La position du chariot  

 

Figure 3.77: L'angle du pendule inversé 
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Figure 3.82: La force appliquée au système 
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Figure 3.78: La commande équivalente donnée par 

mode glissant 

 

Figure 3.79: La commande stabilisante donnée par 

mode glissant 

 

Figure 3.80: La commande résultante 

donnée par mode glissant 

 

Figure 3.81: La surface de glissement 
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III.VI.3. Interprétation des résultats: 

 

 Pour le système approximé, on constate de la figure (3.55) qui représente la réponse 

temporelle de l'angle du pendule avec une condition initiale égale à 5 degrés, que notre 

commande par mode de glissement a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre instable en 

un temps de réponse de 2secondes. Le chariot a été aussi stabilisé avec un déplacement de 1mètre 

(figure (3.54)).     

Pour un angle initial égal à 89 degrés (figure (3.62) jusqu'à (3.68)), on constate que la réponse 

temporelle de la position du chariot a été stabiliser avec un déplacement maximum important 

(40mètres) ainsi la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps a été annulée avec un 

temps de réponse égal à 30secondes, ceci établi la stabilisation du pendule avec un déplacement 

maximum important de la position du chariot. 

Pour les surfaces de glissement (figure (3.60) et figure (3.67)), on voit qu'elles convergent dans 

un temps fini. Dans le régime établi, ces surfaces oscillent autour de zéro ce qui explique un bon 

choix des surfaces. On peut aussi observer un phénomène de chattering dans les commandes par 

mode de glissement à cause de la valeur introduite au paramètre KS. 

 Lorsqu'on applique notre commande par mode glissant au système réel, on constate que le 

pendule se stabilise pour un angle initial égal à 5 degrés. La figure (3.70) montre la réponse 

temporelle de l'angle du pendule, le pendule se stabilise dans sa position d'équilibre instable en 

un temps de réponse égal à 35secondes et le chariot se stabilise  dans une position avec un 

déplacement maximum de 9m. Pour ce même système et avec un angle initial égal à 85degré, 

notre commande a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre mais avec un temps de 

réponse important égale à 35s (figure (3.77)), cependant, le chariot change sa position et se 

déplace pour atteindre un déplacement maximal très important irréalisable en pratique 86m 

(figure 3.76). Au delà de 85 degrés cette commande n'arrive plus à stabiliser le pendule. 

 

Remarque (3.1):  

             Les résultats présentés dans tous les tests effectués ne sont que des résultats de 

simulation donc théoriques. Il faut impérativement les confronter à la réalité.  En particulier, il 

faut étudier la faisabilité du signal de commande à travers les éléments du dispositif du système 

de commande (moteur, actionneur, ...) et aussi tenir compte des limites de déplacement du 

chariot.    
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III.VII. Conclusion: 

 

 Dans ce chapitre, nous avons présenté le procédé sur lequel nous avons travaillé, il s'agit 

du pendule inversé. En effet, l'objectif de notre travail, est de commander le pendule inversé à 

l'aide de la commande par mode de glissement.    

Nous avons d'abord modélisé le système, puis le linéariser par différentes méthodes de 

linéarisation approximative (Méthode du jacobien, méthode basée sur le nouvel algorithme de 

Hunt et la méthode basée sur la maximisation du degré relatif). Par la suite, nous avons exposé 

les divers résultats de simulation ainsi leurs interprétations. 

 On constate par cette étude, que la méthode par mode de glissement est une technique 

puissante pour la commande de ce type de système. 

L'étude présentée a montrée que la linéarisation approximative effectuée par le jacobien est 

insuffisante pour la commande du pendule inversé pour un angle initial relativement élevé.  

En revanche la méthode basée sur le nouvel algorithme de Hunt donnent des résultats satisfaisant, 

cette approche est très puissante grâce à son action rapide et aux calculs faciles.  

 

 

 

   

 

 

 

 



Conclusion générale 

 

82 

 Le travail abordé au cours de ce projet porte essentiellement sur la commande d'un 

système non linéaire. 

 La procédure la plus élémentaire pour synthétiser une commande pour un système non 

linéaire est d'obtenir un modèle linéaire de ce système autour d'un point d'équilibre en 

utilisant les jacobiennes des fonctions non linéaires intervenant dans les équations décrivant le 

système. Cependant, en dépit de sa simplicité, cette procédure contraint le contrôleur à agir 

dans un domaine très restreint au voisinage du point d'équilibre. Ceci conduit à des 

performances en boucle fermée souvent médiocres. 

 Nous nous sommes intéressés particulièrement aux commandes linéarisantes par 

retour d'état. L'intérêt de ces stratégies réside dans le fait qu'une fois le système linéarisé, on 

peut lui imposer un comportement d'un système linéaire par injection de nouvelles 

commandes additionnelles. D'autre part, le bouclage linéarisant est détermine à partir du 

modèle non linéaire exacte et ne nécessite pas une approximation numérique autour du point 

de fonctionnement. Parmi les commandes additionnelles, nous avons opté pour la commande 

en mode glissant dont les performances de robustesse ainsi la facilité de son implémentation 

sont largement prouvées théoriquement et aussi pratiquement dans de nombreuses application. 

 Cependant, il n'est pas toujours aisé de concevoir des bouclages linéarisants. En effet, 

l'existence même de ces bouclages est assujettie à des conditions souvent non satisfaites par le 

système. Dans ce cas, on a recourt à des bouclages linéarisant de manière approximative. 

 Nous avons étudié, dans ce mémoire deux techniques de bouclage linéarisants 

approximatif. La première, dite de Krener-Hunt, est basée sur la détermination d'un 

changement de coordonnées approximatif. La seconde, proposée par Aguilar, utilise la notion 

du degré relatif maximal. Ces deux techniques ont été implémentées sous MATLAB. Afin de 

faire une étude comparative et de vérifier l'efficacité de ces techniques nous avons considéré, 

en guise d'application, la commande d'un pendule inversé. Le choix de cette application est 

guidé pour deux raisons. D'une part, le modèle non linéaire du pendule inversé repend bien à 

notre étude puisque les conditions de commandabilité et d'involutivité ne sont pas satisfaites. 

L'utilisation des techniques de bouclage linéarisants approximatifs s'impose donc. D'autre 

part, un banc d'essai expérimental est disponible au sein du Laboratoire de Conception et de 

Conduite des Systèmes de Production (L2CSP) dans lequel s'est déroulé notre stage.  

 Sur cette application, les trois cas de stratégies de commande suivants ont été traités: 

 

- commande par placement de pôles sur la base du modèle linéarisé numérique. 

- commande par mode glissant sur la base du modèle linéarisé numérique. 

- commande par mode glissant par la linéarisation approximée de Krener-Hunt. 

- commande par mode glissant par la linéarisation approximée du degré relatif maximal. 
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A travers les résultats de simulation obtenus, nous avons tiré les remarques importantes 

suivantes: 

 

i) La commande par mode glissant est robuste par rapport à celle par placement de 

pôles. En effet, même si cette commande est calculée à partir d'un modèle linéarisé 

numérique autour d'un point d'équilibre, elle peut donner lieu à des résultats 

acceptables dans un domaine relativement large. 

 

ii) La technique de linéarisation approximée de Krener-Hunt est plus performante que 

celle du degré relatif maximal. De plus, l'ordre d'approximation peut être poussé pour 

avoir des résultats encore plus précis. L'inconvénient de cette méthode est la 

complexité des calculs. 

 

 

 

 Notre travail reste ouvert. De nombreuses perspectives peuvent être envisagées. A titre 

d'exemples, nous donnons: 

 

- Implémentation réelle des techniques étudiées dans ce mémoire sur le banc 

d'expérimentation existant au laboratoire. 

- Mise en œuvre d'un programme complet sous langage symbolique (Mapple, 

Mathematica) de la méthode de Krener-Hunt. 

- Application à d'autre exemples didactiques (machine électrique, double pendule 

inversé,...).   

 - Extension au cas discret et échantillonné.  
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Notion sur la géométrie différentielle : 

 

1. Champ de vecteur : 

 

Application de nn   
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)(xf  est un champ de vecteurs ; on suppose que  )(xf est suffisamment différentiable. 

 

 

 2.  La jacobienne :  

 

 

 

 

3. Fonction scalaire de plusieurs variables : 
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4. Gradient de )(xV  : 
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5. Dérivée de Lie : 

 

Considérant une fonction scalaire )(xh de n  variables nxx ,...,1  et un champ de vecteur

)(xf , on définit la dérivée de Lie de )(xh le long de )(xf par : 

 








































),...,(

),...,(

    )(
)(

)()()(

1

11

1

nn

n

n

f

xxf

xxf

x

h

x

h
xf

x

xh
xfxhxhL 

 

 

6. Dérivées itérées de Lie : 
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7. crochet de Lie : 

 

Le crochet de Lie entre deux champs de vecteurs f et g est définie par : 
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8. crochet de Lie itéré : 

 

Pour i=1 :

 

 gfgad f ,  

         i=2 :   gffgad f ,,2   

         i=3:    gfffgad f ,3 
 

 

 

Notation: 
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9. Difféomorphisme : 

 

 Une fonction 
nn : est un difféomorphisme si )(x (la matrice jacobienne  de )(x

est non singulière (rang nx  )( ) en un point 0x  ; n représente l’ordre du système. 

 

 

10.  distribution : 

 

Une distribution notée )(x est un espace vectoriel engendré par des champs de vecteurs

dfff , ,  , 21   , on écrit donc : 

 

 dfffspanx     )( 21 
 

 

 

11. Méthode de RUNGE KUTTA : 

 

L’algorithme de la méthode de RUNGE KUTTA se déroule  comme suit : 

 

 

 Etape 1 :   
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 ;; 0  

N  : Entier positif.  

 

 

 Etape 2 :  
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