République Algérienne Democratique et Populaire

Ministére de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mouloud MAMMERI, Tizi-Ouzou

Faculté de Génie Electrique et d'Informatique
Département d'Automatique

Mémoire de Fin d'Etudes

En vue de I'obtention du diplome

De Master en Automatique

Théeme

Linéarisation approximative par
bouclage et commande par mode
glissant d'un pendule inversé

Proposé et dirigé par : Mr.Said. DJENNOUNE Présenté par :

TITOUCHE Kahina
YAHMI Lamia

Soutenu le: 27/ 09 /2010

®Promotion 2011




Remerciements :

En premier lieu, nous tenons a remercier notre bon Dieu de nous avoir donné le

courage d'accomplir un tel travail.

Nous exprimons notre sincére remerciement et profonde gratitude a notre
promoteur Monsieur DJENNOUNE Said, professeur a I'UMMTO, qui a accepté de nous

encadrer et de nous guider tout au long de la réalisation de ce projet.

Nos vifs remerciements vont également a Monsieur SI-AMMOUR Amar, Docteur

d'état a I'UMMTO, qui nous a aidé pour la réalisation de ce projet.

Nous remercions tous les membres de Jury d’avoir acceptés de porter un avis sur

ce mémoire.

C’est le moment aussi pour dire merci a tous les professeurs qui nous ont suivi du

primaire jusqu’a ce jour.
Un tres grand merci a nos parents qui ont toujours été a nos cotés.

Enfin, un grand merci a tous ceux qui nous ont soutenus.



Dédicace :

Je dédie ce modeste travail ad:

+ Mes parents que jaime beaucoup.

+ Ma chére sceur Malika.

+ Mes chers fréres Moh, smail, Hakim et le petit Nacer.

+ Mes trés chers grands parents.

+ Mes oncles, tantes et leurs enfants.

+ Ma chére binéme et copine Lamia et sa famille.

+ Tous mes amis (es) « que notre amitiés ne cesse jamais ».

+ Mes copines Nabila, Ghenima, Zehoura, Dalila, hassina,
hayet, (ila, farroudja et Karima.

+ Tous ceux qui m’'aiment.

Kahina TITOUCHE



Dédicace :

Je dédie ce travail ad :

Mes trés chers parents.
Mes chers fréres Yahia, Mouloud et Momoh.
Mes chéres sceurs Rachida, Yasmina et Malika.

Mes beaux fréves Nasser et Farid.

- & ¥+ ¥+ ¥

Ma trés chére copine et binéme XKahina et sa
famille.

+ Celui qui m'a soutenu beaucoup Mohammed et sa
famille.

+ Ma chére famille.

£ Tous mes amis (es).

+ Tous ceux que je connais.

YAHMI LAMIA



Introduction générale. . . ... ...

Chapitre 1 : Commande non linéaire

L INtrodUCtioN. . . . .o oo

LLII1.1.1. Linéarisation autour d’un point de fonctionnement . ............
LIIL1.2. Modéle lindaire tangent. . .. ...,
I.I11.2. Linéarisation exacte par retour d’état (feedback) . .....................
LLI11.2.1. Cas des systemes monovariables . ................ ... ... .......
LIIL.2.1.1. Linéarisationentrée/sortie . ...,
LIIL.2.1.2. Linéarisationentrée/état.............. .. ... . oo,

LIV. Commande par mode glissant. .. ...
1.1V.2. Différentes structures de contr6le par mode de glissement. .. ............

1.1V.3. Théorie de la commande d'un systéme a structure variable. . ............
1.1V.4. Conception de la commande par mode de glissement. .. ................
1.LIV.4. 1. Choix de la surface de glissement. . . ........ ... .. .. .. o iii...
1.1V.4. 2. Condition de convergence et d'existence. .. ......................
1.IV.4. 2.1. Fonction discréte de commutation. . ........................
1LIV.4.2.2. Lafonctionde Lyapunov. . .. ...t
1.LIV.4. 3. Calcul de lacommande. . .......... ... i
I.IV.5. Solution pour la suppression du phénoméne de réticence. . ..............
I.LIV.5.1. Solution de couche limite. . . ........ .. ... .. . i
1.1V.5.2. Solution basée sur un observateur. . . ...,
1.IV.6. Avantages et inconvénients de la commande par mode glissant. . .........

LV. ConcClUSION. . . ...

12
15
16

17



Chapitre 11 :Méthodes de linéarisation approximative

LLL INtroduCtion. . . ..o 26
ILIL linéarisation approximée d’Arthur KRENER. . .............. ... ... ... ..... 26
IL11.1. Approximation linaire du premierordre. ............ccv i, 27
IL11.2. Approximation linaire d'ordre élevé. .. ........ ... ... ... ... ... 28
I1.11.3. Conditions nécessaires et suffisantes. .. ............. .. ... ... ... ... 30
IL111. Approximation linéaire basée sur l'algorithme de HUNT. .................. 33
ILITLL. Lalgorithme de HUNT . ... oo e 35
L2, Exemple illustratif. . .. ... 36
IL.1V. Linéarisation approximé basée sur la maximisation du degré relatif.......... 38
I1.1V.1. Notion du degré relatif maximum. . ............. .. ... .. .., 39
HLV. CONCIUSION. . . .o 40

Chapitre 111 : Commande du pendule inversé

L INtroduction. . . . ..o 41
I Descriptiondu pendule inversé . ... 41
I Modéle simplifié du pendule inversé . .......... ... i, 43
IL111.1. Energie cinétique du systéme en mouvement. .. ..................... 43
HL111.2. Energie potentielle du systéme. .. ...t 44
HLIL3. Equationde Lagrange. . .. ...cov it e e 44
I1.111.3.1 .L’équation de Lagrange pour le premier degré de liberté x(t)...... 45
I1.111.3.2. L’équation de Lagrange pour le deuxiéme degré de libertég(t) . . . .. 45
HELTV. Commande du SYSteme . . ..ot 47

I1.1V.1. Commande basée sur la linéarisation numérique autour du point 47
A equilibre . ..o
I1.1V.2. Commande par placementde poles. .. ........ ... ... ... 48



IH1.1V.3. Commande par mode glissant. . .......... ... ... 48
HLIV.4. Simulationet résultats . . ... o e 49
HLIV.5. Interprétation et comparaison des résultats. . . ....................... 55

IL.V. Linéarisation approximée du modéle en utilisant la méthode basée sur la 56

maximisation dudegrérelatif. . .......... .. ..
111.V.1. Calcul du degré relatif maximum pour le pendule inversé. . ............. 57
HLV.2Lafonctionde sortie . . ... e 58
111.V.3. Linéarisation approximative entrée-sortie . . ............ ... ..., 59
11.V.4. Commande par mode glissant. . .. ......... ... 61
HLV.5. Simulationet résultats. . ... 62
HLV.6. Interprétation des résultats. . . ... 69
I1.VI. Linéarisation par l'algorithmede Hunt. . .. ........ ... ... ... ... ... ..... 70
H1.VIL.1. Commande par mode glissant . . .......... .. .. i, 72
HLVIL.2. Simulationet résultats . . . ... 73
HLVIL.3. Interprétation des résultats. . . .......... ..o i, 80
HLVIL ConClUSION. . . .o e 81
IV. Conclusion générale. . . ... i 82
Bibliographie. . . ... 84

ANNEXE. . ot e 86



Introduction générale

La commande des processus constitue un objectif fondamental dans le domaine des
sciences de l'ingénieur et particulierement en automatique.

Commander un processus c'est déterminer les commandes a appliquer a celui-ci afin de lui
assurer un comportement désiré.

Les procédés physiques de part leurs natures ont un comportement non linéaire, qu'il
est nécessaire de représenter par des modeéles aussi non linéaires. La recherche de lois de
commande pour les systemes non linéaires est trés complexe. Pour pouvoir appliquer les lois
de commande linéaire, les techniques de linéarisation deviennent importantes. Parmi ces
techniques, on trouve la linéarisation numérique qui permet l'utilisation de toute la théorie de
commande des systémes linéaires bien maitrisee. Cependant, la commande calculée a base de
cette approximation s'avere insuffisante d'ou la nécessité des techniques de commande plus
appropriées: Commande linéarisante par retour d'état et la commande par mode de glissement.

La méthode de linéarisation par retour d'état permet d'imposer un comportement
lineaire (entrée/état) ou (entrée/sortie) au systeme non linéaire. Toutefois, I'existence de cette
méthode linéarisante est liée a la vérification des deux conditions de commandabilité et
d'involutivité autour d'un point de fonctionnement. Ces conditions sont parfois non satisfaites
pour certains systemes non linéaires. Afin de palier a cet inconvénient, des méthodes de
linéarisation approximative par retour d'état ont été développées.

Notre travail consiste a étudier deux methodes de linéarisation approximatives par
retour d'état utilisant I'approche de mode de glissement.

La premiere méthode est basée sur la maximisation du degré relatif pour les systemes dont le
calcul du degré relatif est complexe. Quant a la deuxieme méthode, elle consiste a utiliser
I'algorithme de Hunt pour linéariser approximativement le systéme.

Cette étude est illustrée par une application sur un systeme non linéaire qui est le pendule
inverse.

Ainsi, notre mémoire est organisé comme suit:

Le premier chapitre est consacré a des notions de base concernant la commande des
systemes non linéaires. Dans un premier lieu, nous introduisons la notion générale d'un
systéeme non linéaire ainsi que la commande de ce type de systeme, puis nous abordons les
différentes méthodes de linéarisation (linéarisation numérique, linéarisation exacte par retour
d'état). Enfin, nous élaborons la commande par mode de glissement.

Le second chapitre illustre les méthodes de linéarisation approximative par feedback.
Nous débutons par la méthode approximative de Krener. Ensuite, nous passons a la méthode
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basée sur l'algorithme de Hunt et nous terminons par la méthode basée sur la maximisation du
degré relatif.

Le troisieme et dernier chapitre est consacré a I'étude d'un systéme non linéaire
constitué d'un pendule inversé et d'un chariot. Nous effectuons d'abord une modélisation au
systeme, puis nous le linéarisons en utilisant les méthodes approximatives citées
précedemment. Le systeme sera commandé par la commande par mode glissant. Ensuite, nous
développons par Matlab les algorithmes des différentes méthodes linéarisantes afin
d'interpréter et de comparer les différents résultats obtenus aprés simulation.

Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale sur 1’étude menée et
nous donnons quelques perspectives.




Chapitrel: Commande non linéaire

I.1. Introduction:

La plupart des processus physiques présentent des non linéarités séveres, la mise en
équation de ce type de processus conduit souvent, lorsque la modélisation est possible, a des
équations différentielles non linéaires. L’ensemble s’avere inexploitable pour la synthese
d’une loi de commande. Une des stratégies possible consiste dés lors a approximer le mod¢le
non linéaire, néanmoins, la commande calculée a base de cette approximation n’est pas
toujours adéquate. Pour contourner ce probléme, I’utilisation d’autres techniques de
commande est recommandé, parmi ces techniques on trouve la linéarisation par retour d’état
et la commande par mode de glissement.

Dans ce présent chapitre, nous introduisons la notion générale d'un systeme non
linéaire. Dans un premier lieu, nous abordons la commande non linéaire par l'illustration des
différentes méthodes de linearisation en mettant I'accent sur la linéarisation par retour d'état.
Enfin, nous exposons le principe de fonctionnement de la commande par mode glissant.

I.11. Systéme non linéaire : [6];[7];[8];[10];[11]

De maniére générale, un systeme non linéaire est un ensemble d’équations
différentielles non linéaires.
Le modele d’état d’un systéme non linéaire est donné par la forme suivante :

XeR" ueR"™ ,yeR’ (1.1)

{)’((t) = f(x,u)
y(t) =h(x,u)

Ou Xest le vecteur d'état de dimensionn, U l'entrée du systéme et y la sortie commandée. En

fait, en génie des procédés, la majorité des systémes rencontrés sont des systemes affines par
rapport a I'entrée qui ont la forme suivante:

{X(t) = f(x)+g(x)u (1.2)

y(t) =h(x)

f(x)et g(x)sont appelés respectivement champ de vecteurs de la dynamique et champ de
vecteurs de la commande.

I.11l. Commande des systémes non linéaires : [9]

L’¢laboration d’un modéle mathématique peut se faire par I’approche de modélisation
qui consiste & mettre en équation les différents phénomenes du procédé en leur appliquant les
lois de la physique.
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Cependant, la complexité des phénomenes fait que cette approche conduit souvent a un
modele non linéaire. Pour en déduire une représentation d’état linéaire, il faut procéder a une
linéarisation du modele non linéaire en utilisant des methodes de linéarisation, parmi ces
méthodes on trouve :

e Linéarisation numérique.
e Linéarisation par retour d’état.
I.111.1. Linéarisation numérique :

I.111.1.1. Linéarisation autour d’un point de fonctionnement : [3]

Soit le systeme non linéaire donné par 1I’équation (1.1) :
Soit (x,,U,) le point d’équilibre pour ce systéme, afin de linéariser ce systéme, on introduit les

variables d’écarts suivantes :

(1.3)

L X
I
cC X
|
=<
o

On effectue la linéarisation en développant f en série de Taylor du premier ordre :

X((t) = X (£) + X, (t)
= F(X(t) + X, (£), T () + Uy (1)) (1.4)

of| - of
= T O.u M)+ = X+

ou

Si on choisit U =U c'est-a-dire u, =0 et en développant de la méme maniére 1’équation de

sortie, on trouve le systeme linéarisé autour du point d’équilibre suivant:

~ o - of ~
X=—  X+— U
OX - ou -
o o (1.5)
I I L si f (x,Ug) =0
OX - ou -
Ce qui donne :
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X = AX + Bl

~ ..+ ~ (1.6)

y =Cx +Du

Avec A:i ;B:ﬂ ;C:a_h ;D:a_h (1.7)
OX| ou . OX - ou|

X=
u=up u=ug 0 u=ug

Acet B représente respectivement les matrices jacobiennes de f suivant X etu.

C et D représente respectivement les matrices jacobiennes de hsuivant X etu .

Le modele linéaire obtenu n’est valable que localement, ¢’est uniquement autour de point de
fonctionnement choisit. Néanmoins, si le systéme posséde plusieurs points d’équilibre, il est
possible de changer ce point afin de constituer un nouveau systeme linéaire local.

I.111.1.2. Modéle linéaire tangent: [2]

Dans ce cas, on suppose disposer d’un modéle mathématique de processus physique
qu’on linéarise autour de différents points de fonctionnement judicieusement choisis.
Considérant le systéeme non linéaire donné par : x = f (x,u)

La linéarisation du systéme autour du point d’équilibre (X,,U,) donne :
X = A(X(t) =X, )+ B.(u(t) —u,) + f(X,,U,) (1.8)

Que I’on peut écrire sous forme :

X = AX(t) + Bu(t) +d,(t) (1.9)

Avec : A:i ;B :i (1.10)
OX - ou -

dy = f(X,,Uy) — AX, —Bu, (1.11)

I.111.2. Linéarisation par retour d’état (feedback) : [1]; [4] ; [5] ;[10];[11] ;[6]

L’idée principale de la linéarisation par feedback est de transformer les dynamiques
d'un systéme non linéaire en dynamique linéaire a I’aide d’un changement de coordonnées sur
1’état de systéme et d’une commande par retour d’état, de sorte que les techniques de controle
linéaires peuvent étre appliquées.

Cette méthode est limitée ; elle s’applique pour la classe des systéemes non linéaires
affines par rapport a I’entrée (systéme linéaire analytique) possédant la forme donnée par
I'équation (1.2).

Trois étapes sont nécessaires pour la linéarisation :
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e Calcul du degré relatif du systeme.
e Changement de coordonnées.
e La linéarisation exacte par retour d’état.

I.111.2.1. Cas des systemes monovariables : [1] ; [4] ; [5]; [6] ; [10];[11]
a. Degré relatif :

Considérons le systeme non linéaire monovariable suivant:

X(t)=f(x)+g(x)u ut)eR

{y(t)=h(x) y(t) R (1.12)
0 f,

9g(x) =| : . f)=]: (1.13)
gn fn

Définition:

On appelle r le degré relatif du systéme donné par I’équation (1.12) au point
X, € D < R"si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

L, L h(x)=0 pour tout x voisinage de x,et 0<k <r-1 (1.14)
L, L7 h(x,)#0 au point X, (1.15)
Ou:

L, h désigne la dérivée de Lie de la fonction hsuivant la direction de f .

Lh désigne la k*™ dérivée de Lie de la fonction hsuivant la direction de f . (voir annexe)
Remarque (1.1):

e D’une maniere générale, le degré relatif égal a l’ordre de dérivation qui doit étre
appliquée a la sortie afin d’avoir une dépendance explicite de [’entrée.

e Pour les systemes linéaires, le degré relatif représente la différence entre le degré du
dénominateur et le degré de numérateur de la fonction de transfert.
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b. Transformation des coordonnées :

Soit les fonctions ¢,i=1...r définies par :

2, = (x) = h(x)

Z, = ¢$,(x) = Lih(x) (1.16)

2, = 4,(x) = L *h(x)

Si rest inférieur strictement a ’ordre du systémen (r <n), il est toujours possible de
trouver (n—r) autres fonctions(g,,,(X),...,4,(x))telle que la matrice @(x) est un

difféomorphisme au voisinage de X, . (voir annexe)
4(x) ]

$(X) =| #r.1(X) (1.17)

40 ]

Les valeurs de (n-r) fonctions sont choisit telle que leurs derivées de Lie suivant la direction
de g soientégal azéro i.e. Lyg(x)=0;i=r+1.,n.

Dans les nouvelles coordonnées, le systeme s’écrit sous la forme nominale suivante :

2, =1,
1,=1,

Z.r—l = Zr

z, =a(z)+b(z)u (1.18)

Z‘r+1 = qr+1 (Z)

2, =0,(2)
y=12
ou
a(z) = L h(x)
b(z) = L,LT'h(x) %0 vxeD (1.19)
Qi(z) = I—f¢i(x)
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c. Linéarisation par retour d’état :

On suppose que les états du systéeme sont mesurables et que la commande dépend de
I’entrée de référence extérieure Vet de 1’état du systéme. Soit u(x) la commande linéarisante:

u(x) = ﬁ(— a(x) +v) (1.20)

—a(x) _ 1
509 et B(X) = 500 (1.21)

On pose a(x) =
Le systéme représenté par 1’équation (1.12) devient :

{x = £ (X) + g(X)ax(x) + g(x) B(x)v (1.22)

y =h(x)
Selon la sortie du systeme (définie ou pas) on distingue deux cas de linéarisation :
= Linéarisation entrée /sortie.
= Linéarisation entrée/état.
I.111.2.1.1. Linéarisation entrée / sortie : [1];[4];[5];[10];[11]
La linéarisation exacte des systemes non linéaires constitue une méthode naturelle et
prometteuse; elle permet d’obtenir un comportement entrée-sortie linéaire par la mise en

ceuvre d’un bouclage, par la suite, toute la théorie linéaire peut étre appliquée.

Soit le systeme non linéaire suivant :

{X = f(x)+g(xu (1.23)

y =h(x)
Ayant un degré relatifr, selon la valeur de degreé relatif deux cas existent :

Premiercas: r=n
a. Changement de coordonnées:

Dans ce cas la transformation de coordonnées nous donne :
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() =h(x) =7
¢2(X) = Lf h(X) =1,

#(x) = (1.24)
$,(x) = LT'h(x) = 2,
Dans les nouvelles coordonnées, le systeme s’écrit sous la forme normale suivante :
2,=1,
Z,=1,
: (1.25)
z, =12, =a(¢"(2))+b(g " ()
y=12,
Oou
a(¢p(2))=Lih(¢(2)) Et b(g7(2)) =L,L7 (g (2)) (1.26)
#(z) est un difféomorphisme donc ¢ (z) existe, tel que: ¢ (z) = X. (1.27)
b. Bouclage linéarisant :
1 . S \
u(x) = %(— a(x) +V),V est ’entrée auxiliaire du systéme. (1.28)
En boucle fermée le systéme s’écrit :
2,=1,
2,=1,
: = 7=Az+Bv
. (1.29)
L4 =1,
2 =V
y=12,

Le systeme obtenu est un systeme linéaire commandable exprimé sous la forme canonique de
Brunovsky :

o . : :
A=l Bl C=fL 0 - 0] (1.30)
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Remarque (1.2):

Les valeurs propres de la matrice d'état sont toutes nulles, d'ou I'instabilité du systéme.

c. Transfert entre I'entrée auxiliaire et la sortie du systeme:

y(s) =z,(s)
Sz, (S) =1, (S)

.szn (s) =v(s)
L =2 v()
S S

2,(s) =

¥ _ 1

d'ou la fonction de transfert: G(s) =
v(s) s"

Avec ce retour d’état le systéme aura la structure suivante :

Zn—l 22

Figure (1.1): Chaine d'intégrateurs.

v' Deuxiemecas: r<n
a. Changement de coordonnées:

Soit la transformation de coordonnées suivantes :

() =h(x) =z
¢2 (X) = Lf h(X) =1,

#(x) = ¢, (x) = L"h(x) =z,

¢r+l (X) = Zr+l

4,0 =1,

Les ¢ (x);i =r+1,...,n sont solutions des équations différentielles partielles :

(1.31)

(1.32)
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L& (X)=0;i=r+1,...,n (1.33)

Le fait de chercher les ¢ (x);i =r +1,...,n solutions de ces équations différentielles a un double
sens:

1. Ladistribution Azspan{g}estinvolutive.

2. Dans les dérivées z,,,2,,,,...2,, lacommande U n'apparait pas.

Aprés I’application de la transformation de coordonnées donnée par 1’équation (1.32),
on aboutit au systéeme d’équations suivant :

2, =a($” (2)) +b(¢~ (D)

Z.r+l = Lf¢r+1(¢_1(z)) (134)

2,=L¢, (47 (2))
y=1,

b. Bouclage linéarisant:

u(x) = %[— a(x) +Vv] (1.35)

En boucle fermée, on aura:

Partie linéaire

2,4 =Ly ¢r+1 (¢71 (2))

2,=L4,(¢7(2))
y=12

Dynamique non linéaire cachée

(1.36)
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Avec ce retour d’état le systéme aura la structure suivante :

zZ, 2o,
=Y
— J T
z;=Lg (X) <
3 > i=r+1..,n
Dynamique
cachée
Figure (1.2): description du systéme apres linéarisation (r <n)
c. Transfert entre I'entrée auxiliaire et la sortie du systeme:
Dans ce cas, la fonction de transfert:
s) 1

v(s) s

I.111.2.1.2. Linéarisation entrée/état:[1];[4];[5];[10];[11]

Dans ce cas, la sortie n'est pas imposée, le systeme non linéaire est donc donné par
I'équation:
x=f(x)+g(x)u (1.38)

L'objectif est de réaliser une linéarisation compléte entrée /état, pour ceci il suffit de
trouver une sortie fictive y(x) = A(X)tel que le degré relatif du systéme donné par I’équation

ci-dessous soit égale an.

x=f(x)+g(xX)u
y() = (%) (1.39)

A(X) doit donc satisfaire les relations suivantes:

L,LS A(x)=0,k =0,..,n—2 Vxevoisinage de x, (1.40)
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L, L7 A(x, ) # 0en X,

(1.41)

Le systeme (1.39) est linéarisable exactement dans I'espace d'état (linearisation entrée/état

dans un voisinage de X, ), si et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites :

» Les champs de vecteurs {g(xo),ad ; g(xo),...,adf”‘lg(xo)}sont linéairement indépendants.

» Ladistribution span {g(x),adf g(x),...,adf”’zg(x)}est involutive au voisinage de X, .

Remarque (1.3):

La premiere condition exprime la condition de commandabilité du systéme, quant a la

deuxiéme assure I'existence d'une fonction A(x) tel que le degré relatif égale an.

Le bouclage linéarisant s obtient, comme dans le cas de la linéarisation entrée-sortie,

en considérant que la sortie est A(x), et en la dérivant n fois jusqu’'a ce que l’entrée

apparaisse.

» Exemple illustratif:

Soit un systeme non linéaire mono variable affine par rapport a I’entrée défini par :

0 e
X=|x+X |+|e” u
X, — X, 0

y=h(x) =x,

Calcul du degré relatif :

X2

e
L,h(x)=[0 0 1]|e*|=0
0
0
L.h(x)=[0 0 1]|x +x2|=x —X,
Xp =X,

(1.42)

(1.43)

(1.44)
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e
L,L,h(x)=[1 -1 0] |e* |=0 (1.45)
0
. _
Lh(x)=[1 -1 0]|x, +xZ|=—(x +x?) (1.46)
Xl_XZ_
e
L,Lih(x)=[-1 -2x, 0]|e* |[=—e*(1+2x,)=0 sixz;ﬁ_?l (1.47)
0

r-1=2=r =3 Le degré relatif du systéme est égal a n (dimension du systéme).

Effectuant, maintenant le changement de variable :

z, =h(x) =X,
¢(x) =]z, =Lh(X) =%, — X, (1.48)

z, = L>h(x) = x, — x?

Afin de vérifier si la matrice de la transformation de coordonnées est un difféeomporphisme,
nous calculons sa matrice Jacobienne :

0 0 1
o) |1 _1 o (1.49)
OX
1 -2x, 0

: . . . : -1
Cette matrice est difféomorphisme si et seulement si x, # >

Le systeme dans les nouvelles coordonnées s’écrit :

2, =Lh(x)+ Lh(X)u =z,
2, = Lih(x)+ LyL h(x)u =z, (1.50)
2, = LS h(x) + L, LA h()u = —2(x, + %7 ) — 1+ 2x,)e*2u

Bouclage linéarisant :

u(x) = %(— a(x)+v) (1.51)
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Avec :

a(x) = _2(X1 + X22)

(1.52)
b(x) = —(1+2x,)e™
En boucle fermée le systéme s’écrit :
Z 01 0| ]|z 0
Z,|=|0 0 1| |z, |+|0}V s
Z, 0 0 0} |z, 1 (153)
y=1,

Qui represente un systeme linéaire et commandable.

I.IV. Commande par mode glissant: ([12];[17];[18])

La commande par mode glissant s’inscrit dans le cadre plus large du la théorie des
systémes & structure variable qui a été révélé dans le milieu du 20°™ siécle en Union
Soviétique, dont les premiers travaux sont ceux d’Anosov, de Tzypkin et d’Emelyanov, Puis
ceux d’Hamel en France sur la commande a relais. Ces recherches ont connu un nouvel essor,
soit pour compléter I'étude théorique, soit pour étudier quelques applications possibles. En
effet, a la fin des années soixante-dix Utkin a formalisé la théorie des modes glissants.

Par définition, un systéme a structure variable est un systéme dont les paramétres du
régulateur varient d'une maniére discontinue. Ainsi, ils peuvent prendre deux valeurs, ou la
commutation d'une valeur a l'autre nécessite I'évolution de la trajectoire du systéme sur la
surface de glissement s(x) .

La commande par mode glissant est une technique de commande non linéaire, elle
consiste a ramener la trajectoire d'un état de systeme vers une surface donnée dite surface de
commutation ou surface de glissement.

Actuellement, cette technique de commande connait une large gamme d’applications
dans des domaines tres variés tels que la robotique, la mécanique et 1’électrotechnique.

Le principe de fonctionnement par mode glissant est de contraindre le systéme a
atteindre une surface donnée et ensuite, 1’obliger a rester sur cette surface.
La forme de la surface de glissement est souvent une combinaison linaire des variables
d’état de systeme.
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I.1V.2. Différentes structures de contrdle par mode de glissement:[12];[13]

On peut distinguer deux configurations de base pour les systemes a structure
variable, une configuration permettant un changement de la structure par commutation entre
deux retours d’état différents figure (1.3).

u_ | Systeme
controlé

— Grandeur de sortie

X «— Vecteur d’état

Fonction de commutation S(x)

y

Figure (1.3): Configuration par changement de retour d'état.

Suivant signe de s(x), la grandeur de controle U est donnée par:

- K, (x) sis(x)>0

. (1.54)
- K, (X) sis(x)<0

u(x,t) :(

Une autre permet la variation de la structure du systéme par simple commutation
d’interrupteurs figure (1.4).

Svysteme

o L Grandeur de sortie
controlé

x «— Vecteur d’état

v

Fonction de commutation S(x)

Figure (1.4): Configuration par changement de la structure par commutation de I'organe de
commande

Dans ce cas la logique de commande est donnée par:
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(v si s(x)>0
u(x,t)_[u_ si s(x)<0 (1.55)

Elle correspond au fonctionnement tout ou rien des interrupteurs de puissance, associées dans
une grande majorité d'applications aux variateurs de vitesse.

I.1V.3. Théorie de la commande d'un systeme a structure variable:[12]

Dans la commande a structure variable, la trajectoire d'état est amenée vers une
surface. Puis elle est forcée a rester au voisinage de celle ci a l'aide de la loi de commutation.

Cette surface est appelée surface de glissement et le mouvement le long de laquelle se
produit est appelé mouvement de glissement.

La trajectoire dans le plan de phase illustrée pour un systéme planaire (x € R?) par la figure
(1.5) est constituée de trois parties distinctes:[16]

Le mode de convergence(MC): C'est le mode durant lequel la variable a régler se
déplace a partir de n‘importe quel point initial dans le plan de phase et tend vers la surface de
glissement.

Le mode de glissement (MG): C'est le mode durant lequel la variable d'état a atteint
la surface de glissement et tend vers l'origine du plan de phase. La dynamique de ce mode est
caracterisée par le choix de la surface de glissements(x;,x,) =0.

Le mode du régime permanent (MRP): Ce mode interprete la réponse du systéeme
autour de son point d'équilibre (origine du plan de phase), il est caractérisé par la qualité et les
performances de la commande.
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A
XZ

MC

v =<

Figure (1.5): Différents modes pour la trajectoire dans le plan de phase.

I.1V.4. Conception de la commande par mode de glissement:[14];[12]

La conception de la commande peut étre effectuée en trois étapes principales trés
dépendantes I'une de l'autre:

Choix de la surface.
L'établissement des conditions d'existence.
Détermination de la loi de commande.

1.1V.4. 1. Choix de la surface de glissement:

Le choix de la surface de glissement concerne le nombre et la forme des fonctions
nécessaires. Ces deux facteurs dépendent de I'application et de I'objet vise.

La surface de glissement dépend de I’objectif de la commande fixé (stabilisation,
poursuite,...). Pour les systémes linéaires cette surface est une combinaison linéaire des états

du systeme.

Slotine propose une forme d’équation générale pour déterminer la surface du glissement.
[19].

s(x) = (% + ﬂ,jr_ e(x) (1.56)
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Avec:
e(t) = y(t) —y, (t) : L'écart entre la variable a régler et sa réference.

A :Une constante positive.
r : Le degré relatif, il représente le nombre de fois qu'il faut dériver la surface pour
faire apparaitre la commande.

I.1V.4. 2. Condition de convergence et d'existence:

Les deux conditions (convergence et existence) sont les deux critéres qui permettent
aux différentes dynamiques du systeme de converger vers la surface de glissement et d'y
rester indépendamment de la perturbation. 1l existe deux considérations pour assurer le mode
de convergence:

1.1\VV.4. 2.1. Fonction discréte de commutation:

Emelyanov et Utkin ont proposé et étudié la premiére condition de convergence. Elle
consiste a donner une dynamique a la surface convergente vers zéro. Elle est donnée par:

s(x).8(x) <0 (1.57)

I.1V.4. 2.2. La fonction de Lyapunov:

La fonction de Lyapunov est une fonction scalaire positive (v(x)>0). La loi de

commande doit faire décroitre cette fonction. L'idée est de choisir une fonction scalaire pour
garantir l'attraction de la variable & contrdler vers sa valeur de référence et de concevoir une
commande U telle que le carré de la surface correspond a une fonction de Lyapunov.

On peut définir la fonction de Lyapunov comme suit:

V(X) = %ST (x).5(X) (1.58)
La dérivée de cette fonction peut étre donnée comme suit:

V(X) = s(x).5(X) (1.59)

Il est clair que pour Vérifier la décroissance dev(x), il suffit de vérifier lI'inégalitév(x) <0.
D'ou la vérification de la relation.
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I.1V.4. 3. Calcul de la commande:[14]; [15]; [16];

Lorsque le régime glissant est atteint, la dynamique du systéeme est indépendante de la
loi de commande qui a pour but de maintenir les conditions de glissement (l'attractivité de la
surface), c'est pour cette raison que la surface est déterminée indépendamment de la
commande.

Maintenant, il reste a déterminer la commande nécessaire pour attirer la trajectoire
d'état vers la surface, et ensuite vers son point d'équilibre, en maintenant les conditions
d'existence du mode de glissement. L'obtention d'un régime de glissement nécessite une
attractivité de la surface de glissement des deux cotés. De ce fait, une commande discontinue
est indispensable, il n'empéche nullement qu'une partie continue lui soit ajoutée.

En présence d'une perturbation, la partie discontinue a essentiellement pour but de
vérifier les conditions d'attractivité. Dans ce cas, la structure d'un contréleur par mode glissant
est constituée de deux parties, I'une est la commande equivalente u,, et l'autre stabilisante u,

U=Ug +U, (1.60)

U, est proposée par Utkin, elle sert a maintenir la variable a contrbler sur la surface de
glissement s(x) = 0. Elle est introduite en considérant que s(x) =0=3$(x) =0.

u, est introduite pour vérifier la condition de convergence s(x).$(x) <0.

Considérons le systeme suivant:

x=f(xX)+g(x)u (1.61)

On suppose que la trajectoire d'état atteint la surface de glissement & l'instantt, et
qu'un mode glissant existe pour t>t, . Cela implique que durant le mode de glissement et le
régime permanent, la surface est nulle, et par conséquent sa dérivée est aussi nulle:

s(x)=0 et §(x)=0 (1.62)
s) = B_BX_B5y (1.63)
ot oxot ox

En substituant la valeur X donnée par 1’équation (1.62) dans 1I’équation (1.64) on obtient:

$(x) = % - %{f () + (XU, ] (1.64)

D'ou on déduit I'expression de la commande équivalente écrite comme suit:
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0s s
Ug = {&Q(X)} x f(x) (1.65)

Ou u, (t) est la commande equivalente. Cette derniere est definie si et seulement si 2—g(x)
X

est inversible.
D'apres I'équation de la commande équivalente, il s'ensuit que le mouvement sur la surface
gouverné par I'équation x = f (x) + g(x)u,, ou encore:

] 05 B 05
X = |—g(x){ag(x)} PV f(x) (1.66)

€q

s(x)=0

La commande équivalente peut interpréter comme étant la valeur moyenne U lors des

commutations rapide entre u”(u,., )et u (u,,,) comme la montre la figure suivante:

min

u A
uéq uéq
umax ] /_l r ] I ]
// N
N
d N 4 .

N 4 t
N I
umin [ J — — bt R

Figure (1.6): Commande équivalente et commande réelle.

4+ Cas linéaire :

Dans ce cas la surface de glissement est choisie comme une combinaison linéaire des
états du systeme. Le modéle du systeme est alors :

X = AX(t) + Bu(t) XxeR" ueR" (1.67)
La surface de glissement est :

s(x) = Cx(t) CeR™ (1.68)
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Si le systéeme est en régiime glissant alors :
s(x) =Cx(t)=0 vt>t, (1.69)

Ou t, est le temps pour lequel le mode de glissement est atteint. En dérivant la surface par
rapport au temps et on utilisant la méme démarche que précédemment, on obtient :

$(x) = CAX(t) + CBu, (t)=0 vt >t, (1.70)
Si la matrice CB est inversible, on obtient la commande équivalente suivante :

Ug, (1) =—(CB) " CAX(t) (1.71)
Le choix de u, = K¢sign(s) donne la commande résultante :

U=Ug, +U, (1.72)

I.IV.5. Solution pour la suppression du phénomene de réticence:[17]; [15];[12];[19]

Le phénomeéne de réticence constitue un inconvénient majeur non négligeable, car
méme s'il est possible de le filtrer a la sortie du processus, il est susceptible d'exciter les
modes de hautes fréquences qui n'ont pas été pris en compte lors de la modélisation du
systeme. Ceci peut dégrader les performances et méme conduire au probleme d'instabilité. La
réticence implique également d'importantes oscillations mécaniques au niveau des
actionneurs, pouvant provoquer leurs usures rapide, ainsi que des pertes énergétiques non
négligeables au niveau des circuits de puissance électrique. Dans le but de réduire ou
d'éliminer ce phénomene, de nombreuses solutions ont été proposées.

Figure (1.7): phénomene de réticence.




Chapitrel: Commande non linéaire

I.1V.5.1. Solution de couche limite:[14]

Elle est aussi connue par le nom "boundary layer solution”, elle a été proposée par
Slotine1984, elle consiste a effectuer une approximation continue des discontinuités
présentent dans la loi de commande au voisinage de la surface de glissement.

Supposons que la commande discontinue qui provoque le phénomeéne de réticence s'écrit sous
la forme:

u(t) = —Kgsign (s(t)) (1.73)

La fonction signe (s(t)) est remplacée par une fonction plus lisse dans la couche limite
de (s(t)) = 0. Parmi ces fonctions utilisées nous citerons la fonction de saturation:

s sil— <1
sat(s) =1 g (1.74)
sign(s) si|—{>1
&

4 Sat

Figure (1.8): Fonction saturation avec un seuil

Le systéme ne converge plus vers la valeur désirée, mais vers un voisinage de cette derniére.
Ainsi, la mise en place d'une commande continue dans une bande de la surface nécessite un
compromis entre la robustesse et les performances. D'autres fonctions d'adoucissement

: . . 2 s s S
existent telles que les fonctions d’adoucissement; —arctan —,———,tanh| — |...etc
T & |S| +& &
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I.1V.5.2. Solution basée sur un observateur: [14]

La solution de la couche limite nécessite 1’approximation continue du terme de
discontinuité. Cependant, dans plusieurs applications les discontinuités de commande sont
inhérentes au systeme.

D’autre part, ce terme de discontinuit¢é de commande permet de réaliser une convergence
asymptotique de I’équation décrivant la surface de glissement vers zéro, ce qui n’est pas
garanti en effectuant cette approximation continue.

En conséquence, Lors de I’application d’'une commande discontinue, le placement d’un
observateur asymptotique par mode de glissement peut éliminer la réticence due a cette
discontinuité de la loi de commande. L’idée de base consiste a générer les modes glissants
idéaux dans une boucle auxiliaire d’observation, telle que cette boucle d’observateur n’intégre
aucune dynamique non modélisée. La boucle principale est poursuivie de la boucle
d’observateur. Sous les dynamiques de cet observateur, aucun probléme de réticence
n’apparait et le systéme €volue comme si la commande équivalente continue est appliquée.

I.1V.6. Avantages et inconvénients de la commande par mode glissant:[20]

Il est reconnu que la robustesse vis-a-vis des perturbations et des incertitudes du
modele présente le point fort d'une commande par mode glissant. Contrairement a une loi de
commande classique, les performances dynamiques sont maintenues quelles que soient les
variations des parametres et quelles que soient les amplitudes des perturbations appliquées au
systeme.

De plus, la réduction de l'ordre du systéme constitue un autre point fort de ce type de
commande, car elle permet de simplifier la complexité du systeme.

Cependant, ces performances sont obtenues au prix de certains inconvénients:

Un phénomeéne de chattering ou broutement provoqué par la partie discontinue de cette
commande et qui peut avoir un effet néfaste sur les actionneurs.

Le systéme est soumis a chaque instant a une commande élevée afin d'assurer sa
convergence vers |'état désiré et ceci n'est pas souhaitable.

Parmi les solutions proposées a ces problémes on peut citer la commande par mode
glissant a bande limite qui consiste a remplacer la fonction de commutation dans la
commande par une fonction de saturation (hystérésis, arc tangente, etc.).
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1.V. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons vu la notion générale de la commande non linéaire. Nous
avons ensuite exposé les différentes méthodes de linéarisation existantes tout en s‘accentuant
sur la méthode de commande par retour d'état. Par la suite, nous avons étudié la commande
par mode de glissement qui est tres utilisée dans la commande non linéaire dans I'étude de
stabilité des systemes. L'intérét majeur de ces approches réside dans la simplicité de la mise
en ceuvre de ces lois de commande.

Dans le prochain chapitre, nous allons exposer les différentes méthodes de
linéarisation approximatives.
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I1.1. Introduction :

La linéarisation exacte par changement de coordonnées et bouclage des systémes non
linéaires est une approche attractive car elle permet d’attribuer au systéme non linéaire un
comportement linéaire dont les caractéristiques en terme de régime transitoire (temps de
réponse, dépassements, oscillations, ... ) et de régime statique (écart statique, et gain statique)
sont plus indiqués pour qualifier les performances du systeme.

Cependant, la linéarisation par bouclage n’est pas toujours possible. En effet, le
systeme doit satisfaire certaines conditions. Plus précisément, dans le cas d’une linéarisation
entrée-état, on doit rechercher la sortie fictive de telle maniére que le degré relatif soit égal a
la dimension du systéme. L’existence de cette sortie est liée a deux conditions fondamentales
qui sont celle de la commandabilité et de 1’involutivité.

Pour pallier a cet inconvénient, on a été amené a concevoir des bouclages réalisant une
linearisation approximée. Les premiers travaux dans ce sens ont été introduits par Arthur
KRENER [21], BANAZUK, [23] et HUNT [22]. L’approximation est quantifiée par le reste
du développement de Taylor de la distribution engendrant I’espace commandable. Dans [22],
un algorithme permettant de construire d’une manic€re systématique la transformation de
coordonneées et ensuite le bouclage, réalisant une linéarisation approximée a un ordre choisi
au préalable, est élaboré. Il faut remarquer que cette méthode a été utilisée méme dans le cas
ou le systeme remplit les conditions de linéarisabilité par changement de coordonnées et par
bouclage. En effet méme dans ce cas, la construction de la transformation de coordonnées
reste une tache complexe. Cette méthode offre donc une procédure pour construire la
transformation de coordonnées.

D’autre part, une autre approche completement différente de linéarisation approximée
est proposée par César AGUILAR [24]. Cette approche consiste a trouver la sortie fictive
donnant le maximum de degreés relatif.

Dans ce chapitre, nous présentons, d’une part, la méthode formulée par A. KRENER
ainsi que 1’algorithme associé développé par HUNT et, d’autre par, la méthode proposée par
César AGUILAR. Ces deux derniéres méthodes seront appliquées sur un exemple de systeme
benchmark qui est le pendule inversé au chapitre suivant.

I1.11. Linéarisation approximée d’Arthur KRENER [21] :

La méthode proposée par A. KRENER a été initialement utilisée pour construire le
changement de coordonnées pour les systemes non linéaires qui satisfont les deux conditions
de commandabilité et d’involutivité. En effet, la construction d’une telle transformation n’est
pas toujours évidente. Pour cette raison, on peut, grace a cette méthode construire une
transformation approximée. Ensuite, cette méthode a trouvé son succés pour construire la
transformation approximeée pour les systémes qui ne satisfont pas les deux conditions. Le
principe de cette méthode est d’abord décrit pour ’approximation du premier ordre ensuite,
nous exposons sa généralisation a un ordre supérieur.

.
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IL.11.1. Approximation linéaire du premier ordre:

Rappelons que 1’objectif de linéarisation par bouclage du systéme non linéaire décrit
par I’équation d’état;

x = f(x,u) (2.1)

Consiste une approximation au voisinage de (x,,u,) tel que f(x,,u,) =0, (le point (x,,u,)

peut donc représenter le point d’équilibre ou le point nominal), en un systeme linéaire donné
sous la forme:

X = AX + BU (2.2)
Cette approximation est du premier ordre dans I'état :

X =(X=X,) +O(X—X,)? (2.3a)
Cependant elle est exacte dans la commande :

0d=u-u, (2.3b)

Les matrices A et B sont respectivement les Jacobiennes de f (x,u) par rapport a I’état x et
a ’entére u évalués au point d’équilibre:
of of

A:&(Xovuo) : Bza_u(xmuo) (2.4)

La validité de cette approximation dépend de 1’importance du terme du second ordre
qui, a son tour, dépend de la stabilité de la matrice A. Si le spectre de la matrice A se situe
suffisamment trées & gauche du demi-plan complexe et si la commande u(t)reste

suffisamment proche deu,, x(t)trés proche deX,, alors, le terme du second ordre dans (2.3a)

peut étre négligé. D’un autre cOté si Aest instable, il est impératif de concevoir des retours
d’état stabilisant de la forme :

0=FX+v (2.5)

Ou v est une entrée de commande auxiliaire ; le systéme (2.2) s’écrit alors :

X = AX + Bv (2.6)
Ou:
A=A+BF (2.7)

g



Chapitre2: Meéthode de linéarisation approximative

L’assignement du spectre de A de maniére arbitraire est possible si le couple (A B) est
commandable. Dans ce cas, on peut donc toujours trouver un gain du retour d’état F qui

place les valeurs propres de Aa des positions arbitraires désirées. La commande injectée au
systéme non linéaire s’écrit

u=u(x,v)=F(x—x,)+V (2.8)

Ouvest la commande non linéaire en boucle ouverte, et sa valeur initiale v, = u,. Le systeme
non linéaire résultant est :

%= f(xV) (2.9)

f(x,v) = f(x,u(x,v)) (2.10)

On peut remarquer que 1’approximation linéaire de (2.10) au point (x,,v,) est bien (2.6). Les
commandes linéaires et non linéaires satisfont la relation suivante :

V=v-V,+O(Xx—X,)° (2.11)

La stabilité de A tend & rendre O(x—X,)?négligeable. Du fait que le systéme linéaire

(2.6) est une « bonne » approximation du systéme non linéaire (2.9), on peut donc concevoir
un bouclage additionnel déterminé sur la base du modéle linéaire (2.6) et qui peut assurer un
comportement désirée au systeme non linéaire (2.9). Si v(x,w) est le bouclage linéaire congu

pour assurer des performances désirées au systéeme linéaire (2.6), wétant la nouvelle entrée
auxiliaire, alors le bouclage non linéaire o(x,w) assurera approximativement les mémes

performances au systéme non linéaire (2.9).

I1.11.2. Approximation linéaire d'ordre élevé:

Il existe plusieurs systémes présentant des non linéarités séveres que la méthode
décrite précédemment n'y peut les résoudre. Le terme second ordre O(X—X,)* ne peut pas

étre négligé sur toute la gamme du systeme. Les transformations de la méthode linéarisante
peuvent surmonter ces difficultés.

Arthur KRENER a décrit une approximation de cette approche, elle posséde des calculs
faciles. [21]

Soit le systeme non linéaire multivariable affine par rapport a l'entrée ;

.
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x = f(x)+g(xu(t) = f(x)+ ]Z_;g ; (X avec x(0) = X, (2.12)

xeR" ueR"
Le point nominal (X,,u, =0)est supposé étre le point critique ou point d’équilibre
(f(x,)=0).
La premiere étape consiste a calculer le modele linéaire du systéme (2.12) enX,, i.e.:
X = AX + Bl
(2.13)
of
A=—1(X,), B =g(x
ax( 0) 9(Xo)

On cherche un changement de coordonnées X =X(x) et u =u(x,u) qui transforme (2.13) en

(2.12) avec une erreur d'ordre O(x —X,)°.
Ainsi on suppose:

- 13 %K
Xi =X — Xoi + E z (Xo)(xk XOk)(X| - Xo|) + O(X - Xo)3
k.l l
(2.14)
1 U n m azﬁ ,
=Up+o Z (XO’O)(Xk Xo ) (X — X1 ) + z z (X0,0) (X, = Xp )Up, + O(X = X4, U)
2 k.l an k=1 h=1 5Xk6

On peut exprimer X,comme une fonction de xetuavec un terme d'erreur d'ordre

O(X — X,,u)*par deux méthodes différentes. La premiére est de substituer (2,14) directement

dans (2,13). L'autre est de fixer (2,14) a lI'aide de (2,12). Si on compare le terme second ordre
dans ces expressions, on obtient un systtme d'n*(n+1)/2+n’m équations linéaires en

n*(n+1)/2+mn(n+1)/2+m?n dérivées partielles secondes trouvées dans (2,14), i.e.:

T ()42 2% )—"( %) - i X" (x)+ig (x
o %X, %o ° ox !

p=1 P=1 | =1 k™~

Pour 1<i<n e 1<k<l<n;

(2.15)

0 n 5%
8?(” z I(Xo)gu(x) ZQ,h(XO) uh (XO’O)

Pour 1<i,k<n et 1<j<m
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Pour la résolution de cette derniére (2.15), il faudra respecter des conditions nécessaires et
suffisantes qu'on décrira prochainement.

Supposons que ce systeme est résoluble, alors la solution peut ne pas étre unique. Notons que

(2,14) correspond aux transformations du 1* ordre, par conséquent on peut les transformer en
ordre élevé;

n 2
X —Xoi = X L z % (%)%, X, +O(x)°

2 420x,0,
(2.16)
1 o, o 0%, 5
u; =u _EK,HGXK@X. (X0,0) %, X, — 20 2o (X0,0) % u, +O(x,u)

En ignorant le terme 3™ ordre dans (2.14) et (2.16), on peut passer du systéme non linéaire
(2.12) en son approximation linéaire (2.13).

Un retour d'état stabilisant (2.17) qui établie pour le systeme linéaire (2.13) les performances
désirées peut étre transformé en retour d'état non linéaire par la substitution de (2.14) en
(2.17), Puis remplacer le résultat dans (2.16). Avec espoir que ce feedback assure les
performances désirées du systéeme non linéaire (2.12).

u=FX+v (2.17)

Si ce nest pas le cas, la méthode suivante peut étre géneéralisée pour trouver les
transformations qu'on pourra effectuer entre (2.12) et (2.13) avec un terme d'erreur d'ordre
quatre. La troisieme partie de ces transformations doit satisfaire un ensemble d'équations
trouvées comme on vient de le faire, en calculant x comme une fonction de Xetu par deux
étapes.

On peut répéter cette procédure afin de trouver une approximation avec un certain degré
d'exactitude. A chaque étape, la solution précédente va étre prise comme des termes d'ordre
réduits de ces transformations, d'ou il ne restera que les termes d'ordre élevé a calculer.

Le résultat des transformations et leurs approximations sont polyndmiaux, d'ou ils peuvent
étre évalués en temps réel. Le calcul de ces transformations a besoin seulement d'étre fait une
fois et hors ligne. Comme les transformations d'ordre élevées correspondent a celles du
premier ordre, on peut continuer de répéter cette procédure jusqu'a la satisfaction des
performances désirées du systeme en boucle fermée.

I1.11.3. Conditions nécessaires et suffisantes:

L'existence de ces transformations nécessite la satisfaction de certaines conditions.
Les transformations ;

.



Chapitre2: Meéthode de linéarisation approximative

X =X(X)

~ - (2.18)
u=u(x,u)=a(x)+A(xu

Transforment le systeme non linéaire (2.12) en un systéme presque linéaire:

X = AX + BT +O(x,u)”" (2.19)

Les transformations (2.18) existent et peuvent étre transformées de certains domaines ouverts
dans l'espace (X,u)sur un domaine ouvert(x,u)dans I'espace. En particulier (X,u) = (0,0)
est tracé en (X,u) = (X,,U,) .

Il existe deux choix possible pour l'obtention d'un systeme linéaire (2.19), l'un est
I'approximation linéaire (2.13) du premier ordre, l'autre est la forme de Brunovsky pour ce
systeme linéaire. Plusieurs auteurs ont met le point sur cette derniére, cependant le premier
choix est plus approprié dans les applications depuis lors les coordonnées linéaires et non
lineaires peuvent convenir.

Mais ce qui concerne l'existence d'une transformation, le choix de la forme linéaire est peu
important. Toute linearisation approximée évoluée de (2.12) doit avoir les mémes indices de
commandabilité¢ en tant que son opposé du premier ordre (2.13). S'il existe des
transformations (2.18) qui aménent (2.12) en son approximation linéaire (2.13) avec une

erreur O(x,u)”"™", ainsi ceci peut étre montré par l'approximation linéaire afin d'obtenir la
forme de Brunovsky de (2.13).

En dautre terme, si (2.18) transforme (2.12) en n'importe quelle forme linéaire avec une
erreur O(x,u)”*™", avec:

_ &, 4
X=— () X(0)

(2.20)
Uzﬂ1<xo)(a<x)—2—j<xo><x—xo>+ﬂ(x)u]

Puis elle transforme (2.13) en son approximation linéaire (2.19) avec le méme ordre d'erreur.
Par conséquent:

X =X—X, +O(X—X,)°
(2.21)
U =U+0(X—X,,u)?

Quelques notions doivent étre connues pour énoncer les conditions suffisantes et nécessaires:
Les crochets de Lie d'un champ de vecteur est un autre champ de vecteur défini par:

e
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oa .
ad, g = g(;x(x)ux)—afa(xx)g,-(x) (2.22)
adfg=[g; ad{7g;] (2.23)

Une distribution D de classe C*dansR". Da une base locale d'ordre p autour de X,s'il
existe un champs de vecteur X*....X? qui sont linéairement indépendants en x, et tel que pour

toutY e D, il existe des fonctions C, tel que:

d
Y =) C X +0(x—x,)"" (2.24)

k=1

d est un entier de dimension d'ordre pde Denx,.

Une telle distribution est dite involutive d'ordre p enx,s'il existe une fonctionC tel que:

X' x1]=Scixt LO(x=%,) (2.25)

1

Une telle distribution est dite p intégrable en X,s'il existe n—d fonctions indépendantes

h,...- 0, tel que:
<dhk X i>:0(x)f’+1 (2.26)

Arthur KRENER a généralise Le théoréme classique de Frobenius, en effet, soit D est une
distribution d'ordre o de base {Xl....Xd }en X,. Dest dordre p intégrable enx,si Dest d'ordre

p involutive enX;. [21]

Théoréme :

Le systeme non linéaire (2.12) peut étre transformé en un systéme linéaire d'ordre p
(2.19) ou (A, B)est commandable avec les indicesk, >....> K, si et seulement si :

i) D" a une base local d'ordre p enX, se composant de :
lad¥g’:0<1<min(k;,k); j =1....m| (2.27)

i) D*' est d'ordre p involutive enX, pour j=1,...,m
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IL.111. Approximation linéaire basée sur I'algorithme de HUNT: [21] [22]

La méthode de linéarisation par retour d’état est de plus en plus utile pour 1’étude
des systéemes nos linéaires. Cependant, méme si le systéme est linéarisable, il peut étre
difficile, voir impossible, de construire une linéarisation exacte par retour d’état. Pour cela
HUNT s'est intéressé a I’étude de la méthode basée sur I’approximation linéaire.

En effet, HUNT a fourni un nouvel algorithme qui sert dans un premier lieu a:

1) Construire une transformation approximée d'un systéme linéarisable par retour d'état.
2) Construire une transformation approximée d'un systeme non linéarisable par retour
d'état.

Au lieu d'approximer un systeme non linéaire donné, on va approximer une
transformation dans un sens « approprié ».
On considere le systéeme non linéaire suivant :

x=100+>6,00u (2.28)

ou f,9,,....,9,,50nt des champs de vecteur dansR", f (0) =0.

Généralement, il est difficile de construire une transformation linéarisante par retour
d’état, pour cela, plusieurs recherches ont été développées.

KRENER a introduit I’ordre de linéarité p, il a aussi introduit un algorithme qui
donne une transformation approximative. Cet algorithme sert a trouver une transformation de
coordonnées pour quelque degré de précision tout en assurant certaines conditions. Cette
méthode préserve la partie linéaire du systéme a linéariser. [21] [25]

Inspiré par les travaux de KRENER, HUNT propose une autre approche, sous ses
propres conditions, des transformations par retour d’état ont été construites en se basant sur la
géomeétrie de Lie.

Soit :

z=Az+Bv (2.29)

nest I'ordre du systtme, mest le nombre d'entrées pour la forme canonique de Brunovsky
avec les mémes indices de commandabilite.

La transformation du systéme (2.28) en systeme (2.29) posséde la forme suivante:

(z,v)=(2),, 2,V 5oy V) (2.30)

.
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La transformation par retour d'état linéarisant le systeme (2.28) en systeme (2.29) s'effectue si
et seulement si:

<dl_‘fzj.gk>:0 i1=0,.,k; -2 i=1k +1..,n-k, +1k=1..m (2.31)
Lz, =2, i=0,..k -1 j=Lk +1..,n-k +1k=1..,m
(2.32)
Lf Zk1+...+kj +Zuk|—gk Zk1+_._+kj :Vj J :1,...,m
k=1
Avec:

L, z,: Lai*™ dérivée de Lie de z, suivant f .
dz;: Le gradient.
(,): Le produit interne dans SR" (on peut utiliser cette notation L, L' z; pour <dL‘fzj : 9k>).

Les équations (2.31) et (2.32) indiquent qu'on a seulement besoin de résoudre (2.31) pour
linéariser le systéme par un retour d'état.
Supposons qu'on remplace (2.29) par :

7= Az+Bv+0(x,u)” (2.33)

Qui est un systeme linéaire d'ordre p—1. On suppose ici que les matrices A Bsont des
matrices commandables. Aussi, on remplace (2.31) par :

<dl_ifzj,gk>:0(x)p i=0,..k —2 j=1k +1...n—k +Lk=1..m (2.34)

On garde (2.32) telle qu'elle est.
Il est clair maintenant que le systéme (2.28) est transformé en systeme linéaire d'ordre p—1

donné sous la forme:
2=Az+Bv+0O(x)”u (2.35)

Avec A, Bsont sous la forme de Brunovsky comme dans (2.29), si et seulement si (2.32) et
(2.34) sont conservées. En répétant la procédure de la formule de Leibinitz
Lir o2 =Libkg Zj —Lg LiZ;, il est aussi vrai que (2.35) est résoluble si et seulement si la

distribution appropriée de Krener est involutive au point 0 & I'ordre p—1. [21] [22]
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IL111.1. L’algorithme de HUNT : [22] ; [25]

Si le systéme (2.28) a un degré relatif égal & ndans le cas ou la sortie est définie, ou
s’il vérifie les deux conditions de commandabilité et d’involutivité cités dans le chapitre
précedent, alors ce systeme peut étre transformé en un systeme linéaire écrit sous la forme
canonique de commandabilité suivante :

Z, 1 0 0

Z O 0 . : 0

A Y (2:36)
oo o1 :

z, 0 0 O 1

Dans le cas contraire, our < n, le systtme peut étre transformé approximativement en
un systéme linéaire donné par I’équation suivante :

Z = AZ + BV+O(X,U)p (237)

Ou la partie linéaire est toujours écrite sous la forme de commandabilité, le systeme
précédent est dit d’ordre p —1d’aprés KRENER.

Le but de cet algorithme est de trouver la variable principale z en suivant certaines
étapes et en respectant quelques conditions, une fois la variable principale est déterminée, le
reste des variables se détermine par la dérivée successive de la variable z; .

L’algorithme se déroule comme suit :

Premiére étape :

Dans cette étape, on écrit la variable principale z,sous forme d’un polyndome
homogéne d'ordrel, on suppose que le systeme x = f(x)+ g(x)uest linéarisable en premier

ordre, donc la variable Z;:
z,=>clx, j=L1k +L...n—-k, +1 (2.38)
p=1

Les constantes C,, p=1...,n sont déterminées a partir de 1’équation suivante :
<dL‘fz,g>:O(x)p,i =0,.,n—2 (2.39)

En substituent la valeur de z, dans 1’équation précédente et avec p =1, il vient :

e
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(dLz,,9) = O(x),i =0,...,n-2 (2.40)
Deuxieme étape :

Cette étape consiste a linéariser le systeme non linéaire a ’ordre 2, dans ce cas la
variable principale s’écrit sous la forme :

z, =Y clx,+ D clxx, j=1k +1...n—k_ +1 (2.41)
p=1

p.q=1

Les constantes ¢, p=1...,nsont celles déterminés précédemment dans la premiére étape, et

les autres constantes C,,, p=(sont choisies de telle maniere que le systéme d’équations
<dL‘f zl,g>:0(x)”,i=0,...,n—2 soit vérifié en remplagant z, par son expression avec
p=2ie. <dL‘f Z, g> =0(x)?,i=0,.,n-2.

On répete la procédure jusqu’a I’ordre p;
p iéme étape :

Dans cette étape la variable z,s’écrit sous la forme suivante :

n n n

_ i i i N _ , . e . ,

Z, = E clx, + E XX, + +IE c’x, % o0 I=(l,...,1)) désigne le multi indice d’ordre
p=1 p,g=1 =1

|I|:Zn“liet X=X X Xy (2.42)
i=1

Dans ce qui suit nous allons appliquer cet algorithme sur un systeme non linéaire donné dans
I'exemple suivant:

IL.111.2. Exemple illustratif:

Soit le systeme non linéaire suivant :

: : 2
X, = X, +8iN(X, — X3) +2X,U X, +sin(x, —x2) 2%,

X, = X5 + (X —X5)° avec f=| x,+(x-x2)° [ g=| 0 (2.43)
X, =U 0 1

.
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Premiére étape :

3
On pose z, = ) €l X, =CIX, +C.X, +C X (2.44)
p=1
Calculons maintenant,
(dz,,g) = O(x) (2.45)
<de Z,, g> =0(x) (2.46)

Et on trouve:

(dz,,9) = 2¢,X; +C; (2.47)
(dL,z,9)=c, (2.48)

Ce qui donnec, =c, =0, on choisit ¢, =1(la valeur de c, n’est pas unique).

Deuxiéme étape :

Dans cette étape

Z =%+ Y CrX X P> (2.49)

p.g=1
Calculons maintenant,

(dz,,9) =0%(x)

(2.50)
(dL12,,0)=0%(0) (2.51)
Il vient :
(dz,, g) = 2% (1+ 2C],%, + C51X, + C3;X;) + C51X, + C3,X, + 2C3:%
= (24 2C5;) X + 2% (2C}, X, + C31X, + Ci1X5) + Ci1X, + C3oX, (2.52)
<de Zy, g> = ng(X3 + (X1 o X§)3) - (6X3(X1 - X§)2 _1)(C;1X1 + 20;2X2 + Cézxs) +
2%, (G4 (Xg+ (X, = X5)°) + 203 (X, +5iN(X, = X3)) +3((X, — X3)* (Co1% + 2C5,%, + C5,%5)
+00S(X, — X2 )(2C X, + C3,X, + CayXg +1) +Chy (X, +SIN(X, — X5)) — 2X, COS(X, — X5)
(2¢),%, +2C5,X, +Ca % +1) (2.53)

Donc on trouve C;, =—1et les autres coefficients, on va les choisir toutes nuls
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D’ou la variable principale est donné par :

2
Z, =X —X
1 =% 7% (2.54)
Qui résout le systeme d’équation suivant :

(dz,,9) =0
(dL,z,g)=0 (2.55)

Ce qui signifie que ce systeme est completement linéarisable.

IL.1V. Linéarisation approximé basée sur la maximisation du degré relatif : [24]

La détermination du degré relatif d’un systeme non linéaire est souvent difficile voire
impossible, et dans la plupart des cas la valeur de ce dernier est différente de 1’ordre du
systéme, c’est dans ce contexte, que plusieurs auteurs ont développé des méthodes de
linéarisation approximative, on cite dans cette partie les travaux de César AGUILAR basé sur
la maximisation du degré relatif du systéme a étudier.

Si le systeme n’est pas linéarisable exactement c.a.d. une des conditions suffisantes
pour que ce dernier soit linéarisable n’est pas satisfaite ou les deux ne sont pas satisfaites,
alors le degré relatif du systeme dans ce cas est fortement différent de lI'ordre n. Donc, d’apres
César AGUILAR le probléme revient a déterminer une fonction (sortie) h (x) qui maximise le
degré relatif du systeme.

Pour illustrer cette approche, on se limite a présenter dans ce qui suit cette méthode
pour un systeme d’ordre 4 seulement :

Pour qu'un systeme non linéaire soit linéarisable exactement par feedback, il doit vérifier les
deux conditions de commandabilité et d’involutivité :

1) Les champs de vecteurs {g(Xo),adfg(XO),adfg(Xo),...,adf”’lg(xo)}sont linéairement
indépendants.
2) Ladistribution A =span {g(x),adfg(x),...,ad ?‘Zg(x)}est involutive au voisinage de X, .

Remarque : une distribution Azspan{fl, fy Ty }est dite involutive si tout crochet de Lie

[f;, f;Ivi, j=1,...,d appartient & la distribution A

.
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I1.1V.1. Notion du degré relatif maximum :

Puisque le systéeme non linéaire n’est pas exactement linéarisable, alors calculons
maintenant la sortie h(x) qui rend son degré maximal.

La détermination de la sortie passe par plusieurs étapes:

a. Etape 1:

On considere la distribution A, =spang(x),ad, g(x){=1{f,, f,}, on calcule le crochet

de Lie[f,, f,], si ce dernier appartient & la distribution A, , donc cette distribution est
involutive, ce que signifie que le degré relatif r peut étre égale a 2.

b. Etape 2:

Considérons ensuite la distribution:
A, =span{g(x),ad, 9(x),[9(x),ad, g ()]} = {1, f,, f,} (2.56)

SiA, est involutive au voisinage de X,, alors le degré relatif du systéme égale a 3, et ainsi de

suite pour les systemes d’ordre élevé.

De ce fait, il existe au voisinage de X, une fonctionh(x) telle que cette derniere représente
une des solutions des équations différentielles partielles données par :

(dh(x), f,(x)) =0
(dh(x), ,(x)) =0
(dh(x), f,(x)) =0

(2.57)

Une fois on a trouvé la sortie, on fait le changement de variables z = ¢(x)ou :

z, =¢,(x) =h(x)
z,=¢,(X)=L;z
2, =¢,(x) =L} 7, (2.58)

2, =4,(0) =Lz,
Afin de verifier la validité de la sortie choisie, on vérifie si la matrice ¢(x) définie un

difféomorphisme.
Le systeme dans ses nouvelles coordonnées est donné par :
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2, =y¥
2,=y®?
2,=y® (2.59)

2, =y =1 (2(x))+9g (z())u

S’il apparait un terme de u dans 1’une des équations on le néglige afin de compléter la
représentation du systéme dans ses nouvelles coordonnées.

I11.\VV. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons introduit quelques méthodes de linéaristaion
approximative d'un systeme non linéaire. Dans un premier lieu, nous avons exposé la méthode
approximative de KRENER qui a introduit 1’ordre de linéarité o, comme il a aussi introduit
un algorithme qui donne une transformation approximative. En outre, HUNT a inspiré des
travaux de KRENER pour construire un nouvel algorithme en respectant des conditions bien
déterminées. Enfin, nous avons représenté la méthode proposée par César AGUILAR basée
sur la maximisation du degre relatif.

Dans le chapitre prochain, nous allons appliquer ces méthodes approximatives pour linéariser
un systéme non linéaire trés utilisé en automatique, il s'agit du pendule inversé.

.



Chapitre 3 Commande du pendule inversé

I11.1. Introduction

Les méthodes de commande étudiées précédemment seront illustrées, dans ce présent
chapitre, sur le cas de la commande d’un pendule inversé.
Le pendule inversé constitue un benchmark de choix pour la commande des systemes non

linéaire. Il est utilisé dans la plupart des laboratoires d’automatique afin de tester ’efficacité des
méthodes de commande des systéemes non linéaires. Les problemes de commande posés dans le
cas d’un pendule inversé sont sensiblement les mémes a ceux rencontrés, a une échelle plus
grande, par les grues et autre systémes de transportation industriels (segway, B2). C’est un
systeme instable, complexe et fortement non linéaire dont le modéle mathématique ne satisfait
pas les conditions de linéarisabilité par retour d’état. Le choix de cette application est motivé
pour ces raisons d’une part, et d’autre part, par le fait que le laboratoire de Conception et
Conduite des Systemes de Production (L2CSP) ou nous avons effectué le stage de recherche
dispose d’un banc d’expérimentation de la commande d’un pendule inversé. Les résultats que
nous présentons dans ce chapitre se limitent a ceux de la simulation. Le temps imparti a ce stage
reste insuffisant pour envisager une implémentation réelle des méthodes de commande traitées.

La commande d’un pendule inversé consiste d’une maniére générale a ramener la tige du
pendule a une position de référence (souvent la position verticale) et de la maintenir sur cette
position quelque soit le déplacement du chariot sur lequel est fixé la tige et quelque soit les
perturbations éventuelles.

I11.11. Description du pendule inversé : [26]; [24]; [27]

Le pendule inversé sur chariot (également appelé systeme chariot pendule ; en anglais
cart-pendulum system) est un systeme instable, multi variable de type SIMO (Single Input
Multiple Output) et posséde des non-linéarités non négligeables dues a sa structure dynamique
complexe et aux forces de friction. Le pendule inversé est un cas d’application trés intéressant et
largement étudié aussi bien sur le plan didactique que sur le plan recherche du fait qu’il possede
en soit toutes les difficultés permettant de soumettre a rude épreuve les lois de commande les plus
élaborés des systemes non linéaires (modes glissant, commande optimale, commande neuro-
floue, commande basée sur la passivité, commande robuste, ...).

Le systeme est composé de deux éléments (Figure 3.1) :
- un chariot mobile en translation le long d’un rail de guidage
- un pendule libre et fixé sur le chariot
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Figure 3.1 : schéma de I’ensemble chariot-pendule inversé

Avec :

M : Masse du pendule. x(t) : Position du chariot.

M : Masse du chariot. o(t) : La position angulaire de la tige du pendule.
| :Lalongueur de pendule. g : Intensité de la pesanteur.

F(t) : Force exercee sur le chariot.

Les valeurs numériques des différents paramétres qui sont utilisées dans les simulations sont
données dans la tableau ci-dessous :

Variables Valeurs
M 0.671(Kg)
m 0.151(Kg)

I 0.117(m)
g 9.81 (m/s°)

Tableau (3.1): Valeurs numériques du systéme pendule-chariot
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L1111, Modéle simplifié du pendule inversé : [26]; [27]; [15]

Pour simplifier la modélisation, on suppose tout au long de notre étude que la masse du
pendule est concentrée au bout de la tige. Afin de pouvoir écrire les équations dynamiques
régissant le mouvement du pendule inversé, on considere les coordonnées généralisées g, = xet

q, = @ qui représentent aussi les deux degrés de libertés du pendule. On prend comme direction

positive de X le sens de gauche a droite el celui de I’angle est le sens des aiguilles d’une montre.

Le formalisme de Lagrange est utilisé pour 1’obtention du modéle. Ce formalisme nécessite la
détermination des énergies potentielles et cinétiques du systeme en termes de coordonnées

généralisées. Pour cela, considérons 1I’équation de Lagrange :

d( oL oL
d—(a](a)q

AVEC :

L :Lelagrangien(L=T —-V).
T : L’énergie cinétique.

V : L’énergie potentielle.

aq; -
oq,: La i*™ composante de la vitesse généralisée.
Q, : La force généralisée associée a, .

I1.111.1. Energie cinétique du systéme en mouvement:

L’énergie cinétique du chariot est donnée par 1’équation:

v, - représente la vitesse du centre du gravité du pendule.

La i*™ composante du vecteur de coordonnées généralisées.

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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La position du centre de gravité du pendule a partir de ces coordonnées:

6:(x+lsin 0)?+Icos€? (3.4)

D’ou la vitesse du centre de gravité du pendule est :

dd:c = (x+lcos 08) i~Isin@d | (35)

5
vV, =
En substituant les équations (3.4) et (3.5) dans 1’équation (3.3) on trouve :

1 . . i .
T, :Em(x2 +2xlcos@O+1° cos® 06 *+1%sin® 66 ?) (3.6)
Avec simplification, 1’équation (3.6) de 1’énergie cinétique du pendule prend alors la forme:

1 .2 . 0 202
TP:Em(x +2xlcos 06+1°0°) (3.7)
L’¢énergie cinétique de I’ensemble chariot (3.2) et pendule (3.7) est exprimée par :

T=T, +TP:%M>‘<2+%m(X 2+2xlcos@O+1%6 %) (3.8)

I1.111.2. Energie potentielle du systéme:

L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est :
V=mglcosd (3.9)

I11.111.3. Equation de Lagrange:

A
dt\oq ) oq (3.10)

Le lagrangien du systeme est la différence entre son énergie cinétique et son énergie potentielle
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L=T-V (3.11)

En utilisant I’expression (3.8) et (3.9) le lagrangien peut étre écrit:

L=%M>’<2+%m(x 2+ 2%l cos@0+1%0%)—mgl cos 6 (3.12)

I11.111.3.1. L’équation de Lagrange pour le premier degré de liberté q(t) = x(t):

dt\ox /) ox (3.13)

La dérivée partielle du lagrangien suivant X ett s’écrit :

d . : :

a(M X+mx+mlcosd0)=F (3.14)
D'ou la premiére équation de Lagrange :

(M +m)%+mlcos@d-mlsing0 *=F (3.15)

I11.111.3.2. L’équation de Lagrange pour le deuxiéme degré de liberté q(t) = 6(t) :

afa) o,
at\ 00| a0 (3.16)

La dérivée partielle du lagrangien suivant 0 et t s écrit
%(lecos@+ml29)—(—mIXsin 00 +mglsin 0) (3.17)

D'ou la deuxieme équation de Lagrange :
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mI2?6 + mis cos @ — mixsin 6 + mlxsin 89 —mglsin @ =0 (3.18)
Apreés simplification, on obtient :
ml?0 + mis cos & —mglsind=0 (3.19)

Finalement, le modéle de connaissance du systéeme chariot pendule est donné par le systéeme
d’équations suivant :

(M +m)%+mlcos 99 —mlsin 96* = F
(3.20)

mlx cos @ +ml?d —mglsin @ =0

Ce modecle peut étre écrit sous la forme de Cauchy (modele d’état non linéaire). Pour cela, on
définit les variables d’état comme suit :

X, =X (Position rectiligne du chariot) ; X, =X (vitesse du chariot) ; x, =& (position angulaire
de la tige) et X, = 0 (vitesse angulaire de la tige). Le modéle d’état non linéaire s’écrit sous la
forme affine suivante :

X(0) = f(X(©)+9(X®)F () (3.21)

OU X (t) =[x, (t) X,(t) x5(t) x, ()] estle vecteur d’état, F(t) est ’entrée appliquée au pendule.
L'expression du modeéle sera sous la forme suivante:

X, 0
X, —mg cos(x,) sin(x,) + miIxZ sin(x,) 1
X M in? M in?
>.<2 _ +msin‘(X,) . +msin©(X,) . (3.22)
X, X, 0
X, ) | (M +m)gsin(x;) — mixZ cos(x,)sin(x;) | | _ cos(Xs)
(M +msin?(x,))l (M +msin®(x,))l
On pose :
F = (M +msin®(x,))u — (mlsin(x,)x; —mgsin(x,) cos(x,)) (3.23)

Avec u une commande auxiliaire.
On obtient les expressions des champs de vecteur f~ (X (t))et g (X (t)) simplifiées suivantes:




Chapitre 3 Commande du pendule inversé

X, 0
0 1

Fr X)) =| x, ;9T (XM)=|o0 (3.24)
gsin(x;) _ cos(X;)

I1.1V. Commande du systéme :

Le pendule inversé libre (aucune force appliquée) posséde deux points d’équilibre. Le
premier point (6 =0)qui correspond a la position verticale de la tige est un point d’équilibre

instable et le second point (6 =) point d’équilibre stable. L’objectif de commande est de
stabiliser la tige du pendule sur la position verticale (6 =0) .

HLIV.1. Commande basée sur la linéarisation numérique autour du point d’équilibre :

Une des approches de commande des systemes non linéaires consiste a élaborer les lois de
commande sur la base du modele linéaire obtenu par linéarisation numérique autour du point
d’équilibre considéré. Cette approche reste valable uniquement au voisinage du point d’équilibre
(commande locale). La linéarisation numérique est basée sur le développement de Taylor des
champs de vecteur f (X (t)) et g(X(t)) autour du point d’équilibre. Les termes d’ordre supérieur a

deux de ce développement sont négligés. La linéarisation numérique du systeme non linéaire
(3.24) autour du point d’équilibre X, =[0 0 0 0] donne lieu au modéle d’état linéaire:

X (t)=AX(t)+Bu(t) (3.25)

Ou X(t) représente les petites variations de X (t) autour de 0. La matrice d’état (d’évolution) A
est la jacobienne de f(X(t))par rapport a X évaluer au point d’équilibre et le vecteur de
commande B et la valeur prise par g(X(t)) au point d’équilibre. Les expressions de A et B sont
données par :

01 0 0 0
00 0 O 1
oo%o -1
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Si on choisit comme sorties la position du chariot et la position angulaire de la tige, alors
I’équation de sortie du modele d’état s’écrit:

() (r 000
y_(yzj_(o 0 1 ija) (3.27)

En remplacons les paramétres par leur valeur numériques, nous aurons:

01 0 0 0
00 0 0 1
A= ; B= (3.28)
0 0 0 1 0
0O 0 8384 O —8.547

Les valeurs propres de A sont :(9.15,-9.15,0,0), Le modeéle linéaire est donc instable. D’apreés le

théoreme de Lyapunov (premiére méthode indirect, [10]), le point d’équilibre du systéme non
linéaire est instable. On peut remarquer que le couple (A, B) est commandable donc le modele
linéaire est stabilisable par retour d’état. Le systéme non linéaire sera aussi commandable du
moins localement au voisinage du point d’équilibre. Une commande qui stabilisera le modele
linéaire, stabilisera aussi localement le point d’équilibre du systéme non linéaire. L’objectif est
d’élaborer deux types de commande sur la base du modéle linéaire. Ces commandes seront
ensuite appliquées au systeme non linéaire.

11.1V.2. Commande par placement de pdles:

La premiere commande est une commande par placement de poles par retour d’état. Cette
commande est quasi linéaire. Soient les pdles désirés en boucle fermée (0,-1,-3,-4).

Alors la commande par placement de poles estu(t) = —KX (t)avec K =[0—-0.14—-12 —0.95].

I11.1V.3. Commande par mode glissant:

La seconde commande qui est en elle-méme non linéaire est la commande par mode
glissant. La surface de glissement choisie afin de répondre a 1’objectif de commande est :

s(X(t))=C X(t) avec C=][c, ¢, ¢, C,]; (3.29)
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Les termes ¢; ; i=1, 4 sont les coefficients de la surface qui sont déterminés de telle maniere que

le systéme linéarisé soit stable en régime glissant avec une dynamique désirée. Dans notre cas,
nous avons choisi C de telle maniére que les p6les en boucle fermée et en régime glissant soient
les méme que ceux obtenus avec la commande par placement de pdles. Nous obtenons ainsi:
C=[099 157 6.63 1]

Dérivons S(X(t)) par rapport au temps,

dS(X (1) _ Is(X(1))

$(X (1) = ax X (t) = CAX (t) + CBu(t) (3.30)
La commande résultante est:
u=u, +Kgsign(s)); K, : reel positif (K, =20) (3.31)
=—(CB)™"CAX
=-KX
Avec K =(CB)'CA (3.32)

[y G C.,9 (o}
| I1c,-c, Ic,-c, Ic,-cC,
U ==1c ¢ W1 g %O %O (3.33)

I1.1V.4. Simulation et résultats :

Les simulations ont été effectuées sous I’environnement MATLAB. Pour les deux types
de commande, nous avons effectué des simulations pour plusieurs angles initiaux. Deux essais de
simulation ont été effectués dans chaque cas, le premier essai correspond au modele linéarisé
bouclé par la commande linéaire, le second correspond au systéme original contr6lé par la
commande linéaire. Les résultats de simulations sont rapportés par les figures ci-apres, ou sont
visualisées les réponses du systeme non linéaire commandé par les commandes par placement de
poles et par mode glissant.
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e Commande du pendule par placement de péles:
a. Simulation (1): Angle initial égal a 5 degrés :

Pour un angle initial 5 degrés, la figure (3.2) illustre la réponse temporelle de la position
du chariot du systeme linéarisé et du systeme non linéaire. La figure (3.3) montre l'angle du
pendule inversé des deux systemes (modele linéaire et modéle non linéaire). La commande par
placement de pdles des deux systemes est représentée par la figure (3.4), ainsi la figure (3.5)
donne la force appliquée au pendule.

i ldye e

.’ la positon x 05 —
5 ——systime finéarisé " —— syt
8 == systéme non lingaire 8 = S sime non néaie
S5 !
I‘é" ot 3
: / %005\

S0 / 3 \
T T

c / 9

0
2 f N

: g
g 006
0 I S A A T T I
0 2 3 4 5 6 7 8 90 temps(Secondes)
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Figure 3.2: La position du chariot pour les deux
svstémes linéarisé et non linéaire

Figure 3.3: L'angle du pendule pour les deux
systemes linéarisé et non linéaire
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Figure 3.4: La commande appliquée pour les
deux systemes linéarisé et non linéaire

Figure 3.5: La force appliquée pour les deux
systémes linéarisé et non linéaire
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b. Simulation (2): Angle initial égal a 45 degrés :

Pour un angle initial 45 degrés, la figure (3.6) illustre la réponse temporelle de la
position du chariot du systeme linéarisé et du systéeme non linéaire. La figure (3.7) montre I'angle
du pendule inversé des deux systemes (linéarisé et non linéaire). La commande par placement de
poles des deux systémes est représentée par la figure (3.9), ainsi la figure (3.8) donne la force

appliquée au pendule.
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Figure3.6: La position du chariot pour les deux
systémes linéarisé et non linéaire

Figure3.7: L'angle du pendule pour les deux
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Commande par mode de glissement:

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est 3—7; =5°

La figure (3.10) illustre la réponse temporelle de la position du chariot, la figure (3.11)
illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps ainsi les figures (3.12), (3.13),
(3.14) donnent successivement la commande équivalente, la commande stabilisante et la
commande résultante donnée par mode de glissement. La figure (3.15) montre la surface de
glissement et la force exercée au pendule est illustrée par la figure (3.16).
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Figure3.10: La position du chariot pour les deux
systémes linéarisé et non linéaire
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Figure 3.11: L'angle du pendule inversé pour les
deux systémes
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Figure 3.15: La surface de glissement
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Figure 3.16: La force appliquée au systeme

b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est73° :

Les figures (3.17) et (3.18) illustrent la réponse temporelle de la position du chariot du
systeme linéarisé et du systéme non linéaire. Les figures (3.19) et (3.20) illustre la trajectoire de
I'angle du pendule en fonction du temps pour le systéme linéarisé et le systeme non linéaire.
Ainsi les figures (3.21), (3.22) et (3.23) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systéme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.24) et la figure (3.25) donne la force

exercée au pendule.

.
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Figure 3.18: La position du chariot pour le systeme
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Figure 3.22: La commande stabilisante
donnée par mode glissant
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Figure 3.24: La surface de glissement pour le
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Figure 3.25: La force appliquée au pendule

I1L.IV.5. Interprétation et comparaison des résultats:

A partir des graphes (3.2) et (3.3) visualisant successivement la position du chariot et
I'angle du pendule des deux systéemes linéaire et non linéaire obtenus lors de I'application de la
commande par placement de pdles, on constate que le pendule se stabilise pour un angle initial
égal a 5 degrés. Par contre, cette méme commande ne stabilise pas le systétme non linéaire

lorsque I'angle initial égal a 45 degrés (figures (3.6) et (3.7)).

A partir des graphes (lors de la simulation avec un angle initial égal a 5 degrés) montrés
par les figures (3.10) jusqu'a (3.16) obtenus lors de I'application de la commande par mode de
glissement, on constate que celle-ci arrive a stabiliser le pendule inversé. En effet, elle a pu le
ramener a sa position d'équilibre instable avec un temps de réponse égal a 2 secondes et I'y
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maintenir. Elle a en outre permet de stabiliser le déplacement du chariot avec un déplacement
maximum de 0.04m. Pour la surface de glissement (figure (3.15)), on voit qu'elle converge dans
un temps fini. Dans le régime établi, cette surface oscille autour de zéro ce qui explique un bon
choix de la surface. On peut aussi observer le phénoméne de chattering dans la commande par
mode de glissement a cause de la valeur introduite au parametre Ks.

Cette commande en mode glissant donne des résultats acceptables pour un angle initial égal a
45°, Pour l'angle initial égal a 73 degrés, (figures (3.17) jusqu'a (3.25)) le systeme linéarisé se
stabilise dans sa position d'équilibre instable. D'autre part, la distance parcourue par le chariot est
plus importante. Cependant, cette méme commande ne stabilise pas le systeme non linéaire, en
effet, dans la figure (3.20) qui montre la réponse temporelle de I'angle du pendule inversé, on
constate des oscillations bruitées pour le pendule.

On conclue que la méthode par placement de péles est insuffisante pour la stabilisation du
pendule dans sa position d'équilibre instable lors de l'augmentation de I'angle initial. Cette
méthode reste valable au voisinage du point d'équilibre, elle n'est pas assez robuste. C'est dans ce
contexte que dans ce qui vient nous allons ignorer la commande par placement de p6les.

I11.V. Linéarisation approximée du modéle en utilisant la méthode basée sur la
maximisation du degré relatif:

Pour que le systeme (3.24) soit linéarisable exactement par feedback, il doit Vérifier les
deux conditions de commandabilité et d’involutivité suivantes :

v' Les champs de vecteurs {g(XO),adfg(XO),adfg(XO),ad?g(Xo)}sont linéairement
indépendants.

v’ La distribution A =span {g(X),adf g(X),adfg(X)}est involutive au voisinage de X,.ce
qui revient a verifier que la dimension de
A =span {g(X), ad,g(X),ad?g(X),[o0, adfg(X)]}égale a la dimension de A .

La premiére condition est satisfaite au point X, =[0 0 0 0]". Cependant, la deuxiéme
condition n’est pas vérifiée au voisinage de X, =[0 0 0 0]" .

La deuxiéme condition donne :
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0 -1 0 0
1 0 0 0
0 COS|(X3) —2:5|nl(x3)x4 23|n(x3l)zcos(x3) (3.34)
—cos(x;) sin(x;)x, Ccos(X,)x; . sin’(x,)g  ©0s°(x)g  2c0s*(Xy)X, . 28in*(Xy)X,
I I I 1? 12 1? 12
On prend par exemple, g =1=1¢etx, =0, la distribution devient :
0 -1 0 0
1 0 0 | 0 (3.35)
0 cos(X,) 0 2sin(X;) cos(X;)
—cos(X;) 0 1-2c0s*(x,) 0

Pour que la dimension de cette distribution soit égale a 3, il faut que la quatrieme colonne
aille disparaitre, en d’autres termes, il n’existe pas un moyen pour le rendre égale a 3, ce qui
signifie que la distribution n’est pas involutive au voisinage de x,.Donc ce systeme est non

linéarisable exactement par feedback.

I11.V.1. Calcul du degré relatif maximum pour le pendule inversé:

Sachant que le degré relatif r du systeme (3.24) est différent de 4 =n(nest la dimension
du systeme), existe-elle une sortie h(X) qui maximise le degré relatif ? Est- il possible d’obtenir

un degré relatif r =3 ?

Avoir un degré relatif r = 3implique que r satisfait les deux équations suivantes :

L,h(X)=L,L, h(X)=0, pour tout X voisinage de X, (3.36)

L L% h(X,)=0 (3.37)
On considére la distributionAl:Span{g(X),adfg(X)}z{fl,fz}, si on calcule le

crochet de Lie[f,, f,], on constate que ce dernier n’appartient pas a la distributiona , ce qui
signifie que cette distribution n’est pas involutive, donc I ne peut pas étre égale a 2.

Soit : A, =span{g(X),ad, g(X),[g(X),ad, g(X)I}=1{f,, f,, f,}
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on af,=[f,f,]=[9(X),ad,g(X)]eA,, donc il nous reste de vérifier si[f,, f,]et
appartiennent a cette distribution, un simple calcul de[f,, f,]nous donne[f,, f,]=0¢eA,,
calculons alors le crochet de Lie[f,, f,].

Finalement, la distribution A, aura la forme :

0 -1 0 0
1 0 0 0 (3.38)
0 cos(X;) 0 0

—c0s(X;) X, Sin(X;) —2sin(x,)cos(x;) —6c0s®(X,)+4cos(Xs;)

Au voisinage de X,=[000 0]T le rang de cette matrice égale a 3, donc cette distribution est
involutive.

Par le théoreme de Frobenius, il existe une fonctionh(x) telle que cette derniére représente une
des solutions des équations différentielles partielles donnée par :
(dh(X), f,(X))=0

(dh(X), f,(X))=0 (3.39)
(dh(X), f5(X)) =0

Au voisinage de X,,.

111.VV.2 La fonction de sortie :

Trouver la sortie h(X)revient a résoudre le systéme d’équations différentielles partielles
(3.39), admettant que la sortie h(x)une fonction de(x,,X;)seulement, donc le systeme

| o oh . oh

d’équation précédent se simplifie a : — 1 ———008(X;) =0,
OX,  OX

1+sin(x;)

La fonctionh(X)=x, +1 In
cos(X;)

jest I’'une des solutions de 1’équation (3.39) ;(plusieurs

solutions peuvent étre obtenus).

Avec cette solution la premiére condition du degré relatif est vérifié, cependant la deuxiéme est
non vérifiée i.e. L L5 h(X,)=0.
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Ce qui signifie que le degré relatif de notre systéme est non défini, il s’agit donc d’un systéme
non réglable.

I11.V.3. Linéarisation approximative entrée-sortie :

Dans la commande de tels systéemes, les auteurs proposent une methode dont laquelle
I’approximation du systéme originale se fait par la commande de linéarisation entrée-sortie dans
des nouvelles coordonnées.

Soit le systeme :

, X 0
).(1 0
XZ
o |7 ] % +1 0 u
’ gsin(x,) cos(X,)
X, -
I I
Lisi
y:h()():xl+| |n[i()(3))
cos(X;)

(3.40)

On construit le changement de variables z = g(X)ou:
2, = ,(X) =h(X)
z,=¢,(X)=L;z,
3 = ¢5(X) = sz Zy
2, =¢,(X) = L3f Z

(3.41)

Apres calcul, on obtient la matrice suivante :
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CoS(X,)

‘] In£1+sin(x3)J

Ix,
coS(X,)

P(X) = "
tan(x3)(g + 4 ]

coS(X,)
( 32 N }Ixj’+(—3;g —Zgjx4
€0S”(X;) COS(X;) cos“(X;)

Afin de verifier si la matrice ¢(x ) définie un diffeomorphisme, on calcule sa matrice jacobienne,

X, +

(3.42)

il vient:
101 0
010 I
9 _ (3.43)
Xly, |0 0 g O
00O0g
Donc la matrice ¢(X)définie un difféeomorphisme au voisinage de 0.
Dans les nouvelles coordonnées, le systéme s’écrit sous la forme normale suivante :
2, =y® =x, + X,
! " cos(x,)
#2(X)
I
2,=y? = tan(xg)(g b
cos(x,) (3.44)
’RQ)
2, =y® = 32 N Ix; + 32—9—29 X, —2X, tan(x;)u
c0s”(X;) COS(Xs) Cos“ (X5) Ry

50X
2, =y =1 (Z(X))+g (Z(X)u
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En négligeant le terme de u dans la troisiéme équation, on obtient le systéme d’équation suivant :

2, =1,

Z,=1,

2,=1, (3.45)
2, =1 (Z(X)+9 (Z(X)u

111.V.4. Commande par mode glissant :

Apres avoir la forme canonique commandable du systéeme, on peut utiliser la commande
par mode de glissement, la sortie désirée est donnée pary, (t) =0, ainsi ’erreur est donnée par

€=Y—-Yq4-

On définit la surface de glissement par s = {x < %=*/s(X,t)=o0}, et A >0 ([19]).

s(X,t):(%+/1j e

(3.46)
=e® +31e® +32%0 + 2’
Ce qui donne :
s(X,t)=e +32e® +32%® + 2%e®
=y® +3y® +322y@ 4+ 2Py@ (3.47)
= f(Z(X))+g Z(X)u+3y@ +322y@ 1+ 22y® '
=b(X)+a(X)u
En utilisant la théorie de mode glissant, on choisit la loi de commande:
~b(X) ., .
u= + K.sign(s 3.48
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ou K, > 0est un paramétre expérimental, par conséquent:
$ = K;sign(s)a(X) (3.49)

Au voisinage dea(X) <0, on observe que lorsques<0,$>0et lorsques>0,$<0. On peut
constater par la commande (3.48) que la surfacessera atteinte en un temps limité et les états
z,,i =1,...,4 tendent verss, en d’autre termes, on a :

e® +31e@ +32%e® + 1Pe=0 (3.50)

Comme 4 >0, la solution de cette équation différentielle tend donc exponentiellement vers 0
(décroissance exponentielle), lorsquet — 0, y(t)) -y, (t) » Oou bien y(t) — odonc :

coS(X,)
I,
2 =% =
cos(X;) 251
[ x j (3.51)
z, =tan(x;)| g+ =
05(x,)

2 1 39
_ - b+ —9 __2glx, =0
= (coss(x3) cos(x3)J Xa¥ [cosz(xs) ng4

Tandis que g(x)est un diffeomorphisme au point X =0, la résolution des équations
précédentes donne une solution évidente. Néanmoins, on obtientX, =0 etx, =0 qui représentent
physiquement la position initiale du chariot et la position angulaire verticale du pendule.

I11.V.5. Simulation et résultats :

On simule le modele donné par 1’équation (3.40) a l'aide de la fenétre de programmation
donnée par Matlab en utilisant la commande par mode de glissement.
On simule d'abord le systéme non linéaire approximé pour deux conditions initiales (5 degrés
puis 67 degrés). Ensuite, on donne les résultats de simulation pour le systeme non linéaire réel
pour deux conditions initiales (5 degrés puis 67 degres).
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1. Systéme non linéaire approximé:

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est 3—7; =5°

La figure (3.26) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéeme
approximé. La figure (3.27) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.28), (3.29) et (3.30) donnent successivement la commande equivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systéme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.31) et la figure (3.32) donne la force
exercée au pendule.

la position x )
langle teta
® 0.3 01
€ /7 N\ g 0
g0 / N =
= 2 "
g / \\ _§ O.OU\
5 01 5
3 N\ S 004
£ ~ z 1\
2 i 2 0
: ER
© 3 Ly
-
01 \_//
¢tz 3 4 5 67 89 1 W7 3 4 5 s 1 8§ 9 &
Temps(secondes) Temps(secondes)
Figure3.26: La position du chariot Figure 3.27: L'angle du pendule inversé

la commande ueg

a commande ud

La commande équivalente(N/Kg)

La commande stabilisante

|

|
o1 2 3 4 5 6 1 8 9 1
Temps(secondes)

Figure 3.29: La commande stabilisante donnée

Figure 3.28: La commande équivalente donnée par mode glissant

par mode glissant
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la commande u surface de glissement
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Figure 3.30: La commande résultante donnée Figure 3.31: La surface de glissement
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Figure 3.32: La force appliquée au systéme

b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est67° :

La figure (3.33) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéeme
approximé. La figure (3.34) illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.35), (3.36) et (3.37) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systeme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.38) et la figure (3.39) donne la force
exercée au pendule.

=
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Figure 3.34: L'angle du pendule inversé

Figure 3.36: La commande stabilisante donnée
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Figure 3.37: La commande résultante donnée par
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Figure 3.39: La force appliquée au systeme

2. Systéme non linéaire réel:

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est 3—7; =5°

La figure (3.40) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéme
approximé. La figure (3.41) illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps.

Ainsi les figures (3.42), (3.43) et (3.44) donnent successivement la commande équivalente, la

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systeme non

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.45) et la figure (3.46) donne la force

exercée au pendule.
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Figure3.40: La position du chariot

Figure 3.41: L'angle du pendule inversé
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 67°

La figure (3.47) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéeme
approximé. La figure (3.48) illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.49), (3.50) et (3.51) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systéme non
linaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.52) et la figure (3.53) donne la force

exercée au pendule.
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Figure3.47: La position du chariot

Figure 3.48: L'angle du pendule inversé
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Figure 3.53: La force appliquée au systeme

I11.V.6. Interprétation des résultats:

A partir des graphes du systeme non linéaire approximé montrés sur les figures (3.26)
jusqu'a (3.39), on constate qu'avec un angle initial égal a 5 degrés notre commande par mode de
glissement arrive a stabiliser le pendule inverse. En effet, elle a pu le ramener & sa position
d'équilibre instable avec un temps de réponse égal a 5 secondes et I'y maintenir (figure (3.27)).
Elle a en outre permet de stabiliser le déplacement du chariot avec un déplacement maximum de
0.24m (figure (3.26)). Pour la surface de glissement (figure (3.31)), on voit qu'elle converge dans
un temps fini. Dans le régime établi, cette surface oscille autour de zéro ce qui explique un bon
choix de la surface. On peut aussi observer un phénomeéne de chattering dans la commande par
mode de glissement a cause de la valeur introduite au paramétre K.
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Pour un angle initial égal a 67 degrés (figure (3.33) jusqu'a (3.39)), on constate que la réponse
temporelle de la position du chariot a été stabiliser avec un déplacement maximum trés important
(14 metres) ainsi la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps a été annulée avec un
temps de réponse égal a 7secondes, ceci établi la stabilisation du pendule avec un déplacement
maximum important de la position du chariot.

Lorsqu'on applique notre commande par mode glissant au systeme réel, on constate que le
pendule se stabilise pour un angle initial égal a 5 degrés. La figure (3.41) montre la réponse
temporelle de I'angle du pendule, le pendule se stabilise dans sa position d'équilibre instable en
un temps de réponse égal adsecondes et le chariot se stabilise dans une position avec un
déplacement maximum de 0.22m. D'autre part, pour ce méme systéeme et avec un angle initial
égal a 67 degres, notre commande n'a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre (figure
(3.48)) et le chariot se déplace aléatoirement (3.47).

I11.VI. Linéarisation par I'algorithme de Hunt:

La détermination de l'ordre d'involutivité de I'ensemble {g(X),adfg(X),adfg(X)} est

I'une des difficultés de cet algorithme a cause de la complexité du modeéle du pendule inversé.
Par consequent, on va appliquer cet algorithme en fixant des le début I'ordre de linéarisation o,

par exemple on fixe o =1 car on ne sait pas a quel ordre le systéme est linéarisable.

Soit le modéle du systeme non linéaire du pendule inversé donné par I'équation (3.24).

Apres le calcul, on trouvera :
Z, =X +Xg (3.52)
Le reste des variables est déterminé par les dérivees successives de z_ , c'est a dire:

Z,=L;z, =X, +X,

z,=1%2 :%sin(x3) (3.53)

z,=L%z = ng4 cos(X,)
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Le systéme non linéaire sera le suivant:

2, =1,

1
Z, =23 +(1——cos(x;))u
2 3+( I ( 3)) (3'54)
23 =1,

z, =a(X)+b(X)u
En négligeant le coefficient deu , i.e. le terme(l—%cos(xS)), le systeme sera sous forme:
2;=1,

z,=a(X)+b(X)u
y=12

(3.55)

Soit la nouvelle commande auxiliaire:

v=L,z,+L,z,u (3.56)

Le systéeme en boucle fermée sera donc:

(3.57)
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111.VI.1. Commande par mode glissant :

Apreés avoir la forme canonique commandable du systéeme, on peut utiliser la commande

par mode de glissement afin de stabiliser le systéme.

Ainsi le probléme de poursuite de trajectoire consiste a déterminer la loi de commandeu qui
permet d'assurer la convergence du vecteur de sortie y vers le vecteur de sortie désiréy, avec

une erreur de suiviee(t) = y(t) -y, (t) .

On prend y, =0, l'erreur sera donc sous la forme e(t) = y(t)
Soit la surface de glissement :
S={X eR*/s(X,t)=0} 1>0
On choisit comme surface de glissement celle proposée par Slotine:
d 3
s(X,t)=|—+A1|e
x0=(5+4)
=e® +32e® +32%" + e

La dérivée de la surface donne :

$(X,t) =e® +32e® +32%e® + %™
=y@ +3y® +322y? + PyW
=f(Z(X)+g (Z(X)u+3yD +32y? + 2y®
Z B(X)+ A(X)u

En utilisant la théorie de mode glissant, on choisit la loi de commande

u=—BX) K ¢sign(s)

AX)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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Ou K, > 0est un paramétre expérimental, par conséquence:

$ = K;sign(s) A(X) (3.62)

111.VV1.2. Simulation et résultats :

On simule le modeéle donné par 1’équation (3.54) a l'aide de la fenétre de programmation
donnée par Matlab en utilisant la commande par mode de glissement.
On simule d'abord le systeme non linéaire approximé pour deux conditions initiales (5degrés puis
89 degrés). Ensuite, on donne les résultats de simulation pour le systéme non linéaire réel pour
deux conditions initiales (5degrés puis 85degres).
Avec un choix deA=2 .

1. Systéme non linéaire approximé:

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est 3—7; =5°

La figure (3.54) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéeme
approximé. La figure (3.55) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.56), (3.57) et (3.58) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systeme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.59) et la figure (3.60) donne la force
exercée au pendule.
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Figure 3.59: La commande résultante donnée
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Figure 3.61: La force appliquée au systeme
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b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 89°

La figure (3.62) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systéme
approximé. La figure (3.63) illustre la trajectoire de l'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.64), (3.65) et (3.66) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systeme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.67) et la figure (3.68) donne la force
exercée au pendule.
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Figure3.62: La position du chariot Figure 3.63: L'angle du pendule inversé
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Figure 3.68: La force appliquée au systeme

1. Systeme non linéaire reéel:

a. Simulation (1): L'angle initial du pendule est 7 _go

Figure 3.67: La surface de glissement

La figure (3.69) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systeme
approximé. La figure (3.70) illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.71), (3.72) et (3.73) donnent successivement la commande équivalente, la

commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systéeme non

linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.74) et la figure (3.75) donne la force

exercée au pendule.
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Figure 3.75: La force appliquée au systeme

b. Simulation (2): L'angle initial du pendule est 85°

La figure (3.76) illustre la réponse temporelle de la position du chariot du systeme
approximé. La figure (3.77) illustre la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps.
Ainsi les figures (3.78), (3.79) et (3.80) donnent successivement la commande équivalente, la
commande stabilisante et la commande résultante donnée par mode de glissement du systéme non
linéaire. La surface de glissement est donnée par la figure (3.81) et la figure (3.82) donne la force
exercée au pendule.

[a position x | angle teta
B

©
410
0 5 10 15 20 5 Kl 3% N 5 5 ’ '50 5 10 15 20 5 0 3% 40 4 50
Letemps(ecney || e —
Figure3.76: La position du chariot Figure 3.77: L'angle du pendule inversé

@



Chapitre 3 Commande du pendule inversé

la commande ueq la commande ud
20,

~
=]
s

o o
S g
S S

=
8

= o
==}
S S

La commande équivalente (N/Kg)
w
8
S
La commande stabilisante

7

e
S
S

10 15 2 2 30 50

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 Le temps (secondes)

Le temps (secondes)

Figure 3.78: La commande équivalente donnée par Figure 3.79: La commande stabilisante donnée par
mode glissant mode glissant

[acommande u surface de glissement

=
=
s

=
s
S

Py
=]
=

=
=3
=

Py
=]
=

s
1=
S

0

—
=
S

La surface de glissement

La commande résultante (N/IKg)

=
.

=]

S

o
S
=
N
15
S
=1

5 10 B %5 N B N L5 K%

0 5 0 5 20 5 N B N0 s W0
L temps (secondes)

Le temps (secondes)

Figure 3.80: La commande résultante Figure 3.81: La surface de glissement
donnée par mode glissant

600

500

400

300

200

La force (N)

100

N A A N I D B
-1000 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Le temps (secondes)

Figure 3.82: La force appliquée au systéme




Chapitre 3 Commande du pendule inversé

111.V1.3. Interprétation des résultats:

Pour le systeme approximé, on constate de la figure (3.55) qui représente la réponse
temporelle de l'angle du pendule avec une condition initiale égale a 5 degrés, que notre
commande par mode de glissement a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre instable en
un temps de réponse de 2secondes. Le chariot a été aussi stabilisé avec un déplacement de 1metre
(figure (3.54)).

Pour un angle initial égal a 89 degrés (figure (3.62) jusqu'a (3.68)), on constate que la réponse
temporelle de la position du chariot a été stabiliser avec un déplacement maximum important
(40metres) ainsi la trajectoire de I'angle du pendule en fonction du temps a été annulée avec un
temps de réponse égal a 30secondes, ceci établi la stabilisation du pendule avec un déplacement
maximum important de la position du chariot.

Pour les surfaces de glissement (figure (3.60) et figure (3.67)), on voit qu'elles convergent dans
un temps fini. Dans le régime établi, ces surfaces oscillent autour de zéro ce qui explique un bon
choix des surfaces. On peut aussi observer un phénomene de chattering dans les commandes par
mode de glissement a cause de la valeur introduite au parametre Ks.

Lorsqu'on applique notre commande par mode glissant au systéme réel, on constate que le
pendule se stabilise pour un angle initial égal a 5 degrés. La figure (3.70) montre la réponse
temporelle de I'angle du pendule, le pendule se stabilise dans sa position d'équilibre instable en
un temps de réponse égal a 35secondes et le chariot se stabilise dans une position avec un
déplacement maximum de 9m. Pour ce méme systéeme et avec un angle initial égal a 85degré,
notre commande a pu stabiliser le pendule en sa position d'équilibre mais avec un temps de
réponse important égale a 35s (figure (3.77)), cependant, le chariot change sa position et se
déplace pour atteindre un déplacement maximal tres important irréalisable en pratique 86m
(figure 3.76). Au dela de 85 degrés cette commande n‘arrive plus a stabiliser le pendule.

Remarque (3.1):

Les résultats présentés dans tous les tests effectués ne sont que des résultats de
simulation donc théoriques. Il faut impérativement les confronter a la réalité. En particulier, il
faut étudier la faisabilité du signal de commande a travers les éléments du dispositif du systéeme
de commande (moteur, actionneur, ...) et aussi tenir compte des limites de déplacement du
chariot.
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I11.VII. Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons présenté le procedé sur lequel nous avons travaillé, il s'agit
du pendule inversé. En effet, I'objectif de notre travail, est de commander le pendule inversé a
I'aide de la commande par mode de glissement.

Nous avons d'abord modélisé le systeme, puis le linéariser par différentes méthodes de
linéarisation approximative (Méthode du jacobien, méthode basée sur le nouvel algorithme de
Hunt et la méthode basée sur la maximisation du degré relatif). Par la suite, nous avons exposé
les divers résultats de simulation ainsi leurs interprétations.

On constate par cette étude, que la méthode par mode de glissement est une technique
puissante pour la commande de ce type de systeme.

L'étude présentée a montrée que la linéarisation approximative effectuée par le jacobien est
insuffisante pour la commande du pendule inverse pour un angle initial relativement élevé.

En revanche la méthode basée sur le nouvel algorithme de Hunt donnent des résultats satisfaisant,
cette approche est tres puissante grace a son action rapide et aux calculs faciles.




Conclusion générale

Le travail abordé au cours de ce projet porte essentiellement sur la commande d'un
systeme non linéaire.

La procédure la plus élémentaire pour synthétiser une commande pour un systeme non
linaire est d'obtenir un modeéle linéaire de ce systeme autour d'un point d'équilibre en
utilisant les jacobiennes des fonctions non linéaires intervenant dans les équations décrivant le
systeme. Cependant, en dépit de sa simplicité, cette procédure contraint le contrdleur a agir
dans un domaine trés restreint au voisinage du point d'‘équilibre. Ceci conduit a des
performances en boucle fermée souvent médiocres.

Nous nous sommes intéressés particulierement aux commandes linéarisantes par
retour d'état. L'intérét de ces stratégies réside dans le fait qu'une fois le systeme linéarise, on
peut lui imposer un comportement d'un systéeme linéaire par injection de nouvelles
commandes additionnelles. D'autre part, le bouclage linéarisant est détermine a partir du
modeéle non linéaire exacte et ne nécessite pas une approximation numérique autour du point
de fonctionnement. Parmi les commandes additionnelles, nous avons opté pour la commande
en mode glissant dont les performances de robustesse ainsi la facilité de son implémentation
sont largement prouvées théoriquement et aussi pratiqguement dans de nombreuses application.

Cependant, il n'est pas toujours aisé de concevoir des bouclages linéarisants. En effet,
I'existence méme de ces bouclages est assujettie a des conditions souvent non satisfaites par le
systeme. Dans ce cas, on a recourt & des bouclages linéarisant de maniere approximative.

Nous avons étudié, dans ce mémoire deux techniques de bouclage linéarisants
approximatif. La premiére, dite de Krener-Hunt, est basée sur la détermination d'un
changement de coordonnées approximatif. La seconde, proposée par Aguilar, utilise la notion
du degré relatif maximal. Ces deux techniques ont été implémentées sous MATLAB. Afin de
faire une étude comparative et de vérifier lI'efficacité de ces techniques nous avons considéré,
en guise d'application, la commande d'un pendule inversé. Le choix de cette application est
guidé pour deux raisons. D'une part, le modele non linéaire du pendule inversé repend bien a
notre étude puisque les conditions de commandabilité et d'involutivité ne sont pas satisfaites.
L'utilisation des techniques de bouclage linéarisants approximatifs s'impose donc. D'autre
part, un banc d'essai expérimental est disponible au sein du Laboratoire de Conception et de
Conduite des Systemes de Production (L2CSP) dans lequel s'est déroulé notre stage.

Sur cette application, les trois cas de stratégies de commande suivants ont été traités:

- commande par placement de pdles sur la base du modéle linéarisé numérique.
- commande par mode glissant sur la base du modéle linéarisé numérique.
- commande par mode glissant par la linéarisation approximée de Krener-Hunt.

- commande par mode glissant par la linéarisation approximée du degreé relatif maximal.




Conclusion générale

A travers les résultats de simulation obtenus, nous avons tiré les remarques importantes
suivantes:

i) La commande par mode glissant est robuste par rapport a celle par placement de
poles. En effet, méme si cette commande est calculée a partir d'un modéle linéarisé
numérique autour d'un point d'équilibre, elle peut donner lieu a des résultats
acceptables dans un domaine relativement large.

ii) La technique de linéarisation approximée de Krener-Hunt est plus performante que
celle du degré relatif maximal. De plus, lI'ordre d'approximation peut étre poussé pour
avoir des résultats encore plus précis. L'inconvénient de cette méthode est la
complexité des calculs.

Notre travail reste ouvert. De nombreuses perspectives peuvent étre envisagées. A titre
d'exemples, nous donnons:

- Implémentation réelle des techniques étudiées dans ce mémoire sur le banc
d'expérimentation existant au laboratoire.

- Mise en ceuvre d'un programme complet sous langage symbolique (Mapple,
Mathematica) de la méthode de Krener-Hunt.

- Application a d'autre exemples didactiques (machine électrique, double pendule
inversé,...).

- Extension au cas discret et échantillonné.
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Annexes

Notion sur la géométrie différentielle :

1. Champ de vecteur :

Application de R" — R"
X, fL(Xes X))
x=: |>f(xX)=|:

n fn(xl""’xn)

f (x) est un champ de vecteurs ; on suppose que f (x) est suffisamment différentiable.

2. La jacobienne :

of, of, |
8_)(1 coe 8_Xn
of,
VE(x) =| ox,
of, of,
| OX, OX, |

3. Fonction scalaire de plusieurs variables :
V(X):R" >R

Xl
X=: [2>V(X,.,X,)eR

4. Gradient de V(x) :

VV(X) =

oV (X) ={av oV av}

ox | ox, ox, | ox
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5. Dérivée de Lie :

Consideérant une fonction scalaire h(x) de n variables x,,..., X, et un champ de vecteur
f (x), on définit la dérivee de Lie de h(x) le long de f(x)par :

th(x)zvr](x)f(x):agix)f(x):[% 5:}

6. Dérivées itérées de Lie :

L2 h(x) = h(x)
LON(X) = L, L4 i =1,2,...,0

7.crochet de Lie :

Le crochet de Lie entre deux champs de vecteurs f et gest définie par :

[f.g]=V,f-V.g

:a_gf _ﬁg
OX OX

8. crochet de Lie itéré :

Pouri=1: ad,g=[f,g]
i=2: ad{g =[f.[f,g]
i=3: adfg =[f[f[f,g]l

Notation:
ad{g=g
adig = [f,ad}’lg],i =1..,n
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9. Difféomorphisme :

Une fonction ¢:R" — R"est un difféomorphisme si V¢#(x) (la matrice jacobienne de ¢#(x)
est non singuliére (rang Vg(x) =n) en un point X, ; nreprésente 1’ordre du systéme.

10. distribution :

Une distribution notée A(x)est un espace vectoriel engendré par des champs de vecteurs
f,, f,,..., f, ,onécritdonc :

A(x)=span[f, f,...f,]

11. Méthode de RUNGE KUTTA :

L’algorithme de la méthode de RUNGE KUTTA se déroule comme suit :

e FEtapel:

Posons h =E;tO =at, =b
N

N : Entier positif.

o FEtape?2:

k1 :h(ti!yi)

k, =h(t, +h/2,y, +k,/2)
k,=h(t, +h/2,y, +k,/2)

Ky =h(ti, Y +k;)

Yia = Yi + (kg + 2K, +2K; +k,)
t,, =a+(+1h




