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2.3 La formulation diélectrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introduction générale

Durant les vingts dernières années, plusieurs études ont été menées dans le but de

comprendre et d’analyser les interactions entre les champs électromagnétiques et le corps

humain. Qu’ils soient d’origine naturelle ou artificielle, ces champs sont omniprésents dans

notre quotidien, surtout avec l’apparition des nouvelles technologies : la téléphonie mobile,

les fours à micro-ondes, les appareils électroménagers et électroniques,.. autant de dispo-

sitifs qui constituent des sources de rayonnement électromagnétique et qui conditionnent

notre environnement. Ainsi, l’exposition de l’homme aux champs électromagnétiques est

un problème qui se pose aujourd’hui de manière cruciale.

Les champs électromagnétiques interagissent avec le corps humain et induisent des

effets plus ou moins néfastes pour la santé. Cette interaction est aussi utilisée pour réaliser

des diagnostics médicaux, par le biais de l’imagerie par résonance magnétique (IRM) ou

plus généralement en imagerie médicale. Il est donc trés important de pouvoir déterminer

avec précision les intéractions entre champs magnétiques et tissus biologiques et de

modéliser la distribution de ces champs dans un organe du corps humain. Pour ce faire,

l’une des approches consiste à étudier le problème à l’échelle microscopique ( à l’échelle

cellulaire) et de généraliser ensuite l’étude, via les méthodes de l’homogénéisation, à

l’échelle macroscopique ( i,e un organe donné ou tout le corps).

A l’échelle de la cellule, le calcul des champs électromagnétiques présente des difficultés

lors de la simulation numérique. Ceci est dû en particulier à la structure de la cellule et sur-

tout à la présence d’une fine membrane ( la membrane plasmique) difficile à mailler à cause

de sa faible épaisseur. L’étude effectuée dans ce mémoire et qui reprend les résultats obte-

nus par Clair Poignard[11], consiste à utiliser une approche asymptotique afin d’élaborer

un modèle simple pour la cellule biologique qui permettra de contourner les difficultés

numériques rencontrées.
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Chapitre 1

Équations de Maxwell et cellule
biologique

1.1 Les équations de Maxwell en régime harmonique

Les phénomènes de propagation d’ondes peuvent être décrits par plusieurs modèles

selon la nature et le milieu dans lequel celle-ci se propagent. Parmi ces modèles, nous

retrouvons :

– Les équations de l’acoustique pour la propagation des ondes senores dans un fluide.

– Les équations de l’élastodynamique pour la propagation des ondes élastiques dans

un solide.

– Les équations de Maxwell pour la modélisation des ondes éléctromagnétiques.

Nous nous intéressons dans cette partie aux équations de Maxwell qui régissent les

phénomènes électromagnétiques dans un matériau. Nous notons ε, µ, σ respectivement

les permittivité diélectrique, perméabilité magnétique et conductivité éléctrique de ce

matériau. La permittivité diélectrique est une propriété physique qui décrit la réponse

d’un milieu donné à un champ éléctrique appliqué. La perméabilité magnétique caractérise

la faculté d’un matériau à modifier un champ magnétique. Finalement, la conductivité

électrique d’un matériau traduit sa capacité à laisser circuler un courant électrique.

Les équations de Maxwell relient les champs de vecteurs E et H (appelés champs

électriques et magnétiques) ainsi que les champs de vecteurs D et B (appelés inductions

électriques et magnétiques) à la densité de courant J et à la densité de charge électrique ρ.

Les champs obëıssent aux équations suivantes (dites de Maxwell) qui regroupent diverses
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Chapitre 1. Équations de Maxwell et cellule biologique 5

lois comme la loi de Faraday, celle d’Ampère, celle de Gauss, établies chacune avant.

rot E +
∂B

∂t
= 0 (1.1a)

rot H− ∂D

∂t
= J (1.1b)

div B = 0 (1.1c)

div D = ρ (1.1d)

(1.1)

La relation de conservation de la charge se déduit de la loi d’Ampére (1.1b) et de la loi de

Gauss électrique (1.1d) :

div J +
∂ρ

∂t
= 0

Afin de modéliser complétement les phénomènes électromagnétiques, les équations ci-dessus

sont completées par les lois de comportement :

D = εE (1.2a)

B = µH (1.2b)

J = σE (1.2c)

(1.2)

On suppose que ε , µ et σ sont des quantités positives qui ne dépendent que de la

variable d’espace et qu’elles sont indépendantes des champs électromagnétiques.

1.1.1 L’équation vectorielle des ondes en régime harmonique

En régime harmonique, nous supposons que les champs électrique et magnétique

s’écrivent sous la forme suivante :

E(x, t) = E(x)eiwt,

H(x, t) = H(x)eiwt,
(1.3)

où w est la pulsation à laquelle se déroule le phénomène étudié.

Nous parlerons aussi bien de pulsation que de fréquence. Nous rappelons le lien entre ces
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deux entités :

w = 2πf

Notons que l’unité du système international (S.I.) de la pulsation est le radian par

seconde (rad/s) et celle de la fréquence le hertz (Hz).

En remplaçant (1.2b) dans (1.1a) on obtient

rot E(x, t) +
∂ (µH(x, t))

∂t
= 0,

rot E(x, t) = −∂(µH(x, t))

∂t

= −∂(µH(x)eiwt)

∂t

= −iµwH(x)eiwt

= −iµwH(x, t).

Maintenant on remplace (1.2a) et (1.2c) dans (1.1b). Ceci donne

rot H(x, t)− ∂(εE(x, t))

∂t
= J,

donc

rot H(x, t) =
∂(εE(x, t))

∂t
+ J

=
∂(εE(x)eiwt)

∂t
+ σE(x, t)

= iεwE(x)eiwt + σE(x, t)

= iεwE(x, t) + σE(x, t)

= (iεw + σ) E(x, t)

= iw

(
ε− iσ

w

)
E(x, t).

Ainsi, les équations de maxwell sont données par :
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rot E = −iµwH, (1.4a)

rot H = iw

(
ε− iσ

w

)
E. (1.4b)

(1.4)

Les équations vectorielles des ondes en régime harmonique pour E et H sont données par :




rot

(
1

µ
rot E

)
− w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0, (1.5a)

rot




1(
ε− iσ

w

) rot H



− w2µH = 0. (1.5b)

(1.5)

Ces équations sont obtenues en transformant le système d’équations aux dérivées partielles

d’ordre 1 (1.4) en un système d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 de la manière

suivante :

On a

rot E = −iµwH =⇒ H = − 1

iµw
rot E =

i

µw
rot E

En remplaçant H dans (1.4b), on obtient

rot

(
i

µw
rot E

)
= iw

(
ε− iσ

w

)
E =⇒ i

w
rot

(
1

µ
rot E

)
= iw

(
ε− iσ

w

)
E

=⇒ rot

(
1

µ
rot E

)
= w2

(
ε− iσ

w

)
E

=⇒ rot

(
1

µ
rot E

)
− w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0.

Par ailleurs, nous avons

rot H = iw

(
ε− iσ

w

)
E =⇒ E =

1

iw

1(
ε− iσ

w

)rot H.

En remplaçant E dans (1.4a), on obtient

rot




1

iw

1(
ε− iσ

w

)rot H


 = −iµwH =⇒ 1

iw
rot




1(
ε− iσ

w

)rot H


 = −iµwH,
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donc

rot




1(
ε− iσ

w

)rot H


 = µw2H.

Ceci donne

rot




1(
ε− iσ

w

)rot H


− µw2H = 0.

1.1.2 L’équation de Helmholtz

Dans la plupart des matériaux, les paramètres σ et ε sont constants par morceaux et(
ε− iσ

w

)
n’est jamais nul, ce qui implique que div E= 0 presque partout.

De même, si µ est constant par morceaux, div H= 0 presque partout. On peut alors

transformer l’opérateur rot

(
1

µ
rot

)
de l’équation (1.5a). En utilisant les relations sui-

vantes :

4 = div

(
1

µ
grad

)
= grad

(
1

µ
div

)
− rot

(
1

µ
rot

)
,

rot

(
1

µ
rot

)
= grad

(
1

µ
div

)
− div

(
1

µ
grad

)
,

l’équation (1.5a) devient

rot

(
1

µ
rot E

)
−w2

(
ε− iσ

w

)
E = grad

(
1

µ
div E

)
−div

(
1

µ
grad E

)
−w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0.

Comme

grad

(
1

µ
div E

)
= 0,

alors

−div

(
1

µ
grad E

)
− w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0 ⇒ div

(
1

µ
grad E

)
+ w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0.

De même pour (1.5b), on a :

rot




1(
ε− iσ

w

)rotH


− w2µH = grad




1(
ε− iσ

w

)divH


− div




1(
ε− iσ

w

)gradH
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−w2µH = 0.

Comme

grad




1(
ε− iσ

w

)div H


 = 0

alors

−div




1(
ε− iσ

w

)grad H


− w2µH = 0 ⇒ div




1(
ε− iσ

w

)grad H


 + w2µH = 0.

Donc nous obtenons les équations de Helmholtz suivantes :





div

(
1

µ
grad E

)
+ w2

(
ε− iσ

w

)
E = 0, (1.6a)

div




1(
ε− iσ

w

)grad H


 + w2µH = 0. (1.6b)

(1.6)

Afin de déterminer complétement le champ E, on associe à ces équations différentes

conditions aux limites.

Les plus courantes et les plus simples sont les conditions suivantes :

E = (C.L 1 imposée sur le bord du domaine) Dirichlet

∂E

∂n
= (C.L 1 imposée sur le bord du domaine) Neumann

1.1.3 La formulation diélectrique

Dans cette formulation, aussi appelée approximation quasistatique, les variations tem-

porelles de l’induction magnétique sont négligées dans l’équation (1.1a). Ainsi en négligeant

le terme ∂B
∂t

, cette équation devient :

rot E = 0.

1Condition aux Limites
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Les équations de Maxwell en régime harmonique (1.4) s’écrivent alors :





rot E = 0, (1.7a)

rot H = iw

(
ε− iσ

w

)
E. (1.7b)

(1.7)

Comme rot E = 0, cela revient à supposer que E dérive d’un potentiel V appelé potentiel

scalaire :

E = grad V.

On a alors
1

i
(rot H) = (wε− iσ)gradV

En prenant la divergence de (1.7b), on obtient :

div

((
1

i

)
rot H

)
= div (wε− iσ)grad V,

ce qui entraine

div (rot H) = div ((wε− iσ)grad V) .

or, la divergence du rotationnel d’un champ est toujours nulle, donc

div (rot H) = 0,

ce qui permet d’obtenir l’EDP elliptique suivante pour V, appelée formulation diélectrique :

div ((wε− iσ)gradV) = 0. (1.8)

Les conditions aux limites usuelles pour cette EDP sont des conditions de Neumann :

∂E

∂n
=(C.L imposée sur le bord du domaine)

ou de Dirichlet

E=(C.L imposée sur le bord du domaine)
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1.2 La cellule biologique

L’objectif de ce travail étant l’étude des champs électromagnétiques dans une cellule

biologique, il nous parâıt essentiel de décrire la cellule biologique et la structure moléculaire

de la membrane plasmique. Nous présentons aussi le modèle électrique de la cellule qui sera

utilisé par la suite.

1.2.1 La membrane cellulaire

La cellule biologique est l’unité structurelle et fonctionnelle de tous les êtres vivants.

Elle est caractérisée par son noyau, son cytoplasme et sa membrane plasmique.

La membrane plasmique cellulaire joue un rôle primordial dans la vie de la cellule. Elle

délimite la cellule et sépare le cytoplasme du milieu extérieur. Elle entoure le cytosol (i,e

la phase liquide où baignent les organites cytoplasmiques) et forme une couche protectrice

trés fine constituée de molécules lipidiques et proteinaires. Elle présente ainsi une structure

moléculaire hétèrogene lui permettant de jouer un double rôle : Les phospholipides qui sont

les constituants essentiels de sa matière de base, la rendent isolante, tandis que les molécules

proteinaires qui sont éparses, assurent les échangent entre le cytoplasme et le milieu extra

cellulaire.

Fig. 1.1 – Schéma bidimensionnel d’une membrane plasmique
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1.2.2 La cellule biologique d’un point de vue électromagnétique

À l’aide de mesures effectuées sur des organes, plusieurs chercheurs, principalement Fera

et Stuchly ont pu élaboré un modèle électromagnétique simplifié de la cellule biologique.

Dans ce modéle, la cellule biologique est consideré comme un matériau diélectrique composé

de :

1. Un cytoplasme : sa taille varie de 1 à quelques micromètres, sa conductivité est de

1S/m et sa permittivités relative est de 80.

2. Une membrane plasmique : sa taille est de l’ordre de quelques nanomètre. sa conduc-

tivité varie de 10−7S/m à 10−5S/m et sa premittivité relative est de 11,3.

La perméabilité dans toute la cellule est égale à celle du vide µ0.

Les valeurs des perméabilités et premittivité de vide sont :

µ0 = 4π10−7, ε0 =
1

36π
10−9

L’analyse de ce modèle est importante car elle constitue une première approche pour l’étude

de la répartition des champs dans une cellule. Le choix de la bonne formulation (équation

vectorielle des ondes, quasistatique ...) dépend des courants de déplacement dans la mem-

brane et du fait qu’ils soient négligeables ou non devant les courants d’induction.

�

Fig. 1.2 – Paramètres de la cellule biologique



Chapitre 2

Asymptotiques du champ dans une
cellule circulaire

2.1 Position du problème

Nous étudions dans ce chapitre le comportement du champ électrique, en régime har-

monique, dans un domaine circulaire hétérogène Ωl,h composé d’un milieu intérieur Ol
1 et

d’une couche mince Ol,h d’épaisseur constante lh, h étant un paramétre positif destiné à

tendre vers 0.

Le domaine Ωl,h correspond à une cellule biologique : Ol étant le domaine occupé par

le cytoplasme et Ol,h représente la membrane plasmique.

�Fig. 2.1 – La cellule biologique

1l étant une longueur carctéristique de Ol

13
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Nous définissons la conductivité et la permittivité de la cellule comme suit :

σ(x) =

{
σc si x ∈ Ol

σm si x ∈ Ol,h

ε(x) =

{
εc si x ∈ Ol

εm si x ∈ Ol,h

On désigne par f une fonction définie sur le bord de ∂Ωl,h de la cellule.

L’équation vectorielle des ondes qui résulte des équations de Maxwell s’écrit :





rot

(
1

µ
rot E

)
− w2εE + iwσE = 0 sur Ωl,h (2.1a)

rot E×n= f sur ∂Ωl,h (2.1b)

(2.1)

où n désigne la vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ωl,h .

2.2 Changement d’échelle

Dans ce paragraphe, nous allons faire un changement d’échelle dans le domaine de

la cellule. Rappelons que les dimensions physiques respectives de conductivité, permit-

tivité électrique absolue, perméabilité magnétique absolue, potentiel électrique et champ

électrique sont les suivantes :

Conductivité électrique σ : m−3 kg−1 s3 A2

Permittivité électrique absolue ε : m−3 kg−1 s4 A2

Perméabilité magnétique absolueµ : m kg s−2 A−2

Champ électrique E : m kg s−3 A−1

Potentiel électrique V : m2 kg s−3 A−1

Nous effectuons un changement d’échelle dans le domaine spatial occupé par la cellule de

la façon suivante : 



Ωh =
Ωl,h

l

O =
Ol

l

Oh =
Ol,h

l
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�

�

Fig. 2.2 – La cellule biologique après le changement d’échelle

Par conséquent Ωh est le disque de centre 0 et de rayon 1 + h, O est le disque unité et Oh

est l’anneau défini par Ωh\O (car Ωh = O ∪Oh ).

On note x un élément de Ωh et x un élément de Ωl,h. L’égalité x= lx donne x en fonction

de x. Soit V0 un potentiel choisi. On pose :

E(x) =
l

V0

E(x),

f(x) =
l2

V0

f(x).

(2.2)

La conductivité de la cellule est une fonction donnée par :

σh(x) =

{
σc si x ∈ O.
σm si x ∈ Oh.

La permettivité est donnée par :

εh(x) =

{
εc si x ∈ O.
εm si x ∈ Oh.

La perméabilité est donnée par :

µh(x) =

{
µc si x ∈ O.
µm si x ∈ Oh.

En remplaçant (2.2) dans (2.1), on obtient
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rot

(
1

µh

rot E

)
− l2w2εhE + il2wσhE = 0 sur Ωh (2.3a)

rot E×n= f sur ∂Ωh (2.3b)

(2.3)

À partir de maintenant, nous considérons le problème (2.3). L’adimensionalisation de la

permittivité, conductivité et la permittivité complexe donne des fonctions définies sur la

cellule mise à l’échelle Ωh par :





αh = l2w2εh,

βh = l2wσh,

qh = αh − iβh,

zh = µhqh.

(2.4)

Nous réecrivons le problème (2.3) :





rot

(
1

µh

rot E

)
− qhE = 0 sur Ωh, (2.5a)

rot E×n= f. sur ∂Ωh (2.5b)

(2.5)

Notation. Dans toute la suite de ce travail, la lettre µ désignera la perméabilité relative,

q la permittivité complexe adimensionnée :

q = w2l2
(

ε− iσ

w

)

et z représentera le produit µq. Nous utiliserons les indices c et m pour désigner les valeurs

des quantités précédentes prises respectivement dans le cytoplasme et la membrane.

2.2.1 Choix des coordonnées

Dans cette étude, nous avons émis l’hypothèse que la cellule est circulaire. Avec ce choix,

le domaine sur lequel les équations sont posées est un disque : ceci permet de séparer les

variables et d’utiliser l’analyse de Fourier.
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Nous allons utiliser les coordonnées polaires. Les vecteurs de la base polaire (eθ, eθ+π
2
) de

R2 sont donnés en coordonnées euclidiennes par :

eθ =

(
cos θ
sin θ

)
, eθ+π

2
=

( − sin θ
cos θ

)

Le champ électrique est décomposé alors comme suit :

E = Er eθ + Eθ eθ+π
2
.

�

�

Fig. 2.3 – Les coordonnées polaires.

On a

E =

(
E1

E2

)
= Er

(
cos θ

sin θ

)
+ Eθ

(− sin θ

cos θ

)
,

Ce qui entraine

rotE = cos θ
∂Er

∂r
sin θ +

∂Eθ

∂r
cos2 θ − sin θ

r

(
∂Er

∂θ
sin θ + cos θEr − Eθ sin θ +

∂Eθ

∂θ
cos θ

)

− sin θ cos θ
∂Er

∂r
+

∂Er

∂θ
sin2 θ − cos θ

r

(
cos θ

∂Er

∂θ
− sin θEr − ∂Eθ

∂θ
θ − cos θ

∂Er

∂θ

∂Er

∂θ
Eθ

)

=
∂Eθ

∂r
− ∂Er

∂θ

1

r

(
sin2 θ + cos2 θ

)
+ Er

(− sin θ cos θ

r
+

cos θ sin θ

r

)
+ Eθ

(
sin2 θ

r
+

cos2 θ

r

)
.

On a alors :

rotE =
∂Eθ

∂r
− 1

r

∂Er

∂θ
+

1

r
Eθ.
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Pour simplifier le calcul, nous écrivons E sous la forme :

E = Er eθ +
1

r
Eθ eθ+π

2
,

i,e, on a posé

Eθ =
1

r
Eθ.

Enfin, si nous supposons que le champ E dérive d’un potentiel scalaire V, c’est à dire, si

E = gradV, nous avons la relation simple :

Er =
∂V

∂r
,

Eθ =
∂V

∂θ
.

2.3 La formulation diélectrique

Soit h ∈ [0, 1] et soient qc et qm deux complexes. Soit qh la fonction constante par

marceaux, définie par :

qh =

{
qc, dons O.
qm, dans Oh

Soit φ dans H− 1
2 (∂Ωh) vérifiant la condition de compatibilité :

∫

∂Ωh

φ(θ)dθ = 0.

Nous notons V ∈ H1(Ωh) la solution du problème de Neumann suivant :




div (qhgradV) = 0 sur Ωh (2.6a)

∂V

∂n
=

φ

1 + h
sur ∂Ωh (2.6b)

(2.6)

avec la condition imposée sur le bord ∂Ωh suivante :

∫
∂O Vdσ = 0 (2.6c)

2.3.1 Expression explicite de V en série de Fourier

L’utilisation des coordonnées polaires va nous permettre de développer en série de

Fourier le potentiel électrique V. Par la suite, nous dérivons l’expression du gradient de V

en fonction de la donnée φ. Désignons par T le tore :

T =
R

2πZ
.
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Le domaine Ωh est paramétré par :

Ωh =
{
(r cos θ, r sin θ) , (r, θ) ∈ [0, 1 + h]× T}

et la frontière ∂Ωh est isomorphe au tore T. Le problème (2.6) peut être réécrit comme

suit :
∀(r, θ) ∈ [0, 1 + h]× T

∂

∂r

(
qhr

∂V

∂r

)
+

qh

r

∂2V

∂θ2
= 0, (2.7a)

(
r
∂V

∂r

)∣∣∣∣
r=1+h

= φ, (2.7b)

(2.7)

avec les conditions de transmission sur ∂O :

V(1−, θ) = V(1+, θ), (2.7c)

qc
∂V

∂r

∣∣∣∣
r=1−

= qm
∂V

∂r

∣∣∣∣
r=1+

. (2.7d)

La condition (2.6c) sur le bord du cytoplasme s’écrit :

∫ 2π

0
V(r, θ)dθ = 0.

Notation. Le kième coefficient de Fourier d’une fonction

g −→ g(r, θ)

supposée être 2π-périodique par rapport à θ, est défini par :

ĝk(r) =
1

2π

∫ 2π

0

g(r, θ) e−ikθdθ.

Une fonction g appartient à L2(Ωh) si et seulement si
∫ 2π

0

∫ 1+h

0

|g(r, θ)|2 rdrdθ < ∞,

et g appartient à H1(Ωh) si et seulement si g est dans L2(Ωh) et les deux intégrales suivantes

sont finies : ∫ 2π

0

∫ 1+h

0

|∂rg(r, θ)|2 rdrdθ < ∞,

∫ 2π

0

∫ 1+h

0

|∂θg(r, θ)|2 drdθ < ∞.
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Remarque 2.1. la condition
∫

∂Ωh
φ(θ)dθ = 0 imposée sur la frontière ∂Ωh entraine φ̂0 = 0.

En effet, les coefficients de Fourier de φ sont donnés par :

∀k ∈ Z, φ̂k =
1

2π

∫ 2π

1

φ(θ)e−ikθdθ,

donc pour k = 0, on obtient φ̂0 = 0.

2.3.2 Solution exacte dans toute la cellule

La proposition suivante nous donne l’expression exacte du potentiel électrostatique V

dans une cellule biologique.

Proposition 2.1. Soit h ∈ [0, 1] et qm ,qc ∈ C∗

• Si
qm

qc

/∈] − ∞,−1] alors V ∈ H1(Ωh). De plus pour φ ∈ H−1
2 (T), la solution V du

problème (2.7) est donnée explicitement par son développement en série de Fourier :

1. ∀(r, θ) ∈ [0, 1]× T, i.e dans le cytoplasme :

V(r, θ) =
2qm

qc

∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ),

2. ∀(r, θ) ∈ [1, 1 + h]× T, i.e dans la membrane :

V(r, θ) =

(
1 +

qm

qc

) ∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ)

−
(

1− qm

qc

) ∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r−|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ),

=
∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

) (
r|k| − r−|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ)

+
qm

qc

∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

) (
r|k| + r−|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ),

où les quantités Dk sont données pour k ∈ Z∗ par :

Dk = 1 + (1 + h)−2|k| +
qm

qc

(
1− (1 + h)−2|k|) , (2.8)
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Remarque 2.2. 1. Si
qm

qc

∈]−∞,−1] le problème satisfait par V est mal posé.

2. D’après l’hypothèse 1 de la proposition 2.1, il existe une constante C, qui ne dépend

que de qc et qm tel que pour tout k ∈ Z∗ , pour tout h ∈ [0, 1],

|Dk| ≥ C > 0, (2.9)

Preuve. Nous désignons par V̂k le kième coefficient de Fourier du potentiel dans la cellule

entière. Nous notons V̂c
k le kième coefficient de Fourier du potentiel V dans le domaine

[0, 1] × T correspondant au cytoplasme, et V̂m
k le kième coefficient de Fourier dans le do-

maine [1, 1 + h]× T correspondant à la membrane.

On a d’aprés l’équation (2.7) :

qhr
2d2V

dr2
+ qhr

dV

dr
+ qh

d2V

dθ2
= 0,

donc

r2d2V

dr2
+ r

dV

dr
+

d2V

dθ2
= 0.

Nous effectuons la transformée de fourier en la variable θ dans cette équations.Nous obte-

nons :

r2 1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dr2
e−ikθdθ + r

1

2π

∫ 2π

0

dV(r, θ)

dr
e−ikθdθ +

1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dθ2
e−ikθdθ = 0,

donc

r2d2V̂k

dr2
+ r

dV̂k

dr
+

1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dθ2
e−ikθdθ = 0.

En intégrant par partie le terme suivant :

1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dθ2
e−ikθdθ,

on obtient

1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dθ2
e−ikθdθ =

(
dV(r, 2π)

dθ
− dV(r, 0)

dθ

)
+ik (V(r, 2π)− V(r, 0))−k2

∫ 2π

0

V(r, θ) e−ikθdθ,

ce qui implique
1

2π

∫ 2π

0

d2V(r, θ)

dθ2
e−ikθdθ = −k2V̂k.

Donc

r2d2V̂k

dr2
+ r

dV̂k

dr
− k2V̂k = 0.
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Nous avons pour tout k ∈ Z, pour tout r ∈ [0, 1],

r2d2V̂c
k

dr2
+ r

dV̂c
k

dr
− k2V̂c

k = 0, (2.10)

Et pour tout r ∈ [1, 1 + h]

r2d2V̂m
k

dr2
+ r

dV̂m
k

dr
− k2V̂m

k = 0, (2.11)

avec les conditions de transmission :

V̂c
k

∣∣∣
r=1−

= V̂m
k

∣∣∣
r=1+

, (2.12)

qc
dV̂c

k

dr

∣∣∣∣∣
r=1−

= qm
dV̂c

k

dr

∣∣∣∣∣
r=1+

, (2.13)

et la condition aux limites :

dV̂c
k

dr

∣∣∣∣∣
r=1+h

=
φ̂k

1 + h
. (2.14)

Comme nous avons aussi la condition :

V̂c
0(1) = 0, (2.15)

nous obtenons :

V̂c
0 = 0, V̂m

0 = 0.

Pour k 6= 0, une base de solutions de l’équation différentielle ordinaire du second ordre

r2u′′ + ru′ − k2u = 0 est r|k|, r−|k|.

En effet, pour cette équation, nous cherchons la solution sous la forme :

u = rα , α ∈ Z.

On aura donc :

r2(α(α− 1))rα−2 + r(αrα−1)− k2(rα) = 0,

ce qui entraine

(α2 − k2)r2 = 0.

Par suite, nous obtenons l’équation :

α2 − k2 = 0,
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qui implique α = ±|k|.
Donc obtient donc deux solutions indépendantes :

u = r|k| et u = r−|k|

Ainsi, les entités V̂m
k et V̂c

k sont nécessairement de la forme :

V̂c
k = Ac

kr
|k|,

V̂m
k = Am

k r|k| + Bm
k r−|k|.

où Ac
k, A

m
k et Bm

k sont des constantes, qui seront déterminées par les conditions de trans-

mission (2.12) ,(2.13) et la condition aux limites (2.14). Plus précisément, nous avons :

Ac
k = Am

k + Bm
k , (2.16a)

qcA
c
k = qm (Am

k − Bm
k ) , (2.16b)

Am
k (1 + h)|k| − Bm

k (1 + h)−|k| =
φ̂

|k| . (2.16c)

(2.16)

Nous désignons par bk = (1 + h)−2|k| et nous écrivons :

Mk =




1 −1 −1
qc −qm qm

0 1 −bk


 , (2.17)

Ak =




Ac
k

Am
k

Bm
k


 ,

Φk =




0
0

φ̂k

|k|(1 + h)|k|


 .

Le système (2.16) peut être écrit comme suit :

MkAk = Φk.

Soit det (Mk) le déterminant de la matrice Mk. Nous avons :

det (Mk) =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
qc −qm qm

0 1 −bk

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−qm qm

1 −bk

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
qc qm

0 −bk

∣∣∣∣−
∣∣∣∣

qc −qm

0 1

∣∣∣∣
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= − (qm(bk − 1) + qc(bk + 1))

= −qcDk ,

où Dk est donné par (2.8). Ainsi, d’après (2.9) det Mk 6= 0, donc la matrice Mk est

inversible et :

M−1
k =

−1

qcDk




qm(bk − 1) −bk − 1 −2qm

qcbk −bk −qm − qc

qc −1 −qm + qc

.




Nous obtenons l’expression de Ak :

Ak = M−1
k Φk =




2qm

qc

1 + qm

qc

1− qm

qc

.


 φ̂k

|k|(1 + h)|k|Dk

De ce fait, on a :

V̂c
k =

2qm

qc

φ̂k

| k |
r|k|

(1 + h)|k|Dk

.

V̂m
k =

(
1 +

qm

qc

)
φ̂k

| k |
r|k|

(1 + h)|k|Dk

−
(

1− qm

qc

)
φ̂k

| k |
r−|k|

(1 + h)|k|Dk

.

Ainsi, nous avons le développement en série de Fourier pour V :

• ∀(r, θ) ∈ [0, 1]× T,

V(r, θ) =
2qm

qc

∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ),

• ∀(r, θ) ∈ [1, 1 + h]× T,

V(r, θ) =

(
1 +

qm

qc

) ∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ)

−
(

1− qm

qc

) ∑

k ∈ Z∗

(
φ̂k

| k |

)(
r−|k|

(1 + h)|k|Dk

)
e(ikθ).

Maintenant, nous allons prouver le résultat de régularité. Selon (2.9), nous avons

∀k ∈ Z, r ∈ [0, 1 + h],

∣∣∣∣
r|k|

(1 + h)|k|Dk

∣∣∣∣ ≤
1

C
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Pour tout entier k ∈ Z∗, nous avons :

∫ 1+h

0

∣∣∣∣∣
φ̂kr

|k|

k(1 + h)|k|Dk

∣∣∣∣∣

2

rdr =
|φ̂k|2(1 + h)2|k|+2

(2|k|+ 2)k2(1 + h)|k|Dk

≤ 1

2C
|φ̂k|2
|k|3 .

Donc si φ ∈ H−3
2 (∂Ωh), nous avons :

∫ 1+h

0

∣∣∣∣∣
φ̂kr

|k|

k(1 + h)|k|Dk

∣∣∣∣∣

2

rdr ∈ L2(Z).

Pour continuer, nous devons utiliser ce théorème :

Théorème. 2 Soit f une fonction 2π-périodique continue par morceaux. Alors la série∑
n∈Z |f̂(n)|2 converge et on a

n=+∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣
2

=
2

π

∫ π

−π

|f(t)|2 dt.

Ainsi, par l’égalité de Parseval, si φ ∈ H−3
2 (∂Ωh), V ∈ L2(Ωh).

De plus , si φ est dans H−1
2 (∂Ωh), de la même façon, nous montrons que :

∫ 1+h

0

∣∣∣∣∣
φ̂kr

|k|

(1 + h)|k|Dk

∣∣∣∣∣

2

rdr ∈ L2(Z),

ce qui prouve, (par l’égalité de Parseval) que les deux intégrales

∫ 2π

0

∫ 1+h

0

|∂rV(r, θ)|2 rdrdθ < ∞,

∫ 2π

0

∫ 1+h

0

|∂θV(r, θ)|2 drdθ < ∞.

sont finies, et donc le résultat de la régularité est démontré. ¤

Remarque 2.3. Dans l’expression de V dans la membrane, le terme

(
r|k| − r−|k|

(1 + h)|k|

)
est

de l’ordre de O(h). En effet, en posant

f(r) =

(
r|k| − r−|k|

(1 + h)|k|

)
,

2Théorème égalité de Parseval
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la formule fe Taylor donne :

f(r) =
2h|k|

(1 + h)|k|
+ h2 ×

∫ 1

0

(1− t)f ′′(th)dt

De même en posant

g(r) =

(
r|k| + r−|k|

(1 + h)|k|

)

le terme

(
r|k| + r−|k|

(1 + h)|k|

)
est de l’ordre de O(1). D’après la formule de Taylor, on obtient :

donc

g(r) =
2

(1 + h)|k|
+ h2 ×

∫ 1

0

(1− t)g′′(th)dt.

Il est aisé de voir que dans le cytoplasme, le potentiel V est de l’ordre de
qm

qc

alors que

dans la membrane, il est de l’ordre de h+
qm

qc

. Ainsi, pour des valeurs de
qm

qc

petites devant

h, le potentiel se concentre sur la membrane.

De cette expression analytique, nous allons extraire les deux premiers termes du

développement asymptotique du champ statique gradV par rapport à h. Dans la mem-

brane, nous obtenons une expression explicite de gradV en fonction de la donnée de Neu-

mann φ et dans le cytoplasme, le potentiel électrostatique approché est la solution d’une

formulation diélectrique avec une condition aux limites particulière, exprimée en fonction

de φ et des paramètres diélectriques de la membrane.

2.4 Développement asymptotique du champ électrique

Nous allons maintenant écrire un développement asymptotique, par rapport au petit

paramètre h, du champ électrique E. Plus précisement, nous allons déterminer les deux

premiers termes de ce développement.

Rappelons la définition de la transformée de Hilbert des fonctions 2π-périodiques voir [9] :

H(f) =
∑

k ∈ Z
sgn(k)f̂k eikθ.

Comme E=gradV, il suffit d’écrire le développement asymptotique de ∂rV et ∂θV.

2.4.1 Développement asymptotique dans la membrane :

La proposition suivante nous permet d’obtenir les deux premiers termes des asympto-

tiques du champ statique dans la membrane .
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Proposition 2.2. Soit φ ∈ H3(T) vérifiant la condition de la compatibilité
∫
T φ(θ)dθ = 0

et soit (qc, qm) ∈ (C∗)2 satisfaiant la condition (1) de la Proposition 2.1 et h ∈ [0, 1]. Nous

notons par V la solution du problème (2.7).

Nous définissons les deux fonctions suivantes L1(φ) et L2(φ) sur [1, 1 + h]× T par :

∀r ∈ [1, 1 + h],

L1(φ)(r, .) = φ− i
qm

qc

(r − 1− h)H
(

dφ

dθ

)
,

L2(φ)(r, .) =
qm

qc

iH(φ) +

(
r − 1− h

q2
m

q2
c

)
dφ

dθ
.

Il existe une canstante C > 0 telle que pour tout r ∈ [1, 1 + h]

|r∂rV (r, .)− L1(φ)(r, .)| 6 Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

‖ φ ‖H3(T) (2.18a)

|∂θV (r, .)− L2(φ)(r, .)| 6 Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

‖ φ ‖H3(T) (2.18b)

(2.18)

Cette proposition nous donne une expression explicite, en fonction de la donnée au

bord, du champ électrique approché à O(h2) près.

Dans la suite, nous utilisons la notation O de Landau. La notation O(‖g‖) dénote une

quantité γ tel que |γ| ≤ C‖g‖ pour quelques constantes C > 0 .

Preuve. Nous allons étudier le comportement asymptotique des coefficients de Fourier

de r∂rV et ∂θV quand h tend vers zéro. Le dévelopement en serié de Fourier (1) de la

proposition 2.1 de V dans la membrane, pour tout r ∈ [1, 1 + h] implique, pour tout

k ∈ Z∗ :

r
dV̂k

dr
(r) =

(
r|k| + r−|k|

(1 + h)|k|
+

qm

qc

r|k| − r−|k|

(1 + h)|k|

)
φ̂k

Dk

.

Notons par f et g les fonctions définies sur [0, h] par :

f(s) =
(1 + s)|k| + (1 + s)−|k|

(1 + h)|k|
,

g(s) =
(1 + s)|k| − (1 + s)−|k|

(1 + h)|k|
.

On a alors pour tout r ∈ [1, 1 + h],

r
dV̂k

dr
(r) =

(
f(r − 1) +

qm

qc

g(r − 1)

)
φ̂k

Dk
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En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, nous obtenons :

∀k ∈ Z∗, ∀s ∈ [0, h],

f(s) =
2

(1 + h)|k|
+ h2

∫ 1

0

(1− t)f ′′(th)dt,

g(s) =
2s|k|

(1 + h)|k|
+ h2

∫ 1

0

(1− t)g′′(th)dt,

de plus, nous avons

(1 + h)−|k| = 1− |k|h + |k|(|k|+ 1)h2
∫ 1

0
(1− t)(1 + ht)−|k|−2dt . (2.19)

Ceci entraine l’existence d’une constante C independante de k tel que :

∀k ∈ Z∗, ∀s ∈ [0, h],

|f(s)− 2(1− |k|h)| ≤ Ch2k2, (2.20a)

|g(s)− 2s|k|| ≤ Ch2k2. (2.20b)
(2.20)

Ainsi Dk est égal à

Dk = 1 + (1 + h)−2|k| +
qm

qc

(
1− (1 + h)−2|k|) ;

Il existe une constante, encore notée par C, telle que :

∣∣∣∣
1

Dk

− 1

2

(
1 + |k|h(1− qm

qc

)

)∣∣∣∣ ≤ C

(
h2k2(1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣)
)

. (2.21)

En utilisant (2.20) et (2.21), il existe une constante C > 0 tel que :

∀k ∈ Z∗, ∀s ∈ [0, h],

∣∣∣∣
f(s)

Dk

−
(

1− h|k|qm

qc

)∣∣∣∣ ≤ Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)

k3,

∣∣∣∣
g(s)

Dk

− s|k|
∣∣∣∣ ≤ Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)

k3.

Nous en déduisons :

∀k ∈ Z∗, ∀r ∈ [1, 1 + h],

∣∣∣∣∣r
dV̂k

dr
(r)− φ̂k

(
1 + |k|qm

qc

(r − 1− h)

)∣∣∣∣∣ ≤ Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

k3
∣∣∣φ̂k

∣∣∣ ,

ce qui implique (2.18a)
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Un raisonnement analogue permet d’obtenir une approximation asymptotique pour ∂θV.

Nous avons pour tout entier k 6= 0 et pour tout r ∈ [1, 1 + h] :

ikV̂k(r) = isgn(k)
qm

qc

r|k| + r−|k|

(1 + h)|k|
φ̂k

Dk

+ isgn(k)
r|k| − r−|k|

(1 + h)|k|
φ̂k

Dk

,

qui s’écrit, en utilisant les fonctions f et g

ikV̂k(r) = isgn(k)φ̂k

(
qm

qc

f(r − 1)

Dk

+
g(r − 1)

Dk

)
,

donc nous en déduisons :

ikV̂k(r) = isgn(k)φ̂k

(
qm

qc

+ |k|(r − 1)− h|k|q
2
m

q2
c

)
,

ce qui entraine (2.18b). ¤

Remarque 2.4. Lorsque qm

qc
et h sont petits devant 1, seule la composante normale du

champ r∂rV est non négligeable dans la membrane à l’ordre h + qm

qc
.

Cette proposition nous permet d’avoir une expression explicite en fonction de la donnée

aux bord du champ électrique statique approché à O(h2) prés. Notons Eap.st. le champ

statique approché à O(h2). La proposition précédente nous donne l’expression explicite des

composantes normales Eap.st.
r et tangentielles Eap.st.

θ en fonction de qc, qm et de la donnée

aux bord : 



Eap.st.
r =

1

r

(
φ− i

qm

qc

(r − 1− h)H
(

dφ

dθ

))

Eap.st.
θ =

1

r

(
qm

qc

iH(φ) +

(
r − 1− h

q2
m

q2
c

)
dφ

dθ

) (2.22)

Exemple 2.1. Si la donnée aux bords est de la forme :

φ(θ) = a cos(mθ) + b sin(nθ),∀θ ∈ T,

pour a, b ∈ R et m,n ∈ N , on a :

H(φ) = a sin(mθ)− b cos(nθ),∀θ ∈ T.

Ainsi nous obtenons

H(
dφ

dθ
) = am cos(mθ) + bn sin(nθ), ∀θ ∈ T

Nous avons explicitement le champ statique approché à O(h2) près dans la membrane

[1, 1 + h]× T via l’égalité (2.2).
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2.4.2 Développement asymptotique dans le cytoplasme :

La proposition 2.3 suivante donne la condition aux bords du cytoplasme satisfaite par

le potentiel électrostatique Vapp approché à O(h2). Cette condition permet de remplacer la

membrane et traduit son effet sur le cytoplasme.

Pour obtenir le développement asymptotique du champ électrique dans le cytoplasme, nous

utilisons l’expression suivante de V̂k dans [0,1] :∀k ∈ Z∗,

V̂c
k =

2qm

qc

φ̂k

| k |
r|k|

(1 + h)|k|Dk

En utilisant les estimations (2.19) et (2.21) de (1 + h)−|k| et Dk, nous obtenons :

∀k ∈ Z∗,
∣∣∣∣∣r

dV̂k

dr
(r)

∣∣∣∣∣
r=1−

− φ̂k

(
1− |k|hqm

qc

)∣∣∣∣∣ ≤ Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

k3
∣∣∣φ̂k

∣∣∣ ,

ce qui entraine

∣∣∣∣r
dVk

dr
(r)

∣∣∣∣
r=1−

−
(

φ− i
qm

qc

hH
(

dφ

dθ

))∣∣∣∣ ≤ Ch2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

k3 |φ|H3(T) . (2.23)

En utilisant les notations de landau, l’équation (2.23) devient :
∣∣∣∣r

dVk

dr
(r)

∣∣∣∣
r=1−

−
(

φ− i
qm

qc

hH
(

dφ

dθ

))∣∣∣∣ = O(h2),

ceci suggére alors l’idée de négliger le terme en O(h2) et de définir ainsi une nouvelle

condition aux limites approchée sur le bord du cytoplasme. Plus précisément, nous avons

la proposition :

Proposition 2.3. Soit φ ∈ H3(T) satisfaisant la condition de compatibilité
∫

∂Ωh
φ(θ)dθ =

0. Soit V la solution du problème (2.7). Soient qc et qm des nombres complexes non nuls

vérifiant la condition (1) de la proposition 2.1 et h ∈ [0, 1]. Soit V c la restriction à [0, 1]×T
de la solution V du problème (2.7).

Soit Vapp la solution du problème suivant :

∀(r, θ) ∈ [0, 1]× T,
∂

∂r

(
r
∂Vapp

∂r

)
+

1

r

∂2Vapp

∂θ2
= 0,

(
r
∂Vapp

∂r

)∣∣∣∣
r=1

=

(
φ + i

qm

qc

hH
(

dφ

dθ

))
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avec la condition aux limites :
∫ 2π

0

Vapp(1, θ)dθ = 0.

Notons par C le cylindre [0, 1]× T.

Il existe une constante C > 0 tel que :

‖ V − Vapp ‖H1(C)≤ C
∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣h2

(
1 +

∣∣∣∣
qm

qc

∣∣∣∣
)2

‖ φ ‖H3(T) .

Preuve. Remarquons que φ +

(
h
qm

qc

)
H

(
dφ

dθ

)
satisfait la condition de la proposition

2.1, donc V est bien défini. Pour prouver la proposition 2.3, nous devons juste étudier la

différence W entre V et Vapp. W satisfait dans C :

4W = 0 dans C

r
dW

dr

∣∣∣∣
r=1

= r
dVc

dr

∣∣∣∣
r=1−

−
(

φ + i
qm

qc

hH
(

dφ

dθ

))
.

La condition de transmission (2.7d) implique

r
dW

dr

∣∣∣∣
r=1

=
qm

qc

r
dVm

dr

∣∣∣∣
r=1+

−
(

φ + i
qm

qc

hH
(

dφ

dθ

))
.

L’estimation d’erreur de la proposition 2.3 découle dierctement de l’estimation (2.13). ¤

2.5 L’équation vectorielle des ondes avec une condi-

tion Neumann

Dans cette section, nous étudions la solution de l’équation vectorielle des ondes. Rap-

pelons que

Ωh = Oh ∪ O
est le domaine circulaire défini auparavant. Soit f une fonction donnée dans H 3

2 (T). Soient

qc et qm deux nombres complexes avec une partie réelle positive et une partie imaginaire

négative , et soit µc et µm deux nombres strictement positifs. Nous définissons les fonctions

constantes par morceaux qh et µh comme dans (2.4). Soit E la solution de l’équation

vectorielle des ondes (2.5) :




rot

(
1

µh

rot E

)
− qhE = 0 sur Ωh

rot E×n|r=1+h = f sur ∂Ωh
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2.5.1 Résultat de régularité

Le théorème qui va suivre nous donnera un résultat de régularité sur E.

Tout d’abord, nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :

Hdiv =
{
E ∈ L2(Ωh)

N tel que div E ∈ L2(Ωh)
}

,

Hrot =
{
E ∈ L2(Ωh)

N tel que rot E ∈ L2(Ωh)
}

,

les espaces sont munis respectivement des normes :

‖E‖Hdiv(Ωh) =

(∫

Ωh

|E|2 + |div E|2
) 1

2

,

‖E‖Hrot(Ωh) =

(∫

Ωh

|E|2 + |rot E|2
) 1

2

,

donc

‖E‖2
Hdiv(Ωh) = ‖E‖2

L2(Ωh) + ‖div E‖2
L2(Ωh) .

‖E‖2
Hrot(Ωh) = ‖E‖2

L2(Ωh) + ‖rot E‖2
L2(Ωh) .

Afin d’établir notre résultat de régularité, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. [8]

Soit Ω une ouvert régulier de RN et soit E ∈ Hdiv ∩Hrot(Ωh) , alors E ∈ (H1
loc(Ωh))

3
.

Théorème 2.1. Soient qc et qm des nombres complexes avec une partie réelle positive et

une partie imaginaire négative et soient µc et µm deux nombres strictement positifs. Soit

f dans H 3
2 (∂Ωh).

Par conséquent, il existe une solution unique E satisfaisant le problème (2.5). Cette

solution a la régularité suivante :

E ∈ (
H1(Ωh)

)2

Preuve. L’existence et l’unicité de la solution peut être démontreé en utilisant le théorème

de Lax-Milgram.

En effet, on peut associer à notre problème la formulation variationnelle suivante :




Trouver E dans Hrot(Ωh),

a(E, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ Hrot(Ωh).
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Avec

a(E, ϕ) =

∫

Ωh

1

µh

rot E.rot ϕ−
∫

Ωh

qh.E.ϕ

L(ϕ) =

∫

∂Ω

1

µh

(rot E× n) .ϕ =

∫

∂Ω

1

µh

f.ϕ

On montre alors que a(., .) est continue et coercive sur Hrat(Ωh) et que la forme linéaire

L(.) est continue.

Le théorème de Lax-Milgram assure alors l’existence et l’unicité de la solution.

Puisque div(E) ∈ L2(Ωh) (elle est nulle presque partout dans Ωh), nous en déduisons

que E est dans Hdiv ∩Hrot(Ωh) , donc par le lemme précédent nous déduisons :

E ∈ (
H1

loc(Ωh)
)2

.

Puisque ∂Ωh est régulier, on peut définir le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ωh dans

un voisinage tubulaire de la frontière. On note le encore par n. Nous effectuons le produit

scalaire de (2.5a) avec n. Pour simplifier, on note respectivement par zc et par zm les

produits µcqc et µmqm. On obtient :

rot rot E · n− zmE · n = 0.

En utilisant les propriétés des opérateurs rotationnel et la divergence, on obtient :

zmE · n = div|∂Ωh
(rotE · n) ,

La condition aux limites (2.5b) implique :

zmE · n = div|∂Ωh
(f).

Comme f est supposée être dans H 3
2 (∂Ωh), nous obtenons que E · n est dans H 1

2 (∂Ωh).

Nous avons E ∈ (H1
loc(Ωh))

2
et E · n ∈ H 1

2 (∂Ωh), donc E ∈ (H1(Ωh))
2
. ¤

Dans ce qui suit, nous allons montrer comment on peut passer de l’équation vectorielle

des ondes à l’équation de Helmholtz. Puisque la solution E du problème (2.5) est dans

H1(Ωh)×H1(Ωh), sa divergence est dans L2(Ωh). Nous avons :

div (rot v) = 0,

rot

(
1

µh

rot v

)
= grad

(
1

µh

div v

)
− div

(
1

µh

grad v

)
,
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où div

(
1

µh

grad v

)
est donné par :

div

(
1

µh

grad v

)
=




div

(
1

µh

grad vx

)

div

(
1

µh

grad vy

)




Nous avons alors la solution E du problème (2.5) qui satisfait :

div E ≡ 0 sur L2(Ωh),

div

(
1

µh

grad E

)
− qhE = 0 sur Ωh, (2.24)

avec les conditions :

rot E× n

µh

et E× n

µh

continues en r = 1 (2.25)

2.5.2 Séparation de variables

Nous rappelons que le champ E admet la décomposition suivante dans la base (eθ, eθ+π
2
) :

E = Er eθ + Eθ eθ+π
2
,

= Er eθ +
1

r
Eθ eθ+π

2
.

Nous avons aussi :

rot E =
1

r

(
∂Eθ

∂r
− ∂Er

∂θ

)
.

Par conséquent, nous pouvons réecrire le problème (2.5) en coordonnées cylindriques :

ρ =
∂Eθ

∂r
− ∂Er

∂θ
, (2.26a)

1

r2

∂

∂θ

(
1

µh

ρ

)
− qhEr = 0, pour 0 ≤ r ≤ 1 + h, 0 ≤ θ ≤ 2π, (2.26b)

r
∂

∂r

(
1

µh

ρ

)
− qhEθ = 0, pour 0 ≤ r ≤ 1 + h, 0 ≤ θ ≤ 2π, (2.26c)

ρ(1 + h, θ) = (1 + h)f(θ). pour 0 ≤ θ ≤ 2π. (2.26d)

(2.26)

Nous effectuons la transformée de Fourier en la variable θ dans les équations (2.26). On

note Êk = (Êk
r ,

1

r
Êk

θ) le kième coefficient de Fourier de E, et ρ̂k celui de ρ.
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Pour k ∈ Z et r ∈ [0, 1 + h] nous avons les égalités suivantes :

ρ̂k =
dÊk

θ

dr
− ikÊk

r , (2.27a)

ik
ρ̂k

µhr2
− qhÊk

r = 0, (2.27b)

r
d

dr

(
ρ̂k

µhr

)
+ qhÊ

k
θ = 0, (2.27c)

ρ̂k(1 + h, θ)
∣∣
1+h

= (1 + h)f̂k(θ). (2.27d)

(2.27)

Nous multiplions par r l’équation (2.27b) et nous dérivons par rapport à r. Nous avons

r

(
ik

ρ̂k

µhr2
− qhÊk

r

)
= 0,

entraine

ik
ρ̂k

µhr
= rqhÊk

r ,

par suite
d

dr

(
ik

ρ̂k

µhr

)
=

d

dr

(
rqhÊk

r

)
.

On obtient :
d

dr

(
qhrÊk

r

)
= ik

d

dr

(
ρ̂k

µhr

)
,

et en utilisant (2.27c),

r
d

dr

(
qhrÊk

r

)
= ikr

d

dr

(
ρ̂k

µhr

)
,

on obtient

r
d

dr

(
ρ̂k

µhr

)
= −qhÊ

k
θ .

Donc on a

r
d

dr

(
qhrÊk

r

)
= −ikqhÊ

k
θ .

Nous allons dériver une fois de plus par rapport à r. En utilisant les égalités (2.27a)-(2.27b),

on obtient

ik
ρ̂k

µhr2
− qhÊk

r = 0,
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et

ρ̂k =
dÊk

θ

dr
− ikÊk

r .

On remplace (2.27a) dans (2.27b) :

ik
1

µhr2

(
dÊk

θ

dr
− ikÊk

r

)
− qhÊk

r = 0,

i,e

ik
1

µhr2

(
dÊk

θ

dr

)
+

k2

µhr2
Êk

r − qhÊk
r = 0,

ik
1

µhr2

(
dÊk

θ

dr

)
+

(
k2

µhr2
− qh

)
Êk

r = 0 (2.27f)

On a Êk
θ = − r

ikqh

d

dr

(
qhrÊk

r

)
. En remplaçant dans (2.27f) on obtient :

ik

µhr2

(
d

dr

(
− r

ikqh

d

dr

(
qhrÊk

r

)))
+

(
k2

µhr2
− qh

)
Êk

r = 0

ik

ikµhr2

(
d

dr

(
− r

qh

d

dr

(
qhrÊk

r

)))
+

(
k2

µhr2
− qh

)
Êk

r = 0,

i,e

− 1

µhr2

(
d

dr

(
r

qh

d

dr

(
qhrÊk

r

)))
+

(
k2

µhr2
− qh

)
Êk

r = 0.

En multipliant cette équation par r2, elle devient :

1

µh

d

dr

(
r

qh

d

dr

(
qhrÊk

r

))
=

(
k2

µhr
− rqh

)
rÊk

r .

et on a les conditions de transmission suivantes :

1

zc

d

dr

(
qcÊk

r

)∣∣∣∣
r=1−

=
1

zm

d

dr

(
qmÊk

r

)∣∣∣∣
r=1+

,

qcÊk
r

∣∣∣
r=1−

= qmÊk
r

∣∣∣
r=1+

.

Notons Êk
r la quantité suivante :

Êk
r = rÊk

r .
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On a
1

µh

d

dr

(
r

qh

d

dr

(
qhrÊk

r

))
=

(
k2

µhr
− rqh

)
rÊk

r .

qui devient, en remplaçant Êk
r :

1

µh

d

dr

(
r

qh

d

dr

(
qhÊ

k
r

))
=

(
k2

µhr
− rqh

)
Êk

r .

Cette équation, multipliée par µh donne

d

dr

(
r

qh

d

dr

(
qhÊ

k
r

))
=

(
k2

r
− rµhqh

)
Êk

r ,

Ce qui entraine

1

qh

d

dr

(
qhÊ

k
r

)
+

r

qh

d2

dr2

(
qhÊ

k
r

)
=

(
k2

r
− rµhqh

)
Êk

r ,

i,e
d

dr

(
Êk

r

)
+ r

d2

dr2

(
Êk

r

)
=

(
k2

r
− rµhqh

)
Êk

r .

Ainsi, on voit que Êk
r est solution de l’équation de Bessel dans chaque domaine :

d2

dr2
Êk

r +
1

r

d

dr
Êk

r +

(
µhqh − k2

r2

)
Êk

r = 0, (2.28)

avec les conditions de transmission en r = 1 :

1

µc

dÊk
r

dr

∣∣∣∣∣
r=1−

=
1

µm

dÊk
r

dr

∣∣∣∣∣
r=1+

, (2.29a)

qcÊ
k
r

∣∣∣
r=1−

= qmÊk
r

∣∣∣
r=1+

. (2.29b)

(2.29)

Par ailleurs, la relation (2.27b) donne Êk
r en fonction de ρ̂k :

Êk
r =

ik

zhr
ρ̂k, (2.30)

où zh = uhqh. Grâce à la condition aux limites (2.27d), on obtient la condition de Dirichlet

suivante pour Êk
r et pour r = 1 + h :

Êk
r

∣∣∣
1+h

=
ik

zm

f̂k. (2.31)
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On remarque que pour tout entier non nul k et pour tout r ∈ [0, 1 + h] nous pouvons

facilement écrire
Êk

θ

r
en fonction de Êk

r . En fait, en remplaçant (2.30) dans la relation

(2.27c), on obtient :

r
d

dr

(
ρ̂k

µhr

)
+ qhÊ

k
θ = 0 ⇔ r

d

dr

(
qhik

qhik

(
ρ̂k

µhr

))
+ qhÊ

k
θ = 0

⇔ r
d

dr

(
qh

ik

(
ik

qh

ρ̂k

µhr

))
+ qhÊ

k
θ = 0.

L’égalité (2.30) entraine

r
d

dr

(qh

ik
Êk

r

)
+ qhÊ

k
θ = 0,

r

ik

d

dr

(
qhÊ

k
r

)
+ qhÊ

k
θ = 0.

On obtient alors

Êk
θ =

r

ik

d

dr

(
Êk

r

)
, (2.32)

qui donne

Êk
θ

r
=

1

ik

d

dr

(
1

r
rÊk

r

)
,

Comme on a Êk
r = rÊk

r et Êk
θ = rÊk

θ , alors

Êk
θ =

1

ik

d

dr

(
rÊk

r

)
.

donc la connaissance de Êk
r suffit pour obtenir tous les coefficients de Fourier non nuls de

E. Le cas k = 0 doit être considéré séparément. En effet, si k = 0, en utilisant les égalités

(2.27)

ρ̂0 =
dÊ0

θ

dr
,

En remplaçant dans (2.27c), on obtient

r
d

dr

(
1

µhr

dÊ0
θ

dr

)
+ qhÊ

0
θ = 0,

donc pour r ∈ [0, 1 + h], nous avons l’équation satisfaite par Ê0
θ :

r2 d

dr

(
1

µhr

dÊ0
θ

dr

)
+ qhrÊ

0
θ = 0. (2.33)
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En remplaçant la condition aux limites (2.27d) dans l’égalité (2.27a) appliquée à r = 1+h,

on obtient la condition aux limites de Neumann suivante pour Ê0
θ :

dÊ0
θ

dr

∣∣∣∣∣
r=1+h

= (1 + h)f̂ 0. (2.34)

2.5.3 Étude de Er et Eθ

2.4.3.1 Étude de Er

Dans cette section, nous donnons le développement en série de Fourier de la composante

normale Er de E. Puisque nous connaissons explicitement les solutions de l’équation de

Bessel satisfaite par Er, il est plus commode d’étudier Er, qui est égale à rEr.

Soit h dans [0, 1]. Soient qc, qm ,µc et µm des constantes données (comme au théorème

2.1) Nous définissons :

zc = µcqc , zm = µmqm , zh = µhqh

qh(r) =

{
qc si 0≤ r ≤ 1,
qm si 1≤ r ≤1+h,

µh(r) =

{
µc si 0≤ r ≤ 1,
µm si 1≤ r ≤ 1+h.

Soit f une fonction donnée dans L2(T). Pour tout entier k, Êk
r est la solution du problème

suivant :
d2

dr2
Êk

r +
1

r

d

dr
Êk

r +

(
zh − k2

r2

)
Êk

r = 0, (2.35)

avec les conditions de transmission suivante en r = 1 :

1

µc

dÊk
r

dr

∣∣∣∣∣
r=1−

=
1

µm

dÊk
r

dr

∣∣∣∣∣
r=1+

, (2.36a)

qcÊ
k
r

∣∣∣
r=1−

= qmÊk
r

∣∣∣
r=1+

, (2.36b)

(2.36)

et avec la condition aux limites de Dirichlet :

Êk
r

∣∣∣
1+h

=
ik

zm

f̂k. (2.37)
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En particulier

Ê0
r ≡ 0.

Soient Jk et Y k des fonctions de Bessel de première et de seconde espèce. Pour tout entier

k dans Z∗, la solution du problèmes (2.35) , (2.36) et (2.37) Êk
r peut être écrite sous la

forme suivante :

Êk
r(r) = αk

cJ
|k| (√zcr

)
, ∀r ∈ [0, 1] (2.38a)

Êk
r(r) = αk

mJ |k|
(√

zmr
)

+ βk
mY |k| (√zmr

)
. ∀r ∈ [1, 1 + h] (2.38b)

(2.38)

Les conditions de transmission (2.36a) et (2.36b) avec la condition limite Neumann (2.37)

devraient permettre de déterminer les constantes αk
c ,αk

m et βk
m . En fait, ces constantes

doivent satisfaire un système matriciel de 3 équations à 3 inconnues. Pour tout n dans N∗,
nous définissons la suite de matrices An(h) :

An(h) =




qcJ
n(
√

zc) −qmJn(
√

zm) −qmY n(
√

zm)

µm
√

zc

J ′n(
√

zc)

µc

−(
√

zm)J ′n(
√

zm) −(
√

zm)Y ′n(
√

zm)

0 Jn
(√

zm(1 + h)
)

Y n
(√

zm(1 + h)
)




, (2.39)

et αk
c ,αk

m et βk
m doivent satisfaire

A|k|(h)




αk
c

αk
m

βk
m


 =

ik

zm




0
0

f̂k


 (2.40)

2.4.3.2 Étude de Eθ

Pour k non nul, nous avons l’expression suivante de Êk
θ en fonction de Êk

r :

Êk
θ =

1

ik
r

d

dr

(
Êk

r

)
. (2.41)

Le coefficient de Fourier de Eθ correspondant à k = 0 satisfait l’équation suivante :

pour r ∈ [0, 1 + h]
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r2 d

dr

(
1

µhr

dÊ0
θ

dr

)
+ qhrÊ

0
θ = 0, (2.42a)

dÊ0
θ

dr

∣∣∣∣∣
1+h

= (1 + h)f̂k
0 . (2.42b)

(2.42)

L’équation (2.42a) est une EDO de type Laplace. Avec le changement de variables, on

obtient la solution générale de (2.42a) dans chaque intervalle où zh est constante, avec des

fonctions de Bessel. Posons

ζ =
√

zc,

η =
√

zm,

η̃ = (1 + h)
√

zm

et définissons :

w(s) =
Ê0

θ

(
s√
zh

)

s

La fonction w est une solution, dans les segments complexes ζ[0, 1] et η[1, 1+h] de l’équation

de Bessel suivante :

s2w” + sw′ + (s2 − 1)w = 0.

Un système fondamental de solutions de cette équation se compose de fonctions de Bessel

du premier et deuxième types, désignés respectivement par J1 et par Y 1.

Nous définissons la matrice A0(h) par :

A0(h) =




ζJ1(ζ) −ηJ1(η) −ηY 1(η)

qcJ
′1(ζ) −qmJ ′1(η) −qmY ′1(η)

0 η(η̃J ′1(η̃) + J1(η̃)) η(η̃Y ′1(η̃) + Y 1(η̃))




Ensuite, Ê0
θ est égale à :

Ê0
θ(r) = a0

crζJ1(rζ) pour 0 ≤ r ≤ 1, (2.43a)

Ê0
θ(r) = a0

mrζJ1(rη) + b0
mrζy1(rη) pour 1 ≤ r ≤ 1 + h. (2.43b)

(2.43)
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où les constantes a0
c , a

0
m, b0

m sont définies par :

A0(h)




a0
c

a0
m

b0
m


 =




0
0

(1 + h)f̂ 0




Remarque 2.5. Selon le théorème 2.1, E est dans (H1(Ωh))
2, donc ses composantes Er et

Eθ sont dans H1(Ωh). comme

Er = rEr,

Er est également dans H1(Ωh). Donc pour chaque k ∈ Z, le vecteur




αk
c

αk
m

βk
m


 ,

est bien défini par (2.40) et la série

∑

k∈Z
Êk

r(r)e
ikθ

avec des coefficients Êk
r défini par (2.38), converge dans L2(T) pour presque tout r dans

[0, 1 + h], et sa somme est une fonction, qui appartient à H1(Ωh). Nous avons le même

résultat pour ∑

k∈Z
Êk

θ(r)e
ikθ.

Dans ce qui suit, nous donnerons le développement asymptotique de chacune des compo-

santes de E, lorsque la donnée de la frontière f est un polynôme trigonométrique.

2.5.4 Asymptotiques

2.5.4.1 Asymptotique dans le cytoplasme

Soit k ∈ Z∗ et supposons qu’il existe une constante C0 > 0 telle que

1

C0

≤ µm

µc

≤ C0.

Rappelons que zm et zc sont les produits respectifs µmqm et µcqc. Notons D1 et D2 les deux

expressions suivantes :

D1 = J |k| (
√

zm(1 + h)) Y ′|k|(
√

zm)− J ′|k|(
√

zm)Y |k| (
√

zm(1 + h)) ,
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D2 = J |k|(
√

zm)Y |k| (
√

zm(1 + h))− J |k|(
√

zm(1 + h))Y |k| (
√

zm(1 + h)) .

Nous pouvons montrer que :

∀z ∈ C∗, J |k|(z)Y
′|k|(z)− J

′|k|(z)Y |k|(z) =
2

πz

De (2.40), nous déduisons par un simple calcul l’expression suivante de αk
c :

αk
c =

2

π
√

zm

D1 + (

√
zm

zc

)(
J ′|k|(

√
zc)

J |k|(
√

zc)
)D2

× iµckf̂k

µmzcJ |k|(
√

zc)

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :

D1 =
2

π
√

zm

+
h2zm

2

∫ 1

0

(1−th)2
(
J ′′|k|(

√
zm(1 + th))Y ′|k|(

√
zm)− Y ′′|k|(

√
zm(1 + th))J ′|k|(

√
zm)

)
dt,

D2 =
2h

π
−h2zm

2

∫ 1

0

(1−th)2
(
J ′′|k|(

√
zm(1 + th))Y |k|(

√
zm)− Y ′′|k|(

√
zm(1 + th))J |k|(

√
zm)

)
dt.

Nous avons pour tout k ∈ N, pour tout z ∈ C∗ ,

zfk(z) = kfk(z)− fk+1(z),

pour fk égale à J |k| ou Y |k|. Ainsi, comme conséquences simples des propriétés asympto-

tiques des fonctions de Bessel voir [13] , il existe C > 0 tel que

∣∣zm

(
J ′′|k|(

√
zm(1 + th))Y ′|k|(

√
zm)− Y ′′|k|(

√
zm(1 + th))J ′|k|(

√
zm

)∣∣ ≤ Ck2

√
zm,

∣∣zm

(
J ′′|k|(

√
zm(1 + th))Y |k|(

√
zm)− Y ′′|k|(

√
zm(1 + th))J |k|(

√
zm

)∣∣ ≤ Ck2

pour zm et h tendant vers zéro, donc nous en déduisons :

D1 =
2

π
√

zm

(
1 + O(k2h2)

)
,

D2 =
2

π
+ (O(k2h2).

Nous avons aussi, pour zc tendant vers zéro :

J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc) =
|k|√
zc

+ O

( √
|zc|

1 + |k|

)
.
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Par conséquent, nous obtenons :

D1 +

(√
zm√
zc

)(
J ′|k|

√
zc

J |k|
√

zc

)
D2 =

2

(π
√

zm)
(1 + O(k2h2))

+

(√
zm√
zc

) (
|k|√zc + O

( √
|zc|

(1 + |k|)

)(
2h

π + O(k2h2)

))
,

(2.44)

Ainsi

αk
c =

(
1− zm

zc

|k|h + O

( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣h2|k|3
))

× iµckf̂k

µmzcJ |k|(
√

zc)

Ainsi, nous déduisons l’expression asymptotique de Êk
r , pour tout k ∈ Z∗ :

Êk
r =

(
1− zm

zc

|k|h + O

( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
))

× iµckf̂k

µmzcJ |k|(
√

zc)

J |k|(
√

zcr)

J |k|(
√

zc)
.

(2.45)

En utilisant l’égalité (2.41), nous obtenons

Êk
θ =

(
1− zm

zc

|k|h + O

( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
))

× µcf̂
k

µmzcJ |k|(
√

zc)

√
zcJ

′|k|(
√

zcr) + J |k|(
√

zc)

J |k|(
√

zc)
.

(2.46)

Il reste à étudier Ê0
θ défini par (2.43).

Ê0
θ = (

2

π
√

zm

)/
(√

zczm(1 + h)J ′1(
√

zc)
(
J1(

√
zm)Y ′1(

√
zm(1 + h))

−Y 1(
√

zm)J ′1(
√

zm(1 + h))
)

+
√

zcJ
′1(
√

zc)
(
Y 1(

√
zm)J1(

√
zm(1 + h))

−J1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h))
)

+ J1(
√

zc)zm(1 + h)
(
Y ′1(

√
zm)J ′1(

√
zm(1 + h)

)

−J ′1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h))
)

+ J1(
√

zc)
√

zm

(
Y ′1(

√
zm)J1(

√
zm(1 + h)

)

−J ′1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h)
))× r

√
zcJ

1(
√

zcr)
µc(1 + h)

√
zm

µm
√

zc

f̂ 0.
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En utilisant les propriétés de fonctions de Bessel, nous en déduisons

√
zczm(1 + h)J ′1(

√
zc)

(
J1(

√
zm)Y ′1(

√
zm(1 + h))

−Y 1(
√

zm)J ′1(
√

zm(1 + h))
)

+
√

zcJ
′1(
√

zc)
(
Y 1(

√
zm)J1(

√
zm(1 + h))

−J1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h))
)

+ J1(
√

zc)zm(1 + h)
(
Y ′1(

√
zm)J ′1(

√
zm(1 + h)

)

−J ′1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h))
)

+ J1(
√

zc)
√

zm

(
Y ′1(

√
zm)J1(

√
zm(1 + h)

)

−J ′1(
√

zm)Y 1(
√

zm(1 + h)
))

=
(
2(1 + h)/π + O

(
|zc|+ h2

(
1 +

√
|zm|+ |zm|

)))
J1(

√
zc).

Ainsi, on déduit le développement asymptotique de Ê0
θ. Un simple calcul montre que

Ê0
θ =

(
1 + O

(
|zc|+ h2

(
1 +

√
|zm|+ |zm|

)))
r
µcJ

1(
√

zcr)

µmJ1(
√

zc)
f̂ 0.

Par conséquent, nous en déduisons le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit f ∈ H3(T). Supposons qu’il existe une constante C0 > 0 telle que

1

C0

≤ µm

µc

≤ C0

Soient Er et Eθ les composantes de la solution du problème (2.26). Nous définissons Eapp

la solution dans [0, 1]× T du problème suivant :

rot rot Eapp + zcE
app = 0 , (2.47a)

rot Eapp × n =
µc

µm

(
f + i

zm

zc

H
(

df

dθ

))
. (2.47b)

(2.47)

On note par Êapp
θ (., k) et par Êapp

r (., k) les coefficients de Fourier de chacune des compo-

santes de Eapp. Alors pour tout k ∈ Z∗, nous avons

zc

(
Êk

r − Êapp
r (., k)

)
= O

(( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
) ∣∣∣f̂k

∣∣∣
)

,

et

zc

(
Êk

θ − Êapp
θ (., k)

)
= O

(( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
) ∣∣∣f̂k

∣∣∣
)

,

et pour k = 0, on a :

(
Ê0

θ − Êapp
θ (., 0)

)
= O

(
|zc|+ h2

(
1 +

√
|zm|+ |zm|

))
r
∣∣∣f̂ 0

∣∣∣ .
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Rappelons que C = [0, 1]× T. En particulier les estimations ci-dessus impliquent :

|zc|
∥∥∥Ê− Êapp

∥∥∥
(L2(C))2

= O

((
|zm|h + h2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2

) ∣∣∣f − f̂ 0
∣∣∣
H3(T)

+ (|zc|2 + |zc|h2)
∣∣∣f̂ 0

∣∣∣
)

.

pour zm , zc et h tendant vers zéro.

Remarque 2.6. Noter que si µm = µc et si φ = zcf/zm, la condition aux limites imposée

pour Eapp est exactement la même que celle imposée à ∂Vapp

∂n
dans la Proposition 2.4.

2.5.4.2 Asymptotique dans la membrane

Dans la membrane, Êk
r a l’expression suivante, pour k 6= 0 :

Êk
r = αk

mJ|k|
(√

zmr
)

+ βk
mY|k|

(√
zmr

)
,

avec αk
m et βk

m sont données par :

αk
m =

Y ′|k|(
√

zm)−
√

zm/zc(J
′|k|(
√

zc)/J
|k|(
√

zc))Y|k|(
√

zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

× ikf̂k

zm

,

βk
m = −J ′|k|(

√
zm)−

√
zm/zc(J

′|k|(
√

zc)/J
|k|(
√

zc))J|k|(
√

zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

× ikf̂k

zm

.

Nous en déduisons :

Êk
r =

(
J |k|(

√
zmr)Y ′|k|(

√
zm)− Y |k|(

√
zmr)J ′|k|(

√
zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

−
√

zm/zc(J
′|k|(
√

zc/J
|k|(
√

zc))

×J |k|(
√

zmr)Y |k|(
√

zm)− Y |k|(
√

zmr)J |k|(
√

zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

)
× ikf̂k

zm

.

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :

J |k|(
√

zmr)Y ′|k|(
√

zm)− Y |k|(
√

zmr)J ′|k|(
√

zm) =
2

π
√

zm

(
1 + O(h2k2)

)
,

J |k|(
√

zmr)Y |k|(
√

zm)− Y |k|(
√

zmr)J |k|(
√

zm) = (r − 1)|k| 2
π

+ ch2k2).

En utilisant (2.44), nous en déduisons facilement :

Êk
r =

(
1− zm

zc

|k|(r − 1− h) + O

( |zm|h
1 + |k| + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣h2|k|3
))

× ikf̂k

zm

.



Chapitre 2.Asymptotiques du champ dans une cellule circulaire 47

Par conséquent, en faisant la somme de k ∈ Z∗, on obtient le développement asymptotique

de Er dans la membrane :

∀r ∈ [1, 1 + h],

Er =
1

zm

(
df

dθ
+ i

zm

zc

(r − 1− h)H
(

d2f

d2θ

)
+ O

((
|zm|h + h2

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
))

|f |H3(T)

))
.

Pour Êk
θ , nous utilisons (2.46). Nous obtenons :

∀r ∈ [1, 1 + h]

Êk
θ =

(√
zmJ ′|k|(

√
zmr)Y ′|k|(

√
zm)−√zmY ′|k|(

√
zmr)J ′|k|(

√
zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

−
√

zm/zc(J
′|k|(
√

zc/J
|k|(
√

zc))

×
√

zmJ ′|k|(
√

zmr)Y |k|(
√

zm)−√zmY ′|k|(
√

zmr)J |k|(
√

zm)

D1 + (
√

zm/zc)(J ′|k|(
√

zc)/J |k|(
√

zc))D2

)
× rf̂k

zm

.

Avec un raisenement analogue, on obtient :

Êk
θ =

(
zm

zc

|k| − k2(r − 1) +
z2

m

z2
c

k2h + O

(
|zm|h + h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣h2|k|3
))

× f̂k

zm

.

Une estimation simple montre que

Ê0
θ = O

(
h

∣∣∣f̂ 0
∣∣∣
)

Par conséquent, si f appartient à H3(T ), on obtient :

Eθ =
1

zm

(
i
zm

zc

H
(

df

dθ

)
+

(
(r − 1)− z2

m

z2
c

k2h

)
d2f

dθ2
+ O

((
|zm|h + h2

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
))

|f |H3(T)

))
.

Donc nous avons montré la proposition suivante :

Proposition 2.4. Soit f ∈ H3(T ). Soit E la solution de l’équation vectorielle des ondes

dans toute la cellule, avec f comme condition aux limites de Neumann.

Nous avons l’asymptotique suivante pour zm, zc et h tendant vers zéro, pour tout r dans

[1, 1 + h] :

∀r ∈ [1, 1 + h],

Er =
1

zm

(
df

dθ
+ i

zm

zc

(r − 1− h)H
(

d2f

dθ2

)
+ O

((
|zm|h + h2

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
))

|f |H3(T)

))
.

Eθ =
1

zm

(
i
zm

zc

H
(

df

dθ

)
+

(
(r − 1)− z2

m

z2
c

k2h

)
d2f

dθ2
+ O

((
|zm|h + h2

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
))

|f |H3(T)

))
.
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Remarque 2.7. Supposons µm = µc = 1. Alors, si nous fixons

φ =
df

dθ

dans la proposition 2.3, nous obtenons directement l’estimation dans la membrane suivante

i.e, soit pour tout r ∈ [1, 1 + h],

(zmE− grad V )(r, .) = O

((
|zm|h + h2

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
))

|f |H3(T)

)
.

2.5.5 La comparaison avec la formulation diélectrique dans le
cytoplasme

Maintenant, nous comparons E avec Vapp donnée dans la Proposition 2.4. Nous suppo-

sons que
µm

µc

= 1

Comme on a pour tout r ∈ [0, 1], pour tout k ∈ Z∗, pour zc tendant vers zéro :

J |k|(
√

zcr)

J |k|(
√

zc)
= r|k|

(
1 + O

(√
|zc|

))
,

nous déduisons de (2.45), pour h, zm et zc tendant vers zéro l’asymptotique suivante :

Êk
r =

(
1− zm|k|h

zc

+ O

(√
|zc|

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ |k|h
)

+
|zm|h
1 + |k| +

√
|zm|h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
))

×ikf̂k

zc

r|k|.

Nous soulignons que la constante dans O dépend de k.

Rappelons l’expression asymptotique du coefficient de Fourier de Vapp donné dans la

proposition 2.4 :

V̂app,k =
zm

zc

(
1− zm|k|h

zc

)
φ̂k

|k|r
|k|

,

ainsi

r
∂V̂app,k

∂r
=

zm

zc

(
1− zm|k|h

zc

)
φ̂k

|k|r
|k|

,

ikV̂app,k =
zm

zc

(
1− zm|k|h

zc

)
i sing(k)

φ̂k

|k|r
|k|

.



Bibliographie 49

De ce fait, si φ̂k = ikf̂k

zm
, nous avons montré que, pour chaque k ∈ Z∗, pour tout r ∈ [0, 1],

Êr
k−r

∂V̂app,k

∂r
= O

(√
|zc|

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ |k|h
)

+
|zm|h
1 + |k| +

√
|zm|h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
)
×

∣∣∣kf̂k
∣∣∣

|zc| r|k|.

Par conséquent, nous en déduisons le théorème suivant :

Théorème 2.3. Soit f ∈ H3(T). Soient Er et Eθ les composantes de la solution du

problème (2.26). Soit φ la fonction suivante

φ =
df

dθ
,

et Vapp est donné dans la Proposition 2.3

Alors pour tout k ∈ Z∗, nous avons

zcÊ
θ
k−i

zc

zm

kV̂app,k = O

(√
|zc|

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ |k|h
)

+
|zm|h
1 + |k| +

√
|zm|h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣h2|k|3
)
×

∣∣∣f̂k
∣∣∣ r|k|,

Et

zcÊ
r
k−r

zc

zm

∂V̂app,k

∂r
= O

(√
|zc|

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ |k|h
)

+
|zm|h
1 + |k| +

√
|zm|h2k2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h2|k|3
)
×

∣∣∣f̂k
∣∣∣ r|k|.

En particulier, nous en déduisons, quand zm, zc et h tendent vers zéro :

∥∥∥∥zcE− i
zc

zm

grad(Vapp)

∥∥∥∥
(L2(C))2

= O

(√
|zc|

(
1 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣ h

)
+ |zm|h

+
√
|zm|h2 +

∣∣∣∣
zm

zc

∣∣∣∣
) ∣∣∣f − f̂ 0

∣∣∣
H3(T)

+ |zc||f̂ 0|.
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