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Introduction générale

Durant les vingts dernieres années, plusieurs études ont été menées dans le but de
comprendre et d’analyser les interactions entre les champs électromagnétiques et le corps
humain. Qu’ils soient d’origine naturelle ou artificielle, ces champs sont omniprésents dans
notre quotidien, surtout avec I'apparition des nouvelles technologies : la téléphonie mobile,
les fours a micro-ondes, les appareils électroménagers et électroniques,.. autant de dispo-
sitifs qui constituent des sources de rayonnement électromagnétique et qui conditionnent
notre environnement. Ainsi, ’exposition de 'homme aux champs électromagnétiques est

un probleme qui se pose aujourd’hui de maniere cruciale.

Les champs électromagnétiques interagissent avec le corps humain et induisent des
effets plus ou moins néfastes pour la santé. Cette interaction est aussi utilisée pour réaliser
des diagnostics médicaux, par le biais de 'imagerie par résonance magnétique (IRM) ou
plus généralement en imagerie médicale. Il est donc trés important de pouvoir déterminer
avec précision les intéractions entre champs magnétiques et tissus biologiques et de
modéliser la distribution de ces champs dans un organe du corps humain. Pour ce faire,
I'une des approches consiste a étudier le probleme a ’échelle microscopique ( a I’échelle
cellulaire) et de généraliser ensuite 1'étude, via les méthodes de I’homogénéisation, a

I’échelle macroscopique ( i,e un organe donné ou tout le corps).

A T’échelle de la cellule, le calcul des champs électromagnétiques présente des difficultés
lors de la simulation numérique. Ceci est dii en particulier a la structure de la cellule et sur-
tout a la présence d’une fine membrane ( la membrane plasmique) difficile & mailler & cause
de sa faible épaisseur. L’étude effectuée dans ce mémoire et qui reprend les résultats obte-
nus par Clair Poignard[11], consiste a utiliser une approche asymptotique afin d’élaborer
un modele simple pour la cellule biologique qui permettra de contourner les difficultés

numériques rencontrées.



Chapitre 1

Equations de Maxwell et cellule
biologique

1.1 Les équations de Maxwell en régime harmonique

Les phénomenes de propagation d’ondes peuvent étre décrits par plusieurs modeles
selon la nature et le milieu dans lequel celle-ci se propagent. Parmi ces modeles, nous
retrouvons :

— Les équations de I'acoustique pour la propagation des ondes senores dans un fluide.

— Les équations de I’élastodynamique pour la propagation des ondes élastiques dans

un solide.

— Les équations de Maxwell pour la modélisation des ondes éléctromagnétiques.

Nous nous intéressons dans cette partie aux équations de Maxwell qui régissent les
phénomenes électromagnétiques dans un matériau. Nous notons €, i, 0 respectivement
les permittivité diélectrique, perméabilité magnétique et conductivité éléctrique de ce
matériau. La permittivité diélectrique est une propriété physique qui décrit la réponse
d’un milieu donné a un champ éléctrique appliqué. La perméabilité magnétique caractérise
la faculté d’'un matériau a modifier un champ magnétique. Finalement, la conductivité

électrique d’un matériau traduit sa capacité a laisser circuler un courant électrique.

Les équations de Maxwell relient les champs de vecteurs E et H (appelés champs
électriques et magnétiques) ainsi que les champs de vecteurs D et B (appelés inductions
électriques et magnétiques) a la densité de courant J et a la densité de charge électrique p.

Les champs obeissent aux équations suivantes (dites de Maxwell) qui regroupent diverses
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lois comme la loi de Faraday, celle d’Ampere, celle de Gauss, établies chacune avant.

0B
tE+ — = 1.1
rot E + T 0 (1.1a)
oD
rot H — i J (1.1b) (11)
divB =0 (1.1¢)
divD=p (1.1d)

La relation de conservation de la charge se déduit de la loi d’Ampére (1.1b) et de la loi de

Gauss électrique (1.1d) :

dp
divJ+—=0
v J + BN

Afin de modéliser complétement les phénomenes électromagnétiques, les équations ci-dessus

sont completées par les lois de comportement :

D =¢E (1.2a)
B = ul (1.2b) (1.2)
J=0E (1.2¢)

On suppose que € , u et o sont des quantités positives qui ne dépendent que de la

variable d’espace et qu’elles sont indépendantes des champs électromagnétiques.

1.1.1 L’équation vectorielle des ondes en régime harmonique

En régime harmonique, nous supposons que les champs électrique et magnétique

s’écrivent sous la forme suivante :
iwt
E(z,t) = E(x)e™,

H(z,t) = H(x)e™,

ol w est la pulsation a laquelle se déroule le phénomene étudié.

Nous parlerons aussi bien de pulsation que de fréquence. Nous rappelons le lien entre ces
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deux entités :
w=2nf

Notons que l'unité du systéme international (S.I.) de la pulsation est le radian par

seconde (rad/s) et celle de la fréquence le hertz (Hz).

En remplagant (1.2b) dans (1.1a) on obtient

9 (pH(z,1))
ot

O(uH(x, 1))
ot

rot E(z,t) + =0,

rot E(z,t) = —

O(pH (x)e™")
ot

1wt

= —ipwH (x)e

= —ipwH(z,t).
Maintenant on remplace (1.2a) et (1.2c) dans (1.1b). Ceci donne

rot H(z,t) — w =J,
donc O(eE(x. 1
rot H(z,t) = OB, 1)) +J
ot
_ O(eE(z)e™")
= T + O']'_—'}(J?7 t)

= jewE(z)e™ + oE(z,t)
= tewE(z,t) + cE(x,t)
= (iew + o) E(z, 1)

—iw (e - %) B, 1).

Ainsi, les équations de maxwell sont données par :



Chapitre 1. Equations de Maxwell et cellule biologique 7

rot E = —ipwH, (1.4a)
‘ (1.4)
, io
rot H =w (e — —) E. (1.4b)

w

Les équations vectorielles des ondes en régime harmonique pour E et H sont données par :

( 1 ,
rot <— rot E) — w? <e — E) E =0, (1.5a)

1 w

A\

—~
—_
ot

~—

1
rot | ———— rot H | —w?uH =0. (1.5b)

)

Ces équations sont obtenues en transformant le systeme d’équations aux dérivées partielles

d’ordre 1 (1.4) en un systeme d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 de la maniere

suivante :

On a

1 .
rot E= —jpwH =— H=———rot E = Lrot E
1w Jw

En remplagant H dans (1.4b), on obtient
. ) . 1 )
rot <Lrot E> =w (e — E) E— i1"0’(: (—rot E) =w <e — E) E
LW w w 1 w

1 :

—> rot (—rot E) = w? (e — Z—U) E
I w
1 9 10

=10t [—rot E| —w*|e—— | E=0.
] w

Par ailleurs, nous avons

) 1
rotH:iw<e—Z—0)E:>E:, ——rot H.
w

En remplagant E dans (1.4a), on obtient

1 1 1 1
rot | ——rotH | = —ipwH = —rot | —rot H | = —ipwH,

W 10 W 10
€— — €— —
w w
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donc

Ceci donne

1.1.2 L’équation de Helmholtz

Dans la plupart des matériaux, les parametres o et € sont constants par morceaux et
10 .
(e — — ] n’est jamais nul, ce qui implique que div E= 0 presque partout.
w
De méme, si p est constant par morceaux, div H= 0 presque partout. On peut alors

1
transformer 1'opérateur rot (— rot ) de I’équation (1.5a). En utilisant les relations sui-
L

1 1 1
A =div (—grad) = grad (—div) —rot (— rot ) ,
H H H
1 1. (1
rot (— rot ) = grad (—le) —div <—grad> ,
I 0 ft

I'équation (1.5a) devient

1 ' 1 1 '
rot (— rot E) —w? (e — Z—U) E = grad (—div E) —div (—grad E) —w? (e — Z—U> E=0.
H w H H w

Comme

vantes :

1
grad (—div E> =0,
I

alors

1 ' 1 '
—div <—grad E) — w? (e — Z—U) E=0=div (—grad E) + w? (e — Z—J) E=0.
L w L w

De méme pour (1.5b), on a :

rot | ———rotH | — w?uH = grad
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—w?pH = 0.
Comme
1 .
grad | —divH | =0
1o
6 —_— —
(%)
alors
. 1 2 . 2
—div| ——grad H | —w"puH =0 = div grad H | +w"pH =10

Donc nous obtenons les équations de Helmholtz suivantes :

(. (1 5 io
div| —grad E | +w’(e— — |E=0, (1.6a)
i w

1
div —Z,grad H | +w?uH = 0. (1.6b)
o
{ w

Afin de déterminer complétement le champ E, on associe a ces équations différentes

conditions aux limites.

Les plus courantes et les plus simples sont les conditions suivantes :

E = (C.L ! imposée sur le bord du domaine) Dirichlet

OE
— = (C.L ! imposée sur le bord du domaine) ~Neumann

on

1.1.3 La formulation diélectrique

Dans cette formulation, aussi appelée approximation quasistatique, les variations tem-

porelles de I'induction magnétique sont négligées dans I’équation (1.1a). Ainsi en négligeant

le terme %—]f’, cette équation devient :

rot E =0.

LCondition aux Limites
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Les équations de Maxwell en régime harmonique (1.4) s’écrivent alors :

rot E=0, (1.7a)

(1.7)

rot H = iw (e — %) E. (1.7b)

Comme rot E = 0, cela revient a supposer que E dérive d'un potentiel V appelé potentiel

scalaire :

E =grad V.

On a alors .

i

(rot H) = (we — io) gradV

En prenant la divergence de (1.7b), on obtient :

]

div ((1> rot H) = div (we —io)grad V,
ce qui entraine
div (rot H) = div ((we — io) grad V).
or, la divergence du rotationnel d’'un champ est toujours nulle, donc
div (rot H) =0,
ce qui permet d’obtenir 'EDP elliptique suivante pour V, appelée formulation diélectrique :

div ((we — io) gradV) = 0. (1.8)

Les conditions aux limites usuelles pour cette EDP sont des conditions de Neumann :

G_E
on

=(C.L imposée sur le bord du domaine)
ou de Dirichlet

E=(C.L imposée sur le bord du domaine)
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1.2 La cellule biologique

L’objectif de ce travail étant 1’étude des champs électromagnétiques dans une cellule
biologique, il nous parait essentiel de décrire la cellule biologique et la structure moléculaire
de la membrane plasmique. Nous présentons aussi le modele électrique de la cellule qui sera
utilisé par la suite.

1.2.1 La membrane cellulaire

La cellule biologique est 'unité structurelle et fonctionnelle de tous les étres vivants.
Elle est caractérisée par son noyau, son cytoplasme et sa membrane plasmique.
La membrane plasmique cellulaire joue un role primordial dans la vie de la cellule. Elle
délimite la cellule et sépare le cytoplasme du milieu extérieur. Elle entoure le cytosol (i,e
la phase liquide ou baignent les organites cytoplasmiques) et forme une couche protectrice
trés fine constituée de molécules lipidiques et proteinaires. Elle présente ainsi une structure
moléculaire héterogene lui permettant de jouer un double role : Les phospholipides qui sont
les constituants essentiels de sa matiere de base, la rendent isolante, tandis que les molécules
proteinaires qui sont éparses, assurent les échangent entre le cytoplasme et le milieu extra
cellulaire.

Glucides

Protéine canal Milieu extracellulaire

{protéine de transport) f

Protéine globulaire Glycoprotéine
vl .

—_‘

Tetes hydrophiles

Bicouche
phos pholipidique

!
!

Fhospholipide

e Protéine transmembrandirgtéine de surface
Glycolipide istructire glabulaire)

Frotéine transmembranaire

Froteine périphérique o
b p d istructure enhélice alpha)
Filarnents de cotosqueletts Chaings hydrophobes

Cytoplasme

Fi1G. 1.1 — Schéma bidimensionnel d’'une membrane plasmique
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1.2.2 La cellule biologique d’un point de vue électromagnétique

A Daide de mesures effectuées sur des organes, plusieurs chercheurs, principalement Fera
et Stuchly ont pu élaboré un modele électromagnétique simplifié de la cellule biologique.
Dans ce modéle, la cellule biologique est consideré comme un matériau diélectrique composé
de :

1. Un cytoplasme : sa taille varie de 1 a quelques micrometres, sa conductivité est de

1S/m et sa permittivités relative est de 80.

2. Une membrane plasmique : sa taille est de ’ordre de quelques nanometre. sa conduc-

tivité varie de 1077.S/m & 10755 /m et sa premittivité relative est de 11,3.

La perméabilité dans toute la cellule est égale a celle du vide .

Les valeurs des perméabilités et premittivité de vide sont :
po = 471077 eg = —107°

L’analyse de ce modele est importante car elle constitue une premiere approche pour I’'étude
de la répartition des champs dans une cellule. Le choix de la bonne formulation (équation
vectorielle des ondes, quasistatique ...) dépend des courants de déplacement dans la mem-

brane et du fait qu’ils soient négligeables ou non devant les courants d’induction.

Om = 1()7-) to 1()778/111
€Em = 10 €0, L= [
h=10"%to 1072

F1G. 1.2 — Parametres de la cellule biologique



Chapitre 2

Asymptotiques du champ dans une
cellule circulaire

2.1 Position du probleme

Nous étudions dans ce chapitre le comportement du champ électrique, en régime har-
monique, dans un domaine circulaire hétérogene €2 ;, composé d'un milieu intérieur O;* et
d’une couche mince O, d’épaisseur constante (h, h étant un paramétre positif destiné a
tendre vers 0.

Le domaine €2;;, correspond a une cellule biologique : O; étant le domaine occupé par

le cytoplasme et O, représente la membrane plasmique.

Fi1G. 2.1 — La cellule biologique

17 étant une longueur carctéristique de O

13
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Nous définissons la conductivité et la permittivité de la cellule comme suit :

o(x) = o, sirzeQ
- oy SixT E Ol,h

() = €. sixe O
€m SimEOl,h

On désigne par f une fonction définie sur le bord de 0€;, de la cellule.

L’équation vectorielle des ondes qui résulte des équations de Maxwell s’écrit :

1
rot (— rot E) —w*E +iwocE =0 sur Q. (2.1a)
i

rot Exn= f sur Oy (2.1b)

ou n désigne la vecteur normal unitaire extérieur a 0€2;, .

2.2 Changement d’échelle

Dans ce paragraphe, nous allons faire un changement d’échelle dans le domaine de
la cellule. Rappelons que les dimensions physiques respectives de conductivité, permit-
tivité électrique absolue, perméabilité magnétique absolue, potentiel électrique et champ

électrique sont les suivantes :

Conductivité électrique o : m=3 kg~ s A2
Permittivité électrique absolue ¢ : m=3 kg~ st A2
Perméabilité magnétique absoluey : m kg s72 A2
Champ électrique E : m kg s73 A7!
Potentiel électrique V : m? kg s73 A1

Nous effectuons un changement d’échelle dans le domaine spatial occupé par la cellule de

la fagon suivante :

( Q
=T
O
O=="
[
O
o=
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Fi1G. 2.2 — La cellule biologique apres le changement d’échelle

Par conséquent €, est le disque de centre 0 et de rayon 1+ h, O est le disque unité et Oy,

est 'anneau défini par 2,\O (car ), = O U Oy, ).
On note x un élément de 2, et x un élément de €2, ;,. L'égalité x= [z donne z en fonction

de x. Soit Vi un potentiel choisi. On pose :

La conductivité de la cellule est une fonction donnée par :

Jh(a:):{ o. sixze O.

Om six € Oh.

La permettivité est donnée par :

en(x) = e sizeO.
M7 6, size O,

La perméabilité est donnée par :

fope sizeO.
’uh(z)_{,um sixz € O,

En remplagant (2.2) dans (2.1), on obtient
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1
rot (— rot E) — Pw?e,E +ilPwo,lE=0  sur (2.3a)

Hh (2.3)
rot Exn= f sur 0L, (2.3b)

A partir de maintenant, nous considérons le probléme (2.3). L’adimensionalisation de la
permittivité, conductivité et la permittivité complexe donne des fonctions définies sur la

cellule mise a I’échelle €2, par :

ap = l2w2€h,

By = Pwoay,
(2.4)
qn = ap — i,
\ ?h = HUhQh-
Nous réecrivons le probleme (2.3) :
1
rot <— rot E) —gE=0 sur Q, (2.5a)
Hn (2.5)

rot Exn= f. sur 0,  (2.5b)

Notation. Dans toute la suite de ce travail, la lettre p désignera la perméabilité relative,

q la permittivité complexe adimensionnée :

— 212 _ E
q w <€ w

et z représentera le produit pq. Nous utiliserons les indices ¢ et m pour désigner les valeurs

des quantités précédentes prises respectivement dans le cytoplasme et la membrane.

2.2.1 Choix des coordonnées

Dans cette étude, nous avons émis I’hypothese que la cellule est circulaire. Avec ce choix,
le domaine sur lequel les équations sont posées est un disque : ceci permet de séparer les

variables et d’utiliser I’analyse de Fourier.
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Nous allons utiliser les coordonnées polaires. Les vecteurs de la base polaire (ey, €9+g) de

R? sont donnés en coordonnées euclidiennes par :

on — [ 08 0 . [ —sinf
7 \sing ) ° "2 7\ cosf
Le champ électrique est décomposé alors comme suit :

E= Er 69—|—E9 694_%.

€o+m/2

€y

F1G. 2.3 — Les coordonnées polaires.

Eq cos —sin#
(Eg) r(sin@) * 0( cos )’

Ce qui entraine

OE, . OE sinf [(OE, . . OE
rothcosHWsmH—l—a—:cofe— . <30 51nc9+cos€IEr—Egsmé’—i-a—;cos€>
E E E E E, OE
—sin 6 cos 988; + a@HT sin® 6 — Cofe (COS 9% — sinfE, — %9 — cos Qaaer a@GT Eg)
_ % B 8E7‘1 (Sin29 1 cos? (9) \E, —sin @ cos 6 n cosfsin 6 L E, sin 6 N cos? 6 .
or o0 r r r r r

On a alors :

OEy, 10E, 1
tE= 22 - “R,.
ro or r 00 +r o
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Pour simplifier le calcul, nous écrivons E sous la forme :
1
E=E, e + ;Ee €+,

i,e, on a posé
1
Eq = —Ep.
r

Enfin, si nous supposons que le champ E dérive d’un potentiel scalaire V, c’est a dire, si

E = gradV, nous avons la relation simple :

oV
ST
oV

Ey = —.
Y

2.3 La formulation diélectrique

Soit h € [0,1] et soient ¢. et ¢, deux complexes. Soit g, la fonction constante par

marceaux, définie par :

| g, dons O.
I = Gm, dans O,

Soit ¢ dans H~2(0€2,) vérifiant la condition de compatibilité :
$(0)d6 = 0.
o,

Nous notons V € H'(€;,) la solution du probléeme de Neumann suivant :

div (grgradV) =0 sur Qp, (2.6a)

2.6)
v ¢ (
a_n = 1—|——h sur th (26b)

avec la condition imposée sur le bord 02, suivante :

Jo0 Vdo =0 (2.6¢)

2.3.1 Expression explicite de V en série de Fourier

L’utilisation des coordonnées polaires va nous permettre de développer en série de
Fourier le potentiel électrique V. Par la suite, nous dérivons I’expression du gradient de V

en fonction de la donnée ¢. Désignons par T le tore :

R
YA
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Le domaine €, est paramétré par :
Qn = {(rcosf,rsinf) ,(r,0)€[0,1+h] xT}

et la frontiere 02, est isomorphe au tore T. Le probleme (2.6) peut étre réécrit comme

suit :
V(r,0) € [0,1+h] x T

0 oV qn O*V
il i anz - o 2.
ar (W 87") e =Y (2.72) .
<T0_V) = ¢, (2.7b)
or r=1+h
avec les conditions de transmission sur 90 :

V(17,0) =V(1*,0), (2.7¢)

oV oV

i - - 2.
(o . m 5 . (2.7d)

La condition (2.6¢) sur le bord du cytoplasme s’écrit :
[27V(r,0)d0 =
Notation. Le kiéeme coefficient de Fourier d’une fonction
g —g(r.0)

supposée étre 2mw-périodique par rapport a 0, est défini par :

1 [ .
(1) = —/ g(r,0) e~ k0.
21

Une fonction g appartient a 1L2(Q,) si et seulement si

2 1+h
/ / g(r,0)| 2rdrdd < 0,

et g appartient a H'(Qy,) si et seulement si g est dans L2(2,) et les deuz intégrales suivantes

2 1+h
/ / |0,g(r, 9)]2 rdrdf < oo,
o Jo

20 pl+h
/ / |05 (7, 0)| drdf < co.
o Jo

sont finies :
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Remarque 2.1. la condition |, 20, ¢(0)df = 0 imposée sur la frontiere 02, entraine 50 = 0.

En effet, les coefficients de Fourier de ¢ sont donnés par :
R 1 27 )
Vk€Z, ¢p=— / P(0)e™*dp,
2m [y
donc pour £ = 0, on obtient &50 =0.

2.3.2 Solution exacte dans toute la cellule

La proposition suivante nous donne ’expression exacte du potentiel électrostatique V
dans une cellule biologique.

Proposition 2.1. Soit h € [0,1] et ¢, ,q. € C*
o 5 Im | — 00, —1] alors V. € HY(Q). De plus pour ¢ € H= (T), la solution V du
probléme (2.7) est donnée explicitement par son développement en série de Fourier :

1. ¥Y(r,0) € [0,1] x T, i.e dans le cytoplasme :

o 2qm ggk Ik (ik0)
V(T,H)_ qe Z <|k|> ((1+h)|k|'Dk)€ )

2. ¥(r,0) € [1,14+ h] X T, i.e dans la membrane :

dm Qg rlkl i
V(r,0) = (1 + Z) k; (| kk\> <(1—|—h)|klpk) (k)
_ (1 _ q_m) Z O < r— M ) £ (iK6)
a) 2 \Tkl) \ @+ npwn,)
_ O rlkl — p=IH] ) (ik0)
2 (! k \) (<1+h>lklvk ’

dm cgk rlfl 4 Ikl (ik0)
T kezz*<|k|><<1+h>k'm ©

ot les quantités Dy sont données pour k € Z* par :

Dy =1+ (1+h) 2 4 ‘f]—’” (1= (14 R)~2H) (2.8)



Chapitre 2. Asymptotiques du champ dans une cellule circulaire 21

Remarque 2.2. 1. Si m €] — 00, —1] le probleme satisfait par V est mal posé.
dc

2. D’apres I’hypothese 1 de la proposition 2.1, il existe une constante C, qui ne dépend
que de q. et g, tel que pour tout k € Z* , pour tout h € [0, 1],

Di| > C >0, (2.9)

Preuve. Nous désignons par \A/k le kieme coefficient de Fourier du potentiel dans la cellule
entiere. Nous notons \A/i le kieme coefficient de Fourier du potentiel V dans le domaine
[0,1] x T correspondant au cytoplasme, et \A/Z‘ le kieme coefficient de Fourier dans le do-
maine [1,1+ h] x T correspondant a la membrane.
On a d’aprés l'équation (2.7) :

N av d*V

g °or 0,
W g T T e

donc
2d2_v+ d_v_|_d2_v—0
T T T T

Nous effectuons la transformée de fourier en la variable 6 dans cette équations. Nous obte-

nons :
1 [ d*V(r,0) _, L [*dV(r,0) _, 1 [ d*V(r,0) _,
2~ ) —zk@de i ) —zk@de - / ) —szde =0
o)y a2 ¢ M) T ¢ W) Tae € ’
donc

7ngd2\7,.c AVe 1 [ &V(r,0)

— = ~Hd = 0.
iz o T ), Tae ¢

En intégrant par partie le terme suivant :

L [TV (r,0)

— ——~ e7"™dh

21 Jo a0z © ’
on obtient
L [dV(r,0) ., dV(r,2m)  dV(r,0) 2m ,
— = AniA ’ ik o) — —k? 0) e~ *dg
21 0 d92 € ( d@ de )—1—@ (V<T7 7T) V(Ta O)) /[; V(T’, )6 )

ce qui implique
1 [ d*V(r,0)

— kY = — V.
or J, ~ der € Vi

Donc R R
d?V,, dVy, ~
2 —L WV, =0.
dr? T dr k
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Nous avons pour tout k € Z, pour tout r € [0, 1],
2Ve  dVe -~
2 k k 2\7¢c
—k*Vi =0 2.10
" tr dr ’ (2.10)
Et pour tout r € [1,1 + h]
EVyE AV e
2 k k 2xrm
rege T s RV =0, (2.11)
avec les conditions de transmission :
i =V 2.12
k r—l- k r1+ ) ( )
Ve Ve
¢ = Qm , 2.13
E dr 4 dr ( )
r=1— r=1+
et la condition aux limites :
Vi O
= 2.14
dr 1+h ( )
r=1+h
Comme nous avons aussi la condition :
V(1) =0, (2.15)

nous obtenons :
e Oom
Vi =0, o =0.

Pour k # 0, une base de solutions de ’équation différentielle ordinaire du second ordre

r2u’ 4+ ru’ — kPu =0 est rlFl Ik,

En effet, pour cette équation, nous cherchons la solution sous la forme :
u=r", «a€l.

On aura donce :
7“2(04(04 —D)r* 2+ r(arafl) — kQ(ra) =0,

ce qui entraine
(@® — k*)r* = 0.

Par suite, nous obtenons l’équation :
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qui implique o = +1k|.

Donc obtient donc deux solutions indépendantes :

u = rl* et w=r"I¥

Ainsi, les entités V' et Vi sont nécessairement de la forme :
Vi = AgrlM,
Vit = A+ By HL

ot A7 AT et B sont des constantes, qui seront déterminées par les conditions de trans-

mission (2.12) ,(2.13) et la condition aux limites (2.14). Plus précisément, nous avons :

Af = AP+ Bp,

(2.16a)
0AL = g (A = BJY), A (2.160) (2.16)
AT (1 + )M —Br(1 + h) I = % (2.16¢c)
Nous désignons par by, = (1 + h)~2* et nous écrivons
1 -1 -1
My = dc —dm Gm ) (217>
0 1 —bg
Aj,
A= AP |,
By
0
0
o, = =
' O
[E|(1+ )M

Le systéme (2.16) peut étre écrit comme suit :

MkAk = (I)k

Soit det (My) le déterminant de la matrice My. Nous avons :

1 -1 -1
det (M) =| ¢ —Gm Qm |= ‘ i]m ibg + ‘ %‘3 EZ ’ %c i]m
0 1 b * ’

23
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= — (qm(bx — 1) + qe(bx + 1))
= _QCDk )

ot Dy est donné par (2.8). Ainsi, d’apres (2.9) det My # 0, donc la matrice My est

inversible et :

Mlzl = QCbk —by, —4m — qc -
qCDk
qc —1 —qm + qc

Nous obtenons l’expression de Ay :

2gm -

qc ¢k‘
Ap=M1®, = | 1+ 9=
S N T A [CE DL,

qdc
De ce fait, on a : R
2Qm Qbk T|k|
G | k| (1+h)HDy

~ b |K| b — k|
= (14 Im'\ Pk r o Im) % r ‘
¢ ) | k| (1+ h)Dy ¢ ) | k| (1+ h)Dy
Ainsi, nous avons le développement en série de Fourier pour V :

o Y(r,0) €[0,1] x T,

AC_
Vi =

_ 2qm O rlkl (ik0)
V(T,Q) - e Z (‘ k |> ((1+h)kpk)€ )

o V(r,0) € [1,1+h] xT,

v = (149) 3 (ﬁfw) (v amm)

k ez

Gm ng rIH (ik0)
B <1‘ q)Z (m) (<1+h>'k'm>e |

Maintenant, nous allons prouver le résultat de régularité. Selon (2.9), nous avons

Y

VkEZ,TG[O,1+h], m

1
< =
- C
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Pour tout entier k € Z*, nous avons :

/1+h
0

Donc si ¢ € H= (80, nous avons :

/l—l-h
0

Pour continuer, nous devons utiliser ce théoréeme :

||

|ful*(1 + h)?IH+2 1
2C k[P

(2[k] + 2)k2(1 + h)F D,

gkrm
k(1 + h)HDy

IN

rdr =

pir!t

——————| rdr € L*(Z).
k(1 + h)I*ID, rdr € L*(Z)

Théoréme. 2 Soit f une fonction 2m-périodique continue par morceauz. Alors la série

~

p— |f(n)|? converge et on a

n=-+oo P

S |fo =2 [ 1sorar

n=-—00 -

Ainsi, par Uégalité de Parseval, si ¢ € H= (80,), V € L2(Qy,).

De plus , si ¢ est dans H%(aﬁh), de la méme facon, nous montrons que :

1+h
A

ce qui prouve, (par l’égalité de Parseval) que les deux intégrales

27 1+h
/ / 10,V (r,0)|* rdrdf < oo,
o Jo

o pl+h
/ / 0,V (1, 0)| drdf < co.
o Jo

sont finies, et donc le résultat de la régqularité est démontreé. O

pir!t

2
(1+ h)KD, rdr € L*(Z),

[kl _ =l
Remarque 2.3. Dans l'expression de V dans la membrane, le terme (ﬁ) est

de l'ordre de O(h). En effet, en posant

) = (—Tg'; Z)"LT|> ,

2Théoreme égalité de Parseval
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la formule fe Taylor donne :

flr)= 2h|k||k| + h? X/o (1 —¢t)f"(th)dt

(1+h)

o= (2

) est de l'ordre de O(1). D’apres la formule de Taylor, on obtient :

De méme en posant

T‘k‘ + rf‘k‘

le terme <m

donc

g(r) = 2 T + h? x/o (1 —t)g"(th)dt.

(1+h

Il est aisé de voir que dans le cytoplasme, le potentiel V est de I'ordre de dm alors que
dc

dans la membrane, il est de 'ordre de h+ m . Ainsi, pour des valeurs de m petites devant
dc qc
h, le potentiel se concentre sur la membrane.

De cette expression analytique, nous allons extraire les deux premiers termes du
développement asymptotique du champ statique gradV par rapport a h. Dans la mem-
brane, nous obtenons une expression explicite de gradV en fonction de la donnée de Neu-
mann ¢ et dans le cytoplasme, le potentiel électrostatique approché est la solution d’une
formulation diélectrique avec une condition aux limites particuliere, exprimée en fonction

de ¢ et des parametres diélectriques de la membrane.

2.4 Développement asymptotique du champ électrique

Nous allons maintenant écrire un développement asymptotique, par rapport au petit
parametre h, du champ électrique E. Plus précisement, nous allons déterminer les deux
premiers termes de ce développement.

Rappelons la définition de la transformée de Hilbert des fonctions 27-périodiques voir [9] :
H(f) =) sen(k)fi .

Comme E=gradV, il suffit d’écrire le développement asymptotique de 9,V et JpV.

2.4.1 Développement asymptotique dans la membrane :

La proposition suivante nous permet d’obtenir les deux premiers termes des asympto-

tiques du champ statique dans la membrane .
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Proposition 2.2. Soit ¢ € H*(T) vérifiant la condition de la compatibilité [, $(0)d6 = 0
et s0it (qe, @m) € (C*)? satisfaiant la condition (1) de la Proposition 2.1 et h € [0, 1]. Nous
notons par V la solution du probléme (2.7).

Nous définissons les deuz fonctions suivantes L1(¢) et Lo(¢) sur [1,1+ h] x T par :

Vr e [1,1+ hl,

S S d¢
L@ =0 -2 1= (),
Lo(8)(r,.) = z]—T:z'H(qb) + (r 1 h‘é—’;) %.

Il existe une canstante C' > 0 telle que pour tout r € [1,1 + h]

2
o,V (r,.) = Li(¢)(r,.)| < Ch? (1+ q—’”) | 6 sy (2-18a)

c

(2.18)
G

V(1) — Lo(6)(r,.)] < CR2 (1+ —) |6 sy (2.18b)

C

Cette proposition nous donne une expression explicite, en fonction de la donnée au
bord, du champ électrique approché & O(h?) pres.
Dans la suite, nous utilisons la notation O de Landau. La notation O(]|g||) dénote une

quantité v tel que |y| < Cllg|| pour quelques constantes C' > 0 .

Preuve. Nous allons étudier le comportement asymptotique des coefficients de Fourier
de 10,V et 0pV quand h tend vers zéro. Le dévelopement en serié de Fourier (1) de la

proposition 2.1 de V dans la membrane, pour tout v € [1, 1 + h] implique, pour tout
keZ :

dvk r‘k‘ _|_ r_|k| qm r‘k‘ — r_lkl (/ﬁ\k
A ( A ) Dy
Notons par f et g les fonctions définies sur [0, h] par :
14 s)M 4 (14 5)~IH
O al ket
(1 + h)lk
L4+ s)H = (14 5)
oy = L =19
(1 + h)lx
On a alors pour tout r € [1,1 + h],
P ) = (£ =1+ Bl - 1)) £
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En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, nous obtenons :
Vk € Z*,¥s € [0, h],

f(s) = & W +h2/0 (1 —¢)f"(th)dt,

(1+h

ol6) = pm + [ ( = 0enja

de plus, nous avons
(1+h) M =1 — |kl + k[ (Jk] + DA [ (1 — )1+ ht) H-2at (2.19)

Ceci entraine l’existence d’une constante C independante de k tel que :
Vk € Z*,¥s € [0, h],

£(s) — 201 — [klh)] < Ch2R2, (2.200)
(2.20)
lg(s) — 2s|k|| < Ch2k2. (2.20b)
Ainsi Dy, est égal a
Dy =1+ (1+h) 2 4 I (1 (14 py-24)
1l existe une constante, encore notée par C, telle que :
LY gma = ) < o (hrea + |22 (2.21)
Dk 2 c o qc

En utilisant (2.20) et (2.21), il existe une constante C > 0 tel que :
Vk € Z*,¥s € [0, h],
)¢

dm

dc

)e

f(s) G
5 - (1)< o (14

dm

c

9(3) 2
A A < 1
‘ D, s|k|‘ < Ch ( +

Nous en déduisons :
Vk € Z*,Vr € [1,1 + h],

r%(r) — o1 <1 k2 -1 - h))

[

qm

de

O

2
) ¥

< Ch? (1+

Y

ce qui implique (2.18a)
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Un raisonnement analogue permet d’obtenir une approzimation asymptotique pour OV .

Nous avons pour tout entier k # 0 et pour tout r € [1,1+ h| :

r|k| — f,’-*‘k‘ ak‘
1+ h)H D

Kl 4 Ikl g
157 . dm T r ¢k .
ikVi(r) = zsgn(k)—qc T+ WA Dy + isgn(k)

qui s’écrit, en utilisant les fonctions [ et g

o s (4 [ =1) | gl )
u(r) = isgn(h)a (2 1y 902,

donc nous en déduisons :

V() = isgnii)d (22 4 4 - 1) - il %2 )
ce qui entraine (2.18b). O

Remarque 2.4. Lorsque ‘f}—m et h sont petits devant 1, seule la composante normale du

champ 79,V est non négligeable dans la membrane a l'ordre h + ‘z-m.

Cette proposition nous permet d’avoir une expression explicite en fonction de la donnée
aux bord du champ électrique statique approché a O(h?) prés. Notons E®% le champ
statique approché a O(h?). La proposition précédente nous donne I'expression explicite des

composantes normales E?" et tangentielles Eg” " en fonction de g., g, et de la donnée

aux bord : . ”
ap.st. _ — _ q_m _ _ _
E¢ . (gb ch (r—=1—h)H (d@))
(2.22)
ap.st. 1 qm . q2 dqb
p.st. _ = [ dm _ 1 pim )
Ee —T(qczH(qﬁ)—i-(r 1 hq?)d@)

Exemple 2.1. Si la donnée aux bords est de la forme :

¢(0) = acos(mb) + bsin(nh), vVl € T,
pour a,b € R etm,n e N, on a :

H(¢) = asin(mb) — beos(nh),Vo € T.

Ainsi nous obtenons

do
do
Nous avons explicitement le champ statique approché a O(h?) prés dans la membrane
[1,1+ h] x T via l’égalité (2.2).

H(—) = amcos(mb) + bnsin(nf),V0 € T
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2.4.2 Deéveloppement asymptotique dans le cytoplasme :

La proposition 2.3 suivante donne la condition aux bords du cytoplasme satisfaite par
le potentiel électrostatique V,,, approché a O(h?). Cette condition permet de remplacer la
membrane et traduit son effet sur le cytoplasme.

Pour obtenir le développement asymptotique du champ électrique dans le cytoplasme, nous

utilisons expression suivante de V; dans [0,1] :Vk € Z*,

£7 g Th|(1+n)FD,

En utilisant les estimations (2.19) et (2.21) de (1 4 h)~*! et Dy, nous obtenons :

Vk e 77,
A ~ 2
LT B (1—|k|hq—m) < o (1+ ‘-’—m) £)a].
d?“ - qe qc
ce qui entraine
de; dQS 9 qm 2 3
TW(T) L — (qb — zq—hH (d@))‘ < Ch (1 + —C k |¢|H3(T). (2.23)

En utilisant les notations de landau, 1’équation (2.23) devient :

()

ceci suggére alors I'idée de négliger le terme en O(h?) et de définir ainsi une nouvelle

dVy,
")

condition aux limites approchée sur le bord du cytoplasme. Plus précisément, nous avons

la proposition :

Proposition 2.3. Soit ¢ € H*(T) satisfaisant la condition de compatibilité fmh #(0)db =
0. Soit 'V la solution du probleme (2.7). Soient q. et q,, des nombres complexes non nuls
vérifiant la condition (1) de la proposition 2.1 et h € [0,1]. Soit V¢ la restriction a [0,1] x T
de la solution V du probléeme (2.7).

Soit Vg la solution du probleme suivant :
V(r,0) € [0,1] x T,

0 ( Nap\  10%Vap
E( or )+? o2

OV do
(55| = (o ()
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avec la condition aux limites :

2
/ Vopp(1,0)d6 = 0.
0

Notons par C le cylindre [0,1] x T.

1l existe une constante C > 0 tel que :

dm

C

2
dm
IV = Vg i< ul ) 6 e

h? (1+

m d L » .
Preuve. Remarquons que ¢ + (hq—> H (—¢) satisfait la condition de la proposition

[

. do

2.1, donc V est bien défini. Pour prouwver la proposition 2.3, nous devons juste étudier la

différence W entre V et V,p,. W satisfait dans C :

AW =0 dans C

A v - <¢ iy <d—¢)) .
r=1- e db

r —— T
dr |,_, dr

La condition de transmission (2.7d) implique
Tl =t (eritan (5)).
re1+ qc do

7” —
dr |,_, Qe dr
L’estimation d’erreur de la proposition 2.3 découle dierctement de l'estimation (2.13). O

2.5 L’équation vectorielle des ondes avec une condi-
tion Neumann

Dans cette section, nous étudions la solution de I’équation vectorielle des ondes. Rap-
pelons que
Q,=0,U0

est le domaine circulaire défini auparavant. Soit f une fonction donnée dans H%(T) Soient
qe et ¢, deux nombres complexes avec une partie réelle positive et une partie imaginaire
négative , et soit . et p,, deux nombres strictement positifs. Nous définissons les fonctions
constantes par morceaux g, et p, comme dans (2.4). Soit E la solution de ’équation

vectorielle des ondes (2.5) :

1
rot <— rot E) —qgE=0 sur €y,
22

rot Exn|,—i4p = f sur 0,
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2.5.1 Résultat de régularité

Le théoreme qui va suivre nous donnera un résultat de régularité sur E.

Tout d’abord, nous introduisons les espaces fonctionnels suivants :
Haiv = {E € L*(,)" tel que div E € L*(,)},

Hyot = {E € L*(,)" tel que rot E € L*(2,)},

les espaces sont munis respectivement des normes :

HEHHC,W(W( [ 12+ jaiv EP) ,
h

2
2 2
Bl = ( ] 18P+ ot B
Qp,

2 2 . 2
1Elf, @) = 1Eli2q,) + 1div El[f2q,, -

donc

2 2 2
1Elf, 0000 = IEllL2@,) + [Irot B2, -
Afin d’établir notre résultat de régularité, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. [§]
Soit Q une ouvert régulier de RN et soit E € Has N Hyor() , alors B e (HL ())°.

Théoreme 2.1. Soient q. et q,, des nombres complexes avec une partie réelle positive et
une partie imaginaire négative et soient . et [, deux nombres strictement positifs. Soit
f dans H2 (99,).

Par conséquent, il existe une solution unique E satisfaisant le probléme (2.5). Cette

solution a la régularité suivante :
E e (H' ()"

Preuve. L’existence et l'unicité de la solution peut étre démontreé en utilisant le théoreme
de Lax-Milgram.

En effet, on peut associer a notre probleme la formulation variationnelle suivante :

Trouver E dans Hyoi(Q4),

a(Ev (10) = ,C((,O) VSD S Hmt(Qh)-
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Avec

1
a(E, ) :/ —rot E.rot go—/ qn.E.
Qp luh Qp

L(p) :/ i(7‘otE><n).cp:/ if.(p
oQ Hh o Mh
On montre alors que a(.,.) est continue et coercive sur H,.(2) et que la forme linéaire
L(.) est continue.
Le théoreme de Lax-Milgram assure alors [’existence et ['unicité de la solution.
Puisque div(E) € L2(2,) (elle est nulle presque partout dans ), nous en déduisons

que E est dans Hgz, N Hyt (L) , done par le lemme précédent nous déduisons :
2
E e (H,.(Q))" .

Puisque 082, est régulier, on peut définir le vecteur normal unitaire extérieur a 0S), dans
un voisinage tubulaire de la frontiére. On note le encore par n. Nous effectuons le produit
scalaire de (2.5a) avec n. Pour simplifier, on note respectivement par z. et par z, les

produits pie.q. et mqm. On obtient :
rot rotE-n— z,E-n=0.
En utilisant les propriétés des opérateurs rotationnel et la divergence, on obtient :
zmE - n = div|sq, (rotE - n),
La condition auz limites (2.5b) implique :
zmE - n = div|sq, (f).

Comme f est supposée étre dans H2(99,), nous obtenons que E - n est dans Hz (9,).
Nous avons E € (H () et E-n € Hz(99y,), donc E € (H'())°. O

loc

Dans ce qui suit, nous allons montrer comment on peut passer de I’équation vectorielle
des ondes a l'équation de Helmholtz. Puisque la solution E du probleme (2.5) est dans
H'(Qy) x HY(Qy,), sa divergence est dans L?(€2;,). Nous avons :

div (rot v) =0,

1 1 1
rot (— rot v) = grad (—div v) —div (—grad v) ,
h Hh Hh
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1
ou div (—grad v> est donné par :

Hh
) 1
1 div ( —grad v,
div (—grad v) = ’ulh
Hh div [ —grad v,
Hh

Nous avons alors la solution E du probleme (2.5) qui satisfait :

divE=0 sur L*(Q),

1
div (— grad E) —qgE=0  sur Q, (2.24)
27
avec les conditions :
n n .
rot Ex — e Ex— continuesenr=1 (2.25)
K K,

2.5.2 Séparation de variables

Nous rappelons que le champ E admet la décomposition suivante dans la base (ey, eg+g) :
E=E, e+ Eg gz,

1
=E, eg+ — Eg €O+ 1.
r

rotE:1<@—a]Er>.

Nous avons aussi :

r \ Or 00
Par conséquent, nous pouvons réecrire le probléme (2.5) en coordonnées cylindriques :
0Ey OE,
vz 2.26
=5 00’ (2.262)

10 /1
—7 | —p | —@E. =0, pour 0<r<1+hn,0<6<2m, (2.26b)
08 N (2.26)

0o (1

r— (—p) —quEg =0, pour 0<r<1+h,0<60<2m, (2.26c)
or \ pn

p(1+h,0)=(14+h)f(0). pour 0<6<2r. (2.26d)

Nous effectuons la transformée de Fourier en la variable 6 dans les équations (2.26). On

N PN
note EF = (EF, —EF) le kieme coefficient de Fourier de E, et p* celui de p.
r
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Pour k € Z et r € [0,1 + h] nous avons les égalités suivantes :

dEE
P = d—" — ikEF, (2.27a)
.
5 N

ik — alE} =0, (2.27b)

K (2.27)

d [ p* -
e (ﬁ) + g Bk =0, (2.27¢)
PP+ h0)],,, = (1+h)fH0). (2.27d)

Nous multiplions par r 1’équation (2.27b) et nous dérivons par rapport a r. Nous avons

~
r <zk r__ thf) =0,

pnr?
entraine
P ~
ih— = Tq}LEfJ
HnT
par suite
P ~
— (Zk—) = (7‘th§>
dr BT r
On obtient :

et en utilisant (2.27¢),

on obtient

Donc on a

Nous allons dériver une fois de plus par rapport a r. En utilisant les égalités (2.27a)-(2.27b),
on obtient
P
ik
KT

- th/E\:f = Oa
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et

On remplace (2.27a) dans (2.27b) :

1 [dEE | ~
ik (—9 — z’kIEff) — q.EF =0,

wpr? \ dr
ie
1 (dEE K o .
ZMhT2<d7’)+Mh7"2 r qn't,. )
1 (dE} k2 -~
zkﬂhﬂ <d—7f’> + (/WQ — qh> Ef = (2.27f)
N d N
On a Ef = —de— (qm]Ef) . En remplacant dans (2.27f) on obtient :
ikqy, dr
ik (d r d ~ k? ~
af-ra Ek) — g | BF =
pinr? (dr ( ikqy dr <W ' >) " (NhTQ Qh) '
ik d r d ~ k2 ~
L G ]E’“) —q | EF =
ikpnr? <dr ( qn dr <Qhr " )) * (,uhTQ Qh> no
ie

1 d [(r d ~ k2 ~
= — (== (gurE" — g | EF =
7 (dr (qh dr (th ’“))) + (,uhrz Qh) "

En multipliant cette équation par 72, elle devient :

1d(rd ~ k2 ~
e ) ) = (2 — EF.
e, dr (qh dr (th T)) (uhr rqh) T

et on a les conditions de transmission suivantes :

- <QC f) = (Qm f) s
z. dr - Zm dr 1+
=k _ =k
qC]E'r r— - qur N
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On a 1 d d k2
- (i_ (th]ﬁﬁ)> = (— — th) TE?
tp dr \ qp dr AT
qui devient, en remplacant E’j :
1 d d ~ k? ~
La(rd e (K )e
pn dr \ qn dr HrT
Cette équation, multipliée par u;, donne
d (r d ~ k2 ~
ar <—— (%Ef)) = (— — TMth) Er,
r \ qpdr r

Ce qui entraine

ie

d% (E’;}) + r(j—; (Ef) = (k; — TMth) EF.

Ainsi, on voit que Eff est solution de I’équation de Bessel dans chaque domaine :

Py 1do, k2 =,
ﬁEr + ;%Er + (Mth - ﬁ) E; =0,

avec les conditions de transmission en r =1 :

1 dEF 1 dEF

—W = — d’r‘ s (229&)

He r=1- Hom r=1+t

¢ EF = qmEF R (2.29b)
r=1— r=1

Par ailleurs, la relation (2.27b) donne ]/E\)ff en fonction de p* :

~ 1k
k ~k
Ef = —p",
ZRT

(2.28)

(2.29)

(2.30)

ou z, = upqy. Grace a la condition aux limites (2.27d), on obtient la condition de Dirichlet

suivante pour EX et pour r =1+ h :

Bl =P

1+h  Zm

(2.31)
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On remarque que pour tout entier non nul k et pour tout » € [0,1 4 h] nous pouvons
facilement écrire % en fonction de EF. En fait, en remplacant (2.30) dans la relation
(2.27c), on obtient :

L’égalité (2.30) entraine

r d ~
ra Ek) Bk =0
ik dr (q’“‘ r) Tt
On obtient alors p
~ r ~
o4 (Ek> 2.32
O ikdr \"") (2:32)

qui donne

Eb 14
—_0 _ EF
r ikdr (rr T) ’

Comme on a EF = rEF et Ef = rEf, alors

donc la connaissance de E’f suffit pour obtenir tous les coefficients de Fourier non nuls de
E. Le cas k = 0 doit étre considéré séparément. En effet, si £ = 0, en utilisant les égalités
(2.27)
o _ dEg
dr’
En remplagant dans (2.27¢), on obtient

d 1 dEO
- EO =
"dr <,uhr dr > o 0

donc pour r € [0, 1 + h], nous avons ’équation satisfaite par Eg :

d {1 dEY -
r25 (ﬁd_r@> + qurEJ = 0. (2.33)
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En remplagant la condition aux limites (2.27d) dans 1'égalité (2.27a) appliquée a r = 1+h,
on obtient la condition aux limites de Neumann suivante pour Eg ;
dEY -
= = (1+h)f.
= (1+n)f

r=1+h

(2.34)

2.5.3 Etude de E, et Ey
2.4.3.1 Etude de E,

Dans cette section, nous donnons le développement en série de Fourier de la composante
normale [E, de E. Puisque nous connaissons explicitement les solutions de 1’équation de
Bessel satisfaite par E,, il est plus commode d’étudier E,, qui est égale a rE,.

Soit h dans [0, 1]. Soient q¢, Gm ,ptc €t iy des constantes données (comme au théoreme
2.1) Nous définissons :

Ze = Mele Zm = HmQm Zh = HKn4ghn

qg. st 0<r <1,
Gm si 1< r <1+h,

an(r)
e st 0 r <1,
uh(r)—{ fy si 1< 7 < 1+h.

Soit f une fonction donnée dans L2(T). Pour tout entier k, E¥ est la solution du probleme
sulvant :

@, 1da, 2\ o

avec les conditions de transmission suivante en r = 1 :

1 dEF 1 dEF
e = —— , (2.36a)
pie dr T
r=1 (2.36)
q.EF L gmEF o (2.36b)

et avec la condition aux limites de Dirichlet :

_

EF . (2.37)
1+h Zm
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En particulier
E0=0.

r

Soient J* et Y* des fonctions de Bessel de premiere et de seconde espece. Pour tout entier
k dans Z*, la solution du problemes (2.35) , (2.36) et (2.37) Ef peut étre écrite sous la

forme suivante :

Ef(r) = ob JM (/zar) vr e [0,1] (2.38a)
(2.38)
EE(r) = of JH (zmr) + BEYM (VZur) . Yre 1,14 h] (2.38b)

Les conditions de transmission (2.36a) et (2.36b) avec la condition limite Neumann (2.37)

k
c

doivent satisfaire un systeme matriciel de 3 équations a 3 inconnues. Pour tout n dans N*,

devraient permettre de déterminer les constantes o ,aF et 3% . En fait, ces constantes

nous définissons la suite de matrices A, (h) :

QCJn<\/Z_C) _qun(\/%> _men(\/%)
A = | S et —vEeE | e
0 AR Y (a1 R)

k. k k. . . .
et o .oy, et 37 doivent satisfaire

ak ik 0
Apw(h) (e ] =— 1 0 (2.40)

k Zm Tk

m f

2.4.3.2 Etude de Ey
Pour k£ non nul, nous avons I’expression suivante de E’g en fonction de E’ﬁ :
. 1 d /-~

Br— —p 2 (Ek> . 2.41
O ik dr U (241)

Le coefficient de Fourier de E4 correspondant a k = 0 satisfait 1’équation suivante :

pour 1€ [0,1+ h
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d [ 1 dEY ~
r2— ( —9) +qrE) =0, (2.42a)

dr W dr
(2.42)
dEY
d—9 = (1+h)fF. (2.42b)
" 1+h

L’équation (2.42a) est une EDO de type Laplace. Avec le changement de variables, on
obtient la solution générale de (2.42a) dans chaque intervalle ou z, est constante, avec des
fonctions de Bessel. Posons

¢ =z,
n=’m,
n=14h)Vznm

et définissons :

770 s
Eo ( VEn )
s
La fonction w est une solution, dans les segments complexes ([0, 1] et n[1, 1+h] de I’équation

w(s) =

de Bessel suivante :
s*w” + sw' + (s> — 1)w = 0.

Un systeme fondamental de solutions de cette équation se compose de fonctions de Bessel
du premier et deuxieme types, désignés respectivement par J* et par Y.

Nous définissons la matrice Ag(h) par :
¢JH(O) —nJ(n) =Y (1)
Ao(h) = | q.J"(C) —mJ" (1) —qmY" (1)
0 @)+ 1) Y™ m) + Y1)
Ensuite, EJ est égale a :
EB(T) = a2r(Jy(r¢) pour 0 <r <1, (2.43a)

(2.43)
EY(r) = a2 r(Jy(rn) + b2, rCy:(rn) pour 1 <r<1+h. (2.43Db)
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ol les constantes a, a’ |0 sont définies par :

cr'm?Tm

a? 0
Ao(h) [ a2, | = 0
v (1+h)f°

Remarque 2.5. Selon le théoreme 2.1, E est dans (H'(€2))?, donc ses composantes E,. et

Ep sont dans H' (). comme
E, = TEM

E, est également dans H'(£2;,). Donc pour chaque k € Z, le vecteur

«

B

k
Q
k

m

est bien défini par (2.40) et la série

> Ei(r)e*’

kEZ

avec des coefficients Ef défini par (2.38), converge dans LL?(T) pour presque tout r dans

(0,1 + h|, et sa somme est une fonction, qui appartient a H!(€;). Nous avons le méme

Z ]/E\l]g(r)eika.

keZ

résultat pour

Dans ce qui suit, nous donnerons le développement asymptotique de chacune des compo-

santes de E, lorsque la donnée de la frontiere f est un polynome trigonométrique.

2.5.4 Asymptotiques
2.5.4.1 Asymptotique dans le cytoplasme

Soit k € Z* et supposons qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

<“—m§00.

1
O_Nc

Rappelons que z,, et z. sont les produits respectifs t,,q,, et p.q.. Notons Dy et Dy les deux

expressions suivantes :

Dy = JH (Zm(L+ 1) YH (/2m) — T (am) Y M (yZm(L 4+ 1),
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Dy = J¥(Vza) Y™ (Va1 + 1) = T (V20 (L+ h)Y M (V2 (1 + h)).
Nous pouvons montrer que :

Va e, JH(2)Y M (z) — JH(2) Y H(z) = %

De (2.40), nous déduisons par un simple calcul 'expression suivante de o :

2

i T/ Zm iuckﬂ
o, =

c = (/2 X LI
Dl"‘(\/%)(%\/\/z—t;)DQ L ZedFI(y/Ze)

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :

D= +h2§m /01<1—m>2 (T 21+ th)Y M (Z0) = Y2 (14 ) M (/Z00) dt,
D=2 / (Lt (L4 )Y ) = Y (L 8 T )

Nous avons pour tout k£ € N, pour tout z € C* ,

2fi(2) = kfi(2) = frs1(2),

pour f* égale & J*I ou Y¥I. Ainsi, comme conséquences simples des propriétés asympto-

tiques des fonctions de Bessel voir [13] , il existe C' > 0 tel que

Ck?
\/z'nw

2o (M (2 (L th)Y ¥ (/2 = Y (L4 1)) T (/) | < O

pour z,, et h tendant vers zéro, donc nous en déduisons :

2 (92 (14 )Y (2) = Y (L th) ()| <

p— (14 O(k*n?)),

TA/Zm

2
Dy = =+ (O(k*H?).

Nous avons aussi, pour z. tendant vers zéro :

r/E M = o ( W) |
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Par conséquent, nous obtenons :

Dy + (V%) (Jk\/z_) Dy = — 2 (1+ O(k2h2)

NV AV LN (7/Zm)
(2.44)
+(V ) k7 + 0 | ( 2h ) ,
Ve (1+[k]) ) \7+ O(k?h?)
Ainsi
m : Tk
z |2m P 242 ¢ Zm| 1217113 ipich f
=(1——Iklh+ O h*k h*|k _
(1= Sme+ o2 + ) ) ()
Ainsi, nous déduisons ’expression asymptotique de E’j, pour tout k € Z, :
Ef = (1 - ZZ—|k\h+ 0( 'Zm||k| Ty h?;kﬁ))
(2.45)
" inckfr I zer)
pimze W (y/20) TWI(/Ze)
En utilisant I’égalité (2.41), nous obtenons
Tk 2" |2m P 252 4 Am| 121113
Ej = 1—Z—|k\h+0 |k|—|—hk h?|k|
(2.46)

pef*  EIM(Er) + Tz
"tz 70) JH(VZ) |

11 reste & étudier EY défini par (2.43).
2

YU Em T Em (L )+ E (Z) (Y (Z) T Z(L 4 B)
T E Y (E (L ) T Z) (1 ) (Y (/20 T ( (4 1)
—TMYEY (L ) 4 TN E)E (YNE) T ( (L B)

By = (

)/ (Vaezm(1+ h)J"(Vze) (T (VZm) Y (VZm(1+ R))

TN EY (L ) Xz >%f .
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En utilisant les propriétés de fonctions de Bessel, nous en déduisons
Vaezm(1+ h) I (ze) (JH(YZm) Y (Zm(1 + 1))
Y (zm) I (Vo (L + 1)) + VZed " (ze) (Y (VZm) T (VZm(1 4 1))
—J (Ve Y (Vam(L+ h))) + T (Ze) 2m(1+ h) (Y (/Zm) I (V2 (1 + 1)
= I (VE) Y (Va1 + h)) + Tz v Em (Y (VZm) T (Zm(L + h))

— M E) Y (a4 h))) = (2(1 LR /T+ O (|zc| +h? (1 + /o] + |zm|))) T (7).

Ainsi, on déduit le développement asymptotique de Eg. Un simple calcul montre que

B = (14 0 (s +22 (14 VT + ) )) P o

Par conséquent, nous en déduisons le théoreme suivant :

Théoreme 2.2. Soit f € H3(T). Supposons qu’il existe une constante Cy > 0 telle que

i<'um

C10_ He

<G

Soient E, et Ey les composantes de la solution du probleme (2.26). Nous définissons E*PP

la solution dans [0,1] x T du probléme suivant :

rot rot EPP + 2 EPP = () | (2.47a)
2.47)
Borp 5 = He o (L)) e
rot X n o (f—HzCH(dG)) (2.470)

On note par Egpp(., k) et par E?pp(.,k) les coefficients de Fourier de chacune des compo-

santes de E®PP. Alors pour tout k € Z*, nous avons

~ ~ |h -
o (B = Bo) = 0 ((L2b e+ 22 e ) 74

Tk Thapp _ 2 B 212 . |#m| 12113 ’%‘
ZC(EQ B (.,k;))_0<(—1+|k|+hk 7 h|k:|> ),

et pour k=0, on a :

(B8 - B57(,0)) = O (lzel + 12 (14 Tzl + [2ml ) ) 7

7|
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Rappelons que C = [0,1] x T. En particulier les estimations ci-dessus impliquent :

zo((|zm\h+h2+ fOD.
(L3(C))?

pour zZm, , Z. et h tendant vers zéro.
Remarque 2.6. Noter que si ji,, = . et si ¢ = z.f/zy, la condition aux limites imposée
pour E“PP est exactement la méme que celle imposée a 8%;”

Zm

Zc

B fow

h2) ‘f—fAO

’ZC| ) + (’ZC|2 + |ZC|h2)

H3 (T

dans la Proposition 2.4.

2.5.4.2 Asymptotique dans la membrane

Dans la membrane, EF a expression suivante, pour k # 0 :

Bf = i (Vanr) + B3 Yik (Vanr)

k k . :
avec a,, et B sont données par :

o YMGER) = Vo[22 I (2 Vi (Vo) | ik S
" Dy + (Vom/2e) (JW(y/20) [ T (y/Z2)) D Zm

I = Ve 2 T2 T E) T () ik
Di + (/2 20) (JH(Z0) [ TH (/20)) D2 o

’

B =

Nous en déduisons :

o _ [ THEn)Y MG E) = Y(/Zr) S M ) :
By = — S (T (7 ) T (7
' ( D1+ (Vzm/ze) (T (/z0) [ TH(/Ze)) D2 [2e(J (V2 TP (V7))

)Y HI ) Y"“'(ﬁ”ﬂk'(%)) MLl
Dy + (ol 20T (/20) [ TH(/Z))Ds o

En utilisant la formule de Taylor, on obtient :

2
T/ Zm

TH 2 Y M 2) = Y () T2 = (= RS + chR?),

En utilisant (2.44), nous en déduisons facilement :

T (2 Y (2) = YW 2r) T (2) = (1+ O(h*k?)) .

~ Zm ‘Zm‘h
EfF=(1-2kl(r—1-h em 4 B2E?
: ( (o >+0(1+|,€|+ n

-
cm h2|k|3)) « S
Z

m

C
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Par conséquent, en faisant la somme de k£ € Z*, on obtient le développement asymptotique
de E, dans la membrane :

Vr e [1,1+ hl,

E, = L (Z‘Z +2—(r —1-hH (f;g) + 0 ((|zm|h+ h? (1 +

Pour E’g, nous utilisons (2.46). Nous obtenons :

=) ko) ).

C

Vr e [1,1+ hj

Bk — (\/%Jdﬂ(\/%r)ydkl(\/%) _ \/%Y/\k\(\/%r)J/|k\(\/%)
9 D1+ (V/2m/2) (JW(/Z) [ TH(/2) ) Ds

VM Emr) Y (7)) — \/%Y"’“'(\/%r)ﬁ(%)> P
Dy + (\/2m/2ze) (J*I(\Jze) [ TF (/) ) Do Zm

Avec un raisenement analogue, on obtient :

VeI T )

- 2
Ef = (Z—’”y/q —K*(r—1)+ Z—";k?h + 0 (|zm|h + 2% +
Ze Z

o
Zm h2|k|3>> « L
c Zm

c

Une estimation simple montre que
B =0 (1|

Par conséquent, si f appartient & H?(T'), on obtient :

1z, df 2o o d*f 9 Zm
E9_2m<ZzCH<d9)+<(T_1) kh) ar T O\ femlh (1

c

)) ) )

Proposition 2.4. Soit f € H3(T). Soit E la solution de I'équation vectorielle des ondes

Donc nous avons montré la proposition suivante :

dans toute la cellule, avec f comme condition auz limites de Neumann.

Nous avons ['asymptotique suivante pour z,,z. et h tendant vers zéro, pour tout r dans

=) ) ks ) ).
=) 1) )

Vre 1,1+ h],

2
N (T A Y (ST

2
Ey = i (ZZ—mH (Z—é) + ((r —1)— ’:k%) % + 0 (<|zm|h+ h? (
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Remarque 2.7. Supposons p,, = p. = 1. Alors, si nous fixons

_df
°= 2

dans la proposition 2.3, nous obtenons directement I’estimation dans la membrane suivante

i.e, soit pour tout r € [1,1+ A,
Zm
< ))irec)

c

(znE —grad V)(r,.) = O ((|zm|h + h? <1 +

2.5.5 La comparaison avec la formulation diélectrique dans le
cytoplasme

Maintenant, nous comparons E avec V*P donnée dans la Proposition 2.4. Nous suppo-

sons que
Hm

e
Comme on a pour tout r € [0, 1], pour tout k € Z*, pour z. tendant vers zéro :

N
TR = (14 0 (VED)).

nous déduisons de (2.45), pour h, z,, et z. tendant vers zéro I’asymptotique suivante :

) h2|k\3>> SN
Zec

Nous soulignons que la constante dans O dépend de k.
Rappelons I'expression asymptotique du coefficient de Fourier de VP donné dans la

=1

i+ V]zmlPK +

Bl — (1 - Zmlk|h L0 <\/| ] (1 +

C

proposition 2.4 :

Zm!k|h) O nCl
\k\

= 2z
yerrk — 2o
Ze Ze

ainsi R N
Tavapp’ _am (g Zml|k|h Pr v
or Ze 2 |kl 7
vk — Zmo (g il i sing(k)ﬁ .
Ze Ze k|
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7
De ce fait, si qbk f , nous avons montré que, pour chaque k € Z*, pour tout r € [0, 1],

i
h2|k’3) ‘ f 7,,|k|
2]

Zm Zm

(¢

~. QVawk |2 2
E;— =0 1 k|h i m|h2k? +
r o = 0 (VI (1| 2| in) + {22+ VRl

Par conséquent, nous en déduisons le théoreme suivant :

Théoréme 2.3. Soit f € H3(T). Soient E, et Ey les composantes de la solution du
probléme (2.26). Soit ¢ la fonction suivante

_ 4
6=

et VPP est donné dans la Proposition 2.3

Alors pour tout k € Z*, nous avons

~ . m h
zCEZ—z’zZ—kV“”p’k =0 (x/!zc! (1+ \k:|h) |2 ‘ + V] zm B2k + h?\kp) ‘%‘rw,
Et
8V“ppk
2B -r - =0 (Vlzl (1+]= AR G e L R B ‘% plkl,
mo O 1 T lkl
En particulier, nous en déduisons, quand z,,, z. et h tendent vers zéro :
2B — i~ grad(Verr) =0 (\/]z_| (1 + |5 h) + |2m|h
“m (L2(0))2 c
I Ry gl ‘ _ 70 17Ol
b Tonlt |2 ) 1= P, 1
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