MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI, TIZI-OUZOU.
FACULTE : DES SCIENCES
DEPARTEMENT : MATHEMATIQUES

Mémoire de Master 11
Spécialité
MATHEMATIQUES
Option
Modélisation Mathématique

Sujet :

Sur les fonctions presque périodiques a valeurs

vectorielles

Réalisé par :

Slimi Karima
Dirigé par :

M™ Daoui Amina

Devant le jury d’examen composé de :

Mohammed Morsli  Prf. UM.M.T.O. Président
Amina Daoui M.C.B. U.M.M.T.O. Rapporteur
Manel Smaali M.C.A. UM.M.T.O. Examinatrice
Omar Mellah M.C.B. UMM.T.O. Examinateur

Soutenu le 30/ 09 / 2015



Remerciements

Je remercie avant tout, le bon Dieu de m’avoir donné le courage et la

volonté, pour 1’élaboration de ce travail.

Je tiens a exprimer mon profond respect et ma reconnaissance a ma
promotrice, Madame Daoui.A qui ma fait 'honneur de diriger ce travail,
pour son aide, sa gentillesse, ses conseils, ses encouragements, sa grand dis-

ponibilité et son ouverture d’esprit qui m’ont aidé a mener a bien ce travail.

Je remercie également le président ainsi que les membres de jury pour

I’honneur qu’ils me font en jugeant ce travail.

Je tiens a remercier aussi tous mes enseignants qui ont contribué a ma

formation de prés ou de loin.

Merci infiniment a tous



Dédicace

Je dédie ce modeste travail :

A mon pere et ma mere ;
A mes sceurs et mes freres ;
A mes tros cheres amies Zahra, Marilia, Fadhila ;
A toute la promotion 2014/2015;
A ceux que j’aime et m’aiment.

Karima



TABLE DES MATIERES

Introduction générale

1 Fonctions presque périodiques a valeurs dans un espace de

Banach

1.1 Introduction . . . . . . . . . . ... ...

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr . . . . . . .. .. ..
1.2.1 Définitions . . . . . . . ...
1.2.2  Propriétés des fonctions Bohr presque périodiques . .

1.3 Fonctions normales . . . . . . .. ... ... ... ...
1.3.1 Propositions élémentaires . . . . . . ... ... ...
1.3.2 L’enveloppe . . . . . ... . ... ... .. ......

1.4 Le théoreme fondamental . . . . . . .. ... ... ... ...

1.5 Exemple . . . . . ..

1.6 Quelques notions sur les systemes dynamiques . . . . . . . .

2 Séries de Fourier des fonctions presque périodiques
2.1 Introduction . . . . . . . ... ...
2.2 Définitions fondamentales . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Valeur moyenne d’une fonction presque périodique . . . . . .
2.3.1 Un résultat de compacité dans I’ensemble de fonctions

presque périodiques a valeurs vectorielles . . . . . . .

S ot ot Ot

10
17
17
19
21
24
26



Table des matiéres

2.4 Série de Fourier associée a une fonction presque périodique .

2.5 Approximation de Bochner-Fejér

2.5.1 Résultats intermédiaires
Conclusion générale
Annexes

Bibliographie

41
42

50

51

54



Introduction générale

La théorie des fonctions presque périodiques a joué un role important
dans différentes branches de Mathématiques. Elle a été introduite pour la
premiere fois par le mathématicien danois Harald Bohr! entre les années
1923 et 1925. La définition de Bohr est claire et simple mais les démonstrations
des résultats principaux étaient difficiles et compliquées. Par la suite, en
1933 S. Bochner? a donné une autre définition au cas des fonctions a va-
leurs dans un espace de Banach quelconque qui fournit un moyen plus court

et plus efficace pour obtenir certains résultats.

Rappelons qu'une fonction f : R — C, continue est dite satisfaire :

1. Le critere de Bohr si : Ve > 0, 3 > 0, tel que : Va € R, [a,a + ]

contient un nombre 7 vérifiant : sup|f(t +7) — f(t)| < e.
teR

2. Le critere de Bochner si : de toute suite («,,) C R, on peut exraire une
sous suite (ayy) telle que (f(. + au))n est uniformément convergente
sur R.

3. Le critere d’approximation si : il existe une suite de polynome tri-

n
gonométriques généralisés (P,),, Pu(t) = Y. cre™t ¢ € C, )\, € R,
k=1

INé le 22 Avril 1887 4 Copenhague, Danemark et mort le 22 Janvier 1951 & Copen-

hague.
2Né le 20 Aout 1899 & Houston et mort le 2 Mai 1982 & Houston.



Table des matiéres 4

convergeant uniformément sur R vers f

Ces trois criteres définissent la méme classe de fonctions dites uniformément
presque périodiques. En outre, pour toute fonction uniformément presque
périodique, la quantité Tin—fl—oo% fOT f(t)e~™dt existe et est nulle sauf sur un
ensemble au plus dénombrable de \. Les A pour lesquels
a(A) = Tin}roo% fOT f(t)e~™dt # 0 sont appelés exposants de Fourier et les
a(X) coefficients de Fourier associés a f. La série de Fourier associée a f est,

0

donc, donnée par : > a(\g)eMt

k=1
Dans ce travail, nous allons présenter I’équivalence entre ces trois criteres
dans le cas ou f est a valeurs dans un espace de Banach.

Le mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous exposerons les différentes définitions et
propriétés des fonctions presque périodiques a valeurs dans un espace de Ba-
nach. Plus particulierement, on verra que la notion de presque périodicité
au sens de Bohr et au sens de Bochner coincident. On terminera ce chapitre

par une application aux systemes dynamiques.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons la notion de série de Fou-
rier d’une fonction presque périodique a valeurs dans un espace de Banach
afin de présenter le principal résultat de cette partie : 'approximation d’une
fonction presque périodique par des polynomes trigonométriques particu-

liers, les polynomes de Bochner-Féjer.

A la fin de ce mémoire nous avons mis une annexe oll nous avons consigné
les différents résultats de topologie et d’analyse fonctionnelle que nous avons
utilisé tout au long de ce mémoire, ainsi qu’'un bref exposé sur l'intégrale
de Bochner.



CHAPITRE 1

Fonctions presque périodiques a

valeurs dans un espace de Banach

1.1 Introduction

La théorie des fonctions presque périodiques a été établie par H. Bohr et
développée par S. Bochner. La définition donnée par ce dernier est équivalente
a celle donnée par Bohr, mais plus maniable.

Nous exposons dans ce chapitre les différentes définitions et propriétés essen-
tielles des fonctions presque périodique a valeurs vectorielles. On terminera
par une breve application aux systemes dynamiques.

Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce chapitre, on peut
consulter les références [1], [12], [4], [6], [7] et [20].

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des fonctions
vectorielles presque périodiques au sens de Bohr.
Tout au long de ce chapitre, K désigne le corps R ou C, E un espace de

>



Banach et Cy(E,R) désigne 'espace de Banach des fonctions continues et

bornées de R a valeurs dans F, muni de la norme de la convergence uniforme
sur R - |[f]| = supl[ f(£)]]
teR

1.2.1 Définitions

Définition 1.1. Un ensemble A C R est dit relativement dense dans R
s'il existe un nombre réel [ > 0 pour lequel tout intervalle de longueur [

rencontre A, i.e.,
d>0,VaeR: [a,a+1]NAZ0.

Exemple 1.1. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout in-

tervalle de longueur 1 contient un élément de Z.

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout [ > 0,

l'intervalle

[~1—1,-1]NN = .

3. L’ensemble {£y/n,n € N} est relativement dense. En effet,
Soit @ > 0. Alors In € N* tel que a®? <n <a?*+1< (a+1)% d’ou
a < /n < a+ 1. Par consequent Ya > 0, In € N* tel que
Vn € la,a + 1].
Pour a < 0, il suffit d’appliquer ce qui précede a —a.
4. L’ensemble {£n? n € N} n’est pas relativement dense.
En effet, pour tout [ > 0 il existe n € N tel que 2n > [.
L’intervalle [n? 4+ 1,n% + [ + 1] est de longueur [ et est strictement

contenu dans [n?, (n + 1)?].

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité
de Bohr :

Définition 1.2. Une fonction continue f : R — F est dite uniformément

presque périodique en breve u.p.p. si pour tout € > 0, I’ensemble

T(fe) ={r eRosup || f{t+7) = () o< e}



est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout € > 0, il existe un
nombre réel I = [(g) > 0 tel que

T(f,e)Nla,a+1] #0,Va € R.

Définition 1.3. Un nombre réel 7 € T'(f,¢) est dit e-presque période ou
e-translation de f. Le réel positif [(¢) est dit longueur d’inclusion associée

a . L’ensemble de toutes les longueurs d’inclusion associées a € est noté

L(f,e).

Commencant d’abord par donner quelques propriétés concernant les en-
sembles des e-translations et longueurs d’inclusion.

Proposition 1.1. 1. T(f,e) C T(f,€') avec e <€
2. 1eT(f,e)=—TeT(fe).

3. St et Ty sont dans T(f,e1) et T(f,eq) respectivement alors 11 £ 7o
est dans T(f,e1 + €2).

Démonstration.

1. évidente.

2. 7 € T(7,8) = supllf(t+ ) = F(0)le = supll F(¥) = S(¢' =)l <
Dou, —T € T(f,¢).
3. Ona:

1F@) = fE+n+n)le < [|f@) = fE+m)le+[fE+n) = fE+7+7)le

E1 + €9.

IN

Donc

sup|[f(t) = f(t+ m+ m)p < e+ e
te

Ce que veut dire que

T+ T9 € T(f,€1 +52).



De plus, on a :

1f(#) = ft+7 —7)le

IA

1F(#) = FE+7)lle + 1f(E+7) = fE+7 —7)le
S g1+ €q.

Donc
SngHf(t) — ft+71 —7n)|p < +eo.
te

Ce que veut dire que
T — To € T(f,El + 82).

Lemme 1.1. L’ensemble T'(f,c) est fermé.

Démonstration. Soit 1, € T(f,¢), tel que

lim 7, =7T.
n—aoo

Alors
| f(t+7) = f(t) |[e<e,VteR.

Faisant tendre n vers l’infini, on obtient :
i 7+ m) = 50 es s e R
Par continuité des fonctions f et || . ||g, on déduit que
| fE+7)— f(t) [|[e<e,VteR.

ie. T€T(fe). O

Proposition 1.2. Soit l(¢) = inf L(f,e). Alors, l() > 0 et l(c) € L(f,¢).

Démonstration. De la caractérisation de la borne inf de [’ensemble L(f,¢),

on a :

Vn € N,3l, € L(f,¢) tel que l(e) <, <I(e) + L.



Soit maintenant a € R. L’intervalle [a,a + 1,,] est inclu dans

[a,a+ () + L]. Donc, [a,a+ (e) + L] contient au moins un nombre

Tn € T(f,€). Soit (T, )ren une sous suite de (T,)nen convergente et soit T
sa limite. Comme a < 7,, < a+1+ i Par passage a la limite, on obtient :

a< lim 7, =7<a+l.

k— o0

De par le lemme 1.1 on sait que T est dans T(f,e), on en déduit que tout

intervalle de longueur I contient une e- translation de f, i.e. | € L(f,e). O

Remarque 1.1. Si 0 < g; < gy alors L(f,e1) C L(f,e2) et l(e2) < l(e1).
En effet, soit [ € L(f,e1), alors [a,a + 1| NT(f,e1) # 0,Va € R.

Ce qui implique que
l[a,a +1NT(f &) # 0,Va € R.

Donc, | € L(f, ).

Nous pouvons conclure que la fonction € — [(g) est décroissante.

Proposition 1.3. Soit f une fonction uniformément presque périodique, st

lensemble {l()}o<c<1 est borné. Alors f est périodique.

Démonstration. Supposons que 31 > 0 t.q. Ve €]0,1[, on a 0 < l(e) < L.
Dans lVintervalle [1,21], on peut trowver alors 7, € T(f, %), Vn € N.

Donc :

| £t +7) — f(2) < %,w cR.

De plus, la suite (T,)nen admet une sous suite (T, )ken convergente dans
1,21] vers 7 ([l,2l] est compact).

Par passage a la limite on a :

1
lim || f(t+7,)— f(t) ||g< lim —,Vt € R.
k—00 k—s00 N,

Comme f et || . ||g sont continues alors

| f(t+7) = f(t) |g=0,Vt € R.
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D’ou, f est périodique. O

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des
fonctions presque périodiques. Nous les retrouverons avec plus de détails
dans les références [1], [4], [14] et [20)].

1.2.2 Propriétés des fonctions Bohr presque périodiques

Proposition 1.4. Si f : R — E est u.p.p. Alors pour tout a € K, et pour
tout a € R, les fonctions af(t) et fo(t) = f(a+t) sont aussi u.p.p.

Démonstration.

1. Soient a € K*, et T € T(f,lfT'). Alors
[aft+7)—af@®) [e=lal | fF(t+7)— f(t) [[e< e VEER.

1l s’ensuit que :

T(f, &) C T(af.2),
par consequent T'(af,€) est relativement dense et af est u.p.p.

2. Soit a« € R et soit 7 € T(f,e). On a alors
[falt+7) = fa@®lle = fla+t+7) = flatt)|e <e ViR

Par consequent T(f,€) C T(fa,€), et fo estu.p.p. En fait on a l’égalité

des deux ensembles : pour T € T(f,,€), on a aussi

Ift+7)=fDle = [[f(t-a)+a+t7)=Ff(t-0a)+a)|e
= [falt —a+7) = falt —a)||lp < e, Vi€ R.

Proposition 1.5. Si f : R — E est u.p.p. alors f est bornée et uni-

formément continue.

Démonstration.
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1. Montrons que f est bornée : pour e = 1, considérons [ = inf L(f,1) et

soit t € R, lintervalle [—t, —t + 1] contient une 1-translation de f soit

7. On a alors : t + 71 € [0,l]. Comme [ est continue, elle est bornée

sur le compact [0,1]. Par consequent

1@ le < [1f@®—=fE+7) e+ 1 FE+7) e

< 1+ sup || f(t) [k
t€[0,l]

t étant quelconque, on en déduit que f est bornée.

2. Montrons que f est uniformément continue sur R. Soit ¢ > 0 et soit
I € L(f,5). Sur lintervalle [0,21], f est uniformément continue, soit
alors 6 €]0,1] tel que ||f(t1) — f(t2)|lz < 5 dés que t1,ty sont dans
0,1+ 2] et tels que |t; — ta] < 6.

Soient maintenant t',t" deux réels tels que |t' —t"| < 6. L’intervalle
[—t'+1, =t + 1+1] contient une §-translation de f, soit 7. On a alors
t'+7 € [1,1]. Du fait que t" —t' €] —6,0[ on obtient : t" +7 € [0,2+1]

IF@) = f@E)e < @) = FE+)le+1FE +7) = F(E +7)le

9 9 £
" — (" < = < Z—c
b ) - s S S+ S5 =

D’ou f est uniformément continue sur R.

Nous allons maintenant énoncer un théoréme trés utile en théorie des

fonctions presque périodiques.
Théoreme 1.1. Soit ¢ > 0, et soient fi et fo deux fonctions presque
périodiques, alors T'(f1,€) NT(fq,€) est relativement dense.

La preuve de ce théoreme repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.2. Soit f une fonction presque périodique et soient €1 et e9 deux
nombres positifs (1 < e9), alors il existe 6 > 0 tel que T+ 0 € T(f,¢e3),
VT e T(f,e1) et VO €] — 0, +4].
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Démonstration.

f étant presque périodique, elle est uniformément continue sur R.

Il existe alors 6 > 0 tel que |z — 2’| <0 = || f(z) — f(@)||g < g2 — €1.

Autrement dit il existe 6 > 0 tel que su}g”f(x) —fle+0)||p < ey —ey dés
te

que 8 €] — 9, 40].
Ce qui entraine l'inclusion | — 0, +0[C T(f,ea — €1). La conclusion découle

de la propriété 3 de la proposition (1.1).

Lemme 1.3. Soient €, deux nombres positifs arbitraires et fi, fo deux
fonctions presque périodiques. Alors l’ensemble des nombres de T'(f1,¢) dont

la distance a T'(fo,€) est inférieure a § est relativement dense.

Démonstration.

Considérons les ensembles T(f1,5) et T(fy,5) et soit | = ko;k € N une
longueur d’inclusion associée aux deuzr ensembles. (Une fagon de choisit [ est
de prendre k € N tel que : k0 > max(ly,lo) ouly € L(f1,5) etlo € L(f2, 5)).
Subdivisons tout l'intervalle | — 0o, +00| en des sous-intervalle [(n— 1)l,nl],
avec n € 7.

Dans tout intervalle [(n — 1)l,nl[ on peut trouver des nombres M )
appartenant respectivement a T(f1,5) et a T(f,5).

Ces nombres vérifient les inégalités suivantes :
-1 < 7'1(”) — 7'2(71) <.

Notons par \; Uintervalle [(i — 1)d,id] aveci = —k+1,..., k.

Les nombres Tl(n) - 72(”) appartiennent toujours a l'un des intervalle ;.

On peut affirmer qu’il existe un ny € N tel que pour tout entier n corres-
pond un entier n' (—ng < n’ < ng) pour lequel la différence 7'1(”,) — 7'2(”/)
appartient au méme intervalle \; que la différance 7'1(”) — 7'2(”). (Ce résultat

sera démontré ci dessous.)

En ce cas, nous avons
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= =" i 05 (-1<0<+1).

Ou
Tl(n) — Tl(nl) = TQ(n) — 7—2(”) + 66.
D’apreés la propriétés 3 des e-translations 7'1(") —7'1(”) et 7'2(") — 2("/) appartient
respectivement a T'(f1,€) et T(fa,¢).
D’ou, tout nombres 7'1(”) — 7‘1(",) de T'(f1,¢) est a une distance inférieur a o

de l’ensemble T'( fo,¢).

Considérons maintenant Uensemble A = {r{™ — ") n € N}

Calculons le module de la différence de deur nombres consécutifs de l’en-
semble A.

Qan an—1
7\ 7\

Y

“(n 'y n— n—1)’ n n—1 n—1) n’
e e L e R e e

On a:
et

Ce qui implique que
0< 7'1(") — Tl(nfl) <2l

Le.
| 7'1(”) — 7'1("_1) |< 2l.

D’autre parts :
Tl(n/) c [(—Tlo — 1)[,%01[

et
Tl(n_l),) € [(—no — 1)1, nol].

La longueur de ce dernier intervalle est égale 2ng + [, il s’ensuil que
Y M < (2ng + 1)L

D’ou
ap — a1 |< (209 + 3)L.
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En déduit donc que A est relativement dense.

Montrons maintenant qu’il existe ng € N tel que pour tout n correspond un
entier n' (—ng < n' < ng) tel que 7 — 7\ et 7" — 7" appartiennent

au méme intervalle ;.

Pour cela supposons le contraire :
Vn € N, dng tel que : Vn' € {—n,...,0,...,n}

7))oy 20 20 ppartient a des intervalles )\; différents.

liére étape :

Pourn =1 3ny tel que Vn' € {—1,0,1} : 7™ — 7™ ¢ 72000 _ 200 o).

ni) __(n1) 1

partient a des intervalles \; différents. En particulier 7'1( et T — 1

sont dans des intervalles \; différents.

2ieme éEtape

Pourn = ny 3ny tel que - ¥n' € {—nq,...,0,...,n}, 7" —7{"2) e 70 7m0
sont dans des intervalles X\; différents. En particulier 7'1(”2) - 7'2(”2), 7'1(”1) -

7'2(”1), et T — Ty sont tous dans des intervalles \; différents. Ici on remarque

que ng = My
Jieme étape

Pour n = ny dng avec nz > ny tel que :

vn' € {-ng, ..., —nq, ..., —1,0,1,...,n9, ..., n2}. 7'1(",) — Q(HI) et Tl(n3) — 7-2(n3)

sont dans intervalles \; différents.

Ainsi de suite, on peut alors construire a la k+1 ieme étape

1,711,77,2,713, vy M1

n Nk .
tels que : 74 — 73, 7" — T, ., T — 1"t sont tous dans des intervalles
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A\; différents. Or le nombre des \; est égale a k contradiction.

Montrons a présent le théoréeme :

Soit €1 > 0 tel que g1 < €.

Par le lemme 1.2, il existe un 6 > 0 tel que : Y17 € T(f1,€1),V0 €] — 0, +4],
ona:7+0eT(f,e).

Maintenant par le lemme 1.3, l'ensemble G des éléments de T(fz,e1) qui
sont distants des éléments de T'(f1,e1) d’une distance inférieur a & est re-
lativement dense. Comme G est inclut dans T(f1,¢).

Done, T(fo,e1) NT(f1,€) est relativement dense.

Par conséquent, T(fa,€) NT(f1,€) est relativement dense.

Grace au théoreme 1.1 on peut montrer que la somme de deuz fonctions

presque périodiques est presque périodique.

Proposition 1.6. La somme de deux fonctions presque périodiques f1, fo

est presque périodique.

Démonstration. Soit ¢ > 0, et soit 7 € T(f1,5) NT(f2,5). On a alors

|t +7)+ fot +7) = fi(t) = fa(t)||p < e, VE € R.

On en conclut que T(f1,5) NT(f2,5) € T(f1 + f2,€), par le théoréme 1.1

T(f1+ fa,€) est relativement dense. Ce qui prouve la proposition.

Proposition 1.7. Soit f,(t) une suites de fonctions u.p.p. telle que
lim f,(t) = f(t) existe uniformément sur R. Alors la fonction f(t) est
n——ao0

presque périodique.

Démonstration. Supposons que la suite de fonctions w.p.p. { fn(t) }nen est

telle que fn(.) converge uniformément sur R vers la fonction f(.). Alors,

Ve > 0,3ng tel que || f(t) — fu(t) |< 5, VE € R,Vn > ng.
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Soit maintenant T € T(fn,, 5) Nous avons alors

[fE+7)=fOlle < 1fE+7) = fag(+7)lle + fne(t+7) = fap (D) |2

) —FOle< 5 +5+5 =<

Finalement, on a :
Ve > 0,3ng € N tel que T(fn,,5) C T(f€).

Ce qui veut dire que T(f, e) est relativement dense pour tout € : f est presque

périodique sur R.

Proposition 1.8. Soit f une fonction continue presque périodique, [’en-

semble Ry = {f(z),x € R} est relativement compact dans E.

Démonstration. Un ensemble K C FE est dit relativement compact, si
pour tout suite dans K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.
Dans un espace de Banach, la compacité relative coincide avec la précompacité
ou ce qu’on appelle par totale bornitude. Il suffit de montrer que pour tout
e > 0, il existe un nombre fini des boules de rayon € dans E, telles que leur
réunion couvre l’ensemble { f(z),z € R}.

Soit ¢ > 0 et | € L(f,5) une longueur d’inclusion de f associée a
Comme f est continue sur le compact [0,1], on déduit alors que l’ensemb
{f(z),z €[0,l]} est compact dans E.

On prend {ey, eq, ..., e, } les centres des boules qui couvrent { f(z),z € [0,]}.
Soit maintenant, t € R et 7 € T(f,e) N [—t,—t+1]. Comme t + 1 € [0,],
alors il existe e; € {e1, eq,...,e,} tel que f(t+7) € B(e;, ). Ot B(e;,e) est

la boule de centre e; et de rayon €, donc

wlm

o~

e

g
| £ +7) = e o< 5

Par conséquent

I f(t) = e le<|| F@&) = ft+7) e+ | f(E+7) =€ [|< g+ g _ e
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Finalement, on déduit que

{f(z),r e R} = U B(e;, ).

1.3 Fonctions normales

Cette classe de fonctions a été défini par Bochner entre les années 1920
et 1930 et donne un moyen plus efficace pour vérifier les propriétés algébriques
et topologiques des fonctions presque périodique. En effet cette derniere est

équivalente a la classe de fonctions presque périodiques au sens de Bohr.

Définition 1.4. Une fonction continue f : R — E est presque périodique
au sens de Bochner si elle est normale. c.a.d. si pour tout suite {h, }reny C R,
on peut extraire une sous-suite {h, },en telle que {f(. + h},)}, converge

uniformément sur R.

1.3.1 Propositions élémentaires

Dans ce qui suit, nous allons présenter certaines propriétés essentielles

des fonctions normales.

Proposition 1.9. Toute fonction normale est bornée.

Démonstration. Supposons que f n’est pas bornée; dans ce cas on peut
trouver une suite {t,} C R, telle que lim || f(t,)||r = +oo0. Mais alors, pour
toute sous-suite {t,, }r de la suite {tZ}TL:X)la suite de fonctions {f(. +tn, ) }r
ne converge pas au point t = 0 et donc ne converge pas uniformément sur

R. D’ou, f n’est pas normale.



18

Proposition 1.10. Si la fonction f(t) : R — E est normale alors
sup || f(t) [[e=sup || f(t) |5 -
>0 teR

Démonstration. 1l suffit de montrer que sup || f(t) ||[g< sup || f(¢) |& -
teR teRt

De la suite des translatées {f(t + n)}nen, on peut extraire une sous suite
{f(t+ ng)}ren telle que klim f(t+ng) = g(t) uniformément sur R. i.e.
Ve > 0,dkg € N tel que :

k> k)= sulg | f(t+ng) —g(t) [[E< €.
te

Ceci est equivalent a : Ve > 0,3kg € N tel que :

k> ko= suﬂg) | f(t) —g(t —nyg) ||E<e.
te

Cette derniére veut dire que klim g(t —ng) = f(t), uniformément sur R.

Soit maintenant to < 0,3ky € N tel que k > kg = to + ng > 0. Donc

| f(to+ni) [|g< sup || f(t) ||, VE > k.
teR+

Par passage a la limite on aura : || g(to) |g< sup || f(t) ||z . Cette inégalité
teR+

reste valable pour tout t > 0, on en déduit alors :

sup [| g(t) |e< sup || f(2) ||z -
teR teR+

D’autres parts :
I g(t —mp) ||e< sup I 9(u) l|lg, VEk € N.
ue
Par passage a la limite on obtient :
Jim ([ g(t =mn) < sup || g(u) [2< sup || f(u) |z -
- u€R u€Rt
Mais lim g(t —ng) = f(t), Yt € R. D’ou

k—400

I F(#) lle< sup [| f(u) ||z, V¢ € R.

ueRt
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Finalement
sup || f(t) [[e< sup || f(t) ||& -
teR teR+

Corollaire 1.1. Soit {f,(t)}nen une suite de fonctions normales telle que
lim f,(t) = g(t) uniformément sur la demi droite [0, 00|, alors la conver-

gence est uniforme sur R.

Démonstration. Il est facile de vérifier que la somme ou la différence de

deux fonctions normales est aussi une fonction normale. Par conséquent :

Sup | fa(t) = fu(t) [l5= sup || fult) = fin(?) || -

teRt+

Remarque 1.2. D’apres la preuve de proposition 1.10, on remarque que
I'on a le méme résultat sur le demi intervalle [, oof. i.e.

sup || f(#) [|= Sup @) Nz -

Proposition 1.11. Si f est normale alors limsup || f(t) ||g=sup || f(¢) ||&-
teR

t—00

Démonstration. On sait que

limsup || f(t) = lim (sup | f(t) |le) = (sup || f(2) [|l&)-
t— 00 0 t>A teR

lim
A—o00
Donc, nous avons que :

lim sup [| f(t) [lz=sup | £(2) I~ -

—00

1.3.2 L’enveloppe

Définition 1.5. H(f) est le sous ensemble de Cy(R, E) constitué de toutes
les fonctions ¢g qui sont limite uniforme d’une certaine suite de fonctions
translatées de f. Autrement dit H(f) est la fermeture dans C,(R, E) de
I’ensemble de toutes les translatées de f, H(f) est appelée enveloppe de f.
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Remarque 1.3. De la définition de la normalité de f, il est clair que f est

normale si et seulement si H(f) est compact dans C,(R, E).

Remarque 1.4. Cy(R, E) étant complet, alors f est normale si et seule-

ment si ensemble de ses translatées {f(.+7),7 € R} est totalement bornée

dans Cy(R, E).

Proposition 1.12. Si la fonction f : R — E est presque périodique et
g € H(f) alors g est presque périodique et H(g) = H(f).

Démonstration. f est presque périodique donc toute fonction translatée
de f est aussi presque périodique. Donc si g € H(f) alors g est aussi presque

périodique, car limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques.

Montrons maintenant ’égalité H(f) = H(g).
Soit h € H(g), il existe alors (any, ., C R tel que : h(t) = lim g(t + ay)
uniformément sur R. Aussi comme g € H(f), 3(Bn)nen tel qZ:.-OO

g(t) = lim f(t+ 05,) uniformément sur R.

Pour u%—emi 0 donné, on peut trouver alors ng € N tel que :

m o = sup || h(0) = gt + ) < § et sup | g(t) = £t + ) o< 5.
te te

Avec un changement de variable dans la premiere estimation, on aura :

€
sup || h(t — ) — g(t) [[< é,Vn > ng.
teR

Par conséquent

n>mng=sup || h(t —a,) — f(t+5,) [[e< e
teR

Un autre changement de variable nous donne :

n>ng=sup || h(t)— f(t+a,+ 5,) ||g< e
teR
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h est alors un élément de H(f). D’ou, H(g) C H(f).

Maintenant pour montrer que H(f) C H(g), il suffit de remarquer que
g€ H(f)= [ e Hg)

1.4 Le théoréme fondamental

Le théoréeme suivant affirme que la presque périodicité de Bohr et celle

de Bochner sont équivalentes :

Théoreme 1.2. Soit f : R — E wune fonction continue. Alors, les pro-

priétés sutvantes sont équivalentes :
1. f est normale.
2. f est u.p.p.
Démonstration. Supposons que la fonction f(t) : R — FE est uni-

formément presque périodiques, f est alors uniformément continue sur R.
Done, Ye >0, 35(e) > 0 tel que sit,s € R et |t —s| < ¢ alors

| flu+t) = flu+ts)|p< g,vu cR.

Soitl € L(f,5) et considérons les nombres réels : a1 = §,ay = 20, ..., a, = nd

avec no > .
Soit a € R, lintervalle [—a, —a + 1] contient une 5 translation de f, Soit T.

Alors on a :

sup || f(u+7) = f(u) [lo< 3.
u€eR

Comme 7+a € [0,1], il existe alors unm € {1,....,n} tel que : |[T+a—a,,| < 4.
De ['uniforme continuité de f, on a :
€
sup || flu+a+7)— flu+an) ||[E< 5
u€eR
Par conséquent

sup [ f(u+a) = flutan)lle < sup|f(uta) = flutatr)s

+ sup||flu+a+71)— flutan)|e <e.
u€eR
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a étant quelconque, on en déduit que l’ensemble des translatées de f, est

totalement borné. Par la remarque 1.4, f est alors, normale.

Inversement supposons que [ est normale, de la remarque 1.4 on a :
Ve > 0,3ay, ag, ..., a, € R tels que : V7 € R, 3i(7) € {1,...,n} tel que

sup || f(t+ai,,) — ft+7) [|[e<e.
teR

Ceci est équivalent a

sup || () = f(t+7 —ai,) < e
teR

T — a,(r) est donc un élément de T(f,¢).
De plus, en posant | = max lai|, on voit que T —1 < T — ayry < T4 et

T(f,e) est donc relativement dense et a, comme longueur d’inclusion 21.

f est alors presque périodique.

Remarque 1.5. L’équivalence entre la définition de Bohr des fonctions
presque périodiques et celle de Bochner des fonctions normales, nous per-
met de fournir des preuves simples pour certaines propriétés élémentaires
fondamentales. Par exemple la proposition 1.6 et le théoreme 1.1 peuvent

étre obtenu plus simplement :

Soient f; : R — FE, fy : R — FE deux fonctions presque périodiques.
{fi. +7),7 € R} et {fa(. + 7),7 € R} sont alors relativement compacts
dans (Co(R, E), || - ||oo)-

Considérons maintenant ’ensemble des fonctions translatées de f; + f.

{(i+fo)(+7),TeR}ona:
{il+7)+ fol +7),7TeR}C{AI(+7),TeR} +{fo(.+7), 7 € R}

Il est claire que 'ensemble {(f1 + f2)(. + 7),7 € R} est donc relativement
compacte des que {fi(. +7),7 € R} et {fa(. + 7),7 € R} le sont. Notons

que la difficulté de cette preuve en utilisant la définition de Bohr vient en
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fait de la difficulté a montrer le théoreme 1.1, avec les e-translations. Ce
dernier théoreme s’obtient facilement avec la définition de Bochner, comme

on le verra ci dessous :

Considérons la fonction :
F:R— EXxFE
Définie par :
F(t) = (£i(t), f2(1) avee | F() [[exp=|l 1) [l + || f2(8) [l&-

F' est normale. En effet,

Considérons I'ensemble de toute les translatées de F'. Soit {F'(.4+7),7 € R}.
On a:

{F(47), 7 € R} ={(fi(47), fo(4+7)), 7 € R} C{fi(-4+7),7 € R}x{fo(47),7 € R}.

D’ou

{F(.+7), Te R}CA(fi(.+7),7 e R} x {(fo(. +7), 7 € R}.
C.a.d.
H(F) C H(f1) x H(f2).

et comme H(f;) et H(fy) sont compacte. En déduit que H(F') est aussi
compact car fermé dans un compacte.

D’ou, F' est presque périodique au sens de Bohr.

Soit maintenant 7 € T'(F,¢). Par définition on a alors

sup || F(t+7) = F(t) [[5< e.
teR

Stlelﬂlg | (fi(t+7) = fr(t), fo(t +7) = fa(t)) [[e< €.
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Ce qui implique que

sup([| fu(t +7) = f1(@) [z + | folt +7) = f2(1) ||2) <e.

teR
D’ou

sup || (e +7) = f(t) 1= = et sup || folt +7) = falt) o< .

De la on voit que 7 € T'(f1,e) N T(fo,¢).
1.€.

T(F,e) CT(f1,e) NT(f,¢).

On en déduit alors la relative densité de 'ensemble T'(f1,e) NT(fs,€).

Remarque 1.6. 1. De la preuve ci dessus, on voit que I’'on peut généraliser
le résultat a une famille finie de fonctions presque périodiques : étant
donnée une famille finie { f1, fo, ..., f} de fonctions presque périodiques
alors :

Ve >0, T(f1,e) N.... N T(fn,€) est relativement dense.

2. Aussi on utilisant le méme raisonnement, on peut démontrer que le
produit d’une fonction presque périodique numérique f( a valeurs dans
le corps K) et d’une fonction presque périodique g & valeurs dans un
espace de Banach F est aussi une fonction presque périodique a valeurs
dans FE. En effet, on considere la fonction F(t) = (f(t), g(t)) qui est a
valeurs dans K x E. On démontre que F' est normale puis en remar-
quant que T'(F'(t),€) € T'(f(t)g(t),2Me) ot M = maX(Sttelﬂlglf(t)!, Stgﬂg\lg(t)lha),
on déduit que f.g qui est a valeurs dans F est alors uniformément

presque périodique.

1.5 Exemple

Soit L(E) I'espace des opérateurs linéaires bornés sur F.

Supposons G : R — L(E) une fonction telle que, Vax € E
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Gt)x:R — F
t — G(t)r=G(t)()

est presque périodique.

Considérons une fonction presque périodique f : R — FE. On peut

montrer alors que la fonction h définie par :

h:-R — F
t — h(t)=G)(f(1)

est aussi presque périodique.

En effet,
Du fait que toute fonction presque périodique est borné, alors {G(t)z,t € R}
est borné, Vx € E.

Donc, d’apres le théoreme de Banach Steinhaus
sup || G (1) [l < +oc.
teR

Maintenant ’ensemble {f(t),t € R} est totalement borné dans E.
Donc, pour un € > 0 donné, il existe un e-reseau fini de f. i.e.
Hny,ng,...,n,} C E tel que : VYVt € R, 3i € {1,2,...,n} tel que :

f(t) € B(x;,¢) ou tout simplement || f(t) — x; ||[g< €.

Considérons maintenant les fonctions presque périodiques G(t)z1, G(t)xa, ..., G(t)zy, f(t).
D’aprés la remarque 1.6, on peut affirmer qu’il existe un ensemble relative-

ment dense d’e-translations commun pour les fonctions G(t)x1, G(t)xa, ..., G(t)xn, f(1).
C.a.d, 3T, tel que V7T € T;, on a :

sup | G(t+71)x; — G(t)z; [[p<e et sup| f(t+71)— f(t) [[p<e.
teR teR
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Montrons maintenant que 7. est un ensemble de translation de la fonction
G(t)f(t) ce qui prouve qu’elle est presque périodique puisque G(t)f(t) est

continue.

Maintenant

GO)f(t) |

| z; —

vy — G(t)r; ||g

f@) e

[GE+7)ft+7) =GO () e < [[GE+T)ft+7)—GE+T)z; |5
+ G+ 1)z — Gtz e + || GH)x; -
< GE+7) el fE+7) =z g+ | GE+7)
+ GO el z = ) lle
< [1G® Nl NN FE+7) = F0) e+ 1 F() =2 [lg)
+ G +7)r; = G(t)z; e+ | GE) |l
< 1(26)+e+le=3let+e, VT eT.. O

Nous terminons ce chapitre par donner une propriété de stabilité des
systémes dynamiques que I'on obtient avec la définition de Bochner (voir
[14]).

1.6 Quelques notions sur les systemes dy-

namiques

Les systemes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent
de modéliser des phénomenes évoluant dans le temps, ces phénomenes pou-
vant provenir de la physique, la mécanique, 1’économie, la biologie, la chi-
mie...etc.

L’ensemble des variables d’état d’'un systéeme permet de construire un es-

pace mathématique appelé espace des phases.

Dans ce qui suit on rappelle quelques définitions nécessaires.
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Définition 1.6. Soit M un ensemble quelconque et G un groupe additif
(R ou Z). Une famille S(¢) d’applications de M dans M indexée par le
groupe G, t € GG est appelée groupe a un parametre de M si :

S(t+s)=S5(t)oS(s),Vt,s € Get S(0) = Iy.

Définition 1.7. Soit E un espace métrique, S(t),t € R un groupe a un
parametre d’homéomorphismes de I'espace métrique F.
Si pour tout z € F la trajectoire correspondante 2 = S(t)z : R — E est

continue, alors on dit que (F,S(t)) est un systeme dynamique ou flow.

Définition 1.8. Le flow de (F,S(t)) est dit deux coté stable ou équi-
continue, si les transformations de S(t),Vt € R sont équi-continues sur tout

ensemble compact de E.

Pour énoncer le résultat qui nous intéresse on considere que E est un

espace de Banach ; le résultat est énoncé pour un espace métrique complet
(voir [14]).

Proposition 1.13. Toute trajectoire relativement compacte de flow stable

deux coté est une fonction presque périodique.

Démonstration. Soit f(t) = S(t)(x) une trajectoire relativement com-
pacte du flow (E,S(t)), ie Ry = {f(t),t € R} est compacte.
Considérons (f(t,))nen une suite quelconque de Ry, elle admet donc une
sous suite (f(t),))nen convergente dans E (donc de Cauchy dans E ).
Le flow (E,S(t)) étant un flow stable des deux cotés les transformations

(S(t),t € R) sont équi-continues sur Ry. i.e. :

Ve > 0,36 >0 t.q ||f(t,)—f(t,)lp <6 = Sup 1S@)(f (E)=SO(fE)lle < e
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Mais par définition

IS (f () = SO EDIe = 1SOSE) (@) = SE)(S () (@)lle
= [[5(t) 0 S(t,)(x) = S(t) 0 S(t,,)(7)[| e
= ISt +t) () = St +1,) @)z
= It +t) = fE+8)le.

Ce qui veut dire donc que la suite (f(. + t))nen est de Cauchy dans
Cy(R, E), ainsi par la définition de Bochner f est presque périodique.



CHAPITRE 2

Séries de Fourier des fonctions presque

périodiques

2.1 Introduction

L objectif de ce chapitre est d’énoncer un théoréme d’approrimation des
fonctions presque périodiques a valeurs vectorielles par une suite de po-
lynomes trigonométriques généralisés (polynomes de Bochner-Fejer).

Pour plus détails sur les résultats de ce chapitre, nous renvoyons le lecteur
a [1], [6] et [7].
2.2 Définitions fondamentales

Définition 2.1. Un polynome trigonométrique généralisé est une applica-

tion T : R —— E de la forme

T(t) =) Cre™ vteR (2.1)

k=1

avecn € N* \p e Ret C), € E.

29
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Remarque 2.1. Les applications de la forme ¢t — e avec A € R sont
périodiques donc u.p.p. Donc aussi toute combinaison linéaire finie de telles

fonction est u.p.p. (voir Proposition 1.4.)

Définition 2.2. Une fonction f : R — FE possede la propriété d’ap-
proximation polynomiale, si pour tout € > 0 il existe un polynéme trigo-

nométrique généralisé T, tel que
| f(t) —T.(t) |[p< e, Vt € R. (2.2)

Proposition 2.1. Toute fonction possédant la propriété d’approximation

polynomiale est presque périodique.

Démonstration.
Soit (T)nen une suite de polynémes trigonométriques généralisés appro-
chant f uniformément sur R. Puisque T, est u.p.p.¥n € N, par la Proposi-

tion 1.7 on déduit le résultat souhaité. O

2.3 Valeur moyenne d’une fonction presque
périodique

Proposition 2.2. Pour toute fonction u.p.p. f : R — FE, la valeur

moyenne M{f} définie par :

v =i 1 [ s 2.3

existe et est finie.

Démonstration. Soit ¢ > 0 et soit I(5) la longueur d’inclusion de f

associée a 5, et A=sup || f(t) ||&-
teR

Soit a € R et T une 5-translation de f dans l'intervalle [a,a + T7].

Par la relation de Chasles on a pour tout T > 0
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Dot
T a+T +T T
I3 i [ swats < g [ roa- g [ s g o
EYNCan
1 T
< 3 [ wr-sesn sz [C100 1
1 a+T
Sy O
e 2A
< -+ =l
2 T

Posons a = (k — 1)T,Vk € N*. Alors, on peut écrire :

24
H —/ Ft)dt— & FOdt < S+ 2ivke N (24)
(k—1)T 2 T

D’autre part, on a :

T nT T
17 | swde—— [ rwae = g [ s dt——z/ (1)t |5

—ZH—/ i dt——/k 0l

IN

En utilisant (2.4), il vient que

e I 2A
| f/o f(t)dt — n—T/O f(t)dt | e< §+ =l (2.5)

Soit maintenant Ty, Ty deux nombres positifs tels que pour certains my, mo

dans N* on a
m1T1 = mQTg (26)
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Alors, on a :
1 M 1 [T 1 M 1 mi Ty
I | rwde—g [ rae < g [ s — [T s s
1 maTs 1 [T
i [ = [ o
1 mi1Th 1 maTh
ol [ = [ 0 e
En utilisant (2.5) et (2.6), on obtient :
I I 1
Hﬁ i f(’f)dt—f2 i f(t)dt ||E<€+2A(T1 T2>l

Cette derniere inégalité reste valable pour Ty, Ty > 0 en raison de la conti-
nuité de = fo t)dt comme fonction de T, (voir annexe propriété (2.1) (1)) .

On a :

1o

V[ = [ e < 2
T1 o T2 . E> )

441

dés que Ty et Ty sont supérieurs a to = =2°.

L’existence de la limite dans (2.3) est donc assurée par le critére de
Cauchy.

Proposition 2.3. Soit la fonction f : R +—— E wu.p.p. Alors

. 1 a+T
im = [ ped =g,

T—00

uniformément par rapport a a € R.

Démonstration. Soit f, la fonction translatée de f. Alors
M{f.y = M{f(t+a)}

- Th—n}oo?/ ft+a
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Par un changement de variable, on aura :

a+T
Mgy = tim g [

1l s’ensuit que
0 a+T
gy = g [rwasg [ o)

a+T 1 a+T
_ Thinoo—/f )it + lim “ a+T/0 F(t)dt

= M{f}.

DoiVa € R, lim 7 [T fydt = M{f.} = M{f}.

Il reste a prouver que pour tout € > 0 il existe un Ty(e) > 0 indépendant de

a tel que
1 a+T
I [ £ = M{sY 5= 29T > Te). (27)
Soit
1 a+T
I3[ F0d= () 5= 2T > Te) (28)
Soit encore
1 T
I | Fte+ @it = M(} 5= 25T > To) (2.9)
0

Faisant tendre n vers l'infini dans (2.5), f remplacée par f, on obtient :

I —/ f(t+a)dt — M{fo} || < 5+%z

T
Comme A et | sont indépendants de a. En déduit alors (2.7) . O
Ce qui nous permet alors de dire que pour a = =T on a :

1 0
Misy = Jim 7 [ (o
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et donc par conséquent on a l’expression de la moyenne

1 T
M{py = Jim o [

Propriétés : Soient [ et g deux fonctions u.p.p. Alors, on a :
1. M{\f} = AM{f}, VX e K.

2. 8i f(x) > 0,Vz € R alors M{f} > 0.

3. M{f+g; = M{f}+ M{g}.
4

. Soit (fn)nen une suite de fonctions u.p.p. qui converge uniformément
vers une fonction f. Alors

Tim M{f,} = M{f) (2.10)
Démonstration.
1. Ona: .
MU} = lim /O ()t
De la linéarité de lintégrale, on déduit que

M{Nf} = A( lim —/ f(t)dt)

T—>oo

— AM{/}.

2. Supposons que f(t) > 0. Alors, on a : fo t)dt > 0,¥T > 0, d’ou

1
Misy = Jim 7 [ a0

3. Ona:

M{f+ g} = Jim £ [+ a0

Comme ["intégrale est linéaire, alors

3 [[wrawa=g [ o1 [
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d’ou

T T
M{f+g} = lim 1/0 F(t)dt + lim 1/0 o(b)dt

T—ooT —o0 T
= M{f}+ M{g).
4. On a :
IR} =M e = 1 Jim [ Gl = F)at 1

A
2
|

T‘—>OOT/O | fu(t) = f(t) || dt

IN
E.
I

! / | £ult) = £(0) [l dt

T—soo T 0

= [ fa(®) = () [l

En faisant tendre n vers 'infini, nous obtiendrons

Tim | M{f) = M} (o< Tim | = fo =0

Finalement, on déduit que
Tim M{f,} = M{f}.

Remarque 2.2. L’application M : f —— M{f} est une application linéaire
continue. En effet,
la linéarité est une conséquence directes des propriétés 1, 3. La continuité

découle du fait que :

IM{FH <I| f lloo - (2.11)
De plus, nous avons
M
||MHE: sup le
120 11 f oo

En effet d’apres (2.11) || M ||[g< 1, or si f est une fonction constante alors

[MAFH =1 lloo -

D’ou la propriété souhaitée.
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2.3.1 Un résultat de compacité dans ’ensemble de
fonctions presque périodiques a valeurs vecto-
rielles

Notons AP(FE) 'espace des fonctions presque périodiques de R a valeurs
dans un espace de Banach E que 'on munit de la norme
| l= supllf (&)l -
teR
D’apres les résultats cités dans le chapitre précédent AP(E) est un sous

espace fermé de (Cy(R, E), ||f]]) d’'ou (AP(E), | f||) est aussi un espace de
Banach.

Définition 2.3. Une famille F de fonctions presque périodiques est dite

équi-continue si pour tout £ > 0 il existe ¢ tel que
Ve,y € R |x —yl <0 = f(z) = fly) [e<e VfeF.

Définition 2.4. Une famille F de fonctions presque périodiques est dite
équi-presque périodique si pour tout € > 0 il existe [ > 0 tel que tout

intervalle de longueur [ contient un nombre 7 vérifiant
sup [ f(t+7) — f()|s <&, VfeF.
teR

Théoreme 2.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille
F de fonctions dans AP(E) soit relativement compacte est qu’elle satisfasse

les propriétés suivantes :
1. F est équi-continue.
2. F est équi-presque périodique.

3. Pour tout t € R, l'ensemble {f(t), f € F} est relativement compact
dans E.

Démonstration.
1. Nécessite : Tout d’abord, observons que toute famille finie de fonctions
presque périodiques est équi-presque périodique (voir la remarque 1.6)

et est équi-continue.
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Supposons que la famille F de fonctions dans AP(E) est relativement
compacte. Alors, pour tout € > 0 il existe un e-réseau finie de F.
Soit { f1,....fp} un e-réseau de F, i.e.,

pour tout f € F il existe f, avec 1 <p <m tel que || f — f, [|[<e.
On a:

[ fC+7)=fO e < | fE+7)=f0+7) e+ fot+7) = (D) &
P AGENION>
< e

Ou 7 est une e-translation de {f;,;i = 1,m} ({f1,....fm} est équi-
presque périodique). Par conséquent, la famille F de fonctions presque

périodiques est équi-presque périodique et équi-continue sur E.

De plus, de toute suite (fn)nen C F on peut extraire une sous-suite

(fm)men convergente dans AP(FE) .i.e.

lim_sup || fu(t) — fo(t) |5= 0.

m—00 ¢cR

Ce qui donne
| Ful®) ~ o) =0

Done, (fim)men est uniformément convergente sur E.

Finalement, pour tout t € R 'ensemble {f(t), f € F} est relativement

compact sur E.

. Suffisance : Soit (f,)nen une suite d’éléments de F. Du fait que ’en-
semble {f(t), f € F} est relativement compact, on peut extraire une
sous suite (fu)men de la suite (fn)nen qui convergera simplement sur
un ensemble M dénombrable et dense dans R.

Montrons que (fim)men est uniformément convergente sur R. Comme

F est équi-continue, alors pour tout € > 0 il existe § = 5(%) tel que

€
Vo,y €R, |z —yl <0 = fla) = f{y) [e< 5. Vf € F.
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De plus, F est équi-presque périodique. Donc, pour tout € > 0 1l existe
I =1(5) >0 tel que

supl|f(t +7) = f(t)ls < £, VS € F.

teR

longueur inférieur a 6. Considérons, ensuite, My = {s1,....s,} C M

une subdivision de l'intervalle [0,1] en des intervalles de

tel que Vi = 1,p, s; € I; (ceci est possible car M est dense dans R).
Puisque My est fini, il existe, alors, N() correspondant a la conver-
gence uniforme de la suite (f)men sur M.

Pour tout t € R lintervalle [—t, —t + 1] contient au moins

une e-translation T de F. Comme t + 1 € [0,1], il existe s; € My tel
que [t + 1 — s < 6.

Finalement, pour tout n,m > N(§) on a :

[ fa(®) = fu(®) le < ([ fu(®) = fult+7) lg + || falt +7) = fulsi) |l
+ | falsi) = falsi) 2+ 1| fn(si) = fmt +7) |l
+ @+ 7) = fu(®) [
< 5% =c.

Ce qui acheve la démonstration. O

2.4 Série de Fourier associée a une fonction
presque périodique

Nous allons montrer dans cette section que [’on peut associer pour une
fonction presque périodique a valeurs vectorielles une série de Fourier for-
melle.

La méthode utilisée est technique. Le lecteur pourra aussi consulter ’exposé
fait dans Zaidman chapitre 10 page 85.



39

Pour ne pas alourdir [’exposé de ce chapitre nous admettant le lemme
technique suivant sans démonstration. Le lecteur intéressé pourra le consul-
ter dans [6] page 165.

Lemme 2.1. Soient p(t) : R — C une fonction presque périodique et
o0
S aret la série de Fourier correspondante d .

k=1
Considérons M le Q-espace vectoriel engendré par les \;.

Alors pour tout A € R — M, et pour tout € > 0, il existe un nombre ¢ ;
0 < d < § et un entier n tels que ¢(t) ait une e-translation qui satisfait le
systeme

AT < 0,k =1,2,...,n, |A —7| <4, (mod 27). (2.12)

Nous pouvons a présent énoncer le théoréeme suivant :

Théoreme 2.2. Soit f : R — E wune fonction presque périodique. Les

quantités
a(A) = M{f(t)e"*'}

sont différentes du 0 de E sauf sur un ensemble au plus dénombrable de R.

Démonstration. Considérons la fonction numérique

olt) =sup || flu+1) = f(u) lls .

Alors

lp(t +7) — (1) Sup

sup I flutt+7) = fu) s = flutt) = fluw) el

IN

[sup || fu+t+7) = f(u) e —sup | flu+1t) = f(u) [|el

< sup || fluttt7) = flutd) flo=sup | flutr) = fu) s

u€ER

On voit immédiatement de cette inégalité que toute e-translation de f est
une e-translation de p. On en déduit donc que ¢ est une fonction presque

périodique. De méme toute e-translation de p est une e-translation de f,



40

0. En effet : si T est une e-translation de p,

cela découle du fait que p(0) =
| <e. En particulier,

alors ilelﬂgw(t +7) — p(t)
[p(0+7) = (0)] = || = sup|f{u+7) = flw)[z <&

o

Maintenant considérons > are™ !, la série de Fourier associée d o et
k=1

soit M le Q-espace vectoriel engendré par les \;. Montrons que pour tout

A€e€R—M,a(X) =0. En ce cas l'ensemble A = {\ € C tel que a(\) # 0}

est au plus dénombrable.

Soit alors A € R — M. Par le Lemme 2.1, on peut trouver
une e-translation T de la fonction p(t) telle que :
s
AT — 7| < BL (mod 27).

Le.
AT = (m+ &) + 2km, avec a € [0, g[

Alors, on déduit que
11— e > 1. (2.13)

De plus, on a :

1 T

W= gim L[ foe v
a _TinooT i e
1l s’ensuit que
1 [t .
o) = lim / ft 4 7)e Mt
— 00 O

= eMM{f(t+1)e M}
= e a(\) + e M{[f(t +7) — f()]e"M}.
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Ce qui implique que
I (1 =e™aN) Iz = e M{[f{t+7)— ft)]e™™} ||n
< Jem™LMA| [F(E 1) = FO)]e™ (e}
MA|| [f(t+7) = f@O)]e™ |1s}-

Comme T est un e-translation de f, alors
I (1 =e™)a(\) g= |1 = e[ Ja(M)]e < e

Par (2.13), on obtient
I a(A) [[p<e.

Finalement, puisque ¢ est arbitraire on conclut que a(\) = 0,YA € R — M.

Conséquence : Soit f une fonction presque périodique. Alors, on peut

lui associer la série de Fourier formelle

Z a(Ag)e Mt

0o
k=1

On note

o0

F&) ~ Y a(M)e™

k=1
Les A\ € R sont les exposants de Fourier de f, et les a(\y) € E sont les
coefficients de Fourier de f.

2.5 Approximation de Bochner-Fejér

Suivant la méthode de Fejér sur la césaro-sommabilité des séries de Fou-
rier, Bochner construit explicitement une suite de polynome trigonométrique

convergeant uniformément vers une fonction presque périodique donnée.

Définition 2.5. Soit (3,)nen une suite de nombres réels. On dit que cette

suite est linéairement indépendante si pour tout entier n
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Zﬂﬂ"i =0=r=0,Vie{l,...,n},V(ry,..,r,) € Q" (2.14)

=1

Définition 2.6. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que (Gg)ren de réels

linéairement indépendant forme une base de A si pour tout a € A il existe
n

un entier n et (rq,...,r,) € Q" tels que a = > r;0;.
i=1

2.5.1 Résultats intermédiaires

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats intermédiaires utiles

pour démontrer théoreme ’approximation polynomiale.

Proposition 2.4. 5i f : R — E une fonction presque périodique et

¢ € E*. Alors la fonction composée

(9o f)=0o(f(t),VteR

est presque périodique.

Démonstration. Supposons que T un e-translation de f et soit

¢ € E*.a.e. ¢ est linéaire et bornée sur . On a alors

[o(f(t+ 7)) = ¢(f(1))]

IN

¢ ]
o]

ft+7)=f@) |l
g €,Vt € R.

E*

IN

D’ot, (¢ o f) est presque périodique.

Proposition 2.5. 5i f : R — E une fonction presque périodique et
¢ € E*. Alors

¢(M{f}) = M{go f}. (2.15)
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Démonstration. On a :
1 [T
o(M{f}) = T@ ¢(—/ f(t)dt)( par continuité de ¢),

= llm Tgb f t)dt)( par linéarité de ¢),

T

= lim l( o(f(t))dt)( Voir Annexe Propriété 2.1(4)),

Lemme 2.2. Si A un sous-ensemble dénombrable de R. Alors, il existe un
sous-ensemble 3 de A formant une base de A.

Démonstration. Soit A = {\y;k > 1}. On pose 31 = A\
w1 = A\{rpy;r € Q}, By = { premier élément de w;}

wy = A\{r101 + r202; (r1,79) € Q?}, B3 = { premier élément de wy}.
Puis par récurrence, on obtient

] .
=A\Q Yo riBi; (1, ...,1) € Q7 b, Bipr = {premier élément de w;}.
i=1

Cette procédure générera, alors une suite f = (3;)ien d’éléments de A.
Montrons que cette derniére suite forme une base de A. Il est clair que pour
tout x € A, il existe (r1,79,...,7,) € Q" tel que

n

= Z rif3;.

=1

D’autre part, on a, par construction :

7j—1
B ¢ {Zrzﬂi; (11,72, ...,7j-1) € Qj_l},Vj e N.

i=1

Par conséquent, 3 est linéairement indépendante.

Nous aurons également besoin d’énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 2.3. 5i f : R — FE et g : R — FE deux fonctions presque

périodiques ont méme série de Fourier, alors f(t) = g(t),Vt € R.
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Démonstration. Soient f et g deux fonctions presque périodiques ayant

la méme série de Fourier. On a pour tout A € R :

M{f(t)e ™} = M{g(t)e ™). (2.16)
Soit ¢ € E*. En utilisant la Proposition 2.5, on obtient
S(M{f(t)e™™}) = M{g(f(t)e ™)}

et
S(M{g(t)e™™}) = M{p(g(t)e™™)}.
On en déduit que

M{g(g(t)e™™)} = M{p(f(t)e™™)}.

Ce qui signifie que les fonctions presque périodiques ¢ o f et po g ont la
meéme série de Fourier.
D’aprés le théoréme d’unicité pour les fonctions presque périodiques, on
obtient que

o(f(t)) = o(g(t)), vt € R. (2.17)

En utilisant le corollaire de Hahn-Banach (voir Annexe Proposition 2.6)(théoréeme
de séparation des points de F). En déduit que
f(t) = g(t),Vt € R, puisque (2.17) a lieu Vo € E*.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 2.4. Soit f : R — E une fonction presque périodique de sérier

o
k=1

On peut trouver une suite (0,,)men de polynomes trigonométriques

de Fourier associée

n(m)

Um<t> = Z 7ﬁk,nﬂélkei)\kt
k=1
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qui converge uniformément vers f sur R.
De plus, les nombres 1y, ,, sont rationnels et dépendent uniquement de Ay et

de m et non de Ay.

Démonstration. On pose pour tout n € N le polynome trigonométrique

Ko (1) = 1sin®*(nd)
" nosin?(4)

_ Z |k| —zkt

k=—n

appelée noyau de Fejér.

Par théoreme 2.2 et lemme 2.2, on sait qu’on peut trouver une base

(Bn)n>1 de la suite des exposants de Fourier (Ax)r>1 de f. On pose alors

t it

m!

m!
S [ Bt & Foml Bt
= Z (1 ~ 2) exp (—i/ﬁm) . Z (1 — ) exp < ik, —— - >
k1=—(m!)? ( ) K =—(m!)2 )
(m!)?
= |k1| ’km| klﬂl mﬁm
- %,2 'k Z(m, (1_ (m!)2>" (1— (m!)2>exp< i( e e )).

I1,, est manifestement une fonction presque périodique numérique et
comme [ est presque périodique alors le translaté de f, fy = f(u+1t) est
aussi presque périodique. On déduit alors de la remarque (1.6) que le produit

IL,. f; est une fonction périodique . On pose donc

oult) = M{IL,f} = lm /0 T (1) f (u + t)du.
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Ce qui implique que

(m1)? (m!)?

om(t) = My | > .. Lzm. (1—(%)'2)... (1—(L]:LT)L)e(—i<%+~-+w>“)f(u+t)

(il &
e I=1

(m!)? (m!)?
— _ Ikll) ( B |km\)M
k1=§n!)2mkm:— ml <1 (mh)?) ! (m)2) "
[ | " ki, G
(1= qoe) - (1 )@ )¢

Pour m suffisamment grand, o,,(t) peut se mettre sous la forme sui-

L
(m!)?

ki=—(m!)2 km=

vante :
Um(t) = Z Tk,mAkel/\kta
k=1
o
m m
rhm = 111 = (k) et A = Y S50,
=1 =1

En effet un exposant de Fourier de f donné A\, s’écrit sous la forme :
%ﬁljtfg—;ﬂg—i— ...... —l—f}’—:ﬁh. 1l suffit de prendre m > max(rgla)}cl\pi], 41-q2-----qn, ).

Dans ce cas A\, = ) kjfﬂ
=1
j€{h+1,....,m} et on vérifie facilement que k; € {—(m!)?, .., (m!)?}.

, avec k; = Bm! pour j < h et kj = 0 pour
9j

Les polynomes o, (t) sont appelés polynomes de Bochner-Fejér.

Montrons que Vk, lim 1y, = 1. Si pour un certain m on a

m——+00

_h bin .
)\k‘ = %ﬂl + ..+ %ﬁn’w et Tkm = (1 - (m|)2)< N (m')2)7

avec k; € {—(m!)?, .., (m!)?}.

)

I3

j=1

m!
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Pour m' > m

k,/ / / k
A = 51—1- + Tﬁﬁm—i_ mHﬁmH—l— + ﬁm/ avec K € {—(m'1)?, ., (m'1)*}.

~ 1) (m o+ 1)k " —1)..(m + D
_ m(m 731/'( )161+..+m(m T)nlfm )k B+ 0Bus + o+ 0B

k Ko,
= —1|51 + .+ = Om,
m! m!

et
|1 | || 2 :
Tem = (1 — m!.m’!>“(1 - m!.m’!)’ avec |k;| < (m!)* < mlm'l.
1l vient que
ml
(1 — W> < Tk m/ < 1

Par passage a la limite, m étant fixé, on aura

e < lim Thm < 1,

m/—s+o00

d’ou lim Tkm' = =1.

m/—+00

On montre que la suite {0, tmen est relativement compacte dans AP(E).
Commengons par montrer que {0, tmen est équi-continue et équi-presque
périodique. Nous avons par définition de o,,, pour tout réels t et T et pour
tout m € N :

[ onlt+7) =) s = | Mo{fla 4t + DL (2)} = Mo+ DML (@)} |12
| MA@+t +7) = Flo+ (o)} e

M| S+t 4+7) = Fla+0) [l Do)}

sup | £+ 7) = f(u) | M{IL (1)}

swp || flut7) = () |5, car Me{Tln(@)} = L(voir(7).

IAN N

On en déduit donc que la famille {o,,,m € N} C AP(FE) est équi-presque
périodique et équi-continue. Il reste a montrer que {o,,(t), m € N} est rela-
tivement compact dans E, ¥Vt € R. Pour cela on utilisera le Théoreme 2.6

dans l'anneze.
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Observons tout d’abord que Vt € R,

lom(®)]le < sup 1f(W)llz, ¥m €N,
ue

Soit (@n)neny C E* une suite bornée et f : R — E une fonction presque

périodique, alors du fait que,

[on(FEN] <l #n |

f@) e

E*

et
lon(f(E+ 7)) = en(fO) <Nl @n el f(E+7) = f() llE,s

on déduit que la suite de fonctions numériques (¢, o f) est bornée, équi-

E*

presque périodiques et équi-continues. D’ou, en utilisant le théoréme 2.1, on

peut en extraire une sous-suite (¢, o f) uniformément convergente sur R.

Montrons maintenant que la suite (g, o op) est uniformément conver-

gente sur R. On a :

o (om(t) = lim ~ /t (= Do (fu)du. (218)

Soit € > 0, il existe N(g) > 0 tel que pour tout p,q > N(g) :

sup g, (f (1)) — @r, (f (u))] < e. (2.19)

u€R

De (2.18) et (2.19) , on obtient

1 t+T
or,(onl0) = o1, ()] = 1T [ T(u = 0l () = g, (0]
1 t+T
< suplin (F@)] = g, (Pl Jim_ 7 [ Th(u =ty
< 6T1Lm %/tJrTHm(u—t)du
— 5T1L1noo%/THm(u)du:€,

pour tout p,q > N(g) et pour tout m € N*. D’ou, pour tout t € R,

{om(t),m € N} est relativement compact dans E.
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Le théoréme 2.1 appliqué a la suite {0, }men nous permet d’en extraire une
sous suite, que nous notons encore {0y, }men, qui converge uniformément
sur R vers une fonction g : R — E. Manifestement g est u.p.p.

Finalement, montrons, en utilisant le théoréme 2.3, que f = g. On a
par définition des coefficients de Fourier a(\) de g :

a(\) = M{g(t)e ™}
Comme la suite {o, }men converge uniformément vers g, on peut alors écrire

a(\) = lim M{c,(t)e ™).

m——>00

1l s’en suit que

M{o,(t)e ™} = TEHM%AT om(t)eMdt
I VA
= TEI}OOT/(; ;rkm L€ ke t
= %7’ Ag( lim l/T ei(’\’“_)‘)tdt)
k=1 ST o '

D’autre part, on a :

T .
lim l/ et OR=Nt gy 0 si A# N\
o 1 si A=\

Do, si A # A, a(A) =0 et si A=A on a

a(A) = lim Z TiemAs
Et puisque
lim 7rg, =1,
on obtient

Ce qui montre que f et g ont la méme série de Fourier et par le biais du

théoreme 2.3,0on déduit que f = g.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions presque périodiques a
valeurs dans un espace de Banach. Nous nous somme intéressé uniquement
a €tudier leurs propriétés essentielles, notre objectif principal étant de faire
apparaitre ’équivalence des trois classes de fonctions presque périodiques
continues : La classe de fonctions presque périodiques donnée par le critére
de Bohr, la classe de fonctions donnée par le critere de Bochner et celle
donnée par le critere d’approximation polynomiale. Nous avons utilisé des

résultats technique d’analyse fonctionnelle.

Les espaces de fonctions uniformément presque périodiques sont étroitement
liées aux systemes dynamiques, particulierement aux propriétés des trajec-
toires relativement compactes des systemes dynamiques stables. Nous avons
juste indiqué 'un de ces liens en fin du premier chapitre et qui s’obtient

directement par le critére de Bochner.

Enfin nous espérons que ce travail puisse servir aux étudiants qui veulent

s’initier a ce domaine.

20



Annexe

Théoréme 2.5. (Banach-Steinhaus)(voir [5])

Soient E et F deuz espaces de Banach. Soit (T;);e; une famille (non
nécessairement dénombrable) d’opérateur linéaire continu de E dans F. On
suppose que

sup || Tiz [[p< o0, Vz € E.
iel

Alors

sup || 7; || oe,r)< oo
el

Ou L(E, F) lespace d’opérateurs linéaires continus de E dans F muni de

la norme
| T lee,m= sup || T'(z) ||&
=zl <1
T

N ECTE
0 || 7]Ee

= ”SIH1P | T(z) ||
x||=1

Proposition 2.6. ( Hahn-Banach)(voir [5])

Six#y, x,y €E, alors il existe p € E* telle que ¢(x) # ¢(y).

51
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Théoreme 2.6. (voir [6],[16])

Soient E un espace de Banach, A une partie bornée de E, E* le dual de
E et My lespace de Banach des fonctions complexes bornées sur A muni
de la topologie de la convergence uniforme sur A. Soit T : E* — My un
opérateur linéaire défini par (Tp)(z) = p(z),Vr € A. Alors :

A est relativement compcate dans E ssi T est compact.

Donc pour qu’une partie bornée A d’un espace de Banach E soit rela-
tivement compacte, il suffit que pour toute suite bornée (p,)nen C E*, on

peut extraire une sous-suite (g, Jnen uniformément convergente sur A.
Intégrale de Bochner

Nous allons donner maintenant un petit résumé sur [intégration de
Bochner. Nous nous contentons juste de quelques éléments que nous avons
utiliser dans ce mémoire. Pour plus de détails voir ([10]).

Soient (2,3, 1) un espace mesuré, de mesure p finie, et X un espace de
Banach.

Définition 2.7. Une fonction f : Q) — X est dite simple s’il existe
T1,%2,.....,x, € X et By, B, ..... , B, € ¥ avec UB; = Q et BZﬂBJ = @,Z 7&]
tels que f =Y xixs,-

=1

7

Définition 2.8. Une fonction f : 2 — X est dite p mesurable s’il existe

une suite de fonction simple (f,,), avec lim ||f, — f||lx = 0 p.p.p. sur €.
n—:ao0o

La proposition suivante nous donne une caractérisation des fonctions p

mesurable :

Proposition 2.7. Une fonction f : ) — X est u mesurable si et seulement
si 3g mesurable telle que f — g =0 p.p.p. et AN € X, avec u(N) = 0 telle
que f(/N) est séparable.
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Définition 2.9. Une fonction f :  — X p mesurable est dite Bochner

intégrable §'il existe une suite de fonctions simples (f,,) telle que
lim /an — fllxdp =0,
n—-aoo Q

Dans ce cas, fQ fdu est définie par

/fd,u: lim /fndu.
Q e Ja

Ot fy fu =2 ain(B).

On a la caractérisation suivante des fonctions Bochner integrable :

Théoreme 2.7. Une fonction . mesurable est Bochner intégrable si et ssi

Jo 1fllxdp < +oo.
Lintégrale de Bochner vérifie les propriétés suivantes :

Propriétés 2.1. Soit f: Q) — X une fonction Bochner intégrable. Alors :
1. lim fEfd,u =0.

w(E)—0
2. Jo flullx < fo Ifllxdp.
3. L’application f — fQ fdu est linéaire.

4. Pour toute forme linéaire continue T sur X on a :

7| fin) = [ T

Remarque 2.3. Considérons sur R la tribu de Borel avec la mesure p de

Lebesgue, et une fonction f : R — X presque périodique, alors

f/1=T, =T
est p mesurable. En effet :
1. f étant continue donc mesurable.
2. f(R) est totalement bornée dans X donc séparable.
Par la proposition 2.7 on a f/[—T,+7T] est u mesurable.
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