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Banach 5

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr . . . . . . . . . . . . 5
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Introduction générale

La théorie des fonctions presque périodiques a joué un rôle important

dans différentes branches de Mathématiques. Elle à été introduite pour la

première fois par le mathématicien danois Harald Bohr1 entre les années

1923 et 1925. La définition de Bohr est claire et simple mais les démonstrations

des résultats principaux étaient difficiles et compliquées. Par la suite, en

1933 S. Bochner2 a donné une autre définition au cas des fonctions à va-

leurs dans un espace de Banach quelconque qui fournit un moyen plus court

et plus efficace pour obtenir certains résultats.

Rappelons qu’une fonction f : R −→ C, continue est dite satisfaire :

1. Le critère de Bohr si : ∀ε > 0, ∃l > 0, tel que : ∀a ∈ R, [a, a + l]

contient un nombre τ vérifiant : sup
t∈R
|f(t + τ)− f(t)| ≤ ε.

2. Le critère de Bochner si : de toute suite (αn) ⊂ R, on peut exraire une

sous suite (αn′) telle que (f(. + αn′))n′ est uniformément convergente

sur R.

3. Le critère d’approximation si : il existe une suite de polynôme tri-

gonométriques généralisés (Pn)n, Pn(t) =
n∑

k=1

cke
iλkt, ck ∈ C, λk ∈ R,

1Né le 22 Avril 1887 à Copenhague, Danemark et mort le 22 Janvier 1951 à Copen-
hague.

2Né le 20 Aout 1899 à Houston et mort le 2 Mai 1982 à Houston.
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convergeant uniformément sur R vers f

Ces trois critères définissent la même classe de fonctions dites uniformément

presque périodiques. En outre, pour toute fonction uniformément presque

périodique, la quantité lim
T−→+∞

1
T

∫ T

0
f(t)e−iλtdt existe et est nulle sauf sur un

ensemble au plus dénombrable de λ. Les λ pour lesquels

a(λ) = lim
T−→+∞

1
T

∫ T

0
f(t)e−iλtdt 6= 0 sont appelés exposants de Fourier et les

a(λ) coefficients de Fourier associés à f. La série de Fourier associée à f est,

donc, donnée par :
∞∑

k=1

a(λk)e
iλkt

Dans ce travail, nous allons présenter l’équivalence entre ces trois critères

dans le cas où f est à valeurs dans un espace de Banach.

Le mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous exposerons les différentes définitions et

propriétés des fonctions presque périodiques à valeurs dans un espace de Ba-

nach. Plus particulièrement, on verra que la notion de presque périodicité

au sens de Bohr et au sens de Bochner cöıncident. On terminera ce chapitre

par une application aux systèmes dynamiques.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons la notion de série de Fou-

rier d’une fonction presque périodique à valeurs dans un espace de Banach

afin de présenter le principal résultat de cette partie : l’approximation d’une

fonction presque périodique par des polynômes trigonométriques particu-

liers, les polynômes de Bochner-Féjer.

A la fin de ce mémoire nous avons mis une annexe où nous avons consigné

les différents résultats de topologie et d’analyse fonctionnelle que nous avons

utilisé tout au long de ce mémoire, ainsi qu’un bref exposé sur l’intégrale

de Bochner.



CHAPITRE 1

Fonctions presque périodiques à

valeurs dans un espace de Banach

1.1 Introduction

La théorie des fonctions presque périodiques à été établie par H. Bohr et

développée par S. Bochner. La définition donnée par ce dernier est équivalente

à celle donnée par Bohr, mais plus maniable.

Nous exposons dans ce chapitre les différentes définitions et propriétés essen-

tielles des fonctions presque périodique à valeurs vectorielles. On terminera

par une brève application aux systèmes dynamiques.

Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce chapitre, on peut

consulter les références [1], [12], [4], [6], [7] et [20].

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés des fonctions

vectorielles presque périodiques au sens de Bohr.

Tout au long de ce chapitre, K désigne le corps R ou C, E un espace de

5
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Banach et Cb(E, R) désigne l’espace de Banach des fonctions continues et

bornées de R à valeurs dans E, muni de la norme de la convergence uniforme

sur R : ‖f‖ = sup
t∈R
‖f(t)‖

1.2.1 Définitions

Définition 1.1. Un ensemble A ⊂ R est dit relativement dense dans R
s’il existe un nombre réel l > 0 pour lequel tout intervalle de longueur l

rencontre A, i.e.,

∃l > 0,∀a ∈ R : [a, a + l] ∩ A 6= ∅.

Exemple 1.1. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout in-

tervalle de longueur 1 contient un élément de Z.

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque pour tout l > 0,

l’intervalle

[−1− l,−1] ∩ N = ∅.

3. L’ensemble {±
√

n, n ∈ N} est relativement dense. En effet,

Soit a > 0. Alors ∃n ∈ N∗ tel que a2 ≤ n ≤ a2 + 1 ≤ (a + 1)2, d’où

a ≤
√

n ≤ a + 1. Par consequent ∀a > 0,∃n ∈ N∗ tel que
√

n ∈ [a, a + 1].

Pour a < 0, il suffit d’appliquer ce qui précède à −a.

4. L’ensemble {±n2, n ∈ N} n’est pas relativement dense.

En effet, pour tout l > 0 il existe n ∈ N tel que 2n > l.

L’intervalle [n2 + 1, n2 + l + 1] est de longueur l et est strictement

contenu dans [n2, (n + 1)2].

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité

de Bohr :

Définition 1.2. Une fonction continue f : R −→ E est dite uniformément

presque périodique en brève u.p.p. si pour tout ε > 0, l’ensemble

T (f, ε) = {τ ∈ R, sup
t∈R

‖ f(t + τ)− f(t) ‖E< ε}
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est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe un

nombre réel l = l(ε) > 0 tel que

T (f, ε) ∩ [a, a + l] 6= ∅,∀a ∈ R.

Définition 1.3. Un nombre réel τ ∈ T (f, ε) est dit ε-presque période ou

ε-translation de f . Le réel positif l(ε) est dit longueur d’inclusion associée

à ε. L’ensemble de toutes les longueurs d’inclusion associées à ε est noté

L(f, ε).

Commençant d’abord par donner quelques propriétés concernant les en-

sembles des ε-translations et longueurs d’inclusion.

Proposition 1.1. 1. T (f, ε) ⊂ T (f, ε′) avec ε ≤ ε′.

2. τ ∈ T (f, ε) ⇒ −τ ∈ T (f, ε).

3. Si τ1 et τ2 sont dans T (f, ε1) et T (f, ε2) respectivement alors τ1 ± τ2

est dans T (f, ε1 + ε2).

Démonstration.

1. évidente.

2. τ ∈ T (f, ε) ⇒ sup
t∈R
‖f(t + τ)− f(t)‖E = sup

t′∈R
‖f(t′)− f(t′ − τ)‖E ≤ ε.

D’où, −τ ∈ T (f, ε).

3. On a :

‖f(t)− f(t + τ1 + τ2)‖E ≤ ‖f(t)− f(t + τ1)‖E + ‖f(t + τ1)− f(t + τ1 + τ2)‖E

≤ ε1 + ε2.

Donc

sup
t∈R
‖f(t)− f(t + τ1 + τ2)‖E ≤ ε1 + ε2.

Ce que veut dire que

τ1 + τ2 ∈ T (f, ε1 + ε2).
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De plus, on a :

‖f(t)− f(t + τ1 − τ2)‖E ≤ ‖f(t)− f(t + τ1)‖E + ‖f(t + τ1)− f(t + τ1 − τ2)‖E

≤ ε1 + ε2.

Donc

sup
t∈R
‖f(t)− f(t + τ1 − τ2)‖E ≤ ε1 + ε2.

Ce que veut dire que

τ1 − τ2 ∈ T (f, ε1 + ε2).

Lemme 1.1. L’ensemble T (f, ε) est fermé.

Démonstration. Soit τn ∈ T (f, ε), tel que

lim
n−→∞

τn = τ̄ .

Alors

‖ f(t + τn)− f(t) ‖E≤ ε, ∀t ∈ R.

Faisant tendre n vers l’infini, on obtient :

lim
n−→∞

‖ f(t + τn)− f(t) ‖E≤ ε, ∀t ∈ R.

Par continuité des fonctions f et ‖ . ‖E, on déduit que

‖ f(t + τ̄)− f(t) ‖E≤ ε, ∀t ∈ R.

i.e. τ̄ ∈ T (f, ε). �

Proposition 1.2. Soit l̄(ε) = inf L(f, ε). Alors, l̄(ε) ≥ 0 et l̄(ε) ∈ L(f, ε).

Démonstration. De la caractérisation de la borne inf de l’ensemble L(f, ε),

on a :

∀n ∈ N,∃ln ∈ L(f, ε) tel que l̄(ε) < ln ≤ l̄(ε) + 1
n
.
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Soit maintenant a ∈ R. L’intervalle [a, a + ln] est inclu dans

[a, a + l̄(ε) + 1
n
]. Donc, [a, a + l̄(ε) + 1

n
] contient au moins un nombre

τn ∈ T (f, ε). Soit (τnk
)k∈N une sous suite de (τn)n∈N convergente et soit τ̄

sa limite. Comme a ≤ τnk
≤ a+ l̄ + 1

nk
. Par passage à la limite, on obtient :

a ≤ lim
k−→∞

τnk
= τ̄ ≤ a + l̄.

De par le lemme 1.1 on sait que τ̄ est dans T (f, ε), on en déduit que tout

intervalle de longueur l̄ contient une ε- translation de f , i.e. l̄ ∈ L(f, ε). �

Remarque 1.1. Si 0 < ε1 < ε2 alors L(f, ε1) ⊂ L(f, ε2) et l̄(ε2) ≤ l̄(ε1).

En effet, soit l ∈ L(f, ε1), alors [a, a + l] ∩ T (f, ε1) 6= ∅,∀a ∈ R.

Ce qui implique que

[a, a + l] ∩ T (f, ε2) 6= ∅,∀a ∈ R.

Donc, l ∈ L(f, ε2).

Nous pouvons conclure que la fonction ε −→ l̄(ε) est décroissante.

Proposition 1.3. Soit f une fonction uniformément presque périodique, si

l’ensemble {l̄(ε)}0<ε<1 est borné. Alors f est périodique.

Démonstration. Supposons que ∃l > 0 t.q. ∀ε ∈]0, 1[, on a 0 ≤ l̄(ε) < l.

Dans l’intervalle [l, 2l], on peut trouver alors τn ∈ T (f, 1
n
), ∀n ∈ N.

Donc :

‖ f(t + τn)− f(t) ‖E≤
1

n
,∀t ∈ R.

De plus, la suite (τn)n∈N admet une sous suite (τnk)k∈N convergente dans

[l, 2l] vers τ ∗ ( [l, 2l] est compact).

Par passage à la limite on a :

lim
k−→∞

‖ f(t + τnk
)− f(t) ‖E≤ lim

k−→∞

1

nk

,∀t ∈ R.

Comme f et ‖ . ‖E sont continues alors

‖ f(t + τ ∗)− f(t) ‖E= 0,∀t ∈ R.
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D’où, f est périodique. �

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des

fonctions presque périodiques. Nous les retrouverons avec plus de détails

dans les références [1], [4], [14] et [20].

1.2.2 Propriétés des fonctions Bohr presque périodiques

Proposition 1.4. Si f : R −→ E est u.p.p. Alors pour tout a ∈ K, et pour

tout α ∈ R, les fonctions af(t) et fα(t) = f(α + t) sont aussi u.p.p.

Démonstration.

1. Soient a ∈ K∗, et τ ∈ T (f, ε
|a|). Alors

‖ af(t + τ)− af(t) ‖E= |a| ‖ f(t + τ)− f(t) ‖E≤ ε, ∀t ∈ R.

Il s’ensuit que :

T (f, ε
|a|) ⊆ T (af, ε),

par consequent T (af, ε) est relativement dense et af est u.p.p.

2. Soit α ∈ R et soit τ ∈ T (f, ε). On a alors

‖fα(t + τ)− fα(t)‖E = ‖f(α + t + τ)− f(α + t)‖E ≤ ε, ∀t ∈ R.

Par consequent T (f, ε) ⊆ T (fα, ε), et fα est u.p.p. En fait on a l’égalité

des deux ensembles : pour τ ∈ T (fα, ε), on a aussi

‖f(t + τ)− f(t)‖E = ‖f((t− α) + α + τ)− f((t− α) + α)‖E

= ‖fα(t− α + τ)− fα(t− α)‖E ≤ ε, ∀t ∈ R.

Proposition 1.5. Si f : R −→ E est u.p.p. alors f est bornée et uni-

formément continue.

Démonstration.
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1. Montrons que f est bornée : pour ε = 1, considérons l̄ = inf L(f, 1) et

soit t ∈ R, l’intervalle [−t,−t+ l̄] contient une 1-translation de f soit

τ. On a alors : t + τ ∈ [0, l̄]. Comme f est continue, elle est bornée

sur le compact [0, l̄]. Par consequent

‖ f(t) ‖E ≤ ‖ f(t)− f(t + τ) ‖E + ‖ f(t + τ) ‖E

≤ 1 + sup
t∈[0,l̄]

‖ f(t) ‖E .

t étant quelconque, on en déduit que f est bornée.

2. Montrons que f est uniformément continue sur R. Soit ε > 0 et soit

l ∈ L(f, ε
3
). Sur l’intervalle [0, 2l], f est uniformément continue, soit

alors δ ∈]0, 1[ tel que ‖f(t1) − f(t2)‖E ≤ ε
3

dès que t1, t2 sont dans

[0, l + 2] et tels que |t1 − t2| < δ.

Soient maintenant t′, t′′ deux réels tels que |t′ − t′′| < δ. L’intervalle

[−t′+1,−t′+1+ l] contient une ε
3
-translation de f, soit τ. On a alors

t′+ τ ∈ [1, l]. Du fait que t′′− t′ ∈]− δ, δ[ on obtient : t′′+ τ ∈ [0, 2+ l]

‖f(t′)− f(t′′)‖E ≤ ‖f(t′)− f(t′ + τ)‖E + ‖f(t′ + τ)− f(t′′ + τ)‖E

+ ‖f(t′′ + τ)− f(t′′)‖E ≤
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

D’où f est uniformément continue sur R.

Nous allons maintenant énoncer un théorème très utile en théorie des

fonctions presque périodiques.

Théorème 1.1. Soit ε > 0, et soient f1 et f2 deux fonctions presque

périodiques, alors T (f1, ε) ∩ T (f2, ε) est relativement dense.

La preuve de ce théorème repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.2. Soit f une fonction presque périodique et soient ε1 et ε2 deux

nombres positifs (ε1 < ε2), alors il existe δ > 0 tel que τ + θ ∈ T (f, ε2),

∀τ ∈ T (f, ε1) et ∀θ ∈]− δ, +δ[.
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Démonstration.

f étant presque périodique, elle est uniformément continue sur R.

Il existe alors δ > 0 tel que |x− x′| ≤ δ ⇒ ‖f(x)− f(x′)‖E ≤ ε2 − ε1.

Autrement dit il existe δ > 0 tel que sup
t∈R
‖f(x) − f(x + θ)‖E ≤ ε2 − ε1 dès

que θ ∈]− δ, +δ[.

Ce qui entrâıne l’inclusion ]− δ, +δ[⊂ T (f, ε2 − ε1). La conclusion découle

de la propriété 3 de la proposition (1.1).

Lemme 1.3. Soient ε, δ deux nombres positifs arbitraires et f1, f2 deux

fonctions presque périodiques. Alors l’ensemble des nombres de T (f1, ε) dont

la distance à T (f2, ε) est inférieure à δ est relativement dense.

Démonstration.

Considérons les ensembles T (f1,
ε
2
) et T (f2,

ε
2
) et soit l = kδ; k ∈ N une

longueur d’inclusion associée aux deux ensembles. (Une façon de choisit l est

de prendre k ∈ N tel que : kδ ≥ max(l1, l2) où l1 ∈ L(f1,
ε
2
) et l2 ∈ L(f2,

ε
2
)).

Subdivisons tout l’intervalle ]−∞, +∞[ en des sous-intervalle [(n−1)l, nl[,

avec n ∈ Z.

Dans tout intervalle [(n − 1)l, nl[ on peut trouver des nombres τ
(n)
1 , τ

(n)
2

appartenant respectivement à T (f1,
ε
2
) et à T (f2,

ε
2
).

Ces nombres vérifient les inégalités suivantes :

−l ≤ τ
(n)
1 − τ

(n)
2 ≤ l.

Notons par λi l’intervalle [(i− 1)δ, iδ[ avec i = −k + 1, ..., k.

Les nombres τ
(n)
1 − τ

(n)
2 appartiennent toujours à l’un des intervalle λi.

On peut affirmer qu’il existe un n0 ∈ N tel que pour tout entier n corres-

pond un entier n′ (−n0 ≤ n′ ≤ n0) pour lequel la différence τ
(n′)
1 − τ

(n′)
2

appartient au même intervalle λi que la différance τ
(n)
1 − τ

(n)
2 . (Ce résultat

sera démontré ci dessous.)

En ce cas, nous avons
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τ
(n)
1 − τ

(n)
2 = τ

(n′)
1 − τ

(n′)
2 + θδ (−1 ≤ θ ≤ +1).

Ou

τ
(n)
1 − τ

(n′)
1 = τ

(n)
2 − τ

(n)
2 + θδ.

D’après la propriétés 3 des ε-translations τ
(n)
1 −τ

(n)
1 et τ

(n)
2 −τ

(n′)
2 appartient

respectivement à T (f1, ε) et T (f2, ε).

D’où, tout nombres τ
(n)
1 − τ

(n′)
1 de T (f1, ε) est à une distance inférieur à δ

de l’ensemble T (f2, ε).

Considérons maintenant l’ensemble A = {τ (n)
1 − τ

(n′)
1 ; n ∈ N}.

Calculons le module de la différence de deux nombres consécutifs de l’en-

semble A.

|

an︷ ︸︸ ︷
τ

(n)
1 − τ

(n′)
1 −

an−1︷ ︸︸ ︷
(τ

(n−1)
1 − τ

(n−1)′

1 ) |≤| τ (n)
1 − τ

(n−1)
1 | + | τ (n−1)′

1 − τ
(n′)
1 | .

On a :

(n− 1)l ≤ τn
1 ≤ nl

et

(n− 2)l ≤ τn−1
1 ≤ (n− 1)l.

Ce qui implique que

0 ≤ τ
(n)
1 − τ

(n−1)
1 ≤ 2l.

I.e.

| τ (n)
1 − τ

(n−1)
1 |≤ 2l.

D’autre parts :

τ
(n′)
1 ∈ [(−n0 − 1)l, n0l[

et

τ
(n−1)′)
1 ∈ [(−n0 − 1)l, n0l[.

La longueur de ce dernier intervalle est égale 2n0 + l, il s’ensuit que

τ
(n−1)′

1 − τ
(n′)
1 ≤ (2n0 + 1)l.

D’où

| an − an−1 |≤ (2n0 + 3)l.
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En déduit donc que A est relativement dense.

Montrons maintenant qu’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n correspond un

entier n′ (−n0 ≤ n′ ≤ n0) tel que τ
(n)
1 − τ

(n)
2 et τ

(n′)
1 − τ

(n′)
2 appartiennent

au même intervalle λi.

Pour cela supposons le contraire :

∀n ∈ N,∃n0 tel que : ∀n′ ∈ {−n, ..., 0, ..., n}
τ

(n0)
1 − τ

(n0)
2 et τ

(n′)
1 − τ

(n′)
2 appartient à des intervalles λi différents.

1ière étape :

Pour n = 1 ∃n1 tel que ∀n′ ∈ {−1, 0, 1} : τ
(n1)
1 − τ

(n1)
2 et τ

(n′)
1 − τ

(n′)
2 ap-

partient à des intervalles λi différents. En particulier τ
(n1)
1 − τ

(n1)
2 et τ 1

1 − τ 1
2

sont dans des intervalles λi différents.

2ième étape

Pour n = n1 ∃n2 tel que : ∀n′ ∈ {−n1, ..., 0, ..., n1}, τ
(n2)
1 −τ

(n2)
2 et τ

(n′)
1 −τ

(n′)
2

sont dans des intervalles λi différents. En particulier τ
(n2)
1 − τ

(n2)
2 , τ

(n1)
1 −

τ
(n1

2 ), et τ 1
1 −τ 1

2 sont tous dans des intervalles λi différents. Ici on remarque

que n2 ≥ n1

3ième étape

Pour n = n2 ∃n3 avec n3 > n2 tel que :

∀n′ ∈ {−n2, ...,−n1, ...,−1, 0, 1, ..., n1, ..., n2}. τ
(n′)
1 − τ

(n′)
2 et τ

(n3)
1 − τ

(n3)
2

sont dans intervalles λi différents.

Ainsi de suite, on peut alors construire à la k+1 ième étape

1, n1, n2, n3, ..., nk+1

tels que : τ 1
1 − τ 1

2 , τn1
1 − τn1

2 , ..., τ
nk+1

1 − τ
nk+1

2 sont tous dans des intervalles
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λi différents. Or le nombre des λi est égale à k contradiction.

Montrons à présent le théorème :

Soit ε1 > 0 tel que ε1 < ε.

Par le lemme 1.2, il existe un δ > 0 tel que : ∀τ ∈ T (f1, ε1),∀θ ∈]− δ, +δ[,

on a : τ + θ ∈ T (f1, ε).

Maintenant par le lemme 1.3, l’ensemble G des éléments de T (f2, ε1) qui

sont distants des éléments de T (f1, ε1) d’une distance inférieur à δ est re-

lativement dense. Comme G est inclut dans T (f1, ε).

Donc, T (f2, ε1) ∩ T (f1, ε) est relativement dense.

Par conséquent, T (f2, ε) ∩ T (f1, ε) est relativement dense.

Grace au théorème 1.1 on peut montrer que la somme de deux fonctions

presque périodiques est presque périodique.

Proposition 1.6. La somme de deux fonctions presque périodiques f1, f2

est presque périodique.

Démonstration. Soit ε > 0, et soit τ ∈ T (f1,
ε
2
) ∩ T (f2,

ε
2
). On a alors

‖f1(t + τ) + f2(t + τ)− f1(t)− f2(t)‖E ≤ ε, ∀t ∈ R.

On en conclut que T (f1,
ε
2
) ∩ T (f2,

ε
2
) ⊆ T (f1 + f2, ε), par le théorème 1.1

T (f1 + f2, ε) est relativement dense. Ce qui prouve la proposition.

Proposition 1.7. Soit fn(t) une suites de fonctions u.p.p. telle que

lim
n−→∞

fn(t) = f(t) existe uniformément sur R. Alors la fonction f(t) est

presque périodique.

Démonstration. Supposons que la suite de fonctions u.p.p. {fn(t)}n∈N est

telle que fn(.) converge uniformément sur R vers la fonction f(.). Alors,

∀ε > 0,∃n0 tel que ‖ f(t)− fn(t) ‖E≤ ε
3
,∀t ∈ R,∀n ≥ n0.
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Soit maintenant τ ∈ T (fn0 ,
ε
3
) Nous avons alors

‖f(t + τ)− f(t)‖E ≤ ‖f(t + τ)− fn0(t + τ)‖E + ‖fn0(t + τ)− fn0(t)‖E

+ ‖fn0(t)− f(t)‖E ≤
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Finalement, on a :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que T (fn0 ,
ε
3
) ⊂ T (f, ε).

Ce qui veut dire que T (f, ε) est relativement dense pour tout ε : f est presque

périodique sur R.

Proposition 1.8. Soit f une fonction continue presque périodique, l’en-

semble Rf = {f(x), x ∈ R} est relativement compact dans E.

Démonstration. Un ensemble K ⊂ E est dit relativement compact, si

pour tout suite dans K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Dans un espace de Banach, la compacité relative cöıncide avec la précompacité

ou ce qu’on appelle par totale bornitude. Il suffit de montrer que pour tout

ε > 0, il existe un nombre fini des boules de rayon ε dans E, telles que leur

réunion couvre l’ensemble {f(x), x ∈ R}.
Soit ε > 0 et l ∈ L(f, ε

2
) une longueur d’inclusion de f associée à ε

3
.

Comme f est continue sur le compact [0, l], on déduit alors que l’ensemble

{f(x), x ∈ [0, l]} est compact dans E.

On prend {e1, e2, ..., en} les centres des boules qui couvrent {f(x), x ∈ [0, l]}.
Soit maintenant, t ∈ R et τ ∈ T (f, ε) ∩ [−t,−t + l]. Comme t + τ ∈ [0, l],

alors il existe ei ∈ {e1, e2, ..., en} tel que f(t + τ) ∈ B(ei, ε). Où B(ei, ε) est

la boule de centre ei et de rayon ε, donc

‖ f(t + τ)− ei ‖E≤
ε

2
.

Par conséquent

‖ f(t)− ei ‖E≤‖ f(t)− f(t + τ) ‖E + ‖ f(t + τ)− ei ‖E≤
ε

2
+

ε

2
= ε.
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Finalement, on déduit que

{f(x), x ∈ R} =
n⋃

i=1

B(ei, ε).

�

1.3 Fonctions normales

Cette classe de fonctions à été défini par Bochner entre les années 1920

et 1930 et donne un moyen plus efficace pour vérifier les propriétés algébriques

et topologiques des fonctions presque périodique. En effet cette dernière est

équivalente à la classe de fonctions presque périodiques au sens de Bohr.

Définition 1.4. Une fonction continue f : R −→ E est presque périodique

au sens de Bochner si elle est normale. c.à.d. si pour tout suite {hn}n∈N ⊂ R,

on peut extraire une sous-suite {h′n}n∈N telle que {f(. + h′n)}n converge

uniformément sur R.

1.3.1 Propositions élémentaires

Dans ce qui suit, nous allons présenter certaines propriétés essentielles

des fonctions normales.

Proposition 1.9. Toute fonction normale est bornée.

Démonstration. Supposons que f n’est pas bornée ; dans ce cas on peut

trouver une suite {tn} ⊆ R, telle que lim
n−→∞

‖f(tn)‖E = +∞. Mais alors, pour

toute sous-suite {tnk
}k de la suite {tn}n, la suite de fonctions {f(. + tnk

)}k

ne converge pas au point t = 0 et donc ne converge pas uniformément sur

R. D’où, f n’est pas normale.
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Proposition 1.10. Si la fonction f(t) : R −→ E est normale alors

sup
t≥0

‖ f(t) ‖E= sup
t∈R

‖ f(t) ‖E .

Démonstration. Il suffit de montrer que sup
t∈R

‖ f(t) ‖E≤ sup
t∈R+

‖ f(t) ‖E .

De la suite des translatées {f(t + n)}n∈N, on peut extraire une sous suite

{f(t + nk)}k∈N telle que lim
k−→∞

f(t + nk) = g(t) uniformément sur R. i.e.

∀ε > 0,∃k0 ∈ N tel que :

k ≥ k0 ⇒ sup
t∈R

‖ f(t + nk)− g(t) ‖E≤ ε.

Ceci est equivalent à : ∀ε > 0,∃k0 ∈ N tel que :

k ≥ k0 ⇒ sup
t∈R

‖ f(t)− g(t− nk) ‖E≤ ε.

Cette dernière veut dire que lim
k−→∞

g(t− nk) = f(t), uniformément sur R.

Soit maintenant t0 < 0,∃k0 ∈ N tel que k ≥ k0 ⇒ t0 + nk ≥ 0. Donc

‖ f(t0 + nk) ‖E≤ sup
t∈R+

‖ f(t) ‖E,∀k ≥ k0.

Par passage à la limite on aura : ‖ g(t0) ‖E≤ sup
t∈R+

‖ f(t) ‖E . Cette inégalité

reste valable pour tout t ≥ 0, on en déduit alors :

sup
t∈R

‖ g(t) ‖E≤ sup
t∈R+

‖ f(t) ‖E .

D’autres parts :

‖ g(t− nk) ‖E≤ sup
u∈R

‖ g(u) ‖E,∀k ∈ N.

Par passage à la limite on obtient :

lim
k−→∞

‖ g(t− nk) ‖E≤ sup
u∈R

‖ g(u) ‖E≤ sup
u∈R+

‖ f(u) ‖E .

Mais lim
k−→+∞

g(t− nk) = f(t), ∀t ∈ R. D’où

‖ f(t) ‖E≤ sup
u∈R+

‖ f(u) ‖E,∀t ∈ R.
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Finalement

sup
t∈R

‖ f(t) ‖E≤ sup
t∈R+

‖ f(t) ‖E .

Corollaire 1.1. Soit {fn(t)}n∈N une suite de fonctions normales telle que

lim
n−→∞

fn(t) = g(t) uniformément sur la demi droite [0,∞[, alors la conver-

gence est uniforme sur R.

Démonstration. Il est facile de vérifier que la somme ou la différence de

deux fonctions normales est aussi une fonction normale. Par conséquent :

sup
t∈R

‖ fn(t)− fm(t) ‖E= sup
t∈R+

‖ fn(t)− fm(t) ‖E .

Remarque 1.2. D’après la preuve de proposition 1.10, on remarque que

l’on a le même résultat sur le demi intervalle [α,∞[. i.e.

sup
t≥α

‖ f(t) ‖E= sup
t∈R

‖ f(t) ‖E .

Proposition 1.11. Si f est normale alors lim sup
t−→∞

‖ f(t) ‖E= sup
t∈R

‖ f(t) ‖E.

Démonstration. On sait que

lim sup
t−→∞

‖ f(t) ‖E= lim
A−→∞

(sup
t≥A

‖ f(t) ‖E) = lim
A−→∞

(sup
t∈R

‖ f(t) ‖E).

Donc, nous avons que :

lim sup
t−→∞

‖ f(t) ‖E= sup
t∈R

‖ f(t) ‖E .

1.3.2 L’enveloppe

Définition 1.5. H(f) est le sous ensemble de Cb(R, E) constitué de toutes

les fonctions g qui sont limite uniforme d’une certaine suite de fonctions

translatées de f . Autrement dit H(f) est la fermeture dans Cb(R, E) de

l’ensemble de toutes les translatées de f , H(f) est appelée enveloppe de f .
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Remarque 1.3. De la définition de la normalité de f , il est clair que f est

normale si et seulement si H(f) est compact dans Cb(R, E).

Remarque 1.4. Cb(R, E) étant complet, alors f est normale si et seule-

ment si l’ensemble de ses translatées {f(.+τ), τ ∈ R} est totalement bornée

dans Cb(R, E).

Proposition 1.12. Si la fonction f : R −→ E est presque périodique et

g ∈ H(f) alors g est presque périodique et H(g) = H(f).

Démonstration. f est presque périodique donc toute fonction translatée

de f est aussi presque périodique. Donc si g ∈ H(f) alors g est aussi presque

périodique, car limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques.

Montrons maintenant l’égalité H(f) = H(g).

Soit h ∈ H(g), il existe alors (αn)n∈N ⊂ R tel que : h(t) = lim
n−→∞

g(t + αn)

uniformément sur R. Aussi comme g ∈ H(f),∃(βn)n∈N tel que :

g(t) = lim
n−→∞

f(t + βn) uniformément sur R.

Pour un ε > 0 donné, on peut trouver alors n0 ∈ N tel que :

n ≥ n0 ⇒ sup
t∈R

‖ h(t)− g(t + αn) ‖E≤ ε
2

et sup
t∈R

‖ g(t)− f(t + βn) ‖E≤ ε
2
.

Avec un changement de variable dans la première estimation, on aura :

sup
t∈R

‖ h(t− αn)− g(t) ‖E≤
ε

2
,∀n ≥ n0.

Par conséquent

n ≥ n0 ⇒ sup
t∈R

‖ h(t− αn)− f(t + βn) ‖E≤ ε.

Un autre changement de variable nous donne :

n ≥ n0 ⇒ sup
t∈R

‖ h(t)− f(t + αn + βn) ‖E≤ ε.
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h est alors un élément de H(f). D’où, H(g) ⊂ H(f).

Maintenant pour montrer que H(f) ⊂ H(g), il suffit de remarquer que

g ∈ H(f) ⇒ f ∈ H(g).

1.4 Le théorème fondamental

Le théorème suivant affirme que la presque périodicité de Bohr et celle

de Bochner sont équivalentes :

Théorème 1.2. Soit f : R −→ E une fonction continue. Alors, les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

1. f est normale.

2. f est u.p.p.

Démonstration. Supposons que la fonction f(t) : R −→ E est uni-

formément presque périodiques, f est alors uniformément continue sur R.

Donc, ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 tel que si t, s ∈ R et |t− s| ≤ δ alors

‖ f(u + t)− f(u + s) ‖E≤
ε

2
,∀u ∈ R.

Soit l ∈ L(f, ε
2
) et considérons les nombres réels : a1 = δ, a2 = 2δ, ..., an = nδ

avec nδ > l.

Soit a ∈ R, l’intervalle [−a,−a + l] contient une ε
2

translation de f, Soit τ .

Alors on a :

sup
u∈R

‖ f(u + τ)− f(u) ‖E≤
ε

2
.

Comme τ+a ∈ [0, l], il existe alors un m ∈ {1, ..., n} tel que : |τ+a−am| ≤ δ.

De l’uniforme continuité de f , on a :

sup
u∈R

‖ f(u + a + τ)− f(u + am) ‖E≤
ε

2
.

Par conséquent

sup
u∈R

‖f(u + a)− f(u + am)‖E ≤ sup
u∈R

‖f(u + a)− f(u + a + τ)‖E

+ sup
u∈R

‖f(u + a + τ)− f(u + am)‖E ≤ ε.
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a étant quelconque, on en déduit que l’ensemble des translatées de f , est

totalement borné. Par la remarque 1.4, f est alors, normale.

Inversement supposons que f est normale, de la remarque 1.4 on a :

∀ε > 0,∃a1, a2, ..., an ∈ R tels que : ∀τ ∈ R,∃i(τ) ∈ {1, ..., n} tel que

sup
t∈R

‖ f(t + ai(τ)
)− f(t + τ) ‖E≤ ε.

Ceci est équivalent à

sup
t∈R

‖ f(t)− f(t + τ − ai(τ)
) ‖E≤ ε

τ − ai(τ) est donc un élément de T (f, ε).

De plus, en posant l = max
i=1,..,n

|ai|, on voit que τ − l ≤ τ − ai(τ) ≤ τ + l et

T (f, ε) est donc relativement dense et a, comme longueur d’inclusion 2l.

f est alors presque périodique.

Remarque 1.5. L’équivalence entre la définition de Bohr des fonctions

presque périodiques et celle de Bochner des fonctions normales, nous per-

met de fournir des preuves simples pour certaines propriétés élémentaires

fondamentales. Par exemple la proposition 1.6 et le théorème 1.1 peuvent

être obtenu plus simplement :

Soient f1 : R −→ E, f2 : R −→ E deux fonctions presque périodiques.

{f1(. + τ), τ ∈ R} et {f2(. + τ), τ ∈ R} sont alors relativement compacts

dans (Cb(R, E), ‖ . ‖∞).

Considérons maintenant l’ensemble des fonctions translatées de f1 + f2.

{(f1 + f2)(. + τ), τ ∈ R} on a :

{f1(. + τ) + f2(. + τ), τ ∈ R} ⊆ {f1(. + τ), τ ∈ R}+ {f2(. + τ), τ ∈ R}.

Il est claire que l’ensemble {(f1 + f2)(. + τ), τ ∈ R} est donc relativement

compacte dès que {f1(. + τ), τ ∈ R} et {f2(. + τ), τ ∈ R} le sont. Notons

que la difficulté de cette preuve en utilisant la définition de Bohr vient en
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fait de la difficulté à montrer le théorème 1.1, avec les ε-translations. Ce

dernier théorème s’obtient facilement avec la définition de Bochner, comme

on le verra ci dessous :

Considérons la fonction :

F : R −→ E × E

Définie par :

F (t) = (f1(t), f2(t)) avec ‖ F (t) ‖E×E=‖ f1(t) ‖E + ‖ f2(t) ‖E.

F est normale. En effet,

Considérons l’ensemble de toute les translatées de F . Soit {F (.+τ), τ ∈ R}.
On a :

{F (.+τ), τ ∈ R} = {(f1(.+τ), f2(.+τ)), τ ∈ R} ⊆ {f1(.+τ), τ ∈ R}×{f2(.+τ), τ ∈ R}.

D’où

{F (. + τ), τ ∈ R} ⊆ {(f1(. + τ), τ ∈ R} × {(f2(. + τ), τ ∈ R}.

C.à.d.

H(F ) ⊆ H(f1)×H(f2).

et comme H(f1) et H(f2) sont compacte. En déduit que H(F ) est aussi

compact car fermé dans un compacte.

D’où, F est presque périodique au sens de Bohr.

Soit maintenant τ ∈ T (F, ε). Par définition on a alors

sup
t∈R

‖ F (t + τ)− F (t) ‖E≤ ε.

i.e.

sup
t∈R

‖ (f1(t + τ)− f1(t), f2(t + τ)− f2(t)) ‖E≤ ε.
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Ce qui implique que

sup
t∈R

(‖ f1(t + τ)− f1(t) ‖E + ‖ f2(t + τ)− f2(t) ‖E) ≤ ε.

D’où

sup
t∈R

‖ f1(t + τ)− f1(t) ‖E≤ ε et sup
t∈R

‖ f2(t + τ)− f2(t) ‖E≤ ε.

De la on voit que τ ∈ T (f1, ε) ∩ T (f2, ε).

i.e.

T (F, ε) ⊆ T (f1, ε) ∩ T (f2, ε).

On en déduit alors la relative densité de l’ensemble T (f1, ε) ∩ T (f2, ε).

Remarque 1.6. 1. De la preuve ci dessus, on voit que l’on peut généraliser

le résultat à une famille finie de fonctions presque périodiques : étant

donnée une famille finie {f1, f2, ..., fn} de fonctions presque périodiques

alors :

∀ε > 0, T (f1, ε) ∩ .... ∩ T (fn, ε) est relativement dense.

2. Aussi on utilisant le même raisonnement, on peut démontrer que le

produit d’une fonction presque périodique numérique f( à valeurs dans

le corps K) et d’une fonction presque périodique g à valeurs dans un

espace de Banach E est aussi une fonction presque périodique à valeurs

dans E. En effet, on considère la fonction F (t) = (f(t), g(t)) qui est à

valeurs dans K × E. On démontre que F est normale puis en remar-

quant que T (F (t), ε) ⊆ T (f(t)g(t), 2Mε) où M = max(sup
t∈R
|f(t)|, sup

t∈R
‖g(t)‖E),

on déduit que f.g qui est à valeurs dans E est alors uniformément

presque périodique.

1.5 Exemple

Soit L(E) l’espace des opérateurs linéaires bornés sur E.

Supposons G : R −→ L(E) une fonction telle que, ∀x ∈ E
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G(t)x : R −→ E

t −→ G(t)x = G(t)(x)

est presque périodique.

Considérons une fonction presque périodique f : R −→ E. On peut

montrer alors que la fonction h définie par :

h : R −→ E

t −→ h(t) = G(t)(f(t))

est aussi presque périodique.

En effet,

Du fait que toute fonction presque périodique est borné, alors {G(t)x, t ∈ R}
est borné, ∀x ∈ E.

Donc, d’après le théorème de Banach Steinhaus

sup
t∈R

‖ G(t) ‖L(E)≤ +∞.

Maintenant l’ensemble {f(t), t ∈ R} est totalement borné dans E.

Donc, pour un ε > 0 donné, il existe un ε-reseau fini de f . i.e.

∃{n1, n2, ..., nn} ⊂ E tel que : ∀t ∈ R,∃i ∈ {1, 2, ..., n} tel que :

f(t) ⊆ B(xi, ε) ou tout simplement ‖ f(t)− xi ‖E≤ ε.

Considérons maintenant les fonctions presque périodiques G(t)x1, G(t)x2, ..., G(t)xn, f(t).

D’aprés la remarque 1.6, on peut affirmer qu’il existe un ensemble relative-

ment dense d’ε-translations commun pour les fonctions G(t)x1, G(t)x2, ..., G(t)xn, f(t).

C.à.d, ∃Tε tel que ∀τ ∈ Tε, on a :

sup
t∈R

‖ G(t + τ)xj −G(t)xj ‖E≤ ε et sup
t∈R

‖ f(t + τ)− f(t) ‖E≤ ε.
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Montrons maintenant que Tε est un ensemble de translation de la fonction

G(t)f(t) ce qui prouve qu’elle est presque périodique puisque G(t)f(t) est

continue.

Maintenant

‖ G(t + τ)f(t + τ)−G(t)f(t) ‖E ≤ ‖ G(t + τ)f(t + τ)−G(t + τ)xj ‖E

+ ‖ G(t + τ)xj −G(t)xj ‖E + ‖ G(t)xj −G(t)f(t) ‖E

≤ ‖ G(t + τ) ‖L(E)‖ f(t + τ)− xj ‖E + ‖ G(t + τ)xj −G(t)xj ‖E

+ ‖ G(t) ‖L(E)‖ xj − f(t) ‖E

≤ ‖ G(t) ‖L(E) (‖ f(t + τ)− f(t) ‖E + ‖ f(t)− xj ‖E)

+ ‖ G(t + τ)xj −G(t)xj ‖E + ‖ G(t) ‖L(E)‖ xj − f(t) ‖E

≤ l(2ε) + ε + lε = 3lε + ε, ∀τ ∈ Tε. �

Nous terminons ce chapitre par donner une propriété de stabilité des

systèmes dynamiques que l’on obtient avec la définition de Bochner (voir

[14]).

1.6 Quelques notions sur les systèmes dy-

namiques

Les systèmes dynamiques sont les notions mathématiques qui permettent

de modéliser des phénomènes évoluant dans le temps, ces phénomènes pou-

vant provenir de la physique, la mécanique, l’économie, la biologie, la chi-

mie...etc.

L’ensemble des variables d’état d’un système permet de construire un es-

pace mathématique appelé espace des phases.

Dans ce qui suit on rappelle quelques définitions nécessaires.
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Définition 1.6. Soit M un ensemble quelconque et G un groupe additif

(R ou Z). Une famille S(t) d’applications de M dans M indexée par le

groupe G, t ∈ G est appelée groupe à un paramètre de M si :

S(t + s) = S(t) ◦ S(s),∀t, s ∈ G et S(0) = IM .

Définition 1.7. Soit E un espace métrique, S(t), t ∈ R un groupe à un

paramètre d’homéomorphismes de l’espace métrique E.

Si pour tout x ∈ E la trajectoire correspondante xt = S(t)x : R −→ E est

continue, alors on dit que (E, S(t)) est un système dynamique ou flow.

Définition 1.8. Le flow de (E, S(t)) est dit deux côté stable ou équi-

continue, si les transformations de S(t),∀t ∈ R sont équi-continues sur tout

ensemble compact de E.

Pour énoncer le résultat qui nous intéresse on considère que E est un

espace de Banach ; le résultat est énoncé pour un espace métrique complet

(voir [14]).

Proposition 1.13. Toute trajectoire relativement compacte de flow stable

deux côté est une fonction presque périodique.

Démonstration. Soit f(t) = S(t)(x) une trajectoire relativement com-

pacte du flow (E, S(t)), ie Rf = {f(t), t ∈ R} est compacte.

Considérons (f(tn))n∈N une suite quelconque de Rf , elle admet donc une

sous suite (f(t′n))n∈N convergente dans E (donc de Cauchy dans E).

Le flow (E, S(t)) étant un flow stable des deux cotés les transformations

(S(t), t ∈ R) sont équi-continues sur Rf . i.e. :

∀ε > 0,∃δ > 0 t.q. ‖f(t′n)−f(t′m)‖E ≤ δ ⇒ sup
t∈R

‖S(t)(f(t′n))−S(t)(f(t′m))‖E ≤ ε.
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Mais par définition

‖S(t)(f(t′n))− S(t)(f(t′m))‖E = ‖S(t)(S(t′n)(x))− S(t)(S(t′m)(x))‖E

= ‖S(t) ◦ S(t′n)(x)− S(t) ◦ S(t′m)(x)‖E

= ‖S(t + t′n)(x)− S(t + t′m)(x)‖E

= ‖f(t + t′n)− f(t + t′m)‖E.

Ce qui veut dire donc que la suite (f(. + t′n))n∈N est de Cauchy dans

Cb(R, E), ainsi par la définition de Bochner f est presque périodique.



CHAPITRE 2

Séries de Fourier des fonctions presque

périodiques

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’énoncer un théorème d’approximation des

fonctions presque périodiques à valeurs vectorielles par une suite de po-

lynômes trigonométriques généralisés (polynômes de Bochner-Fejer).

Pour plus détails sur les résultats de ce chapitre, nous renvoyons le lecteur

à [1], [6] et [7].

2.2 Définitions fondamentales

Définition 2.1. Un polynôme trigonométrique généralisé est une applica-

tion T : R 7−→ E de la forme

T (t) =
n∑

k=1

Cke
iλkt,∀t ∈ R (2.1)

avec n ∈ N∗, λk ∈ R et Ck ∈ E.

29
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Remarque 2.1. Les applications de la forme t 7−→ eiλt avec λ ∈ R sont

périodiques donc u.p.p. Donc aussi toute combinaison linéaire finie de telles

fonction est u.p.p. (voir Proposition 1.4.)

Définition 2.2. Une fonction f : R −→ E possède la propriété d’ap-

proximation polynomiale, si pour tout ε > 0 il existe un polynôme trigo-

nométrique généralisé Tε tel que

‖ f(t)− Tε(t) ‖E≤ ε, ∀t ∈ R. (2.2)

Proposition 2.1. Toute fonction possédant la propriété d’approximation

polynomiale est presque périodique.

Démonstration.

Soit (Tn)n∈N une suite de polynômes trigonométriques généralisés appro-

chant f uniformément sur R. Puisque Tn est u.p.p.∀n ∈ N, par la Proposi-

tion 1.7 on déduit le résultat souhaité. �

2.3 Valeur moyenne d’une fonction presque

périodique

Proposition 2.2. Pour toute fonction u.p.p. f : R −→ E, la valeur

moyenne M{f} définie par :

M{f} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt (2.3)

existe et est finie.

Démonstration. Soit ε > 0 et soit l( ε
2
) la longueur d’inclusion de f

associée à ε
2
, et A = sup

t∈R
‖ f(t) ‖E.

Soit a ∈ R et τ une ε
2
-translation de f dans l’intervalle [a, a + τ ].

Par la relation de Chasles on a pour tout T > 0
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∫ a+T

a

f(t)dt =

∫ τ

a

f(t)dt +

∫ τ+T

τ

f(t)dt +

∫ a+T

τ+T

f(t)dt.

D’où

‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

T

∫ a+T

a

f(t)dt ‖E ≤ ‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

T

∫ τ+T

τ

f(t)dt ‖E + ‖ 1

T

∫ τ

a

f(t)dt ‖E

+ ‖ 1

T

∫ a+T

τ+T

f(t)dt ‖E

≤ 1

T

∫ T

0

‖ f(t)− f(t + τ) ‖E dt + | 1
T

∫ τ

a

‖ f(t) ‖E dt|

+ | 1
T

∫ a+T

τ+T

‖ f(t) ‖E dt|

≤ ε

2
+

2A

T
l.

Posons a = (k − 1)T,∀k ∈ N∗. Alors, on peut écrire :

‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

T

∫ kT

(k−1)T

f(t)dt ‖E<
ε

2
+

2A

T
l,∀k ∈ N∗ (2.4)

D’autre part, on a :

‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

nT

∫ nT

0

f(t)dt ‖E = ‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

nT

n∑
k=1

∫ kT

(k−1)T

f(t)dt ‖E

≤ 1

n

n∑
k=1

‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

T

∫ kT

(k−1)T

f(t)dt ‖E .

En utilisant (2.4), il vient que

‖ 1

T

∫ T

0

f(t)dt− 1

nT

∫ nT

0

f(t)dt ‖E≤
ε

2
+

2A

T
l (2.5)

Soit maintenant T1, T2 deux nombres positifs tels que pour certains m1, m2

dans N∗ on a

m1T1 = m2T2 (2.6)
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Alors, on a :

‖ 1

T1

∫ T1

0

f(t)dt− 1

T2

∫ T2

0

f(t)dt ‖E ≤ ‖ 1

T1

∫ T1

0

f(t)dt− 1

m1T1

∫ m1T1

0

f(t)dt ‖E

+ ‖ 1

m2T2

∫ m2T2

0

f(t)dt− 1

T2

∫ T2

0

f(t)dt ‖E

+ ‖ 1

m1T1

∫ m1T1

0

f(t)dt− 1

m2T2

∫ m2T2

0

f(t)dt ‖E .

En utilisant (2.5) et (2.6), on obtient :

‖ 1

T1

∫ T1

0

f(t)dt− 1

T2

∫ T2

0

f(t)dt ‖E≤ ε + 2A(
1

T1

+
1

T2

)l

Cette dernière inégalité, reste valable pour T1, T2 > 0 en raison de la conti-

nuité de 1
T

∫ T

0
f(t)dt comme fonction de T,(voir annexe propriété (2.1) (1)) .

On a :

‖ 1

T1

∫ T1

0

f(t)dt− 1

T2

∫ T2

0

f(t)dt ‖E≤ 2ε,

dés que T1 et T2 sont supérieurs à t0 = 4Al
ε

.

L’existence de la limite dans (2.3) est donc assurée par le critère de

Cauchy.

Proposition 2.3. Soit la fonction f : R 7−→ E u.p.p. Alors

lim
T−→∞

1

T

∫ a+T

a

f(t)dt = M{f},

uniformément par rapport à a ∈ R.

Démonstration. Soit fa la fonction translatée de f . Alors

M{fa} = M{f(t + a)}

= lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t + a)dt.
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Par un changement de variable, on aura :

M{fa} = lim
T−→∞

1

T

∫ a+T

a

f(t)dt.

Il s’ensuit que

M{fa} = lim
T−→∞

(
1

T

∫ 0

a

f(t)dt +
1

T

∫ a+T

0

f(t)dt)

= lim
T−→∞

1

T

∫ 0

a

f(t)dt + lim
T−→∞

a + T

T

1

a + T

∫ a+T

0

f(t)dt

= lim
T−→∞

1

a + T

∫ a+T

0

f(t)dt

= M{f}.

D’où ∀a ∈ R, lim
T−→∞

1
T

∫ a+T

a
f(t)dt = M{fa} = M{f}.

Il reste à prouver que pour tout ε > 0 il existe un T0(ε) > 0 indépendant de

a tel que

‖ 1

T

∫ a+T

a

f(t)dt−M{f} ‖E≤ ε, ∀T > T0(ε). (2.7)

Soit

‖ 1

T

∫ a+T

a

f(t)dt−M{fa} ‖E≤ ε, ∀T > T0(ε). (2.8)

Soit encore

‖ 1

T

∫ T

0

f(t + a)dt−M{fa} ‖E≤ ε, ∀T > T0(ε). (2.9)

Faisant tendre n vers l’infini dans (2.5), f remplacée par fa on obtient :

‖ 1

T

∫ T

0

f(t + a)dt−M{fa} ‖E≤
ε

2
+

2A

T
l

Comme A et l sont indépendants de a. En déduit alors (2.7) . �

Ce qui nous permet alors de dire que pour a = −T on a :

M{f} = lim
T−→∞

1

T

∫ 0

−T

f(t)dt



34

et donc par conséquent on a l’expression de la moyenne

M{f} = lim
T−→∞

1

2T

∫ T

−T

f(t)dt.

Propriétés : Soient f et g deux fonctions u.p.p. Alors, on a :

1. M{λf} = λM{f},∀λ ∈ K.

2. Si f(x) ≥ 0,∀x ∈ R alors M{f} ≥ 0.

3. M{f + g} = M{f}+ M{g}.

4. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions u.p.p. qui converge uniformément

vers une fonction f . Alors

lim
n−→∞

M{fn} = M{f} (2.10)

Démonstration.

1. On a :

M{λf} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

λf(t)dt.

De la linéarité de l’intégrale, on déduit que

M{λf} = λ( lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt)

= λM{f}.

2. Supposons que f(t) ≥ 0. Alors, on a :
∫ T

0
f(t)dt ≥ 0,∀T > 0, d’où

M{f} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt ≥ 0.

3. On a :

M{f + g} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

(f + g)(t)dt.

Comme l’intégrale est linéaire, alors

1

T

∫ T

0

(f + g)(t)dt =
1

T

∫ T

0

f(t)dt +
1

T

∫ T

0

g(t)dt,
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d’où

M{f + g} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt + lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

g(t)dt

= M{f}+ M{g}.

4. On a :

‖ M{fn} −M{f} ‖E = ‖ lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

(fn(t)− f(t))dt ‖E

≤ lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

‖ fn(t)− f(t) ‖E dt

≤ lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

‖ fn(t)− f(t) ‖∞ dt

= ‖ fn(t)− f(t) ‖∞

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtiendrons

lim
n−→∞

‖ M{fn} −M{f} ‖E≤ lim
n−→∞

‖ f − fn ‖∞= 0.

Finalement, on déduit que

lim
n−→∞

M{fn} = M{f}.

Remarque 2.2. L’application M : f 7−→ M{f} est une application linéaire

continue. En effet,

la linéarité est une conséquence directes des propriétés 1, 3. La continuité

découle du fait que :

|M{f}| ≤‖ f ‖∞ . (2.11)

De plus, nous avons

‖ M ‖E= sup
‖f‖6=0

|M{f}|
‖ f ‖∞

= 1.

En effet d’après (2.11) ‖ M ‖E≤ 1, or si f est une fonction constante alors

|M{f}| =‖ f ‖∞ .

D’où la propriété souhaitée.
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2.3.1 Un résultat de compacité dans l’ensemble de

fonctions presque périodiques à valeurs vecto-

rielles

Notons AP (E) l’espace des fonctions presque périodiques de R à valeurs

dans un espace de Banach E que l’on munit de la norme

‖ f ‖= sup
t∈R
‖f(t)‖E.

D’après les résultats cités dans le chapitre précédent AP (E) est un sous

espace fermé de (Cb(R, E), ‖f‖) d’où (AP (E), ‖f‖) est aussi un espace de

Banach.

Définition 2.3. Une famille F de fonctions presque périodiques est dite

équi-continue si pour tout ε > 0 il existe δ tel que

∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒‖ f(x)− f(y) ‖E< ε,∀f ∈ F .

Définition 2.4. Une famille F de fonctions presque périodiques est dite

équi-presque périodique si pour tout ε > 0 il existe l > 0 tel que tout

intervalle de longueur l contient un nombre τ vérifiant

sup
t∈R

‖f(t + τ)− f(t)‖E ≤ ε, ∀f ∈ F .

Théorème 2.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille

F de fonctions dans AP (E) soit relativement compacte est qu’elle satisfasse

les propriétés suivantes :

1. F est équi-continue.

2. F est équi-presque périodique.

3. Pour tout t ∈ R, l’ensemble {f(t), f ∈ F} est relativement compact

dans E.

Démonstration.

1. Nécessitè : Tout d’abord, observons que toute famille finie de fonctions

presque périodiques est équi-presque périodique (voir la remarque 1.6)

et est équi-continue.
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Supposons que la famille F de fonctions dans AP (E) est relativement

compacte. Alors, pour tout ε > 0 il existe un ε-réseau finie de F .

Soit {f1, ....fp} un ε-réseau de F , i.e.,

pour tout f ∈ F il existe fp avec 1 ≤ p ≤ m tel que ‖ f − fp ‖< ε.

On a :

‖ f(t + τ)− f(t) ‖E ≤ ‖ f(t + τ)− fp(t + τ) ‖E + ‖ fp(t + τ)− fp(t) ‖E

+ ‖ fp(t)− f(t) ‖E

≤ 3ε.

Où τ est une ε-translation de {fi, i = 1, m} ({f1, ....fm} est équi-

presque périodique). Par conséquent, la famille F de fonctions presque

périodiques est équi-presque périodique et équi-continue sur E.

De plus, de toute suite (fn)n∈N ⊂ F on peut extraire une sous-suite

(fm)m∈N convergente dans AP (E) .i.e.

lim
m−→∞

sup
t∈R

‖ fm(t)− f0(t) ‖E= 0.

Ce qui donne

lim
m−→∞

‖ fm(t)− f0(t) ‖E= 0.

Donc, (fm)m∈N est uniformément convergente sur E.

Finalement, pour tout t ∈ R l’ensemble {f(t), f ∈ F} est relativement

compact sur E.

2. Suffisance : Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de F . Du fait que l’en-

semble {f(t), f ∈ F} est relativement compact, on peut extraire une

sous suite (fm)m∈N de la suite (fn)n∈N qui convergera simplement sur

un ensemble M dénombrable et dense dans R.

Montrons que (fm)m∈N est uniformément convergente sur R. Comme

F est équi-continue, alors pour tout ε > 0 il existe δ = δ( ε
5
) tel que

∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒‖ f(x)− f(y) ‖E<
ε

5
,∀f ∈ F .
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De plus, F est équi-presque périodique. Donc, pour tout ε > 0 il existe

l = l( ε
5
) > 0 tel que

sup
t∈R

‖f(t + τ)− f(t)‖E ≤
ε

5
,∀f ∈ F .

Soit (Ii)i=1,p une subdivision de l’intervalle [0, l] en des intervalles de

longueur inférieur à δ. Considérons, ensuite, M0 = {s1, ....sp} ⊂ M

tel que ∀i = 1, p, si ∈ Ii (ceci est possible car M est dense dans R).

Puisque M0 est fini, il existe, alors, N( ε
5
) correspondant à la conver-

gence uniforme de la suite (fm)m∈N sur M0.

Pour tout t ∈ R l’intervalle [−t,−t + l] contient au moins

une ε-translation τ de F . Comme t + τ ∈ [0, l], il existe si ∈ M0 tel

que |t + τ − si| < δ.

Finalement, pour tout n,m ≥ N( ε
5
) on a :

‖ fn(t)− fm(t) ‖E ≤ ‖ fn(t)− fn(t + τ) ‖E + ‖ fn(t + τ)− fn(si) ‖E

+ ‖ fn(si)− fm(si) ‖E + ‖ fm(si)− fm(t + τ) ‖E

+ ‖ fm(t + τ)− fm(t) ‖E

< 5
ε

5
= ε.

Ce qui achève la démonstration. �

2.4 Série de Fourier associée à une fonction

presque périodique

Nous allons montrer dans cette section que l’on peut associer pour une

fonction presque périodique à valeurs vectorielles une série de Fourier for-

melle.

La méthode utilisée est technique. Le lecteur pourra aussi consulter l’exposé

fait dans Zaidman chapitre 10 page 85.
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Pour ne pas alourdir l’exposé de ce chapitre nous admettant le lemme

technique suivant sans démonstration. Le lecteur intéressé pourra le consul-

ter dans [6] page 165.

Lemme 2.1. Soient ϕ(t) : R −→ C une fonction presque périodique et
∞∑

k=1

ake
iλkt la série de Fourier correspondante à ϕ.

Considérons M le Q-espace vectoriel engendré par les λi.

Alors pour tout λ ∈ R −M, et pour tout ε > 0, il existe un nombre δ ;

0 < δ < π
2

et un entier n tels que ϕ(t) ait une ε-translation qui satisfait le

système

|λkτ | < δ, k = 1, 2, ..., n, |λτ − π| < δ, (mod 2π). (2.12)

Nous pouvons à présent énoncer le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit f : R −→ E une fonction presque périodique. Les

quantités

a(λ) = M{f(t)e−iλt}

sont différentes du 0 de E sauf sur un ensemble au plus dénombrable de R.

Démonstration. Considérons la fonction numérique

ϕ(t) = sup
u∈R

‖ f(u + t)− f(u) ‖E .

Alors

|ϕ(t + τ)− ϕ(t)| = | sup
u∈R

‖ f(u + t + τ)− f(u) ‖E − sup
u∈R

‖ f(u + t)− f(u) ‖E|

≤ sup
u∈R

|‖ f(u + t + τ)− f(u) ‖E − ‖ f(u + t)− f(u) ‖E|

≤ sup
u∈R

‖ f(u + t + τ)− f(u + t) ‖E= sup
u∈R

‖ f(u + τ)− f(u) ‖E .

On voit immédiatement de cette inégalité que toute ε-translation de f est

une ε-translation de ϕ. On en déduit donc que ϕ est une fonction presque

périodique. De même toute ε-translation de ϕ est une ε-translation de f ,
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cela découle du fait que ϕ(0) = 0. En effet : si τ est une ε-translation de ϕ,

alors sup
t∈R
|ϕ(t + τ)− ϕ(t)| ≤ ε. En particulier,

|ϕ(0 + τ)− ϕ(0)| = |ϕ(τ)| = sup
u∈R
‖f(u + τ)− f(u)‖E ≤ ε.

Maintenant considérons
∞∑

k=1

ake
iλkt, la série de Fourier associée à ϕ et

soit M le Q-espace vectoriel engendré par les λi. Montrons que pour tout

λ ∈ R −M, a(λ) = 0. En ce cas l’ensemble Λ = {λ ∈ C tel que a(λ) 6= 0}
est au plus dénombrable.

Soit alors λ ∈ R−M. Par le Lemme 2.1, on peut trouver

une ε-translation τ de la fonction ϕ(t) telle que :

|λτ − π| < π

2
, (mod 2π).

I.e.

λτ = (π ± α) + 2kπ, avec α ∈ [0,
π

2
[.

Alors, on déduit que

|1− e−iλτ | > 1. (2.13)

De plus, on a :

a(λ) = M{f(t)e−iλt}

= lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t)e−iλtdt

En utilisant la proposition 2.3, on obtient

a(λ) = lim
T−→∞

1

T

∫ τ+T

τ

f(t)e−iλtdt

Il s’ensuit que

a(λ) = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

f(t + τ)e−iλ(t+τ)dt

= e−iλτM{f(t + τ)e−iλt}
= e−iλτa(λ) + e−iλτM{[f(t + τ)− f(t)]e−iλt}.



41

Ce qui implique que

‖ (1− e−iλτ )a(λ) ‖E = ‖ e−iλτM{[f(t + τ)− f(t)]e−iλt} ‖E

≤ |e−iλτ |.M{‖ [f(t + τ)− f(t)]e−iλt ‖E}
= M{‖ [f(t + τ)− f(t)]e−iλt ‖E}.

Comme τ est un ε-translation de f , alors

‖ (1− e−iλτ )a(λ) ‖E= |1− e−iλτ |.‖a(λ)‖E ≤ ε.

Par (2.13), on obtient

‖ a(λ) ‖E< ε.

Finalement, puisque ε est arbitraire on conclut que a(λ) = 0,∀λ ∈ R−M.

Conséquence : Soit f une fonction presque périodique. Alors, on peut

lui associer la série de Fourier formelle

∞∑
k=1

a(λk)e
iλkt.

On note

f(t) ∼
∞∑

k=1

a(λk)e
iλkt.

Les λk ∈ R sont les exposants de Fourier de f , et les a(λk) ∈ E sont les

coefficients de Fourier de f .

2.5 Approximation de Bochner-Fejér

Suivant la méthode de Fejér sur la césaro-sommabilité des séries de Fou-

rier, Bochner construit explicitement une suite de polynôme trigonométrique

convergeant uniformément vers une fonction presque périodique donnée.

Définition 2.5. Soit (βn)n∈N une suite de nombres réels. On dit que cette

suite est linéairement indépendante si pour tout entier n
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n∑
i=1

βiri = 0 ⇒ ri = 0,∀i ∈ {1, ..., n},∀(r1, ..., rn) ∈ Qn. (2.14)

Définition 2.6. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que (βk)k∈N de réels

linéairement indépendant forme une base de A si pour tout a ∈ A il existe

un entier n et (r1, ..., rn) ∈ Qn tels que a =
n∑

i=1

riβi.

2.5.1 Résultats intermédiaires

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats intermédiaires utiles

pour démontrer théorème l’approximation polynômiale.

Proposition 2.4. Si f : R −→ E une fonction presque périodique et

φ ∈ E∗. Alors la fonction composée

(φ ◦ f) = φ(f(t)),∀t ∈ R

est presque périodique.

Démonstration. Supposons que τ un ε-translation de f et soit

φ ∈ E∗.i.e. φ est linéaire et bornée sur E. On a alors

|φ(f(t + τ))− φ(f(t))| ≤ ‖ φ ‖E∗‖ f(t + τ)− f(t) ‖E

≤ ‖ φ ‖E∗ ε, ∀t ∈ R.

D’où, (φ ◦ f) est presque périodique.

Proposition 2.5. Si f : R −→ E une fonction presque périodique et

φ ∈ E∗. Alors

φ(M{f}) = M{φ ◦ f}. (2.15)
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Démonstration. On a :

φ(M{f}) = lim
T−→∞

φ(
1

T

∫ T

0

f(t)dt)( par continuité de φ),

= lim
T−→∞

1

T
φ(

∫ T

0

f(t)dt)( par linéarité de φ),

= lim
T−→∞

1

T
(

∫ T

0

φ(f(t))dt)( Voir Annexe Propriété 2.1(4)),

= M{φ ◦ f}.

Lemme 2.2. Si A un sous-ensemble dénombrable de R. Alors, il existe un

sous-ensemble β de A formant une base de A.

Démonstration. Soit A = {λk; k ≥ 1}. On pose β1 = λ1

ω1 = A\{rβ1; r ∈ Q}, β2 = { premier élément de ω1}
ω2 = A\{r1β1 + r2β2; (r1, r2) ∈ Q2}, β3 = { premier élément de ω2}.
Puis par récurrence, on obtient

ωj = A\

{
j∑

i=1

riβi; (r1, ..., rj) ∈ Qj

}
, βj+1 = {premier élément de ωj}.

Cette procédure générera, alors une suite β = (βi)i∈N d’éléments de A.

Montrons que cette dernière suite forme une base de A. Il est clair que pour

tout x ∈ A, il existe (r1, r2, ..., rn) ∈ Qn tel que

x =
n∑

i=1

riβi.

D’autre part, on a, par construction :

βj /∈

{
j−1∑
i=1

riβi; (r1, r2, ..., rj−1) ∈ Qj−1

}
,∀j ∈ N.

Par conséquent, β est linéairement indépendante.

Nous aurons également besoin d’énoncer le théorème suivant :

Théorème 2.3. Si f : R −→ E et g : R −→ E deux fonctions presque

périodiques ont même série de Fourier, alors f(t) = g(t),∀t ∈ R.
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Démonstration. Soient f et g deux fonctions presque périodiques ayant

la même série de Fourier. On a pour tout λ ∈ R :

M{f(t)e−iλt} = M{g(t)e−iλt}. (2.16)

Soit φ ∈ E∗. En utilisant la Proposition 2.5, on obtient

φ(M{f(t)e−iλt}) = M{φ(f(t)e−iλt)}

et

φ(M{g(t)e−iλt}) = M{φ(g(t)e−iλt)}.

On en déduit que

M{φ(g(t)e−iλt)} = M{φ(f(t)e−iλt)}.

Ce qui signifie que les fonctions presque périodiques φ ◦ f et φ ◦ g ont la

même série de Fourier.

D’après le théorème d’unicité pour les fonctions presque périodiques, on

obtient que

φ(f(t)) = φ(g(t)),∀t ∈ R. (2.17)

En utilisant le corollaire de Hahn-Banach (voir Annexe Proposition 2.6)(théorème

de séparation des points de E). En déduit que

f(t) = g(t),∀t ∈ R, puisque (2.17) a lieu ∀φ ∈ E∗.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 2.4. Soit f : R −→ E une fonction presque périodique de sérier

de Fourier associée
∞∑

k=1

Ake
iλkt.

On peut trouver une suite (σm)m∈N de polynômes trigonométriques

σm(t) =

n(m)∑
k=1

rk,mAke
iλkt
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qui converge uniformément vers f sur R.

De plus, les nombres rk,m sont rationnels et dépendent uniquement de λk et

de m et non de Ak.

Démonstration. On pose pour tout n ∈ N le polynôme trigonométrique

Kn(t) =
1

n

sin2(n t
2
)

sin2( t
2
)

=
n∑

k=−n

(1− |k|
n

)e−ikt

appelée noyau de Fejér.

Par théorème 2.2 et lemme 2.2, on sait qu’on peut trouver une base

(βn)n≥1 de la suite des exposants de Fourier (λk)k≥1 de f . On pose alors

Πm(t) = K(m!)2

(
β1t

m!

)
..K(m!)2

(
βmt

m!

)

=

 (m!)2∑
k1=−(m!)2

(
1− |k1|

(m!)2

)
exp

(
−ik1

β1t

m!

) ..

 (m!)2∑
km=−(m!)2

(
1− |km|

(m!)2

)
exp

(
−ikm

βmt

m!

)
=

(m!)2∑
k1=−(m!)2

..

(m!)2∑
km=−(m!)2

(
1− |k1|

(m!)2

)
..

(
1− |km|

(m!)2

)
exp

(
−i(

k1β1

m!
+ .. +

kmβm

m!
)t

)
.

Πm est manifestement une fonction presque périodique numérique et

comme f est presque périodique alors le translaté de f , ft = f(u + t) est

aussi presque périodique. On déduit alors de la remarque (1.6) que le produit

Πmft est une fonction périodique . On pose donc

σm(t) = M{Πmft} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

Πm(u)f(u + t)du.
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Ce qui implique que

σm(t) = Mu

 (m!)2∑
k1=−(m!)2

...

(m!)2∑
km=−(m!)2

(
1− |k1|

(m!)2

)
...

(
1− |km|

(m!)2

)
e(−i(

k1β1
m!

+..+ kmβm
m!

)u)f(u + t)


=

(m!)2∑
k1=−(m!)2

...

(m!)2∑
km=−(m!)2

(
1− |k1|

(m!)2

)
...

(
1− |km|

(m!)2

)
Mu

[
e
(−i(

m∑
j=1

kjβj
m!

)(u+t−t))

f(u + t)

]

=

(m!)2∑
k1=−(m!)2

...

(m!)2∑
km=−(m!)2

(
1− |k1|

(m!)2

)
...

(
1− |km|

(m!)2

)
a(

m∑
j=1

kjβj

m!
)e

(i(
m∑

j=1

kjβj
m!

)t)

.

Pour m suffisamment grand, σm(t) peut se mettre sous la forme sui-

vante :

σm(t) =

n(m)∑
k=1

rk,mAke
iλkt,

où

rk,m =
m∏

j=1

(1− |kj |
(m!)2

) et λk =
m∑

j=1

kjβj

m!
.

En effet un exposant de Fourier de f donné λk s’écrit sous la forme :
p1

q1
β1+

p2

q2
β2+......+ph

qh
βh. Il suffit de prendre m ≥ max(max

i=1..h
|pi|, q1.q2.....qh, h).

Dans ce cas λk =
m∑

j=1

kjβj

m!
, avec kj =

pj

qj
m! pour j ≤ h et kj = 0 pour

j ∈ {h + 1, ....,m} et on vérifie facilement que kj ∈ {−(m!)2, .., (m!)2}.

Les polynômes σm(t) sont appelés polynômes de Bochner-Fejér.

Montrons que ∀k, lim
m−→+∞

rk,m = 1. Si pour un certain m on a

λk =
k1

m!
β1 + .. +

km

m!
βm, et rk,m = (1− |k1|

(m!)2
)..(1− |km|

(m!)2
),

avec kj ∈ {−(m!)2, .., (m!)2}.
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Pour m′ > m

λk =
k′1
m′!

β1 + .. +
k′m
m′!

βm +
k′m+1

m′!
βm+1 + .. +

k′m′

m′!
βm′ avec k′j ∈ {−(m′!)2, .., (m′!)2}.

=
m′(m′ − 1)..(m + 1)k1

m′!
β1 + .. +

m′(m′ − 1)..(m + 1)km

m′!
βm + 0βm+1 + .. + 0βm′ .

=
k1

m!
β1 + .. +

km

m!
βm,

et

rk,m′ = (1− |k1|
m!.m′!

)..(1− |km|
m!.m′!

), avec |kj| ≤ (m!)2 < m!.m′!.

Il vient que

(1− m!

m′!
)m ≤ rk,m′ ≤ 1.

Par passage à la limite, m étant fixé, on aura

e0 ≤ lim
m′−→+∞

rk,m′ ≤ 1,

d’où lim
m′−→+∞

rk,m′ = 1.

On montre que la suite {σm}m∈N est relativement compacte dans AP (E).

Commençons par montrer que {σm}m∈N est équi-continue et équi-presque

périodique. Nous avons par définition de σm, pour tout réels t et τ et pour

tout m ∈ N :

‖ σm(t + τ)− σm(t) ‖E = ‖ Mx{f(x + t + τ)Πm(x)} −Mx{f(x + t)Πm(x)} ‖E

= ‖ Mx{(f(x + t + τ)− f(x + t))Πm(x)} ‖E

≤ Mx{ ‖ f(x + t + τ)− f(x + t) ‖E Πm(x)}
≤ sup

u∈R
‖ f(u + τ)− f(u) ‖E Mx{Πm(x)}.

= sup
u∈R

‖ f(u + τ)− f(t) ‖E, car Mx{Πm(x)} = 1(voir[7]).

On en déduit donc que la famille {σm, m ∈ N} ⊂ AP (E) est équi-presque

périodique et équi-continue. Il reste à montrer que {σm(t), m ∈ N} est rela-

tivement compact dans E, ∀t ∈ R. Pour cela on utilisera le Théorème 2.6

dans l’annexe.
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Observons tout d’abord que ∀t ∈ R,

‖σm(t)‖E ≤ sup
u∈R

‖f(u)‖E, ∀m ∈ N.

Soit (ϕn)n∈N ⊂ E∗ une suite bornée et f : R −→ E une fonction presque

périodique, alors du fait que,

|ϕn(f(t))| ≤‖ ϕn ‖E∗‖ f(t) ‖E

et

|ϕn(f(t + τ))− ϕn(f(t))| ≤‖ ϕn ‖E∗‖ f(t + τ)− f(t) ‖E,

on déduit que la suite de fonctions numériques (ϕn ◦ f) est bornée, équi-

presque périodiques et équi-continues. D’où, en utilisant le théorème 2.1, on

peut en extraire une sous-suite (ϕnk
◦ f) uniformément convergente sur R.

Montrons maintenant que la suite (ϕkn ◦ σh) est uniformément conver-

gente sur R. On a :

ϕkn(σm(t)) = lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

Πm(u− t)ϕkn(f(u))du. (2.18)

Soit ε > 0, il existe N(ε) > 0 tel que pour tout p, q ≥ N(ε) :

sup
u∈R

|ϕkp(f(u))− ϕkq(f(u))| < ε. (2.19)

De (2.18) et (2.19) , on obtient

|ϕkp(σm(t))− ϕkq(σm(t))| = | lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

Πm(u− t)[ϕkp(f(u))− ϕkq(f(u))]du|

≤ sup
u∈R

|ϕkp(f(u))| − ϕkq(f(u))| lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

Πm(u− t)du

≤ ε lim
T−→∞

1

T

∫ t+T

t

Πm(u− t)du

= ε lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

Πm(u)du = ε,

pour tout p, q ≥ N(ε) et pour tout m ∈ N∗. D’où, pour tout t ∈ R,

{σm(t), m ∈ N} est relativement compact dans E.
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Le théorème 2.1 appliqué à la suite {σm}m∈N nous permet d’en extraire une

sous suite, que nous notons encore {σm}m∈N, qui converge uniformément

sur R vers une fonction g : R −→ E. Manifestement g est u.p.p.

Finalement, montrons, en utilisant le théorème 2.3, que f = g. On a

par définition des coefficients de Fourier ã(λ) de g :

ã(λ) = M{g(t)e−iλt}

Comme la suite {σm}m∈N converge uniformément vers g, on peut alors écrire

ã(λ) = lim
m−→∞

M{σm(t)e−iλt}.

Il s’en suit que

M{σm(t)e−iλt} = lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

σm(t)e−iλtdt

= lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

n(m)∑
k=1

rk,mAke
iλkte−iλtdt

=

n(m)∑
k=1

rk,mAk( lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

ei(λk−λ)tdt).

D’autre part, on a :

lim
T−→∞

1

T

∫ T

0

ei(λk−λ)tdt =

{
0 si λ 6= λk

1 si λ = λk

D’où, si λ 6= λk, ã(λ) = 0 et si λ = λk on a

ã(λ) = lim
m−→∞

n(m)∑
k=1

rk,mAk.

Et puisque

lim
m−→∞

rk,m = 1,

on obtient

ã(λ) = Ak = a(λk),∀k = 1, 2, ...

Ce qui montre que f et g ont la même série de Fourier et par le biais du

théorème 2.3,on déduit que f = g.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié les fonctions presque périodiques à

valeurs dans un espace de Banach. Nous nous somme intéressé uniquement

à étudier leurs propriétés essentielles, notre objectif principal étant de faire

apparâıtre l’équivalence des trois classes de fonctions presque périodiques

continues : La classe de fonctions presque périodiques donnée par le critère

de Bohr, la classe de fonctions donnée par le critère de Bochner et celle

donnée par le critère d’approximation polynômiale. Nous avons utilisé des

résultats technique d’analyse fonctionnelle.

Les espaces de fonctions uniformément presque périodiques sont étroitement

liées aux systèmes dynamiques, particulièrement aux propriétés des trajec-

toires relativement compactes des systèmes dynamiques stables. Nous avons

juste indiqué l’un de ces liens en fin du premier chapitre et qui s’obtient

directement par le critère de Bochner.

Enfin nous espérons que ce travail puisse servir aux étudiants qui veulent

s’initier à ce domaine.
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Annexe

Théorème 2.5. (Banach-Steinhaus)(voir [5])

Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (Ti)i∈I une famille (non

nécessairement dénombrable) d’opérateur linéaire continu de E dans F . On

suppose que

sup
i∈I

‖ Tix ‖E< ∞,∀x ∈ E.

Alors

sup
i∈I

‖ Ti ‖L(E,F )< ∞.

Où L(E, F ) l’espace d’opérateurs linéaires continus de E dans F muni de

la norme

‖ T ‖L(E,F )= sup
‖x‖≤1

‖ T (x) ‖E

= sup
x6=0

‖ T (x) ‖E

‖ x ‖E

= sup
‖x‖=1

‖ T (x) ‖E .

Proposition 2.6. ( Hahn-Banach)(voir [5])

Si x 6= y, x, y ∈ E, alors il existe φ ∈ E∗ telle que φ(x) 6= φ(y).
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Théorème 2.6. (voir [6],[16])

Soient E un espace de Banach, A une partie bornée de E, E∗ le dual de

E et MA l’espace de Banach des fonctions complexes bornées sur A muni

de la topologie de la convergence uniforme sur A. Soit T : E∗ −→ MA un

opérateur linéaire défini par (Tϕ)(x) = ϕ(x),∀x ∈ A. Alors :

A est relativement compcate dans E ssi T est compact.

Donc pour qu’une partie bornée A d’un espace de Banach E soit rela-

tivement compacte, il suffit que pour toute suite bornée (ϕn)n∈N ⊂ E∗, on

peut extraire une sous-suite (ϕkn)n∈N uniformément convergente sur A.

Intégrale de Bochner

Nous allons donner maintenant un petit résumé sur l’intégration de

Bochner. Nous nous contentons juste de quelques éléments que nous avons

utiliser dans ce mémoire. Pour plus de détails voir ([10]).

Soient (Ω, Σ, µ) un espace mesuré, de mesure µ finie, et X un espace de

Banach.

Définition 2.7. Une fonction f : Ω → X est dite simple s’il existe

x1, x2, ...., xn ∈ X et B1, B2, ....., Bn ∈ Σ avec ∪Bi = Ω et Bi ∩Bj = ∅, i 6= j

tels que f =
n∑

i=1

xiχBi
.

Définition 2.8. Une fonction f : Ω → X est dite µ mesurable s’il existe

une suite de fonction simple (fn)n avec lim
n−→∞

‖fn − f‖X = 0 µ.p.p. sur Ω.

La proposition suivante nous donne une caractérisation des fonctions µ

mesurable :

Proposition 2.7. Une fonction f : Ω → X est µ mesurable si et seulement

si ∃g mesurable telle que f − g = 0 µ.p.p. et ∃N ∈ Σ, avec µ(N) = 0 telle

que f(Ω/N) est séparable.
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Définition 2.9. Une fonction f : Ω → X µ mesurable est dite Bochner

intégrable s’il existe une suite de fonctions simples (fn) telle que

lim
n−→∞

∫
Ω

‖fn − f‖Xdµ = 0.

Dans ce cas,
∫

Ω
fdµ est définie par∫

Ω

fdµ = lim
n−→∞

∫
Ω

fndµ.

Où
∫

Ω
fn =

n∑
i=1

xiµ(Bi).

On a la caractérisation suivante des fonctions Bochner integrable :

Théorème 2.7. Une fonction µ mesurable est Bochner intégrable si et ssi∫
Ω
‖f‖Xdµ < +∞.

L’intégrale de Bochner vérifie les propriétés suivantes :

Propriétés 2.1. Soit f : Ω → X une fonction Bochner intégrable. Alors :

1. lim
µ(E)−→0

∫
E

fdµ = 0.

2. ‖
∫

Ω
fdµ‖X ≤

∫
Ω
‖f‖Xdµ.

3. L’application f 7→
∫

Ω
fdµ est linéaire.

4. Pour toute forme linéaire continue T sur X on a :

T (

∫
Ω

fdµ) =

∫
Ω

T (f)dµ.

Remarque 2.3. Considérons sur R la tribu de Borel avec la mesure µ de

Lebesgue, et une fonction f : R → X presque périodique, alors

f/[−T,−T ]

est µ mesurable. En effet :

1. f étant continue donc mesurable.

2. f(R) est totalement bornée dans X donc séparable.

Par la proposition 2.7 on a f/[−T, +T ] est µ mesurable.
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