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Introduction générale

La théorie des �les d'attente est une méthodologie de recherche opéra-
tionnelle qui permet de modéliser un système d'attente, un phénomène de
masse et de mesurer ses performances et ses caractéristiques pour aider les
gestionnaires dans leurs prises de décisions. Parmi ces preneurs de décisions,
les responsables d'entreprises, de supermarchés,...

Dans le but d'apporter notre aide au gestionnaire, une méthode s'o�re
à nous �La modélisation et la simulation� sous MATLAB. Dans les grands
complexes industriels, la modélisation et la simulation jouent un rôle prépon-
dérant dans l'évaluation prédictive du comportement du système. Il s'agit de
modéliser par exemple une �le d'attente (clients entrants et traitement de
leurs demandes par des serveurs ou caisses).

Comme les arrivées des clients et les temps de service dépendent de cer-
tains paramètres souvent di�ciles à évaluer, on opte souvent pour un modèle
stochastique en rendant certains paramètres du système aléatoires. Évidem-
ment, ces clients arrivent en des temps aléatoires, les temps de service sont
eux aussi aléatoires, il peut y avoir un seul guichet, ou un nombre déter-
miné k de guichets. Les modèles les plus simples à étudier théoriquement
sont ceux pour lesquels les clients arrivent suivant un processus de Poisson
homogène qui ne dépend pas du temps (les temps d'inter-arrivées sont ex-
ponentiels). On parle de �le d'attente M/M/1 ou M/M/k s'il y a k guichets
et capacité in�nie (dans le sens assez grande). Si la capacité totale du sys-
tème (attente+guichets) est égale à N, on parle de système M/M/1/N ou
M/M/k/N. Lorsque les temps d'inter-arrivées et/ou de service ne sont pas
exponentiels exemple de loi Binomiale, il s'agira de système G/M ou M/G ou
G/G, avec la aussi éventuellement plusieurs guichets et une longueur bornée
de �le d'attente. En pratique, dès que le système n'est pas de type M/M, on
se contentera de l'approximer et d'utiliser une simulation informatique pour
le traiter.
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Ce mémoire est composé de quatre chapitres organisés comme suit : Le pre-
mier traite les processus de Markov. On y introduira d'importantes dé�nitions
(Processus stochastiques-Processus à accroissements indépendants-Processus
à accroissements stationnaires-Processus à accroissements indépendants et
stationnaires,...). Ces généralités seront nécessaires à la compréhension de ce
qui suivra à savoir le chapitre deux �Les �les d'attente�. En troisième lieu, on
présentera une modélisation par �les d'attente qui vise à mesurer et évaluer
les performances du système d'attente présenté. On va ensuite s'intéresser à la
simulation que l'on appliquera dans le dernier chapitre, nous implémenterons
ces algorithmes en utilisant le logiciel MATLAB.



Processus Markoviens
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Chapitre 1

Processus Markoviens

1.1 Introduction

Bon nombre de phénomènes physiques se décrivent par l'évolution d'une
ou de plusieurs grandeurs au cours du temps. A un instant donné, ces gran-
deurs présentent souvent un caractère imprévisible, aléatoire, et il est alors
naturel de les représenter par une variable aléatoire. L'évolution du phéno-
mène est alors décrite par l'ensemble des variables aléatoires modélisant le
phénomène à chaque instant. Cet ensemble de variables aléatoires forme un
processus stochastique ou aléatoire.

1.2 Généralités

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité
T ⊆ R un espace temps (ou de paramètres).
IE ⊆ R un espace d'états.

1.3 Processus stochastique

Définition 1

Un processus stochastique est une application mesurable

X :Ω× T → IE.

(ω, t)→ X(t, ω) = Xt(w)

ou à t0 �xé ω → Xt0(ω) est une variable aléatoire.
et à ω0 �xé t→ X(t, ω0).

9
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Remarque 1

� Si T est dénombrable (�ni ou in�ni : T ⊆ N ⊆ Z), X=(Xt)t∈T est une
suite de variables aléatoires ou un processus à temps discret.

� Si T ⊆ R a la puissance du continu (intervalle ou combinaison d'inter-
valles), (Xt)t∈T est dit processus à temps continu ou processus stochas-
tique.

� Si IE est discret (dénombrable �ni ou in�ni) X est dit processus discret.
� Si IE ⊆ R a la puissance du continu, X est dit processus continu.

1.4 Processus stationnaires

Définition 2 (Stationnarité forte)

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit fortement stationnaire (station-
naire au sens stricte) si les lois �ni-dimensionnelles sont invariantes par tran-
sition : ∀h > 0 et t1, t2, ..., tn ∈ T, n ∈ N∗, le vecteur (Xt1, Xt2, ..., Xtn) a la
même loi que le vecteur (Xt1+h, Xt2+h, ..., Xtn+h). En particulier, X t et X t+h

ont la même loi ∀t, h ∈ T (c'est à dire X t et Xs ont la même loi ∀t, s ∈ T ).
La loi ne dépend pas du temps.

Définition 3 (Stationnarité faible)

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit faiblement stationnaire (station-
naire au sens large) si

1. E(X t) = mt = m < +∞.
2. E

(
X2
t

)
= σ2

t = σ2 < +∞.
3. Cov(Xt, Xs) = E((Xt −m)(Xs −m)) = Γ(t, s) = Γ(|t− s|).

(E représente l'espérance et Γ(t, s) : une fonction quelconque dont les para-
mètres sont t et s)

Remarque 2

3 =⇒ 2. En e�et, quand t=s, Cov(X t, Xt) = V ar(Xt) = Γ(0) = c.
Comme V ar(X t) = E(X2

t )−m2 =⇒ E(X2
t ) = c+m2 = σ2 < +∞ =⇒ 2.

Remarque 3

La stationnarité forte implique la stationnarité faible.



CHAPITRE 1. PROCESSUS MARKOVIENS 11

1.5 Processus à accroissement indépendants et stationnaires

1.5.1 Processus à Accroissement Indépendants (PAI)

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit un PAI si∀t0, t1, .., tn ∈ T, n ∈ N
les variables aléatoires Xtn − Xtn−1, Xtn−1 − Xtn−2, ..., , Xt2 − Xt1, Xt1 − Xt0

sont indépendantes.

1.5.2 Processus à Accroissement Stationnaires (PAS)

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit un PAS si ∀t, s ∈ T , la loi de
l'accroissement X t −Xs ne dépend que de t-s, c'est à dire : X t −Xs etXt−s
ont la même loi.

1.5.3 Processus à accroissement indépendants et stationnaires
(PAIS)

Un processus stochastique (Xt)t∈T est dit un PAIS si (Xt) est un PAI et
(X t) est un PAS.

1.6 Processus de Poisson

1.6.1 Dé�nitions et généralités

Définition 4 (Processus de comptage)

Un processus stochastique (Nt)t∈T est dit un processus de comptage ou
processus de dénombrement si :
N t représente le nombre d'évènements se produisant dans l'intervalle [0,t]

véri�ant :

1. N(t)∈ N, ∀t ∈ R+, (T = R+).

2. ∀t > s ∈ T , N(t)≥ N(s).

3. N(t)-N(s) représente le nombre d'évènements se produisant dans l'inter-
valle [s,t], ∀s < t∈ T.

Remarque 4

N(t)=N t ≥ 0, ∀t ∈ T .
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Définition 5 (Processus de Poisson)

Un processus de comptage (Nt)t∈T est dit un processus de poisson si :

1. N(0)=0.

2. (Nt)t∈T est un PAIS.

3. P[Ndt = k]=


o(dt) k ≥ 2

λdt+ o(dt) k = 1

1− (λdt+ o(dt)) k = 0

Proposition 1

P[N(t)=n]= (λt)n

n! exp−λt, t ∈ R+, n∈ N.

Remarque 5

λ > 0 est appelé le taux du processus de Poisson
La condition (1) signi�e qu'à l'instant t=0, il n'y a aucune occurrence

(réalisation d'évènement).
Le processus est à accroissement stationnaire (homogène dans le temps),

signi�e que la probabilité de réalisation de k évènement dans un intervalle de
temps [s, s+t] ne dépend que de la longueur de l'intervalle donné t et non de
la position de cet intervalle. Si l'on pose P[N t = k]=pk(t) ∀k ∈ N, t,s∈ R+ :

P [Ns+t −Ns = k] = P [Nt = k] = pk(t).

� Le processus est à accroissement indépendant (PAI) signi�e que :

P [Ns+t −Ns = k, Ns]=P[Ns+t −Ns = k]× P [Ns = j]=pk(t)×pj(s).

∀s, t ∈ R+,∀k, j ∈ N
� La condition (3) signi�e que dans un laps de temps très court (dt), au
plus, il y a une occurrence d'évènement.

Preuve

Soit la propriété (*) : P [Nt = n] = (λt)n

n! exp−λt .
� (*) est elle vraie ∀n ∈ N ?

Pour n=0, on a :

P[N = 0]=p0[t+ dt] = P [Nt+dt = 0]

=P[Nt = 0,Nt+dt −Nt = 0]
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PAI
= P[Nt = 0]P [Nt+dt −Nt = 0]

PAS
= p0(t)× P [Ndt = 0]

=p0(t)(1-λdt+ o(dt))

P [Nt = 0]=p0(t)-λp0(t)dt+ o(dt).

Lim
dt→0

p0(t+dt)−p0(t)
dt = −λp0(t)dt

dt + o(dt)
dt .{

P ′0(t) = −λp0(t) =⇒ P0(t) = exp−λt

p0(0) = 1

Donc (*) est vraie pour le premier terme n=0.
Pour n=1 on a :

P [Nt+dt = 1]

=P[(Nt = 1, Nt+dt −Nt = 0)∪(Nt = 0,Nt+dt −Nt = 1)]

=P[(Nt = 1, Nt+dt −Nt = 0)]+P [(Nt = 0,Nt+dt −Nt = 1)]

PAIS
= P[Nt = 1]× P [Ndt = 0] + P [Nt = 0]× P [Nt+dt = 1]

=p1(t)(1− λdt+ o(dt)) + (p0(t)p1(dt))

=p1(t)(1− λdt+ o(dt)) + p0(t)(λdt+ o(dt))

=p1(t)− λp1(t)dt+λp0(t)dt+ o(dt)

Lim
dt→0

p1(t+dt)−p1(t)
dt = −λp1(t) + λp0(t){

P ′1(t) = −λp1(t) + λ exp−λt

p1(0) = 0

=⇒ p1(k) = λt exp−λt=⇒ (∗) est vraie pour n=1.
On suppose que (*) est vraie jusqu'à l'ordre n :

∀k ≤ n , pk(t) = exp−λt (λt)k

k! .
Montrons que (*) est aussi vraie pour k=n+1.
Montrons que pn+1(t) = P [Nt = n+ 1] = exp−λt (λt)n+1

(n+1)! .

pn+1(t+ dt) = P [Nt+dt = n+ 1]
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=
n+1∑
k=0

P[Nt = n+ 1− k,Nt+dt −Nt = k]

PAIS
=

n+1∑
k=0

pn+1−k(t)× p[Ndt = k]

=pn+1(t)× (1− λdt+ o(dt))+pn(t)× (λdt+ o(dt)

=pn+1(t)− λpn+1(t)dt+ λpn(t)dt+ o(dt)

=⇒ pn+1(t+ dt) = pn+1(t)− λpn+1(t)dt+ λpn(t)dt+o(dt)

Lim
dt→0

pn+1(t+dt)−pn+1(t)
dt = −λpn+1(t) + λpn(t){

P ′n+1(t) = −λpn+1(t) + λ exp−λt (λt)n

n!

pn+1(0) = 0

=⇒ pn+1(t) = P [Nt = n+ 1] = (λt)n+1

(n+1)! exp−λt

Donc (*) est aussi vraie pour k=n+1. D'où (*) est vraie ∀n ∈ N.
P[Nt = n]=pn(t)=exp−λt (λt)n

n! , ∀n ∈ N⇐⇒ Nt  Poisson(λt). En e�et,
lorsqu'il s'agit d'un processus (Nt)t∈T , on dit qu'il est de poisson de �Taux�
λ et les variables aléatoires Nt sont de loi de Poisson de paramètre λt. De
plus, les accroissements du processus qui sont notés �Nti+1

−Nti” suivent une
loi de poisson de �paramètres� λ(ti+1 − ti) avec (ti+1 − ti) est la durée de
intervalle[ti, ti+1].

1.6.2 Processus de poisson et la loi exponentielle

On considère un processus de Poisson (Nt)t∈T de taux λ. Soient τ0, τ1, τ2, ...
les instants d'occurrence de ce processus. On pose :{

T0 = τ0

Tn = τn − τn−1 n ≥ 1

Proposition 2

Les variables aléatoires T n, n ≥ 0, sont indépendantes identiquement
distribuées (iid) de même loi exponentielle(λ).
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Preuve

Soit n,m (n<m), montrons que Tn est indépendant de Tm :
Montrons alors queF n,m(x, y) = P [Tn < x, Tm < y] = P [Tn < x] ×

P [Tm < y].
On montre donc que P [Tn ≥ x, Tm ≥ y] = P [Tn ≥ x]× P [Tm ≥ y]

P [Tn ≥ x, Tm ≥ y] = P [Nτn−1+x −Nτn−1 = 0, Nτn−1+y −Nτn−1 = 0]

PAI
= P [Nτn−1+x −Nτn−1 = 0]× P [Nτn−1+y −Nτn−1 = 0]

=P [Nx = 0]× P [Ny = 0]

=exp−λx exp−λy

=P [T n ≥ x]× P [Tm ≥ y]

c'est à dire P [T n ≥ x] et P [Tm ≥ y] sont
indépendantes=⇒ P [T n < x] et P [Tm < y] sont indépendantes.

F n,m = Fn × Fm =⇒ Tn et Tm sont indépendantes ∀n 6= m=⇒ Tn sont
indépendantes.

On a F n(x) = P [Tn < x] = 1− P [Tn ≥ x] = 1− exp−λx, x ≥ 0.

F ′n(x) = fn(x) =

{
λ exp−λx x ≥ 0

0 sinon

=⇒ Tn  exp(λ), ∀n ≥ 0.

Finalement T n
iid
 exp(λ).

Généralisation de la proposition précédente

La durée qui sépare la nième entrée de la (n+k)ème entrée est une v.a Sk,

Sk =
n+k∑
i=n+1

Ti
En loi
≈

k∑
i=1

Ti. (Sk somme d'exponentielles indépendantes).

exp(λ) = Γ(1, λ)=⇒ Sk  Γ(k, λ).
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1.7 Processus de naissance et de mort

1.7.1 Généralités

On considère un processus (Xt)t∈T à temps continu (T = R+), qui consiste
à faire évaluer un système entre une in�nité dénombrable d'états (IE = N) ,
on suppose que le système véri�e les hypothèses suivantes :

� H1 : à partir d'un état n ∈ E, à l'instant t, le système ne pourra passer
à l'instant t+dt que dans l'un des états n+1, n-1 ou n (n ≥ 1) . Dans
un laps de temps très court (dt), il y a réalisation du phénomène.

� H2 : le processus est un PAIS.
� H3 : au plus un évènement peut survenir à l'instant t.

1. On appelle naissance à la date t, le passage du système de l'état n à
l'état n+1.

2. On appelle mort, à la date t, le passage du système de l'état n à la date
n-1.

P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] = λndt+ o(dt).

P [Nt+dt = n− 1�Nt = n] = µndt+ o(dt).

λn : Taux de naissance du système et µn : Taux de mort du système.
(Nt)t≥0 ainsi dé�ni est appelé processus de naissance et de mort (PNM).

1.7.2 Équations de Chapman Kolmogorov associées au système

Le système d'équations de Chapman Kolmogorov s'obtient par un simple
calcul de probabilités, et en faisant appel à la résolution d'équations di�éren-
tielles ordinaires :

P [Nt+dt = n�Nt = n] = 1− P [Nt+dt 6= n�Nt = n]

=1-(P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] ou P [Nt+dt = n− 1�Nt = n])

=1-(P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] + P [Nt+dt = n− 1�Nt = n])

=1-(λndt+ o(dt) + µndt+ o(dt))

=1-(λn + µn)dt+ o(dt)

pn(t+dt) = P [Nt+dt = n] = P [Nt = n,Nt+dt = n]∪P [Nt = n−1, Nt+dt = n]

∪P [Nt = n+ 1, Nt+dt = n]

=P [Nt = n,Nt+dt = n]+P [Nt = n−1, Nt+dt = n]+P [Nt = n+1, Nt+dt = n]
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=P [Nt+dt = n�Nt = n]× P [Ndt = n] + P [Nt+dt = n− 1�Nt =
n]× P [Nt = n− 1] + P [Nt+dt = n+ 1/Nt = n]× P [Nt = n+ 1]

=(1− (λn + µn) dt+ o(dt)) pn(t) + (λn−1dt+ o(dt)) pn−1(t) +
(µn+1dt+ o(dt)) pn+1(t)

=pn(t)− (λn + µn) dtpn(t)+λn−1pn−1(t)dt+ µn+1dtpn+1(t) + o(dt).

pn(t+dt)−pn(t) =− (λn + µn)pn(t)dt+λn−1pn−1(t)dt+µn+1dtpn+1(t)+o(dt).

p′n(t) =Lim
dt→0

pn(t+dt)−pn(t)
dt =− (λn + µn)pn(t)+λn−1pn−1(t)+µn+1pn+1(t)+ o(dt)

dt

=µn+1pn+1(t)− (λn + µn)pn(t)+λn−1pn−1(t).

(S)


P ′0(t) = µ1p1(t)− λ0p0(t), n = 0

p′n(t) = µn+1pn+1(t)− (λn + µn) pn(t) + λn−1pn−1(t) n ≥ 1∑
n≥0

pn(t) = 1, pn(0) =

{
1, n = 0

0, n > 1

Ceci est un système d'équations di�érentielles et de récurrence (aux di�é-
rences) de pn(t).

Comme il s'agit d'un système d'équations di�érentielles et de récurrence,
sa résolution analytique se fait avec les fonctions orthogonales de Bessel (C'est
le cas transitoire ou non stationnaire).

1.7.2.1 Cas stationnaire

On suppose que quand t → +∞, pn(t) → pn (indépendante de t), c'est
à dire que le régime permanent (stable) ou stationnaire à partir de t>t0
s'établit. Le système d'équations précédent (S) devient :

(S′)


µ1p1 − λ0p0 = 0 n = 0

µn+1pn+1 − (λn + µn) pn + λn−1pn−1 = 0 n ≥ 1∑
n≥0

pn = 1

⇐⇒

(S′)


µ1p1 = λ0p0 n = 0

µn+1pn+1 − λnpn = µnpn − λn−1pn−1 n ≥ 1∑
n≥0

pn = 1
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Résolution de (S′)

n=0, p1 = λ0
µ1
p0.

n=1, µ2p2 − λ1p1 = µ1p1 − λ0p0 =⇒ p2 = λ1
µ2
p1 = λ1

µ2

λ0
µ1
p0.

n=2, µ3p3 − λ2p2 = µ2p2 − λ1p1 =⇒ p3 = λ2
µ3
p2 = λ2

µ3

λ1
µ2

λ0
µ1
p0.

On suppose que pn = λn−1λn−2...λ1λ0
µnµn−1...µ2µ1

p0.
Qu'en est-il de n+1 ?

n=n+1, µn+1pn+1−λnpn = µnpn−λn−1pn−1 = 0. Car pn = λn−1
µn

(
λn−2...λ0
µn−1...µ1

)
p0

=⇒ pn = λn−1
µn
pn−1

=⇒ pn+1 = λn
µn+1

pn=
λn
µn+1

λn−1λn−2...λ1λ0
µnµn−1...µ2µ1

p0

Finalement, on obtient pn =

(
n∏
i=1

λi−1
µi

)
p0, ∀n ≥ 1.

pn = anp0, an =
n∏
i=1

λi−1
µi

.

(pn)n≥0 est une loi de probabilité si on a :∑
n≥0

pn = 1=⇒ p0 +
∑
n≥1

an = 1 =⇒ p0 +
∑
n≥0

anp0 = 1 =⇒ p0(1 +
∑
an) = 1
n≥1

=⇒ p0 = 1
1+
∑
n≥1

an
est dé�ni si

∑
an < +∞ (converge).

Ceci est la condition de stabilité ou de stationnarité du système.

Conclusion

Si
∑
n≥1

an < +∞ alors pn = an
1+
∑
n≥1

an
, n≥ 1.

p0 = 1
1+
∑
n≥1

an
avec an =λn−1λn−2...λ1λ0

µnµn−1...µ2µ1
.

Cas particulier λn = λ et µn = µ.

an = λλ...λλ
µµ...µµ =

(
λ
µ

)n
= ρn, avec ρ = λ

µ = Taux de naissance (entrée)
Taux demort (sortie) .

=⇒
∑
n≥1

an =
∑
n≥1

ρn < +∞ si ρ < 1 i.e λ < µ.

Donc la condition de stabilité dans ce cas est λ < µ ou ρ < 1.
Ainsi, la loi est

pn = ρn

1+
∑
n≥1

ρn = ρn

ρ0+
∑
n≥1

ρn = ρn∑
n≥0

ρn = ρn

1 1
1−ρ

= ρn (1− ρ) n ≥ 1

p0 = 1
1+
∑
n≥1

an
= 1

1+
∑
n≥1

ρn = 1
1

1−ρ
= 1− ρ

C'est à dire pn = ρn(1− ρ), ∀n ≥ 0.
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1.7.3 Graphe de transition associé au processus de naissance et
de mort

Soit (Xt) un processus de naissance et de mort de taux (λn, µn)

Figure 1 Graphe de transition d'un PNM.

p01 = P [Xt+dt = 1�Xt = 0] = λ0dt+ o(dt).
p12 = P [Xt+dt = 2�Xt = 1] = λ1dt+ o(dt).
On peut associer un graphe de transition à tout PNM (λn, µn). Les �èches

correspondent aux transitions possibles du système avec les probabilités de
transition correspondantes.

Cas particulier λn = λ et µn = µ.

On a la stabilité du système si λ < µ (ρ = λ
µ < 1) et on a :

pn(t) = pn = ρn(1− ρ), ∀n ≥ 0, ρ < 1.

Exemple 1

Une �le devant un guichet.
Xt : Longueur de la �le (nombre de clients), avec λn = λ= nombre de

clients entrés par unité de temps , µn = µ, = nombre de clients servis par
unité de temps λ < µ.

(Nt)t≥0 est un PNM (λ, µ) stationnaire (il modélise un système qui se
stabilise) et cette loi stationnaire (d'après ce qui précède) est égale à

pn(t) = pn =
(
λ
µ

)n
(1− λ

µ), ∀n ≥ 0.

La longueur moyenne de la �le à la date t est η :

η = E(Nt) =
∑
n≥0

npn

=
∑
n≥0

nρn(1− ρ) = 0 +
∑
n≥1

nρn(1− ρ)

= ρ(1-ρ)
∑
n≥1

nρn−1.
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Comme ρ < 1,
∑
ρn est convergente

η = ρ(1− ρ)

(∑
n≥0

ρn
)′
= ρ(1− ρ)

(
1

1−ρ

)′
= ρ(1− ρ)

(
1

(1−ρ)
2

)
= ρ

1−ρ =
λ
µ

1−λµ
=

λ
µ

µ−λ
µ

= λ
µ−λ.

La variance sera V ar(Nt) :

Var(Nt) = E(N 2
t )− E2(Nt).

E(N 2
t ) =

∑
n≥0

n2pn =
∑
n≥0

n2ρn(1− ρ)

=
∑
n≥0

n(n+ 1− 1)ρn(1− ρ)

=
∑
n≥0

[n(n− 1)ρn(1− ρ) + nρn(1− ρ)]

=
∑
n≥0

n(n− 1)ρn(1− ρ) +
∑
n≥0

nρn(1− ρ).

∑
n≥0

n(n− 1)ρn(1− ρ) =
∑
n≥2

n(n− 1)ρn−2(1− ρ)ρ2

=ρ2(1− ρ)
∑
n≥2

n(n− 1)ρn−2

=ρ2(1− ρ)
∑
n≥2

(ρn)
′′

=ρ2(1− ρ)(
∑
n≥2

ρn)
′′

=ρ2(1− ρ)( 1
(1−ρ))

′′

=ρ2(1− ρ)( 1
(1−ρ)2 )

′
{Car ρ < 1 et

∑
ρn est convergente et dérivable}.

=-ρ2(1− ρ)2(1−ρ)
(1−ρ)4 = 2ρ2

(1−ρ)2 .

E(N2
t ) = 2ρ2

(1−ρ)2 + ρ
1−ρ .
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Var(Nt) =E(N2
t )− η2 = 2ρ2

(1−ρ)2 + ρ
1−ρ-

ρ2

(1−ρ)2

= ρ2

(1−ρ)2 + ρ
1−ρ = ρ2

(1−ρ)2 + ρ(1−ρ)
(1−ρ)2

=ρ2+ρ−ρ2
(1−ρ)2 = ρ

(1−ρ)2 .

σ =
√
ρ

1−ρ .

Donc la longueur de la �le à l'instant t est dans l'intervalle [η − σ, η +

σ]=[ρ−
√
ρ

1−ρ ,
ρ+
√
ρ

1−ρ ].

1.8 Processus de naissance pur et Processus de mort pur

1.8.1 Processus de naissance pur

C'est un PNM de taux de naissance λn, n≥ 0 et de taux de mort µn = 0,
∀n ≥ 0 .

Le système (S) d'équations de Chapman Kolmogorov s'écrit :

(S)


p′0(t) = −λ0p0(t)

p′n(t) = −λnpn(t) + λn−1pn−1(t) n ≥ 1∑
n≥0

pn(t) = 1 pn(0) =

{
1 n = 0

0 sinon

Condition de stabilité∑
n≥1

λ0λ1λ2...λn−1
µ1µ2µ3...µn

 ∞ {Car ∀i = 1, ..., n; µi = 0}

p0 = 0=⇒ pn = 0, ∀n ≥ 0 =⇒
∑
n≥0

pn 6= 1 . { pn ne dé�nit pas une loi de

probabilité}
C'est à dire le système ne se stabilise pas. Donc, il faut le résoudre dans

le cas transitoire.
Si λn = λ. Le système (S) devient

(S′)


p′0(t) = −λp0(t)

p′n(t) = −λpn(t) + λpn−1(t) n ≥ 1∑
n≥0

pn(t) = 1 pn(0) =

{
1 n = 0

0 sinon

La solution de (S ′) est :
pn(t) = exp−λt (λt)n

n! , ∀n ≥ 0=⇒ E(Nt) = λt; σt =
√
λt=⇒ La longueur

de la �le appartient à l'intervalle [λt−
√
λt, λt+

√
λt].

Il s'agit donc d'un processus de Poisson de taux λ.
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1.8.2 Processus de mort pur

C'est un PNM avec λn = 0, ∀n≥ 0 et on suppose que

µn =

{
0 n = 0

µ n = 1, N
avec N : la capacité du système.

C'est à dire, le processus de mort pur prend ses valeurs dans l'espace
d'états IE={0,1,2,...,N}, N∈ N.

L'état initiale du processus est N. Il n'y a pas d'arrivées et les départs se
produisent avec un taux µ constant jusqu'à ce que le système soit vide.

On a pn(t) =Probabilité que le système soit à l'état n à l'instant t =
Probabilité que N-n départs se produisent dans l'intervalle[0,t].

pn(t)=P[Nt = n]=P[Yt=N-n]= exp−µt (µt)N−n

(N−n)! , n=1,2,...,N,

et p0(t)=1-
N∑
n=1

pn(t)=
∑
j≥N

exp−µt (µt)j

j! .

1.9 Processus de Markov

Définition 6

Soit (Ω, Q, P ) un espace probabilisé, IE un ensemble �ni ou in�ni (dé-
nombrable) et T⊂ R+, un intervalle.

IE : Espace d'états.
T : Espace temps.
Soit (Xt)t∈T un processus dé�ni sur Ω à valeurs dans IE.
On dit que le processus (Xt)t∈T est de Markov si :

∀s, t, u ∈ T,∀i, j, x ∈ IE (u < s < t) on a :

P [Xt = j�Xs = i,Xu = x] = P [Xt = j�Xs = i] = pi,j(s, t)......(∗∗)

Cette propriété s'appelle �Propriété d'absence de mémoire (ou de Mar-
kov)�.

Remarque 6

Si dans la propriété (∗∗), on a en plus pi,j(s, t) = pi,j(t − s), on dira que
le processus de Markov est homogène. On ne considèrera que ce cas, par la
suite.

On note pi,j=P[Xs+t = j�Xs = i] s,t∈ T . i,j ∈ IE. (Probabi-
lité de transition) et P(t)=(pi,j(t))(i,j)∈IE×IE est la matrice de transition du
processus de Markov (Xt)t∈T .
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Proposition 3

Pour s, t ∈ T et i ∈ IE, P[Xs = i]>0, on a :∑
j∈E

pij(t) = 1 , ∀i∈ IE. (1)

pik(t+ s) =
∑
j∈E

pij(s)× pjk(t). (2)

(Equations de Chapman −Kolmogorov associ ées au processus).

Preuve (1)

Soit i, j∈ IE, s,t∈ T tel que P[Xs = i] > 0,

P[Xs = i]=
∑
j∈E

P [Xs = i�Xs+t = j]

=
∑
j∈E

P [Xs+t = j�Xs = i]× P [Xs = i]

=
∑
j∈E

pij(t)× P [Xs = i]

=P[Xs = i]×
∑
j∈E

pij(t)

=⇒
∑
j∈E

pij(t) = 1.

Preuve (2)

Soit i, j∈ IE, s,t∈ T , P[Xs = j]>0, P[X0 = i] 6=0,

pik(s+ t) =P[Xs+t = k�X0 = i]

=
P [Xs+t=k,X0

=i]

P [X0=i]

=
∑
j∈E

P [Xs+t=k,X0=i,Xs=j]
P [X0=i]

=
∑
j∈E

P [Xs+t=k,X0=i�Xs=j]×P [Xs=j�X0=i]×P[X0=i]
P [X0=i]

=
∑
j∈E

pjk(t)×pij(s)×P [X0=i]
P [X0=i]

=
P [X0=i]×

∑
j∈E

pij(s)×pjk(t)

P [X0=i]

=
∑
j∈E

pij(s)× pjk(t).
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Proposition 4

La matrice de transition P(t) caractérise le processus de Markov (Xt)t∈T .
C'est à dire : A toute matrice stochastique P(t), on peut associer un processus
de Markov (Xt)t∈T de loi initiale :

(P[X0 = i], (i∈ IE)) donnée, qui va admettre P(t) comme matrice de transition.

preuve

En e�et, construire ce processus revient à évaluer juste ses lois �ni-dimensionnelles,
c'est à dire à évaluer :

P[Xtn = an, Xtn−1 = an−1, ..., Xt1 = a1, Xt0 = a0], ∀t0, .., tn−1, t ∈ T,
∀ai ∈ IE,

on a :

P[Xtn = an, Xtn−1 = an−1, ..., Xt1 = a1, Xt0 = X0 = a0]

=P[Xtn = an,�Xtn−1 = an−1, ..., X0 = a0]×P [Xtn−1 = an−1�Xtn−2 =
an−2, ..., X0 = a0]

×...×P [Xt2 = a2�Xt1 = a1, X0 = a0]×P [Xt1 = a1�X0 = a0]×P [X0 = a0]

PM
= P[Xtn = an,�Xtn−1 = an−1]× P [Xtn−1 = an−1�Xtn−2 = an−2]

×...× P [Xt2 = a2�Xt1 = a1]× P [Xt1 = a1�X0 = a0]× P [X0 = a0]

=pan−1an(tn− tn−1)× pan−2an−1(tn−1− tn−2)× pa1a2(t2− t1)× pa0a1(t1− t0)×
π0(a0).

Avec :(
pan−1an(tn − tn−1)× pan−2an−1(tn−1 − tn−2)× pa1a2(t2 − t1)× pa0a1(t1 − t0)

)
qui �gure dans la matrice de transition et (π0(a0)) est la loi initiale donnée
du processus.

On note π(t) = (P [Xt = i], i∈ IE), la loi t-instantanée du processus
(Xt)t∈T .

On a π(t) = π(0)P (t) (Écriture matricielle), avec π(0) = (P[x0 = j], j ∈
IE). En e�et, pour i∈ IE,

P[Xt = i]
FPT
=

∑
j∈IE

P [Xt = i,X0 = j]=
∑
j∈IE

P [Xt = i,�X = j]×P [X0 = j]

=
∑
j∈E

π0(j)pji(t)

C'est à dire πt(i) =
∑
j∈IE

π0(j)pji(t) ⇐⇒ π(t) = π(0)× p(t).
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1.9.1 Générateur in�nitésimal d'un processus de Markov

On suppose que ∀(i, j)∈ IE× IE, la fonction pij(.) est continue en 0 i.e :

Lim
t→

+
0

pij(t)=δij =

{
1 si i = j

0 sinon

=Pij(0).

Soit alors i≤ j

1. Pour i6= j, qij = Lim
t→

+
0

pij(t)
t =Lim

t→
+
0

pij(t)−pij(0)
t−0 =p′ij(0). ( Si pij(.)est déri-

vable en 0).

2. Pour i=j, qii = Lim
t→

+
0

pij(t)−1
t =Lim

t→
+
0

pij(t)−pij(0)
t−0 =p′ii(0). ( Si pii(.) est

dérivable en 0).

On pose qi = −qii(≥ 0). On appelle alors �Générateur in�nitésimal du pro-
cessus de Markov�, la matrice

Q=(qij)(i,j)∈IE×IE

On a

pij(t) = qijt+ o(t); i 6= j.

pii(t) = 1 + qiit+ o(t); i=j
=⇒ 1− pii(t) = −qiit+ o(t) =⇒ 1− pii(t) = qit+ o(t).

Remarque 7∑
j∈IE

qij = 0;∀i∈ IE. Car
∑
j∈IE

qij =
∑
j∈IE

(pij(t))
′ |t=0= (

∑
j∈IE

pij(t))
′ |t=0

=(1)′ = 0.
qii +

∑
j∈IE
i6=j

qij = 0 =⇒ qi = −qii =
∑
i6=j
qij

qij est appelé taux de transition de i vers j.
qi est appelé taux de transition à partir de i.
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1.9.2 Équations de Chapman Kolmogorov associées aux proces-
sus de Markov

On a
pik(s+ t) =

∑
j∈IE

pij(s)× pjk(t).

1.
δ[pik(s+t)]

δt |t=0 =
δ[
∑
j∈IE

pij(s)×pjk(t)]|t=0

δt =
∑
j∈IE

pij(s) × qjk⇐⇒ p′ik(s) =∑
j∈IE

pij(s)× qjk ∀ i, k ∈ IE et ∀s, t ∈ T

2. On a aussi δ
δs [pik(s+t)] |s=0=

∑
j∈IE

qij×pjk(t).⇐⇒ p′ik(t) =
∑
j∈IE

qij × pjk(t) ∀ i,

k ∈ IE et ∀s, t ∈ T
On aura donc l'écriture matricielle suivante :

P′(t) = Q× P (t)= P (t)×Q

Proposition 5

L'équation di�érentielle

{
P ′(t) = Q× P (t)

P (0) = IIE×IE
admet la solution qui s'écrit

comme suit :

P(t)=
∑

(
n≥0

Qn×tn
n! ) = IIE×IE +

∑
(

n≥1

Qn×tn
n! ) = expQt

Proposition 6

Si IE est �ni et Q est diagonalisable (∃ une matrice B inversible et D
diagonale telles que Q=B×D×B−1) avec

D=


λ1 0 . . . . . .
0 λ2 . . . . . .

0 0 . . . . . .
... ... ... λn

 , avec λi,i=1, n : valeurs propres de Q.

Alors :

P(t)=B×4 (t)×B−1 Avec

4(t) = expDt =


expλ1t 0 . . . . . .

0 expλ2t . . . . . .

0 0 . . . . . .
... ... ... expλnt


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1.9.3 Loi stationnaire du processus de Markov

On dit que π(t) = π est une loi stationnaire du processus de Markov
(Xt)t∈T si elle est solution du système d'équations :

(S)

π ×Q = 0,∑
j∈E

πj = 1.

Avec Q, générateur in�nitésimal du processus de Markov (Xt)t∈T .

1.9.4 Ergodicité du processus de Markov

Un processus de Markov est dit ergodique si :

1. Le système d'équations (S) admet une seule solution.

2. Cette solution π = (πj, j ∈ IE) véri�e πj = lim
t→+∞

Pij(t), ∀i, j ∈ IE.

1.10 Conclusion

A la di�érence de la théorie des probabilités, qu'on peut considérer comme
étant le traitement mathématique de la notion intuitive du hasard, les pro-
cessus stochastiques fournissent des modèles mathématiques de phénomènes
aléatoires dont la dépendance du temps (ou d'un autre paramètre) joue un
rôle prépondérant.

Des applications des processus stochastiques existent dans de nombreux
domaines de l'ingénieur, mais ce sont également des informaticiens, physi-
ciens, biologistes, sociologues, ainsi que des spécialistes d'autres disciplines
qui font appel, de plus en plus, à la modélisation par les processus stochas-
tiques, notamment ceux du type markovien.
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Chapitre 2

Systèmes de �les d'attente

2.1 Introduction

Une �le d'attente est un modèle mathématique décrivant un phénomène
d'attente. Des clients arrivent à intervalles aléatoires dans un système com-
portant plusieurs serveurs auxquels ils vont adresser une requête. La durée
du service auprès de chaque serveur est elle-même aléatoire. Après avoir été
servis, les clients quittent le système. La théorie des �les d'attente a pour
objectif l'étude des structures et le calcul des valeurs caractéristiques per-
mettant d'en décrire les performances. Le présent chapitre est consacré à une
présentation de quelques �les d'attente élémentaires.

2.2 Description

on considère un système destiné à o�rir un certain service, celui (personne
ou objet) qui vient béné�cier d'un service est dit client et les postes de service
sont appelés serveurs.

� File d'attente :�salle� ou attendent les unités (clients) avant d'être servis.
� Système d'attente : la �le d'attente+service en cours.

29
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Figure 2 Système d'attente.

L'étude de ces �les d'attente porte sur la qualité et le rendement du service
fourni. Le service fourni sera caractérisé par la description de :

� La �le d'attente (longueur, temps d'attente,...)
� Serveurs (nombre de clients servis par période d'activité, durée d'oisiveté
(répit),...)

Cette étude peut avoir deux buts :

1. L'amélioration du fonctionnement dans le cadre des structures actives,
actuelles du système.

2. L'étude de l'investissement à consentir (augmentation de serveurs ou la
capacité du système,...) pour améliorer la qualité et le rendement du
service fourni.

2.3 Caractéristiques d'un système d'attente

Les caractéristiques d'un système d'attente sont :
� Loi des arrivées des clients dans le système (Poisson, G,...), cette loi sera
notée L1.

� Loi des durées de service de chaque serveur (c'est la même loi service
indépendante des arrivées), notée L2.

� Nombre de serveurs noté s (s ≥ 1).
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� La capacité du système ou la longueur maximale de la �le d'attente
permise par le système, notée k.

� La discipline de service c'est à dire la façon dont un client à servir est
choisi dans la �le d'attente quand un guichet devient libre.

Exemple 1
-FIFO (PAPS) : Premier Arrivé, Premier Servi.
-LIFO (DAPS) : Dernier Arrivé, Premier Servi.
-PS (SP) : Service avec priorité.
-RS (SA) : Service aléatoire.
� Système ouvert [O] : accepte tous les clients. Système fermé [F] (accepte
des clients particuliers).

2.4 Notation de Kendall

Une �le d'attente est la donnée des caractéristiques citées précédemment
et elle est notée :(L1/L2/s/k/FIFO (ou autre discipline)/[O] ou [F ])

Remarque 1

Une �le d'attente (L1/L2/s)représente par défaut une �le d'attente de
type : (L1/L2/s/∞/FIFO/[O]) .

2.5 Étude de la �le M/M/1

C'est une �le d'attente avec un serveur qui sert les clients dans l'ordre de
leurs arrivées.

� Le processus des arrivées est supposé P (λ), λ > 0 (L1  M) .
� La durée de service est exponentielle exp (µ), µ > 0 (L2  M) .
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Figure 3 Système d'attente M/M/1.

On pose : N(t) : Nombre de clients dans le système à la date t.
M(t) : Nombre de clients dans la �le à la date t.

2.5.1 Étude du processus (Nt)t∈T

C'est un processus de naissance et de mort (PNM) de taux λn et µn.
λn : taux de naissance quand le système est à l'état n.
µn : taux de mort quand le système est à l'état n.
λn et µn sont à déterminer :
� On a :

λndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n]

=P[X t+dt = Xt + 1]=P [X t+dt −Xt = 1]

=P[Xdt = 1]=λdt+ o(dt)

=⇒ λn = λ.

� On a aussi :

µndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n− 1�Nt = n]
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=P[Y t+dt = Yt + 1]=P [Y t+dt − Yt = 1]

=P[Ydt = 1]=µdt+ o(dt)

=⇒ µn = µ.

2.5.2 Loi du système en régime permanent (stable)

Lorsque le systéme se stabilise, sa loi est donnée par :

pn(t) = pn =



n∏
i=1

λi−1
µi

1+
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

n ≥ 1

1

1+
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

n = 0

=



(λµ)
n

1+
∑
n≥1

(λµ)
n n ≥ 1

1

1+
∑
n≥1

(λµ)
n n = 0

� On pose ρ = λ
µ :

pn =

{
ρn

ρ0 1
1−ρ

n ≥ 1

1− ρ n = 0

Donc pn = ρn(1− ρ), n ≥ 0, si ρ < 1.

2.5.3 Nombre moyen de clients dans le système à la date t

Le nombre moyen de clients présents dans le système à la date t se traduit
mathématiquement par l'éspérance qui est donnée par la formule suivante :

E(N t) =
∑
n≥0

npn = (1− ρ)
∑
n≥0

nρn

= (1− ρ)ρ
∑
n≥1

nρn−1 = (1− ρ)ρ
∑
n≥1

(ρn)′

=(1− ρ)ρ(
∑
n≥1

ρn)′ = (1− ρ)ρ
(

1
1−ρ

)′
=(1− ρ) ρ 1

(1−ρ)2=
ρ

1−ρ

= λ
µ−λ

d'où η = λ
µ−λ .
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2.5.4 Écart type σt

A�n de préciser le nombre de clients exacte présents dans le système à un
instant donné, la moyenne à elle seule ne su�t pas. D'où le calcul de l'écart
type qui est donné par :
σt =

√
V (Nt) et V (Nt) = E(N 2

t ) + (E(N(t))2

E(Nt
2) =

∑
n≥0

n2Pn =
∑
n≥0

n2ρn(1− ρ)

=
∑
n≥0

n(n+ 1− 1)ρn(1− ρ)

=
∑
n≥0

(n(n− 1)ρn(1− ρ) + nρn(1− ρ)

On a : ∑
n≥0

(n(n− 1)ρn(1− ρ)=
∑
n≥0

n(n− 1)ρn−2(1− ρ)ρ2

=(1− ρ) ρ2
∑
n≥0

n(n− 1)ρn−2

=(1− ρ) ρ2
∑
n≥0

(ρn)′′

=(1− ρ) ρ2(
∑
n≥0

ρn)′′

=(1− ρ) ρ2( 1
(1−ρ)2 )

′

= 2ρ2

(1−ρ)2

Et donc

E(Nt)
2 = 2ρ2

(1−ρ)2 + η = 2ρ2

(1−ρ)2+
ρ

1−ρ .

V (N t) = E(N 2
t )− (E(Nt))

2= 2ρ2

(1−ρ)2 + ρ
1−ρ −

ρ2

(1−ρ)2

= ρ
(1−ρ)2 .

D'où σt =
√
ρ

1−ρ et [η − ρ, η + ρ]=[ρ−
√
ρ

1−ρ ,
ρ+
√
ρ

1−ρ ].
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2.5.5 Nombre moyen de clients dans la �le à la date t

Le nombre moyen de clients en attente dans la �le est donné par E(Mt),
Mt est le nombre de clients présents dans la �le à la date t.

E(Mt) =
∑
k≥0

kP [Mt = k]

=
∑
k≥0

kP [Nt = k + 1]

=
∑
n≥0

nP [Nt = n+ 1]

=
∑
n≥0

npn+1

=
∑
n′≥0

(n′ − 1)pn′

=
∑
n′≥1

n′pn′ −
∑
n′≥1

pn′

=E(Nt)− (1− p0)

=(η − ρ)

η = E(Nt) = ρ
1−ρ .

ηq = E(Mt) = η − ρ.
Ou bien

Nt=Mt+X=⇒Mt = Nt −X

=⇒E(Mt) = E(Nt)− E(X)=η − (1− P0) = η − ρ

Avec P=P[X=1]=

{
p (Système ne soit pas vide)

1− p (Système soit vide)

2.5.6 Formule de Little :

soit ω : Temps moyen d'attente dans le système et ωq : Temps moyen
d'attente dans la �le, alors :

ω = η
λ=

Nombremoyen de clients dans le systéme
Taux d′entrée global .

ωq =
ηq
λ=

Nombremoyen de clients dans la file
Taux d′entrée global

Avec le taux d′entrée global du système =
Taux de sortie global du système
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Preuve

Déterminons d'abord la loi de ω

ω= Nombre de clients présents dans le système à la date t. [ω�N(t) = n]
coïncide avec la somme de (n+1) v.a �durée de service� notéeD(i), i=1, n+ 1.

[ω�N(t) = n]=
n+1∑
i=1

Di =
n+1∑
Yi,

i=1

avec Y i exp(µ) = Γ(1, µ).

La fonction de densité de la loi Gamma (a,λ) est donné par :

f(x)=
{
λaxa−1

Γ(a) exp−λx

En posant a=1 on aura :

f(x)=

{
λ

Γ(1) exp−λx

= λ exp−λx

Donc Di exp(µ)

=⇒
n+1∑
Di

i=1

 Γ(n+ 1, µ).

Alors

f(ω�N(t)=n)(t) =

{
µn+1tn exp−µt

Γ(n+1) t ≥ 0

0 sinon

fω(t) =
∑
n≥0

fω�N(t)=n(t)× P (Nt = n)

=µ(1− ρ) exp−µ(1−ρ)t

En posant θ = µ(1− ρ) on aura :

fω(t) = θ exp−θ, t ≥ 0.

� Calculons maintenant ω

ω  exp(µ− λ)
=⇒ ω = 1

θ = 1
µ−λ .

=⇒ ω = 1
µ−λ=

η
λ (η = λ

µ−λ)
On a
ω=ωq + 1

µ=⇒ωq=ω− 1
µ

=⇒ 1
µ−λ −

1
µ = η

µ
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D'où ω = η
µ

On a aussi :
ηq = η − ρ = ρ

1−ρρ

= ρ2

1−ρ = ρη

=⇒ η =
ηq
ρ

=⇒ ωq = η
µ =

ηq
µ×

µ
λ

D'où ωq =
ηq
λ

� Ce qui donne comme résultats :{
ω = η

λ

ωq =
ηq
λ ,

qui est la formule de Little.

2.5.7 Caractéristiques du système liées aux serveurs

2.5.7.1 Durée moyenne d'une période de répit (oisiveté) R

Soit R : v.a durée de la période de répit. Une période de répit commence
à la �n du service d'un client seul dans le système et se termine lorsqu'un
nouveau client arrive ou continue tant qu'il n y a aucune arrivée.

Donc pour s ≥ 0, s ∈ T

[R>s]=[X t+s = Xt]

=[X t+s −Xt = 0].

FR(s) = P [R ≤ s]=1-P[R>s]

=1-P[X t+s −Xt = 0] {(X t) P (λ)}

=1-P[Xs = 0].

FR(s) =

{
1− exp−λs s 6= 0

0 s = 0
=⇒fR(s) =

{
λ exp−λs, s ≥ 0

0 sinon

D'où R suit une loi exponentielle de paramètre λ.
=⇒ R = 1

λ et σR = 1
λ .
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2.5.7.2 Nombre moyen de périodes de répit A (en régime perma-
nent)

Soit une période de temps T assez longue. Sur cette période, le serveur
est oisif pendant une proportion de temps p :

p=P[Nt = 0]=p0=1-ρ = p pn = ρn(1− ρ).

On a donc : P×T=A×R.=⇒ A = (1−ρ)T

R
=λ(1− ρ)T= (λ− λ

µ

2
)T=E(A).

2.5.7.3 Nombre moyen d'une période d'activité B (en régime per-
manent)

A cause de l'alternance activité-répit, on a A=B à une unité près, c'est à
dire en moyenne
A = B
B : Nombre moyen de période d'activités
Ainsi
B = (λ− λ

µ

2
)T .

2.5.7.4 Durée moyenne d'une période d'activité C

Soit C : La durée d'une période d'activité. C est une v.a et comme précé-
demment ;
C = E(C) véri�e C ×B = (1− p)T =⇒ C = (1−p)T.

λpT = ρ
λ(1−ρ)=

1
µ−λ .

2.5.7.5 Nombre moyen de clients à servir durant une période d'ac-
tivité N 0

N0 est une v.a et en moyenne :
N0 = E(N 0) véri�e N 0 × D = C. (D : Durée de service d'un client

(exp(µ)).
N 0 ×D = C =⇒ N 0 = C

D
= µ
µ−λ .

Remarque 2

R, A, C et N 0 sont appelés �paramètres ou caractéristiques du système
liées au serveur�.

2.5.8 Étude de la �le M/M/1/k

Dans ce cas on a la capacité du système qui est limitée à k.
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Figure 4 Système d'attente M/M/1/k.

Soit N(t) : Nombre de clients dans le système
(N t) est un processus de naissance et de mort de taux λn et µn.
� Déterminons λn :

λndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n]

=

{
P [Xt+dt −Xt = 1] 0 ≤ n ≤ k − 1

0 n = k

=

{
λdt+ o(dt) 0 ≤ n ≤ k − 1

o(dt) n = k

=⇒ λn =

{
λ 0 ≤ n ≤ k − 1

0 n = k

� Déterminons µn :

µndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n− 1�Nt = n]

=

{
P [Yt+dt − Yt = 1] 1 ≤ n ≤ k

0 n = 0



CHAPITRE 2. SYSTÈMES DE FILES D'ATTENTE 40

=

{
µdt+ o(dt) 1 ≤ n ≤ k

o(dt) n = 0

=⇒ µn =

{
µ 1 ≤ n ≤ k

0 n = 0

On sait qu'en régime permanent

pn(t) = pn =



n∏
i=1

λi−1
µi

1

1+
k∑

n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

n = 1, k

1

1+
k∑

n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

n = 0

=


ρn

1+
n∑
j=1

ρj
= ρn

n∑
j=0

ρj
n = 1, k

1

1+
n∑
j=1

ρj
= 1

n∑
j=0

ρj
n = 0

Remarque 3

Dans ce cas, le régime permanent s'établit car on a une somme �nie donc
∀ρ ou λ et µ, cette somme existe.

2.5.9 Étude de la �le M/M/1/k/[F]

Dans ce cas, les clients sont en nombre limité k et encore particuliers
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Figure 5 Système d'attente M/M/1/k/[F].

Donc (N t) est un processus de naissance et de mort de taux λn et µn.

λndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n]

=C1
k−nP [Xt+dt −Xt = 1]

=((k-n)(λdt+ o(dt))

=(k-n)λdt+ o(dt)

=⇒ λn =

{
(k − n)λ n = 0, k − 1

0 n = k

Et on a :

µndt+ o(dt) = P [Nt+dt = n− 1�Nt = n]

=

{
P [Yt+dt − Yt = 1] 1 ≤ n ≤ k

0 n = 0

=

{
µdt+ o(dt) 1 ≤ n ≤ k

o(dt) n = 0
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Donc la loi en régime permanent est

pn =
n∏
i=1

(
λi−1
µi

)
p0 1, k

=
n∏
i=1

(
(k−i+1)λ

µ

)
p0 = p0ρ

n k!
(k−n)!

=p0ρ
nCn

kn! n = 1, k

Et p0 = 1

1+
k∑

n=1
ρnCnk n!

= 1
k∑

n=0
ρnCnk n!

.

Donc dans un système M/M/1/k/[F] la loi est donnée par :

pn =


ρnCn

kn!p0, n = 1, k
1

k∑
n=0

ρnCnk n!

, n = 0

2.5.10 Étude de la �le M/M/s

2.5.10.1 Description du modèle

C'est un système d'attente qui comporte une seule �le et s serveurs (gui-
chets). Les clients arrivent au système suivant un processus de poisson de
taux λ. Le taux de service pour chaque serveur est exponentiel de paramètre
µ (ces temps sont indépendants entre eux ainsi que du processus des entrées).
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Figure 6 Système d'attente M/M/s.

Soit N(t) : Nombre de clients dans le système (la �le et les guichets), sous
les hypothèses précédentes : N(t) est un processus de naissance et de mort
de taux λn et µn à déterminer.

2.5.10.2 Étude du processus N(t)

On a le taux de naissance λn(t) qui véri�e
λn(t)dt+ o(dt) = P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n]

P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] = P [d'avoir une entrée de plus pendant ce laps
de temps dt]

=P[X t+dt = Xt + 1]=P [X t+dt −Xt = 1]

=P[Xdt = 1]=λdt+ o(dt)

=⇒ λn(t) = λ ∀n ≥ 0

Quant au taux de mort µn(t) il véri�e :
µn(t)dt+ o(dt) = P [Nt+dt = n− 1�Nt = n]

P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] = P [d'avoir une sortie de plus pendant ce laps
de temps dt]

=


0 n = 0,

A 1 ≤ n ≤ s,

B n > s.

� si 1 ≤ n ≤ s :

A=P[ d'avoir une sortie parmi les n clients aux guichets]

=C1
nP[d'avoir une sortie donnée]

=C1
nP [Yi0(t+ dt) = Yi0(t) + 1]

On a Y i  P (µ), ∀i = 1, s.

A=nP[Y i0(dt) = 1]

=n(µdt+ o(dt)) = nµdt+ o(dt).

⇒ µn(t) = nµ

� Si n>s
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B=P[ d'avoir une sortie parmi les s clients aux guichets]

=C1
sP[d'avoir une sortie donnée]

=C1
sP [Yj(t+ dt) = Yj(t) + 1]

PAS
= sP[Y (dt) = 1]

=s(µdt+ o(dt)) = sµdt+ o(dt).

⇒ µn(t) = sµ

Finalement :

µn(t) =


0 n = 0,

nµ 1 ≤ n ≤ s,

sµ n > s.

Ainsi µn(t) = (nΛs)µ, ∀n ≥ 0.
Donc Nt est un processus de naissance et de mort de taux λn = λ et

µn = (n ∩ s)µ. ∀n ≥ 0.
Déterminons maintenant Loi deNt en régime permanent (quand il existe) :
On a :

pn(t) = pn=


n∏
i=1

λi−1
µi
p0 n ≥ 1

1

1+
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

n = 0

� Si 1 ≤ n ≤ s

pn =
n∏
i=1

λi−1
µi
p0

= λ
1µ

λ
2µ

λ
3µ ...

λ
nµp0

=ρn

n!p0 ∀n = 1, s

� Si n>s

pn =
n∏
i=1

λi−1
µi
p0



CHAPITRE 2. SYSTÈMES DE FILES D'ATTENTE 45

=
s

(
∏
i=1

λi−1
µi

)p0× (
n∏

i=s+1

λi−1
µi
p0)

=
(
λ
1µ

λ
2µ

λ
3µ ...

λ
sµp0

)(
λ
sµ

λ
sµ

λ
sµ ...

λ
sµp0

)
= λs

s!µs
λn−s

sn−sµn−sp0

=λn

µn
1

s!sn−sp0

=ρn 1
s!sn−sp0

=ρs

s! (
ρ
s)
n−sp0, n>s

On aura la stabilité si :∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

< +∞⇐⇒
s∑

n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

+
∑

n≥s+1

n∏
i=1

λi−1
µi

< +∞.

Il est clair que
s∑

n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

est une somme �nie.

D'un coté on a : ∑
n≥s+1

n∏
i=1

λi−1
µi

=
∑

n≥s+1

s∏
i=1

λi−1
µi

n∏
i=s+1

λi−1
µi

=
∑

n≥s+1

ρs

s! (
ρ
s)
n−s

=ρs

s!

+∞∑
n−s=1

(
ρ
s

)n−s
=ρs

s!

+∞∑
k=1

(
ρ
s

)k
k=n-s

=ρs

s!

∑
k≥1

(
∼
ρ
)k ∼

ρ = ρ
s .

On sait que∑
k≥1

(
∼
ρ
)k

< +∞ si
∼
ρ < 1 i.e ρ < s ⇐⇒ λ

µ < s⇐⇒ λ < µs.

ρs

s!

∑
k≥1

(
∼
ρ
)k

= ρs

s!

∼
ρ 1

1−∼ρ
= ρs+1

s!s
s

1−ρ = ρs+1

s!(s−ρ) .

Si λ < sµ le régime permanent s'établit et p0 = 1

1+
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi
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∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

=
s∑

n=1

n∏
i=1

λi−1
µi

+
∑

n≥s+1

n∏
i=1

λi−1
µi

=
s∑

n=1

λ
1µ

λ
2µ ...

λ
nµ + ρs+1

s!(s−ρ)

=
s∑

n=1

ρn

n! + ρs+1

s!(s−ρ)

=⇒ p0 = 1

1+
s∑

n=1

ρn

n! + ρs+1

s!(s−ρ)

Donc dans un système M/M/s la loi est donnée par :

pn =


ρn

n!
s∑

n=0

ρn

n! +ρs

s!
ρ
s−ρ

0 ≤ n ≤ s,

ρs

s! (
ρ
s)

n−s

s∑
n=0

ρn

n! +ρs

s!
ρ
s−ρ

n > s.

Remarque 4

Pour n ≥ s, on a : pn = p0
ρs

s!

(
ρ
s

)n−s
. Si l'on pose n=s+i, i=0,1,...

pn = ps+i = ρs

s!

(ρs)
i

s∑
k=0

ρk

k! + ρs+i

s!(s−ρ)

, i=0,1,2,... avec λ < µs ou ρ < s.

2.5.10.3 Étude du système en régime permanent

Probabilité qu'un client attende (Saturation)

Soit π(ρ, s) la probabilité qu'un client qui arrive attende.

π(ρ, s) = p[Nt ≥ s] (probabilité de saturation)

=
∑
i≥0

p[Nt = s+ i] =
∑
i≥0

ps+i

=
+∞∑
i=0

p0
ρs

s! (
ρ
s)
i

=p0
ρs

s!

+∞∑
i=0

(
∼
ρ)i,

∼
ρ = ρ

s ,

=p0
ρs

s!
1

1−∼ρ

=p0
ρs

s!
s
s−ρ

=π(ρ, s).
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Nombre moyen de clients dans la �le
(
ηq
)

On a N(t)=M(t)+s, ou :
N(t) : Nombre de clients dans le système.
M(t) : Nombre de clients dans la �le.
s : nombre de clients aux guichets.
Ainsi :

ηq = E(M(t) =
+∞∑
k=0

kP [Mt = k]

=
+∞∑
k=0

kP [Nt = k + s]

=
∑
k≥0

kPk+s=
∑
i≥0

iPi+s

=
∑
i≥0

iρ
s+i

s!si p0

=ρs

s! p0

∑
i≥0

iρ
i

si

∑
i≥0

iρ
s+i

s!si =
∑
i≥0

( ∼
(ρ)

i
)′

= (
∑
i≥0

(
∼
ρ
)i

)
′
= ( 1

1−∼ρ
)
′
= 1

1−(
∼
ρ)

2 .

ηq = ρs+i

s!si p0
1

1−(
∼
ρ)

2 .

=ρs+i

s!si p0
s2

(1−ρ)2

= ρss
s!(s−ρ)p0

ρ
s−ρ

=π(ρ, s) ρ
s−ρ .

Ainsi η = ηq + E(s).

Nombre de clients dans le système

S : Nombre de clients aux guichets= Nombre de guichets occupés.
S ∈ {0, 1, 2, ..., s}

S=
s∑
i=1

si ou si =occupation du guichet i



CHAPITRE 2. SYSTÈMES DE FILES D'ATTENTE 48

si =

{
1 s′il est occupé

0 sinon

C'est à dire si  Bernoulli(p)

p=P[si = 1]=P[le guichet i soit occupé]

=1
sP[le système ne soit pas vide]

=1
s(1− p

∗
0) ou p

∗
0 = 1− ρ

p=ρ
s

si  Bernoulli(p) = Binomiale(1, p).

Les variables aléatoires si sont indépendantes donc S=
s∑
i=1

si  Binomiale(s, p)

=⇒ E(S) = sp = ρ. Donc η = ηq + E(S) = ηq + ρ.

Temps moyen d'attente d'un client dans la �le ωq

Par Little ωq =
ηq
Λ ou Λ :taux moyen d'entrée globale. C'est à dire :

Λ =
∑
i≥0

λipi = λ
∑
i>0

pi = λ.

ωq =
ηq
Λ =

ηq
λ=

πρ
(s−ρ)

1
λ

= π
(s−ρ)µ = π

sµ−λ .

Temps moyen d'attente d'un client dans le système ω

ω = ωq +Di ou Di =Durée de service du ième client.

Di  exp(µ) =⇒ E(Di) = 1
µ

ω = η
Λ = η

λ =
ηq
λ + ρ

λ .

ω = ωq + 1
µ .
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2.5.11 Étude de la �le M/M/∞

Dans ce cas, le nombre de serveurs n'est pas �ni.
N(t) : Nombre de clients dans le système ; (Nt)t≥0 est un PNM de taux

λn et µn à déterminer.
λn(t)dt+ o(dt) = P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n]

P [Nt+dt = n+ 1�Nt = n] =P [X t+dt −Xt = 1]

=P[Xdt = 1]=λdt+ o(dt)

=⇒ λn(t) = λ, ∀n ≥ 0

µn(t)dt+ o(dt) = P [Nt+dt = n− 1�Nt = n]

P [Nt+dt = n− 1�Nt = n] = nP [Y t+dt − Yt = 1]

=n P[Ydt = 1]=nµdt+ o(dt)

=⇒ µn(t) = nµ, ∀n ≥ 0

Loi de (Nt) en régime stationnaire
pn =

(
n∏
i=1

λi−1
µi

)
p0, n ≥ 1,

p0 = 1

1+
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

, n = 0.

Le régime stationnaire s'établit si
∑

an<+∞.

On a
∑
n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

=
∑
n≥1

ρn

n! <
∑
n≥0

ρn

n! = expρ < +∞.

Donc le régime permanent s'établit toujours.
Ainsi pn = ρn

n!p0 = ρn

n! exp−ρ, n ≥ 1,

p0 = 1
1+
∑
n≥1

ρn

n!

, n = 0.

Nombre de clients dans le système

η = E(Nt) =
∑
n>0

npn =
∑
n≥0

nρ
n

n! exp−ρ = ρ = λ
µ .

Temps moyen d'attente d'un client dans le système ω

ω = η
λ = 1

µ
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons procédé à l'analyse de certains systèmes d'at-
tente. Cette étude nous a permis de caractériser leurs degrés de performance
et de ce fait, d'estimer en moyenne le temps d'attente d'un client avant d'être
servi, le nombre moyen de clients dans le système à une date précise, le taux
d'utilisation moyen de serveurs,...
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Chapitre 3

Modélisation de �les d'attente

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier l'organisation des caisses de paiement
à la sortie d'un supermarché. Nous e�ectuerons des modèles qui consisteront
à dé�nir les points suivants :

� Le système : Existant (ou pas) auquel se réfère le modèle.
� Le modèle : Représentation abstraite du système (simpli�é).
� L'objectif : Le (s) but (s) pour lequel (s) le modèle aura été élaboré.
� Un critère de rentabilité : Un critère économique que justi�e l'utilisation
du modèle.

3.2 Étude de cas

L'étude d'un système est faite dans le but de prédire son comportement
futur et optimiser ses performances. Pendant une période de deux semaines,
nous avons e�ectué une collecte des données sur les arrivées des clients et les
durées des services au sein d'un supermarché situé à Tizi Ouzou où se trou-
vaient plusieurs guichets (serveurs). Une étude scienti�que a démontré que les
consommateurs étaient davantage susceptibles de revenir chez des vendeurs
qui leurs font perdre le moins de temps possible. Dans le cadre de notre étude,
nous avons supposé les arrivées poissonniènnes de paramètre λ donné et les
durées de service exponentielles de paramètres µ. Le gestionnaire du super-
marché s'est vu confronté à certains soucis �nanciers engendrés par le temps
d'attente des clients devant les guichets causant ainsi des pertes considérables
mais non contournables. C'est là qu'intervient notre étude. En e�et, notre
but est de réduire le temps d'attente aux caisses jusqu'à un pourcentage rai-
sonnable (ce qui améliore grandement le processus de paiement et optimise
l'e�cacité opérationnelle du système), maximiser le nombre d'articles ven-
dus,... Mais par dessus tout, mesurer le nombre de caisses nécessaires dans

52
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l'entreprise.

3.3 Position du problème

Il s'agit d'un problème de modélisation dans un supermarché où les clients
se présentent à des caisses a�n d'être servis.

L'organisation des caisses de paiement à la sortie du supermarché peut
être modélisée à l'aide de trois paramètres A, B et C :

� Le paramètre A représente le �ux d'arrivées des clients aux caisses de
paiement. Il est modélisé à l'aide d'un espace de probabilité ( Ω,A, P)
et d'une suite de v.a. (Tn)n≥0 véri�ant :

1. T0= 0.

2. ∀ n ≥ 0, Tn ≤ Tn+1.

Donc, ∀n ≥ 1, T n modélise l'instant d'arrivée du nième client dans la �le
de paiement (celle-ci pouvant être vide ou non). Nous nous focaliserons en
particulier sur le cas ou la suite (τn=Tn+1=Tn)n≥0 est une suite de v.a indé-
pendantes et identiquement distribuées.
τn sont les inter arrivées qui sont exponentielles (λ).
� Le paramètre B symbolise la durée du service de chacun des clients. Ces
quantités peuvent aussi bien être déterministes qu'aléatoires. Dans le
second cas, il est nécessaire de spéci�er la loi de ces variables et la façon
dont elles dépendent les unes des autres. La durée de service étant une
inter-sortie  exp(µ).

� Le paramètre C indique des règles de service particulières. Par exemple,
il est possible que le commerce compte plusieurs guichets ou que le
nombre de clients en attente de paiement soit limité. Dans notre cas,
nous appelons �le d'attente l'ensemble constitué par les personnes en
attente de paiement (les clients en cours de paiement en sont donc ex-
clus).

3.4 Détermination des lois

3.4.1 Loi des arrivées

Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux arrivées des clients.
Pour cela nous considérons que ces derniers arrivent aléatoirement et indé-
pendamment les uns des autres. Bien qu'aléatoire, cette loi est bien une loi
de Poisson.
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Preuve

En raison des propriétés d'absence de mémoire des lois exponentielles,
nous �xons un réel λ> 0 et choisissons de modéliser la loi commune des
temps d'inter-arrivées (σn) n≥1 par une loi exponentielle de paramètre λ > 0,
dont nous rappelons la densité par rapport à sur R :
P λ : x ∈ R 7−→ λ exp−λx ∀x ∈]0,+∞[.
Dans ce contexte, le paramètre λ représente l'inverse du temps moyen

séparant deux arrivées consécutives de clients. En supposant que la taille de
la �le d'attente ne soit pas limitée, le nombre de clients y étant entrés (en ne
prenant pas en compte les sorties) à un instant t ≥ 0 quelconque est donné
par la relation :

N(t)=
∑
n≥1

Tn ∀Tn ∈ [0, t]

On rappelle que le processus (Nt)t≥0 est un processus de Poisson de pa-
ramètre λ. En particulier, il s'agit d'un processus continu dont les accrois-
sements (Nti+1

= Nti ) , 0<i<n=1, pour une suite t0=0<t1<...<tn donnée,
sont indépendants et suivent des lois de Poisson de paramètres respectifs λt1,
λ(t2 = t1), ..., λ(tn = tn−1).

Loi des services

La loi exponentielle va nous permettre de déterminer les intervalles de
temps entre deux arrivées de clients. En e�et, les intervalles de temps suivent
une loi exponentielle. Il se trouve que la modélisation des services (guichet)
passe également par une loi exponentielle. On retrouve donc la même formule
que dans le cas des arrivées mais avec des paramètres di�érents :

U(x)=µ exp−µx est la densité des inter sorties ou des durées de service D.

D représente l'intervalle entre 2 évènements � service d'un client �
µ le nombre de clients servis par unité de temps.
U ou Un nième sortie.
Un − Un−1 inter sortie.

3.5 Modélisation du nombre d'achats d'un clients en cours de

paiement

Nous cherchons maintenant à modéliser le nombre d'articles achetés par
un client en paiement. Dans ce contexte, nous supposons que le magasin o�re
un large choix de produits, de sorte que nous désignons par N le nombre total
d'articles di�érents en magasin. Dans un souci de simpli�cation, nous admet-
tons que chaque client n'achète qu'un seul exemplaire du même produit. Dans
ces conditions, le nombre de biens que le client envisage d'acquérir est :
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A=
∑N

j=1 Zj....................(ACH)

Où, pour tout 1 ≤ j ≤ N, Zj=1 si le client envisage d'acheter le jième
produit et Zj=0 dans le cas contraire. Le client se dirige vers la �le d'attente
si et seulement si A ≥ 1. En particulier, le nombre d'articles présentés par
un client à la caisse suit la loi de A sachant que {A ≥ 1}.

A�n de déterminer la loi de A, supposons que les variables aléatoires
(Zj)1≤j≤N sont indépendantes et équidistribuées. On désigne alors par p leur
espérance commune. De la relation (ACH), il vient E(A) = pN.

Le nombre moyen, E(A), d'articles achetés par un client entrant dans le
magasin peut être assimilé à un réel compris entre 0 et 10. La loi de la variable
A peut donc être modélisée par une loi de Poisson de paramètre c=E(A).
Nous en déduisons �nalement que la loi du nombre d'articles présentés à la
caisse par un client peut être modélisée par une loi de Poisson de paramètre
c conditionnée à prendre des valeurs >1 :

∀ j ≥ 1, P{A = j|A≥1 }= cj

j! (exp(c) = 1)−1.

Nous désignons par v(c) cette loi. Son espérance est donnée par c
1−exp(−c) .

3.6 Modélisation du temps de service

Il nous reste désormais à modéliser le temps de paiement d'un client aux
caisses. Dans cette perspective, pour n ≥ 1, nous désignons par Rn le temps
de paiement du nième client entrant dans la �le d'attente. Il est raisonnable
de formuler les hypothèses suivantes

� Les variables aléatoires (Rn) n≥1 sont indépendantes et identiquement
distribuées.

� Les suites (Rn) n≥1 et (σn)n≥1 sont indépendantes. En revanche, pour
tout n ≥ 1, nous formulons l'hypothèse qu'il existe deux constantes a,
D > 0 telles que :

∀ n ≥ 1, Rn= aAn+ D.
où An est le nombre d'articles achetés du nième client.

3.6.1 Organisation de paiement à guichet unique (M/M/1)

Nous visons maintenant à étudier la taille de la �le d'attente à un temps
donné. En particulier, nous prenons désormais en compte les sorties survenues
après la réalisation des services. Dans ce modèle, nous supposons que le
serveur ne compte qu'un guichet, que la �le peut contenir un nombre illimité
de clients et que les clients sont servis dans l'ordre d'arrivée.
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On désigne par (Un)n>1 la suite des instants d'arrivée des clients à la
caisse : Pour tout n ≥ 1, la variable aléatoire Un désigne le temps d'arrivée
au guichet du nième client entré dans la �le.

Un − Un−1  exp(λ).

3.7 Cas d'un nombre �ni de guichets (M/M/k)

On suppose désormais que l'organe de service dispose de k guichets, pour
un entier k ≥ 1 �xé. En revanche, nous conservons les hypothèses suivantes :

(1) Les clients arrivent selon un processus de Poisson de paramètre λ > 0.
(2) Les clients en attente forment une unique �le d'attente et sont servis

dans l'ordre d'arrivée.
(3) Les temps de paiement sont régis par une relation a�ne avec le nombre

d'achats.

3.8 Problème d'optimisation

Nous visons maintenant à calibrer ou optimiser le nombre de caisses du
magasin de façon à ce que la taille de la �le d'attente demeure raisonnable
au cours d'une journée d'ouverture. Dans cette perspective, nous cherchons à
estimer, pour un réel t > 0 �xé, la probabilité que la taille de la �le d'attente
F franchisse entre les instants 0 et t un seuil critique S donné, S étant un
entier non nul. Plus exactement, nous cherchons à déterminer la valeur de
p=P{max

[0,t]
F>S}, pour di�érentes valeurs de k. Nous choisirons alors le plus

petit entier k rendant cette quantité inférieure à 0,05. Le calcul théorique
de p est bien-sur très délicat. Aussi, l'utilisation de la simulation peut-elle
se révéler particulièrement e�cace : le calcul d'une valeur approchée de p
revient dans ce cas à un calcul numérique d'une espérance à l'aide de la loi
des grands nombres.

Dans ce contexte, l'algorithme dont le codage sera présenté dans la partie
simulation du problème d'optimisation n'est pas le plus pertinent : il permet
simplement de calculer des valeurs ponctuelles de la taille de la �le, alors
que nous souhaitons déterminer son maximum sur [0, t]. En revanche, cet
algorithme permet d'obtenir les réalisations des suites Tn et Un jusqu'à un
instant donné. Comme le montre la proposition suivante, le maximum de la
�le d'attente sur [0, t] s'obtient par un simple comptage :

Proposition

Étant données les suites (Tn)n≥1 et (Un)n≥1 préalablement dé�nies, et :
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τ= max{n ≥ 1, Tn ≤ t} , on dé�nit pour τ≥ 1 : ∀ 1 ≤ i ≤τ , mi=
i∑
{

k=1

1Ti<Uk}.

Alors, max
[0,t]

F = max
i=1,2..τ

(mi), avec max(∅) = 0.

Nous supposerons que :
(1) L'unité de temps est la minute.
(2) Le magasin est ouvert 10 heures par jour.
(3) La constante a est �xée a trente secondes par article, et la constante

d à une minute et Trente secondes.
(4) Le temps moyen d'inter-arrivée est d'une minute et vingt secondes.
(5) Le nombre moyen d'articles achetés par un client entrant dans le ma-

gasin est de 3.
(6) Le seuil critique est �xé à 20 personnes.
En utilisant ces données numériques, nous avons simulé, pour des valeurs

de k allant de 1 à 4, une réalisation de la loi binomiale de paramètres 100
et p. Nous avons consigné les résultats obtenus ci-dessous en prenant soin de
faire apparaitre la moyenne empirique associée :

� Pour k=1 : Réalisation de la somme : 100. Moyenne empirique : 1 .
� Pour k=2 : Réalisation de la somme : 100. Moyenne empirique : 1.
� Pour k=3 : Réalisation de la somme : 2. Moyenne empirique : 0.02 .
� Pour k=4 : Réalisation de la somme : 0. Moyenne empirique : 0 .

A�n de préciser la validité de ces estimations, nous accompagnons ces ré-
sultats de la donné d'intervalles de con�ance. Pour cela, nous rappelons que
pour une variable aléatoire Sn de loi binomiale de paramètres n ≥ 1 et p :

∀ε > 0, IP = P [p− Sn
n > ε].

En choisissant ε=
√
−ln(0.05)

200 , nous en déduisons les intervalles de con�ance
suivants au niveau 0.95 :

1. Si k = 1, p ∈ ]0.87, 1],

2. Si k = 2, p ∈ ]0.87, 1],

3. Si k = 3, p ∈ [0, 0.15],

4. Si k = 4, p∈ [0, 0.13].

Les valeurs k = 1 et k = 2 sont d'emblée éliminées. Des précisions semblent en
revanche nécessaires pour la valeur k = 3. Dans cette perspective, un calcul
similaire réalisé sur un échantillon de taille 1000 nous a permis d'obtenir,
pour k = 3, une réalisation de la moyenne empirique égale à 0.007 et un
intervalle de con�ance au niveau 0.95 égal à [0, 0.046]. De fait, la valeur k =
3 apparait satisfaisante.
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3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons modélisé : Les instants d'arrivées des clients,
les durées de service et le nombre d'articles achetés par chaque client. Nous
avons aussi pu extraire des modèles correspondants aux cas de l'organisa-
tion de paiement à guichet unique (M/M/1), et à un nombre �ni de guichets
(M/M/s). En�n, nous avons calibré le nombre de caisses du magasin en mo-
délisant la situation sous forme d'un problème d'optimisation. A�n d'illustrer
cela, nous allons implémenter des algorithmes dans le chapitre suivant (Si-
mulation et implémentation).



Chapitre 4

Simulation et implémentation

4.1 Introduction

Les systèmes qu'on trouve dans la réalité sont le plus souvent trop com-
plexes pour pouvoir se prêter à une évaluation analytique et leurs modèles
doivent être étudiés au moyen de la simulation. Dans une simulation, on
utilise l'ordinateur pour évaluer numériquement un modèle. Des données
sont collectées dans le but d'estimer les caractéristiques du système. A titre
d'exemple, si un gérant d'un supermarché prévoit de faire certaines exten-
sions mais n'est pas sûr que le gain potentiel dans la productivité justi�erait
le cout de la construction. Il peut donc recourir à une étude par la simu-
lation. En e�et, il ne serait surement pas rentable en terme d'argent que
l'entreprise procède à l'extension puis se ravise plus tard si cette dernière
est jugée par la suite, non satisfaisante. Une étude pourrait éclairer le gé-
rant sur la question et ce en simulant le fonctionnement du système dans
son état avant l'extension puis après. Ceci pourra être fait sans que cela ne
nécessite des changements physiques dans le supermarché. Cette partie est
une application du problème étudié, nous implémenterons ici les méthodes
de générations et de la simulation déjà décrites dans le chapitre précédent en
utilisant MATLAB.

4.2 Simulation

4.2.1 Simulation de la loi des arrivées

Algorithme : Pour deux entiers p, n non nuls arbitrairement �xés, le co-
dage sous Matlab suivant permet de simuler une réalisation du vecteur (N
(1/n),N(2/n), ...,N(p/n)) :
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Figure 7 Simulation du vecteur (N (1/n),N(2/n), ...,N(p/n)).

Pour λ = 2 nous avons implémenté cet algorithme et représenté une réa-
lisation du vecteur (N(1), N(2), N(3), ..., N(100)) :

Le résultat apparait dans la �gure suivante :
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Figure 8 Simulation du vecteur (N (1/n),N(2/n), ...,N(p/n)) pour λ = 2.

4.3 Simulation du nombre d'achats et temps de simulation

D'abord, nous allons créer la fonction "fact", qui calcule la factorielle :
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Figure 9 Fonction factorielle.

Puis,en posant c=2 et n=5, on applique le codage suivant :
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Figure 10 Simulation du nombre d'articles achetés.

4.4 Organisation de paiement à guichet unique

Ce codage permet de donner la taille de la �le d'attente à un instant
donné :

Pour un entier p=100 (arbitrairement �xé), le codage suivant permet de
simuler une réalisation du vecteur (F(1), F(2), ..., F(p)) :
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Figure 11 Simulation d'une réalisation du vecteur (F(1), F(2), ..., F(p)).

Tout d'abord, nous devons implémenter la fonction "randach" suivante :
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Figure 12 Fonction "randach".

Pour un entier p=100, l'algorithme donne une réalisation du vecteur (F(1),...,F(p)).
Et pour λ = 0.75 on aura :
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Figure 13 Algorithme de réalisation du vecteur (F(1),...,F(p)) pour
λ = 0.75.

Le résultat �gure dans l'image suivante :
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Figure 14 Algorithme de réalisation du vecteur (F(1),...,F(p))

Pour λ = 0.25 :
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Figure 15 Algorithme de réalisation du vecteur (F(1),...,F(p)).

Pour λ = 0.15on aura :

Figure 16 Algorithme de réalisation du vecteur (F(1),...,F(p))

Ces trois graphiques font apparaitre les phénomènes suivants :
� Si l'espérance des temps d'inter-arrivées est strictement plus grande que
l'espérance du temps de paiement, la �le d'attente passe fréquemment
par 0. Ceci peut encore s'exprimer de la façon suivante : le temps d'at-
tente s'annule avec une fréquence assez élevée.

� Si l'espérance des temps d'inter-arrivées est égale à l'espérance du temps
de paiement, la �le d'attente passe par 0, mais la fréquence de libéra-
tion du guichet semble beaucoup plus faible. En particulier, il existe de
longues périodes au cours desquelles la �le compte toujours au moins
un client.

� Si l'espérance des temps d'inter-arrivées est strictement inférieure à l'es-
pérance du temps de paiement, la taille de la �le d'attente explose avec
le temps. Le serveur est manifestement saturé.
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4.5 Cas d'un nombre �ni de guichets

Après avoir utilisé encore une fois la fonction "randach" dé�nie dans le
cas d'un guichet unique, et comme (Un)n≥1 désigne maintenant la suite des
instants d'arrivées des clients aux di�érentes caisses ; Voici �nalement le co-
dage que nous proposons pour simuler la taille de la �le d'attente jusqu'à un
instant donné :

Figure 17 Cas d'un nombre �ni de guichets
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Le résultat apparait ainsi :

Figure 18 Résultat dans le cas d'un nombre �ni de guichets

4.6 Problème d'optimisation

Maintenant, nous allons implémenter un algorithme d'optimisation pour
le problème précédent (d'optimisation) du chapitre 3 et voir son illustration
graphique et numérique.
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Figure 19 Algorithme d'optimisation

Le résultat apparait dans la �gure suivante :
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Figure 19 Résultat de l'optimisation

4.7 Conclusion

Selon les données prises en compte et à l'aide de la simulation, nous
sommes maintenant en mesure d'aider le preneur de décision à améliorer
son commerce tout en se préservant des pertes occasionnées par une éven-
tuelle extension. Les programmes que l'on a implémentés sous Matlab nous
ont permis de proposer au gestionnaire la meilleure stratégie (k=3 guichets)
qui lui évite des dommages tout en optimisant le revenu total de l'entreprise.



Conclusion générale

La modélisation et l'évaluation de performances constituent un enjeu ma-
jeur pour la conception et le contrôle de systèmes, qui sont de plus en plus
complexes et évoluent rapidement. Il y a donc un besoin important d'outils
pour comprendre leur comportement, pour minimiser les couts de déploie-
ment et de gestion et pour optimiser les performances, au cours de la vie
de ces systèmes. Pour répondre à ces questions, l'utilisation d'une démarche
intuitive peut s'avérer très dangereuse, et une évaluation expérimentale ex-
trêmement couteuse. Une méthode intermédiaire entre ces deux extrêmes est
la modélisation abstraite et l'évaluation théorique. De nos jours, il est devenu
inconcevable de construire un système quelconque sans avoir auparavant fait
d'analyse des performances. La pression des enjeux économiques est telle que
l'on doit éviter le maximum de pertes. Modi�er la construction du supermar-
ché tout en respectant le plus possible les objectifs de son gestionnaire a été
notre souhait . Cette démarche est passée par une étape de modélisation et
d'analyse des performances. En plus des modélisations analytiques, la simu-
lation sur MATLAB nous a permis d'acquérir des évaluations relativement
précises. Nous avons consacré le premier chapitre à l'étude des processus
Markoviens. Nous y avons présenté un cours assez simple et détaillé . La
seconde partie a décrit brièvement certains systèmes d'attente tout en évo-
quant leurs caractéristiques (liées aux serveurs - liées aux clients). Dans le
troisième chapitre, nous avons ciblé deux modèles qui re�ètent l'aspect aléa-
toire du déroulement des achats dans un supermarché (Systèmes à guichet
unique M/M/1 - Systèmes possédant un nombre �ni de guichets M/M/s).
En�n, en toute dernière partie, nous avons implémenté certains algorithmes
de simulation qui à leurs tours, nous ont permis de dé�nir précisément la
structure optimale du supermarché grâce à laquelle le preneur de décision
pourra éviter des dommages inutiles à son entreprise, tout en garantissant
un rendement optimal.
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Résumé

Les chaines de Markov, souvent obtenues par le biais d'un for-
malisme de modelisation de haut niveau, sont souvent utilisées
pour l'analyse des performancesdes systèmes et ce, dans de nom-
breux domaines. Ce formalisme fait bien souvent appel à la notion
de "Processus Stochastique". Cette étude propose des méthodes
visant à optimiser le nombre necessaire de caisses de paiment à
la sortie d'un supermarché. Une fois développés, ces algorithmes
vont faire l'objet d'une implémentation. Nous en présenterons
quelques exemples numériques a�n d'illustrer les apports de cette
étude. Cette derniére se basera en premier lieu sur le concept de
processus Markoviens. Puis, elle ciblera quelques modèles de �les
d'attente Markoviennes qui pourront re�éter la structure du sys-
téme de paiment de l'entreprise (M/M/1 - M/M/s). En�n, nous
réaliserons une modélisation basée sur l'étude du supermarché,
que l'on utilisera par la suite, pour la construction d'un modèle
de simulation prét à étre présenté au preneur de décision.
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