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Introduction générale

Plusieurs types d’équations différentielles permettent de modéliser des phénoménes
observés dans différents domaines comme la physique, la chimie, la biologie, I’économie
etc. Il s’agit entre autres des équations différentielles ordinaires, des équations aux dérivées
partielles, des équations différentielles a retard, ....

Les équations différentielles a retard appelées aussi "les équations & mémoires" ou "les
équations héréditaires", notées en abrégé "EDR", occupent une place trés importante
dans la modélisation des phénomeénes de la nature dont 1’évolution (le futur) dépend non
seulement de leurs états présents, mais aussi des états antérieurs (le passé). On rencontre
de tels phénomeénes par exemple dans les problémes provenant du traitement de signal
en électronique, les problémes de réseaux de neurones en informatique théorique ou les
problémes de la dynamique de populations en biologie et en écologie.

Les phénomeénes a retard s’observent également en physique et la plus part des ingé-
nieurs étaient conscients du fait que des effets héréditaires sont observés dans les systémes
qu’ils étudient soit en physique ou en mécanique, mais par manque de théorie suffisantes
pour discuter de tels modéles, le retard est en général ignoré ( il est considéré comme petit
et estimé sans effet qualificatif). D’ailleurs, Picard [47] lors de la conférence internationale
des mathématiciens & Rome en 1908 a souligné I'importance de modéliser les systémes
physiques par des équations retardées. Il a fait la déclaration suivante :

"Les équations différentielles de la mécanique classique sont telles qu’il en résulte que
le mouvement est déterminé par la simple connaissance des positions et des vitesses, c’est-
a-dire par l’état a un instant donné et a l’instant infiniment voisin. Les états antérieurs
n’y intervenant pas, [’hérédité y est un vain mot. L’ application de ces équations ot le passé
ne se distingue pas de l’avenir, ot les mouvements sont de nature réversible, sont donc
wmapplicables auz étres vivants.” On comprend de cette déclaration que pour I'étude des
populations vivantes il est nécessaire de tenir compte du retard. Dans ce sens, la premiére
équation a retard a été introduite par V. Volterra en 1928 [90] dans son étude des modéles
proies-prédateurs.

A partir des années quarante, plusieurs auteurs se sont intéressés a la théorie des équa-
tions a retard. Nous citons par exemple Bellman et Cooke [8], ils donnent les motivations
pour étudier les systémes a retard dans le contexte de la dynamique des populations et de
la biologie mathématique en général. Nous pouvons cité aussi la monographie de J. Hale
[47] qui constitue, & ce jour, un ouvrage de référence pour les chercheurs qui travaillent
sur les équations différentielles a retard. La littérature concernant ces équations est abon-
dante; le lecteur intéressé pourra se référer par exemple a la monographie de Hale [47] et
les références qui y figurent.

Les retards apparaissent a cause du temps nécessaire pour que le systéme réponde a
une certaine évolution ou parce qu'un certain seuil doit étre atteint avant que le systéme



ne soit activé. La signification du retard est différente d’un modéle a un autre, il peut étre
par exemple le temps du controle pour les systémes mécaniques, le temps de gestation
en dynamique des populations, le temps nécessaire pour la maturation des cellules ou la
transformation d’un type de cellules en biologie, la période d’incubation d’une maladie
contagieuse en épidémiologie, ....

La nature du retard (discret, continu, dépendant de l'état, ...) rend la théorie difficile
et fait appel & un arsenal mathématique trés vaste. Il induit parfois a des oscillations
indésirables et peut causer l'instabilité du systéme.

Les systémes a retard périodiques sont largement étudiés et trés importants dans de
nombreux domaines scientifiques. Cependant, les phénomeénes naturels exigent parfois des
notions qui dépassent le concept de la périodicité. Ceci a conduit plusieurs mathématiciens
a se pencher sur les diverses généralisations de la périodicité et leurs applications variées
qui concernent notamment les équations différentielles ordinaires et celles aux dérivées
partielles (voir par exemple [2, 18, 21, 58, 93].

Dans le cadre de ce travail, nous considérons quelques généralisations des fonctions pé-
riodiques et des fonctions Bohr presque périodiques a savoir : les fonctions pseudo presque
périodiques "PAP", les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques "SPPAP, les fonc-
tions asymptotiquement w-périodiques "AP," et les fonctions S—asymptotiquement w-
périodiques "SAP,".

C. Zhang [95] a introduit la pseudo presque périodicité "PAP" au début des années
quatre-vingt-dix comme extension de la presque périodicité de Bohr [12]|. Plus précisé-
ment, une fonction pseudo presque périodique est une somme d’une fonction presque
périodique et d’une fonction ergodique (une fonction continue bornée de moyenne nulle).
Cette classe de fonctions a attiré de nombreux chercheurs, elle a été largement utilisée
dans I’étude qualitative des solutions des équations différentielles ordinaires, des équations
différentielles partielles et des équations différentielles abstraites.

En 1926, Stepanov [79] a introduit une nouvelle classe de fonctions presque périodiques
dites "fonctions Stepanov presque périodiques". Les fonctions de cette classe ne sont pas
nécessairement continues donc s’apprétent mieux pour I'étude qualitative des équations
différentielles. Elle a été développée grace aux travaux de plusieurs mathématiciens comme
par exemples Amerio et Prouse [2]|, C. Corduneanu [18] et B. M. Levitan [58].

Depuis lors, un tel concept a été largement étudié et étendu dans diverses directions.
On peut citer en premier lieu les travaux de T. Diagana [23, 22, 25]. Le méme auteur a
introduit en 2007 dans [22] les fonctions Stepanov pseudo-presque périodiques.

Le concept de 'asymptotique périodicité est une importante généralisation de la pé-
riodicité classique (voir [46]). Cette notion est plus appropriée que la périodicité pour
expliquer les processus complexes. La littérature relative aux fonctions asymptotique-
ment w—périodiques reste limitée en raison de la nouveauté du concept. Les proprié-
tés qualitatives de telles fonctions sont discutées dans [87]. Les articles [30, 46, 48, 91|
traitent le probléme d’existence de solutions d’équations différentielles asymptotiquement
w-périodiques, S-asymptotiquement w—périodiques, et asymptotiquement w-périodiques
de Stepanov.

Dans [87], Xie et Zhang ont introduit le concept de fonctions limites w—périodiques
comme une généralisation des fonctions asymptotiquement w—périodiques, ils ont étu-
dié leurs propriétés et ont obtenu des résultats sur l'existence et I'unicité de solutions
asymptotiquement w—périodiques pour une certaine classe d’équations différentielles.




Les fonctions S—asymptotiquement w-périodiques sont introduites en 2008 par Hen-
riquez, Pierre et Taboas [48] comme généralisation des fonctions asymptotiquement w-
périodiques, elles ont été développées grace aux travaux de plusieurs mathématiciens
comme par exemple Blot, Cieutat et N’Guérékata [11], Nicola et Pierri [71].

Dans (|28, 29, 48]), des proprié¢tés de ces fonctions sont présentées et des condi-

tions d’existence et d’unicité de solution S—asymptotiquement w-périodiques de certaines
classes d’équations différentielles d’évolution sont données.
Les travaux présentés dans cette thése concernent le probléeme d’existence de solutions
asymptotiquement périodiques, S—asymptotiquement périodiques et pseudo presque pé-
riodiques de deux modé¢les d’équations différentielles & retard : le premier est un systéme
qui se présente en théorie des réseaux de neurones, il s’ecrit sous la forme suivante

di(t) = —ai(t) + D0 (0 ay(0) + diy(t)g (st = 7))

+ En:pij(t) /_t kij(t — s)h;(z;(s))ds + Ji(t), 1<i<n, t>0, (1)

avec la condition initiale x;(t) = ¢;(t), pour ¢ € |—00, 0] .
Les ¢;(.) sont des fonctions continues, les a;,7 = 1, n sont des constantes strictement posi-
tives, et les fonctions ¢;;(.), di;(.), pi; (1), Ji(1), f5(2), g;(.), hj(.), ki;(.) sont des fonctions
d’un certain type de periodicité qui sera préciser ultérieurement.

Notre objectif est de montrer 'existence de solutions qui conservent le méme type de
périodicité que celui des coefficients du systéme différentiel ainsi que leurs stabilité.

Le deuxiéme modéle étudié est ’équation différentielle fonctionnelle de Nicholson qui

s’écrit

(2)

z(t) = —0x(t) + p(t)z(t — 7)e W) _ H(t)a(t — o) avec § > 0, t > 0
Ty = ¢, te [_Ta O]a

ol

r=max{r,0}, C, = C([-r, 0]’R+>

et x; la fonction définie par
z(0) = z(t + 0) pour tout 6 € [—r,0].

Sous certaines hypothéses, nous montrons l’existence et I'unicité de solution pseudo-
presque périodique de 1'équation (2), quand certains coefficients sont Stepanov pseudo
presque périodiques.

Cette these est composée de quatre chapitres, nous allons présenter ici le contenu de
chacun d’eux.

Dans le premier chapitre, nous commencons par exposer les définitions et les pro-
priétés des fonctions asymptotiquement périodiques, des fonctions limites w—périodiques
et les fonctions pseudo-presque périodiques. Pour d’amples détails sur ces fonctions on
renvoi le lecteur aux références suivantes [21, 22, 29, 30, 46, 88].

Par la suite, nous rappelons quelques résultats sur les équations différentielles a retard
et les théorémes du point fixe, de Banach et de Schauder, utilisés pour montrer I’existence
de solutions des systémes différentiels considérés dans les autres chapitres.




Dans le second chapitre, nous présentons un apercu historique sur l'origine des
réseaux de neurones artificiels. Puis nous nous intéressons au systéme (1) de réseaux de
neurones avec retard mixtes.

Ces derniéres années, ’étude de 'existence, 'unicité et la stabilité des solutions pério-
diques, anti périodiques, presque périodiques, pseudo-presque périodiques, pseudo-presque
périodiques avec poids et asymptotiquement presque automorphes des systéemes de réseaux
de neurones, lorsque les fonctions d’activation satisfassent la condition de Lipschitz, a sus-
cité un intérét remarquable on peut citer par exemple les travaux |1, 4, 13, 44, 86, 89|
et les références qui y figurent. Notre travail a été motivé par les résultats d’Ammar [4],
Dimbour [29], et Tatar [80, 81].

Ammar et al [4], ont montré en utilisant le théoréme du point fixe de Banach, I'exis-
tence et l'unicité de solutions pseudo- périodiques du systéme (1) quand les fonctions
d’activation sont pseudo presque périodiques et lipchitziennes. Un résultat de stabilité est
aussi donné dans cet article.

Dans [80] et [81], Tatar a considéré un systéme de réseaux neurones impliquant des
fonctions d’activation holderiennes. 11 a montré qu’il est globalement asymptotiquement
stable stabilité et globalement exponentiellement stable.

En 2017, Dimbour et al. [29] ont donné des conditions suffisantes pour I'existence et
I'unicité de solutions asymptotiquement w—périodiques pour une équation d’évolution
en utilisant le théoréeme du point fixe de Banach et les propriétés des fonctions limites
w—périodiques.

Cependant, & notre connaissance, il n’existe pas de travaux sur ’existence de solutions
asymptotiquement w—périodiques des systémes de réseaux de neurones.

Nous avons montré dans [14| 'existence de solutions asymptotiquement w—périodiques
du systéme (1) lorsque les fonctions d’activation sont supposées étre holderiennes. La
démonstration est longue et s’appuie sur une version du théoréme de Schauder et les
propriétés des fonctions limites w—périodiques.

Dans le troisiéme chapitre, on s’est intéressé a ’existence et 1'unicité de solutions
S—asymptotiquement w—périodique du méme systéme considéré au chapitre 2. On a com-
mencé par exposer brievement quelques définitions et propriétés de ces fonctions. Par la
suite un résultat d’existence et d’unicité de solution S—asymptotiquement w—périodique
du systéme (1) est établi quand les fonctions d’activation sont S—asymptotiquement
w—périodiques et lipschitziennes.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons quelques propriétés des fonctions Ste-
panov pseudo-presque périodiques, ensuite nous nous intéressons a I’équation de Nicholson
(2) introduite par Gurney, Blythe et Nisbet en 1980 [45]. Ce modeéle décrit I’évolution de
la population de mouches se nourrissant de la viande de moutons en Australie. Plusieurs
chercheurs se sont penchés sur ’étude du comportement asymptotique de cette équation
voir par exemple [61] et [77].

Le premier travail concerne ’existence et 1'unicité de solutions pseudo-presque pério-
dique de ’équation (2) quand les coefficients sont Stepanov pseudo presque périodiques
et le terme récolte est linéaire. Notre travail est motivé par les travaux de J. Andres et D.
Pennequin [5], M. Baroun et al. [7], F. Chérif et al. [16], K. Ezzinbi et al. [37].

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous considérons ’équation (2) quand les
coefficients sont Stepanov pseudo presque périodiques et le terme récolte est non linéaire.
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Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 1’essentiel des notions et résultats utilisés tout
au long de ce travail. Le chapitre est organisé comme suit : dans la premiére section,
nous rappelons quelques définitions et résultats sur les fonctions de certains types de
périodicité.

La section 2 rappelle quelques théorémes du point fixe utilisés dans la démonstration de
nos résultats.

Enfin, la derniére section a pour objet d’examiner et de présenter quelques résultats sur
les équations différentielles a retard, une attention particuliére est accordée aux équations
différentielles fonctionnelles a retard, considérés dans les chapitres 2, 3, et 4 .

Pour les résultats contenus dans ce chapitre on renvoie le lecteur aux références [17, 29,
30, 48, 88, 87].

1.1 Fonctions asymptotiquement w—périodiques
et les fonctions limites w—périodiques

Les fonctions asymptotiquement périodiques ont été introduites en 2006 par Hayin et
al. [46]. Dans [87] et [88] R. Xie et C. Zhang ont définit une classe de fonctions appelées
fonctions limites w—périodiques, ils ont établi un lien entre ces fonctions et les fonctions
asymptotiquement w—périodiques. Ce dernier est exploité pour montrer 'existence de so-
lution asymptotiquement w—périodiques pour une certaine classe d’équations d’évolution.
Dimbour [29] a continué I'investigation des propriétés des fonctions limites w—périodiques
(produit, composition,...), et il a obtenu un résultat sur l'existence et 'unicité de solu-
tion asymptotiquement w—périodique via les fonctions limites w—périodiques pour une
équation différentielle avec arguments.

Nous noterons par BC(R™, X) I'espace de Banach des fonctions bornées et continues
de R*a valeurs dans un espace de Banach (X ||.||) muni de la norme

[ flloc = sup|lf(£)]]-

teR+

Dans toute cette thése, w désignera un nombre réel strictement positif.
On note P,(R*,X) et Co(R™, X) les espaces définis comme suit

P,(R*,X):={f € BC(R",X) : f est w— périodique}

11



Co(RY, X) = {f € BOR",X): lm|f(t)] = o}.
t—r00
Définition 1.1.1. [29, 48]
Une fonction f € BC(RT,X) est dite

1. asymptotiquement w—periodique si f se décompose comme suit
f=g+h, (1.1)

ou g € P,(RT,X) et h € Cp(RT, X);

2. limite w—périodique si
lim f(t+ nw) = g(t)
n—-+oo

est bien définie pour tout t € R™.

On note par AP, (R*,X) (respectivement PL, (R, X)), espace des fonctions asymp-
totiquement w—périodiques de RTa valeurs dans X (respectivement I'espace des fonctions
limites w—périodiques).

Proposition 1.1.2. /88/

1. Les espaces AP,(R',X) et PL,(R",X) munis de la norme |.||« sont des espaces
de Banach.

2. Les fonctions asymptotiquement w—périodiques sont des fonctions uniformément
continues cela est di au fait que les fonctions périodiques et les fonctions dans
Uespace Co(RT,R™) sont uniformément continues.

3. La décomposition (1.1) est unique, puisque

lim (f(t+nw)— f(t))) = lim (h(t 4+ nw) — h(t)) = 0.

t—+00 t——+00

4. On a AP,(RTR") C PL,(RT,R"™), l'exemple qui suit, donné dans [87], montre
que la réciproque est fausse.

Considérons 'ensemble

K = {(k)u €10 1], by > kogr, lim K, = 0,0 € N},

Pour toute suite (ky)n, C K, on définit la suite de fonction fu.,) par

1 sit=2n—1, neN
fuen(®) = 0 sit€{0,2U{2n—1—k,}U{2n—1+k,}

linéaire ailleurs.

g(t) = {

On voit que lim fi (t +2m) = g(t), Vt € RY, Vm € N. On déduit que f,) est
m—r0o0

limite 2—périodique.

On pose

—_

sit=2n—1, neN
atlleurs.

e}
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D’autre part, si on choisit deux suites (by,)n et (c,)n définies par
b,=2n—1,etc,=2n—1—k,

on aura (b, — ¢,) = kn, ceci entraine que lim (b, — ¢,) =0, puisque lim k, =0

n— 00 n——+0o00
Alors que fir,)(bn) = fue(cn) = 1.
D’ou on déduit que fu,) est limite 2—périodique mais elle n’est pas asymptotique-
ment 2-périodique.

On signale que 'exemple 9, tel qu'il est écrit dans [87] ne vérifie pas

Jrn (bn) = frn(cn) = 1.

Proposition 1.1.3. /88/
Soit f € BC(RT,X) et w > 0. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f € AP,(R*,X).
2. g(t) = lir}rl f(t + nw) uniformément pour tout t € RT.
n—-+0o0

3. g(t) = nEIEoof(t + nw) sur tout sous-ensemble compact de RT.

4. g(t) = nli)riloof(t + nw) bien défini pour tout t € Rt et g(t) = lm f(t + nw)

n——+oo
uniformément sur [0, w].

Proposition 1.1.4. [29/
Soit f une fonction limite w-periodique avec g(t) = nl_lgloof(t + nw) est bien définie pour
tout t € R, alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. g(t+w) = g(t) pour tout t € RT.

2. g est bornée sur RT ; de plus ||g]loo < ||f]|co-

Lemme 1.1.5. [29/
Si f1, f2 € AP, (RT,X), alors fi.fo € AP,(RT,X).

Démonstration.
Soient f1, f» € AP,(R",X). Les propositions 1.1.3 et 1.1.4, montrent 'existence de deux
fonctions périodiques et bornées g;, go telles que

lim f1(t + nw) = g;(t) uniformément pour tout ¢t € R*
n—oo

et
lim fa(t + nw) = go(t), uniformément pour tout ¢ € R,
Alors
[(fif2)(t +nw) = (g1g2) ()] < [fut + nw) f2(t + nw) — fi(t + nw)ga(t)]
4+ [fi(t +nw)ga(t) — g1(t)g2(t)]
Do f1.fs € AP,(R,X). 0
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Lemme 1.1.6. /[29/
Si f € AP, (R*,X), alors f (. —a) € AP, (R*,X) pour tout a € R.

Démonstration.
Comme f € AP, (R",X), alors on peut écrire

f=g+h,

ou g € P,(Rt,X) et h € Cp(RT, X).
Il est évident que les espaces P, (R™,X) et Cp(R*, X) sont invariants par translations.
Par conséquent,

f(. - a) € AP,(R*,X).
O

Lemme 1.1.7. [29]
Soit ® une fonction uniformément continue sur X. Alors pour toute fonction f € AP,(RT,X)
ona®ofeAP,(RT,X).

Démonstration.
Il est evident que ®o f € BC(R™, X). Notons que la fonction ® est uniformément continue
alors il existe & > 0 tel que :

|P(x) — (y)|| < € pourtout x,y € X avec ||z —y|| < 9.

En utilisant la proposition 1.1.3, on a pour § > 0, il existe un rang N(J) tel que pour
n > N(0) on a
| f(t 4+ nw) — g(t)|| < 6, pour tout t € RT.

Ceci entraine que
sup|®(f(t +nw)) — B(g(1))] <e,

teR+

on en déduit que ® o f € AP, (R, X). O

1.2 Fonctions presque périodiques

Les fonctions presque périodiques ont été initiées par le mathématicien danois Harald
Bohr en 1923 [12], elles généralisent les fonctions périodiques continues. Il existe plusieurs
ouvrages qui présentent ces fonctions et leurs applications aux équations différentielles
d’une maniére trés détaillées. Le lecteur intéressé pourra consulter par exemple [2, 17, 93,

39).

Définition 1.2.1. [12, 39|

Une fonction continue f : R — (X,]|.||) est dite Bohr presque périodique (ou simple-
ment presque périodique ) si pour tout € > 0 il existe I(e) > 0, tel que tout intervalle de
longueur [(g) contient un nombre 7 vérifiant

|f(t+7)— f(t)] <e pour tout t € R. (1.2)
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AP(R,X) désignera l'espace de ces fonctions.
Cette définition généralise d’'une maniére naturelle la périodicité. D’ailleurs on appelle les
nombres 7 vérifiant (1.2) les e—presque périodes de f.

Exemple 1.2.1.

— Toute fonction T'—périodique et continue est une fonction presque périodique. Ceci
découle du fait que l’ensemble des périodes de f, {nT;n € Z} est relativement
dense! dans R.

— La somme de deux fonctions périodiques continues dont le rapport des périodes est
irrationnel est presque périodique. Fxemples les fonctions

T — sinx—l—sin\/i’c, T+ cos T + cos V2.

Définition 1.2.2. [39]

AP(R,X) est la fermeture de l'espace des polynomes trigonométriques généralisés,
Trig(R,X), pour la topologie de la convergence uniforme. Autrement dit, f € AP(R, X)
si et seulement si pour tout € > 0, il existe P. € Trig(R,X) tel que

Stlelﬂgllf(t) - P.(t)] <e,

ou
n

Trig(R,X) = {P,(t) = Zakei)"“t, avec a, € X et A\, € R}.
k=1

Dans [18], Bochner a défini les fonctions presque périodiques comme suit :
f : R — X est presque périodique si elle est continue et de toute suite (hy)nen de
nombres réels on peut extraire une sous-suite (A, )nen telle que la suite (f(t4 h,))nen soit
uniformément convergente sur R.

Autrement dit, 'ensemble des translatés { f(. + t) }1er est relativement compact dans
BC (R, X).

On résume dans la proposition qui suit quelques propriétés des fonctions presque
périodiques.

Proposition 1.2.3. /2, 21/

1. AP(R,X) est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme et il
est invariant par translation.

2. Une fonction presque périodique est bornée et uniformément continue sur R .

3. Si f est une fonction presque périodique et g une fonction uniformément continue
alors (go f) est une fonction presque périodique.

4. La limite uniforme d’une suite convergente de fonctions presque périodiques est
presque pértodique.

5. Imf est relativement compact dans X.

1. Un ensemble A C R est relativement dense, s’il existe un nombre positif [ > 0 tel que tout intervalle
de longueur [ contient au moins un élément de A
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Fonction presque périodique a paramétre

Définition 1.2.4. [93]

Une fonction f € C'(R x X, X) est dite presque périodique en ¢ uniformément par rapport
a x sur tout compact K de X, si pour tout € > 0, il existe [ > 0 tel que pour tout a € R
il existe 7 € [, a + 1] tels que

sup (supllf (¢ +7,2) = f(t, )] ) < e.
teR ‘reK

L’ensemble de ces fonctions est noté APy (R x X, X).

Le théoréme qui suit est un théoréme de superposition dans I'espace AP(R,X), il est
indispensable pour I'étude de la presque périodicité des solutions des équations différen-
tielles.

Théoréme 1.2.5. [21]
Soit f: Rx X — X une fonction continue, telle que pour tout x € X la fonction f(.,x)
est presque périodique uniformément en t € R.
Supposons que f est lipschtizienne en x € X uniformément ent € R, c’est-a-dire il existe
L >0 tel que

1f(t2) = f(Lo)ll < Ll —yl, Vo, y€ X, VIR,

Sig: R — X est presque périodique, alors la fonction f(.,g(.)) est aussi presque pério-
dique.

1.3 Fonctions pseudo-presque périodiques

Ce concept est une généralisation de la presque périodicité, il a été introduit par Zhang
[95] en 1994. Une fonction pseudo-presque périodique est la somme d’une fonction presque
périodique et d’un terme ergodique.

L’espace des fonctions ergodiques £(R, X) est défini comme suit

T
e®x) = {repo@m, im o [ lola-ol,

Remarque 1.3.1. [60, 95]
1. (E(R,X]]|.||c) est un espace de Banach .

2. 11y a une équivalence entre I'ergodicité de la fonction f et ’ergodicité des ensembles
sulvants
E.={teR; [|f(t)] 2¢} e>0.

Plus précisement, on a
— f € BC(R,X) est ergodique si et seulement si pour tout € > 0 ’ensemble

E.={teR, [lf(t) =<}

est un ensemble ergodique dans R.
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— Rappelons qu’un sous-ensemble E de R est dit ergodique si

BN B
aE) = lim —p(EN[=T.T]) =0

ou i désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Définition 1.3.1. [95]
Une fonction f: R — X est pseudo-presque périodique (f € PAP(R, X)) si

f=g9+h (1.3)

ou g € AP(R,X) et h € E(R,X). g et h sont appelées la composante presque périodique
et la composante ergodique respectivement de la fonction f.

b

b \ |11 Al

o i
-40 30 =20 =10 0 1d 20 =0 40

FIGURE 1.1 — Représentation graphique de la fonction  + sin(t) + sin(v/2t) + e

Proposition 1.3.2.
1. La décomposition (1.3) est unique (voir[21]).
2. 8i (gn)n C PAP(R,X) converge uniformément vers g alors g € PAP(R,X) ( voir
[26].)
3. Si f, g€ PAP(R,R) alors f x g € PAP(R,R) (woir [}].)
Définition 1.3.3. [93]
Une fonction f € BC(R x X, X) est dite pseudo presque périodique en ¢ uniformément
par rapport a x sur tout compact K de X si f se décompose comme suit

f:f1+f27

ou fi est presque périodique en ¢ uniformément par rapport & x sur tout compact K de
Xet fo € ER x X, X).
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On note par PAPy(R x X, X) I'espace des fonctions pseudo presque périodiques en ¢
uniformément par rapport & z sur tout compact de X.

On énonce maintenant un théoréme de superposition pour les fonctions pseudo presque
périodiques

Théoréme 1.3.4. /3]
Soit une fonction f de R x X vers X pseudo presque périodique en t uniformément par
rapport a x sur tout compact de X telle que f vérifie la condition de Lipschitz :

alors si h € PAP(R,X) on a f(.,h(.)) € PAP((R x X, X).

1.4 Quelques théorémes du point fixe

Un théoréeme du point fixe est un résultat qui affirme que sous certaines conditions une
fonction f posséde au moins un point fixe. La notion du point fixe est trés importante dans
beaucoup de domaines de mathématiques, ceci vient du fait que de nombreuses questions
peuvent se ramener aux problémes d’existence de points fixes.

Dans cette section, on rappelle deux théorémes trés importants de la théorie du point fixe
a savoir : le théoréme de Banach et le théoréme de Schauder.

Théoréme du point fixe de Banach : il est établi en 1922 dans le cadre de la résolu-
tion d'une équation intégrale. Il affirme qu'une contraction sur un espace de Banach dans
lui méme posséde un unique point fixe. Une application 7" : (X, ||.||) — (X, ||.||) est une
contraction s'il existe 0 < k < 1 tel que ||T(z) — T(y)|| < k|l — y||.

Ce théoréme, en plus de fournir l'existence et I'unicité du point fixe, il fournit un algo-
rithme d’approximation du point fixe comme limite d’une suite d’itérées.

Théoréme du point fixe de Schauder : ce théoréme est élaboré en 1930, il prolonge
le résultat du théoréeme Brouwer valable en dimension finie, il assure 1’existence de points
fixes mais il n’assure pas l'unicité. Plus précisemment,

si D est un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach

X. F': D — D une application continue et compacte. Alors F admet au moins un point
fixe dans D.

1.5 Quelques critéres de compacité

La notion de compacité, qui évoque une idée de petitesse, est une abstraction de la
propriété de Heine-Borel ? vérifiée pour les intervalles fermés bornés de R. Ainsi plusieurs
propriétés des segments de la droite réelle se généralisent aux espaces compacts ce qui
confére a ses derniers un role priviligé dans divers domaines des mathématiques. Ils sont
notamment utilisés pour prouver 'existence de points fixes pour des applications conti-
nues. Dans un espace topologique la définition de la compacité repose sur les notions de
recouvrements et sous-recouvrements.

Pour un espace métrique on peut aussi définir la compacité par les suites extraites.

2. Un sous-ensemble de R est compact si et seulement s’il est fermé et borné
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Définition 1.5.1. [19]

Un sous-ensemble F' d’un espace de Banach X est compact si toute suite (z,)nen de
F admet une sous suite convergente vers une limite appartenant a F'. On dit que F est
relativement compact si la fermeture de F' est compacte.

Avant d’énoncer les critéres de compacité d’Ascoli-Arzela et celui de Corduneanu,
nous jugeons nécessaire de rappeler la définition de I’équicontinuité, I'uniforme bornitude
et I’équiconvergence.

Ensembles équicontinus

On dira qu’un ensemble de fonctions est équicontinu si on peut contréler les variations
de ces fonctions autour d’un point donné indépendament de la fonction considérée. La
définition est donnée d’une maniére précise dans ce qui suit

Définition 1.5.2.

Soit (X, ||.||x) et (Y,]||.|ly) deux espaces de Banach et F une partie de C'(X,Y) (espace
de fonctions continues).

On dit que F est équicontinue en xy € X si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

Ve e B, ||lx —xollx <d = ||f(z) — f(xo)|ly <&, Vf € F.

F est équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point de X.
Dans le cas ou X = [a,b] C R l'espace C([a, b],R) est muni de la norme

co — t s
Il = s 0

les définitions de 1’équicontunité, 1'uniforme bornitude et ’équiconvergence s’écrivent
comme suit

Définition 1.5.3.
L’ensemble F = {f,, n € N} est

1. équicontinu si
Ve > 0,0 >0, tel que ty, to € [a,b] et |[t1—ta] <6 = |fu(t1)—fu(t2)| <&, Vn € N,

2. uniformément borné sur [a,b] §'il existe un constante M > 0 telle que pour tout
n € Non a
[ falloo < M.

Rappelons maintenenat le théoréme d’Ascoli-Arzela, un outil classique pour montrer
la compacité relative d’une partie de I'espace de fonctions continues sur un compact.

Théoréme 1.5.4. [35]
Une partie F de C([a,b],R) est relativement compacte si et seulement si elle est uni-
formément bornée et équicontinue.

Dans le cas ou les fonctions sont définies sur des intervalles non bornés (non com-
pacts), c’est le critére de compacité de Cordunenau qui permet de caractériser les parties
relativement compactes.

L’énoncé du critére de compacité de Corduneanu nécessite de rappeler la définition de
I’equiconvergence.

Soit
C,={u€CR"R]), lim u(t)eviste}

t—>+o00
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Définition 1.5.5. [19]
La famille A C C; est dite équi-convergente si

Ve>0, 3T =T(e) >0, Vt > T, |u(t)— lim u(t)] <e, Yue A.

t—+o00

Critére de compacité de Corduneanu

Lemme 1.5.6. [17]
On dit qu’un ensemble D C C; est relativement compact si les conditions suivantes sont
vérifiées

1. L’ensemble D est borné c’est-a-dire il existe une constante K > 0 tel que
| f(x)]| < K pour toutx € [0, 4+00] et tout f € D

2. L’ensemble D est équicontinu (équicontinu sur tout intervalle compact de [0, +00])

3. L’ensemble D est équiconvergent

Ve >0, AT (e) > 0; ||ly(t) -, hIJl} yt)|| <e, Vt >T(e),Vy € D

1.6 Equations différentielles a retard "EDR"

Une équation différentielle a retard "EDR" est une équation différentielle qui tient
compte de l'effet du passé dans la prédiction du futur. Ces équations sont largement
étudiées ces derniéres décennies, ceci est dii a leurs importance pour la modélisation des
phénomeénes d’hérédité, dont I’évolution dépend aussi du passé. Ce type de problémes est
rencontrés en physique, chimie, biologie, écologie, économie etc.

Pour certains problémes, par souci de simplification, le retard est souvent ignoré. Mais
les études ont prouvé que dans de nombreux cas les modéles avec retards sont plus réalistes
et fournissent des résultats plus précis.
L’apparition des équations différentielles a retard remonte au 18™¢ siécle quand Bernoulli,
en faisant des expériences sur la corde vibrante a trouvé, en partant d’'une équation aux
dérivées partielles de type hyperbolique, 'équation a retard y'(t) = y(t — 1) qui est
malheureusement considérée fausse et aucune attention ne lui a été accordée. L’étude de
ces équations n’est reprise qu’au début du vingtiéme siecle avec les travaux pionnier de
Polossuchin en 1910 73], et Schmidt en 1911 [78].

En 1928, Volterra [90], a découvert le modeéle de proie-prédateur décrit par I’équation

v = [ alt=uis)as

avec r > 0 un retard constant.

Les années suivantes ont donné naissance a un grand nombre de modéles d’équations
différentielles a retard, on peut citer le modéle de Hutchinson ( ou I’équation logistique)
[53], qui s’écrit sous la forme

da;it) - <1 B x(t}; 7'))7
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ou r > 0, est le taux de croissance intrinséque de la population, c’est-a-dire le taux de
croissance d’une population en ’absence de tout obstacle.
K > 0 représente la population maximale, au dessus de ce nombre la population ne
peut pas continuer a se multiplier.
Dans [45], W. S. C Gurney, S. P. Blithe, et R. M. Nisbet ont proposé en 1980 I'équation
dite de Nicholson qui décrit 1’évolution d’une population de mouches dévoreuses de la
viande de moutons en Autsralie, elle s’écrit
dx(t) = —ax(t) + pr(t — 7)e M),
dt
ou z(.), p, et T représentent respectivement ’effectif de la population a l'instant ¢, le
maximum de la croissance quotidienne d’oeufs par individu, et la durée de la phase de
maturation. Le nombre a représente le taux de mortalité par individu et % le nombre
maximal d’individus que le milieu peut supporter.
Différence entre une équation différentielle ordiniaire et équation différen-
tielle a retard
L’équation différentielle ordinaire
kx(t), t >0
x

z'(t)
zg = x(0)
admet une solution de la forme z(t) = zoek’. La connaissance de I’état présent x(0) = x

permet de prédire le futur a tout temps ¢, le passé n’est pas impliqué dans la solution.
Dans la cas d’une équation différentielle a retard

{x’(t) =ka(t—71), t >0

(1.4)

(1.5)
x(t) = xo(t), pour —1 <t <0,

contrairement & 1’équation (1.4), la condition initiale est une fonction définie sur un in-
tervalle borné. Cette condition initiale z((.) joue un roéle important si nous souhaitons
connaitre la solution pour les temps courts.

En intégrant (1.5) sur l'intervalle 0 < ¢ < 7, dans cette condition, (¢t —7) dans le membre
de droite de (1.5) est égale a x(t), ceci conduit a la solution

z(t) = z(0) + k/ot zo(s)ds (0 <t <T).

La présence du retard dans les équations différentielles pourrait avoir un impact sur
le comportement de la solution, ¢a difféere d’une équation a une autre selon le type du
retard donné, son ajout joue un role primordial dans la stabilisation d’un modéle, et donne
une visibilité sur la phase de modélisation. Néanmoins, I'investigation des équations avec
retard exige et nécessite le développement d’autres outils d’analyse fonctionnelle pour faire
face aux problémes liés a 'aspect qualitatif des solutions. La difficulté majeure dans étude
théorique de ces équations apparait dans la structure générale des solutions respectant
certains hypothéses.

Les équations différentielle a retard peuvent étre classées selon le type de retard. Dans
ce qui suit, on cite quelques une de ces classes (voir[8]).
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Equations différentielles a retard constants
Les équations différentielles & retard constant s’écrivent sous la forme suivante

’

x = f(t,z(t —1))

ou f est une fonction continue donnée, et 7 une constante positive.
Dans I'exemple qui suit, on exposera la méthode des étapes pour la résolution d’une
équation a retard.

Exemple 1.6.1. Considérons I’équation

{x’(t) =ax(t—7) pourt € [0,27], (1.6)

zt)=pt)=1 —17<t<0

On cherche a résoudre cette équation, en utilisant la méthode des étapes.

1. Premiére étape : dans l'intervalle [—7,0] on a
x(t) = 1.

2. Deuzxiéme étape : intégration sur [0, 7].
En intégrant les deux membres de l’équation entre O et t, il vient que

x(t) = oz/o z(t — 7)ds + z(0). (1.7)

Comme 0 < s < 7, alors —7 < s — 1 < 0. Sachant que z(t) = 1 pourt € [—1,0],
alors
z(s—71)=1 (1.8)

En injectant (1.8) dans (1.7), on obtient : pour s € [0, 7]
x(t) = at+1 sur [0,7].

3. Troisiéme étape : intégration sur [r,27].
En intégrant les deux membres de I’équation entre T et t il vient

x(t) = a/ z(t — 7)ds + z(T). (1.9)

Comme 7 < s < 27, alors 0 < s —71 < 7. Sachant que z(t) = at+1 pourt € [0, 7],
il s’ensuit que

r(s—7)=a(s—7)+ 1L (1.10)
En remplagant (1.10) dans (1.9), on aura pour pour tout s € [r,27]
ot 2 27’ 22
z(t) = « §+(0z—a Tt — « 5 ta’ T —ar.

Finalement, la solution de I’équation (1.6), est donnée par

at + 1 sur [0, 7],
o(t) = { 22

o?L 4 (a —a’1)t — a2§ +a?t? —ar  sur [T, 27].
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Equations différentielles a retard variable
Il s’agit du type d’équations dont le retard est variable temporellement. Elles s’écrivent
sous la forme

v = f(t,x(t —7(t), oua’ = f(t,x(t — x(r(t))).
Comme cette classification, en un certain sens, apparait insuffisante, il a fallu imposer des
hypotheéses resctricives sur le retard , comme par exemple le fait que le retard 7(t) doit
étre majoré
0 < 7(t) < Tiax,

ceci a donné naissance aux équations différentielle dites "Equations diffétentielles a retard
variable majoré". Ce type d’équations est largement étudié dans la littérature, la connais-
sance de la valeur maximale du retard permet de compenser les effets d’instabilité qui
peuvent intervenir.

Equations différentielles a retard distribué continu fini

Ce type d’équations trouve son application dans la dynamique des réseaux de neurones
et des modéles en écologie, elles s’écrivent sous la forme

0

z(t) = —ax(t) — b/ k(s)x(t+ s)ds.

b
Par contre les équation diffétentielles & retard distribué continu infini sont sous la forme

t

o (t) = —ax(t —7) + / k(t — s)z(s)ds,
—00
ot le retard noyau k(.) est continu et le retard 7 est une constante positive.
Equations diffétentielles neutres
Une équation différentielle de type neutre s’écrit sous la forme

%D(t,xt) = f(t,xy),
ou D et f sont sont deux fonctions données définies et continues sur €2, un sous-ensemble
ouvert de R, a valeurs dans R".

Equations différentielles fonctionnelles a retard
Pour r > 0 fixé, on note C* := C([—r,0],R™) Iespace des fonctions continues sur 'inter-
valle [—r,0] & valeurs dans R”. C'" muni de la norme de la convergence uniforme

lol| = sup |@(0)|rn
0e[—r,0]

est un espace de Banach. On appelle équation différentielle fonctionnelle a retard toute

équation de la forme

!/

v (t) = f(t,m),

ou f :R x C, :— R" une fonction donnée et z; € C, est définie par

i (0) = x(t+0), VO € [—r,0].
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Définition 1.6.1. [47]
Si €2 est un sous ensemble de R x C,, f: £ — R"™ une fonction continue, I’équation

z(t) = f(t,z) (1.11)
x(s) =x(t+s), Vs € [-1,0]

est une équation différentielle fonctionnelle a retard sur €. Le nombre r > 0 s’appelle le
retard.

Lemme 1.6.2. [}7]
FEtant donnés une fonction € C, tg € R et f(t,1) une fonction continue. La recherche

d’une solution de ’équation (1.11) a travers (to,v) est équivalente a la résolution de
[’équation intégrale

vy — (1.12)

Théoréme 1.6.3. [/7]

Supposons que ) est un sous ensemble ouvert de R x C', et f : Q@ — R" est continue
et f(t;1) est lipschitzienne par rapport a 1 sur tout sous ensemble compact K de €,
c’est-a-dire il existe une constante k > 0 telle que, pour tout (t,¢;) € K,i=1,2, on a

[f (&, 4n) = f(E, )| < Kl —a. (1.13)

Si (to, 1) € Q, alors il existe une solution unique de I’équation (1.11) passant par (to,v).

{x(t) =(0) + j;; flu,z,)du  pour t > to,

24



Chapitre 2

Solutions asymptotiquement
w—périodiques d’un systéme
intégro-différentiel avec retard mixtes
et a coefficients asymptotiquement
w—périodiques

Dans ce chapitre, nous avons montré, sous certains conditions, 1’existence de solutions
asymptotiquement w-périodiques pour un systéme d’équations différentielles avec retard
mixtes qui se présente dans la théorie des réseaux neuronaux (NNs). Pour ce faire, on a
utilisé les propriétés des fonctions limites w-périodiques et le théoréme du point fixe de
Schauder. Les coefficients du systéme (y compris les fonctions d’activation) sont supposés
étre asymptotiquement w—périodiques et holderienne. La plupart des auteurs qui se sont
intéressé a l'existence et I'unicité de solutions périodiques, presque périodiques, pseudo
presque périodiques, pseudo presque périodiques avec poids, ont considéré des fonctions
vérifiant la condition de Lipschitz.

Avant d’exposer les résultats obtenus nous jugeons nécessaires de donner quelques
rappels sur les réseaux de neurones.

2.1 Apercu historique

Le contenu de cette section est tiré de [9, 49, 68, 82]

2.1.1 Le neurone biologique

C’est au début du vingtieme siécle que ces fameuses cellules ont été reconnues étre
a l'origine des processus de traitement, de décision et de controle chez n’importe quelle
espéce animale. Suite a plusieurs observations, des chercheurs ont pu conclure que ces
cellules sont capables d’échanger des informations par le biais des quatres structures sui-
vantes :
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1

Les dendrites, sur lesquelles les autres cellules entrent en contact synaptique,
c’est par les dendrites que se fait la reception des signaux.

2 Le corps de la cellule, c’est I'unité de traitement.

3

L’axone, ou passent les messages accumulés dans le corps de la cellule, I’envoi de
I'information se fait par ’axone.

Les synapses, par lesquelles la cellule communique avec d’autres cellules, ce sont
des points de connexion par ou passent les signaux de la cellule.

Le fonctionnement d’un neurone biologique dépend de I'état d’excitaion des
neurones qui sont connectés a ses dendrites et des types de synapses impliquées.

Corps cellulaire

Synapses

Noyau

Axone

Dendrites

FIGURE 2.1 — Neurone Biologique

Les neuro-sciences s’accordent a dire que I'excitation du neurone est déclenchée
dés que la quantité d’information apportée par ses dendrites dépasse des seuils
critiques. C’est de cette confirmation que le concept du neurone formel est né.

Le fonctionnement du neurone biologique a permet de dégager ce qui suit :

1. Une fonctions d’agrégation A qui caractérise I’environnement amont du neurone
(appelé "état"), en utilisant les informations regues par ses dendrites.
2. Un processus de décision @, également appelé fonction d’activation, provoque le

passage a l'état excité du neurone et donc sa transmission a son environnement
aval.

2.1.2 Modélisation mathématique d’un neurone biologique

Le premier modéle mathématique d’un neurone biologique fu décrit en 1952,
par Hodgkin-Huxley [49], qui modélise les réponses éléctriques d’un neurone, basé
sur la loi de Kirchoff, les canaux ioniques comportant comme un circuit éléctrique.
Il s’agit d’une équation différentielle non linéaire qui s’écrit

dv,
Cmd_gn + [ion = ]eact
C,, : la capacité membranaire

Vi : le voltage membranaire
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Lion : le courant ionique
I, : le courant extérieur éventuellement appliqué

Le rapprochement des caractéristiques éléctriques des cellules excitables conduit
au systéme de Hodgkin-Huxley.

2.1.3 Le neurone artificiel

L’idée du neurone artificiel est inspirée des connaissances neurobiologiques, 1’ob-
jectif était de reproduire artificiellement les comportements intelligents observés
chez les animaux en général.

Du point de vue mathématique, chaque neurone peut étre considéré comme la
composition (¢ o .A) des fonctions ® et A .

La premiére fonction a une action paramétrique sur n variables d’entrées e, eo, ...

dont les valeurs symbolisent 'activité respective des dendrites. Le résultat x de
cette fonction est passé a la seconde, qui évalue le taux d’activité qui doit étre en-
voyé sur ’axone du neurone. Dans ce sens la fonction composée ® o A est appelée
neurone artificiel.

Définition 2.1.1. |9]
Un neurone artificiel (voir la figure 2.2) est la composition de deux fonctions
définies sur deux algébres quelconques E; et E, :

A E?—)Eg et ¢ : EQ—)El

Cette approche, pour décrire un neurone, basée sur le comportement du cerveau
humain a connu un essor important durant le début du vingtiéme siécle.

En 1943 W. MC. Cullock et W. Pitts |9] ont pu modéliser un neurone formel
en analogie avec un neurone biologique, un neurone au comportement binaire, qui
peut réaliser des opérations logiques, arithmétiques, et symboliques. Ce neurone
reste aujourd’hui un élément de base des réseaux de neurones artificiels. Dans leur
modéle qu’on notera (M.P) Mcullock et Pitts considérent une somme pondérée A
prenant chacun de ses arguments dans E; = {0, 1} et a valeurs dans E; = R. Les n
poids synaptiques du vecteur w = (w; ws... w,) sont les coefficients de pondérations
appliqués aux entrées.

® est une fonction de R dans {0,1}, qui vaut 1 si et seulement si la valeur
d’agrégation dépasse une valeur seuille fixée par un parameétre wy.

PoA: {01} — {0;1)
(e1,€2,..sen) = H(wo + (wieg +waey + ... + wpey,))

ou H est la fonction de Heavside définie par

1 sit>0,
0 ailleurs

H(t) = {

Les variations possibles de ce modéle découlent du choix du nombre d’entrées,
de la valeur des poids ou de la fonction d’agrégation.
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fonction d'agrégation
poids synaptique
fonction d'activation

entrées _/

sortje

FIGURE 2.2 — Neurone artificiel

I1 était alors question de savoir comment calculer les coefficients synaptiques en
fonction des données disponibles sur un probléme.

En 1949, D. Hebb a décrit dans son ouvrage, "The organization of Behavior"
une régle qui porte son nom, qui permet de modifier la valeur des coefficients
synaptiques en fonction de 'activité des éléments qu’ils relient.

En 1958, F. Rosenblatt propose le modéle du Perceptron, qui est une premiére
tentative de neurone orienté vers le traitement automatique de l'information.

Parallelement a ces travaux, B. Widrow propose le modéle d’ADALINE, qui se

caractérise par une fonction d’agrégation qui contrairement au neurone du modéle
(MP), elle est paramétrée par des poids synaptiques indépendants, qui a recours
a une entrée auxiliaire eg bloquée a 1 pour inclure le probléme de réglage du seuil
a celui de la détermination des poids synaptiques.
En 1986, J. Hopfield [50] a fournit un éclairage original, par 1’é¢tude d'un réseau
complétement rebouclé, il a établit ainsi une relation avec la théorie physique des
verres de spin. Il a considéré un réseau de neurones comme un systéme dynamique
donné par

Z i fi(uy) ;+Ii(t) 1=1,..n

R;
C; : capacité ou le taux de réinitialisation du neurone 7 ;
T;; : poids de la connexion du neurone ¢ au neurone j ;

R; : la résistance du neurone ¢
I; : entrées externes au neurone 1 ;
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u; : 'état du systeme;
f;(.) : fonction d’activation.

En 1989, 'auteur de [68], a donné un résultat important sur ’étude qualitative du
modele de Hopfield, en exminant sa stabilité a I’aide de la méthode de Lyapunov.
Ceci a donné naissance a plusieurs modéles on cite par exemple celui de Cohen-
Grossberg [40] et B.A.M (Bidirectional Access Memory)[82]..

2.2 Présentation du probléme étudié

Les réseaux de neurones récurrents sont des réseaux dans lesquels il y’a un re-
tour de 'information, ils sont composées d'une succession de couches dont chacune
prend ses entrées sur les sorties précédentes. Le processus dynamique de I’évolution
des neurones de ce réseau, géneére la sortie de n’importe quel neurone z; est ren-
voyée comme entrée a tous les neurones z;, a chaque synapse est associé un poids
synaptique, de sorte que les sorties sont multipliés par ce poids, puis additionnés
par les neuronnes de niveau ¢. Ce qui revient a multiplier le vecteur d’entrée par
une matrice de connexion (transformation). Pour obtenir le modéle final qui décrit
ce processus nous déterminons une fonction d’activation (seuil) qui permet de dé-
terminer 1’état interne du neurone en fonction de son entrée totale.

Ce processus & n neurones est régi par le systéme integro-différentiel suivant

W) = —an(t) + D (e (0f (ay(0) + dig(t)gy (s (¢ = 7))

+ Zn:pij(t) /t kij(t — s)hj(z;(s))ds + Ji(t), 1 <i<mn, t>0 (2.1)

avec la condition initiale x;(t) = ¢;(t), pour t € |—00,0], o  ¢;(.) une fonction
continue.
n > 2 désigne le nombre de neurones, x;(t) est I'état du i-éme neurone a l'instant
t. a; décrit le taux de réinitialisation du i-éme neurone, 7 une constante qui décrit
le retard, k;j(.) est un retard noyau et les fonctions ¢ — ¢;;(t) et t — d;;(t) et
t — p;j(t), sont les poids de connexions entre le neurone j et le neurone ¢ & 'instant
t respectivement.
Les fonctions f;(.), g;(.), et h;(.) sont les fonctions d’activation du systéme
définies de Rt dans R et J;(.) est I'entrée extérieure du neurone 4 a l'instant ¢.
Pour démontrer 'existence de solutions asymptotiquement w—périodiques, on
aura besoin des hypothéses suivantes sur les coefficients du systéme (2.1).

(H1) Les coefficients a;,i = 1,n sont des constantes strictement positives.
(H2) Pour j =1,2,...,n, les fonctions f;,g; and h; : RT — R, sont asympto-
tiquement w-périodiques, et holderienne, c’est-a-dire ils existent des constantes

L;, L4 and L? tels que pour tout z,y € RT,

fi(@) = f;w)] < Lz —y|*, |g;(x) — g;(y)] < LI —y|*,
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hj(z) = hj(y)] < Lo —y|* avec 0 < o < 1.

De plus, on pose f;(0) = ¢;(0) = h;(0) = 0.

(H3) Pour tout 1 < 4,57 < n, le noyau retardé k;; : [0, +oo[—> [0, +o0[ est
asymptotiquement w-périodique et il existe deux constantes positives k:; et o,
tels que

o< k:;;L?, kij(s) < kfe™.

(H4) Pour tout 1 <i,j <mn, les fonctions ¢;(.), d;;(.), pi;(-) Ji(.) sont asympto-

tiquement w-périodiques. On pose :

¢ = suple; ()]s dfy = supldi;(t)]; pi; = sup|py;(t)|; ;- = sup[Ji(t)].
teR+ teR+ teR+ teRT

2.3 Existence de solutions asymptotiquement w—périodiques

Les lemmes suivants sont indispensables pour prouver notre résultat principal

Lemme 2.3.1.
Supposons que les hypotheéses (H1) et (H2) sont vérifiées, et pour tout 1 < j < mn,
z;(.) € AP,(RT,R). Alors pour tout 1 <1i <n, la fonction

pi it —> / kij(t — s)h;(z;(s))ds

appartient & AP,(RT,R).

Démonstration.
Premiére étape : nous allons prouver que ¢; € BC(RT, R).
Pour tout ¢ € R la fonction ¢; satisfait :

t “+o00
] < Nkl / iy (t — $)ds = ||yl / kg (s)ds

—00
< gl [ s < sk {—] LT
0 o 0 o

Ce qui prouve que la fonction ¢; est bornée.
Maintenant, on va prouver la continuité de la fonction ;.

Soit (by,), une suite de nombres réels telle que lim b, = 0. La continuité de la
n—-+4o0o

fonction x;(.) implique que pour tout € > 0, il existe ng tel que Vn > ng, on a
1

|25 (s + by) — 2;(s)| < (%) 7 (2.2)

J g
En utilisant (H1), on sait qu'il existe L;L >0et0<a; <1 tels que
t

a(t + b) — il < L / B (1)) (5 + b) — 25(5)| ds.

—00
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Par (H2) et I'inégalité (2.2) on obtient,

JY -0

+o0
< g—i k’:;/ e %%ds = ¢.
ki 0

Ce qui implique que ¢; est continue. D’ou ¢; € BC(R', R).

t
ET
|pi(t + by) — @i(t)] < L (W) / kij(ts)|ds

Deuxiéme étape : Les arguments utilisés dans cette étape sont inspirés de
ceux utilisés dans [29]. Grace a la condition(H1), le lemme 1.1.7 et la proposition
1.1.3, nous avons h; o z; € AP,(R*,R), ce qui implique que h; ox; € PL,(R*,R)
ceci signifie que

¥j(s) = lim h;(z;(s 4+ nw))

n—oo
est bien définie pour chaque s € RT.
De plus en utilisant la proposition 1.1.4 il existe une constante positive M, telle
que
151l < [lhjlloe < M.

Pour montrer que ¢; € AP, (R™, R), nous devons montrer que (¢;(t + nw)),, convergent
uniformément sur R* (voir la proposition 1.1.3).

Par définition

t+nw

pi(t + nw) = / kij(t + nw — s)h;(z;(s))ds, pourl <j <n.

—0oQ
Nous pouvons écrire

0

wi(t + nw) = / kij(t 4+ nw — s)hj(x;(s))ds + /0 " ki;(t + nw — s)h;(z;(s))ds.

— o
On peut mettre £ = s — nw, puis on obtient

0

%‘(WFW):/ kij(t — §)hj(x;(nw + £))d m+/ kij(t — §)hj(x;(nw + €))d§

—0o0 —nw

+/0 ij(t = E)hy((nw + €))d€.

—nw

Nous posons
Qpl(t + nw) = Il<€7 n) + IQ(&? n) + 13(57 TL)

De méme on écrit
—nw

11 (&,n)| < / kij(t—f)|hj(xj(nw+§))’d£ < / k;;efa(tf@dé& < k;jr.efa(t+nw).

—00 —0o0

—nw

On peut donc choisir N; tel que k:;M emolttnw) < ¢ lorsque n > N;. Cela signifie
que
|I,(¢,n)| < € uniformément pour £ € R.
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Ensuite, nous allons prouver que I5(£,n) converge uniformément vers une fonction
d(.). Pour cela , nous allons vérifier le critére de Cauchy uniforme sur R.

On apourp>n> N;etn, N € N:
0
B(en+p) = BEn) = [t - Oha((n+ phg)de

hj(zj(nw + &))d§

—nw

[
/ o Rt O+ e+ )
¥ / - il ((n + p)o + €)de
. /O kgt — )y (6 + nuo))de
- / ) — )y (€ + (n + plw))dg
+/ kit — ) (5§ + (n+ p)o) — by (a5 (6 + )

= L& n)+ I5(&n).

On estime le terme I,(&,n)

—nw kEM kM
el < [ Mo t0dg < B (et ety = B et .
g o)

—(n+p)w g "

Ce qui signifie que nous pouvons trouver Ny € N tel que
|14(&,n)| < e pour n > N3 = max{Na, N}.

Maintenant, pour n > N3, nous avons

el = || Eylt = €hy(as(€ + (1 pw) by € + )
< / e Oy (€ + (n+ p)w)) — hy (1€ + nw))|de
s/_ Kb Oy (€ + (n + p)w)) — 15 (€)|de

0
+ / ke O hy (a5 (€ + nw) — ¥;(€)]dE.
Par (H;) et la remarque 1.1.2, on sait que h;(.) € AP,(RT,R) C PL,(RT,R), cela
signifie que

lim e~ [ (a5 (€ + nw)) — 4;(€)| =

n—o0

De plus, nous avons e~ |h;(z;(€ 4+ nw)) — 1;(§)] < 2k;5e 079,
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Par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue on obtient
0
lim ke by (5 (€ + nw) — 45 (€)]d€ = 0.

n—oo
—nw

De méme, on en déduit que

0

Jm [ ke Dy 4 (- pw) — U5 (E)ldE = 0.
On peut donc choisir n > Ny = max{N, No, N3} tel que
|I5(&,n)| < e uniformément pour £ € R quand n > Nj.
On en déduit que
[ L&, n+p)—L (&, n)|| < |I3(&,n)|+|14(&,n)|+|I5(&,n)| < 2e quand n > N5 = max{Ny, Ny, N3, Ny}

Donc I(&,n) vérifie le critére de Cauchy uniforme, on peut noter

lim I5(&,n) = d(t) uniformément pour ¢ € R*.
n—oo

Considérons maintenant le terme I3. On voit que par (H3), U'intégrale
¢
/ kij(t — &)v;(2;(C))d¢ est bien-défini.
0

De méme pour mw <t < (m + 1)w, m € N* on pose

L(E.n) — / it — E)05(€)de] < / it — €)[hs (5 (€ + 7)) — 5(6)]de
< / e O (a6 4 mw)) — iy (6)|de

0
t

+ ke O hy (a5 (€ + nw)) — 1y (€)]d€

mw
(k+1)w

m—1 '
Y [ e (e ) - w0l

k=0 7w

IN

+ k* e_a(t_€)|hj($j(f + nw)) — ¥ (§)|d¢.
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Comme h;(.) est w-limite périodique, alors nous obtenons

t m—1  a(k+1D)w t
LEn) — | kit —Ou;()de| < ki e 7 Odee + k[ e ede pour n > Ny
J J 1] v]
0

k=0 Y kw mw
k:+ m—1 +
< Y <€—U(t—(k+1)w) e—a(t—kw)) + i(l 6—0(1&—mw))6
o o
k=0
+ m—1 m—1 +
< é,ie—ot (Z ea(k—‘rl)w . ea’kw) + ig
g k=0 k=0 g
+ ow omw omw +
- o 1 —eow 1 —eow o
k;+ 1 — %) (] — oW k:‘f‘
< Ludzem)U=em™) | Ry,
o 1 —ew o

i . .
¢ , uniformément pour n > Ng.

IN

Donc
t
lim I3(¢,n) = / kij(t — &) (£)dé uniformément pour ¢ € R,
n—oo 0

Par conséquent

n—o0

¢
lim ;(t + nw) = d(t) + / kij(t — &)1 (£)d¢ uniformément pourt € RT.
0

Cela signifie que, par la Propositionl.1.3, ¢; est asymptotiquement w—périodique
sur R*. Ceci compléte la preuve du lemme. O

Lemme 2.3.2.
Supposons que les hypothéses (H1)a (H3) sont vérifiées, définissons ['opérateur
non linéaire I' comme suit , pour chaque

© = (P1,-s0n) € AP, (RT,R"™),

t

(Tip)(t) = (/ e tup (s)ds. .. / e~ =) B (5)ds),

— o0 —0o0
ol

n

() = D (eils)fieils) + dig(s)gs(as(s =)

J=1

T Zpij(s) /_S kij(sm)h;(p;(m))dm + Ji(s).

Alors T envoie AP, (RT,R™) dans lui-méme.

Démonstration.
Notons que par le lemmel.1.3, le lemmel.1.6 et leLemmel.1.7, la fonction F; est
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asymptotiquement w-périodique pour tout 1 <17 < n.
Pour tout 1 < i < n posons

t+nw
(T'o)(t + nw) = / e~ HHme=s) [ (5)ds.
—0oQ0
Alors par la proposiiton 1.1.2, (T"¢)(.) est asymptotiquement w-périodique.
On décompose la derniére expression, puis on obtient

0

t+nw
(T7p)(t + nw) = / e~ Hnw=s)ai b (6) s +/ e~ Hnw=s)ai [ (6) .
0

On pose ( = s — nw, il vient

t

O+ ) = [ PR b [ OB e

— 50 —nw

nw

Ensuite on peut écrire

0
e~ =0% Fy(C + nw)dC + / e~ =0UFy (¢ + nw)d¢

—nw

C)e+n) = [

(e 9] —nw

n / eI (C 4 mw)dC = Ji(Cm) + B(Cm) + Ja(Cm).
0

Considérons maintenant le terme J; (¢, n)

—nw M
D e
—00 a;

)

On en déduit qu’on peut choisir N; tel que |J1(¢,n)| < ¢ uniformément pour
n > Ny.

Nous allons prouver que Jy(7,n) vérifie le critére de Cauchy uniforme.

Soit € > 0. Pour tout p € N on a

0
BGn+p) - hicn) = [ TR ()i
—(n+p)w
— /O 6_(t_C)aiP’i(<’ + nw)dC

= [ OB e

= J4(C,7’L) + J5(C,7”L)
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Ensuite on suppose qu'il existe une fonction périodique K;(.) telle que pour
1=1,.,n,

K;(¢) = lim F;(¢ + nw) uniformément pour ¢ € R*. (2.3)

n—0o0

Par conséquent

s(Con)| < / O B¢ 1 (4 plw) — Ki(C) + Ki(Q) — Fi(C 4+ nwo)ldC

—nw

0 0
< / e~ B (¢ + (n + p)w) — Ki(C)]dC + / e~ =08 | Fy (¢ + nw) — Ki(¢)]dC.

—nw

On sait que F;(. + (n + p)w) et K(.) sont bornés, comme il est mentionné dans
(2.3) on en déduit par le théoréme de la convergence dominé de Lebesgue que

0
lim e 9% Fy(C + (n + p)w) — Ki(¢)| = 0.

N0 J_nw
De méme, on obtient finalement
|.J5(C,n)| < e uniformément pour n > Ny = max{ N7, Ng}.
Il s’ensuit
|Jo(C, n4p)—Jo(C, n)—| < |J4(,n)|+]|JI5(¢, n)| = 2¢, uniformément pour n > max{ N5, Ng, N7}.

Par conséquent, on en déduit que J5((,n) vérifie le critére de Cauchy uniforme,
cela implique qu'il existe une fonction intégrable G;(.) telle que

lim J5(¢,n) = G;(¢) uniformément pour ¢ € R*.

n—oo
Maintenant, nous passons a l'estimation de J3({,n). On suppose que l'intégrale

t
/ e~ =9 g, (¢)d¢ est bien définie, on pose lw < ¢ < I(w + 1) tel que
0

|J3(C,n)—/0 e "ug,(()d¢| < /Oe‘(t‘o“" Fi(¢ +nw) — ¢i(Q)]d¢

lw
0

n / e =99 (¢ + nw) — ¢s()|dC

lw

Fi(C + nw) — ¢:(¢)]d¢

T

(k+1Dw
2 /k e TONR(C+ nw) = (1

=0 YW

IA

+ / e~ =08 | Fy (¢ + nw) — ¢i(C)]dC.
l

w

Comme Fj(.) est w-limite périodique, il vient
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t (k l)w t
|J3(<v”>—/0 e %, (Q)d¢| < Z/ ' “)%du/l ~(t=Qasg ¢

w

< —(t—(k+Dw)a; _ —(t—w)a; = 1 _ g (t—hwaiy <
< Z I (e )<e
D’ou .
lim J5(¢,n) = / e~ =0 4, (¢)d¢ uniformément pour n > Njg = max{Ng, Ny}.
(2.4)

Par conséquent, par (2.3) et (2.4) on obtient
lim (%) (t + nw)(¢,n) = lim Jo(¢,n) + lim J5(¢,n)
n—oo n—oo n—oo
+oo
= G;(¢) +/ e~ 9% g, (¢)d¢ uniformément pour ¢ € RF.
0

On en déduit par la proposition (1.1.3) que (I'g) € AP, (RT,R").
Maintenant, nous allons énoncer notre résultat principal.

Théoréme 2.3.3.
Supposons que (Hy)-(Hy) sont réunies, avec

1Iilii<nnaZ > Z%Mw, Vi=1,2,. (2.5)
ot hp+,+
Likiip;
+_ 7S + J igtig
My = chLf + Didf + 220,

Alors le systéme intégro-différentiel (2.1) admet une solution asymptotiquement
w—périodique dans la région

B={pc AP(R",K") : o — poll < R},

J+
avec 3 = max(a_ >,
K2

1<i<n

[t e t=9m gy (s)ds

Spo(t) = )
ffoo e~ (t=s)an J (s)ds
et
_l’_
Z(ﬁ@j —+ 1-— aj)Mij S R i @ — Za] . (26)
Jj=1 1<i<n
Démonstration.

Par définition B est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe dans

I'espace de Banach AP,(RT,R") .
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Premiérement, nous avons ||¢g||.c < 3, car pour tout ¢ € RT,

t +
J:
_ ~(t=s)ai J. < <_> _
lpo(t)] = Q%O/me Jz(S)dSD < paz (=) =5
Par conséquent, pour tout ¢ € B, nous obtenons
[€lloe < llp = @olloe + llollos < llp = @0l + 8 < R+ 8. (2.7)

L’opérateur I' défini dans le Lemme 2.3.2 envoie B dans B.
En effet, pour tout ¢ € B et t € R on a

n

o0 -~ 0] < mas( [ e*“*@aiZ[rcij( 133 ()] + ldis(5)g5(25(s = D))

1<i<n

e (e o) [ bt =l

En utilisant (H1), on obtient que, pour tout ¢t € R*

n

D0 -~ 0] < maz( [ 9 les@ILo ) + (o) Eless = DI

1<i<n -
J=1

LYk |sp; (m)|™
T pi(s)| T ds ).
g

Pour un j fixe et tout s € R, nous avons

< < =
fos(s)] < ymarey(s)] < sup max o;(5)| = 1ol

Puisque la fonction puissance est croissante, nous obtenons |¢;(s)]% < ||¢]|%
Alors pour chaque t € R* nous avons Vi = 1,n

| Lk,
=0l < ([ o[ a0
max {— }maX (Z lells [ SL] + ALY+ +L§lk:§D
zj J )] o

1<i<n a; 1<i<n

IN

IN

aj
e Z lelle2 max M

1<i<n Jj=1

1

min a; °
1<i<n

Posons 6 = En appliquant I'inégalité de Bernoulli suivante

:L_ayl—a S ar + (1 _ a)y, ou T,y € R+ et 0 S (67 S 17 (28)
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on obtient que pour chaque t € R

1<:i<

a0 = o) < 03 ol e

< (R—i—ﬁ ZajmaXM++Z (1—q 1I£l?<};M+>
< QRZO@E?%MJ“+062a]maxM++QZ_:(1—04] fg;agiM;;
< HRZa]maXM +6 "1 (5043-%—(1—04]-))1121?2;]\/[;r
j
< GRZ:OAJIIEE;M++GR ‘_ZO‘JE%M+

< QRZa]maXM++R QRZaJmaXM

1<i<n g

< R

Ce qui signifie que ||(T%¢) — ¢olleoc < R. On en déduit donc que T'(B) C B.

Montrons que l'opérateur I'" : B — B satisfait les hypothéses du théoréme fixe
de Schauder (voir [19, pagel31]). Ce théoréme affirme que si un opérateur I est
continu et compact sur un sous ensemble B fermé, convexe et borné d’un espace
de Banach donné alors I'¥ posséde au moins un point fixe sur B.

Puisque nous avons déja montré que I'*(B) C B, nous devons montrer que I est
continu et compact.
Etape 1 : Nous allons prouver la continuité de 'opérateur I" sur B.

Nous supposons que la suite (¢,,), C B converge vers ¢, € B. C’est-a-dire pour
tout € > 0 il existe N, € N tel que
- 1
lon — @slloo < (n—> ’, pour n > N,. (2.9)

0 > max M
,] 1 1<7,<7L
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On obtient alors, pour tout ¢t € R
n

Ten)(®) - P < ax [ e[S (el (0n(s) = (5

1<i<n
j=1

+ |dij(s)[g;(on(s)) — 93'(%0*(5))|>
+Z|pw I/ i5(t = DIh;(pn(l)) — hj(so*(Z))uz]ds

t n
< max [ e[S (] an)ens) = (o)

Jj=1

+pr [ hate= 8o - o]

n

<0 max Mo — 0.2
j=1

Par I'inégalité (2.9) on obtient

IT(n) = T (@)oo < &

Donc I' est continu sur B.

Etape 2 : Nous allons montrer que I''(B) est relativement compact dans AP, (R*, R™).
Commencons par montrer que I'(B) est uniformément borné par rapport a la norme
de la convergence uniforme. Pour tout ¢ € B et ¢ € RT nous avons

e)(0)] < e ([ OO 9 3 (fess5) 53 ) + eis(5)gs 5 — )1 ) )

1<i<n —

=
+ f?;i};(/ S Z |pij (s / kij(s —m)h;(p;(m))dm + Ji(3)|d3>
<0 ) max (Milellss + J7) -

C—~ 1<i<n
Jj=1

En appliquant 'inégalité de Bernoulli (2.8) et I'inégalité (2.6) on obtient
i + +
I (Pl <03 e ay||90||oo+92(1n<ﬂa>;M (L0 +7)
<6’Zmax Fo(R+ ) +02max (1= ) 4+ Ji7 < o0, (2.10)

Afin de prouver que les fonctions appartenant a T''(B) sont équicontinues sur
chaque intervalle compact de RT il suffit de montrer que les fonctions I'(¢) sont
k—lipschitziennes pour tout ¢ € B.
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Soit ¢ € B

9 (rig)e) = maz|2 /t S (s)ds|
" ¥ 1<i<nl Ot J_
t o (t
- f?%/ e E|

= max
1<i<n

t
—a; / e~ =) E () ds ‘ :

Par I'inégalité (2.10), nous obtenons pour tout ¢ € RT

d n
—(Tp)(t)] < ZmaxM oj(R+ ) + ZmXM+(1_Oéj>+J+:C<+OO.
dt 7 1<i< j=1 1<i<n ?

Donc la famille T%(B) est équicontinue.
Montrons maintenant que I''(B) est équiconvergent. Soit ¢ € B, puis par Lemme?2.3.2
nous avons I'(¢) € AP, (RT,R"). En utilisant le corollaire (3.1) dans [48], nous ob-
tenons, Vn € N
lim T ()() = T (2) (¢ + o) = 0.
D’ou

lim T () (t) — T (i) (00)| = 0.

t—o00

Par conséquent, par le critére de compacité de Corduneanu, nous déduisons que
I'"(B) est relativement compact. D’apreés le théoréme du point fixe de Schauder, T

posséde au moins un point fixe dans la région B.
O]

2.4 Stabilité

L’utilisation des fonctions de Lyapunov présente généralement un outil efficace
pour étudier la stabilité des solutions particuliéerement dans le cas non linéaire.

Rappellons quune fonction V' : R" — R de classe C' est une fonction de
Lyapunov si

V(0)=0et V(z) >0, Vz #0,

V(z) <0, Vo #0et V(z) =0 pour z =0
Avant d’énoncer les deux résultats obtenus sur la stabilité du systéme (2.1), nous
commengons par rappeler la définition de la stabilité asymptotique globale et de
la stabilité exponentielle globale.
Définition 2.4.1. [80, 81, 92]

Soit z*(.) = (23(.), z3(.),...,z%(.)) une solution asymptotiquement w— périodique

rn

du systéme (2.1). z*(.) est dite

41



(i) globalement asymptotiquement stable si toute autre solution z(.) = (z1(.), z2(.), ...

du systéme (2.1) vérifie

Jim 33 [ai() - ai(0)] =0

(ii) globalement exponentiellement stable s’il existe deux constantes positives M
et A, et toute autre solution z(.) = (z1(.), z2(.), ..., zn(.)) du systéme (2.1) vérifie

Z|ml (t)] < Me™

Dans Tatar [81], ces définitions sont sont exprimées par le fait que le systéme
est globalement asymptotiquement stable (resp. le systéme est globalement expo-
nentiellement stable.)

2.4.1 Stabilité asymptotique globale

Théoréme 2.4.2.

Sous les conditions du Théoréeme 2.5.3, toute solution asymptotiquement w—périodique

du systeme (2.1) est globalement asymptotiquement stable.

Avant d’entamer la démonstration de ce théoréme rappelons le résultat de Bar-
balat [6].
Lemme 2.4.3. Soit f une fonction définie sur [0, +o00[, intégrable et uniformément
continue sur [0,4o00| alors

lim f(t) =

t—o00

Démonstration. Du Théoréme 2.4.2

D’aprés le Théoréme 2.3.3, le systéme (2.1) posséde au moins une solution z(.)
asymptotiquement w—périodique dans la région B. Soit x;(.) une autre solution
arbitraire du systéme (2.1), alors on peut écrire

S0 - 210) = —aulnl) - 210) + 3 O (o) ~ £50)
- Zdw ) (gsitt = 7)) = gt = 7))

—00

+ Zpij(t) (/_OO kij(t — s)h;(xi(s))ds — / ki (t — S)hj(xf(s))ds)

Choisissons une fonctionnelle de Lyapunov V' qui dépend du retard et adéquate au
systéme (2.1)
V: Rt — AP, (RT,R")
t — Vi+ Va4 15
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ou

Vit) = Z|$i(t)—$?(t)|,
W(t) = ZZ/ df; Loy ;(s) xf(3)|d8+z /+ ._1Mi§sd5

Vilt) = Z Z / o) [ 9518 o) = a7

Calculons la dérivée a droite au sens de Dini de Vi,

n

D) < 3 o) \+;le|cm M fses(e)) — f(a50)
" f;f;wmugxmt—f))—gj<x;<t—f>>|
; E;X;m, ) / it = 9)lhy () — hy((5))lds
< Z () \+;]Zl|cu W 0) — f(5 )
" iirdmtmth ) - gs(as 6 - )
; g;g;mj [ B lhstaste = ) = e e - s)lds

Le fait que les fonctions f;, g;, et h; sont hélderienne on aura

DVi(t) < Z —a;|zi(t) ()] + ZZ|CU |Lf|:L‘] ;i (t )|
=1 i=1 j=1
+ DD Ny Lyt — 1) — @t = 7)|
i=1 j=1
Y a0 [ o — )~ 2300 - )
=1 j=1
(2.12)
En utilisant I'inégalité de Bernoulli avec 0 < a; < 1 on aura
|2:(t) — 27 ()| < oylai(t) — 27 ()] + 1 = ay. (2.13)
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En injectant (2.13) dans (2.12), il vient que

DY) < 303 (~ai+ ey laidt) a0

11] 1

+ sz;Lgam t—7)—ai(t—7)

=1 j=1

F N[ sttt - )~ ai(e - )as)
11] 1

p+kf h

2D ) BN R )

i=1 j=1 g
De fagon similaire on obtient
D*Vy(t) < ZZd:;L;’]xl Zd;Lgmt—T —zi(t—1)|
=1 j=1 =1 j=1

- ZZMH—JW t+a;—1),

=1 j=1

et

D) < LS it [ ksl i)

le 1

- Zzp;; / kij(s)|ai(t — s) — xi(t — s)|ds
le 1

< ZZ ok () — 7 (8)]
=1 j=1

_ Zzp;Lg/ ks ()| 24(t — ) — 22(¢ — 8)]ds.
i=1 j5=1

En sommant les inégalités précédentes, on aura

D*V(t) < D™ Vi(t)+ DTVa(t) + DTV3(t)

< 33 (ca+ Miay ) failt) - ).

i=1 j=1

Par (2.5), on en déduit que DTV (¢) < 0.
Il s’ensuit, en intégrant 1'inégalité précédente entre 0 et ¢ que

V(t) + i zn:(ai — MJC@-) /Ot |zi(s) — xf(s)|ds < V(0) < 400

i=1 j=1
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n

C’est-a-dire Z (z:() — 2}(.)) € L'(RY).
i=1
Par conséquent, on en déduit par (2.11) la bornitude de 4%|x;(t) — x}(¢)] ceci
implique que V' est uniformément continue. Grace au lemme de Barbalat |6, 43]
nous obtenons

|z;(t) — 2} (t)] — 0 quand t — oo Vi =1, ...n.

On en déduit que toute solution asymptotiquement w—périodique du systéme (2.1)
est globalement asymptotiquement stable.
m

2.4.2 Stabilité exponentielle globale

Théoréme 2.4.4.
Supposons que les conditions (Hy) — (Hy) sont vérifiées et

+oo
ZZ(CLZ B + pj Lfd:; thw/ kij(s)eﬁsds> >0 avec B>0 (2.14)
i=1 j=1 0
j +Lhk,+
ZZ (Lfc+ + Lidf; + M) >0, avec M\, p;et g >0 (2.15)

g
=1 j=1

Alors toute solution asymptotiquement w—périodique du systéme (2.1) est globale-
ment exponentiellement stable.

Démonstration.

Définissons la fonctionnelle de Lyapunov V* comme suit
VE(E) = V() + Vo (1) + V5 (2),

ou
t) = et Z |zi(t) — 2} (t)| avec B >0

—GBTZZ / LYdfe” |i(s) — i (s)|ds
t—1

1—1] lpj

+ t
Vi) = / kij(s / Lrpte® ) |ay(u) — o7 (u)|duds.
pj

11]1
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Calculons la dérivée a droite DTV (¢) au sens de Dini de V/

dlai(t) — 27 (1)|
+1 % _ Bt Bt i
DTVi(t) = pe Z]a: ()] +e ; 7
< @eﬂth ()] + ™D —ailai(t) (1)
i=1
+ ZZ|% I fi(;(8)) = f3(x5(2))]
i=1 j=1
+ ZZ!% )g; (it = 7)) = g; (@ (t —7))|
=1 j=1
t
bS][ kot Mt~ [ kot - it
i=1 j=1 -
En vertu de ’hypothése (H2) on peut écrire :
DYVi(t) < e [Z—(ai B)|z:(t) |+ZZLf|% Vaa(t) — 2 ()]
=1 i=1 j=1
DD (Ot —7) = af(t = 7)|*
=1 j=1
bSO [ kol o) - )]
=1 j=1
En utilisant I'inégalité de Young suivante
. Ai o N
j2:(t) — 27 ()| < —[z:(t) = z; (O + ——.
Dj qj
Il s’ensuit que
2i(t) — 2O < Dat) — (1) + " t . (210)
zi(t) — 2f ()Y < =|ay(t) — avec pj = — et q; = :
pj qj T T 1

En injectant (2.16) dans I'inégalité précédente on trouve

DYVE(t) < eﬁt[ZZ(—ai+6+;Lf ¢ +ZZ (Lﬁdfjlxzt—ﬂ—x (t—1)|
i=1 j=1 J i=1 j= 1 P
+o00o
st [ Rl - ) — it - s)las)
0

,qj

hk,—i—

- ZZ Lfc++L§d;; i ”)]

o
i=1 j=1
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De la méme fagon la dérivée de Dini de V,*(t) est donnée par

D*Vy(t) < e Z Z Lgd; [ Plas(t) — 2 ()] — 2oy (t — 1) — 2} (t — T)q

i=1 j= 1
< “ZZ L?dz[ fai(t) = #7(8)] — |oi(t — 7) — 25 (t = 7)]]
i=1 j= 1
: ZZ p P / ki ()™ it) — w3 (8)] = ot — 5) — (¢ = )]s
i=1 j= 1
< eﬁt j zg/ |$1() :L‘;k(t)|d5
i= l j= l
- eﬁt Lhp U/ s)xi(t —s) — i (t — s)|ds.
= 1 j= 1

De méme

DYVi(t) < Z
=1 j= 1

Y et [ ke () i)

=1

ZS/ ook‘z'j(S)[eﬁ i) — @i ()] — e |ailt — 5) — 2i(t - s)[]ds

IN

Ai Ih
J
- Z L?Z/ kij(s)e™ |zi(t — s) — x} (t — s)|ds.

’Lljl

Il en résulte que

DTVH(t) < DTVI(t) + DTVE() + DWJ( )
< 3 (w2
=1 j=1
+o00
et [ ke lat) - a0
0
n /\Tj Di At
i I+ 90+ + J g Vg
’ lezl qj (Lgel + Ly + =)

Gréce aux conditions (2.14) et (2.15), on peut écrire :

—q;

~ AN pLIES
DV (1) < =™ 3 3 | MilB)u(t) (0] + - (Lje i+ =) | <0
o
=1 j=1 J
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Alors

Donc

Autrement dit

Vi) 2 V(1) = eﬁtz j2:(t) =

On sait que K > 0, ceci entraine que :

Z\xl (t)| < Ke .

D’ott on en déduit par le théoréme (2.4.1) que toute solution asymptotiquement
w—périodique du systéme (2.1) est globalement exponentiellement stable. ]
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Chapitre 3

Les solutions S—asymptotiquement
w-périodiques d’un systéme de
réseaux de neurones a retard

Les fonctions S—asymptotiquement w-périodiques ont été introduites en 2008
par Henriquez, Pierre et Taboas [48] comme généralisation des fonctions asympto-
tiquement w-périodiques. Ce concept a suscité un interét particulier pour plusieurs
auteurs comme par exemple Cuevas [20], Andrade [?], Dos-sontos [34].

3.1 Fonctions S—asymptotiquement w—périodiques
Définition 3.1.1. [48, Définition 3.1]

Une fonction f € BC(R",X) est dite S-asymptotiquement w-périodique
s’il existe w > 0 tel que :
lim (f(t +w) — f(t)) =0.
t—o0
w est appelé 'asymptotique périodicité de f.
Dans ce qui suit la notation SAP,(R",X) représente I'espace des fonctions
S—asymptotiquement w—périodiques.
Exemple 3.1.1. [71, Exemple 2.2]
Les fonctions

f:R —- R
t — et
g: Rt — R

t — sin(In(t+ 1)),

sont S—asymptotiquement w-périodique.
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Remarque 3.1.1. [4§]
Il est évident que AP, (R*,X) C SAP,(R",X). Mais lautre inclusion n’a pas
lieu comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 3.1.2. [/8, Exemple 3.1]

Soit lespace co = {(Tn)nen : T € R et lim x, = 0} muni de la norme

n—-+00
|(2)nenl|| = sup |x,| et soit
neN
f : [0, +OO[ — (g
2nt
t = f(t)= (m)neN-

La fonction f est bornée, uniformément continue et S—asymptotiquement w— périodique
pour tout w > 0.
2nt
En effet, il est immédiat que ||f(t)|| = (225 )nen]|| = sup | =——| < 1 pour tout
neN t2 —+ n?

24n?
t>0.
Montrons que f est uniformément continue, pourt,s € [0,4+00] on a :

2n(t + s) 2nt

I£(+5) = FOI = sup|=moa 2 — s

2ns|n? — t? — ts|
= Su .
R+ 92+ (2 +12)

Posons
2ns|n? — t? — ts|

W8 = s T 1 )

o Sin > \t?+ st alors

2ns|n? — t? — ts| 2n3s  2s

[(t+5)2+n2(n2+¢2) ~ n2n?2 n

fn(tv 5) =

o Sin <\t?+ st alors

2ns(t? +ts — n?)
[(t + 5)2 + n?|(n? +t?)
- 2ns(t? + st)
= (82 + st) + st + 52 + n?|(n? + t2)
2ns(t? + st)
= (2 4+ st)(n® +?)

fn<t= S) =
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Dans les deuz cas f, < 2s et ceci est vrai pour tout n > 1. Do : sup f,, < 2s.
n>1

Ce qui montre que f est uniformément continue.
Montrons que f est S—asymptotiquement w-périodique pour w > 0 et t > 1, nous
avons.

IFe+0) = SO = (e = (s
B 2n(t 4+ w) 2nt
TN |t w)?en? 24n?
< sup 2n|wn? — Wi — wt?|
T onen [(E W)+ n?(n? £ 2)
2n3w + 2ntw? + 2nwt?
= s i+ 1!
VY
-t 2

Ce qui implique que f est S—asymptotiquement w— périodiques pour chaque w > 0.
Montrons que f n’est pas asymptotiquement w-périodique.
On raisonne par ’absurde.
Supposons que, f est asymptotiquement w—périodique. Alors il existe g € P, (R, X)
et une fonction p € Co(RT,X), tel que f = g+ .
Par définition f = (fu)nen, alors chaque f, ; n € N est asymptotiquement w— périodique
et
falt+kw) = gu(t) + @n(t + kw), VE,n € Net t > 0.

On sait que

It + k
lim fo(t+ ko) = lim —2LER0)

=0
k—+oo k—+o00 (t + k:w)2 + n? ’

donc g,(t) =0 pour tout n € N et t > 0.

Par conséquent, la fonction g =0 et f = ¢ ce qui est absurde puisque ||f(n)|| =1
pour tout n € N.

Cela prouve que f n’est pas asymptotiquement w— périodique.

L’exemple précédent, donné dans 'article de Henriquez [48|, contredit I’équiva-
lence entre ces deux espaces mentionnée dans le lemme 2.1 de 'article de Haiyin

[46].

Proposition 3.1.2. [/8, 96]

Soit f,g € SAP,(R,X), alors les assertions suivantes sont vérifiées
1. (SAP,(R*,X),||-|lc) est un espace de Banach [/8].

2. SAP,(R,X) est invariant par translation [906].

3. Soit f € SAP,(X,X) et ®: X — X un opérateur uniformément continue sur
les sous-ensembles bornés de X. Alors la fonction F : RY — X définie par

F(t) = o f(t)

est S—asymptotiquement w—périodique [/8].
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Lemme 3.1.3. [96]
Soient f,g € SAP,(R,R) alors f.g € SAP,(R,R).

3.2 Présentation du modéle étudié

On reprend le modéle de réseaux de neurones récurrent étudié dans le chapitre
précédent donné par

zi(t) = —aiw(t) + Z (cij () fi(;(t)) + dij(t)gs(x;(t — 7)))
+ Zpij(t)/ kij(t — s)h;(z;(s))ds + Ji(t), t>0 (3.1)

et z;(t) = ¢;(t), pour t € |—00,0]. ¢;(.) une fonction continue.

Pour étudier I'existence et I'unicité de solution S—asymptotiquement w—périodique
du (3.1), nous avons poser les hypothéses suivantes

(H5) Les coefficients a;,i = 1,n sont des constantes strictement positives, et
pour j = 1,n, f;,g; et h; : RY — R, sont des fonctions S—asymptotiquement
w—périodiques et lipschitziennes de constantes de Lipschitz L; , Lg , L;-‘ respec-

tivement.

(H6) Pour tout 1 < 7,57 < n, le noyau k;; : [0, +o0o[— [0, +00[ est continu et
dominé par une fonction exponentielle, c-a-d il existe deux constantes positives
ki et o tel que

|kij(s)] < ke

(HT7) Pour tout 1 < i,5 < n les fonctions : t — ¢;;(t), t — d;;(t) t — pi;(t)

t — J;(t) sont S—asymptotiquement w— périodiques sur R™.
On pose
+

¢y = sup ey (1)]; dz; = sup|d;;(t)[;
teRT teR+

Py = sup|pi;(t)]; J;~ = sup | Ji(t)].

teR+ teR+
3.3 Existence et unicité de solutions
S—asymptotiquement w—périodiques

Théoréme 3.3.1.

Soit f : Rt — R* une fonction lipschitzienne sur RY. Alors pour toute fonction
¢ € SAP,(RT,R") la composition fo ¢ € SAP,(RT,R).
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Démonstration. 1l est clair que fo¢ € BC(RT,R"). ¢ € SAP,(RT,RT), alors
pour tout € > 0, il existe T, > 0 tel que

[Pt +w) — 9(t)| < vt > Tt

R

ou L' est la constante de Lipschitz de f.

[f(8(t +w)) = fleW)] < Lot +w) — o(t)] <e, Vt>T..

Donc
[ (f(o(t +w)) = f((t))) = 0.
On conclut que fo ¢ € SAP,(RT,RT). -

Lemme 3.3.2. Supposons que les hypothéses (H5) et (H6) sont vérifiées, et pour
tout 1 < j <n, z;(.) € SAP,(R*,R). Alors pour tout 1 < i <mn, la fonction

oi it —> /_ kij(t — s)h;(z;(s))ds

appartient & SAP,(RT R).

Démonstration.

Nous allons démontrer en premier lieu que la fonction ¢; est bornée continue,
ensuite nous montrons qu’elle est S—asymptotiquement w—périodique.

Etape 1 :

1. ¢; est bornée car on a pour tout t € RT.

It
lei()] < —HIhylloo
g

2. ¢; est continue. En effet, soit une suite (b,), C RT telle que lirf b, = 0. Par
n——+0oo

hypothese z;(.) € SAP,(RT,R) donc elle est continue alors Ve > 0, Iny tel que
Vn > ng, on a

eo
|5 (s + bn) — x;(s)| < ThET
J
Il s’ensuit, en utilisant (H5) et (H6)
t+bn
pit +bn) —i(t)] = | kij(t =+ bn — s)|hj(z;(s))ds
t

_ / kij(t — s)h;(z;(s))|ds

On pose u = s — b,, il vient
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t

it +bn) —@i(t)] < | 3 kij(t—s)hj(fﬁj(ﬁbn))ds—/ kij(t — s)hj(z;(s))ds|

—0o0

< [ Rt Sl + b)) yGas)lds

t

< L;?/ iy (£ — 8)[3 (5 + b) — ;(s)|ds
Y

< L?aa/o kge’“ds

< ¢

D’ou ¢; est continue .
Etape 2 :
Montrons que

lim (pi(t +w)) = ¢i(t))) = 0

t—+o0

On a

lpi(t +w) —@i(t)] < / kij(t — s)|hj(xi(w + 5)) — hj(z;(s))|ds

—0o0

t
< 2k [ e +9) - ay(s)las.

Comme z;(.) € SAP,(RT,R™), on pose pour € > 0, 3T, > 0 tel que

0
‘l'](t—FCU)—LCJ(t)‘ <W, vVt > T..

J g

Cecl entraine

ww+M—%m|SL%ﬂfef”@mw+@wmmmw

—00

t
+ 6/ e_"(t_s)ds.]

1 hp.+ —o(t—T¢)
< = @l LT +2) € e

Comme € est arbitraire on aura

lim (pi(t +w)) = ¢i(t))) =0

t——+o0

Dot ¢; € SAP, (R, R). O
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Lemme 3.3.3.

On suppose que (H5) — (H7) sont satisfaites, on définit l'opérateur I' comme
sutt :
pour toute fonction o = (p1,....,0,) € SAP,(RT,R"),

ffoo e~ (=)o [ (s5)ds
(To)(t) = : ,
ffoo e~t=)an [ (s)ds

ol

n

) = D () files(s) +dig()g;(e5(5 = 7))

j=1

+ Y m [ " uyls — m)hy (g (m))dm + Ji(s).

Alors T envoie SAP,(RT,R") dans lui méme.

Démonstration.

Par la proposition 3.1.2, le lemme 3.1.3, et le théoréme 3.3.1, la fonction F; est
S—asymptotiquement w-periodique. Il reste & montrer que

Iy € SAP,(RT,R")
On pose pour tout 1 < i < n.
. t
(i) (1) = / (=) (5)ds.
Il s’ensuit que

ttw
(T)(t +w) = (T'e)(t)] = | } R HOLE

— / 6_ai(t_5)F’i(8>)dS’

= / e Fyw + 5)) — Fi(s))|ds

—00

Comme F;(.) € SAP,(RT,R"), alors pour € > 0, il existe T. > 0 tel que

|Fi(t +w) — Fi(t)| <e, Vt>T..
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De méme

() (t +w) — (Tip) ()] = / eI Fyw + 5)) — Fi(s))lds

—0o0

¢
+ 8/ e_a"(t_s)ds.]

T (t—s) +rf o+ LIk £ (t—Tv)
—ai(l—s g —ai(l—Le
< / e ds (L + L + T)e—i-a—i(l—e )

—0o0

£ g
- edi (t—TE) a; ’

Comme ¢ est arbitraire, alors on obtient le résultat voulu.

]
Théoréme 3.3.4.
On suppose que (Hy)-(Hs) sont satisfaites et
o+ F o194t + L
; ( Ly + Lid + == )
R= max <j_ ) <1 (3.2)
AN a;

Alors le systeme différentiel (3.1) posséde une solution S—asymptotiquement w— périodique
unique dans la region

Rp

B = {gp € SAP,(RT,RY) : [l — @o|os < ﬁ%}’
ou
fjoo e~(t=%)a1 ], (s)ds
polt) = :
fjoo e~ (t=%)an J (s)ds,
J+
avee = o ().
Démonstration.
On a [|¢o|lec < B car pour tout ¢t € R
- g
ot = ) [ i < s () =5
Il s’ensuit que
R g
lelloo < Ml = polloc + 8 < 775 + 8= 75 (3.3)

Ensuite on démontre que 'opérateur I' envoie B dans B, on écrit

n

@0 e < ([ S ey i) + lds (e, — 7)Ids])

1<i<n -
]—1

v omar([ ““Zm [ st = mlhs o s
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En utilisant (H5). Pour tout ¢ € R, il vient

n

[(T*p)(t) — wo(t)] <
j=1
+
t
< ma:v(/ e )mcm
1<i<n oo 1<i<n
< max{— }pg%(ZHSOHOO[

1<i<n a;

Par conséquent I''(B) C B.

+ f
wLJ

mar ([ RS (el
g (90128l = ) + o) 2 )
(Z (PIE

Lkt
TLf 4+ dt + J g
ciyly + deJg o ])
L RS
+ + 75
=) <

Il reste & démontrer que opérateur I'* est une contraction, afin d’appliquer le

théoréeme du point fixe de Banach.
En effet, pour tout ¢ € R* on a

t
max ( g i(t=s) [
1<i<n\ ) ___

14y ()5 0(5))
S b (s) /

j=1 —o0

M) (1) = T'(W)(B)] <

+ —gj

IN

max

+

pr / i

kij(t —

3

j=

s (/ (e

— DL} e(1))

(\Cij(8)|!fj(<p(8)) = [;((s))]

0(s))|
1hs (1)) = hy(6(0)dt ] ds)

l]]

L]+ d5LY)|o(s) = (s)|

LV

— p()ldl]ds) < Rllp - vl

Par I'hypothése (3.2), on en déduit que I est une contraction.

Par le Théoréme du point fixe de Banach on aura 'existence et 'unicité de la
solution S—asymptotiquement w—périodique de (3.1) sur la région B.

O
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Chapitre 4

Solution pseudo presque périodique
d’une équation de Nicholson a
coeflficients Stepanov pseudo presque
périodiques avec un terme récolte

Dans ce chapitre nous étudions I’existence et I'unicité de solution pseudo presque
périodique d’une équation de Nicholson avec un terme récolte (le cas linéaire et
le cas non linéaire sont étudiés). On peut trouver quelques résultats récents sur
Iexistence et I'unicité des solutions de cette équation dans [10, 15, 36, 62, 64].
Nous présentons dans la premiére partie de ce chapitre I’équation de Nicholson et
les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques. Dans la seconde partie, nous
commencons par 1’étude de I’équation de Nicholson avec un terme récolte linéaire.
Par la suite on s’intéresse au cas ot le terme récolte est non linéaire.

4.1 Apercu historique et présentation de I’équation
de Nicholson

L’étude de I’évolution d’une population au cours du temps a intéressé beaucoup
de mathématiciens au début du vingtéme siecle. Ces derniers ont eu recours a une
description mathématique pour représenter le mieux possible cette évolution. Les
premiers modeéles dans ce sens sont ceux de Malthus, Verhulst, Lotka-Volterra,
ils sont gouvernés par des équations différentielles ordinaires, & retard constants,
distribué, ou fonctionnelle...etc.

En pratique, il est difficile de quantifier des données experimentales pour prédire
I’évolution du nombre d’individus d’une population donnée au cours d’un temps
long. Prenons par exemple le cas de la population des mouches dévoreuses de
viandes des moutons en Australie 'entomologiste Nicholson [70], sur une période
deux années a observé une population de mouches dévoreuses de viande (Lucila
cuprina), pour comprendre le cycle de développement de cette derniére.

L’équation logistique a retard [10] a été utilisé pour expliquer les résultats de
I’expérience de Nicholson, mais cette équation n’a pas donné une bonne estimation
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du retard. Alors, Gurney et al[45] en 1980, motivé par cette expérience, ont proposé
un modele mathématique décrivant la dynamique de cette population de mouche
au cours du temps, il s’écrit comme suit

dx
dt
x(.) : représente la taille de la population & 'instant ¢,
. est le maximum de la croissance quotidienne d’oeufs par individu,
: la durée de la phase de maturation,
: taux de mortalité par individu par jour,
: nombre maximal d’individus que le milieu peut supporter.

= az(t) 4+ px(t — 7)e ") (4.1)

=R N3

Par la suite, plusieurs auteurs ont affirmé la présence des fluctuations ou des
oscillations périodiques des solutions (voir [61, 62, 77]), mais ils n’expliquent pas la
nature oscillatoire de I’évolution de la population. Ceci a amené Berezansky [10] a
généralisé ce modéle. En ajoutant un terme constant H appelé récolte ou taux de
prélévement a la population effective, qui permet une description plus précise de la
dynamique de cette population, et change le comportment qualitatif de la solution
méme lorsque les coefficients sont périodiques. Ce modéle est décrit par I'équation
différentielle a retard suivante

dx
dt
Cette modification a ouvert tout un champ d’investigations sur l'effect du terme

récolte sur 'aspect qualitatif de la solution. Récemment, F. Long [64] a généralisé le
modele (4.2), en considérant des coefficients presque périodiques, un terme récolte
linéaire et un retard variable. Il a montré ’existence de solutions positives presque
périodiques dans un convexe compact.
Par la suite, Duan et al [36] ont montré en utilisant le théoréme du point fixe
de Banach, que dans le cas ou les coefficients sont pseudo-presque périodiques, et
sous les mémes hypothéses que celles données dans [64], le modéle de Nicholson
admet une unique solution pseudo presque périodique. En 2015, F. Chérif [15] a
étudié I'existence et 'unicité de solutions pseudo presque périodiques lorsque on a
plusieurs types de retards et les coefficients sont pseudo-presque périodiques.
Motivé par les résultats obtenus dans les précédents travaux et le résultat d’Andres
et Pennequin [5], on s’intérésse dans ce chapitre a la question sur d’existence et
I'unicité de solutions pseudo presque périodique de 1’équation de Nicholson quand
les coefficients sont Stepanov pseudo presque périodiques.

= —ax(t) + pz(t — 7')6_’\:6@_7) — Hzx(t — o) (42)

4.1.1 Fonctions Stepanov presque périodiques

En remplacant la norme uniforme par une norme de type LP dans la défini-
tion des fonctions Bohr presque périodique, Stepanov [79] a définit en 1926 les
fonctions Stepanov presque périodiques. Par la suite elles ont été caractérisées en
utilisant la transformée de Bochner (voir par exemple [2]). Grace a cette caractéri-
sation ces fonctions sont appliquées aux équations différentielles (voir[21, 33, 59]).
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p
loc

R — R telles que pour tout intervalle [a,b] on a fab |f(t)|Pdt < +o0.

Définition 4.1.1.
Une fonction f € LF (R),1 < p < 400 est dite presque périodique au sens de

loc

Stepanov (f € SPAP(R)), si 'ensemble
SPT (f,e) :=={Tt € R, ||fr— fllgr <e}, est relativement dense dans R (4.3)
f- est la translatée de f et

1 flls» = sup (/:H IOk ds)ll’.

L’espace SPAP(R), 1 < p < 400 muni de la norme ||.||sr est un espace de
Banach.

Pour 1 < p < +o0, on note L} (R) I'ensemble des fonctions mesurables f :

Proposition 4.1.2.
1. AP(R) C SPAP(R).
2. Si f € SPAP(R) alors ||f|lgp < 00 (i€, f est SP—bornée)

Démonstration.
1. Par hypothése f est continue alors f € L} (R).
Soit 7 € E(f,¢€), alors

ft+7)—f(t)| <e, VEER, (4.4)
En intégrant (4.4) on aura Vo € R

</:+1 |ft+7)— f(t)\Pdt> <

Donc 7 € SPE(f,e). Ceci implique que SPE(f,¢) est relativement dense dans
R. Par conséquent, f est SP—presque périodique.

3 =

Notons que l'inclusion inverse a lieu si f et uniformément continue. Autre-
ment dit,
AP(R) = SPAP(R) N Cy(R),
ou C(R) désigne l'espace les fonctions uniformément continues.
2. f est SPpresque périodique. Alors Ve > 0, il existe £ > 0 tel que tout intervalle
[, a + ¢] contient un nombre 7 vérifiant

ﬁgpéﬁﬂﬂv+ﬂ—faWd0;ga

On prend 7 € [—x, —z+{|NSPE (f,¢), alors 0 < x4+ 7 < £. Ainsi pour tout

z€Rona
1

([ wora) = ([ 150 - g0+ sl a
= (/:H £®) —f(t+7)\”dx>; + (/;+1 \f(t+r)|pdt);'dt
Se+t (/w+1|f(t+7)|pdt>;dt
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En posant le changement de variable v =t 4+ 7 on aura pour tout z € R
rx+7+1 1

([ isesora) = ([ swran)’
([ rpa)” < oo

La derniére inégalité découle du fait que f € L] (R).
Ainsi on || f]ls» < 00. C'est a dire f est SP— bornée.

]

Définition 4.1.3. [2](Transformée de Bochner)
Soit p € [1,+o0[, la transformée de Bochner f” d’une fonction mesurable f est la
fonction

PR = ROY ¢ o (0)
R 1 designe I'espace des fonctions définies sur [0,1] a valeurs dans R et
fo(t) € RO est telle que fo(t)(s) = f(s+1t), Vs € [0,1].
Notons que si f,g € M(R), nous avons

(f+9)"=f"+g" A\ =X (f) =) et (f9)=f9"

Définition 4.1.4. |2]

Soit p € [1, +oc[, on note BSP(R) I'espace des fonctions Stepanov bornées. Plus
précisememnt

BSP(R) ={f € L}, (R),tel que | fllg < +o0}.

loc

La bornitude de f au sens de Stepanov est équivalente & la bornitude de sa
transformée de Bochner et on a

1

t+1 .
P P / F(s) ds)”. (4.5)

teR

Grace a I’égalité (4.5) la presque périodicité de Setepanov peut se définir comme
suit
Définition 4.1.5.

€ Lj (R) est dite Stepanov presque périodique si et seulement si sa transformée

de Bochner f? est presque périodique au sens de Bohr. Autrement dit,
f € SPAP(R) si et seulement si f°€ AP(R,L”([0,1])).

Exemple 4.1.1. /5, 59/
1. Soit f € AP(R). Alors la fonction

1 si f(z) >0,
sign(f(1) =0 si f(z) =1,
—1si f(x) <0

est STAP(R).
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2. La fonction

f(t) = {cost pour t # 0,

k  pour t =km,
est SPAP(R)
3. Soit o, B € R, avec a—lﬁ wrrationel, les deux fonctions f, g définies par

sont Stepanov presque périodiques.

Définition 4.1.6. [21]

On dit qu’une fonction paramétrique f : R x R — R est Stepanov presque
périodique si pour tout x € R, la fonction f(.,z) est Stepanov presque périodique
uniformément pour z € K (K compact de R), on dira que f est SP-presque pério-
dique uniformément par rapport a la variable z € K. On écrit f € SPAPk(R,R).

Les fonctions Stepanov pseudo presque périodiques

La notion de la Stepanov pseudo presque périodicité a été introduite par T.
Diagana [26] comme généralisation de la pseudo presque périodicité de Zhang [95].

Définition 4.1.7. [21]

Une fonction f € BSP(R) est dite pseudo-presque périodique au sens de Ste-
panov f € SPPAP(R) si et seulement si

f=g9+¢ avec ¢" € AP(R,L*([0,1])) et ¢" € ER, L7([0,1])).
On a jugé utile de rappeler que

g* € AP(R,LP([0,1])) & g € SPAP(R) (4.6)

T 1 T 1 1
b p . T L p P _
Fee®uD ) e im [ el = in gz [ ([ letees)iras) a0

La proposition qui suit résume quelques propriétés des fonctions SPAP et
SPPAP qui sont utilisées dans les démonstrations de nos résultats.

Proposition 4.1.8. [21, 76]

1. Sip e AP(R) et g € SPAP(R), alors ¢ x ¢ € SPAP(R).
2. Si f € PAP(R) alors f € SPPAP(R).

3. Sip e SPPAP(R) alors p(. — h) € SPPAP(R).

4. Sip, 0 € SPPAP(R), alors ¢ x ¢ € SPPAP(R).

Démonstration.
item 1, 2 et 3 sont démontrés dans |21, 76].

On va démontrer seulement item 4. Notons qu’il est démontré par F.Chérif et
al. [16] dans le cas des fonctions & valeurs de quaternion.
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Par définition, on peut écrire
o' = b et b = PPl avee 8 b € AP(R, LP([0,1])) et %, ¢% € E(R, LP([0,1]))
et on a
" X " = o1 + P15yl + phih.
Posons
Gl =@y et Gy = @iyl + o5yt + oyth.
Il est bien connu que le produit de deux fonctions presque périodiques est
presque périodique, voir par exemple [2|, d’ou G € AP(R, L*([0,1])).

Montrons que GY € E(R, LP([0,1],R)). En utilisant I'inégalité de Minkowski,
on a pour 17" >0

1 T . 1 T 1 %
Y o )
i o [ G Olamd = tim o ([ G+ s)ps)

7 ~ lm L/_i(/ol\<¢1<t+s>w2<t+s>

T—+o0 2T

4 ot + 8)y(t + 5) + ot + s)a(t + )P ds)gdt

< lim L/T </01\g01(t+5)1p2(t+5)]p ds)édt

T—+o00 2T _T

+ lim L/T </01|g02(t+3)1/}1(t+3) ds)édt

T—~+o00 2T _T

+ lim i/_i(/ol\goz(ws)wz(tﬂ)yp ds>’1’dt

T—+o0 2T

< lim == sup sup \gol(t+s)|(/_i(/01¢2(t+s)|pds)dt)*1’

T—+00 2T _p<i<T0<s<1

+ lim = sup sup \wl(t—l—s)\(/_TT(/ol|g02(t+3)|pds>dt);

T—+00 2T _p<i<ro<s<1
1

+  lim L sup sup ‘gog(t+8)|(/_i</ol o (t + S)|f”ds>dlf)5

T—+00 2T _p<i<r0<s<1

Comme 5, 95 € E(R, LP(([0,1])), il en découle que G € E(R, LP([0,1])).
Par conséquent pip € SPPAP(R). O

Fonction paramétrique Stepanov pseudo presque périodique

Définition 4.1.9. [21]
Une fonction
F: RxR—R
(t,u) — f(t,u)
avec F(.,,u) € Lt (R,R), pour tout u € R est dite pseudo presque périodique au
sens de Stepanov en ¢ € R uniformément en v € R si ¢t —  f(¢,u) est pseudo
presque périodique au sens de Stepanov pour tout u € R
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4.2 Reésultats d’existence et unicité de solution pseudo
presque périodique

4.2.1 Cas ou le terme récolte est linéaire

Dans cette section nous montrons l'existence et 1'unicité de solution pseudo
presque périodique de I’équation de Nicholson, avec un terme récolte linéaire, don-
née par

{x, (t) = —0z(t) + p(t)x(t — 7)e *O*E") — H(t)a(t — o) avec § > 0, t > 0(4.7)

xy =, t € [-r,0],avec r = max{r, o}, 7, 0 >0,

peCy =C([-r,0,RT), ©(0)>0, et z4(0)=x(t+0)Vle|-T,0].
Nous allons étudier (4.7) sous les hypothéses suivantes :
(A1) a(.) une fonction pseudo presque périodique de Rt a valeurs dans R™ et
at = supa(t) et a= = inf a(t)
teR+ teRT

(A2) p(.) € SPPAP(RY, RY)NL®(RY) et H(.) € SPPAP(R*,R*), 1 < p < +o0,
avec

- inf ol
p- = mfp(t),

(A3) Il existent deux constantes positives Ry, Rs telles que

1
dq_ q .
Ry > maX(aL"" a—e(llfe_‘s) (e :;q 1) ' Hp”5p>7 S1 P>1

8 .
R2 2 max(a%r, m||p”51> S1 p:l)
et
p*Rze*“+R2 Ro %91 é .
Ry < S - (176—6)( 5q ) HHHS” si p>1
— —atR 5 .
R < L Rze(; = — (1_66—6)“[—[“51 st p=1,

Afin de démontrer le théoréme principal, on commence par démontrer le
Lemme suivant
Lemme 4.2.1.
Soit g € SPPAP(RT,RT). Sous les hypothéses (A1) et (A2), Uopérateur défini

sur R* par

(T (1) = / e~ F (s)ds,

— 00

est pseudo presque périodique, ot F(s) = p(s)p(s—1)e 6= [ (s)p(s—0).
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Démonstration.

Comme conséquence immeédiate de la Proposition 4.1.8, la fonction F' est Ste-
panov pseudo presque périodique. C’est-a-dire, on peut décomposer F' comme
suit

F=F +F,,

ou FP € AP(RT, (LP([0,1],RT)) et F? € E(RT, (LP([0,1],RT)). On écrit alors

(To)(t) = /t e 909 [y (s)ds + /t e 2079 Fy(s)ds

—00 —0o0

= @(t) +9(1).

Premiére étape : Montrons que ¢(.) est presque périodique. On pose,

t—n+1 n
on(t) = / e 0=9) Fy(s)ds = / e Fy(t — s)ds.
t—n n—1
Premiérement, nous démontrons que pour n > 1, ¢, € C(RT R™).
Soit ty € R* et (¢,,)m une suite converge vers to. Alors

n

|90n(tm> - @n(t0)| S / 6_68 |F1(tm - 5) - Fl(to — S)|d8.

n—1

Par hypothése ¢ € SPPAP(RT,R*") avec 1 < p < oo. On va distinguer deux
cas

Premier cas : Pour 1 <p < ooet qg= p%l, on a par I'inégalité de Holder
on obtient

[onltm) = enlfo)l < (/7:1 eiqés) % </7:1 |Fy(tm — 8) — Fi(to — S)|pd5);

En posant le changement de variable u =ty — s on aura

1

(nltm) = ulto)] < ( / eqas>é ( / Filt —5) - Fy(to - s)"ds)’

(e‘;q—l)l( t07n+1|F(t —to+5) — Fi(s)|Pds)”
e 1(tm —to + ) 1(s)[Pds
t

o—n

67571

IN

Deuxiéme cas : p = 1, en faisant le méme changement de variable que précé-
dement on obtient

to—n+1
enltn) = alt)] < (swp ™) [T Bt~ to 4 5) — Fis)lds
t

n—1<s<n 0—n

IN

eI Ey 4 —t0) — Fill 21 (tto—mito—nt1)
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D’aprés la Definition 2.4.1 de [56], une fonction f € LP([a,b]),1 < p < oo est
continue en p—moyenne c’est a dire pour tout € > 0 il existe § = d(¢) > 0 tel
que

b 1
(/ |f(t+h) — f(t)|pdx>P < g, pour tout h € R avec |h| <.

Par l'équivalence (4.6) et la Définition 4.1.1 la fonction Fj est continue en
p—moyenne et comme (t,,),, converge vers t, il résulte que dans les deux cas

lim |90n(tm) - Son(t0>| =0.

m— 00

Comme t; est arbitraire, nous obtenons ¢, € C(RT R").

Deuxiement vérifions que 'ensemble T'(¢,, ) est relativement dense dans
R*. On va aussi traiter deux cas :

1.Sil<p<oo

En utilisant I'inégalité de Holder et le changement de variable u = n — s,
nous avons pour chaque 7 € Rt

1 1

entt+ ) =0l < ([ ) ([ RErr-9 - B spas)’

—on

< <65q (e‘sq—1))}1</01\F1(t—|—7'—n—|—s)—Fl(t—n—irs)]pds)

Comme F? € AP(R*, LP([0,1],R*)), 1 < p < oo on choisit une presque
période 7 de F? telle que

€

T (01— 1)

1 1
/ Bt +7—n+s)— Byt —n+s)ds)” < (4.9)
0

En injectant (4.9) dans (4.8) on obtient

lon(t +7) — oa(t)] < e

T(Flbv ﬁ) - T(Qpn’ 5)7
o (€24 —1)q
ce qui implique que T'(g,,€) est relativement dense dans R.

2. Sip =1, soit T une 5 presque période F? alors on a
ealt+ 1) =] < [ IRt +T - 9) ~ Rt s)lds
n—1

1
< < sup 6_58)/ |Fi(t—n+7+s)— Fi(t—n+s)|ds
0

n—1<s<n

IN

1
e—é(n—l)/ |\Fi(t—n+7+s)—Fi(t—n+s)ds<e.
0
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Ce qui donne 7 € T'(¢y, €).

Par conséquent, T'(y,, ) est relativement dense dans R.

Finalement, ¢, (.) est presque périodique sur R*, donc elle est bornée sur R*.

Montrons que Z ©n(t) converge uniformément sur R.
n=1
Pour 1<p<ooet g= 1%’ En utilisant la proposition 4.1.8, et I'inégalité
de Holder nous obtenons

1

eatt] < - 0i( [ 1mpas)’

<

— Vg

Pour p = 1, nous avons

(€9 — 1)4||F||sr < 00

|on(1)] T |F (s)|ds

IN
T~
3 |

3

+

—
D

< eI FY s < oo

1
Comme Z e o = 1 — < 00, on en déduit par le test de Weierstrass que
—e

la série g ©n(t) converge uniformément sur R.
n>1

D’ot par la Proposition 1.2.3, on en déduit que (. Z on(.) € AP(RT RT).

Deuxiéme étape : Montrons que v(.) est ergodlque.
Pour n > 1, on pose

t—n+1 n
U (t) = / e =9 By(s)ds = / e Fy(t — s)ds
t n

-n —1

En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour ¢,, nous pouvons
montrer que Vn € N, la fonction 1, est continue et bornée. Pour montrer
I'ergodicité de 1, il nous reste a vérifier que

1

o | ol =o

Sil<p<ooetqg= 1%’ I'inégalité Holder donne
1 T 6—671, L 1 T t—n+1 1
— (D]dt < 5q_1q—/ (/ Fspds)"dt
2T ,T|¢ ()| —_ \(76—(_](6 ) 2T 7 o | 2( )|

e—(5n 1 T
— FY(t — dt.
= 57 | IR =l

<




Sip=1,o0na

1 T 1 T 5( ) n
— n(B)]dt < — su e olt=s / Fy(s)lds
o | i < o [ (p ) " |rs)

< ol Dﬁ/THsz(t—n)I|L1<[o,u>dt~

Par hypothése on a F? € E(R*, (LP([0,1],RT))), cela signifie que
1 T

— FP () 10 dt = 0.
5T 4” 5 ()l e (o,

Alors par l'invariance par translation de 'espace E(R™, (LP([0, 1], R")), (1 <
p < 00) il vient

1 T
o7 . IF3(t — n) || Leoapdt = 0, Vn > 1. (4.9)

Par conséquent, I’équation (4.9) implique que

T
lim — L(D)|dt = 0. 410
Jdim o [ ) (4.10)
Enfin, nous concluons que ¢, € E(RT,RY).
En utilisant le test de Weierstrass comme dans le cas de ¢, on en déduit
que la série Z ¥, (t) converge uniformément vers ¢ (t). Ainsi par la proposition
n>1
1.23on a1y € ERT,RT).
Par conséquent, I'y € PAP(R*,RT). C’est a dire I" envoie SPPAP(RT,RT)
dans PAP(R*,R™).
[
Théoréme 4.2.2.

On suppose que les conditions (A1), (A2) et (A3) sont vérifies. Si de plus l'une
des conditions suivantes est satisfaite
(i) Pour 1 < p < oo nous avons

1 el —1\q/ 1
r= = (5) (Zalvls +1Hls) <1 @

(i) Pourp=1 et

(s lplls -
r = _—_— —_
a—e?(1 —e?) Plist =1 "=

]|H||51> <1 (4.12)

Alors Uéquation (4.7) admet une unique solution pseudo-presque périodique dans
la région

B = {ZL’ S PAP(R+,R+), Ry < l’(t) < RQ}
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Démonstration.
B est un sous-ensemble fermé convexe de PAP(R*T, RT).
Montrons que ['(B) C B ou I' est I'opérateur défini dans le Lemme précédent.
La fonction u — ue™® " est croissante sur 'intervalle [0, =&,

il s’ensuit que sup ue * * = ﬁ Par conséquent pour ¢ € B on a
u>0

C® = [ e ps)os = e H(5)(o(s — o) ds

o0

¢
< / e 0=)p(s)p(s — T)e™ Y ds
< /t e—5(t—s)p(s)ds
T ) s a~e
. 00 /t—k+l e—&(t—s)p(s) s

1 t—k a e

Si 1 < p < oo, en appliquant 'inégalité de Holder et la condition (A3) on obtient

(e 9]

1 t—k+1 B ., % t—k+1 %
e < 3 | e ([ )

I e

() el
k=1 q

1

) llplls» < Ro.

IN

IN

1 <ef5q -1
a~e(l—e %)\ dgq

Sip=1ona

T < i /t_k“e-m_s)@ds
k=171

t—k+1

1
< — ( sup e_é(t_5)> (/ s ds)
a-e Z t—k<s<t—k+1 t—k |p( )|

k>1

R
< - —5(k—1)
< e

k>1
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= CL_G(]_ — 6_5) ”pHSl >~ 12

a

Sil < p < oo, compte tenu du fait que la fonction u — ue™"™ est décroissante

sur [, +00[, nous avons
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Ainsi en utilisant (A3), I'inégalité Holder et le fait que ¢ € B nous obtenons

Co®) = [ e pls)ols - re ) H(s)o(s - )| ds

—0o0

Vv

t t
Rge_‘ﬁR?/ e_‘s(t_s)p(S)dS—/ eI H(s)p(s — o)ds

—0o0
t

t
> Rpe o' 12 / e 3=p(s)ds — RQ/ e 9 H(s)ds
,R fa'*'Rg o0 t—k+1
> e Ry Z/ eI H(s)ds
0 k=1 7tk
_ —atR ) 1
p~ Roe : Ry (e 4 — 1) 2
> — H||sp
> TR T () s
> Ry.
Sip=1ona

T = [ eI pls)ols - re R Hs)o(s - o)|ds

— 00
_ _at
p~Rye @ 2 el

= 5 )

[H |5

Cela implique, avec le Lemme 4.2.1 que 'opérateur I" envoie B dans B.
Montrons maintenant que I' est une application contractante sur B.
Pour p, v € B,onaVt € R

To(t) = Tu(t)] =\/Lf4“ﬂ@ww@—7kﬂ@W”W—H@W@—Tﬂm

- /t e 0(t=9) [p(s)w(s - T)e’a(s)w(s’ﬂ — H(s)(s — 7')] ds’

< /_too e 0(t=s) [ % (a(5)¢(5 - T)@*a(s)¢>(sfr) — a(s)(s — T)efa(sﬁp(sff))

— H(s)(0s — 0) = (s — )| ds
< /too e 0(t=s) [%’a(s)¢(s _ T)e—a(s)¢(s—7) —a(s)Y(s — T)e—a(s)w(s—f)
+ |H(s)(0s — 0) = v(s — 0) )| ds.

En appliquant le théoréme des accroissement finis & la fonction ue™ et on utilisant

le fait que sup|1e_—u“| = e%, on obtient
u>1

al(5)9(s — 7)e 4 — a(s)(s — ) 0] < Zlo(s — ) — (s — )|
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Ce qui donne

1
a~e?

/t e =)y ’¢S—T w(s—T)’ds

—00

Ts(t) = Ty(t)] <
+ /_too 6*5(1‘/78)[{(5)‘(?(3 —0) — (s — U)‘ds.

Par I'inégalité de Holder, il s’ensuit que pour p > 1

o -ruol < ([ e ([ ) o - v

a~—e?

o1 Wik —k
t—k+1 1 t—k+1 1
F ([, ) ([, o) ey
< e () Mpllslo - e+ X e (S ) Al o - vl
E>1 E>1
< s (5 Mol — vl + s (S5 sl —
< s (5 (Sl + 1Al )6 — vl

(1—e9 a~e?

Pour p=1, on a

1 t—k+1
Ly(t) —Tp(t)] < ( su e_é(t_s)> </ s ds) — Y||oo
o) =Tl < =5 30( o [ Ip(s)las) 1o -
t—k+1
= (s ([ HEs)llo - vl
E>1 t—k<s<t—k+1 t—k
< (72 e llls = eV H ) o - vl
a-c n>1 n>1
6 )

1 e e
(= lplss + =l Hlls: )16 = ¥l

a~e2l—ed 1

Sous les conditions (4.12) et (4.11), Popérateur I' est une contraction. D’apres le
Théoréme du point fixe de Banach, I" posséde un point fixe unique dans B tel que
['¢* = ¢*, qui est 'unique pseudo solution presque périodique de I’équation (4.7)
dans le region B. O

Exemple 4.2.1.
Considérons l’équation de Nicholson avec un terme récolte linéaire suivant :

z'(t) = —0x(t) + p(t)x(t — 7)e D) — H(t)a(t — o) (4.13)

avecd =2, 7=1, 0 =3.
Par la proposition 4.1.8 on peut choisir

1 0,0005
-—fﬁhfﬂ@:@ﬁm2+ammn%@6w+f:?-

t)=2+0,5cos’(t
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et
a(t) =24 0,5sin%(t) +0,01e™" avec a~ =2 et a* =2,51.

Apres caleul de la norme ||.||s2 des fonctions considérées on obtient

1 [et—1 1
24 0,5co8’(t) + ——e I
2o —ez)\ 1 12+ 0508’ (t) + qope s

1
:Q7w2+a5m§ay+ﬁﬁamm2:L8%

Donc on peut prendre Ry = 1,9.
De méme

1,89 -1 0.0005
7 e 4 110, 0002 + 0, 0002 cos(V/2t) + ———|| 2

(1—e2) 1+
0,0005
= 0,016 — 8,198]|0, 0002 + 0, 0002 cos(v/2t) + |l

1,89e~ 4™ —

= 0,015 — 0,0059 = 0, 009.
Donc R; = 0,009.

On aura aussi

1 2 1,1 1
¢ (5—5H24—0,5co§%t)+————e*WHSQ4—H0,00024—0,0002cos0/§ﬂ<+

(R V] 100

NCEYE 1
(55112 + 0.5 cos?(t) + wooe ] o +1]0,0002 + 0, 0002 cos(v'2t) +

<
T 1l—e? 4 100

~ 0,233 < 1.
Ainsi toutes les conditions du Théoreme 4.2.2 sont vérifiées, alors le systéme
(4.13) posséde une unique solution pseudo presque périodique sur la région B donnée

par
B={re PAP(R'R"), 0,009 < z(t) < 1,90}.

Nos résultats théoriques sont concrétisés par une simulation numériques don-

nées dans la figure 4.1
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FIGURE 4.1 — Le comportement de la solution du modéle (4.7) pour 7" = 85

4.2.2 Cas ou le terme récolte est non linéaire

Dans cette section, I’équation de Nicholson s’écrit comme suit

(4.14)

z (t) = —0x(t) + p(t)x(t — 7)e DT — H(t x(t — o)), t > 0, avec 6, 7,0 >0
=, t € [-r,0] avec r = max{r, o},

peCy=C([-r0,RY), ©(0)>0, et z,0)=z(t+0)V0 e [-T,0],
avec p(.) € SPPAP (R*,R") bornée, p~ = inf+|p(t)| et H € SPPAP (RT x RT,RY).
teR
Définition 4.2.3. |21, 26]
Une fonction F' : R x X — X, (t,u) — F (t,u) avec F'(.,u) € L* (R,X) pour
tout u € X, est dite Stepanov-pseudo presque périodique en ¢ € R uniformément

en u € X si Papplication t — F (¢, u) est Stepanov-pseudo presque périodique pour
tout u € X.

Autrement dit, il existe deux fonctions Fi, F5 : R x X — X telles que F s’écrit
F=F+F

avec F? € (R x X, LP([0,1],X)) et F¥ € £(R x X, L? ([0,1],X)) ou

T—+o0 2T -T

S(RXX,X):{feBC(RxX,X); lim — T(/tHHFg(s,u)des>dt:O}.

L’espace des fonctions F': R x X — X SP-pseudo presque périodiques est noté
par SPPAP.

Pour montrer I'existence et 'unicité de solutions pseudo presque périodiques
du modele (4.14) on aura besoin du théoréme de superposition dans les espaces
SPPAP, ce dernier est donné par Diagana [26].
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Théoréme 4.2.4. [20]
Soit f € SPPAP (R, X). Supposons que f (t,u) est lipschitzienne en u € X unifor-
mément ent € R, c’est-a-dire qu’il existe L > 0 tel que

1F(tu) = f&,0)]] < Liju = wvll, (4.15)

pour toutt € R et u, v € X.
Six e SPPAP (R, X), alors f (., x(.)) € SPPAP (R x X, X).

Pour montrer 'existence de solutions pseudo presque périodiques du modéle
(4.14), on suppose, en plus de 'hypothése (A1) les hypothéses suivantes

(A4) H(t,0) =0 VteR", et il existe une constante L > 0 telle que
|H(t,u) — H(t,v)| < Llu—v|, (4.16)

pour tout t € R* et u, v € RT.
(A5) Il existent deux constantes positives Ry, Rs telles que

1
6q _ q .
Ry > max (%, =t (521) pllsr ), st pl

S5 .
Ry > maX(%» meHSl) si p=1,
et

1

R, <
=135

(Rop=e™" " — Lljo]l.).

Le Lemme suivant est indispensable pour la preuve du théoréme d’existence de
solution pseudo presque périodique de I’équation (4.14).
Lemme 4.2.5.
Supposons que les hypotheéses (A1), et (A4) sont vérifiées. Si¢p € SPPAP(RT,RT)
alors

t

Tyt Ty(t) = / e =9 F(s)ds € PAP(R',R"),

ot F(s) =p(s)¢p(s — 1)e =) — H(s, ¢(s — o).

Démonstration.

Grace aux propriétés des fonctions Stepanov pseudo presque et le théoréme
de superposition 4.2.4, la fonction F' est Stepanov pseudo presque périodique.
Ainsi la preuve de ce Lemme repose sur les mémes arguments que ceux dans la
démonstration du Lemme 4.2.1.

Enoncgons maintenent le résultat d’existence et d’unicité de solution pseudo
presque périodique.

Théoréme 4.2.6.
On suppose que les hypotheéses (A1), (A4) et (A5) sont satisfaites. Si de plus
['une des conditions suivantes est vérifiée
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1. Pour 1 <p < oo et q l’'exposant conjugué de p nous avons

e 2 e — 1\ L
»+ — < 1. 4.17
e ey )l + (4.17)
2. Pour p =1 nous avons
6—2 L
T Ipllst + 3 < 1. (4.18)

Alors Uéquation (4.1/) posséde une unique solution pseudo presque périodique
unique dans la région

B = {z € PAP(R",R), R; < z(t) < Ry}.

Démonstration.
Par définition, B est un sous ensemble convexe et fermé de PAP(RT,R™).
Montrons que l'opérateur I', envoie B dans B.
Soit ¢ € B, par le lemme 4.2.5 T, € PAP(R*,R).
Il reste & montrer que
Ry <Ty(t) < Rs.

En utilisant le fait que sup ue ™ = %, on aura pour ¢ € B et Vi € RT
u>0

Tolt) = / | e [p(s)6(s — 7)) — H(s, 6(s — o)) | ds

—0o0

t
< / e"s(t’S)p(s)qﬁ(s—T)e’“_d’(S’T)ds
t
S / 6_5(t_s)]ﬂd8
. a~e
+00  at—k+1
> / st P(8) 4
t—k a-e

Sil < p< ooet gl’exposant conjugué de p, en appliquant 'inégalité de Holder
on obtient

o0 t—k+1 1 t—k+1 1
ri < = S([ e eas) ([ s

k=1 —k —k

IN

1 e — 1\ ¢
< LSy
< a_ege 50 1Pllse
1 e — 1\
< ( )‘1 < R,.
~ ae(l—e?)\ g Iplls- < £
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00 t—kt1
k=1 7t=k ae
st t—k+1
< — ( sup e ts)(/ p(s ds)
a- GZ t—k<s<t—k+1 t—k ’ ( >’
< —Zeﬂs(k*”\lp!\y
a~e 1=
< — il
— ae(l—e) Plist-

Par I'hypothése (A5), il vient que pour tout 1 < p < oo

() < Ro.

a*u —a*m

Pour la seconde inégalité, on a va utiliser le fait min ue = me

1<u<m

Par les hypothéses (A1) et (A4) on a V¢ € B

Lo(t) = / () (s — r)e ) / LD (s, (s — 0))ds

> S et T
> 1]
1 - _—a
= 5(Bapme ™ — L9 )
> R

Par I'hypothése (A5), on en déduit que
Ty(t) > Ry.

Ceci implique que I' envoie B dans B.
Montrons maintenant que I' est une contraction de B dans B.
Soit ¢,1) € B alors Vt € R* on a

Ty(t) — ‘/ e o) 2s) ( (s)¢(s — T)e ™) — g(s)a(s — 7)e W)

als

a(s)
— / e 0t S)H(s, ¢(s—0))— H(s, (s —0))ds|.

Sachant sup\le’—u“] = e%, le théoréme des accroissements finis donne
u>1

ju— v

1= (u+0(v—u)
o ‘ euto(v—u)

1
—|u—v] ottu,v € [l,+oo[et 0 <O <1,
e
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Ceci implique que Vt € Rt on a

1 t
Ty(t) = Ty(t)] < / =39 p(5)|116 — ]| odls

a~e? J_

+ / e H(s,p(s — o)) — H(s, (s — 0))|ds.

—0o0

Pour 1 < p < o0, et pour tout ¢ € RT, I'inégalité de Holder, ’hypothése (A5)
et le fait que [[.[|s» < ||.|c donnent

1 t—k+1
T -Tut) < — 3 / e 309 p(3)|[l6 — ¥l ods

a~—e? =i Sk
t
b L[ s - vl

1

IN

a—e?

E>1 —k —k

Par conséquent,

1

a~e?

T 1\y L
_ < —ok (€ T 1\ ol — N —
Py~ Tl > e (%5) lellsele = vl + 16— vl

k>1

(o (55) Mol + ) 6 = Ve

Pour p=1on aVt € R

1 t—k+1 L
Tpy(t) =Ty, < — su e 0t=s) / s)|ds — oo+ =10 — V|00
L0 =T < 530( e ) ([ olds)llo = vl + o - vl
1 (e L
< (5 pllsr + 516 — vl
n>1
02 L
< 1+ — — .
< (==lplls + 3 )llé = vl

Finalement, on a
5—2

1—e®

L
1P = Tulllee < (=5 pllse +5) 16 = ¥l
Par les conditions (4.17), (4.18), T" est une contraction sur B & valeurs dans
B. Par le Théoréme du point fixe de Banach, on en déduit que I' posséde un
unique point fixe dans B. Ainsi I’équation (4.14) posséde une unique solution
pseudo périodique dans la région B.

O
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Conclusion et perspectives

Cette thése a porté sur 'étude de 'existence de solutions pour deux type
de problémes modélisés par des équations différentielles a retard.

Le premier modéle est un systéme différentiel avec retards mixtes issu des
réseaux de neurones. On a montré a l’aide du théoréme du point fixe de Schauder
I’existence de solutions asymptotiquement w-périodiques de ce dernier quand les
fonctions d’activation sont asymptotiquement w—périodiques et holderiennes.
Toujours sous la condition que les fonctions d’activation sont holderiennes, on
a montré la stabilité asymptotique et exponentielle de ce systéme. Par la suite,
on s’est intéressé a l'existence et 'unicité de solution S—asymptotiquement
w—périodiques du méme systéme avec des coefficients S—asymptotiquement
w—périodiques et les fonctions d’activations sont supposées lipschitziennes.

Le second modéle est une équation de Nicholson a coefficients Stepanov
pseudo presque périodiques avec un terme récolte. Nous avons étudié deux
cas : le cas ou le terme récolte est linéaire et le cas ou il n’est pas linéaire.
Grace a un théoréme de superposition et le théoréme de point fixe de Banach
on a obtenu dans les deux cas des résultats d’existence et d’unicité de solution
pseudo presque périodique sous la condition de Lipschitz.

Le modeste travail réalisé dans cette thése nous ouvre la voie vers d’autres
pistes de recherche dans ce domaine ou plusieurs questions demeurent encore
posées. Comme suite & notre travail, on pourra s’intéresser :

1. La stabilité de la solution S—asymptotiquement w—périodique du modéele
du réseau de neurones étudié.

2. Considérer d’autres modéles de réseaux de neurones avec d’autres type de
périodicité ou de presque périodicité avec des fonctions d’activation non
nécessairement lipschitziennes.

3. Considérer I’équation de Nicholson avec § une fonction qui dépend de t et
qui est d'un certain type de presque périodicité

4. Généraliser les résultats d’existence de solutions pseudo presque périodiques
de I’équation de Nicholson au cas ou les coefficients sont Stepanov pseudo
presque périodiques avec poids.
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