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Introduction générae

Depuis le début de I'ére industrielle, les hommes ont cherché a automatiser les
systémes de production de fagon a s affranchir des téches pénibles et a optimiser le

fonctionnement de ces systemes.

Ces systemes de régulation éaient peu stables et sensibles aux perturbations, le
comportement dynamique de ces systémes développés empiriquement était mal compris, il a
fallu attendre les années 1950 pour développer une veéritable théorie basée sur une description
des systemes physiques a |’aide des équations différentielles, C'est la théorie de contrdle

optimal.

La théorie de la commande optimale appligquée aux systémes dynamiques a été a
I’origine de ce qui est communément appelé maintenant |’ Automatique moderne. Dans une
large mesure, les développements de |’ Automatique depuis le début des années 1960 ont

suivi I’ évolution et les progrés obtenus en commande optimal e et en optimisation.

La conception de la loi de commande nécessite la connaissance du modele
mathématique régissant la dynamique du procédé, lorsgu’ on tient compte du modele linéaire
du systéme en optimisant un critére quadratique, on est alors amené a résoudre un probléeme
de commande linéaire quadratique (LQC), I'application du principe de minimum de
Pontriaguine nous conduit a résoudre I'équation de Riccati, (Lacopo Francesco Riccati,
mathématicien Italien — Venise 1676 - Trévise 1754).

Dans la conception d’une loi de commande linéaire quadratique, le probléme consiste
arésoudre I’ équation de Riccati avec une condition terminale. Cette équation dans le cas d’un
horizon de commande infini est algébrique et 1a solution simple a obtenir. Dans le cas d’un

horizon de commande fini, I’ équation est différentielle et la solution devient difficile.

Dans ce mémoire, on propose d’ utiliser la méthode de perturbation homotopique pour
résoudre I’ équation différentielle de Riccati de maniere itérative pour obtenir une solution

approximeée suivant une norme bien déterminer.

Notre travail feral’ objet de quatre chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre commence par des généralités sur I'équation de Riccati en
définissant la norme de I’ équation de Riccati et ces différentes méthodes de résolution. Puis

nous allons exposer les domaines d’ utilisation de I’ équation de Riccati en citant la commande

Y
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linéaire quadratique avec le probleme de régulation sur I’ horizon de commande fini et infini,

la commande robuste H,, et la commande robuste H, et on termine le chapitre par un

exempleillustratif simulé sous MATLAB.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux methodes de résolution des équations
différentielles ordinaires. Nous alons commencer par une définition des équations
différentielles ordinaires puis les méthodes de résolution soit analytiques ou bien numériques
(méthodes classiques Runge-Kutta et d’'Euler) et pour finir on présente un exemple pratique
simulé sous MATLAB.

Dans le troisieme chapitre, nous allons exposer une nouvelle technique de résolution
des équations non linéaire qui est la méhode de perturbation homotopique (MPH). On
commence par la représentation du principe de la méthode et son algorithme. A la fin du

chapitre, on présente deux exemplesillustratifs.

Le quatriéme chapitre est réservé a |'application de la méthode de perturbation
homotopique pour larésolution de I’ équation de Riccati. Cette méthode sera comparée avec la

méthode numérique (Runge-Kutta) ssmulé sous MATLAB.

Le mémoire se termine par une conclusion générale sur le travail réalisé.

)



Chapitre . Généralités sur |’ éguation de Riccati

|.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons briévement des généralités sur I’ égquation de Riccati et
tous les outils nécessaires a la définition de I’ équation de Riccati ainsi toutes ces propriétés
importantes.

Nous introduisons la définition de la norme de |’ équation de Riccati puis les méthodes de
résolution numériques ou analytiques. Nous décrivons aussi les domaines d’ application et on
termine par un exemple explicatif.

|.2 Equation de Riccati

On appelle une équation de Riccati toute équation gu’ elle soit algébrique, différentielle
ou bien encore aux différences. Le qualificatif de Riccati signifie gu’en plus d'un terme
constant et linéaire, il existe un terme quadratique dans I’ équation. L’ équation de Riccati est

une équation différentielle du premier ordre delaforme:

y =J(x).y* + K(x).y + L(x) (1.1)
. dy
Y= dx

Ou:

J, K et L désignant trois fonctions continues sur un intervale | de R (C'est trois fonctions
souvent choisies continues sur un intervalle commun a valeurs réelles ou complexes).

L e second membre est évidement une fonction continue du couple (X, y) sur I X R.

Cette difficile équation a été introduite en 1722. Ce nom a été choisi en I’honneur du
Compte Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) et de son fils Vincenzo Riccati (1707-1775).

|.3 Résolution de |’ équation de Riccati

Les solutions de I’ éguation algébrique de Riccati peuvent ne pas exister, ou bien s
elles existent étre uniques ou en nombre fini. Cette richesse de propriétés est une des
principal es raisons de son succes et son omniprésence en automatique et plus généralement en

optimisation.

)
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On distingue deux classes de méthodes de résolution de cette équation de Riccati :
méthodes analytiques ou méthodes numériques. Nous précisons quil existe plusieurs voies

pour chacune de ces méthodes permettant de résoudre I’ éguation de Riccati.

Dans le cas de la commande LQR, on obtient |’équation de Riccati matricielle

différentielle suivante :

P(t) = —P(DA(t) — AT()P(t) — Q(t) + P()S(t)P (L) (1.2)
Ou:
A(t), B(t)Sont les matrices du modele.
S(t) = B(®)RY(t)BT(t) et P(t) estlasolution del’équation de Riccati.

Q,R Sont les matrices de pondération.

Avec la condition finale sur P(t), suivante :
P(ty)=F
Le contréle optimale est donnée par :
u*(t) = =R~ Y()BT(t)P()x(t) (1.3)
[.3.1 Solution analytique

Dans cette section, nous présentons une approche pour la résolution analytique de

I” équation matricielle différentielle de Riccati suivante [1]:
P=XP+PE+PFP+G (1.4)

Dans laquelle lesmatrices X, E, F et G peuvent étres des variables, et équivalentes a celle du

systeme linéaire suivant :

Y=—-EY—-FZ
7 =GY +XZ
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avec p=27y 1!

Aingl, lareprésentation d’ état du systéme est donnée par:
Y| _[-E -F|[Y
[Z] B [ G X ] [Z]

: _[-E -F
onpose: V= [ G ¥ ]
Alors, lasolution du systeme est déterminée comme suit :

e )

Avec G=0 etY(0), Z(0) sontlesconditionsinitiales.

[.3.2 Solution numérique (intégration numeérique)

Pour la résolution numérique de I’équation de Riccati, on possede des méthodes
d intégration numériques, par exemple la méthode de Runge-Kutta implémentée sous
MATLAB. Les principales fonctions de MATLAB permettant la résolution des équations
différentielles numériguement sont : ode45 et ode23.

|.4 Domaine d’utilisation del’ équation de Riccati

L’ automatique s efforce d’ exploiter les moyens d’'action sur un systéme pour en
malitriser ou fagonner le comportement et a garantir un certain niveau de performances dansle
pire des cas. Plusieurs approches ont été proposées pour répondre a des problemes, parmi le
nombre important de techniques abordées, il est important de citer |’approche basée sur

I’ éguation de Riccati.

On rencontre les éguations de Riccati dans plusieurs problemes en commande
optimale (Commande linéaire quadratique) et en commande robuste avec ces diverses
commandes H, et H,,.

.
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[.4.1 Commandelinéaire quadratique (LQ) [2]

La commande linéaire quadratique (LQ) est une commande optimale par retour d’ état,
calculée sur un modéle non bruité du systeme a asservir, et consiste a rechercher une matrice
de gains assurant une poursuite tout en minimisant un critére quadratique. Dans cette section,
on débute par la présentation des résultats principaux de la commande LQ permettant de
résoudre un probleme de régulation.

[.4.1.1 Formulation d’un probléme de commande LQ

Soit un systéme linéaire, continu, invariant dans le temps, qui est supposé
commandable et observable décrit par |es éguations suivantes :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.6)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.7)
e(t) =r() —y(®) (1.8)
x(to) = Xo (1.9)

Ou:
X(t) : vecteur d' état dedimensionn x 1.
u(t) : vecteur de commande de dimension m X 1.
y(t) : vecteur de sortiede dimensiong x 1.
r(t) : vecteur de consigne.
e(t) : vecteur erreur.
> matrice d' &at ou d’ évolution de dimensionn X n.
: matrice d entrée ou de commande de dimensionn x m.

: matrice de sortie ou d’ observation de dimension g X n.

o 0O m >

: matrice de transmission directe ou de couplage de dimension g x m.

L’existence d'une matrice D, non nulle correspond & une transmission directe

d information de I’ entrée vers la sortie et pour beaucoup de modéle de processus D = 0.

Le critére quadratique a optimiser est donné par :

.
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ty
1 1
Jig =3 ] [eT (£)Qe(t) + uT (t)Ru(t)]dt + EeT(tf)Ne(tf) (1.10)
to (1.12)
=Jet+u +]f
Ou:
1 H
Je=7 | ¢ et (1.12)

to

Larelation (1.12) est liée a la nature du régime transitoire obtenu par la minimisation

de la distance existant entre la consigne et la sortie.

Q est une matrice symétrique définie non négative (e’ (t)Qe(t) = 0). C'est une
matrice de pondération qui donne un poids différent a chague composante de la matrice erreur

danslecritére.

tr

Ju = %f uT (©)Ru(t)dt (1.13)

to

Larelation (1.13) est liée alaminimisation de I’ énergie de la commande.

R est une matrice symétrique définie positive (u” (t)Ru(t) > 0). C est une matrice de
pondération de la commande, qui affecte un poids différent a chaque composante du vecteur
de commande.

€t

Jr = %ef(tf)zve(tf) (1.14)

Larelation (1.14) permet de réduire |’ écart final consigne-sortie.

N est une matrice symétrique définie non négative (eT(tf)Ne (tr) = 0).

<!
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[.4.1.2 Résolution d’un probléme de commande L Q (Calcul delaloi de commande)

L’ application du principe du minimum donne |’ Hamiltonien suivant :

H = %(eTQe + uTRu) + AT (Ax + Bu) (1.15)
1
:E[(r—y)T Q(r—y) + uTRu] + AT(4 x + Bu) (1.16)
1 T T T
=§[(T—Cx) Q(r—Cx)+u Rul+ A" (Ax + Bu) (1.17)

Remarquel.1

L Représente e vecteur adjoint composé des dérivées partielles du critere par rapport
alavariable d état.
Les éguations du minimum sont alors données par :

oH .
o= —A=ATA-CTQ(r—Cx) =0 (1.18)
oM Ru+BTA =0 (1.19)
Ju

L’ équation (1.19) conduit &la commande optimal e suivante :
u(t) = —R71BTA(t) (1.20)

En substituant (1.20) dans (1.6), et reprenant (1.18), on obtient le systeme d’ égquations

suivant :

{x(t) = Ax(t) — BR™'BTA(t)
A(t) = =CTQCx(t) — ATA(t) + CTQr(t)

(1.21)
avec les conditions terminales x (t,) = x, €t A(¢) = CTN(r(tr) — CTx(tf)).

Deux cas de problémes sont a considérer : le probléme de régul ation et de poursuite

mais hous on S intéresse au probleme de régulation avec un horizon fini et infini.

.
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[.4.1.3 Probleme de régulation avec un horizon fini (r(t)= 0)

Le critére aminimiser (1.9) prend laforme suivante :

tr
1 1
Ju =5 f " (OQy(®) +u" (ORu(D]dt + =™ (t)Ny(ty) (1:22)

e Déermination dela commande

Soit le systeme d’ équations (1.21) avec r(t)= 0

o I [ 129

Nous notons ®(t, t,) lamatrice de transition associée a ce systéme, alors la solution

associée seradelaforme :

i) =eew bl =[anc e sl 120

Puisque I état final est libre : la.condition de transversalité A(t;) = —CTNCx(tf),

alors en partant x(t;) et A(t;) tirés de (1.20) dans cette condition, il vient :

A(ty) = D1 (8, t)xg + Pz (8, t0)Ag = —CTNC[D11 (85, t0) X0 + Pra(tr,to)Ae]  (1.25)
D’ou:

Ao = —[@2a(tr, to) + CTNC D, (tf, 1)1 [P12(ts, to) + CTNC D, (¢, to)]%0 (1.26)

Un calcul d’ optimalité a partir d’ un instant t quel conque pris comme origine donne la

méme expression formelle.
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Il en résulte que la solution optimale est telle qu’il existe une matricen x n, P(t), tel

que :
Vt, A(t) = P(t)x(t) (1.27)
avec .
P(t) = —[@4;(tr, t) + CTNC P15 (tr, )] [P12(tr, t) + CTNC D4 (2, t)] (1.28)
et lacondition finale est :
P(t;) =—C"NC (1.29)

D’ apreés (1.20), cette approche donne directement une structure de commande optimale
en boucle fermée de laforme :

u*(t) = —R7IBTP(t)x(t) (1.30)

Posons R™1BTP(t) = K,(t), dors:

u*(t) = =K. .(t)x(t) (1.30)

e Calcul direct deP(t)
Sachant que P(t) existe, posons apriori A(z)= P X, il vient dors :

A(t) = Px + Px (1.32)

Soit o aprés (1.23) et (1.32)

—CT QCx — AT Px = PAx — PBR™'BTP + Px (1.33)

Remplacons A par son expression (A= P x) dans (1.33), on obtient :

—CTQCx — ATPx = PAx — PBR™'BTPx + Px (1.34)

]
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dou:
[P+ PA+ATP — PBR™'BTP + CTQCl]x =0 (1.35)

Cette condition est vraie quelque soit X, ce qui implique que P(t) est une solution de

I’ équation de Riccati matricielle différentielle suivante :
P+PA+ AP —PBR'BTP+(CTQC =0 (1.36)
avec lacondition finale :
P(t;) = —CTNC (1.37)

Les équations (1.36) et (1.37) étant invariantes par transposition, on voit donc la
matrice P(t) est symétrique :

vt,P(t) = PT(t) (1.38)

1.4.1.4 Probleme derégulation avec un horizon infini

Le probleme revient a caculer la matrice K.qui permet de déterminer le retour
déat: u(t) = —K.x(t) faisant passer le vecteur de sortie d’une vaeur initiale connue a une

valeur finale nulle, tel quele critére :

1 [ee)
Jia =3 | 7 ©Qy(©) + uT @Ru(e)de (139

soit minimum.
Lorsque I’ horizon temporel est infini, il a éé montré que la solution de I’ équation de

Riccati est une matrice constante, et par suite S(t) = 0. L’ équation matricielle différentielle

(1.36) aors se transforme en équation algébrique donnée comme suit :

)




Chapitre . Généralités sur |’ éguation de Riccati

PA+ ATP — PBR™'BTP 4+ CTQC = 0 (1.40)

L’ équation (1.40) est I’ équation de Riccati algébrique, avec S est unique solution.
L’ expression de la commande optimale est donnée par :

u*(t) = —K.x(t) (1.41)
ol K, = —R~!BTP est une matrice constante.
Cerésultat est trés important du point de vue des applications, car il permet de mettre
en ceuvre une commande en boucle fermée fonction de I’ état du systeme. Ou le K. représente
la matrice gain du retour d’ état qui dépend que des paramétres du systeme et de la matrice de

pondération R.

Le schémabloc de lacommande est donné par lafigure 1.2 :

[(t)=0 u(t) (6) x(t)
1
—»@—» B — >
A c Y0
K, |«

Figurel.l: Schémadelacommande LQ (Régulation).

En reportant laloi de commande optimale LQ u(t) formule en (1.41), dans I’ équation
d état (1.6), on obtient I’équation différentielle décrivant le comportement du systéme en

boucle fermée :
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X (t) = (A— BK,)x(t) (1.42)

Larésolution de cette équation représente |a trajectoire optimale du systeme dans
I’ espace d’ état, avec :
u(t) : Commande optimale.

x(t) : Trgjectoire optimale.

I.4.2 Robustesse et les commandes robustes H, et H,,

Dans les sections suivantes, nous présentons comment les théories du contrble
respectivement basées sur les espaces fonctionnelles la commande H,, et |la commande H,
permettent de déterminer des opérateurs via la résolution de deux équations algébriques de
Riccati.

|.4.2.1 Commande H, [3]

Le probléme standard de lacommande H, des systemes est illustré alafigure 1.2

W L » 7

A

— | K

Figurel.2: Le probleme standard de contrdle.

Le systeme représenté alafigure (1.2) peut étre décrit comme suit:

bl=eoll=[z6 ol 1

u=Ky(s)
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et larédisation de G (s) peut étre écrite :

A [B1 B]
G(s) = [Cl] [ 0 Dy (1.44)
C2l Dy O
C'est-a-dire :
Z = Clx + Dlzu (|.46)
y S sz + Dle (|.47)

Ou x est le vecteur d'état de dimension n, u est un vecteur de m entrées de commande, w est
un vecteur d'entrées de L perturbations externes, z est le vecteur desobjectifsdei = 1, ..., p et
y est vecteur de mesures dej = 1, ..., g. Nous voulons trouver un controleur k qui stabilise

G(s) en interne et minimise la norme suivante :

[ee)

”TZW(S)HZ = %f Trace{Tz*w(iw)Tzw(iw)}dw (|48)

0

qui est lanorme H, du T,,, , ¢’ est adire lafonction de transfert des perturbations externes aux

objectifs est donnée par:
Tow(s) = G11(S) + G12(s)K(s) (I - Gzz(S)K(S))_1621(S) (1.49)

Le probléme a une solution unique a condition que :
1. (A, B,) est stable et (C,, A) est détectable.
2. D;, et D,; ont un rang colonne complet pour tout w.

3 [A—ia)l B,

] aun rang colonne complet pour tout w.
Cl D21




Chapitre . Généralités sur |’ éguation de Riccati

A [A—ia)l B,
' CZ D21

] aun rang ligne complet pour tout w.

La commande optimale est donnée par :

A —L
Kopt(s) = Fj 02

Ou:
F, = —(B3X; + D1 (y)
L, = —(Y2C; + B1D;31)
AZ :A+B2F2+L262
et X,, Y, sont respectivement solutions des équations algébriques de Riccati suivantes :
(A - BzDikzcl)*Xz + XZ(A - BzDikZC1) - XZBZB;XZ + Cl*Cl - CilezDisz =0

(A— BlDﬁlez)*Yz + YZ(A* - Cz*DmBik) - YZCZ*CZYZ + BlBik - BlszDmBik =0

Notons gque la conception de la commande linéaire quadratique de |a section

précédente est un cas particulier delacommande H, en posant :

1
_ |02 0 |x
zZ= [ 1 u]
0 R2
1
Wd] _ [Wz 0 W
1
Y 0 V2

Ou w est un bruit blanc. Pour cette raison, lestermes LQ et le contrble H, sont utilisés

de maniére interchangeable dans |a littérature.
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[.4.2.2 Commande H, [2]

Considérons le systeme standard (1.43) avec la réalisation dans |’ espace d'éat (1.44)
(donnée par lafigure 1.2). Le probleme du contréle optimal de H,, est de trouver un correcteur
K, qui stabilise (1.44) et satisfait la condition suivante :

1Tz (Moo £ SUPLOmax(Tow(w)) <y (1.50)

Pour un certain y donné, o,,,,(.) dénote la valeur singuliére maximae de son
argument. ||7,,, ()|l désigne la norme H,, de Ty,. T, €st donnée en (1.49). Il existe un
optimum vy, désigney,, pour lequel le probleme est solvable. Contrairement a la
commande H,, ou nous étions en mesure d'écrire explicitement le contrdleur optimal dans le
cas de la commande H,,, vy est déterming itérativement. Le probléme de la commande H,, est

solvable si les hypotheses suivantes sont vérifiees :
1. (A, B,) est stabilisable et (C,, A) est détectable.
2.D,, et D,; sont de rang colonne complet pour tout w.

(A —iwl B,]
tw % |est de rang colonne complet pour tout w.

est de rang ligne compl et pour tout w.

5. X, est solution de I'équation a gébrique de Riccati.

1
ATX oo + XooA — Xoo (BZBZT — ﬁBlBlT> X +CTC, =0

avec X, = 0.

6. Y,, est solution de |'équation algébrique de Riccati.

1
AV, + Yo AT — Y, (CZTCZ - ﬁc{cl) Y, + B,BT =0

.
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avec Y, = 0.

7. p(XYs) < v? (p désigne rayon spectral).

Dans ces conditions, le correcteur est donné comme suit :

ZOOLOO]

Koup(s) = [’;: 0 (1.51)

Ou

1
Aw = A+ ﬁBlBlTXoo + ByFy + Zoo Lo Cy
1
Fo=—BlXe,Loo = =Yoo CF, Zoo = (I — PYOOXOO)‘1
Notons que lorsque y — oo, le correcteur (1.51) se rapproche du correcteur H, de la
section précédente.
Remarque|.2

Dans les trois techniques de commande présentées (LQR, H, et H,,), on remarque
que la synthese passe par la résolution de I’ équation de Riccati. Ceci montre I'importance de

cette équation et la recherche de sa solution.

|.4 Exempleillustratif

Considérons e probléme de commande optimal e quadratique suivant :

Le systéme est décrit par lareprésentation de |’ état :

X =ax + bu

et le critére de performance associ€ est:
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1 1(
J(u(®) = 5 Pex(e) +5 f (2 (6) + rut (O] dt (152)
0

Par conséquent :

Letempsfina est :

L’ équation de Riccati S écrit comme suit :

P(t) = 2a P(t) _I;_ZPZ(t) +r, (1.53)

En fait, nous avons maintenant |’équation de Riccati. Deux méthodes permettent de

déterminer sasolution. Pour larésoudre, on cherche une solution particuliére P(t).

e Solution analytique de I’ équation (1.53)
L’intégration de |’ équation (1.53) donne :

P(t1) (21

Ty f dP _f Ldt
b2 2ar r,
P(t) pz — bzzp _b_zzﬁ t

p(t1)

dP _ 54
f b2 2ar, , 11y =Lt (1:54)

) 7, (PP —=2"P =73

Pour intégrer le coté gauche de |’ éguation (1.54), on décompose d’ abord le dénominateur de la
fraction.
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Ona:
, 2ar nry 0
T p2 pz
On calcul le déterminant A :
4a’r?  4nm, 4 [a?r?
= b4 b2 = ﬁ b2 + mr,

On calcul laracine du déterminant A :
Ve + 2r, |la? n
T T b (b2,

On adeux solutions possibles :

p, =
! 2
Et
2ar, 21, [@ 7
P b? b \pz 1
2 2
En remplacant dans (1.54), on aura :
b? a B
— ( + )

rz P_Pl P_PZ

Avec le principe de décomposition aux éléments simple, on détermine a et ( :
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1 1
a=lim(P-P =
p—>p1( 1) (P—P1)(P—P2) (P1_P2)
= lim (P —P;) - = -
e S S D GCER
_ 1
(P1—Py)
On adonc:
7 1 1
bZ(Pl—PZ)[P—Pl P—Pz]

L’ éguation (1.53) s écrit :

P(t1)

f "2 1 1 dP = t; — t
b2 (P, —P,)lP—P, P-P, -1

P(t)

P(tg)

j ! ! dP—bz(P P)(t, —t

P(t)

Apreslecacul d'intégrale, on obtient :

P_Pl 1 bz
(=5 [y = = 1= P& =)
Par conséquent,
P(tl)_Pl P_Pl _bz
ln(m) —In <P — Pz) = E(Pl - PZ)(t - tl)
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P(t,)) — P,
P(t;)) — P,
P—P,
P—P,

In

2

b
=r—(P1—P2)(t—t1)

2

On introduit lafonction exponentielle pour la raison de simplicité, onaura:

P(t) — P,
P(t;) — P,
P_Pl
P=P,

P—P, P(t;) — Py

P—P, P(t,)— P,

P(t1)—P1>
P—P)|——
( 2)<P<t1)—P2
On pose :
mzp(t1)—P1 W=
P(ty) —P,’ B
Donc,on a:

b2
eg(ﬂ =P2)(t1-1)

bZ
_ eg(ﬂ —Py)(t1-t)

2
_(P-p )e’;—z(Pl—Pz)(tl—t)
- 1

bZ
eE(Pl —P2)(t1-1t)

[m—n]P =P,m—Pn

P(t) = (P,m — Pin)/(m —n)

= (Pom—P,n+ P,n—Pn)/(m—n)

= P,(m—n) + (P, — Pn/(m —n)

(P, — P)n

P, +

m-—-n
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(P, — Py)
=P

2 1— m

n

d ou lasolution analytique :
P,—P
P(t) =P, - -~
1— (P(tl) — P1> eE(Pl—Pz)(tl—t)

P(ty) — P,

e Solution numérique

Nous rappelons que I’ équation de Riccati (1.54) est donnée par :

2

. b
P(t) =aTP(t) + P(t)a — r—PZ(t) +7
2

Adoptons les changements des variables suivants :

T=—t, —t<t<—t,
(t) = n(t)
Avecn(t) = f(t,n(1)), n(tr) = ny

On obtient ;

dn(t) dn(r) df(r) dt
dt  dt  dt dt

dn(t)  da(z)
dt ~  dt

Cequi conduit:

Aty) = ny

=
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Le systéme aintégrer en tempsinverse s écrit alors

2

Iy ~ b* .
P(1) =2aP(t) +1 — EPZ(T)’ A(0) =0 (1.55)

On peut calculer numériguement la solution de I’équation de Riccati en employant
une méthode de Runge-Kutta. Ceci est implémenté en Matlab. L’ objectif est de simuler la
solution du probleme de maniére analytique, et on essaye d'approcher la solution par un

schéma numeérique. Lafigure 1.3 donne les résultats obtenus:

3 T T
+ P numeérique ||
P Analytique ||
2.8+ dl
2.6 H
T
L o4t -
g |
Q |
- |
3 22 =
5
g 2o *
5 2
5 /
= +
3 18 |
ﬂ *
=+
1.6 + A
+
*+
1.4 & -
Mﬁﬁ
L L L L L L L L L
(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps

Figure1.3: Solution de I’ éguation de Riccati par |a méthode anal ytique et numérique en

utilisant I” approximation de Runge-Kutta, avec un pas h=0.01.

I nter prétation du résultat obtenu

Au plan numérique, on a étudie la résolution par la méthode de Runge-Kutta. L’ étude
porte alors sur les conditions de convergence de ce schéma vers la solution exacte. De g, on

déduit que la solution numérique coincide progressivement avec la solution exacte.
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|.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté la notion de I’ équation de Riccati avec les résultats
importants permettent de résoudre une équation de Riccati suivant les méthodes anal ytiques et
numeriques. Pour plus de détails, on a traité la commande linéaire quadratique LQ avec un
probléme de régulation. Dans le cas d’un horizon de commande fini, I’ équation de Riccati est
différentielle. Dans le cas d’un horizon infini, I’ équation de Riccati est algébrique. Puis une
étude portant sur la commande robuste H, et H,, est représentée dans laquelle, on montre

I’importance de I’ équation de Riccati.

Un exemple explicatif résolution de I’ équation de Riccati a été présenté. La solution
de cette équation numériquement peut étre obtenue en utilisant la méthode numérique d’ Euler
ou la méhode de Runge-Kutta. Le chapitre qui suit est consacré pour la résolution des

équations différentielles ordinaires.

.
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1.1 Introduction

Le présent chapitre porte dans la premiere partie des généraités sur |’équation
différentielle ordinaire. Dans la seconde partie |es techniques qui permettent la résolution des
équations différentielles ordinaires. La troisieme partie donne un exemple illustratif sur la
résolution en utilisant les méthodes numériques et analytiques. Nous introduisons également
dans ce chapitre un certain nombre d'outils permettant de comprendre, résoudre de maniére
trés efficace les équations différentielles linéaires ordinaires.

I1.2 Equation avec données ordinaire

On sintéresse dans un premier temps a une équation différentielle ordinaire (en abrégé

E.D.O), d' ordre n sous laforme implicite [4] :
F(x,y,y®@),y@ ), ., y™(x)) = 0 (1.1)

Qu’on peut souvent ramener a une équation explicite delaforme::

Yy @) =6(xy,yP ), ..,y () (11.2)

Le terme le plus haut dégrée de cette équation x d’ordre n. seules des dérives par
rapport a la variable x interviennent par opposition aux équations aux dérivées partielles. La
solution a cette éguation n'est pas unique et il est nécessaire de fournir des conditions
supplémentaires. Si les conditions sont fournies a une méme valeur de x (ex : x,), on parle de
probléme aux conditions initiales. Si plusieurs valeurs de x, il Sagit dun probleme aux

conditions limites.

I1.3 Méthode derésolution des équations différentielles ordinaires

La résolution analytique des équations différentielles ordinaires n'est pas toujours
possible. Depuis de nombreuses années on assiste a |’ utilisation des méthodes numériques
pour la résolution d’ équations et les systémes d’ équations différentielles ordinaires. Alors on

=
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va présenter les deux méthodes pour déterminer la résolution de I'équation différentielle

ordinaire.

11.3.1 Méthode analytique

La solution analytique consiste a effectuer des manipulations mathématiques pour
arriver a résoudre  I'équation. La résolution analytique peut se faire en utilisant quelques
astuces.

Par exemple, par un changement de variables pour simplifier ou mettre |’ éguation initiale sous

forme d’ une éguation simple.

11.3.2 Méthode numérique

Il est & noter que ces méhodes numériques bien gu’ efficace lorsque les méthodes
analytiques sont défaillantes, permettent toutefois d’ obtenir des solutions approchées. On est
donc amener a déterminer une majoration d erreur entre la solution approché et la solution
exacte. L’ utilisation des méthodes numériques nécessite I’ é&ude de la consistance des schémas
numeériques, c'est-a-dire la pertinence du procédé d’ approximation de la solution du probléme
d évolution. Dans cette partie nous éudierons d'abord le probleme de Cauchy pour une
équation différentielle ordinaire du 1% ordre, les résultats obtenus seront en suite résolus par
les différentes méthodes. Nous limitons a schéma a un pas : la méthode d’ Euler et la méthode

de Runge-Kutta.

Dans cette partie, nous allons voir comment construire une solution approchée d’ une
équation différentielle ordinaire donnée sur un intervalle de temps donné. Il existe plusieurs
méthodes d’ approximation, toutes basées sur le méme principe. L’ objectif est de construire

une suite de points.

e Probleme de Cauchy [5] :

Nous allons maintenant exposer |e probléme de Cauchy puis nous consacrons ala

résolution de ce dernier.

&
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Soit I, désigne un intervalle de R non réduit a un point fixé dans R, on se donne une
fonction f définie et continue sur I, X R avaleursdansR,,, , ains qu'un dément I, X R,,, , et
on cherche atrouver une fonction y continue et dérivable sur I'intervale I, avaleurs

dansR,, , telleque:

vt €lpy(®) = f(ty() (11.3)

Avec
y(to) = ¥o (11.4)

Ce probléme s appelle un probléme de Cauchy pour le systeme différentiel (11.3), la
condition (11.4) s appelle une condition initiale. Une fonction y qui vérifiesles équations
(11.3) est appel ée une intégrale du systéme différentiel delaforme [t,  t* ], on peut avoir les
casoul, estdelaforme|(t,, t*[ oul[ty ,+oo].

Dans de nombreux exemples physiques, lavariable t représente le temps, I'instant t, est alors
appelé instant initial.

[1.3.2.1 Méthode d'Euler

Nous allons étudier la plus ssmple des méthodes d' Euler connue aussi sous le nom de
méthode d'Euler progressive. C'est une procédure numérique pour résoudre par
approximation des équations différentielles du premier ordre avec une condition initiale. C'est
la plus simple des méthodes derésolution numérique des équations différentielles.

Considérons donc le probléme différentiel suivant [5] :

VtE [ty t']y' () = f(t,y(®) (11.5)

y(0) =1, y(t) € R™ (11.6)

Nous nous donnons une subdivison t,<t; <<t <t 1<--<t;=t" de

I'intervalle[t,, t*], & nous posons :

hi =ty — t;
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et h = maxy<j<; hi

Les solutions de (11.5) vérifiant, pour 0 <i <1,

tiv

Yt =y + [ f(sv())ds

Soit y, =1, une approximation de y(t,) = n, nNous construisons par récurrence une

approximation y; de y(t;) en remplacant larelation précédente par
Viv1 = Vi + hif(tilyl') i=01,..,1-1 (”7)

Ce qui revient & rapprocher, pour s € Jt,, thi1l, f(s,¥(s)). Le schéma défini par (11.5)

s appelle le schémad Euler.

La méthode d’Euler dans I’ exposé précédemment est explicite puisque I’on a besoin

seulement de t; et y; pour calculé y; ., . Il existe une méhode d’ Euler implicite :

Yi+1 = Yi + hf (X1, Yis1) (11.8)

11.3.2.2 M éthode de Runge-K utta

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes d'anayse
numeérique d'approximation de solutions d'équations différentielles. Elles ont é&é nommées
ains en I'honneur des mathématiciens Carl Runge et Martin Wilhelm Kutta lesquels
élaborerent la méthode en 1901. Ces méthodes reposent sur le principe de l'itération, c'est-a-
dire qu'une premiere estimation de la solution est utilisée pour calculer une seconde

estimation, plus précise, et ainsi de suite.
Principe général : on considere un probleme de Cauchy [5] :

{ y' =f(ty), t € [to, t7]
y(to) = ¥o
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Et on cherche a discrétiser ce probléme en considérant une subdivision t, < t; < -+ <t; =
t*. L'idée est de calculer par récurrence les points (t;y;) en utilisant des points
intermédiaires (t; ; ,y; ;) avec
tl',j =tl'+C]'hl', IS]SC[, C]' € [0, 1]
A chacun de ces points, on associe |a pente correspondante
pij = f(tij,Yi;)
Soit y une solution exacte de |’ éguation. On a

tij

y(ti;) = y(t) +f f(6y@®)de

t

¢j
= y(tn) + hi j- f(tl + uhi, Y(tl + uhl-))du
0

Grace au changement de variable t = t; + uh;.

De méme

1
Y(tisn) = y(&) + by f £t + uhy y (£ + uhy)du
0

On se donne alors pour chaque j = 1,2, ..., g une méthode d’ intégration approchée

gdt = Y ag(ce) (11-9)
0-]- 1szksj jk k

Ces méthodes pouvant étre a priori différentes. On se donne également une méthode

d’intégration approchée sur [0,1] :
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1

fg(t)dtz Z brg(ci) (11.10)

0 1<k<q

En appliquant ces méthodes a g(u) = f(¢t; + uh;, y(t;, y(uh ;)), il vient

y(t;) =y(t) +hy Z aji [ ik, Y(tik))

1sj=i

y(tiv1) = y(t) + hy Z bief (tiier ¥ (tixe))

isk=<q

La méthode de Runge-K utta correspondante est définie par I’ algorithme

L 1<ksj
1 U=t vif)
tiv1 = L+ hy

Yis1 =Yi + hy Z brDi k.,
\ jsksq

1.4 Exempled’ application

Soit I’ équation différentielle ordinaire suivante :

y() =2xy(t) (11.12)

Avec lacondition initiae : y(0) = 1.

On détermine la résolution de cette équation en utilisant la méthode anal ytique et
numeérique.

e Solution analytique
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On al’équation différentielle ordinaire (11.11), pour résoudre |’ équation on fait quelque

manipulation, en déplacant y(t) dans!’autre membre de I’ équation, on aura:

y(©)

YoRE

Par souci de simplicité, on applique I’intégrale sur I’ équation :

v (t

&dtzf%dt

y(t)
In=2t+C

Ou : C est laconstante d’ intégration.

Pour éliminer le logarithme et déterminer y(t), on exploite la propriété de I’ exponentielle :

exp (Iny(t)) =exp (2t +C)

y(t) = e?tx e€

Lasolution générae :

y(t) = ae®

En posant « = exp C, avec lacondition initiale, on obtient :
y(0) = a.e?* =1
Alors, lasolution analytique est :

y(6) =e*
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e Solution numérique

La résolution numérique consiste a intégrer par les méthodes numériques (Euler ou
Runge-Kutta). L’'idée de base est d’ecrire une solution approchée de y. L’éguation
différentielle est ainsi remplacée par une expression discrete appelée schéma numérique.
L’ étude de cet exemple a pour objectif de montrer la convergence de ces schémas vers la
solution analytique.

On trouve les graphes de la solution donné par la figure I1.1.

1.2

*  Yanalytique
Yrunge kutta
1+ Yeuler e

0.8 .

0.6 B

Solution Y(t)

0.4 B

0.2 B

0.2 \ \ \ I I I \ I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figurell.1l: Solution numérique (Euler et Runge-Kutta) et solution analytique, avec un pas
h=0,02.

&
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Interprétation 11.1

On constate, en particulier gue le résultat de simulation de la méthode numérique soit
par la méthode d’Euler et de Runge-Kutta coincident avec celle de la solution analytique. La

précision des méthodes numériques peut étre améliorée en diminuant le pas d’ intégration.

1.5 Conclusion

Nous avons proposées, dans ce chapitre, de donner une description et une étude sur les
équations différentielles ordinaires et les principales méthodes de résolution analytique et

numerique du probléme de Cauchy (ou probleme de condition initial€).

La compréhension des méthodes de résolution est extrémement importante pour
résoudre un systéme donné, ne serait ce que pour disposer des critéres permettent de choisir la
méthode la mieux adaptée. Plusieurs approches ont été développées le chapitre suivant sera
consacré a une technique analytique qui est la méthode de perturbation homotopique pour

résoudre les EDO.

&
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[11.1 Introduction

Dans ce chapitre, |a méthode de perturbation homotopique (MPH) est mise en ceuvre
pour résoudre anal ytiquement des équations différentielles ordinaires qui apparai ssent souvent
dans des problemes compliqués al'éudier. La méthode de perturbation homotopique a été
introduite par Ji-Huan He al'Université de Shanghai en 1998. Cette derniére est tres simple et
permet d’ obtenir une solution anal ytique exacte ou approximative.

L e chapitre commence par I'idée de base de la technique de perturbation associée ala
technique d'homotopie. Puis on va donner un algorithme de calcul de larésolution d’ une ODE
en utilisant la méhode de perturbation homotopique. La fin du chapitre est réservée a des
exemples illustratifs.

[11.2 Principe de la méthode de perturbation homotopique

Pour illustrer les idées de base de la méthode de perturbation homotopique, hous

considérons |’ éguation différentielle non linéaire suivante [6]
Aw)—f(r)y=0,req (11.12)
Avec conditions aux limites :

B(u)=0,ret (111.2)

Ou A est un opérateur différentiel général, B est un opérateur limite, f (r) est une fonction

analytique connue, t est lalimite du domaine Q .

L'opérateur A peut, en regle générale, étre divisé en deux parties L et N, ou L est
linéaire, tandis que N est non linéaire, I'équation. (111.1), par conséquent, peut étre réécrite

comme suit:

Lw) +N@w) — f(r) =0 (111.3)
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Par la technique d’homotopie [1,2], nous construisons une homotopie v(r, p): Q X
[0,1] — R qui satisfait :

Hw,p) = (1 —p)[L(v) — L(up) + p[A(w) — f(r)] =0,p € [0,1],r € U (111.49)
Alors

Hw,p) = L(v) = L(up) + pL(uo) + p[N(v) = f(r)] =0 (111.4b)

Ou p € [0,1] est un paramétre d’intégration, U, est une premiere approximation de I'équation
(I.1), qui satisfait les conditions aux limites. De toute évidence, a partir de |'équation

(111.4), nous avons :
Hw,0) = L(v) —L(uy) =0 (111.5)
Hwv,1)= Alv)—f(r) =0 (111.6)
Le processus de changement de p a partir de zéro a l'unité est seulement celle de v (r,
p) & partir de uy(r) au(r). En topologie, on appelle cela la déformation, et L(v) — L(u,),
A(v) — f(r) sont appel és homotopies.
Dans cette partie, on propose de considérer que |le paramétre de plongement p comme
un « petit parameétre », et supposons que la solution de I'égquation (111.4) peut étre écrit comme

une série de puissance de p:

Par la suite nous prenons p= 1, lasolution approchée de I'éguation (111.1), est donnée

par:

u=lin}v=v0+v1+v2+--- (111.8)
p—)

&
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Le couplage de la méhode de perturbation et la méthode d'homotopie est appelé |a
méthode de perturbation homotopique (MPH). Cette procédure, permet d' éiminer les
limitations des méthodes de perturbation traditionnelle. D'un autre coté, cette technique

proposée peut tirer pleinement profit des techniques de perturbation traditionnelle.

I11.3 Algorithme de la méthode de perturbation homotopique

Dans cette section, nous présentons un algorithme qui permet I'utilisation de la
méthode de perturbation homotopie pour résoudre le probléme de Cauchy. La procédure
consiste a suivre les étapes suivantes:

Etape 1 : Construire une homotopie qui satisfait I’ équation (111.4).
Etape 2 : Supposer lasolution de I’ équation (111.1) de laforme de (111.7).
Etape 3 : Substituer (111.7) dans (111.4) et ordonner le résultat suivant la puissance de p.

Etape 4 : Substituer (111.2) dans (111.7) et rassembler les termes qui ont les mémes puissances
de p ensembles, ce qui donne:

P oty +Lug) =0, v(0)=a (111.9)
p! : v +v+L(uy) +Nw)—f(r)=0, v,(0)=0 (111.10)
pt : v+ v;+Nwi_) =0, v(0)=0,i=23,.. (111.11)

Etape5: L'approximation y, peut étre choisie librement. Ici nous avons misy, = a.

Ou a est un nombre réel.

Etape 6 : Résoudre les équations linéaires (111.9), (111.10) et (111.11), pour rapprocher de la
solution y par lasériefinie :

Va(t) = ?z_olvi =Vyt+ v+
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Ce pendant I’ algorithme de la méthode de perturbation homotopique a été étudié par
rapport aux principaux points suivants :
e Convergence de la solution anal ytique vers la solution numeérique, la condition de la
stabilité numérique.
e Erreur, c'est I’ évaluation de cette derniére en fonctions des parametres.

e Complexitéil comprend le volume de calcul, temps d’ exécutions et en place mémoire.

[11.4 Exemplesillustratifs

Exemplelll. 1

Considérons I’ équation différentielle non linéaire suivante:

%w@) —-y*(®) =0 (111.12)

Avec laconditioninitide y(t = 0) = 0,5.

En appliquant le principe de la méthode de perturbation homotopique pour résoudre
cette derniére, il vient :

Les parties linéaires et non linéaires sont choisies respectivement comme suit :

L(y) =y@) +y(@),
N(@y) = y*(®).

Et I’ homotopie est construite comme suit :

H(w,p) =¥ +v — L(yo) + pL(y,) + pL(v*) (111.13)

En substituant v = p°v, + plv, + p?v, dans (111.13) et en supposant que y, = 0,5

(condition initiale), nous donne :

(p°vo + ptvy + p%vy) + (P°vo + pvy +p%vy) + PPy + Pl + PpPV)* =0
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(°vo +p'vs +p%vy) + (P%vo + vy + p?v2) + PPV + pVi +pPvy) =0, v(0) =
0,5
Par |a réorganisation de cette équation suivant les puissances de p, on obtient :

PO B+ v =0, vy (0)=05 (111.14)
pt v +v,+vy =0, 1,(0)0=0 (111.15)
p v, + v, +4vvE =0, 1v,(0)=0 (111.16)

et ains de suite.
En résolvant les équations simples de (111.14) a(111.16), on obtient la solution comme

suit :
1
Vg = E e_t (|||17)
Lot -t 111.18
v =g (et —1)e (111.18)
— 1 =7t =3t 1 -t
vz—%(e —e '+ 1e (111.19)

Pour avoir une solution approximée, on peut considérer n = 3, ce qui donnela

solution suivante :

y = Li_r)r}(vo + pv; + p?vy) (111.20)
Ceci conduit a:
1 -t 1 -4t -t 1 =7t -4t -t
y(t)=§e +E(e —e )+%(e —e* +e™) (11.21)

Toute fois, pour évauer |’ efficacité de la méhode de perturbation homotopique, le
résultat est comparé avec la méthode numérique (la méthode de Runge-Kutta). Les résultats

obtenus sont données par lafigure (111.1).
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*

y Numérique
y MPH

0.45 -
0.4 *

0.35

0.25 -

La solution y(t)

0.1

0.05 *

Figurell1.1: Solution numérique avec( h=0,1) et la MPH de I’ éguation différentielle non

linaire.

I nterprétation du résultat

Ce graphe montre que les deux solutions (la solution par la MPH et la solution numérique

avec la méthode de Runge-K utta) sont similaires sur le régime permant.

Exemplelll.2

Le deuxieme exemple est un systéme qui représente une réaction chimique non

linéaire, qui a été prise de Hull [7], comme suit :

=
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1 _ _

dt V1

dy

d_tzzyl_yzz (111.22)
s _ o

dt Y2

Les conditions initiales sont données par

() =1 y,(6)=0, e y3(t) =0

Maintenant, nous appliqguons la méthode de perturbation homotopie pour la

représentation d’ état. En séparant les parties linéaires et non linéaires, nous avons.

1-p) (%) +p ((%) + y1>, (111.23)
a0 (22) 4 ((%) —yi+ yz), (11.22)
1-p) (%) + <(%) — yzz), (111.25)

Apresréorganisant de ces équations suivant |les puissances de p, nous obtenons:

(111.26)

—— +y11=0,
=0, (1m.27)

dys,




Chapitre lll. M éthode de perturbation homotopique

(dy;3

dt +y12=0,
d
p2:< Zi’?, — V1,2 + Y21 = 0, (|||28)
dys;3 2
NFTRRECE

Larésolution de ces équations de (111.26) a (111.28) conduit aux résultats suivants :

di;'l +1=0 = d;’i‘ dt = j—ldt = Yia =t (111:29)
d;’i,l —0 N Va1 =0 (111.31)
dil/i'z +y1=0 = d;’i’z dt = — f yidt = Y22 = —%tz (111.33)
d;’:z o S ey =0 (111.34)
dil/i'3 — Vi + Y1 =0 = fdil]i,g dt = fyl,z — Vo1 dt = Y3 = —%t3 (111.36)
d;/i,g =0 - d;’i,3 gt ] Vide > Vas = %tz (111.37)

En considérant trois termes pour chague solution, et en prenant y; o(t) = y;(0) (i =
1,2,3), on obtient :
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Y1(t) = y1,0(t) + ¥1,1(t) + y12(t) + y1,5(t)
1 1
t)=1—-t+-t*——t3
y1(t) > 6
Y2(t) = y21(t) + ¥22(t) + y23(t)
1 1
t) =t—-t*——t3,
y2(t) > 6
V3(t) = ¥3,1(t) + y3(t) + y33(t)
t) = 1 t3
y3( ) - 3 )
Le résultat obtenu par lasimulation :
1 ‘
y1 Numérique
*+ y1MPH
0.99 -
0.98 - -
0.97 - -
= 0.96 —
-é 0.95 .
3 0.94 |
0.93 - |
0.92 - —
0.91} A
\e
0.90 0.61 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.1

Temps

(111.38)
(111.39)
(111.40)
(111.42)
(111.42)
(111.43)

Figurell1.2 : Lasolution numérique avec h=0.01 et MPH de I’ éguation différentielle non

linéaire y, (t).
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0.1 \
y2 Numérique ||
+  y2 MPH

*
0.08 |- // |

0.07 - / N

0.06 - i

0.09 -

0.05 - i

La solution y2(t)

0.04 - =

0.03 - i

0.02 - _

0.01 - 3

L L L L L L L L L
(o] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Temps

Figure I11.3: Lasolution numérique avec h=0,01et MPH de I’ équation différentielle non

linaire y, (t).
X 10'4
3.5 ‘
y3 Numérique |
* y3 MPH
a3l /
2.5+ | |
Va
=
27 |
g
5
| *
B
q 1.5F |
*
17 i
/,///
0.5+ /// |
R
A
| e | ‘ ‘ | ! | I
[0} 0.01 0.0. 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Temps

Figurell1.4 : Lasolution numérique avec h=0,01 et MPH de I’ éguation différentielle non

linéaire y;(t).
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I nter prétation

Les résultats obtenus confirment une tres bonne approximation de la solution par la
MPH qui coincide avec la solution numérique. On remarque |’ utilisation peu de termes de la
série, permet d’ avoir une bonne précision. Les erreurs peuvent étres réduites en gjoutant de
nouveau termes a la série. On peut conclure que la classification MPH a une trés bonne

précision comparée aux méthodes numeriques.

La MPH est appliquée pour résoudre anaytiquement deux systemes d'éguations
ordinaires qui apparaissent souvent. Dans les deux procédes, les approximations initiales
peuvent étre choisis librement possibles avec des constantes inconnues qui peuvent étre
déterminées en imposant la condition aux limites et initial. La procédure de solution est d'une

simplicité absolue, et 1a solution obtenue est d'une grande précision.

[11.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la MPH est utilisée pour résoudre analytiquement les systemes des
équations différentiels. Nous avons appliqué cette derniére, avec succes, pour résoudre un
systeme d'équations et comparé les résultats avec la solution numérique .il est trés important
de noter que plus de nombre ditérations est important plus la précision devient meilleure.
Nous avons montré que les solutions approchées sont trés proches des solutions numérique.
Comme on le voit dans les différents exemples, la méthode est trés efficace et facile a

I’ utiliser pour obtenir des solutions approximatives des problémes non linéaires.

La méthode perturbation homotopique peut étre utilisée pour résoudre différents types
d’ equations différentielles. Par exemple, elle a été appliquée a la résolution de | équation non

linéaire de Riccati. Cette étude feral’ objet du chapitre suivant.

¢



Chapitre 1V. Application de la méthode de
perturbation homotopique alarésolution de I’ équation de Riccati.

V.1 Introduction

Comme on aindiqué dans le premier chapitre que sur un horizon de commande fini on
obtient une équation différentielle de Riccati dont la solution analytique de cette derniére,

N’ est pas toujours possible.

Dans ce chapitre, nous alons appliquer la méthode de perturbation homotopique
(MPH) pour résoudre I'équation différentielle non linéaire de Riccati. On va consacrer la
premiere partie pour faire un rappel sur EDR. Puis, on présent I’ application de la méthode de

perturbation homotopique pour larésolution de I’ équation de Riccati.

V.2 Rappel sur I’équation de Riccati

Nous considérons un systéme continu décrit par la représentation dans I'espace de I'état

suivante :

x = Ax(t) + Bu(t)
b= o V-1
x(0) = x, (1V.2)
Avec le critere de performance associé (1V.1):
tr
(1IV.3)

] = % f {xTQx + uTRu}dt
to

Ou A(t), B(t) et C(t) sont les matrices du modéle t € R™, u(t) est I’entré de commande et
x(0)est I'éat initial.
Les matrices de pondération Q:R™ — R™™ e R:R"™ - RV Vérifiant Q(t) >0 et

R(t) > 0 pour tout t.

Le probleme peut étre formulé comme un probleme de minimisation comme suit :
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t
m&n% f (xT(®)Qx(t) + uf (t)Ru(t))dt
to
Sujet a:
X = Ax + Bu, x(0) = x,

La solution de ce probleme de la commande optimale est :
u*(t) = =R BT Px(t) (IV.4)

Avec P est larésolution de I’ équation différentielle matricielle de Riccati
P+ATP+PA—PBR'BTP+Q =0 (IV.5)

Cependant, |'équation de Riccati est elle-méme est trés difficile a résoudre
analytiquement méme pour des problemes simples.

Par conséquent, les efforts ont été faits pour approcher de la solution de I'éguation de
Riccati. La section suivante est consacrée a I’ utilisation de la technique de la méthode de
perturbation homotopique pour résoudre I'éguation Riccati.

V.3 Résolution del’ équation de Riccati
IV.3.1 Leproblemedereésolution del’équation de Riccati

L’éguation Riccati est une de plus importante des équations différentielles non
linéaire, La plupart des ces équations non linéaire ne sont pas résolvables par les méthodes
analytique que I’on connait. On est alors amenés a chercher des solutions approchées. Une
premiere méthode d’ approximation consiste a linéariser une équation différentielle de Riccati

non linéaire al’ aide de la méthode de perturbation homotopique.
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Cette méthode permet de déterminer la solution sous forme d’ une série. Le principe de
la méthode consiste a utiliser une transformée de homotopie pour générer une solution de
serie convergente d'équations différentielles. Cela donne de la flexibilité dans le choix des
fonctions de base, pour la solution, tout en conservant une simplicité qui rend le procédé

facile a comprendre du point de vue des méthodes de perturbation générales.

4.3.2 Mise en euvre de la méhode de perturbation homotopique sur I’équation de
Riccati [6]

La méthode de perturbation homotopique fournit une solution approximative
anaytique est appliquée alarésolution de I’ équation non linéaire de Riccati. Pour illustrée la

méthode, nous allons considérer I’ équation différentielle non linéaire de Riccati suivante :

%:Zy(t)—yz(tﬂl (IV.6)

Avec, lacondition initide :

y(t=0)=0.

La solution exacte de (1V.6), est donnée comme suit [8]:

V2 -1
VZ+1

y) =1+ \/ftanh(\/it + %log( )

Appliguant la méthode de perturbation homotopigue pour résoudre I’ équation (1V .6).

Les partieslinéaire et non linéaire de |’ équation sont respectivement :

L) = y(@®) + 2y(t),
N@) = y*(t),

Choisissant arbitrairement |’ approximation initiale de la solution de I’ équation (1V.6)

comme suit ;
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yo(t) =t (IV.7)
Et I’ homotopi e peut-étre construite comme suit :
Hw,p) =1+ 2v—L(yy) + pL(ys) + p(v? — 1) (1V.8)
En égaant les termes de puissances identiquesen p, ona:
P°:L(ve) — L(yy) =0, (IV.9)
pt:L(v)) + L(yy) + vE —1=0, (1V.10)
p%:L(vy) + 2vyv, =0, (1V.11)
p3:L(v3) + v + 2vyv, =0, (1V.12)

Par souci de simplicité, nous avons toujours mis vy (t) = y,(t) = t.

Par conséquent, la résolution des équations simples de (111.9) a (111.13) donne:

1
vy (t) = 1 (—1+ e?t — 2t + 2t?) (1V.14)
1
va(t) = 7 (t? — e?tt? + 2t?) (IV.19)
1
v3(t) = — (—3e*t + e2t(12t* — 8t3 + 12t — 96) + 60t* + 120t3 + 180t2 +
96 (IV.16)

192t + 99)

Dans la présente étude, la méthode de perturbation homotopique a éé appliquée pour
résoudre |’équation de Riccati. La solution exacte, numérique avec un pas d'intégration
h=0.01,sont comparées avec la solution obtenue par de la méthode de perturbation
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Application de la méthode de

homotopique. Les résultats de simulations obtenues sont donnés par les figures (1V.1), (1V.2)

et (1V.3).
0.9 T
y Execte
y Numérique
*
*
*
0.7 - _
*
-
**
0.6 * -
Es
*
**
\*-; 0.5 Y u
5
5
8 o4 i
0.3 _
0.2 _
0.1 -
O L L L 1 I 1 L 1 I
(o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Temps

FigurelV.1: Solutions exacte, numérique et approximée de |’ équation de Riccati.
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Figure V.2 : Solutions exacte, numérique et approximée de I’ équation de Riccati.
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FigurelV.3: Solutions exacte, numérique et approximée de I’ équation de Riccati.
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I nterprétation du résultat

Pour évaluer I'efficacité de la méthode de perturbation homotopie, le résultat est
comparé avec la méhode numérique (la méthode de Runge-Kutta) sur les figures (1V.1),
(IV.2) et (1V.3).

Nous pouvons voir clairement que la solution obtenue par la méthode de perturbation
de homotopique coincide avec la solution exacte.

On remarque que plus le nombre d’itérations augmente plus la précision de la méthode
de perturbation homotopique est améliorée.

V.4 Conclusion

On constate que contrairement aux techniques classiques, la méthode de perturbation
homotopique permet de déterminer une solution approchée de I'équation de Riccati non
linéaires. Cette solution est obtenue sans transformer ni linéariser I’ équation de Riccati. La
méthode est efficace, elle permet d'assurer une bonne précision en effectuant plus
d itérations.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire s inscrit dans le cadre de la commande optimale
des systemes linéaire et porte principaement sur la commande linéaire quadratique.
L’ objectif est d approximer lasolution de |’ équation différentielle de Riccati par 1a méthode

de perturbation homotopique.

Ainsi, aprés avoir présenté dans la premiére partie, la définition et les notions de base
relatives a I'éguation de Riccati, on a abordé aussi I'équation algébrique et I'équation
différentielle de Riccati selon la forme du critére du probleme de la commande linéaire
guadratique (horizon fini ou infini). Puis on a montré par simulation la résolution d’une
équation différentielle de Riccati. A la lumiére de I'éude réaisée, on a constaté que la
difficulté de la résolution de I'éguation de Riccati réside dans sa nature non linéaire. La
deuxieme partie est consacrée pour |’ étude générale sur les équations différentielles ordinaires
qui se résume dans la définition, la résolution des EDO. Dans la troisieme partie, on atraité la
méthode de perturbation homotopique et sa mise en ceuvre pour la résolution des équations
différentielles ordinaires. La quatriéme partie consiste a appliquer la méthode de perturbation
homotopique pour la résolution de I'éguation non linéaire de Riccati. Les résultats de
simulation effectuée sous MATLAB ont montré la convergence de la MPH vers la solution

numeérique ou anal ytique.

L'objectif fondamental de ce travail est de déterminer une solution approximative de
I’ éguation différentielle de Riccati non linéaire par la méthode de perturbation homotopique.
Pour montrer |'exactitude de MPH, ses prédictions numériques ont été comparées a celle
obtenu par |'intégration numérique la méthode Runge-K utta.

L'importance de I'équation Riccati survient dans les problémes du contrdle optimauix
habituellement. Récemment, plusieurs méthodes itératives sont développées pour la solution
numeérique et analytique de I’ équation différentielle de Riccati. Parmi ces méthodes on peut
citer laméthode de décomposition dAdomian (ADM), méthode d’itération variationa (VIM),
et comme perspectives du travail, on peut suggérer d appliquer ces méthodes pour la

résolution de I’ équation de Riccati et de les comparer.
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