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Introduction générale

L’'une des principales missions pour lesquelleseleherche opérationnelle s’est vouée est
I'aide a la décision et a la gestion.

Depuis les années 70, les activités de recherchRemmerche Opérationnelle au niveau
mondiale n'ont cessé de se développer tant au unideases concepts théoriques et de
'amélioration techniques de ses outils d’optimimat qu’'au niveau applicatifs ou elle
intervient de maniére cruciale dans des secteurplule en plus nombreux et diversifiés
comme : «la production industrielle, la planifioa, le transport, l'informatique, les
télécommunications, I'énergie, mais aussi danbdesjues et les assurances.... etc.

Les modeéles traditionnels développés dans le cdeseméthodes quantitatives de gestion
considéraient en général un critere unique, pogudeil existe une solution optimale. Les

algorithmes mis au point consistent alors a définirmoyen d’atteindre, le plus rapidement
possible, une telle solution. Cependant, dans debneux cas, cette modélisation ne traduit
pas exactement la réalité.

La plupart des problemes réels intervenant en metigues de décision sont de nature qui
impose la prise en compte de plusieurs criteresgui souvent antagonistes. Tout décideur
est obligé de tenir compte du maximum d’élémentssanpossession, pour aboutir a la
meilleure décision possible.

Ainsi pour mieux appréhender la réalité, 'approaindticritere devient incontournable. Il est
utile dans ce cas de définir un concept d’optiréalitétudier les propriétés et les conditions
d’existence des solutions et déterminer des methpdatiques de recherche des décisions
relatives a ce concept d’optimalité.

Dans un probléme multicritére, I'ordre introduitr diespace des critéres est partiel, ce qui
traduit I'impossibilité de comparer les solutionatre elles. L'ensemble des points de
recherche tels qu’il n’existe aucun point qui esicement meilleur que tous les autres
simultanément sur tous les criteres est appel&ort de Pareto »du probleme. Il s’agit de
'ensemble des meilleurs «compromis » réalisables entres les criteres. Le but de
I'optimisation est d’identifier cet ensemble de goomis.

La premiere notion d’optimalité en multiobjectifég introduite paEdgeworthen 1881. Elle
a ete utilisée de maniére plus formelle par I'écoiste italienPareto[19]. Cette notion est
appelée efficacité, optimalité selon Pareto ou ennon dominance.

Dans le cadre de la programmation mathématique igritdte, nous nous sommes
particulierement intéressés au cas ou les criwoas linéaires fractionnaires, les contraintes
sont linéaires et les variables de décision someres. Les problémes en question sont connus
sous le nom de problemes linéaires multicriterastionnaires en nombres entiers.
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C’est ainsi que dans notre travail, nous préserdessnéthodes exactes pour la résolution des
problemes fractionnaires linéaires en nombres ntie
Pour cela nous avons structuré notre mémoire coguihe

+ Le premier chapitre expose une introduction géeréaal’optimisation multicritére ;
en rappelant les différentes définitions de basetHéorémes d’existence des solutions
efficaces et quelques méthodes utilisées pourudisae type de problémes.

+ Le deuxieme chapitre présente quelques méthodegprdgrammation linéaire
multicritére en nombres entiers telles que la ndghdeKlein & Hannan[14], la
meéthode d&upta[12], la méthode débbas & Moulai3] et celle de flva & Crema
[22].

L+ Le chapitre trois est consacré a la programmatiactibnnaire linéaire uni-critére en
présentant la géométrie d’'un probléme fractionnbin@aire uni-critere et quelques
stratégies de résolution tels que : la résolutiogcte ou on utilise plusieurs approches
telles que par exemple celle de Cambini [7], lltégue de séparation et & évaluation
progressive, la variante des coupes de Gomory ogpéé par Granot [13], la
résolution par paramétrisation et la résolutiomdobleme équivalent a objectif non
fractionnaire. En dernier, nous présentons la nugthde résolution des problemes
fractionnaires linéaires en nombres entierdoelai [5].

+ Le chapitre quatre aborde la programmation linéametionnaire multicritere. Des
caractérisations de lI'ensemble des solutions e#isal9,10], leur détermination
graphique, des propriétés géométrique des ensentaesolutions fortement et
faiblement efficaces ainsi que quelgues méthodegstgution y sont présentées.

+ Le chapitre cinq présente les méthodes exacteséselution d'un programme
fractionnaire linéaire multicritere en nombres ersti Dans ce contexte, nous exposons
deux approches : celle @hergui[8] et celle deMoulai[1,2,17].

+ Le chapitre six finalise notre travail par l'implémtation de la méthode de
Cambinipour la résolution d’'un programme fractionnair@élire uni-critere en
nombres entiers sur le logiciMMATLAB. Le programme sera utilisé ultérieurement
pour 'implémentation de la méthode de Chergui.

Enfin, nous terminerons notre travail par une cosioin générale et la bibliographie utilisée.
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Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

[.1. Introduction

L’optimisation multi-objectif cherche a optimisetupieurs composantes d’un vecteur de
fonctions codts. Contrairement a I'optimisation mabjectif, la solution d’'un probleme
multi-objectif (MOP) n’est pas une solution unigueais un ensemble de solutions connues
comme I'ensemble des solutions Pareto optimaleg.(PQute solution de cet ensemble est
optimale dans le sens qu’aucune amélioration né §tee faite sur un composant du vecteur
sans la dégradation d’au moins un autre composawecteur.

[.2. Formulation du probleme

Mathématiquement, un probléme d’optimisation moljectif (MOP) peut étre défini de la
maniére suivante :

Max (Min) Z(x) = (Zl(x),Zz(x), ...,Zr(x))
(MOP
s.cx€S

Our > 2 est le nombre de fonctions objectifs= (x4, x5, ..., x,,) est le vecteur représentant
les variables de décisionss = {x € R"/g;(x) <0,x >0} représente I'ensemble des
solutions realisables associées a des contraind&galités, d’inégalités et des bornes
explicites (espace de décisiorfj(x) = (Zl(x),Z2 (%), ...,Zr(x)) est le vecteur des critéres a
optimiser.

Z; etg; sont des fonctions a valeurs réelles du vecteaiédssion.

L’ensembleY = Z(S) représente les points réalisables dans I'espasecdires (espace
objectif), etZ(x) = (Z,(x), Z,(x), ..., Z,(x)) avecY; = Z;(x) représente un point de I'espace
des criteres

2

variables de décission L
= (1,32, ..., Xn) Espace objectifs ou es&zice

Ly Espace de &écfsi}ém — des critéres: ¥ =7

1

Fig.l.1.Représentation I'espace des décisions et I'espdessobjectifEorrespondant
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Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

[.3. Définitions

Remarque : Ces relations sont définies pour un probléme demasation.
+« Dominance

Définition 1 : (Dominance)

Soient deux vecteurs criteres= (y4,¥ys, ..., ¥y) €tz = (z4, 25, ..., z,), on dit que y domine z
si et seulement si

Vie[l..,r] y <z
etdie [1,...r] y; <z

si y domine z, alors y est au moins aussi bon ggu# rous les critéres et meilleurs que lui sur
au moins un des critéres.

Définition 2 : (Dominance forte)

Soient deux vecteurs critergs= (y4,¥ys, ..., Vy) €tz = (24, 25, ..., 2,), on dit que y domine
fortement z si et seulement si :

Viell..,r] vy, <z
Si y domine fortement z, alors y est meilleur queiztous les critéres.
Définition 3 : (Dominance faible)

Soient deux vecteurs critergs= (y4,¥ys, ..., Vy) €tz = (24,25, ..., 2,), on dit que y domine
faiblement z si et seulement si :

Vie[l,..,r] y <z

Définition 4 : (Non-dominance)

Soit y* un vecteur criter& Y, on dit que y* est non dominé si et seulemefit n&xiste
aucun autre vecteur criteresyy tel que :

vie[l.,r] yi <y”
et y; < y;* pour au moins un indice i

Dans le cas contraire, on dit que y* est dominé.

Page 2



Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

% Efficacité
Définition 1 : (Pareto optimale)

Une solutionx™ € S est Pareto optimale si et seulement s’il n’expes une solutiorx € S,
tel quey(x) dominey(x*), iey;(x) < y;(x*) pour au moins un indice i.

La définition de la Pareto optimalité découle dieenent de la notion de dominance. Elle
signifie qu’il est impossible de trouver une sadatiqui améliore les performances sur un
critére sans que cela entraine une dégradatiopaté&srmances sur au moins un autre critere.
Elles forment le front Pareto. Les solutions Paggitimales sont aussi connus sous le nom de
solutions efficaces, non-dominées ou non inferigure

Définition 2 : (Efficacité forte)

Une solution x* € S est dite fortement efficace, s'il n’existe aucuecteurx € S tel que
x # x" ety (x) <y(x*)

Une solution est fortement efficace si son vecteweére est fortement non dominé.
Définition 3 : (efficacité faible)

Une solution x* € S est dite faiblement efficace, s'il n'existe aucuecteurx € S tel que
yi(x) < yi(x).

Une solution est faiblement efficace si son vecteiiere est faiblement dominé.
Définition 4 : (le point idéal)

Le vecteur idéal y* = (v1,y5, ..., ) est le vecteur qui optimise chacune des fonctions
objectives f;, i.e.:  y; = min(Z;(x)), x€S

Il est clair que si le vecteur idéal est réalisalblest la solution du probleme (MOP), mais ce
n’est pas en général possible a cause des caqliesxistent entre les criteres.

Définition 5 : (point anti-idéal)
Le vecteury* = (y1,y5, ..., ¥y) défini par :

yi = max(Z;(x)), x €S estle point anti-idéal appelé aussi point Nadir
Définition 6 : (vecteur de référence)

Un vecteur de référengg = (y1,y5, ..., ¥») est un vecteur qui définit le but a atteindre par
chaque objectifZ;.
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Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

Définition 7 : (Front de Pareto)
C’est 'ensemble des vecteurs de décision qui neEas dominés

FPr={xeX|Zx'eX,x<x'}

fa

int Nadir

areto

|
|
.?-_'m.'sf N
___‘t'_:' _____________

aint Idéal

i

Fig.I.2. Point Nadir et point Idéal
Définition 8 : (Convexité)
Un ensemble A est convexe, si et seulement siiVabpince suivante est veérifiée :
XEA Ay €A & segment(x,y) c A

La convexité est le premier indicateur de la diffié€ du probleme. En effet, plusieurs
meéthodes d'optimisation sont incapables de résalldne facon optimale des problemes non
convexes.Mais il existe d'autres indicateurs tout aussi ingras, notamment la continuite,
la nature des variables de décision (entieresalless, . . .

l.4. Problématique

La difficulté principale d’un probleme multi-objéfcest qu’il n’existe pas de définition de la
solution optimale. Le décideur peut simplement ewer le fait qu’'une solution est préférable
a une autre mais il n’existe pas une solution m@i# que toutes les autres.

Dés lors, résoudre un probléme multi-objectif rmsiste pas a rechercher la solution
optimale mais I'ensemble des solutions satisfagsargour lesquelles on ne pourra pas
effectuer une opération de classement. Les méthddesolution des problemes multi-
objectifs sont donc des méthodes d’aide a la d@cisar le choix final sera laissé au décideur.

Pour répondre a ce probleme, il existe deux tygesothportement. Le premier et de ramener
un probleme multi-objectif a un probléme uni-crteu risque d’enlever toute signification au
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Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

probleme. Le second comportement est de d’appdeteréponses au probléme au prenant en
compte I'ensemble des criteres. La différence erteeedeux communautés s’exprime dans le
schéma ci-dessous.

v' Soit le décideur intervient des le début de lardiédin du probléme, en exprimant sa
préférence, afin de transformer un probleme miudjectif en un probléme uni-critere.

v' Soit le décideur effectue son choix dans I'ensendgle solutions proposées par le
solveur multi-objectif.

Probleme muilticritére

, . N Intervention du décideur
Résolution multicritéere

Le décideur choisit un
poids pour chaque

Ensemble de plusieurs obiectif et le combin: Probleme uni-critére

solutions Pareto

Le décideur choisit

une solution parmi Résolution uni-critére

Intervention du [ErEEmhETE

décideur

Solution unique

Figure 1.3 : Mode de résolution

1.5. Classification des approches multicriteres

La résolution des problémes multi-objectifs reléledeux disciplines assez différentes. En
effet, résoudre un probléme multi-objectif peueétivisé en deux phases :

1. la recherche des solutions de meilleur compromisC’est la phase d’optimisation
multi-objectif.

2. le choix de la solution a retenir. C’est la tache du décideur qui, parmi I'ensemble
des solutions de compromis, doit extraire cellg(s)l utilisera. On parle alors ici de
décision multi-objectif et cela fait appelathéorie de la décision
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Chapitre | Introduction a I'optimisation multi-objectif

On distingue a cet égard, trois schémas possibtasle décideur intervient des le début de la
définition du probleme, en exprimant ses préférgnaén de transformer un probleme multi-
objectif en un probléme mono- objectif. Soit le idéar effectue son choix dans I'ensemble
des solutions proposées par le solveur multi-otbject

» Aide_a la décision _a priori (décideur»>_chercheur): les solutions proposées pour
résoudre un (MOP) consiste souvent a combinedifé&rentes fonctions codt suivant une
certaines fonction d'utilité. Dans ce cas le dégidest supposé connaitre a priori le poids de
chaque objectif . Ceci revient donc a transformer(MOP) en un probleme mono-objectif
et le résoudre par des méthodes d’optimisatiorsicjass. Cependant dans la plupart des cas,
la fonction d’utilité n’est pas connue a priori guocessus d’optimisations et les différents
objectifs ne sont pas commensurables. De plusdwsmle recherche défini peut ne pas
représenter effectivement le probléme initial. &idécideur n’est pas a méme d’indiquer a
priori le type de compromis qu’il souhaite réaligatre les critéres, il n'est pas pertinent de
chercher une et une seule solution efficace rédligae agrégation entre ces critéres.

» Aide_a la décision_a posteriori (chercheur> décideur): le décideur choisit une
solution parmi les solutions de I'ensemble Pargitinwal (PO) fourni par le solveur. Cette
approche est utilisable dans le cas ou la cartindé 'ensemble PO est réduit. Dans le cas
contraire, il convient de lui permettre d’explofemsemble des solutions en fonction de ses
préférences, afin gu'’il puisse mieux appréhendenitbitrages a opérer entre les criteres.

» Aide _a la_décision _interactive (décidew—> _chercheur) : dans ce cas, il ya
coopération progressive entre le décideur et leesml A partir des connaissances acquises
pendant la résolution du probléme, le décideuindéles préférences. Ces préférences sont
prises en compte par le solveur dans la résolutiiorprobléme. Ce processus et réitéeré
pendant plusieurs étapes.

A lissue de I'exploration guidée de I'ensemble R©décideur dispose d’'une connaissance
approfondie pour retenir une solution de I'ensemBl® représentant un compromis
acceptable.

Connaissancg

Décideur . Solveur

préeférenc résultats

a priori

Connaissances acquises

Fig.l.4 Approches interactives : coopération entre le sole¢ le décideur
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Chapitre I[I Optimisation linéaire multicritére en nombres entiers

[1.1. Introduction

Dans un probleme d’optimisation multi-objectif,dque, les fonctiong; (x) pour i=1,..,r
sont linéaires et que I'ensemble des solutionsisazles S est défini par des contraintes
linéaires, alors, on parle de probleme linéairetraldjectif (MOLP). Ainsi, si les variables
x prennent des valeurs entiéres dans le problemeLMOon parle alors de probléeme
d’optimisation multi-objectif linéaire en nombrestiers noté (MOLPE).

Cette classe de problemes est la plus étudiée llachemt dans la littérature grace au

développement des méthodes de la programmatioairnét leur vaste application dans la

vie quotidienne ainsi qu’aux problémes d’affectatiau probleme de voyageur de commerce,
aux problemes de gestion et aux probleme de transpo

[I.2. Formulation du probleme
Un probléme (MOILP) est formulé comme suit :
max (Z,,Z,, ... Z,)
P) Z, = Ci(x) i=1,..,r
xX€ES
Ou:S={x€eR"/Ax < b,x = 0,x entier}
r : nombre d’objectifs (criteres) a maximiser ooni@imiser.
C! : Vecteur des coefficients poile 1, .....,7.

A :la (m,n )matrice des contraintesg A=m <r

Z; . Critere @ maximiser ou a minimiser paut 1, .....,r.

11.3. Définitions et théoremes [23]

Définition 1 : (I'Optimalité de Pareto)

x* € S est efficace si et seulement s’il n’existe aucuineavecteuwx € S tel que :
cx=>cx®, cx #cx*

Autrement dit :

x* € S est efficace si et seulement s’il n’existe auautre vecteux € S tel que

Zi(x) = Z;j(x*) pouri =1,...,ret Z;(x) > Z;(x*) pour au moins un indide
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Chapitre I[I Optimisation linéaire multicritére en nombres entiers

Définition 2 : ('optimalité de Slater ou faible efficacité)

x* € S est dite faiblement efficace si et seulementrsalkiste aucun autre vecteur € S tel
queCx > Cx"*.

Autrement dit :

x* € S est faiblement efficace si et seulement s’il n"exigucun autre vecteux € S tel que
Zi(x)=Z;(x*) pouri=1,...,r.

Remarque 1 : Dans le cas ou le décideur veut minimiser lesre#g, i = 1, ....,7,0n a des
définitions analogue au définitions 1 et 2 ; ilfguf’'inverser les inégalités correspondantes
carmin Z;(x) = —max(—Zl-(x)).

Notons parX® I'ensemble des solutions de Slater et J&rI'ensemble des solutions de
Pareto.

Théoréme 1:Soitx° € X , alors :

S'il existe A = (44,45, ....,4,.) =0 tel queYi_;A; fi(x%) = maxex Yiq A; fi(x) ; alors
x% € XS,

S'il existe 2 = (14,45, ....,4,.) > 0 tel queYi_;A; fi(x%) = max,ex Y01 4; fi(x) ; alors
x% € XP.

Ce reésultat signifie que pour trouver un optimumPaeeto ou de Slater, il suffit d’optimiser
la fonction représentant une combinaison linéaiomdgérée des criteres. Cependant, le
théoréme 1 ne permet pas la caractérisation degdes solutions optimales selon Pareto ou
selon Slater.

Par ailleurs, le résultat du théoreme 2 assuresgues les hypotheses de convexité et de
continuité, cette condition devient nécessaire.

Théoreme 2: supposons que X est convexe fetest continue est concave pour tout
i=1,...,r; alors on a les équivalences suivantes :

x? € XS < Ir=0telque Y-, A; fi(x°) = maxyex D1 A fi (%)
x® € XP & 3Ir>0telque X, A; fi(x%) = maxyex Yieq A fi(x)
Ce théoreme reste valide quang A avec A ={A1€R"/Yi_ 4 =1,1; > 0}

Remarque 2: Dans le cas d’'un probléeme de minimisation, il $ufé remplacer la condition
f;concave pay; convexe.

Théoréme 3 :on considére le probléme (P) X1 # @, alors il existe un point extrémee X
tel que x € X5.
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[1.4. Quelgques méthodes de résolution d’un problemenulti-objectif linéaire
en nombres entiers

11.4.1. Méthode de Klein & Hannan [14]

La méthode de Klein & Hannan permet la déternonatle I'ensemble efficace complet ou
un sous-ensemble de solutions efficaces. Elle stmsa résoudre une séquence de
programmes linéaires en nombres entiers a un gedtd. Les contraintes additionnées qui
sont auparavant exclues, génerent les points effscat garantissent I'efficacité des nouvelles
solutions générées. Les solutions sont crées dartse croissant des fonctions objectifs
choisies.

Etant donné un probleme (MOLPE), sdi®,) le probleme mono-objectif basé sur une
fonction objectif arbitraireZ, , pouruns =1, ...,r

max zs(x) = c5(x)

4 Ax < b s=1,..,r
x=0
X entier
Lemme 1:
i.  Si(Py) admet une solution uniqué, alorsx* est une solution efficace du probleme
(MOLPE).

ii. Si (Py) admet plusieurs solutions qui composent I'ensenijle, ngf est aussi
efficace pour le probleme (MOLPE).

D ans ce qui suit, nous allons définir la procédsgquentielle pour générer tous les points
efficace du problem€P) ou bien les sous-ensembles efficaces.

Le problemgP,) représente I'étape O de la procédefresoit (P]) le probleme résolu dans
laj*™e étape de la procéduréP;) est défini par :

( max z¢(x) = c5(x)
Ax <b
x = 0,x entier

(7)) 9

14
ﬂ UC"xZC"yi—Ak

i=1 k=1
\ k+#s

Ou A, = 1 est un entier pour = 1, ...,p ety’ (i =1,..,r) sont les points efficaces obtenus
dans les étapes 0, 1,2, (j,— 1).
Si Xjeff est 'ensemble de tous les points efficaces olsténkétapg et Y/ est 'ensemble de

tous les points efficaces accumulés jusqu’a ladéinajé™¢étape, alory’ =y/~ty X].eff

; — yeff
pourj > 1etY? =x"".
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L'ensemble des contrainte§)’_, | UL_,C*¥x > C*y' — 2, | représente les conditions
i=1 k=1
k+#s

d’efficacité imposées par les poiitts* dans la solution du problénﬁe‘?]-).
Le théoréme suivant montre que tous les pointsrg@érae cette fagon sont efficaces.

Théoréme 4: Si le probleme(P;) admet X;' comme ensemble de solutions, alors, le sous
ensemble de solutions eﬁicao\ggf dansX;, est efficace dan@).

Preuve : Supposons que* € ngf n'est pas efficace pour le problégre.
Alors, il existe un poinkefficace pour(P) tel quex® dominex*.i.e.C¥x® > C¥x* avec au

moins une inégalité stricte.

x° Satisfait les contraintes primaires(d®) i.e.Ax < b, x > 0,x entier, puisque elles sont

aussi des contraintes du probléfre. De plus, puisqueJi_, C*x* > cky' — A, pour
k#s
k=1,..,p et puisqueC¥x® > C¥x* pour toutk, alors UY_, C*¥x > C*y' — 2, pour tout
k#s

i=1,..,p. Ainsi x° satisfait toutes les contraintes (@) et x° domine x* dans(P;).
Contradiction avec I'hypothese efficace dang; .

Corollaire 1:  Si (P;) admet une solution unique, cette solution esicafé pour

(P).

La procédure continue jusqu’a ce que le probl&te soit irréalisable.
On peut voir clairement que la procédure est f{timitée) puisqu’il y a un nombre fini de
solutions réalisables et puisque a chaque étapsaluion réalisable est éliminée.

Le théoréme suivant montre queigkl pour chaqué, tous les points efficaces sont générés
par la méthode ci-dessus.

Théoréme 5: La méthode itérative décrite ci-dessus généeresolgs solutions efficaces du
probleme(P) lorsquei, =1 pour chaqué.

Preuve : Supposons qu'il existe un poinf efficace pour(P) et qui n’a pas été généré par la
procédure ci-dessug? efficace dangP) implique quex? est réalisable dan#®,) . Soit Zj

la valeur optimale du problén(epj). Alors, pour un certaiw,(0 <w <t—1).

Z¥ > 175 > Z¥*! olt est l'indice de la derniére itération de la progédu

- SiZ¥ = C5x% n'est pas trouvé, alors, par la définition 8¥ ,x° est dominé
par une autre solution d&,,).

- Si Z = C5x° alors, x° est réalisable dan@,,_;) ou bien elle est dominéé
dansY%W

Page 15



Chapitre I[I Optimisation linéaire multicritére en nombres entiers

- Si x° est réalisable dan(®,,,,) alors,x° doit étre une solution d&®,,_,).

Ci-dessous est donné I’ organigramme résumanbleépure de la génération séquentielle.

Début

v

J=0

Résoudre(Py)

o _ ,eff
Y'=x,

'

J=j+1

A 4

Résoudre (P;)

(P;) réalisable

Y/ = Yi—lyx;"f f

FIN

Fig.ll.1 : Organigramme de la procédure de génération séqlient

Conclusion : La procédure décrite auparavant et l'organigrammedessus génere les
solutions qui sont efficaces daf®). Si A,=1, tous les points efficaces sont générés.
SiA,>1, pour un certaif, seuls les sous ensembles efficaces peuventé&iéeas.

I1.4.2. Méthode de Gupta [12]

Gupta a proposeé deux techniques pour la construdgol’ensemble des solutions efficaces

d'un probléme (MOLPE). La premiére procédure estébasur la méthode des coupes qui

consiste a restructurer lI'ensemble des solutions réalisables du probléme relaxé
correspondant (sans la condition d’intégrité). eaxdeme procédure est basée sur le contréle
des fonctions objectifs et suggere une amélioratia méthode de Klein & Hannan.

Soit le probleme(P;) qui maximise la premier objectif (ou un objectifiedconque) de
(MOLPE), qui est défini comme suit :

Z, =C«x
p {max 1
(P) x €S
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Ou S'={x € R"/Ax = b,x = 0} i.e c’est I'ensemble des solutions réalisablepmbleme
relaxe.

Notons par :

S, . Larégion obtenue apres application des coup&zoteory .
Z1=Z; = Lavaleur optimale d&, dans le problémér,)

xi =(x1;) : La solution entiere correspondantZg.C’est la solution basique réalisable de la
région obtenue apres de successives coupes de\geursy.

Z; :lavaleur dez; pouri € I' = {2, ..., k, ...,r} correspondant & .
(Z1,7},....,Z}) Représente la premier r-uplet efficace.

x, = solution soug Z1,Z3, ....., Z}).

B, = base associéexg.

a,; : Vecteur activité de; ; approprié a la région tronquée

Vij =(Bi") aqj

LLi={j/a.,j € B1}

Ni={j/a,,j € B.}

ji={j /j € Nyet Z{; — ¢} =0} our:

cl _ 1 1 6 1 1 0
Z1j = Cg, ¥1;,C; est laj*"®composante du vected et Cz est le vecteur des colts des
variables basiques associéds, alansC?.

F1={j EN; /Zf; - le > 0et Zlc; - C]i < 0 pour au moins un indic@i € I'}

ou Zf; = C}, y1;, C} est1gj®™® composante du vectedy et C} est le vecteur des codts des
variables basiques associég® adans C*

Pourk > 2,
Sy . est la région d§; obtenue apres I'application de la codpey, .\, 3% =1

xx = (xx;) est la solution entiere obtenue dans la régionquéa de la coupe par
YjeNy\Ur-1} % = 1 01 € Tiq

B : Base associéexq.

ay; - Vecteur activite de, ; approprié a la région tronquée

—p-1
Yij =B~ ay;
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Lk={j/ax,;,j & By}

Ni={j/aw;.Jj & Bi}

Fk={j/j € Nk,Z,g;- - le > QOet Z,fl] - C]i < 0 pour au moins un indice i € I’}

ou Z,fl] = Cfgk Vij » C,gkest un vecteur des colts des variables basiqgesiéss &, dans
ci

[, : L'ensemble correspondant a la solutign

Définition 3 : Une aréteE;, incidente ax, est définie par I'ensemble :

Xi = Xii = O Yi,ijpo L € I
Ejx =4x=(x;) ER"/ Xj = Oj
x; = 0 pour tout i € Ny — {ji}
Ou: K 8y <min{—E-,y,, >0t et O et O Yy, sontdes entiergi € I,
Ykijk " "
Définition 4 : L’'aréte incidente a un point entier réalisable dis¢ dominée si toutes les
solutions le long de cette aréte rendent domiméuldet ¢, , ....Z, )

Théoreme 6: Toutes les solutions entiéres réalisables du prnob{P;) alternatives a la
solutionx; sur une arétg;; incidente a;, (j; € I} ) dansS’ (ou dans une région tronquée
Sk) sont dans le demi espace ouveitey, ;3% < 1.

Theéoreme 7 :La solution entiere réalisable du proble®) qui n'est pas sur l'arétg;,,
incidente ax, , (j; € I}) est dans le demi éspace fermé :

jeN1—{j1}

Corollaire 2 : La solution entiere réalisable qui n’est pas &réteE;;, incidente ax, dans la
région tronquée dg,, j, € I;, k = 2, est dans le demi espace fermé

JENE—{ji}
Remarque :

1- Les coupegl) et(2) sont des généralisations des coupes de Dantzitgs [Bacas ou
I; (ou bienl},) est vide, les coupdd) et (2) correspondant aux coupes de Dantzig
sont : ZjElej >1 ou ZjEkaj > 1.
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Les coupeg1) et (2) sont préférables a celle de Dantzig car ellesigént seulement un
point a la fois

2- Si pour urg; €Ty(# @), 6 =min {y’;’:" Vg > 0} <l ou y,;correspond a la
Lik
solution X;, alors aucune solution entiere réalisable ne @eatobtenue sur l'arétg.

Ci-dessus sont données les différentes étapedgaesolution du probléme (P).
Algorithme
Etapel Calculer la solution optimale entieX¢ du problemeP;)

» Sil; =0, X{ est 'unique solution optimal entiére du problé®e de valeurZ;
.Calculerz}, i € I, et enregistre z{, z3, ....., zt) comme étant le premier r-uplet.

« Sily # @, déterminer toutes les solutions alternati¥¢ ainsi leurs r-uplets
.Supprimer tous les r-uplets dominés pour obtefensemble des r-uplets
efficacelrf,. Enregistre( z{,z1, .....,z}) comme étant le premier r-uplet efficace
pour lequek, a une valeur maximal pour tous les r-uplets apparit &f,,.

» Si toutes les deuxiemes composantes sont idenfighessir un uplet avec la plus
petite valeurz;.Continuer le processus chaque fois que cette aiatgrse présente.
Soit( z{,z3, ....., z}) le r-uplet enregistré.

Etape?2 : Choisir un indicg; € I';.Trouver le plus peti@ pour le prochain pivot.

» Sif;; <1, aucune solution réalisable ne peut étre surtéatg.
» Sif;; = 1, determiner toutes les solutions entieres rédésdb long de I'arétg;; .

Soit S; I'ensemble de tous les r-uplets correspondantaaéfe E;;.L'ensemble Bff; est
I'ensemble de r-uplets de la forniel, z3, ....., z!) potentiellement non dominées a I'étape 2.

-Tronquer l'arétg,; par la coupe ¥ ey, -3 % = 1.

-Appliquer la méthode duale du @Eeme et les coupes de Gomory si c'est
nécessaire pour avoir une solution entiere réaésab= (x, ;) dans la région tronquée

Etape3 :

» Chaisirj, € I, et balayer toutes les solutions qui sont sur téarg;, correspond a
ja-

» Lire les nouveaux r-uplets obtenus.

* Augmenter 'ensembleff, avec ces r-uplets pour construire 'ensemii .

e Supprimer tous les r-uplets dominés et pd&és 'ensemble restant.

» Tronquer l'arétek;, par la coupe Y jcy,—(j,3 % = 1.
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Etape k:

» Choisir j,_, €T,_; et explorer l'aréteE; pour avoir les solutions entieres
possibles.

» Lire les r-uplets correspondants et augmenteséeblelff,_, en ajoutant ces r-
uplets pour construiréff, _,.

» Tronquer l'arétéE;, = parlacoupeXjen, ,-(j,_ % = 1.

» Obtenir la solution entiere optimalg de la région tronquée. Ceci marque le début
de I'étape(k + 1).

Etape (k+1): Ce processus se termine a I'étgpet 1) quand :

« L'ensemblel, =@ et z5, —C} > 0V €N,
* T # @ mais tous leg € I, produisent des arétes dominés.

Remarque : Il arrive parfois que I'algorithme développé par pBu s’arréte sans avoir
enumeéré toutes les solutions efficaces. Par coeséqdes solutions efficaces pouvant
intéresser le décideur peuvent étre ratées.

11.4.3. Méthode de Abbas et Moulai [4]

C’est une méthode de coupes. Elle est appropiigeésolution des probléemes (MOLPE). La

premiéere itération consiste a déterminer une swiuBintiére réalisable pour le probleme

relaxé. La seconde itération nous permet de troiouges les solutions entieres alternatives a
la solution optimale obtenue (si elles existen®lgenir la premiere solution entiére efficace

du probleme principal. Dans la prochaine étapesmooduisons une coupe afin de calculer
les autres solutions entiéres efficaces restamtestibsant la méthode duale du simplexe.

L’algorithme s’arréte quand tout le domaine de siéai est exploré.

Soit le probléeme (MOLPE) suivant :

(maxz;(x) = clx
max z,(x) = c?x

(P) A .
max z.(x) = c'x
s.c
X€ES

\ X entier

Cet algorithme adopte les mémes notations quescegdida méthode de Gupta.
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Procédure

Etapel :Résoudre le problen{@;) et trouver la solution optimale entiéx¢ du probléme
dansS; et construird;.

SiT; = 0, x{ est 'unique solution optimale entiére du probédi,) de valeurZ:.

- Calculer les valeurs de}, i€2,...,r et enregistrefz},z3,.....,z})
comme étant le premier r-uplet.
H 1
- Tronquer le poink; par la COupey, jey, xj = 1.

En appliquant la méthode duale du simplexe et degpes de Gomory si nécessaire, on
obtient une solution réalisable entiégedans la région tronquée

- Lire le r-uplet correspondartzi, z3, ....., z}) et I'ajouter aeff, s'il n’est
pas dominé par I'un des r-uplets efficaces pouemibtiff; .

SiT; # @ choisir un indicg, € T; et calculer le nombré;; correspond a1 .

= Si 6;; <1 choisir unindicg, € I; et appliquer la coupeX ey, -;, xj = 1
- En appliquant la méthode duale du simplexe etéseéssaire des coupes de
Gomory successives, on obtient une solution radalsentiérec] dans la
région tronqués,.
- Enregistre( z2,z, .....,z%) r-uplet dansfff, s'il n’est pas dominé par
I'un des r-uplets efficaces précédemment déternpoés obtenirlff,;
* Sif;; =1, déterminer toutes les solutions entieres rédésaty, q € {2, ..., pi}

alternatives &1 le long de I'aréteE;;.

- Tronquer le poink; par la coupey, jey, x; = 1.

- En appliguant la méthode duale du simplexe et depas de Gomory si
nécessaire, on obtient une solution réalisableeentii dans la région
tronquées,. Lire le r-uplet correspondargtzl, z1, .....,z%) et I'ajouter a
eIff, s’il n’est pas dominé par I'un des r-uplets eftiea pour obtenifif; .

Exemple numérique

Soit le probléeme de programmation linéaire en n@wlantiers a trois criteres définis
par ce qui suit :
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( maxz;(x) = clx = x; + 2x,
max z,(x) = c?x = 3x; — 2x,
maxz;(x) = c3x = —x; + 2x,

s.c

(P) S X +x, <7

2x; <11
2x, <7
xX1,%X; =0

\ et entiers

Etapel :

Résoudre le probléme relag® ) suivant :

(maxz;(x) = clx = x; + 2x,
s.c
X1 +x2 <7
(P) 4 2%, < 11
ZXZ <7
\ X1, X >0

La solution de base réalisable optimale de la régionquées; est donnée par le tableau II.1
suivant :

B Xp X1 Xy X3 X4 Xsg Xg

X1 4 1 0 1 0 0 -1
X4 3 0 0 -2 1 0 2
X3 3 0 1 0 0 0 1
Xs 1 0 0 0 0 1 -2
10 Zjl — ]1 0 0 1 0 0 1
6 Z]-Z - ]1 0 0 3 0 0 S5
2 zf’ - ]1 0 0 -1 0 0 3

Tableau 1.1
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Il = {1,2;4‘;5} ) N1 = {3,6} ’Fl = {§ € Nl;Zil’]' - C]l > 0Oet Zil’]' - C]l = 0} :®|

Z11 = Z1(x%) = 10,2% = Zz(x%) = 6,2% = Zs(x%) =2

L'unique solution optimalex] = (4,3) produit le premier triplet efficac€10,6,2) par
suite,Ef fo = {(10,6,2)}

Etape2 :
I; = ¢, xi est unique. Ce point entier est tronqué en utiti@couper; + x, > 1.

En utilisant le duale du simplexe, on obtient uokeitson réalisablec; = (3,3) donnée par le
tableau 2 optimal suivant

B Xp X, X, X3 X4 Xsg Xg X7
X1 3 1 0 0 0 0 -2 1
Xy 5 0 0 0 1 0 4 -2
X, 3 0 1 0 0 0 1 0
X5 1 0 0 0 0 1 2 0
X3 1 0 0 1 0 1 1 -1
9 Zjl - C} 0 0 0 0 0 0 1
3 ij - C} 0 0 0 0 0 8 - 3
3 21-3 -} 0 0 0 0 0 4 -1
Tableau II.2

Le triplet (9,3,3) correspondant & est non dominé par rapport aux précédents poimts d
Eff,. Par conséquant, il est rajouté& g&f, pour obteni&ff; = {(10,6,2),(9,3,3)} avec :

I, ={1,24,5} ,N, ={6,7} ,I, = {6}
Etape3 :

Commel, # ¢, prendrg, = 6. Aprés examen de l'arélg , on a:

5
0; <mi {—,3,1}=1
min 2

J2 —

La solution alternativex; =(5,2) donne le triplet non doming9,11,—1). Donc on
augmenté&ff, = Eff; U (9,11,—-1).
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L'aréte E, est tronquée par la coupe; > 1, i.e. —x;, + xg = —1 0OU xg est une variable
d’écart.

Commexg = —1, la solution ne sera pas réalisable. Donc, endgpgit la méthode duale du
simplexe, on obtient une solution entiére réalisaldl = (2,3) dont le triplet
correspondant8,0,4) est non dominé.

Etape 4 :

I3 # @, prendrgj; = 6. L'aréte Eq est examinédd;, < min {% 3,2} =7

La solution alternativec? = (4,2) relative au triplet (8, 8,0) est non dominé par tiéplets
efficaces précédents. DonEff; = Eff, U (8,8,0) procédant de la méme maniere, nous

obtenon€Effy =
{(10,6,2),(9,3,3), (9,11,—-1),(8,0,4), (8,8,0), (7,—3,5), (7,13, -3), (6, —6,6), (5,15, —5)}

et une solution entiére réalisablg = (1,0) donnant un triplet respectif domi(&3, —1).
DOI’]C Effl() = Effg, 110 = {1, k, 16} y N10 = {17,18} ’FIO = {18}

Etape 11:T;, # @, prendrg,, =18. L'aréte E;3 est parcourue induisa@} <

min {%,0,6} =0 correspondant a la valew. La solution ne posséde pas de solutions

alternatives sur cette aréte. Apres sa troncaterrdyal du simplexe nous fournit la solution

entiére réalisablex]; = (0,0) avec un triplet relatif dominé (0, 0,0) donné [eatableau 11.3

suivant :

B XB X1 X2 X3 X4 Xs X6 X18 X19
X1 0 1 0 0 0 0 0 -2 L
X4 11 0 0 0 1 0 0 4 -2
X3 0 0 1 0 0 0 0 1 D
X5 7 0 0 0 0 1 0 -2 D
X3 7 0 0 1 0 0 0 1 -1
Xe 3 0 0 0 0 0 1 -1 0
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0 z -(f 0 0 0 0 0 0 0 1

0 z'-(f 0 0 0 0 0 0 -8 3

0 zj3 - le 0 0 0 0 0 0 4 -1
Tableau 11.3

111 = {1, k, 17} ’Nll = {18,19} y Fll = {18}
Etape 12 :

1, # @, prendrej;; = 18. La troncature de l'aréteE;3 donne®; < min {%,0,7} =0
correspondant a la valews. La solutionx]; n'a pas dalternatives sur cette aréte. La
troncature de l'arété;g suivie de I'application du dual du simplexe prque I'impossibilité
de l'opération de pivot indiquant ainsi que touts solutions efficaces du probléme (P) ont

été trouvées. Cette infaisabilité est donnée ptableau 11.4

B Xp X1 X3 X3 X4 Xs Xg X20 X21
Xe 3,5 -0,5 0 0 0 0 1 -0,5 1
X4 11 2 0 0 1 0 0 0 0
X, -0,5 0,5 1 0 0 0 0 0,5 0
X5 8 -1 0 0 0 1 0 1 0
X3 7,5 0,5 0 1 0 0 0 -0,5 1
X21 -0,5 -0,5 0 0 0 0 0 0,5 1
-1 zjl -} 0 0 0 0 0 0 1 0
1 ij -} -4 0 0 0 0 0 -1 0
-1z -} 2 0 0 0 0 0 1 0
Tableau I1.4

La variablex, est sélectionnée pour sortir de la base B, @u x,, est la variable hors base
entant en principe dans la base B, mais le vedigne a; ; est positif ou nul. Ceci implique
gue l'opération pivot est impossible. Donc, il @ylus de solutions entiéres réalisables.

L’inconvénient principal de cette méthode est gfdilit passer par tous les points entiers de
la région réalisable. A chaque fois, on effectuetast pour former 'ensemble des r-uplets
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efficaces correspondants. Méme si toutes les solitefficaces ont été trouvées, tant qu'il
reste des points entiers non visités dans la régiafisable, la procédure continue son
déroulement.

11.4.4 Méthode de Sylva et Crema [22]

Cette méthode est une abréviation de la méthodéaile et Hannan ou au lieu d’optimiser a
chaque étape une fonction objectif, on optimisara aombinaison positive de toutes les
fonctions objectifs.

Théoréme 8 : Six* est une solution optimale du probléme a un séidérermnax{A*Cx} pour
un certaiml € R™, 1 > 0, alors,x™ est une solution efficace du probleme

max{Cx:x € S}

Proposition 1 : Soitx,, x5, ...., x; des solutions efficaces du probléme, et sbitine solution
efficace de

(P) :max{Cx:x € eff — UL_, Ds}
alorsx™ est une solution pour le probleme principal.

11.4.4.1 Algorithme

Etapel: Choisir un vecteurd > 0 et résoudre le probleme a un seul critére suivant

(P,) max{A*Cx:Ax =b,x > 0,x € Z;'}

 Si (Py) nadmet pas de solution, alors, le probleme (MOLPEdmet pas de
solution.

» Sinon, la solution optimale trouvég est efficace conformément au théoreme 8.
Etapej : (j = 1)

Résoudre le probléeme :

( Max At Cx
s.c
Ax=b
(€ = [(Cx*)k]yg — M (1 — yi)
(P)S pours=1,...j—1L;k=1,..,p

4
D viz1yieoy
k=1

\ x=>0,x€Z™

Ou : —M, est la borne inferieure pour toute valeur réalsae laké™¢ fonction objectif.
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Pour un probléeme a une grande dimension, I'énuiné@rde toutes les solution efficaces n’est
pas pratique, alors, les sous ensemble efficace#sgemérés en changeant le problé&ifg
comme suit :

( Max AtCx
s.C
Ax=b
(CxX) = [(Cx*)k + filye — Mi(1 = yi)
{ pours=1,.,j—Lk=1,..,p

P
k=1
\ x>0,x€eZm

Y viz1yie1

Ou : f, est I'amélioration souhaitée pourd&™ fonction objectif.

Cette méthode peut résoudre les problemes a dewekidos objectifs, cependant, elle n'est
pas performante pour un probleme avec un trés laogebre d’objectifs car I'énumération
complete de tous les vecteurs non dominés est silges mais elle peut tout de méme
générer un ensemble partiel de solutions.

[1.4.4.4 Exemple illustrative

Pour illustrer la technigue, nous considérons I©OURE) a deux fonctions objectifs
suivant :

max z; = X1 — 2Xy

max z, = —x;+ 3x,
(P) X1 —2x, <0
X1, %, € {0,1,2}

On pose M; =4, M, =2, les bornes inferieures des objectits, z,, f;, = 1,Vk et
A= (4,3)

La fonction scalarisante est donnée pay = x;+ x,

Soit
max z; = X; — 2Xy
S.C
(Fo) X —2x, <0

X1, %, € {0,1,2}

La résolution du problemgP,) donnex; = (2,2) de valeur optimalez; ( P,) = 4. Donc,x;
est une solution efficace du probléli® corespondant au vecteur non dominé (-2,4) (voir la
figure 11.4.4.1)
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Fig. 11.2 espace des décisions de (P) Fig. 1.3 espace des criteres de (P).

Le deuxieme probleme a résoudre est :

( max z; = X1 — 2X,

Xy —2x; 2 —y1 —4(1—y1)

]=x + 3x, = 5y1 —2(1—yd)
yity; =1

X1, %, € {0,1,2}

\ yi,yz € {0,1}

(P)

La résolution de P;) donnex; = 2,x, = 1,y = 1,y1 = 0 avec valeur optimalez;( P;) =
4. Doncx, = (2,1) est un autre point efficace correspondant au eouph dominé (0,1).

Formons le probléme suivaiitP,) en ajoutant au domaine précédént de ( P,) cing
contraintes :
( max z; = X; — 2Xy
x € D;
X1 — 2x; 2 —yi — 4(1 - y7)
(P =% +3x, 25y; —2(1—y3)
yi+y;z1

xq, %, € {0,1,2}

\ vi,v: €{0,1}

Une solution optimale a ce probleme est=1,x, = 2,y{ =y =1,y =y2 =0 avec
valeur optimale z,( P,) = 2. Cela correspond a un nouveau point efficace (1,2) avec
un vecteur des valeurs des fonctions objectif ades,5).

En ajoutant des contraintes qui effacent seulehegmint efficacex;, on obtient le probleme

(Ps):
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( max Z; = x; — 2Xx,
x €D,

Xy — 2%, 2 —y; —4(1—y7)
(P3) X1 +3x, 25y —2(1—-y3)

yityi=1
X1, %, € {0,1,2}
\ yi,y; €{0,1}
Une solution optimale au dernier problémexgst 0,x, = 2,y =y? = y3 = 0,y2 = y2 =

y; =1 avec valeur optimalez;( P;) = 2. Cela correspond a un nouveau point efficace
x5 = (0,2) avec un vecteur des valeurs des fonctions objegéf a (-4,6) :

Maintenant, probleméP,) est défini :

( max z; = X; — 2X,
X € D,

Xy — 2%, 2 —yt —4(1—y7)
(P {—x +3x; 25y; —2(1-y3)

yi+ty; =1
xler € {0,1,2}
\ y1,yz €{0,1}
Ce probléme a un seul point réalisable=x, =1, yi =y =y = 1,y2 =0,ys =y3 =

y5 =0, y2 = 1avec la valeur optimalez,( P;) = 2. Cela correspond a un nouveau point
efficace x, = (1,1) avec un vecteur des valeurs des fonctions obgsgail a (1,2).

Le prochain probleme étre résolu est le suivant :

( max z; = X; — 2X,
x €D,
Xy — 2x3 2 _}’15 —4(1 _}’15)
(Ps) {=x1 +3x, 2 5y5 — 2(1 - y3)
yi+y: =1
xq,%, € {0,1,2}
\ yi,y3 €{0,1}

Comme ce probléme est irréalisable, le processuéte’ et nous avons I'ensemble complet
de vecteurs objectifs non dominées ainsi que legpefficaces correspondants.
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(x1,x2) (Z,Z,)
(2,2) (—2,4)
2,1) (0,1)
(1,2) (=3,5)
(0,2) (—4,6)
(1,1) (-1,2)

Tableau 11.5 : Les solutions du probleme (P)

L’inconvénient principal de cette méthode est qakaque itération on ajoute plusieurs
contraintes et variables en méme temps, ce quiduplque la taille du probleme augmente

d’une itération a une autre.
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[11.1 Introduction

Les programmes fractionnaires consistent a optmuse objectif donné sous forme d’un

guotient de deux fonctions soumis a un ensembleodé&aintes. Différentes versions de ce
modele existent. En ce qui concerne les objedtfgpeuvent étre linéaires ou non linéaires.
Les variables peuvent étre entieres, binaires, immoed ou mixtes. Les programmes
fractionnaires apparaissent dans plusieurs domateés que les bases de données,
I'optimisation combinatoire, la programmation stastique et I'économie.

Dans ce chapitre, nous intéresserons uniquemenpmriptémes fractionnaires linéaires dits
problémes hyperboliques. Nous allons présentetréés grandes stratégies de résolution de
ces probléemes : la résolution directe, la résatupar paramétrisation et la résolution d’'un
probléme équivalent a objectifs simplifiés.

[11.2 Présentation et géométrie d’'un programme lindire fractionnaire
Mathématiquement, un programme fractionnaire lieés¢ présente comme suit :

clx+a
dtx + B

P) maximiser Z(x) =

s.c X€S§
OuS={xeR"/JAx < b,x =0}, AER™™", beR™;cetd € R" eta,p € R.
avec dtx + p > 0 pour toutx € S.

Les programmes linéaires fractionnaires présentenntérét particulier mis en évidence par
la linéarité des courbes niveaux de leurs fonctiniteres. En effet, pour illustrer cet aspect,
considérons une& — courbe niveau quelconque de la fonction critere :

7 ctx+a
S dix+ B
Apres simplification, nous obtenons :

Zd'x+B)=cx+a
Ce qui entraine
Ip—a=(c—Zd)'x

qui est une expression linéaire deZa- courbe niveau de la fonction critére. Puisguest

guelconque, on voit que chaque courbe niveau darerfractionnaire linéaire est linéaire
surS, a condition que le dénominateur ne soit pas mulSsDonc, si un programme
fractionnaire linéaire mono-objectif possede uokit®on optimale, alors au moins un point

extréme deS est optimal.

En dépit de la linéarité de la courbe niveau detation objectif, les courbes niveaux ne sont
pas paralleles (lorsque # 0,d # 0 et ¢ # wd pour toutw € R) comme ils le sont en
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programmation linéaire. L'ensemble rotation estskenble de tous les points d'intersection
entre la 0-courbe niveau du numérateur et la Obmniveau du dénominateur.
L'ensemble rotation est appelé point de rotatiomsd®? et axe de rotation darR3. Les
points de cet ensemble sont déterminés par laut@soldu systéme suivant :

ctx = —a

dtx = -p

Exemple illustratif

Considérons le programme fractionnaire linéairgamnti:

X1 +x,—1
S5x1 +x,—1
S.C

{ 5x; +2x, > 6

X <3

X, <3

\ X1,%; =0

(M aximiser Z =

dont le graphe et donné par la figure suivante :

X =20 ZE)=1/9
=030 Z®)=1/7
¥ =363 Z(xX)=5/17
S =03 zZ)=1
r=(0.1)

7
o
[S¥]

———————————— -

Fig. lll.1 : Graphe de I'exemple

Donc la courbe de nivead est 'ensemble des points = (x;, x,) satisfaisant I'équation :

(1=52)x;+(1 = 2)x, = (1= 2)

Donc pour :
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Z=0¢& x; +x, =1:Courbe de niveau 0
Z=1¢& x; =0: Courbe de niveau 1

Le probleme a quatre points extrémesx,, x; et x, dont les valeurs du critere sont
indiquées sur la figure précédente. Les lignesodisicues représentent les 0-courbes niveaux
du numérateur et du dénominateur dont l'interse@gi le point de rotatiom = (0,1).

La fleche circulaire dénote le gradient de la farcfractionnaire linéaire critere et indique le
sens et I'angle avec lequel se déplacent les ceutbeniveaux. Donc, en faisant déplacer la
courbe de niveau 0 autour du point de rotationative sens de rotation trigonométrique,
nous pouvons voir que le point optimal de valeur optimal&™ = 1 est l'intersection du
domaineSavec la courbe de niveau= 1.

I11.3 Stratégies de résolution d’'un programme fractionnaie linéaire

Dans la littérature émergent trois grandes stragégie résolution d’'un programme
fractionnaire.

[11.3.1 La résolution directe

Elle est utilisée pour les problémes hyperboligeasvariables continues et entiéres. Le
programme est traité sous la forme originale, -Gledire sans modifier ni I'objectif ni
'ensemble des contraintes.

111.3.1.1 Programme hyperbolique continu

Plusieurs approches furent élaborées pour la relesbed’une solution optimale d'un
programme hyperbolique en variables continues[ld]], [16], [20]. On cite, en particulier
celle de Cambini et al. [[ui permet d’optimiser le probleme hyperbolique saordomaine

de solution réalisables S non borné.

Considérons donc le programme hyperbolique corfiMu

cx+a
dx+pf

s.c Ax<b
x=0

maximiser Z(x) =

(P)

OuaetBeER,cetd e R, A€ R™ ™ eth € R™.
Désignons pars = {x € R"/Ax < b,x = 0}.

Dans l'algorithme de Cambini, la forme initiale kdefonction objectif et la structure des
contraintes sont maintenues. Les itérations softdees dans un tableau simplexe augmenté
qui compte i+ 3) lignes. Les m premiéres lignes correspondentcauntraintes initiales, la
(m+1) ieme et (m+2) ienl@gnes représentent le numérateur et le dénomindteia fonction
objectif fractionnaire respectivement. La dernibgae correspond au gradient réduit de la
fonction criterey,.
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Dans chaque itération de lalgorithme, les+R) premieres lignes sont modifiees selon
I'opération de pivot habituelle, par contre la & ligne est mise a jour via la formyige

Théoréme 1[5] : Le pointx® de S est une solution optimale du probleme (P) stelement
si le vecteur gradient réduity, = @,d, — B,¢, est tel quey, < 0pour tout indice hors
baseg € N.

Corollaire 1 [5] : La solution optimalex® du probléme (P) est unique si et seulement si le
vecteur gradient réduig, est tel qug, < 0 pour tout indicg € N.

L’algorithme génere une séquence fimjei = 1, ..., k de solutions niveau optimales dont la
premiére est trouvée de la fagcon suivante :

Résoudre le probléme linéaire
min(dx + )
(o) { S.C X ESIB
Soit x° sa solution optimale.
Six? est unique, alors elle est aussi une solutionanigptimale, sinon résoudre le probléme
linéaire (R) :
max(cx + a)
(P1) 4s.c dx = dx°
X€ES

Si (P,) n'a pas de solution, alors la valeur de la fonctabjectif est infinie; sinon une
solution optimalex! de(P,) est aussi une solution niveau optimale de (P).

Algorithme :

Etape 1 : Trouver la solution optimale niveaxt .
Si une telle solution n'existe pas, aloup,es Z(x) = +oo. Terminer.
Sinon, posek = 1 et aller a I'étape 2.

Etape2: SiJ = {j/J] > 0} = @, terminerx’ est une solution optimale du probléme (P).
Sinon, soit k tel que :

Cx C] i __
==max{=,j €EN; d, >0
dy d

]
Siy, > 0, aller a I'étape 3.
siy, < 0, terminer. x* est une solution optimale de (P).

Etape 3 : La variable hors basé ; k € N entre dans la base moyennant une opération pivot.
Si une telle opération est possiblesgpa=i +1 et aller a I'étape 2.

Si une telle opération n'est pas possible. Termingup es Z(x) = %
k

Exemple d’application
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Considérons le probleme fractionnaire linéaire @ :

( 3x1 —x, — 22
max X1+ 2x, +2
X1 —2x, < 3;
(P)q 5xq +2x, < 54;
x, <8;
—2x1 +x, < 4;

\ X1;%, =20

L’application de I'algorithme de Cambini débute :

X1+ 2x, + 2
S.CxX€S

solution de niveau optimale® = (0,0) , en utilisant la méthode graphiq

Le graphe du probléméP,) et présenté dans la figure suivante :

Etape 1: La résolution graphique du problen (P,) { produit la

B Figure 1 o
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DeWg|k &A8N8 E|0B 8O

30

25

Fig. 111.2 : solution de niveau optimal

Etape 2: Le tableau simplexe associé a la solu x° est :

c 22 3 1 0 0 0
d -2 1 2 0 0O O (
X3 3 1 2 1 0 0
X4 54 5 3 0 1 0
Xs 6 0 1 0 0 1
Xg 4 -2 1 0 0O O ;
Tableau IIl.1
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La premiére et la deuxieme ligne représentent lmstscréduits du numérateur et du
dénominateur respectivement.

d=@3,-1),c=(2), B={3456}, N={12}.

Calculons les valeurs du vecteur gradient réduiadenction objectif tels que :

7=ad-FG ViEN

On obtient

7, =2(3,—1) + 22(1,2) = (28,42)

A ce niveau nous remarquons g@e> 0, Vj € N et nous avons :
& 5 - 1
==max{=,j EN;d, >0 =max{3,——}= 3
dy d, 2

k = 1. Donc la solution x* = (3,0) n’est pas optimale.

Etape3: La variablex; entre dans la base et la ligne de pivot correspaiedest la troisieme
ligne, d’oux; sort de la base.

Poser :

B ={1,4,5,6} , N = {2,3} et aller a I'étape 2

c 13 0 5 -3 0 0O O

d -5 0 4 1 0 0O O

X1 3 1 -2 1 0 0 O

X4 39 0 13 -5 1 0O O

Xs 8 0 1 0 0 1 0

Xe 10 0 -3 2 0 0 1
Tableau I11.2

A cette étape les valeurs du vecteur gradient rédiri
¥, = 5(5,—3) + 13(4,1) = (77,-2)
On remarque que¥y; >0, donc la solution x! = (3,0) n'est pas optimale

dg
x; entre dans la base e en sort.
Le tableau de simplexe correspondant est :

Sk — max{%,j €N;d, > 0} = max{5/4,—%} = 5/4, aller a I'étape 2

c -2 0 0 -14/13 -5/13 0O O

d -17 0 0 7/13 -4/13 0O O

X1 9 1 0 3/13 2/13 0O O

Xy 3 0 1 -5/13 1/13 0O O

Xs 5 0 0 5/13 -1/13 1 0

Xg 19 0 0 11/13 3/13 0 1
Tableau 111.3
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7, = 17(~14/13,-5/13) + 2 (=, —4/13)
7, = (—252/13,—77/13)

Nous avonsy, < 0, j € N. Ceci entraine la fin du déroulement de I'algarith
D’ou, la solution optimale du probleme fractionedinéaire (P) est :
Xopt = (9,3) s Zopt = 2/17

[11.3.1.2 Probléme hyperbolique a variables eieres

Considérons, le probleme de programmation fractoenlinéaire en nombres entiers
suivant :
cx+a
dx+f
s.c Ax<b
x = 0,x entier

maximiser Z(x) =

(P)

Dans la méthode de Granot et al. [13], on rajoute ra premiéres lignes de la matrice des
contraintes A, les trois lignes (m+1), (m+2) et @h+relatives respectivement au vecteur
numeérateur ¢, dominateur d et aux valeurs du gnadéeluity, de la fonction objectif ou :

v, =pg —ad,, Vje{l,..n}
A chaque itération de I'algorithme, les (m+2) ligngont modifiées a travers les opérations
ordinaire de pivot, par contre la derniere lignenesdifiée selon la formule du gradient réduit
cité ci-dessus.
Une fois que les valeurs du gradient réduit poaniariables hors base sont calculées, nous
faisons le teste suivant :

- Siy, < 0 pour tout indice hors base |, alors la solutiop £ @, , xy = 0) est une
solution optimale du probleme (P) ou B est I'enskenales indices de base et N est
celui des indices hors base.

- Sinon, il existe un indice i € N pour lequely, > 0.

Soit6, = min{a,,/a,.; a,p > 0}
Alors toute ligne v, pour laquellgr,,/a,] < 6, peut servir comme une ligne source pour
générer une coupe de Gomory de la forme :

S+ ) [ /Tr) 3y = [@n/@l, 520
JEIN
Cette coupe peut étre rajoutée au probléme iretialervir comme ligne pivot avec 1™
colonne comme une colonne pivot. Puisque la valaypivot dans ce cas g8t,,/a,.] = 1,
les nouveaux coefficients obtenus apres I'opéradmpivot usuelle sont tous entiers. Ici, [ ]
désigne de la partie entiére d’'un nombre réel.
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[11.3.2 Résolution par paramétrisation [11]

A l'inverse de la résolution directe on construitprobléme a objectif simplifié, combinaison
linéaire du numérateur et du dénominateur parefimédiaire d’'un parametrg tout en
gardant inchangé I'ensemble des contraintes.

Une séquence de résolution de ce type de problemmmif une solution du programme
fractionnaire. Cette méthode a été utilisée posr déféerents programmes fractionnaires
linéaires et non linéaires, en variables continaesxme en variables discretes sur des
domaines bornés.

Soit le programme hyperbolique suivant :

cx+ta
maximiser Z(x) =
dx+pf
(P)
s.c Ax<b
x 2 0 -, . . - -
Le programme paramétré correspondant au probléertal i(P) est un programme linéaire

dont I'objectif est en fonction dee R :

maximiser (¢ — Ad)x + (a — AB)
(p(D) s.c Ax<b
x=0

Notons A* la valeur optimale de(1), le résultat fondamental liant le programme
fractionnaire au programme parameétré associé estedoar :

Proposition 1: Toute solution optimale de(1*) est une solution optimale de (P).

L’approche adoptée au cas des programmes fractiesn@an nombres entiers est présentée
comme suit :

Algorithme

Etapel : soitx, une solution réalisable de (P), poser 0.

cxita
d xi+ﬁ )

Etape 2 : posere;,; =

Résoudre le probleme linéaire en nombres eniéts, ;).

Si x; est une solution optimale @&4;, ), alorsx; est une solution optimale de (P).
Sinon, soitx;,; une solution de(p(4;,1)). poser =i + 1 et répéter I'étape 2.
[11.3.3 Résolution d’un probleme équivalent a objetif non fractionnaire [6]

La transformation du programme fractionnaire liné&n un programme équivalent a objectif
non fractionnaire est obtenue par un changementadables. A l'inverse de I'approche

paramétrique, ce changement de variables indydutad’'une contrainte et d’'une variable.

Plus précisément, cette transformation s’effectusm&oduisant deux nouvelles variables

1 1 N C )
y = (d x+ﬁ)x et t= TxiF pour aboutir & un programme linéaire équivalent :

Page 8



Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

maxcy + at
s.c Ay—bt<0
dy+pt=1

y;t=0

(PE)

Cette notion d’équivalence est précisée ci-dessous

Proposition 2 [12] : Si (y*,t*) est une solution optimale d®E), alorst* > 0 et x* = 3;—

est une solution optimale de (P).

cx+a
dx+p

dy + Bt = 1 peut étre remplacée par la contrainte d'inégdhté- gt < 1.

En fait, s'il existe une solution réalisable x ¢elque

> 0, la contrainte d'égalité

Exemple d’application :

Considérons le programme fractionnaire linéairgamti:

( .. X, —5
maximise Z = ——
_xl_x2+9
S.C 2x, + 5x, > 10
P) < 1 2=
(P) 4x; + 3x, < 20
—x1+x2S2
\ x1=20,x, =20

En effectuent, le changement de variable, on abaudi formulation suivante:

( maximiser y, — 5t
s.c 2y, +5y,—10t =0
4y, +3y,—20t<0

(P -y, +y,—2t<0
-y, Yy, +9t=1
Y Yt=0

1
—x1—x2+9

o 1 _
Telque iy = (_xl_x2+9)x et t=
En ajoutant les variables d’écarts et artificiehesis obtenons:

maximiser y, — 5t — Mw
s.c =2y, —5y,+10t+u, =0
4y, +3y,—20t+u, =0

(P -y, ty,—2t+u;=0
-y, —y,+t9t+w=1
\ ylryzitrﬂirw Zo;l: 112;3

Ou:

u; sont les variables d’écarts, i= 1, 2, 3. w estdaable artificielle.
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Le | premigr Ly 0 ) 5 10 1 0 0 0 tableau
simplexe est : ity 0 4 3 .20 0 1 0 0

Us 0 -1 1 -2 0 0 1 D

W 1 -1 -1 9 0 0 0 1

Tableau 1.4
vy, =0,y, = 0 ett = 0 n'est pas optimale ; car on a le vecteur des pietks:
A3: t’CB_Ct: _9M+5<0

Apres le pivotage, on obtient :

B Xp N1 Y2 t 251 Uz U3 w
t o -15 -1/2 1 1/10 O 0 0
Us 0 0 -7 0 2 1 0 0
Us 0 -7/5 0 0 1/5 0 1 0
w 1 4/5 712 0 -9/10 O 0 1

Tableau Il1.5

Ona Ay=y,'cg — ¢y, =3 —7M/2 <0, donc, (y1,y,,t) = (0,0 ;0) n'est pas optimale

B Xp Y1 Y2 t 251 Uz U3 w

t /7 -3/35 O 1 -1/35 0 0 1/7

Uy 2 8/5 0 0 1/5 1 0 2

Us 0 -7/5 0 0 1/5 0 1 0

Y, 2/7 8/35 1 0 -9/35 0 0 217
Tableau I11.6

Onaldz=p'cg —cy = —:—5< 0; donc (y1, Y2, ) =1 =0, y,=2/7 ett=1/7
n’est pas optimale

B Xp Y1 Y2 t 251 Uz U3 w

t 17 -2/7 0 1 0O O 1/7 1/7

Us 2 3 0 0 0o 1 -1 2

Uy 0 -7 0 0 1 0 5 0

Y, 217 -11/7 1 0 0 0 97 2(7
Tableau III.7
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

A=y, cg — ¢y, = —% < 0; donc(yy, y,, t) =(0, 2/7,1/7) n’est pas optimale

B Xp Y1 V2 t Hq Ho U3 w
t 1/3 0 1 0O 2/21 1/21 1/3

y1 213 0 0 0 1/3 -1/3 213

0
1

w1413 0 0 0 1 7/3 -8/3 14/3

y, 43 0 1 0 0 11/21 16/21/3 4

Tableau 1.8
A;> 0, donc(yq, ¥z, t) = (g, %, %) est optimale pou¢P’); cela donnera; = (2,4) comme
solution optimale du programme fractionnaire linééP).

Fig. lll.3 : Graphe de I'exemple

[11.3.4 Méthode des pénalités [5]

Le programme fractionnaire linéaire en nombres eentiest donné sous la forme
mathématique suivante :

ctx+a
dtx + B
x € S; x entier

(PE) max Z(x) =

En utilisant la transformation de Charnes & Coopdusieurs auteurs développent des
méthodes basées sur la méthode de séparation leatéva progressive pour résoudre le
probléme(PE) sur un domaine de contraintes souvent borné. Rerecd'autres maintient la
structure initiale du probleme et suggérerent déshodes d'optimisation basées sur une
technique de coupe. Le principe de cette méthodke esaintient de la structure initiale quel
gue soit le domaine admissible et le calcul de lgésaqui améliorent la stratégie de
séparation et I'évaluation progressive.
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

Phase 1: Résolution du probléme relaxé

Considérons le probleme relagER) associé dPE). En introduisant les variables d'écart et
en le résolvant par la méthode de Cambini & Marteous aboutissons a la solution optimale
continue donnée par le tableau de simplexe suivant

a+ Qien G X

maximiser Z(x) = = Ljen L
B+ Xjen d;x;

(PER) < . xi+Z@x,-=ei Ji€EB

JEN
\ x=0;j€EN
La solution optimale de base du probléfBER) est donnée par :
X; = € ; i€ERB

x]- =0 5 _] EN
et la valeur de la fonction objectif dans le tableamplexe es%

Si e; est entier pour tolte B, alors la solution recherchée du probléfRER) est obtenue.
Sinon, soiky, la valeur non entiere deg, pour un certairk € B.

Nous notons le plus grand entier plus petit guepar |ey | et le plus petit entier plus grand
quee;, pafe, |. Dumoment que;, doit étre entier, nous avons, < le; | ou x;, = [ey .
L'inégalitéx; < |e, | donne lieu a la contrainte;, + s = |e, | . De plus, a partir du tableau

simplexe, on a :
Xk +Z ak]x]' = €y

JEN
Donc : —Yjen Ay xj+5=lex | — e
On obtient : —Yjen A, Xj < leg | — e

Il est évident de voir que l'expressipe). | — e, est négative et la solution optimale de la
solution optimale de(PER) donnée précédemment ne satisfait pas cette autetratn
rajoutant cette derniere au proble®&R) nous obtenons une des branches de séparation.
D'une fagon similaire, nous déduisonsxje> [e, |, la contrainte—x;, + s = —[ey |-

Alors, Y ey g xj <ex—[e,]1<0

En introduisant cette contrainte dans le probl€RER), nous obtenons l'autre branche. Ceci,
avec les regles de sélection des variables de liearent, définit la stratégie d’exploration de
'arborescence.

Phase 2 Calcul des pénalités

Aprés l'obtention de la solution optimale contirdee(PER) la fonction objectif associée est
donnée, dans le tableau optimal du simplexe.
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

Soit e, la valeur non entiere de, pour un certait € B. Pour sélectionner une nouvelle
branche qui doit étre ajoutée(BER), nous calculons les pénalités et m,»des contraintes
x, < |ex letx, = [e, | respectivement, données par :

. = el C T = (1-e)An
T T S(m.edr) ) T T S G-edny
i) Ap-5)
. T 7y T /-
Ou: A= mm{ /@i, > 0} Ay = mm{:/akl < 0}
—ak] ak]
et: e =-¢e;,— ey |

La branche correspondante a la plus petite valegr gEnalités est sélectionnée. Ce qui
entraine le rajout de la contrainte associée ablgmue (PER) qui sera résolu par l'algorithme
suivant.

Algorithme de résolution du probléme (PB

Etapel:
Trouver la solution continue optimaté du probléme&PER)

1. Siune telle solution n'existe pas, terminer.
a) Soitsup,es Z(x) = +oo, lorsque la solution niveau de base optimale de
(PER) n'existe pas.

b) Soitsup,es Z(x) = maxg, ;:’ , lorsque l'opération de pivot est impossible.
g

2. Sinon, posek = 1,1 =0 et aller a I'étape 2.
Etape?2:
1. Six°est entier, terminex® est une solution optimale du probleme (PE).
2. Sinon, soit;, , k € B, une composante non entiérexdeayant pour valeug,,.
Posert; = 0, et aller a I'étape 3.
Etape 3:
1. Calculerm,,_; etmyy, .
Poserty,_1 = mop_1 + Ty, My = My + T et m = +oo.
2. Calculer m; = min, i { 7}
3. Ajouter la contrainte au tableau simplexe optireéfectuer les opérations de
pivot et aller a I'étape 4.

Etape4 :
1. Six! est une solution entiére, terminef.est une solution optimale de (PE).
2. Sinon,
a) Le probleme augmenté n'a pas de solution, temnin
b) Soitx} une composante non entiére deayant pour valeus..
Poserk = k + 1 et aller a I'étape 3.
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

Théoreme 2[26] : La branche sélectionngayant pour pénalité la valeur minimatg =
minls]-ﬂk{ n]-}, correspond a la valeur optimale de la fonction ciifj@our tous les sommets
pendants | de l'arborescence.

Théoreme 2.2.4.7 26] : La solution optimale du probleme (PE) est obterarel'plgorithme
en unnombre fini d'étapes.

Preuve :
Soit x! = (x;), i € B, la solution optimale continue du probléme (PER)seit x. une

composante non entiére aépour un certairk € B. Puisque la solution réalisable de (PE)
doit étre entiére, il nous est implicitement impEsécontraintes. < |e,] ouxt > [e].

Donc, la nouvelle branche est construite par leutagle I'une de ces contraintes. Alors, la
convergence de l'algorithme en un nombre fini @itténs est assurée par le fait que le
domaine des contraintes est borné. Dans le casagente maximum de la fonction objectif

n'‘est pas atteint mais sa borne supérieure, |ledlmu'existe, est donnée par

I'expression sup,es Z(x) = Z_—".
k

Exemple d’application 1

Considérons le probleme fractionnaire linéaire emlores entiers suivant :

( o 7x1 +9x, + 3

| maximiser Z = o ———

3x1 +4x, + 2
(PE) 4 s.c 2x1+3x, <6
l 3x, +2x, <5

X1; X5 = 0, entiers

En introduisant les variables d’écarts et en réstlpar la méthode de Cambini&Martein, on
obtient :

c -3 7 9 0 0
d -2 3 4 0 0
X3 6 2 3 1 0
X4 5 3 2 0 1
YN 5 6
Tableau 111.9
c -44/3| O 13/3 0 -7/3
d 7 0 -2 0 1
X3 8/3 0 5/3 1 -2/3
X4 5/3 1 2/3 0 1/3
N 1 -5/3
Tableau 111.10
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

c |108/5/0 0 -13/5 -3/5
d 51/5| 0 0 6/5 1/5
X3 8/3 |0 1 3/5 -2/5
X4 5/3 |1 0 -2/5 3/5
YN -1311/25 -261/25
Tableau Il.11

Le tableau simplexe optimal peut étre représentélg@gprogramme fractionnaire linéaire
suivant :

13x3 + 3x, + 108
6x3 + x4 + 51
(PER)'{s.c X1 —2/5x3 + 3/5x4 = 3/5
Xy +3/5x3 — 2/5x4 = 8/5
x;=20,j=1234

maximiser Z =

La solution continue optimale esf = 3/5,x, =8/5 etx; = 0,j = 3,4, avec la valeur de
=36/17 .

Puisquex; etx, ne sont pas entiers, on calcule les pénatijést T, associées aux contraintes
x; < |3/5] et x; = [3/5] respectivement. Nous obtenons, := 3/170 etm, = 1/153.

La branche dont la valeur de la pénalité est |s jpletite est sélectionnée et la contrainte
respective est rajoutée au problefRER)’.

La solution obtenue est; =1 etx, =3 etx; =0,/ € N. Elle est entiere et donc elle est
optimale pour le problem@E).

Exemple d’application 2

Considérons le probleme fractionnaire linéaire emlores entiers suivant :

L 2x1 + 9x,
(maxlmlser /=—
X1+ 2x,+1
(PE){ s.c —X1+x, <2
x1—2x, <1
k xq1; X, = 0, entiers

En introduisant les variables d’écarts et en résulMe probleme par I'algorithme de
Cambini&Martein :

C 0 2 3 0 0 c 2|1 0 7 0 -2
d -1 1 2 0 0 d 21 0 4 0 -1
X3 2 -1 1 1 0 X3 6 0 -1 1 1
X4 1 1 -2 0 1 Xq 5 1 -2 0 1
Yn 2 3 YN 6 -2
Tableau 111.12 Tableau [11.13
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Chapitre I Programmation fractionnaire lin éaire uni-critere

Puisquey, est positive, alorsc, entre dans la base. Cependant la colonne assaciée
variable hors base est négative, ce qui entraimpdssibilité de I'opération de pivot, alors le
maximum n’est pas atteint mais la valeur de la b@upérieure de Z est donnée par :

c; 7

supZ = —=-
xes  dy 4
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Chapitre IV La programmation fractionnaire linéaire
multicritere

IV.1. Introduction

La programmation linéaire fractionnaire multicree(PLFM) représente un domaine de
recherche trés important qui a attiré I'attentienbgaucoup de chercheurs dans le passé. Ces
problémes ont une multitude d’applications dansiplurs domaines tels que : la planification
de la production, la gestion, les ressources enlesawpérations militaires et la planification

hospitaliere etc...

Le but de ce chapitre est de présenter quelqudsodes de résolution de problémes linéaires

fractionnaires multicriteres.

IV.2. Présentation d’un programme fractionnaire linéaire multicritére

Mathématiquement, un programme fractionnaire li@eanulticritére est présenté comme

suit :
( clx + at
maxZ,(x) = m
c?x + a?
max Z,(x) = m
(P) | '
c’x+a”
max Z, (x) = m
s.c
\ X€ES

Ou : r représente le nombre d’objectifsX 2).
a' etB’ sont des scalaires € d' € R™ pour touti € {1, ...,7}.

S={xeR" Ax < b,x = 0} est 'ensemble des solutions réalisables. Il espaxt et non
vide. A€ R™" ' h € R™ ; d'x + B* > 0 pour touti € {1, ...,7}.

IV.3. Caractérisation de I'ensemble des solutiondfecaces
Définition 1 (face d’'un domaine admissible)

i) Soit4,, A4,, ..., A, les vecteurs lignes de la matrice A .
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multicritere

Un sous ensemble T de S est dit face de S, s'$texin sous ensemblec {1,2, ..., m} tel

que T est I'ensemble des points de S vérifiant :

Alx = b;Vie]
Alx < b;vig]

T est alors appelé la face correspondangte a
Théoréme 1 [23]:(condition de Khun-Tucker pour les criteres mudis)
Un point dans la face T correspondantga {1,2, ..., [}

(J c{1,2,...,m}) est efficace si et seulementxSiest dans T et il existe des nombres réels

a; 20,i=1,..,1(l<m)etw; >21,j=1,..,rtelsque:

k
al-Ai = Z W]VZL(X*)

l
i=1 i=1
Exemple :
Etant donnée le programme fractionnaire linéairétianitére suivant :

x
( max Z,(x) = =

X2
max Z,(x) = x5
—X1 — X3
maxZs;(x) = ————

3(x) x, +1

s.c

V. 1< xq,%x,x35 4

Dont le graphe est représenté par la figure sugvant

Page 50



Chapitre IV La programmation fractionnaire linéaire

multicritere
*3 rFy
S 040D Y440
L E
5
X =014
Xg L
& chioton [ m@olon
i 4.0
¥ = 01014 To= @Y

Fig. IV1 graphe de I'exemple

Lemme 1 [23] : Un pointx* dans T est efficace si et seulement s’il existerdsmbres réels

al ’ az, ..-,an etfl ,fz, ...,fn ; hl,hz, "'1h’7’l tel que
l
ZaiAi = h C' = fid' + h,C* = f,d?
i=1
Ouf,=Cx*+at,h,=dx*+pletaq;>0,i=1,..,leth; >0,i =1,2
De plus :
ﬁ1f1 -I—ﬁzfz — a1h1 — Olzhz = byhy + -+ + bshg

Ou b, = Alx*;i=1,..,1

Et b; >Alx*i=1+1,..,m

Du lemme précédent, nous voyons que la caractiénsdés points efficaces dans T pour un
probleme bi-critere est donnée par un systeme dit@ns et inéquations linéaires, qui

amenent aux résultats suivants :
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multicritere

Corollaire 1 [23]: L'ensemble de tous les points efficaces de chagwe fle S d'un
programme fractionnaire linéaire bi-critére estvee

Théoreme 2 [23] : Pour un probleme fractionnaire linéaire bi-critéreE est un ensemble de

contraintes et E est une réunion finie d’enseméidesontraintes linéaires

Exemple :
( X1
maxZ,(x) =
x 2() X1+ Xy
—3x; + 2x
max Z, (x) =1 =2
xl_x2+3
S.C

X1+ 2x, =2
2x1 —4x, < 4

—x1 + xz S 1
X1 <6
\ X1, X2 >0
A
x2
=01
P-2.3)
/ &
= (1/21/4)
xt =(2,0)
hY
x! //’//
e

h.xl
-

Figure IV. 2 graphe de I'exemple

Théoréme 3 [23]: (efficacité et efficacité propre)

Six? est une solution efficace d’'un probléme (PLFMyrsk°® est proprement efficace
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multicritere

IV.4 Propriétés des ensembles de solutions fortemeefficaces et faiblement

efficaces

En programmation fractionnaire linéaire multicigeron s’intéresse souvent aux points
faiblement efficaces. La notion de l'efficacitéd doit étre distinguée de la définition de

I'efficacité forte.

Notons que I'ensemble de touts les points fortenedfitaces (F-Eff) est une partie de

'ensemble de tous les points faiblement efficg&&df).

Il est facile de déterminer 'ensemble F-Eff caedt fermé contrairement que I'ensemble f-
Eff qui ne peut pas étre entierement fermé. L'erde f-Eff est la fermeture de I'ensemble
F-Eff.

Théoréme 3 [23] : (fermeture de I'ensemble f-Eff)
L’ensemble f-Eff d’'un programme fractionnaire lim@amulticritére est ferme.
Théoréme 4 [23]: (convexité de f-Eff)

Etant donnée le compact S, toute paire de solufebhkment efficaces sont connectées dans

'ensemble f-Eff par un chemin de segments lin&aire

IV.5. Détection graphique de I'efficacité et de |daible-efficacité

Pour tester 'efficacité d’'un point donwée S, le concept d’ensemble dominant est introduit.
Définition 2 [21] : (cbne)

Soitv e V < R™, V # 0 alors, V est un cone si et seulement si € V , pour toutx=> 0

— L'origine 0e R™ est contenue dans n'importe quel cone.
— Tous les cbnes sont des ensembles convexes.

— Tous les cones sont des ensembles non bornés, cexemple le demi-espace fermé

{x € R™ /Cx < 0} est un cbne convexe mais le demi-espace ofxeftR™ /Cx < 0} n'est

pas un cone car il ne contient pas l'origine.
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Définition 3 [21] : (cdne polaire)

Soitx € S, le cbne polaire semi-positif généré par les igrad des r fonctions objectifs est
CZE={yeR"/Cy=0,Cy+0}u{0eR"}

Définition 4 [21] (ensemble dominant)
L’ensemble dominand; est donné par la somme directe des enser{ibjest C=° tel que :
Dy ={x}® C*={xeR"/x=Xx+y,Cy=0,Cy + 0}

L’ensemble dominanD3; contient tous les points dont les vecteurs crtedeminent le

vecteur critére relatif @ € S.

Théoréme 5 [21] : (test d’efficacité)

Soit D5 I'ensemble dominant ati€ S, alorsx est efficace si est seulemenDsgin S = {x}

Preuve :

(=) : Supposon®z NS # {x}, alors, il exist& € Dz N S avecx € D5, écrivons :
X=Xx+y, OuUE C=.

PuisqueC y > 0, Cy # 0, nous avonE'x = Cx,Cx # Cx. Ceci contredit le fait que est

efficace . Donc, st est efficaceDz N S = {x}.

(e): SiDzNnS = {x}, cela implique que si le vecteur critéréxddomine le vecteur critére

dex, alorsx € S.
D’ou, le vecteur critére de est non dominé et par conséquemst efficace.

Donc ce théoréme nous fournit un test de détedms points efficaces qui peuvent étre

initialisés géométriquement.

Si l'intersection de 'ensemble dominant avec lemble des points réalisables S contient

alorsx est efficace.
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multicritere

IV.6 Quelques méthodes d’optimisation du probléméractionnaire linéaire

multicritere

Malgré les difficultés que représente la résolutidm probleme (PLFM), un nombre
appréciable de publications traitant ce sujet figdans la littérature. Les plus utilisées sont la
méthode de Kormbluth et al [15] et la méthode dkdwyski et al [18] présentées ici:

IV.6.1. Méthode de Kormbluth et Steuer[15]

Comme la recherche de I'ensemble Eff est diffipideir ce probleme, les auteurs ont orienté

leurs efforts dans la détermination de I'ensemité f

Description de la méthode :

Les cing étapes essentielles de cette méthode sont

(1) Détermination d’'un sommat faiblement efficace de départ

(2) Test de la faible efficacité initiale pour toutes brétes émanant de

(3) Test d’existence d’'un point de cassure pour tolggsarétes initialement faiblement
efficaces trouvées dans (1)

(4) Chaque point de cassure détecté dans (1) est anatys identifier quels sont les
critéeres, dans certaines courbes de niveaux agsQaj@i occasionnent ce point de
cassure.

(5) Les courbes de niveaux identifiées dans (4) semsdrées dans le programme

(PLFM) assurant ainsi la connexité dans I'enserfielé
IV.6.2. Méthode de Nykowski & Zolkiewski [18]

Les auteurs Kornbluth&stewer [19] ont soulignés quela forte efficacité est théoriquement
la plus indiquée pour la résolution des probléntds=M)... ». Partant de cette importante
remarque,Nykowski&Zolkiewski [22]proposerent quatre années plus tard une procédure
permettant d’éviter a chaque fois qu’il est possilté concept de la faible efficacité comme

définition de solution de meilleur compromis poes problemes fractionnaires multicriteres.
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Procédure de la méthode

Considérons le probleme (PLFM) suivant :

( _ clx+al
max Z,(x) = Tixip

c?x+a?

masz(x) = W

(P)

c"x+a”

max Z,(x) = TriE

S.C

\xeES={xeR"/JAx < b, A€ R™" b e R™ x = 0}
Ol :dix + >0, pourtoutx € S,i =1,...,r

Supposons que l'intérieur de S est non vide (I#(8), on définit le probleme linéaire
multicritére (PL associé au probléme (PLFM) par :
maximiser ®(x) = Gx

(P) s.c
XES

OU :Gypypn = [CL,C?, ..., CT,dY,d?, ..., d"]T
Soit X4 I'ensemble de solutions fortement efficaces cpoasdant au probléeme.

Si X4 appartient a la frontiere de S, alors il n’existes de solutions fortement efficaces, pour

le probléme (PLFM), appartenant a Int(S).

En d’autre terme, il n’existe pas de points de wassu autre irrégularité de I'ensemble des
solutions fortement efficaces et donc on peutadilile concept de forte efficacité comme
définition de solution de meilleur compromis poer probléeme (PLFM). Ce résultat est

formulé par le théoréme de Nykowski et Zolkrewgi][suivant :

Théoréme 6 : Soit le probleme test (T.1) donnée par le prograriméaire suivant :

Page 56



Chapitre IV La programmation fractionnaire linéaire
multicritere

( maximiser W
S.C

(T.1) JGZ—Gy+u=O
thu—v+w=1
Z,yu,v=0

Le probleme (T.1) possede une solution réalisébd&w* la valeur optimale de la fonction

objectif :

e Siw*=0,alorsXe NInt(S) =0

e Siw*>0,alorsXe =S

Algorithme de la méthode:

Etape O Formuler le (PLM) associe au probleme (PLFM) pasoudre le probleme (T.1)

e Siw* =0, aller aI'étape 2

e Siw* >0, aller al'étape 1

Etape 1 :Générer 'ensemble de touts les points extrémeS thiblement efficaceEf]g’:;’ ,
par I'algorithme de Kormbluth et Steuer et alldeéape 4

Etape 2 :Générer 'ensemble de touts les points extrémeS fietement efficaceBf £, du

probléme associé (PLM), par les méthodes existants la littérature et aller a I'étape 3

Fo

Etape 3 Pour toutt € Eff,,. , résoudre le probleme (T.2) de la programmaiiosire :

( maximisert = NTv
s.C
N.d'—D,C) x +v; = D,a* — NS
i=12,..,r
Ax < b
\ x,v=0

(T.2) < (

OU:N,=C'x+a';D,=d'x+ B pouri=12,..,r.

Les solutions fortement efficaces du probléeme (PLRdrrespondant aux solutions du

probléme (T.2) réalisant un maximum nt#** = 0. Enregistrer ces points et aller a I'étape 4.
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Etape 4 Notons :

T = Efjg’:? obtenu par I'algorithmeéNykowski & Zolkiewski et T = Effeff obtenu par

I'algorithme de Kormbluth et Steuer.

» Sile choix du décideur appartient a T, terminer

e Sinon, aller a I'étape 5

Etape 5 Calculer

_ Nz _
fit =max |fi(%) = o E ’) j€Jr
| ] |

) N(% | )
fi" =min fl(f] =%, JEJr
| i\ i

Pouri =12,..,k etj; = {j:% €T}
Construire la matrice des gains normalisés :
9:(%) = i (.’),'pourl =12,..,k etj; = {j:% €T}, aller a I'étape 6

Etape 6 :En utilisant les données de la matrice des ga@suler la solution de meilleur
compromis en résolvant le probléme de Tchebytahtfant :

min{maxlgi(fj)”, JEJi=12,..,1

Terminer.

Page 58



Chapitre V Programmation fractionnaire linéaire
multicritére en nombres entiers

V.1. Introduction

Dans ce chapitre on présente deux méthodes exaetesésolution du probleme de
programmation multicritére linéaire fractionnaine mombres entiers (MOLFPE) basées sur

le processus de Branch & Bound [8] et les coupSai@ory [1]
V.2. Formulation du probleme

Considérons, le probleme d’optimisation fractionadinéaire multicritere en nombres entiers

(MOLFPE) donné sous la forme mathématique suivante

clx +a?

p
max Zl (X) = m

(P) 4 . c"x+a’
maxZ-(¥) = m g
s.C
XES

\ x entier

Ou : k représente le nombre d’objectifsX 2).
S ={xeR"/ Ax < b,x = 0} est 'ensemble des solutions réalisables.

A est une mx n matricé, € R™ etc’,d’ sont des 1x n vecteurs! et 8* sont des scalaires

pour touti € {1, ...,7}.;d'x + B¢ > 0 pour touti € {1, ...,7}.

Le but de traiter ce type de probleme (MOLFPE) asstdéterminer toutes les solutions
efficaces . Plusieurs approches utilisent le conbapé sur la résolution d’une séquence finie

de programmes uni-criteres fractionnaires linéadgresombres entiers.

Considérons donc le programme fractionnaire lmeéani-critere en nombres entiers donné

sous la forme suivante :
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clx + at
dlx + p?
x € S; x entier

) maxZ,(x) =

Notons qu’au lieu d&;, on peut de la méme maniere considérer le probl@neavec un

autre objectiz;, L € {1, ..., r}.

V.3 Méthodes de résolution d’'un probleme d’optimisdon fractionnaire

linéaire multicritere en nombres entiers

V.3.1 La méthode de Chergui [8]

L’approche adoptée pour détecter toutes les solsitadficaces du probleme (MOLFPE) est
basée sur la résolution d’'une séquence finie dgranomes uni-criteres fractionnaires

linéaires en nombres entiers.
Soit le probléme
clx +at

dix + pt
X € S; x entier

) maxZ;(x) =

Soit un point; la premiére solution entiere obtenue apres aeswlu le problemép,) par la
méthode de Banch&Bound.

On définit par :

(B)) : 'ensemble des indices des variables de base.

(Np) : 'ensemble des indices des variables hors base.

y} est la {™ composante du vecteur gradient régitéfinit come suit
y! = Bict — ald!, pour chaqué€ {1, 2, ...,7}.

Ou ct, d!, at et 8t sont des valeurs réelles.

Pour donner I'expression mathématique de cette esonpus définissons les ensembles
suivants :

H={eN/Fie{l,2,.. Ly >0u{jeN/Vie{l,2..,r}y} =0}
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Sl+1: XESl/ZXJZ]. .

JjEH,
Une coupe efficace est une coupe qui supprimeolesians entieres non efficaces.

Description de la méthode :

Nous commencons avec la solution optimale du probl&actionnaire linéaire ou le domaine
de solutions réalisables en nombres entiers ess@en sous-domaines en utilisant le

principe de Branch&Bound.

Dés qu’une solution en nombres entiers est trowa®s un nouveau domaine, elle est
comparée aux solutions déja trouvées. L'ensembléodies les solutions potentiellement

efficaces est mis a jour.

- Une coupe efficace est alors ajoutée pour suppriesesolutions entieres qui ne
sont pas efficaces. La recherche des solutionsaefis est faite dans chacun des
sous domaines crées.

- Un domaine donné ne contient pas de solutionsae#fis quand aucun critére ne
peut s’améliorer. Ce dernier est dit domaine explor

- La recherche des solutions efficaces s’arréte seelement si tous les domaines

crées ont été exploreés.

Dans un premier temps, la méthode de Cambini etditaf7] est utilisée pour résoudre le

programme fractionnaire linéaire suivaiftoir le chapitre 1)

, _clx+al
x €S

Supposons que la solution optimate du programme(P;) n'est pas entiere. Soi; un

composant de; tel quex; = a; ; oua; est le nombre fractionnaire.

Le nceud | est séparé en deux autres nceuds dééinitep contraintes supplémentaires
x; < |a;] etx; = |a;| +1; ol |a;] indique le plus grand nombre entier plus petit gye
Dans chaque nceud, le programme fractionnaire obdeiuétre résolu jusqu’a ce qu’'on

trouve une solution réalisable entiére.
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La coupe efficacg jey, x; = 1 est ajoutée au programme et le nouveau prograrstmésslu

en utilisant la méthode duale du simplexe. L'altjonie s’arréte quand tous les nceuds crées

sont explorés.
Algorithme de la méthode

L’algorithme qui produit I'ensemble de toutes ledusions efficaces entiéres du programme

(P) est présenté comme suit :
L'étape 1 : Initialisation : 1=0 ;

- Créer le premier noeud avec le progran{ifg.
- poserEff =0 ; (Eff est I'ensemble efficace en nombres entiers durpnoge

(P)).
L'étape 2 : (I'étape générale)

- Choisir un nceud non explore, ayant le plus gramdbme .

- Résoudre le programme fractionna{®) correspondant, en utilisant la méthode
duale du simplexe et la méthode de Cambini et Mart@nitialement pour
résoudre le programm(@,), seule la méthode Cambini et Martein est utilisée)

- Sile programméP;) n'a pas de solutions réalisables, alors le nceu@smondant
est exploré; sinon pos&f la solution optimale. St; est entiere, alors aller en 3 ;

sinon aller a I'étape 4.
L'étape 3 : processus de division (partitionner le problemsaums-problémes) :

- Choisissez um; deX; tel quex; = a; aveca; le nombre fractionnaire et séparer le
nceud | de l'arbre en deux nceuds k etle(l+1eth>1+1, k # h).

- Ajouter la contraintex; < |a;| au tableau simplexe. Un nouveau domaine est
considéré dans le nceud k. De la méme fagon ontes@eontrainte;; > |a;| + 1

pour obtenir le nceud h.
(Chacun des programmes doit étre résolu en utilileaméme processus jusqu’a trouver

une solution réalisable entiére, aller en 2)

L'étape 4 :
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* mettre a jour 'ensemble Eff :
- SiZ(x;) est non dominé paf(x) pour chaque x de Eff, alor&'ff = Eff U {x}.
- Sl existe x € Eff tel queZ(x;) domineZ(x) ; alors= Eff /{x} U {x;} .
» Construire la coupe efficace :
- Déterminer les ensembl&s et H,;
v' Si H; # @ ; alors le nceud correspondant est exploré, allé: en

v Sinon rajouter la coupe efficadgey, x; = 1 au programmép,) et aller en 2.

Les théoremes suivants montrent que l'algorithmedpit toutes les solutions efficaces
entiéres du programme (P) dans un nombre fini péasta

Théoréme 1 :supposonsH; # @ pour la solution entiérg; ; si x est une solution efficace

entiére dans le domaisg/{x; } , alors ;x € Sy .

Preuve : Soitx la solution entiére dans le domaiSg/{x; } tel quex & S;,,, alors
Yjen, xj = 0, celaimpliquex; = 0 pour tout indicg € H;.
Les critéres sont évalués par :

Yjen, cjxjtal
Yjen, djxj+p

Zi(x) = pour touti € {1,2,...,7}

Ou —Z {(x])

mIIQI

. i clxj+at |
Alors on peut écrire : Z;(x) = ]ENI/HI—JL ! — ,Vie{1,2,..,r}
Yjeny/H,4;xj+B
ety = ﬁlcl — aldl < 0, pour tout indice jj € N;/H,

y} = Bic} — atd! < 0 pour au moins un critére, implique qt;e< —L pour toutj € N;/H,

car,f! = d'x* + ' > 0 pour tout critéré € {1,2, ...,r}, les variables de décision ne sont pas
négatives, nous obtenons ceci :

_ atd!
Crxj < ( J/ﬂ_l) X; pour toutj € N,;/H; ;

o atd?
D'ou : Z]ENI/HZ ]x] < Z]EN[/H[( ]/El>x]
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= Z clxj +at < z (C?Jfl/—)x-+c?l
17 - ﬁl ]

JEN/H; JEN/H;

Pour tout critereZ;, i € {1, 2, ...,r} I'inégalité suivante est obtenue :

Yjeny/m, 6% +at
Yjenym 4% + B

at —
ZjENl/Hl ﬁ_l Xj + at

Y jenyn, 4% + B

“I

Y jenyn, 4% + B

Zi(x) =

~=!

= Zi(.X') <

= Z;(x) < dix; + B!

JEN/H|

= Zi(X) < C?l/ﬁ—l
= Z;i(x) < Z;(x))

Par conséquentZ;(x) < Z;(x;) pour touti € {1,2,...,r} et Z;(x) < Z;(x;) pour au moins
un indice, d’olZ(x;) domineZ(x) et la solutiont n’est pas efficace.
Corollaire 1: supposons queH; # @ pour la solution entiéres; ; alors la contrainte

Yjen, Xj = 1 est une coupe efficace.

Proposition 1: H; # @ pour la solution courante; , anrsSl/{x;“ } est un domaine exploré.

Théoreme 2 :I'algorithme décrit s’arréte aprés un nombre fititérations et produit toutes

les solutions efficaces du probleme (P).

Preuve : L'ensemble S des solutions réalisables du probl@metant compact, il contient
un nombre fini de solutions entiéres. A chaqueattén une solution entiere optimalg est
calculée et la coupe efficace est ajoutée. Donprd&ale théoréme précédent et le corollaire,
au moins une solutiom; est éliminée quand on étudie tout les sous-prodéme, r > [,

mais aucune solution efficace n’est supprimée.
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Exemple d’application

Considérons le probleme fractionnaire linéaire roritére suivant :

rnflale()() :xl—_
—2x, + 3

max Z,(X) = —x 4
max Z;(X) = —x; + x;
s.c —x1+4x, <0
le - xz S 8

\ Xq;X, = 0,entiers

L’algorithme de Cambini&Martein appliqué au prabie (P,) suivant

Xy —
max Z;(X) = e
(Po){s.c —x1+4x, <0

2x1 —x, <8
k xq1; X, = 0, entiers

donne la solution optimale qui figure dans le tablei-apres :

B Base | x; X3 X3 Xy

x, |87 |0 1 217 17
x, 3217 |1 0 U7 47

ct |-4/7|0 0 -1/7 -417
dt |-13/7]0 0 217 1/7

yl -3/7 -8/7

c? |4/7 |0 0 1/7 a/7

d* |-15/7|0 0 =217 -1/7

y? 1/7 8/7

c3 | 24/7 |0 0 -1/7 3/7
Tableau V.1

Nous avons dong, = 8/7 etx; = 32/7. Cette solution n’est pas entiere, par conséquent,
deux branches sont possibles :

x; =25 —-1/7x3—4/7x, = 13/7, cette contrainte n’est pas valable.

X1 <4< —-1/7x3 —4/7x, < —4/7; Cette contrainte est rajoutée au tableau simplexe
précédent. En appliqguant la méthode duale du sixephous trouvons la solution optimale
entiere obtenue dans le tableau 2 suivant :

Page 70



Chapitre V Programmation fractionnaire linéaire
multicritére en nombres entiers

B Base | x; X3 X3 Xy X5
x, |1 0 1 1/4 0 141
x; |4 1 0 0 0 1
x, |1 0 0 1/4 1 =714
ct |0 0 0 0 0 -1
dt | -2 0 0 1/4 0 1/4
y! 0 -2
¢ |0 0 0 0 0 1
dz | -2 0 -1/4 0 -1/4
y? 0 2

3 |0 0 -1/4 0 3/4

Tableau V.2
y; < 0 pourtoutj € J3; J3 = N, = {2,5}, alors la solution (4, 1) est optimale.
Eff ={(4, 1)}, H, ={5} et S3; ={x € 5,/ x5 = 1}.

La contraintexs; > 1 est rajoutée aule tableau simplexe. Apres le pg@tnous obtenons le
tableau suivant :

B Base| «x, X
x, |3 4 1
x |3 0 1
Xy |2 -1 -2
xs |1 0 -1
ct |1 0 1
dt | -3 -1 0
y! -1 1
c? |1 0 1
d? | -1 1 0
y? -1 1
c® |3 1 1

Tableau V.3

J% = @, alors la solution entiére (3, 0) est optimal€ &f = {(4,1); (3,0)}.

En continuant a procéder de cette maniére, no@nobs le tableau suivant :
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B Base| «x,; X10
Xe |3 1 0
x5 |0 1 4/3
x, |8 1 -1
xs |4 1 0
Xg |2 0 -1
x; |1 3 8
xg | O 1 1
x, |0 -1 -1
ct |4 1 0
dl -3 -1 -1
y! -1 4-
c? | -4 -1 0
d? | -1 1 1
y? -5 4-
c3 |0 0 1

Tableau V.4

J3 = @, alors la solution entiére (0, 0) est optimal& &f = {(4, 1); (3, 0); (0, 0)},
N4 = {1, 10}, H4 = {10} et 55 = {x € 54/ x10 2 1}

La contraintex;, > 1 est ajoutée au tableau précédent et nous obtdeotebleau V.5
suivant :

B Base| xq; X10
X |2 1 1
x3 | -1 1 1/3
s |7 1 2
X 3 1 -1
x, |2 0 -1
xo |2 3 5
v | 1| 1 0
% |1 -1 o
5 |1 1 1
ct |3 1 -1
dat | -2 -1 0
yl 1 4
c? | -3 -1 1
dz | -2 1 0
yZ _5 4 -
c3 |0 0 1
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Le dual n’est pas réalisable, alors le nceud cooredgmt est exploré.

L'ensemble des solutions entieres efficaces du lemd (P) est:

Eff ={(4,1);(3,0);(2,0); (1,0); (0,0)}.

V.3.2. La méthode de MOULAI Mustapha [1]

Considérons le probleme fractionnaire linéaire @emlores entiers a objectifs multiples

donné par

clx +at

r —_—
male (X) = m

(P) . c"x+a”
N T
s.C
X€ES

\ x entier

Afin de résoudre (P), on cherche I'ensemble dagtisols réalisables dg;) suivant :

clx +at

male(x) = m

(P1) s.c

k xX€ES
X entier

Les notations suivantes sont adoptées :

S, ={x € B*/A;(x) < b; A; € R™*™ b, € R™,x > 0} est la région tronquée de S
obtenue par des coupes successives de Gomory.

Z1 est la valeur optimale d&, dans le ProblémgP,)

xi ={x],} estla solution entiére &g obtenue sus,

Z} estlavaleur dg; ,i € {2, ..., 7} correspondant a la solutiory
p1 estla base d§;

j € R™*1 sont les vecteurs d’'activités xilé]- appropriés a la région tronquée
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yij= i) =) tai; ou y;; € R™M*?
I = {j5 a%,j € 511}

Ny = {j:ai; & Bi}

= la j°™ composante de vecteur c*

d! = la j°™ composante de vecteur d!
1 1,1

Ci1 = Ziezl Ci Vi,ij
1 1 .1

dig = Ziel1 d; Yi,ij

Zia

Zi(x) = 2t OuZiy=ctx{+a' et Z{,=d" x{ +p*

vij = Z1,(ct —cly) — Z11(d} — dj;) le coit réduit relatif & 3™ composante du vecteur

gradient réduit yI

T, ={j/] € Nyet yi, =0}

Pour k=2

Sk = {x € R™ /A, x < b A, € R™™, b, € R™,x >0} est la région tronquée courante de
S obtenue par I'application de la couRgey, ,-(j,_, 3% =1 ou

Jk-1 € T'k—q

xXg = {x,l,]-} est lak®™¢ solution optimale entiére du problérfig) obtenue surS,

Bi estla base de),

1
ak'j

€ R™>1 sont les vecteurs activités dg ; appropriés a la région courars,_,
}’I%,j = (y;,ij) = (B}%) -1 a,lw- ou y,%'j € R™Mkx1

I = {j : allc,j € ,31%}

N ={j:ak; ¢ Bi}

cjl est la j*™¢ composante de vecteur p!

djl est la j™¢ composante de vecteur g*

1 _ 1 .1
Ci,1 —Ziell Ci Vk,ij
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1 _ 1 .1
dgq1 = Ziell d; Yk,ij

Zg N
Zi(x}) = % Ou Zp,=ctxp+a' et Zp,=d x; +p*

Vi =Zh,(ct — ) =z, (d} — dfy) e cot réduit relatif & 1#™ composante du vecteur
gradient réduit y;

e ={j/j € Ny et yi =0}

Théoréme 3 : Le point x; de S est une solution optimale du probléme fractior&iP;)

si est seulement si le vecteur gradient ré(j@ < 0 pour tout indicej € N,

Corollaire 2 : La solution xi du probléme(P;) est unique si est seulement si le vecteur

gradient réduitE < 0 pour tout indicej € Ny,.

Théoréme 4 :Toutes les solutions réalisableg , q € {2, ...,p,} du probléme fractionnaire
linéaire(P,) alternatives ax; sur l'aréteEj, de la régionS (ou la région tronqués,) dans

la direction d'un vecteura;‘jk , Jx €T, , existent dans le demi-espace ouvert

Liene—Gi % < 1.

Théoréme 5: Une solution réalisable entiere du probleme fosctaire linéaire (P)
n'appartient pas a l'arétéj, , j, € I}, de la régiors, a travers une solution réalisable entiére

du problemeP,) appartient au demi-espace fer@ey, —j,3 % = 1.

Remarque: Les démonstrations de ces théorémes sont tropdsndgilecteur intéressé sont
invités a consultel et [].

Algorithme

Etapel :

a. Résoudre le problem@;) par la méthode de Cambini
b. Donner la solution optimale entiére] surS; , notons qu'a la place du probleme
(P,), on peut considérer d’'une maniéere analogue Ilblgmee (P;) avec un objectif

Z; pour un indice quelconquee {2, ..., r}, construire 'ensemblE, .
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Etape?2 : Si ;1] < 0 pour tout indicg € N;, x{ et I'unique solution optimale su$, et Z}

est la valeur optimale d&; . Calculer les valeurs} de Z; données paxi, i € {2,...,r}.
Enregistrer le premier vecteur efficace comag, Z3, ..., Z} ) pour construire I'ensemble
Eff,. Si T'y = @, l'aréteEj; ne contient pas de solutions réalisables entigitesnatives a

xi. Tronquer le pointx] par la coupe suivante}. jey, x; > 1.

Par application de la méthode duale du simplexepliient une solution réalisable entiére
X1 = (x%,j) dans la région tronqués,. Ajouter la valeur correspondantg,,Z,,...,Z, ) a

'ensemble des solutions efficac&¥ f;, s'il n’est pas dominé par I'un des précédentseisst

entiers efficaces. Par consequEfif, devient Ef f;

S’il existe au moins un indicg € N; pour quuelyllj = 0, calculer le nombre

1
— i X1,i 1 N .
01 = ming, {r/)’u;’l > 0} correspondant a la solutiof .

L1

a) Sif; =1, déterminer toutes les solutions entieres rédésalr! , q € {2,...,p.}
alternatives ax! le long de I'arétef;; et leurs vecteurs criteres correspondants. Tranque
y ~ . 7 . BN _ 1

laréte Ej; par la coupey ey, —(j,3 %7 > 1. Une solution réalisable entiére = (x} ;) dans la

bY

région tronquées, est obtenue et son vecteur critere correspondaht agmité a
'ensembleEff, s'il n'est pas dominé par I'un des vecteurs ceiteefficaces précédemment

déterminés pour obteniEf f;.

b) Si 6;; <1 pour tout indicej; € I'; , choisir un indice quelconqug et appliquer
directement la coupe)jey,—(j,3X% =1 pour déterminer une solution réalisable entiere
xi = (x%’]-) dans la région tronqué® . Son vecteur critere correspondant est ajouté a

'ensemble Eff, s'il n'est pas dominé par I'un des vecteurs précéaient déterminés.
Eff, devient Eff;.

Etape k: Choisir un indice ji_; € I,_; et explorer l'aréteE,_, pour déterminer les
solutions entieres réalisables! , , q €{2,..,p;} alternatives ax;_,. Augmenter

'ensembleEf f;,_; par les vecteurs criteres non dominés correspasigaiir construiré f f;

L'aréte Ej,_, est tronquée par la coujen,_,—(j, .} % = 1.
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La solution entiére obtenue sur la région trongqdgeera soit une solution réalisable pour le
probléeme(P;) alternative axi_, ou la prochaine meilleure solution; ou un point non

entier. Ceci marque le début de I'étape 1.

Etape finale : La procédure s’aréte lorsque la méthode duale mhpleke est irréalisable,

indiquant ainsi que la région tronquée couranteamgient aucun point réalisable entier et que

'ensemble des points efficaces est complétemeptméé.

Exemple d’application :

Soit le probléme de la programmation fractionnaire linéaire en nombres entiers a trois
critéres suivant :

x,—4
—x,+3
—x; +4
x, +1
max Zs(x) = —xq + x,
(P) { S.C
—x1 +4x, <0
X = Yox, <4

x1 =0

x, =0
et Xx;,x; entiers

max Z,(x) =

max Z,(x) =

Etapel : Résoudre le probleme relaxé (*) :

( x;—4
max Z;(x) = m
s.c
() —x,+4x,<0
X, — 1/2 X, < 4
\ X1,%X3 =0

La solution de base réalisable optimale du domimorgué est donnée par le tableau V.6 .
L={134), Ny=(25}, L=l e N,y = 0} =2}, 21 = 2, =0,

Z% = Zz(x%) =0, Z31 =Z3(x%) =—4

L'unique solution optimalex; = (4,0) produit le premier triplet efficac€0,0,—4) par
suite,Ef f, = {(0,0,—4)}.
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B Xp X1 Xy X3 X4 Xsg

X3 4 0 4 1 0 1
X4 0 0 -1/2 0 1 -1
X1 4 1 0 0 0 1
D; 0 0 0 0 0 1
qj -3 0 -1 0 0 0
Vi 0 0 0 0 0 -3

Tableau V.6

Etape2: I = ¢, prendre j; = 2 et parcourir 'arréte E, .

Commed;; = min {%} = 1, cela signifie quex] n’est pas unique et une solution qui lui est
adjacente est possible(0,0,—3) domine le triplet (0,0,—4) ce qui entraine que

L'aréte E, est tronquée par la coupe > 1 i.e. —xz +x, =—1 o0U x4 est une variable
d’écart. En appliquant la méthode duale du simplerebtient une solution réalisable entiére
x3 = (3,0) donnée par le tableau du simplexe suivant :

B Xp Xq Xy X3 X4 Xs Xg

X3 3 0 4 1 0 0 1

X4 1 0 -1/2 0 1 0 1

X4 3 1 0 0 0 0 1
Xs 1 0 0 0 0 1 -1

D; 1 0 0 0 0 0 -1
qj -3 0 -1 0 0 0 0

yi -1/3 0 -1 0 0 0 -3

Tableau V.7
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Le triplet correspondant (—1/3,1,—3) et non dominé en tenant compte des solutions
efficaces trouvées précédemment.

DoncEff; = {(0,0,—3);(-1/3,1,-3)}, N, ={2,6}, I}, =0

Etape3 :CommeTl, =@, x3 est une solution unique. Ce point entier est éngar la coupe
X, +xg =1 i.e. —x5 —xg+ x; = —1o0u x; estune variable d’écart supplémentaire

L’application de la méthode du simplexe produit la solution x3 = (2,0) donnée par le
tableau suivant:

B Xp X, X, X3 X4 Xsg X X7 Xg
X3 2 0 0 1 0 0 0 1 -3
Xy 2 0 0 0 1 0 0 -1 -1/2
X1 2 1 0 0 0 0 0 1 1
Xs 2 0 0 0 0 1 0 1 -1
X 1 0 0 0 0 0 1 -1 -1
X3 -3 0 0 0 0 0 0 0 1
D; 2 0 0 0 0 0 0 -1 -1
q; -3 0 0 0 0 0 0 0 1
Vi -1/3 0 0 0 0 0 0 -3 -1
Tableau V.8

Le triplet non dominé(—g; 2; —2) obtenu a cette étape est rajouté a I'enseifififg pour
construireEff, tel queEff, = Eff, U {(—g; 2; —2)}., N; ={7;8}, T; = 0.

Etape 4 : puisque I3 =@, x1 est une solution unique. Ce point entier est twéngar la
coupe x;+xg=>1 e —x; —Xg+Xx9=—1 ou x9 est une variable d’écart

supplémentaire. En appliquant la méthode duale ichplexe on aboutit a la solution
x3 = (1,0) donnée par le tableau suivant
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B Xp X, X, X3 X4 Xsg Xg wueens X X10
X3 1 0 0 1 0 0 0 1 4
Xy 3 0 0 0 1 0 0 -1 -1/2
X1 1 1 0 0 0 0 0 1 0
X5 3 0 0 0 0 1 0 1 2
Xg 2 0 0 0 0 0 1 -1 0
X3 0 0 1 0 0 0 0 0 -1
D; 3 0 0 0 0 0 0 -1 0
q; -3 0 0 0 0 0 0 0 -1
Vi -1 0 0 0 0 0 0 -3 -3
Tableau V.9

Le triplet non domin€—1; 3; —1) est rajouté a 'ensemblef f, pour construir f f5 tel que
Effs =Eff, U{(-1; 3;-1)}, Ny,={9;10}, I, = @.

Etape 5: T, =@, entraine l'unicité de la solution;. Ce point entier est tronqué par la
coupe (B) xg+x0=1 ie. —xg—x19+x1=—1 ou x;;est une variable décart
supplémentaire. En appliguant la méthode dual ohplsixe et éventuellement les coupes de
gomory, la solutionr; = (1,0) donnée par le tableau5 suivant

B Xp X1 Xy X3 X4 Xsg Xg evnnen X10 X11

X3 0 0 0 1 0 0 0 3 1
X4 4 0 0 0 1 0 0 1/2 -1
X1 0 1 0 0 0 0 0 -1 1
X5 2 0 0 0 0 1 0 1 1
X 3 0 0 0 0 0 1 1 -1
Xy 0 0 1 0 0 0 0 -1 0
D; 4 0 0 0 0 0 0 1 -1
q; -3 0 0 0 0 0 0 -1 0
Vi -4/3 0 0 0 0 0 0 -1 -3

Tableau V.10
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Le triplet non doming€—4/3; 4;0) est rajouté a I'ensemblgf f; pour construireEff, tel

que Effy = Eff; U{(=4/3; 4,0)}, N5 ={10;11}, I5 = 0.

Etape 6: s =@, la solution x} est unique. Ce point entier est tronqué par lpeay, +

X114 =1 ie. —xy9—x11 + X1, =—1 ou x;, estune variable d’écart supplémentaire.

Lors de I'application de la méthode duale du sim@]d’opération usuelle de pivot devient
impossible indiquant que le domaine restant neiesnaucun point entier réalisable et que
toutes les solutions efficaces du probléeme étudig été obtenues. Cette impossibilité de

pivoter est donnée par le tableau du simplexe stiiva

B Xp Xq X, X3 X4 Xsg Xg wueens X11 X12
X3 -1 0 0 1 0 0 0 2 1
X4 5 0 0 0 1 0 0 3/2 -1
X1 -1 1 0 0 0 0 0 -2 1
Xs 1 0 0 0 0 1 0 0 1
Xg 4 0 0 0 0 0 1 2 -1
Xy 0 0 1 0 0 0 0 -1 0
D; 5 0 0 0 0 0 0 2 -1
q; -3 0 0 0 0 0 0 -1 0
Vi -5/3 0 0 0 0 0 0 1 -3
Tableau V.11

La variablex; est sélectionnée pour sortir de la base B, gtest la variable qui doit rentrer
dans la base. Seulement, le vecteur Iig_mg,) a toutes ses composantes positives ce qui

implique I'impossibilité de I'opération de pivot par suite I'arrét de I'algorithme.
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Chapitre VI implémentation de la méthode de
résolution sur MATLAB

VI.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnerons une petite inttah sur le logiciel MATLAB, puis
nous présenterons notre application qui est basea programmation de la méthode de
Chergui sur MATLAB.

1. Qu’est ce que MATLAB ?

MATLAB

Matrix

\/
Laboratory

MATLAB est une application qui fournit un envirorment de calcul matriciel simple,
efficace, interactif permettant la mise en ceuw® algorithmes développés dans le cadre des
projetslinpack et eispack.
MATLAB est constitué d'un noyau relativement régduaiipable d’interpréter puis d”evaluer
les expressions numeériques matricielles qui lut sdnesseées :

» Soit directement au clavier depuis une fenétreotencande

» Soit sous forme de séquences d’expressiorsspts enregistrées dans des fichiers-

texte appelémfiles et exécutées depuis la fenétre de commandes
» Soit plus rarement sous forme de fichiers binaagselésnex-files ou fichiers .mex

générés a partir d’'un compilateur C ou Fortran.

Ce noyau est complété par une bibliotheque de ifomcprédéfinies, tres souvent sous forme
de fichiersmiles, et regroupés en paquetagestoalboxes. A coté degoolboxes requises
local et matlab, il est possible d’ajouter des toolboxes spécdma tel ou tel probleme
mathématiqueQptimization Toolbox, Sgnal Processing Toolbox par exemple ou encore des
toolboxes crées par l'utilisateur lui méme. Un éyst de chemin d’accés path permet de
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préciser la liste des répertoires dans lesquels M¥BI trouvera les différents fichieram
files.
MATLAB comporte un tres grand nombre d’opérateuds, commandes et de fonctions

permettent de réaliser plusieurs opérations.

Dans MATLAB, on peut programmer et créer les famg et fichiers nous méme sur M-file,
puis les sauvegarder et les exécuter sur I'espadeadail. Il suffit juste d’'introduire le nom

du fichier ou de la fonction.

=k MATLAB
Fil=  Fdit Nehig  Naskbp Wirdow  Felp

I: ﬁ' J'E' EEI El LR ﬁ ﬂﬁ ? |C."DLIL;urrlt:rllb:urldSI::|.|irlg‘c".V|".|".1I::b: dusurnienl=ihlall=t

Shortcuts [P Howe to Add  [P] wikat's Mewy
LI O Command Window

[@H >

Al Files = To get started, select MATLAE Help or Demos from the Eelp nena.

[1L 2 3

o

on
]
3]

s ka2
o
04
il
[

> b

[+ 5
11 oo

pi:

g

Fig.VI1.1. Fenétre de commandes Matlab
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VI.2 Implémentation de la méthode

Pour notre implémentatiamous avon pris I'exemple d’écrit dans le chapitre.

On peut avoir la solution de cette exemple surenapiplication, il suffit d’'introduire le non ¢

notre programme sur MATLAB (espace dravail) qu'on a nomm « Fractionnaire »,
d’introduire les données (Imatrice, le fonctions objectifsle vecteur b), puis cliquer sur

touche entréeNous obteans I'ensemble de solution efficace pour le prole

!"'EFILEI ~ln | Fl | x e | @
33 = if anv(yl=0]}
34— d={numl./denl)
A for k=1l:size(d)
| s if{dlk)==inf)
2 = d{k)=—inf
38— end
= end
40 — [11,91]=max{d)
41 — cp=l{l:m,31)
42— r=1{l:m,n+m+1l}
43 — bl=r./cp
44 — for i=1l:m
45 — if (b1{i)<0)
4 — B1{1)gi0™s
47 = and
48 — end
49 — [i2,72]=min(bl)
SH-= if ~isemptyi(j2)
4”| B T— '“"H|' b

Isimplexe iLn 1 Col 1 !TD_-IF:_ i

Fig. VI. 2 : Le m-file
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Les étapes deette implémentatior :

1) Nous avondait appelle a une fonction nome simplexe pour calculer la solution
niveau optimale en maximisant 1™ fonction objectif sous les contrais du
probleme (P).

Edit Debug Distributed Desktop Window Help

| File

i @ | & B39 o |§ i = | (7] | | Calsers\Micro\Desktop’\ TP - B &=
I Shaortcuts [F] How to Add  [F] What's New
Current Director P! | Command Window M T
B -[c - -
: a
A Mame = o
EEans
Le problémse a une solution optimale finie
le point optimale du problems:
£ Ll Li xil)= 0O
. = oA w xi2)= 0
----- T—— ZOf W
----- T—— Z25/10 La waleur de la fonction obhijective a ce point optimal:
K== 28/t
..... s ooy z= 0.000000
----- TF— 30/
----- S—— 0L/ ans =
== D2/
----- 5— BZ/): —0. 5000 1.0000 a. 5000 a a
3 .0000 o i.0000 1.0000 5.0000 |—
0.5000 o o.5000 a o iE
[ovr
—

Fig. VI.3 : Le tableau simplexe optin associe cette solutior
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Conclusion générale

L’'optimisation multicritere est sans doute un axe récherche tres intéressant pour les
scientifiques et les ingénieurs, non seulementu&ecde nature multicritere de la plupart des
problemes réels, mais aussi parce que de nombreusstions restent ouvertes dans ce
domaine.

Dans ce modeste travail, on avons donné une vuergraigue des méthodes d’optimisation
fractionnaire linéaire discréte uni-critére et nauitere. On peut conclure que ces méthodes
sont basées sur I'optimisation continue, vu l'séition successives des algorithmes de la
meéthode du simplexe, et la méthode duale du siraplex

Les deux méthodes exactes concernant I'optimisatiaotionnaire linéaire en nombres
entiers a objectifs multiples représentent un tasuhportant dans la littérature compte tenu
des propriétés spécifigues du probleme (MOLFPEgnBjue l'avantage principal de ces
meéthode soit le fait qu‘aucune optimisation nogdire n'est exigée, elle présente néanmoins
un inconvénient alourdissant la complexité de Baillpme. Cet inconvénient est caractérisé
par la recherche de toutes les solutions réalisadiéiéres du probleme de programmation
fractionnaire linéaire entier relaxel).

Donc le probleme reste ouvert aux autres cherclpusdévelopper de meilleures méthodes
de résolution de ce type de problemes.
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