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iv Résumé

Résumé

Récemment, de plus en plus d’attention a été accordée à l’utilisation du chaos dans la transmission

sécurisée de données. En effet, depuis le travail pionnier de Pecora et Carrol, qui ont démontré la possibilité

de synchroniser deux systèmes chaotiques avec des conditions initiales différentes, l’utilisation de systèmes

chaotiques dans une communication sécurisée a révolutionné les méthodes de cryptage traditionnelles.

Dans les systèmes de communication basés sur le chaos, le message secret est masqué par le signal

pseudo-aléatoire généré par le système chaotique entraîné (émetteur ou maître) conduisant à un signal in-

intelligible qui est transmis par le canal public au système chaotique de réponse (récepteur ou esclave). La

récupération du message d’origine est possible si l’émetteur et le récepteur sont synchronisés. Cependant,

l’un des problèmes majeurs de la configuration maître-esclave est l’apparition d’un retard dans le canal

de transmission entre l’émetteur et le récepteur, qui est généralement causé par la distance entre les deux

systèmes, et qui constitue un élément très néfaste à la synchronisation. En effet, si la synchronisation

entre l’émetteur et le récepteur n’est pas correctement réalisée, il serait alors impossible de reconstruire

le message secret.

Par ailleurs, l’introduction des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire dans la conception des sché-

mas de communication sécurisée augmente grandement la sécurité. En effet, les systèmes chaotiques

d’ordre fractionnaire améliorent la sécurité en considérant les ordres de dérivation comme des paramètres

supplémentaires de la clé de sécurité. Ainsi, une grande attention a été accordée à la synchronisation des

systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire.

L’objectif de cette thèse est de développer des nouvelles méthodes de synchronisation des systèmes

chaotiques d’ordre entier et fractionnaire à base d’observateurs en présence de retard dans le canal de

communication (retard sur la mesure) et de perturbations (incertitudes paramétriques et perturbations

externes). Dans les techniques proposées, le système esclave est composé de deux éléments : un observateur

à mode glissant d’ordre supérieur qui permet d’estimer les états retardés en temps fini et sans chattering,

et un prédicteur d’état qui permet de compenser le retard et ainsi d’assurer une bonne synchronisation

entre les systèmes maître et esclave.

Les conditions de convergence des méthodes de synchronisation proposées sont établies et des exemples

numériques sont donnés pour démontrer l’efficacité des approches de synchronisation proposées.

Mots-clés :Observateurs non linéaires, systèmes chaotiques, synchronisation chaotique, observateurs

à mode glissant d’ordre supérieur, systèmes à retard, prédicteur d’état, systèmes d’ordre fractionnaire,

transmission sécurisée.
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Abstract

Recently, more and more attention has been paid to the use of chaos in the secure data transmission.

Indeed, since the pioneering work of Pecora and Carrol, who demonstrated the possibility of synchronizing

two chaotic systems with different initial conditions, the use of chaotic systems in secure communication

has revolutionized traditional encryption methods.

In chaos-based communication systems, the secret message is masked by the pseudo-random signal

generated by the driven chaotic system (emitter or master) leading to an unintelligible signal which is

transmitted through the public channel to the chaotic response system (receiver or slave). Recovery of

the original message is possible if the emitter and receiver are synchronised. However, one of the major

problems of the master-slave configuration is the appearance of a delay in the transmission channel bet-

ween the transmitter and the receiver, which is generally caused by the distance between the two systems,

and which constitutes a very detrimental element to synchronisation. Indeed, if the synchronisation of

the transmitter and the receiver is not correctly carried out, then it would be impossible to reconstruct

the secret message.

Moreover, the introduction of fractional-order chaotic systems in the design of secure communication

schemes greatly increases security. Indeed, chaotic fractional-order systems improve security by conside-

ring derivation orders as additional parameters of the security key. Thus, much attention has been paid

to the synchronisation of fractional-order chaotic systems.

The objective of this thesis is to develop new methods of synchronisation of integer-order and

fractional-order chaotic systems by using observers in the presence of delay in the communication channel

(output delay) and perturbations (parametric uncertainties and external disturbances). In the proposed

techniques, the slave system is composed of two elements : a high-order sliding mode observer which

permits to estimate the delayed states in finite time and without chattering, and a state predictor which

compensates for the delay and thus ensure a good synchronisation between master and slave systems.

The convergence conditions of the proposed synchronisation methods are established and numerical

examples are given to demonstrate the effectiveness of the proposed synchronisation approaches.

Keywords :Nonlinear observers, chaotic systems, chaotic synchronisation, high-order sliding mode

observers, delayed systems, state predictor, fractional-order systems, secure transmission.
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Introduction Générale

De nos jours, la sécurisation de transmission de l’information est un sujet de recherche pour

lequel il y a actuellement un fort regain d’intérêt, notamment pour deux raisons. D’une part, c’est

une conséquence du formidable développement des télécommunications via le support réseau, no-

tamment l’internet [1,2]. D’autre part, la sécurité est également apparue naturellement à la suite

de la vulgarisation des échanges d’informations confidentielles. En effet, la notion de confidentia-

lité s’est largement étendue du champ qui ne concernait initialement que la diplomatie, l’armée

et les gouvernements. Cette confidentialité est devenue nécessaire à chaque individu à travers la

banalisation des échanges d’informations sur les grands réseaux de communication comme l’in-

ternet. Les échanges d’informations privées concernent, par exemple, les transactions financières

suite à des achats électroniques, la transmission de données médicales confidentielles ou, plus

simplement, la correspondance électronique entre individus. Par conséquent, le chiffrement de

message, de parole ou d’image est devenu un défi de plus en plus sérieux et urgent.

Bien que l’efficacité des algorithmes de chiffrement classique [3–5] soit reconnue, leur temps

de calcul est long, ce qui conduit à une diminution du débit des messages transmis. Le déve-

loppement constant des techniques de cryptanalyse, provoqué par la puissance croissante des

ordinateurs disponibles [6], réduit le niveau de confidentialité de ces algorithmes. Ces failles

ont poussé la recherche vers le développement de nouveaux systèmes. L’utilisation du chaos

était l’une des alternatives proposées. Récemment, de plus en plus d’attention a été accordée à

l’utilisation de la théorie du chaos pour développer de nouveaux schémas de chiffrement. Les pro-

priétés des systèmes chaotiques, qui sont des systèmes déterministes au comportement complexe

et imprévisible, très sensibles aux conditions initiales et aux variations paramétriques, motivent

l’utilisation du chaos dans les applications de communication sécurisée. En effet, depuis le travail

pionnier de Pecora et Carrol [7], qui ont démontré la possibilité de synchroniser deux systèmes

chaotiques avec des conditions initiales différentes, l’utilisation des systèmes chaotiques dans une
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communication sécurisée a révolutionné les méthodes de cryptage traditionnelles. Dans les cryp-

tosystèmes basés sur le chaos, le message secret est masqué par le signal d’aspect aléatoire généré

par le système chaotique entraînant (émetteur ou maître) conduisant à un signal inintelligible

qui est transmis par le canal public au système chaotique de réponse (récepteur ou esclave). La

récupération du message d’origine est possible si l’émetteur et le récepteur sont synchronisés.

Le phénomène de synchronisation peut être décrit comme étant un processus d’ajustement

des rythmes des événements répétitifs par l’intermédiaire des faibles interactions. Huygens a

observé ce phénomène pour la première fois en 1673 en étudiant un système de deux pendules

couplés [8]. Depuis le constat de Huygens, la synchronisation des systèmes dynamiques a trouvé

des applications en théorie et en pratique, et plusieurs types de synchronisation ont été dis-

tingués, notamment l’auto-synchronisation, qui se manifeste par des interactions internes entre

les systèmes considérés et la synchronisation commandée, qui nécessite une intervention externe

pour forcer deux systèmes ou plus à se synchroniser [9]. La synchronisation maître-esclave ap-

partient à la catégorie de la synchronisation par commande, dans laquelle un système dominant

(le système maître) impose son rythme à un second système (le système esclave). Ainsi, plusieurs

méthodes de synchronisation à base de commande ont été proposés dans la littérature et ce dans

le cas des systèmes chaotiques d’ordre entier [10–12].

Par ailleurs, avec le développement du calcul d’ordre fractionnaire [13, 14], l’attention a été

portée à l’utilisation des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire dans la conception des sché-

mas de communication sécurisée ce qui augmente grandement la sécurité. En effet, les ordres de

dérivations sont considérés comme des paramètres supplémentaires de la clé de sécurité. Il est

pratiquement impossible pour un intrus d’identifier les ordres fractionnaires à partir des mesures

observées, ce qui améliore le niveau de sécurité. Plusieurs méthodes de synchronisation des sys-

tèmes chaotiques d’ordre fractionnaire et leur application à la transmission sécurisée de données

sont développées dans la littérature [15,16].

En 1997, Nijmeijer et Mareels [17] ont démontré que la synchronisation de deux systèmes

chaotiques est un problème de conception d’observateurs où le système esclave est conçu à base

d’un observateur d’état pour le système maître. Le problème de l’estimation d’état et de la syn-

thèse d’observateurs pour les systèmes dynamiques a été étudié depuis les années 1960 et est

encore un domaine très actif aujourd’hui. En effet, de nombreuses applications, telles que la dé-

tection de défauts, la commande, l’identification et la synchronisation des systèmes dynamiques,
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nécessitent une estimation d’état. Il s’agit de concevoir un système dynamique appelé observa-

teur dont le but est de reconstruire les états du système en utilisant uniquement des informations

partielles, telles que les signaux d’entrée et de sortie.

Dans ce contexte, diverses stratégies de synthèse d’observateurs pour différentes classes des

systèmes linéaires et non linéaires ont été développées, telles que les systèmes Lipschitziens, les

systèmes satisfaisant les propriétés du secteur et de restriction de pente, les systèmes ayant des

formes particulières telle que la forme canonique observable et pour lesquelles plusieurs types

d’observateurs linéaires et non linéaires ont été proposés tels que l’observateur de Luenberger

[18, 19], le filtre de Kalman [20], l’observateur à grand gain [21, 22], l’observateur de Thau [23],

l’observateur d’Arcak [24], etc.

Ces observateurs ont été utilisés et mis en œuvre avec succès dans des conditions idéales.

Cependant, dans la pratique, on est fréquemment confronté à des situations dans lesquelles ces

stratégies ne parviennent pas à estimer avec précision l’état du système. Il s’agit de contraintes

et d’incertitudes imposées par l’environnement extérieur et les imperfections des circuits électro-

niques, qui se manifestent par des incertitudes paramétriques, des perturbations, des dynamiques

non modélisées, des entrées inconnues, des défauts, des bruits de mesure, des retards, etc. Ces

imperfections sont particulièrement courantes dans le contexte de la synchronisation maître-

esclave et ses applications dans les systèmes de communication, où elles sont souvent négligées

ou seulement analysées et quantifiées.

Afin d’améliorer les performances d’un observateur d’état dans de telles circonstances, les

chercheurs ont développé des stratégies plus avancées qui tiennent compte des considérations

pratiques : les stratégies robustes et adaptatives ont ainsi vu le jour.

Par conséquent, les observateurs à entrées inconnues [25, 26] ont été développés dans le but

d’estimer l’état du système tout en découplant les entrées inconnues ; les observateurs à modes

glissants [27–29] basés sur la théorie de la commande à structure variable sont des observateurs

robustes qui permettent l’estimation simultanée de l’état et de l’entrée inconnue ; et les observa-

teurs adaptatifs [30–32] ont été développés dans le but de reconstruire simultanément les états

et les paramètres inconnus.

Indéniablement, les observateurs à modes glissants sont une solution simple aux problèmes

cités ci-dessus. Cependant, la présence des termes discontinus induisent le phénomène de chatte-

ring (réticence ou broutement) qui se traduit par de fortes oscillations à des hautes fréquences.
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Néanmoins, le recours aux modes glissants d’ordre supérieur permet de conserver les avantages

du mode glissant d’ordre un (convergence en temps fini, précision et la robustesse vis à vis des

incertitudes) tout en réduisant le phénomène de chattering [33].

Par ailleurs, le problème de la conception d’observateurs non linéaires, en présence d’un

retard affectant la sortie, a pris de l’ampleur ces dernières années. Les techniques d’immersion

et d’invariance ont été étudiées pour concevoir des observateurs pour des systèmes non linéaires

lorsque la sortie est soumise à un retard constant [34]. Un observateur à grand gain sous mesures

retardées est développé dans [35]. Un observateur pour les systèmes non linéaires Lipschitziens

soumis à un retard variable dans le temps est proposé dans [36]. Le premier travail traitant de la

conception d’observateurs non linéaires à sortie retardée est présenté dans [37], pour une classe de

systèmes uniformément observables. Les auteurs proposent un "observateur en chaîne" composé

d’observateurs successifs en cascade. Chaque observateur considère qu’il y a eu un retard à chaque

instant retardé. Cette idée a été étendue dans [38–40]. La conception d’observateur-prédicteur

en cascade est une approche efficace pour compenser le problème du retard dans les systèmes

non linéaires [41–43]. Cette approche se compose de deux étapes. Dans la première étape, un

observateur est conçu pour estimer l’état retardé. L’observateur est alimenté par les mesures

retardées pour obtenir l’estimation de l’état retardé. Cet observateur fonctionne comme dans

une situation de retard libre. Dans la deuxième étape, le prédicteur est utilisé pour compensé le

retard.

La théorie des observateurs non linéaires a joué un rôle fondamental dans le développement

des méthodes de synchronisation des systèmes chaotiques d’ordre entier et d’ordre fractionnaire

et de leurs applications dans les systèmes de transmission de données sécurisés. Plusieurs ob-

servateurs ont été développés dans la littérature, parmi eux, on peut citer l’observateur syner-

gétique [44, 45], l’observateur proportionnel intégral [46], l’observateur à mode glissant [47, 48],

l’observateur exponentiel non fragile [49] et l’observateur adaptatif [50, 51].

Cependant, dans la plupart des méthodes de synchronisation proposées dans la littérature,

les moyens de communication sont considérés comme idéaux. En effet, plusieurs contraintes de

communication, telles que retard dans le canal de transmission (retard sur la mesure), les incer-

titudes et les perturbations externes ne sont pas prises en considération. Ces contraintes peuvent

dégrader la synchronisation. Ainsi, un retard dû au délai de communication peut altérer la réa-

lisation de la synchronisation. Si la synchronisation entre l’émetteur et le récepteur n’est pas
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correctement réalisée, il serait alors impossible de reconstruire le message secret. Par conséquent,

il est souhaitable que les méthodes de synchronisation tiennent compte de ces contraintes.

Objectifs de la thèse

L’objectif majeur de cette thèse est d’apporter des réponses aux problèmes rencontrés dans

les applications de communication basées sur la synchronisation de systèmes chaotiques soumis à

des contraintes de communication (retard, incertitudes paramétriques et perturbations externes),

en utilisant des techniques issues de l’automatique, notamment la théorie des observateurs non

linéaires. Les résultats attendus se résument comme suit :

– Développement de nouvelles méthodes de synchronisation des systèmes chaotiques d’ordre

entier et d’ordre fractionnaire en présence des incertitudes et du retard dans le canal de

transmission (retard sur la mesure) en utilisant les observateurs à mode glissant d’ordre

supérieur.

– Synthèse d’un prédicteur d’état d’ordre entier et d’ordre fractionnaire permettant d’atté-

nuer et éliminer les effets du retard et ainsi d’obtenir les estimations des états à l’instant

présent.

– Synthèse d’une méthode de synchronisation d’un système chaotique de Takagi-Sugeno (TS)

à base d’un observateur proportionnel intégral (PI) avec application à la transmission

sécurisée d’un message audio.

La structure de cette thèse est ponctuée en cinq chapitres dont le contenu est présenté ici de

manière introductive.

Le chapitre 1 : Dans le chapitre, nous rappellerons les principales notions liées aux obser-

vateurs d’états et à l’observabilité dans le cas des systèmes linéaires et non linéaires.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons une liste non exhaustive d’observateurs linéaires et

non linéaires, une attention particulière sera portée aux observateurs à mode glissant qui feront

l’objet de cette thèse.

Le chapitre 2 : La première partie de ce chapitre sera consacrée aux systèmes chaotiques

ainsi qu’à leurs propriétés, telles que la sensibilité aux conditions initiales, l’aspect aléatoire,

l’attracteur étrange, etc. Puis, les outils d’analyse mathématique de ces systèmes seront pré-
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sentés. Ensuite, nous nous intéressons à l’analogie entre les systèmes chaotiques et les systèmes

cryptographiques, ainsi qu’à leur utilisation dans les schémas de communication sécurisée. Puis,

nous passerons à la synchronisation des systèmes chaotiques, en présentant les différents types

et méthodes de synchronisation. Enfin, l’accent sera mis sur la synchronisation basée sur les

observateurs, qui fera l’objet de notre travail.

Le chapitre 3 : contient la première contribution de cette thèse.

Dans un premier temps, la synchronisation de systèmes chaotiques sans retard dans le canal de

transmission sera présentée. Cette méthode est basée sur l’utilisation d’une structure multimo-

dèle, dans laquelle un système chaotique sous la forme de Takagi-Sugeno est synchronisé avec

un observateur proportionnel intégral (PI) à entrée inconnue, où cette dernière est un message

audio à transmettre via le canal de transmission et à récupérer grâce au système esclave.

La synchronisation des systèmes chaotiques avec un retard affectant le signal de sortie sera

abordée dans la deuxième partie de ce chapitre. La méthode de synchronisation proposée re-

pose sur l’utilisation d’un observateur à mode glissant du second ordre basé sur l’algorithme de

Super-Twisting pour estimer les états retardés du système, qui sont ensuite introduits dans un

prédicteur d’état qui compense le retard causé par le canal de transmission, ce qui entraîne la

synchronisation entre le système maître et esclave. Les approches de synchronisation proposées

sont validées par des simulations.

Le chapitre 4 : est consacré aux concepts fondamentaux de la dérivation et de l’intégra-

tion d’ordre non entier. Les définitions de Caputo, de Riemann-Liouville et de Grünwald-Letnikov

sont particulièrement mises en avant. Plusieurs autres représentations de ces systèmes sont éga-

lement détaillées. La deuxième partie de ce chapitre porte sur la commandabilité, la stabilité et

l’observabilité des systèmes d’ordre fractionnaire. Cette dernière étant particulièrement étudiée.

Ensuite, nous examinons les systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire, ainsi que les conditions

qui doivent être remplies pour qu’un système d’ordre fractionnaire non linéaire se comporte de

manière chaotique.

Ce chapitre contient toutes les définitions nécessaires à la compréhension des notions présen-

tées dans le chapitre 5.
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Le chapitre 5 : Une autre contribution de cette thèse est l’extension de la contribution

présentée dans le chapitre 3 à la synchronisation des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire

soumis à un retard dans le canal de transmission. Cette méthode utilise un observateur à mode

glissant d’ordre supérieur fractionnaire pour estimer les états et la perturbation totale retardés,

qui sont ensuite introduits dans un prédicteur d’état d’ordre fractionnaire, permettant de com-

penser le retard causé par le canal de transmission. Des simulation sont présentées pour montrer

l’efficacité de la méthode proposée.

Enfin, cette thèse se termine par une conclusion générale et quelques perspectives.





Chapitre 1

Observabilité et synthèse d’observateurs

des systèmes non linéaires

1.1 Introduction

L’intérêt pour les observateurs d’état se trouve dans une variété de domaines et d’applica-

tions, y compris le contrôle, la supervision, le diagnostic des systèmes, etc. Plusieurs stratégies de

commande utilisent l’état du système pour calculer la loi de commande qui permet au système

d’accomplir sa tâche. Comme le vecteur d’état n’est pas toujours disponible au moment de la

mesure, un observateur est alors nécessaire pour l’estimer.

Depuis plusieurs décennies, l’étude de l’observabilité et la conception ds observateurs occupent

une place centrale dans la théorie du contrôle des systèmes linéaires [52, 53] et non linéaires

[54,55]. Concrètement, l’étude de la dynamique d’un système physique donné est en bonne partie

permise grâce à la mesure de ses grandeurs physiques. Cependant, de nombreuses raisons (coût ou

incapacité de mesurer une grandeur par exemple) nous poussent à ne mesurer que certaines des

grandeurs physiques du système étudié. L’observation des systèmes est le domaine permettant

d’estimer les grandeurs qui ne sont pas mesurées, et l’observateur est l’outil mathématique jouant

le rôle de capteur logiciel, permettant de fournir une estimation de l’état inconnu recherché.

Malgré les efforts dans ces activités de recherche, beaucoup de problèmes d’observation demeurent

ouverts.

L’observabilité d’un processus est un concept très important dans le domaine de l’estimation
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d’état. En effet, pour reconstruire les états inaccessibles d’un système, il faut savoir, à priori,

si les variables d’état sont observables ou non. L’observabilité d’un système est la propriété qui

permet de dire si l’état peut être déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux

d’entrées et de sorties. Dans le cas des systèmes non linéaires, la notion d’observabilité dépend

des entrées (la notion d’entrée uniforme) et des conditions initiales (la notion de discernabilité).

Dans ce chapitre, nous dressons une revue de littérature non exhaustive des propriétés d’ob-

servabilité et de la synthèse d’observateurs.

1.2 Notions de base sur les observateurs d’états

- Principe d’un observateur

Soit le système dynamique non linéaire suivant : ẋ(t) = f (x, u, t)

y(t) = h (x, u, t)
(1.1)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp représente le vecteur

de sortie mesurée. Les fonctions f et h sont supposées de classes C∞.

Définition 1.1 Un observateur pour le système (1.1) est un système dynamique auxiliaire

qui a comme entrées, les entrées/sorties du système (1.1) et comme sorties, les états

estimés x̂.

Afin de produire l’estimation de x, nous avons besoin de concevoir deux fonctions Φ et Ψ telles

que l’observateur est défini par les équations suivantes : ξ̇(t) = Ψ (ξ, u, y, t)

x̂(t) = Φ (ξ, u, t)
(1.2)

avec ξ ∈ Rs, s ≤ n et x̂ ∈ Rn, vérifie les deux conditions suivantes :

– (C1) Si x̂(0) = x(0) alors x̂(t) = x(t) ∀t ≥ 0.

– (C2) lim
t→∞
‖x̂(t)− x(t)‖ = 0

La condition (C1) signifie que si l’observateur (1.2) et le système (1.1) possèdent le même état

initial, alors l’état estimé devrait être égal à l’état réel à tout instant t.

La condition (C2) signifie que l’état estimé x̂(t) converge asymptotiquement vers x(t). On dit

alors que le système (1.2) est un observateur asymptotique.
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Si la condition (C2) est satisfaite ∀x(t); x̂(t), l’observateur (1.2) est dit global.

Si la convergence (C2) est exponentielle, l’observateur est dit exponentiel.

1.3 Observabilité des systèmes linéaires

Soit un système continu à temps invariant décrit par les équations d’état : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.3)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande

et de sortie du système. Les matrices A,B et C sont des matrices constantes de dimensions

appropriées.

L’observabilité du système linéaire (1.3) est garantie si et seulement si le critère de rang de

Kalman est satisfait, ou si le Grammien d’observabilité est une matrice définie positive ou bien

si le critère de Hautus-Belevitch-Popov est vérifié.

Theorem 1.2 [52] Le système (1.3) est observable si et seulement si l’un des critères

suivants est vérifié :

- Le critère de Kalman suivant est satisfait :

rang (O) = rang


C

CA

:

CAn−1

 = n

- ∀ t > 0, le Grammien d’observabilité

W(A,C) =

∫ t

t0

e(A
T (t−t0))CTCe(A(t−t0))dt (1.4)

est une matrice définie positive.

- Le critère de Hautus-Belevitch-Popov suivant est vérifié :

rang

(
sI − A
C

)
= n, ∀ s ∈ C

Depuis une vingtaine d’années, la commande et l’analyse des systèmes à retard font l’objet de

nombreuses études et contributions. Les chercheurs se sont particulièrement penchés sur l’analyse

de l’observabilité des systèmes retardés [56,57].
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1.3.1 Observabilité des systèmes à retard

Considérons le système retardé décrit par le modèle d’état suivant [56] :
ẋ(t) =

N∑
i=0

Aix(t− iτ) +
N∑
i=0

Biu(t− iτ)

y(t) =
N∑
i=0

Cix(t− iτ)

(1.5)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp représente le vecteur

de sortie, τ ∈ R+ représente le retard, et N représente la valeur maximale de retard. Ai, Bi, Ci

sont des matrices de dimensions appropriées. x(t) = ϕ(t), t ∈ [−Nτ 0] est la fonction des

conditions initiales [56].

Le système (1.5) peut être réécrit comme un modèle d’anneau suivant :

 ẋ(t) = A(O)x(t) +B(O)u(t)

y(t) = C(O)x(t)
(1.6)

Avec O est l’opérateur de retard défini pour toute fonction continue f(t) par Of(t) = f(t− τ)

et Oif(t) = f(t− iτ).

Les matrices A, B, C sont des matrices polynomiales dans O données par : A(O) =
N∑
i=0

OiAi,

B(O) =
N∑
i=0

OiBi et C(O) =
N∑
i=0

OiCi.

L’extension de base de l’observabilité des systèmes à retard est l’observabilité initiale :

Chaque état initial (x(0), ϕ(t), t ∈ [−Nτ 0[) est observable si la sortie du système autonome

n’est pas identiquement nulle pour les systèmes à retard sur [0 ∞).

On définit la matrice d’observabilité du système (1.6) comme suit [56, 57] :

〈
C(O)

A(O)

〉
=


C(O)

C(O)A(O)

:

C(O)An−1(O)

 (1.7)

Avec
〈
C(O)
A(O)

〉
est la matrice d’observabilité polynomiale.

– Observabilité forte : Le système (1.6) est observable sur un anneau R[O] si x(t) peut

être reconstruit dans un temps t.

– Observabilité faible : Le système (1.6) est observable sur un anneau R[O] si

rang

〈
C(O)

A(O)

〉
= n (1.8)
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- Système linéaire à sortie retardée

Considérons le système linéaire continu à temps invariant suivant : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

yr(t) = Cx(t− τ)
(1.9)

où : x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et yr ∈ Rp représente le vecteur

de sortie retardée. τ ∈ R+ représente le retard. Les matrices A,B et C sont des matrices

constantes de dimensions appropriées.

A partir de (1.9) et avec u(t) = 0 on aura :



ẏr(t) = Cẋ(t− τ)

= CAx(t− τ)

.

:

yn−1
r (t) = CAn−1x(t− τ)


(1.10)

Donc :



yr(t)

ẏr(t)

.

:

yn−1
r (t)


=



C

CA

.

:

CAn−1


x(t− τ) (1.11)

Soit :

O =



C

CA

.

:

CAn−1


(1.12)

Le système (1.9) est observable si rang(O) = n. Ce qui est identique au cas sans retard.

1.4 Différents types d’observateurs

La technique de l’observateur est connue dans la théorie classique du contrôle comme une

méthode permettant la reconstruction des états d’un système en utilisant les entrées et sorties
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mesurées. Luenberger a proposé et développé l’observateur d’état classique pour la première fois

en 1964 [19]. Depuis, la technique des observateurs a progressé rapidement et régulièrement.

Plusieurs approches de synthèse d’observateurs sont développées dans la littérature.

De nombreuses études ont été menées sur la synthèse d’observateurs pour les systèmes li-

néaires. Deux principaux observateurs sont utilisés dans le contexte des systèmes linéaires :

L’observateur de Kalman pour les systèmes variants dans le temps et l’observateur de Luenber-

ger pour les systèmes linéaires invariants dans le temps. Initialement, Kalman-Bucy ont introduit

ce qui est actuellement plus connu sous l’appellation de filtre de Kalman pour la reconstruction

d’état d’un système stochastique également utilisé pour des systèmes déterministes [20]. Luen-

berger a proposé une nouvelle théorie de l’observation connue sous le nom d’observateur de

Luenberger. Son idée est d’ajouter au modèle un terme correctif entre la sortie réelle et esti-

mée [18].

Les approches de synthèse d’observateurs linéaires ont fortement inspiré les chercheurs pour

généraliser les méthodes déjà développées au cas non linéaire. En effet, la structure de base des

observateurs non linéaires proposés est celle de l’observateur de Luenberger. L’observateur le

plus largement utilisé pour les systèmes non linéaires est le filtre de Kalman étendu (EKF) [58].

Cette technique consiste à appliquer les équations du filtre de Kalman (standard) au système

non linéaire, linéarisé en utilisant la formule de Taylor du premier ordre. Cependant, la preuve

de convergence de cet estimateur développée pour le cas linéaire ne peut être généralisée aux

systèmes non linéaires. Il est à noter que plusieurs observateurs ont été proposés depuis, dont :

l’observateur à grand gain [59], l’observateur à mode glissant basé sur la théorie des systèmes à

structure variable [60], et plusieurs autres.

La synthèse de l’observateur exploite les informations disponibles, à savoir le modèle dyna-

mique du système considéré, ses entrées et ses sorties mesurées. Lorsqu’une partie (ou la totalité)

des entrées n’est pas disponible, l’observateur est dit à entrées inconnues. Le problème devient

alors plus difficile, puisqu’il faut estimer l’état du système malgré la présence d’entrées qui inter-

agissent effectivement avec la dynamique du système mais ne peuvent pas être incluses dans la

dynamique de l’observateur, ou estimer l’état du système et les entrées inconnues simultanément.



15

1.5 Observateurs des systèmes linéaires

La synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires est complètement caractérisée par des

conditions nécessaires et suffisantes bien établies. En effet, les premiers travaux sur les obser-

vateurs d’état ont été publiés par Kalman-Bucy dans un contexte stochastique [58] suivi par

Luenberger dans un contexte déterministe [18,19].

1.5.1 Observateur de Luenberger

Une solution très simple au problème d’estimation d’état pour les systèmes linéaires déter-

ministes a été proposée par Luenberger [18]. Considérons le système linéaire invariant dans le

temps ayant la forme suivante :  ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.13)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp représente le vecteur de

sortie. A,B et C sont des matrices constantes. Si le système (1.13) est observable, l’observateur

de Luenberger est de la forme suivante : ˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L (y − Cx̂(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)
(1.14)

où x̂ ∈ Rn est le vecteur d’état estimé.

L’observateur de Luenberger est un observateur d’état asymptotique, c-à-d que l’erreur d’ob-

servation e = x− x̂ converge asymptotiquement vers 0. Il suffit de choisir la matrice de gain L,

de telle sorte que la matrice (A− LC) soit stable. Ce choix est obtenu en utilisant la méthode

de placement de pôles.

1.5.2 Filtre de Kalman-Bucy

Dans le cas où le système est linéaire à temps variant, l’observateur de Luenberger (1.14)

n’est plus valable. Pour cela, il faut utiliser le filtre de Kalman-Bucy [58] qui vise à estimer l’état

d’un système d’équations qui évolue dans le temps en fonction des états précédents, des entrées

de commande et des mesures bruitées. Sa mise en œuvre nécessite la disponibilité du modèle

de l’ensemble des perturbations affectant le système d’équations stochastique. L’état estimé est

optimal en termes de variance (l’erreur entre l’état réel et son estimé).
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La synthèse d’un filtre de Kalman standard considère un système linéaire à temps variant défini

par :  ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +M(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)
(1.15)

où w ∈ Rq et v ∈ Rp représentent respectivement le bruit interne et le bruit de mesure du

système.

Les signaux w(t) et v(t) sont des bruits blancs gaussiens centrés non corrélés de densité spectrale

de puissance W et V , respectivement. Tel que W est généralement non mesurable, et V est

mesurable.

La covariance de l’erreur sur l’état estimé notée P , permet de tester la qualité de l’estimation et

elle est définie par :

P (t) = E
[
(x(t)− x̂(t)) . (x(t)− x̂(t))T

]
(1.16)

Si le système (1.15) est uniformément observable et que les matrices A(t), C(t) sont bornées,

alors, le filtre de Kalman est défini comme suit : ˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t) + L(t) (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = C(t)x̂(t)
(1.17)

où L(t) est le gain du filtre de Kalman, donné par : Ṗ (t) = A(t)P (t) + P (t)AT (t) +M(t)WMT (t)− L(t)C(t)P (t)

L(t) = P (t)C(t)W−1
(1.18)

où P (t) est la matrice de covariance de l’erreur d’estimation. Cette dernière est la solution de

l’équation de Riccati (1.18), et devient constante au régime permanent.

1.5.3 Observateur à entrée inconnue

Les systèmes physiques sont souvent soumis à des perturbations dues généralement à l’envi-

ronnement, aux bruits de capteurs ou défauts des actionneurs, biais ou offset d’un composant et,

dans certains cas aux erreurs de modélisation.

Ces perturbations peuvent avoir des effets indésirables sur l’évolution du système ; leur estima-

tion peut servir à la conception de systèmes de commande capables d’atténuer ces effets. Ces

perturbations sont souvent désignées par le terme "entrées inconnues" et notées généralement

d(t). Plusieurs travaux ont été réalisés dans le domaine d’observation des systèmes avec des en-

trées inconnues [25,61].
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Considérons le système dynamique linéaire soumis à une entrée inconnue décrit par les équations

suivantes :  ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Ed(t)

y(t) = Cx(t)
(1.19)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, d ∈ Rq et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de

commande, l’entrée inconnue et la sortie du système. Les matrices A,B,E et C sont des matrices

constantes de dimensions appropriées.

L’objectif de l’estimation d’état en présence d’entrées inconnues est de déterminer un observateur

qui, à partir des entrées et des sorties u(t) et y(t), permet l’obtention de l’estimé x̂(t) de telle

sorte que l’erreur d’observation e(t) = x(t)− x̂(t) converge asymptotiquement vers 0.

Remarque 1.3 Il est à noter que l’erreur d’observation est indépendante de l’entrée in-

connue d(t).

Un observateur à entrées inconnues existe pour le système (1.19) si et seulement si les conditions

suivantes sont satisfaites :

– rang (CE)= rang (E)

– ∀ s ∈ C, Re(s) ≥ 0 :rang

 sIn − A E

C 0

 = n+ q

Avec Re(s) représente la partie réelle de la variable complexe s.

On suppose que la matrice E est de plein rang colonne et que la paire (A,C) est observable.

L’objectif est d’obtenir une estimation complète du vecteur d’état malgré la présence de l’entrée

inconnue d(t).

Considérons l’observateur d’ordre plein :
ż(t) = Nz(t) +Mu(t) +Gy(t)

x̂(t) = z(t) + Fy(t)

z(t0) = z0

(1.20)

Avec z(t) est le vecteur d’état de l’observateur, x̂(t) est le vecteur d’état estimé du système.

Les matrices de gains N,M,G et F sont déterminées de manière à ce que l’erreur d’estimation

d’état e(t) = x(t) − x̂(t) converge vers zéro quelque soit les conditions initiales du système et

la perturbation d(t).
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L’erreur d’observation est définie comme suit :
e(t) = x(t)− x̂(t)

= x(t)− z(t)− Fy(t)

= (In − FC)x(t)− z(t)

(1.21)

En définissant la matrice :

P = (In − FC) (1.22)

Alors l’erreur d’observation est donnée par :

e(t) = Px(t)− z(t) (1.23)

Sa dérivée est alors donnée par l’équation différentielle suivante :

ė(t) = PAx(t) + PBu(t) + PEd(t)−Nz(t)−Mu(t)−Gy(t)

= (PA−GC −NP )x(t) + (PB −M)u(t) + PEd(t) +Ne(t)
(1.24)

L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro si et seulement si les matrices

N,G,M et F sont choisies de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites :

PA−GC −NP = 0

PB −M = 0

PE = 0

N est Hurwitzienne

(1.25)

En tenant compte de la définition (1.22), l’égalité PE = 0 admet la solution suivante :

F = E (CE)† (1.26)

où (CE)† désigne la pseudo-inverse de (CE) définie par :

(CE)† =
(

(CE)T (CE)
)−1

(CE) (1.27)

On peut déduire alors la valeur de P comme suit :

P = In − E (CE)†C (1.28)

La matrice M est déterminée à partir de la deuxième relation de (1.25) et de l’expression de P :

M =
(
In − E (CE)†C

)
B (1.29)
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On définit une matrice auxiliaire R = G−NF , donc la première relation de (1.25) va se réécrire

N = PA−RC.

D’où :

N =
(
In − E (CE)†C

)
A−RC (1.30)

La matrice G est définie comme suit : G = R +NF .

L’obtention des gains de l’observateur, se fait en déterminant R par placement de pôles de la

matrice N afin de garantir la stabilité.

Donc, si le système d’équations (1.25) est satisfait, la dynamique de l’erreur d’estimation d’état

se réduit à :

ė(t) = Ne(t) (1.31)

Compte tenu des propriétés de la matrice N , alors l’erreur d’estimation converge asymptotique-

ment vers zéro.

1.5.4 Observateur à modes glissants

Plusieurs types d’observateurs à mode glissant ont été proposés dans la littérature ; pour

les systèmes linéaires, on peut citer l’observateur d’Utkin [27, 62], l’observateur d’Edwards-

Spurgeon [28], et l’observateur de Walcott-Zak [29]. Dans le cas des systèmes non linéaires,

il est souvent nécessaire d’obtenir une forme spécifique du système appelée "forme canonique

observable". Ces observateurs seront présentés dans la section "Observateurs non linéaires".

Le but de cette méthode est de forcer le système à atteindre, en temps fini, une surface de

glissement qui dépend généralement de l’erreur d’observation de la sortie mesurable [28]. Cette

technique n’est rien d’autre qu’un cas particulier de la théorie des systèmes à structure variable

présentée par Filippov en 1960 [63]. Cette théorie est utilisée depuis la publication d’Emelya-

nov [64] et d’Utkin [27]. La robustesse aux bruits, aux perturbations et aux incertitudes de

modélisation rend ces observateurs plus adaptés à l’estimation d’état et à la synchronisation.

Les premiers travaux qui ont mentionné ce type d’observateur sont ceux de Walcott et al. [65],

Walcott et Zak [29], Slotine [66], et Canudas [67]. Les différentes étapes de synthèse d’un obser-

vateur à mode glissant sont connues et clairement identifiées dans [28,68].

Principe des observateurs à mode glissant

Le principe des observateurs à mode glissants consiste à contraindre la dynamique d’un système
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d’ordre n à converger vers une variété S de dimension (n− p) appelée surface de glissement (p

étant la dimension du vecteur de mesure) [66]. L’attraction vers cette surface est assurée par des

conditions dites de glissement. Si ces conditions sont vérifiées, le système converge vers la surface

de glissement et évolue selon une dynamique d’ordre (n−p). Dans le cas des observateurs à mode

glissant, les dynamiques concernées sont celles des erreurs d’observation e(t) = x(t)− x̂(t).

A partir des valeurs initiales e(0), les erreurs convergent vers les valeurs d’équilibre en deux

étapes :

– Les trajectoires des erreurs d’observation évoluent vers la surface de glissement où les

erreurs entre la sortie du système réel et la sortie de l’observateur ey(t) = y(t)− ŷ(t) sont

nulles. Cette étape, généralement rapide, est connue sous le nom de mode d’atteinte.

– Les trajectoires des erreurs d’observation glissent sur la surface de glissement avec des

dynamiques imposées de manière à annuler toutes les erreurs d’observation. Ce dernier

mode est appelé mode de glissement.

- Observateur d’Utkin

Considérons un système dynamique linéaire décrit par : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.32)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le vecteur de sortie

mesurée. Supposons que la paire (A,C) est observable.

Lors de la reconstruction des états sur la base des sorties mesurées, il est naturel d’effectuer un

changement de coordonnées de telle sorte que les sorties du système apparaissent directement

comme des composantes du vecteur d’état. La matrice de sortie peut être écrite comme suit :

C = [C1 C2]

où : C1 ∈ Rp×(n−p) et C2 ∈ Rp×p, avec det(C2) 6= 0. Alors, il existe une matrice de transfor-

mation non singulière :

T =

 In−p 0

C1 C2


Telle que la nouvelle matrice de sortie s’écrit comme suit :

C̃ = CT−1 = [0 Ip]
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Donc les nouvelles matrices d’état et d’entrée s’écrivent :

Ã = TAT−1 =

 In−p 0

C1 C2

 ; B̃ = TB =

 B1

B2


Le système nominal (1.32) peut alors être écrit de la façon suivante : ẋ1(t) = A11x1(t) + A12y(t) +B1u(t)

ẏ(t) = A21x1(t) + A22y(t) +B2u(t)
(1.33)

où : [x1(t) y(t)]T = Tx(t) et x1(t) ∈ Rn−p.

L’observateur d’Utkin est de la forme : ˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12ŷ(t) +B1u(t) + Lv(t)

˙̂y(t) = A21x̂1(t) + A22ŷ(t) +B2u(t)− v(t)
(1.34)

L est le gain de l’observateur. Les composantes du vecteur discontinu v(t) sont définies par :

v(t) = Msign (ŷ(t)− y(t)) (1.35)

où : (x̂1, ŷ) sont les estimés de (x1, y). M est la matrice de gain de l’observateur.

La fonction discontinue sign et définie comme suit :

sign(x) =


1 si x > 0

−1 si x < 0

0 si x = 0

(1.36)

Les erreurs d’estimation d’état et de sortie sont : e1(t) = x̂1(t)− x1(t)

ey(t) = ŷ(t)− y(t)
(1.37)

Ainsi, les dynamiques des erreurs sont : ė1(t) = A11e1(t) + A12ey(t) + Lv(t)

ėy(t) = A21e1(t) + A22ey(t)− v(t)
(1.38)

Comme la paire (A11, A21) est observable, alors L peut être choisi pour que la matrice (A11 + LA21)

soit Hurwitzienne.

Définissons maintenant le nouveau changement de variable suivant :
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Ts =

 In−p L

0 Ip

 et

 x′1(t)

y(t)

 =Ts

 x1(t)

y(t)


Après ce changement de variable, les dynamiques des erreurs d’estimation s’écrivent : ė′1(t) = A′11e

′
1(t) + A′12ey(t)

ėy(t) = A21e
′
1(t) + A′22ey(t)− v(t)

(1.39)

avec : e′1(t) = e1(t)+Ley(t),A′11 = A11+LA21,A′12 = A12+LA22−A′11L etA′22 = A22−A21L.

On peut montrer, en utilisant la théorie des perturbations singulières, que pour un gainM assez

grand, un mouvement glissant peut prendre naissance sur l’erreur de sortie ėy(t).

Donc, après un temps fini ts, l’erreur ey(t) et sa dérivée ėy(t) sont nulles.

On obtient alors :

ė′1(t) = A′11e
′
1(t) (1.40)

En choisissant correctement la matrice de gain L (pour que la matrice A′11 soit stable), l’erreur

e′1(t) tend vers 0 quand t tend vers ∞.

Nous avons : x(t) = [x1(t) x2(t)]T , alors le vecteur d’état x2(t) peut être reconstruit dans le

système de coordonnées originales comme suit :

x̂2(t) = C−1
2 (y(t)− C1x̂1(t)) (1.41)

La difficulté pratique principale de cette approche réside dans le choix d’un gain approprié M

pour induire un mouvement glissant dans un temps fini.

- Observateur de Edwards-Spurgeon

Considérons un système dynamique incertain décrit par : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Df(x(t), u(t))

y(t) = Cx(t)
(1.42)

avec f(x(t), u(t)) est une fonction continue en x, utilisée pour décrire les incertitudes non li-

néaires du système et satisfait :

‖f(x(t), u(t))‖ ≤ ρ (1.43)

L’objectif est d’estimer les vecteurs d’état x̂(t) et de sortie ŷ(t) tel que les trajectoires soient

forcées d’atteindre la surface de glissement {ey(t) = ŷ(t)− y(t) = 0} en temps fini.
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Hypothèse 1.1 Rang (CD)=Rang (D) et les zéros invariants de (A,D,C) doivent être

dans C−.

Le système (1.42) peut être réécrit sous la forme canonique suivante :
ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t) +B1u(t)

ẋ2(t) = A21x1(t) + A22x2(t) +B2u(t) +D2f(x(t), u(t))

y(t) = x2(t)

(1.44)

Avec A11 est stable. L’observateur de Edwards-Spurgeon possède la structure suivante :
˙̂x1(t) = A11x̂1(t) + A12x̂2(t) +B1u(t)− A12ey(t)

˙̂x2(t) = A21x̂1(t) + A22x̂2(t) +B2u(t)− (A22 − As22) ey(t) + v

ŷ(t) = x̂2(t)

(1.45)

avec As22 est stable et v est une fonction discontinue donnée par :

v =


−ρ ‖D2‖

P2ey
‖P2ey‖

si ey 6= 0

0 si ey = 0

(1.46)

où P2 est la solution de l’équation :

(As22)T P2 + P2A
s
22 = −Q2

avec Q2 est une matrice définie positive.

- Observateur de Walcott-Zak

Considérons le système incertain suivant : ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + f (x(t), u(t))

y(t) = Cx(t)
(1.47)

L’approche de Walcott et Zak [29, 65] consiste à estimer l’état d’un système décrit par (1.47)

de sorte que l’erreur d’estimation tende vers zéro d’une manière exponentielle et ce malgré la

présence des incertitudes f (x(t), u(t)) considérées. La fonction f (x(t), u(t)) peut s’ecrire sous

la forme suivante :

f (x(t), u(t)) = Rζ (x(t), u(t))

où la fonction ζ est une fonction bornée et inconnue, telle que :

‖ζ (x(t), u(t))‖ ≤ ρ ∀x(t) ∈ Rn, t ≥ 0
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Hypothèse 1.2 On suppose que la paire (A,C) est observable et qu’il existe deux matrices

définies positives P et Q et une matrice F respectant la contrainte structurelle suivante :

(A− LC)T P + P (A− LC) = −Q
CTF T = PR

(1.48)

Avec L est la matrice des gains, tel que (A− LC) soit Hurwitzienne.

L’observateur de Walcott-Zak est de la forme :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)− L (Cx̂(t)− y(t)) + v(t) (1.49)

La fonction discontinue v est définie par :

v =

 −ρ
P−1CTF TFCe(t)

‖FCe(t)‖
si FCe(t) 6= 0

0 si FCe(t) = 0

(1.50)

où : e(t) = x̂(t)− x(t).

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état est régie par l’équation :

ė(t) = ˙̂x(t)− ẋ(t)

= Ax̂(t) +Bu(t)− L(Cx̂− y(t)) + v(t)− (Ax(t) +Bu(t) +Rζ (x(t), u(t)))

= (A− LC)e(t) + v(t)−Rζ (x(t), u(t))

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V (t) = eT (t)Pe(t) (1.51)

La dérivée de V (t) le long de la trajectoire de l’erreur d’estimation s’écrit :

V̇ (e(t)) = ėT (t)Pe(t) + eT (t)P ė(t)

= (A− LC)e(t) + v(t)−Rζ (x(t), u(t))T Pe(t) + eT (t)P (A− LC)e(t) + v(t)−Rζ (x(t), u(t))

= −eT (t)Qe(t) + 2eT (t)Pv(t)− 2eTPRζ (x(t), u(t))

= −eT (t)Qe(t) + 2eT (t)Pv(t)− 2eT (t)CTF T ζ (x(t), u(t))

(1.52)

On distingue alors deux cas :

Cas 1 : Lorsque FCe(t) 6= 0, en remplaçant l’expression de v(t), la dérivée de la fonction de

Lyapunov devient :

V̇ (e(t)) = −eT (t)Qe(t)− 2eT (t)ρ
CTF TFCe(t)

‖FCe(t)‖
− 2eT (t)CTF T ζ (x(t), u(t))



25

= −eT (t)Qe(t)− 2ρ ‖FCe(t)‖ − 2eT (t)CTF T ζ (x(t), u(t))

En utilisant le fait que la fonction inconnue ζ (x(t), u(t)) est bornée par un scalaire positif ρ, la

dérivée de la fonction de Lyapunov peut être majorée de la façon suivante :

V̇ (e(t)) ≤ −eT (t)Qe(t)− 2ρ ‖FCe(t)‖+ 2ρ ‖FCe(t)‖

≤ −eT (t)Qe(t) < 0

Cas 2 : Lorsque FCe(t) = 0, en remplaçant l’expression de v(t), la dérivée de la fonction de

Lyapunov devient :

V̇ (e(t)) = −eT (t)Qe(t) < 0

Donc, dans les deux cas, la dérivée de la fonction de Lyapunov est négative ce qui montre que

l’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro.

Notons que la discontinuité de v engendre en pratique un phénomène oscillatoire à hautes fré-

quences "Chattering" qui apparaît dans la dynamique des états estimés. C’est l’inconvénient

principal de la technique des modes glissant d’ordre un.

1.6 Observabilité des systèmes non linéaires

Avant de concevoir un observateur pour un système dynamique, il est essentiel de s’assurer

de son observabilité, c’est-à-dire de s’assurer que l’état peut être estimé à partir des données

d’entrée et de sortie. Dans le cas des systèmes non linéaires, cette définition est liée aux entrées

et aux conditions initiales. Dans cette partie, nous présenterons quelques définitions et notions

sur l’observabilité des systèmes non linéaires [69–71].

Considérons, le système dynamique non linéaire suivant : ẋ(t) = f (x) + g (x)u(t), x(t0) = x0

y(t) = h (x)
(1.53)

Les champs de vecteurs f(x) : Rn → Rn et g(x) : Rn → Rm ainsi que h(x) : Rn → Rp sont

des fonctions continues et dérivables pour x ∈ D ⊂ Rn où D est le domaine d’étude.

Définition 1.4 Indiscernabilité

Soient x0 et x1 deux conditions initiales du système (1.53), et soit Xu(t, x0) et Xu(t, x1) les

solutions de l’équation d’état. La paire (x0, x1) est dite indiscernable si ∀u ∈ Rm, ∀ t ≥ 0 :

h(Xu(t, x0)) = h(Xu(t, x1)) (1.54)
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Un état x est dit indiscernable de x0 si la paire (x, x0) est indiscernable.

Définition 1.5 Observabilité

Le système non linéaire (1.53) est dit observable en x0 s’il n’existe aucun état indiscer-

nable de x0.

Un système est également dit observable s’il n’admet aucune paire indiscernable. Cepen-

dant, comme les systèmes non linéaires ont un fonctionnement particulier, il faut tenir

compte des entrées qui pourraient affecter l’observabilité, c’est la notion "d’observabilité

uniforme".

Définition 1.6 Espace d’observabilité

L’espace d’observabilité du système (1.53) est défini comme le plus petit sous-espace vec-

toriel O(h), de fonctions de classe C∞ contenant les fonctions de sortie hi, i = 1, 2.., p et

tel que pour toute entrée u ∈ U et pour toute fonction τ ∈ O, nous avons LF̃u(τ) ∈ O avec

F̃u = f(x) + g(x)u et L(.)(τ) désigne la dérivée de Lie de τ le long du champ de vecteur

F̃u.

Définition 1.7 Condition du rang

On dit que le système (1.53) satisfait la condition du rang d’observabilité en x0 ∈ D ⊂ Rn,

si la condition suivante est satisfaite :

∀x, dimdO(h)|x0 = {dτ |x0 , τ ∈ O} = n

avec dO est l’espace des différentielles des éléments de l’ensemble O.

– Un système non linéaire défini par (1.53) satisfaisant la condition du rang d’observabilité

en x0 est localement faiblement observable en x0.

– Un système non linéaire défini par (1.53) satisfaisant la condition du rang d’observabilité

est localement faiblement observable.

– Inversement, un système défini par (1.53) est localement faiblement observable s’il satisfait

la condition de rang génériquement.

Pour la plupart des systèmes, la condition du rang est insuffisante pour la conception d’un

observateur. Cela est dû au fait que l’observabilité dépend des entrées du système, et qu’il est

indispensable de vérifier s’il existe parmi elles, une entrée susceptible d’influencer l’observabilité

du système.

Définition 1.8 Entrées universelles

Soient x0 et x1 deux conditions initiales, et soient Xu(t, x0) et Xu(t, x1) les solutions de
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l’équation d’état. L’entrée u est dite universelle si :

∀ x0 6= x1, ∃ τ > 0 tel que :

h(Xu(τ, x0)) 6= h(Xu(τ, x1)) (1.55)

Remarque 1.9 Une entrée est dite singulière si elle n’est pas universelle.

Définition 1.10 Observabilité uniforme

Un système est uniformément observable si toutes ses entrées sont universelles.

Il existe une relation entre les systèmes uniformément observables et leur transformation

sous forme canonique observable.

On considère le système suivant :{
ẋ(t) = f(x(t), u(t)) x(t0) = x0

y(t) = h(x)
(1.56)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie

du système. Soit la transformation Φ :

Φ(x) = z =



h(x)

L1fh(x)

.

.

Ln−1fh(x)


(1.57)

où :

Lkfh(x) = Lf
[
Lk−1fh(x)

]
avec Lkfh est la kième dérivée de Lie de h dans la direction de f , tel que L0fh(x) = h(x).

Dans le cas où le système (1.56) est uniformément observable, alors il existe un sous-

ensemble M ⊂ Rn, ouvert et dense tel que, ∀x0 ∈ M , il ∃ un voisinage Υ , tel que la

transformation Φ est un difféomorphisme de Υ dans son domaine.

Le difféomorphisme de Υ permet de transformer le système (1.56) en un système ayant

la forme canonique suivante : {
ż(t) = Az(t) + Ψ (z, u)

y(t) = Cz(t)
(1.58)
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avec :

A =


0 1 · · · 0

0 0 1 :

: : · · · 1

0 · · · · · · 0

 , Ψ (z, u) =


Ψ1 (z1)

Ψ2 (z1, z2)

:

Ψn (z1, z2, ..., zn, u)

 et C =
(

1 0 · · · 0
)
.

1.7 Synthèse d’observateurs non linéaires

La grande majorité des processus présentent un comportement non linéaire, ce qui incite les

chercheurs à développer des observateurs non linéaires.

À l’heure actuelle, le problème de la conception d’observateurs pour les systèmes non linéaires

reste non résolu. Diverses approches ont été proposées pour développer des observateurs d’état

pour diverses classes de systèmes non linéaires, on cite à titre d’exemple l’observateur à grand gain

[71,72], l’observateur à mode glissant [73,74], le filtre de Kalman étendu [75,76] et l’observateur

de Luenberger étendu [77].

1.7.1 Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu est une généralisation de l’observateur de Luenberger

classique au cas des systèmes non linéaires. Le modèle linéaire peut être obtenu par linéarisation

autour d’un point d’équilibre. Le gain de l’observateur est alors calculé par la technique de

placement de pôles [77]. Cependant, cette méthode ne peut être utilisée que si l’on est sûr que

l’état du système reste au voisinage du point d’équilibre. Des instabilités des erreurs d’estimation

peuvent survenir des que l’on s’éloigne du point de fonctionnement. Une autre approche de

synthèse d’un observateur de Luenberger pour les systèmes non linéaires utilise un modèle linéaire

obtenu par un changement de coordonnées [78].

Considérons le système dynamique non linéaire suivant :
ẋ(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = h (x(t), u(t))

x(t0) = x0

(1.59)

L’observateur de Luenberger étendu qui correspond au système (1.59) est de la structure suivante
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[77] :  ˙̂x(t) = f (x̂, u(t)) + L [y(t)− ŷ(t)]

ŷ(t) = h (x̂(t), u(t))
(1.60)

où L est le gain de l’observateur calculé de telle sorte que la matrice (A− LC) soit Hurwitzienne.

A et C résultent de la linéarisation du modèle non linéaire (1.59).

1.7.2 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu est l’une des méthodes d’estimation les plus utilisées et les plus

étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systèmes dynamiques non linéaires. Schmidt [79]

a été le premier à le mettre en œuvre. Sa conception est basée sur la généralisation du filtre

de Kalman linéaire en utilisant les techniques traditionnelles de linéarisation dynamique non

linéaire [80,81]. En conséquence, les matrices A et C sont remplacées par les matrices jacobiennes

de f et h, qui sont évaluées en x̂(t). Le système considéré est linéarisé à chaque instant sur un

ensemble de trajectoires estimées.

Considérons le système non linéaire dynamique suivant :
ẋ(t) = f (x(t), u(t)) +Mw(t)

y(t) = h (x(t), u(t)) + v(t)

x(t0) = x0

(1.61)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande

et de sortie du système, x(t0) est la condition initiale à l’instant initial t0, w(t) et v(t) sont des

bruits gaussiens de moyenne nulle et de matrice de covariance W et V , respectivement.

Le filtre de Kalman étendu pour le système (1.61) est représenté par :

˙̂x(t) = f (x̂(t), u(t) )+L (x̂(t), u(t) )(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = h (x̂(t), u(t))

L
(
x̂(t), u(t)

)
= P (t)HT (x̂(t), u(t))V −1

Ṗ (t) = F (x̂(t), u(t))P (t) + P (t)F T (x̂(t), u(t)) +MWMT

−P (t)HT (x̂(t), u(t))V −1H (x̂(t), u(t))P (t)

F (x̂(t), u(t)) = ∂f(x̂(t),u(t))
∂x̂(t)

H (x̂(t), u(t)) = ∂h(x̂(t),u(t))
∂x̂(t)

x̂(t0) = x̂0

(1.62)
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Remarque 1.11 Le principal problème du filtre de Kalman étendu est sa convergence. Il

a fallu attendre le début des années 1990 pour que de telles démonstrations soient données

dans des cas spécifiques. A titre d’exemple, Gauthier et al. ont proposé un observateur

non linéaire à grand gain en 1992 [82]. Deza et al. [83] ont démontré la convergence

exponentielle des filtres de Kalman étendu continus-continus et continus-discrets sous des

conditions particulières, et notamment le choix des matrices V et W , sans omettre la

démonstration de convergence exponentielle de Reif et al. [81] pour un filtre de Kalman

étendu légèrement modifié.

1.7.3 Observateur de Thau

Une classe de systèmes non linéaires a particulièrement attiré l’attention des chercheurs dans

la littérature des observateurs non linéaires, sa représentation est la suivante :
ẋ(t) = Ax(t) + g (x(t), u(t) )

y(t) = Cx(t)

x(t0) = x0

(1.63)

où A ∈ Rn×n et C ∈ Rp×n, tel que la paire (A,C) est observable.

La fonction g : RnxRm → Rn est une fonction non linéaire vectorielle continûment différentiable,

qui satisfait la condition de Lipschitz suivante :

‖g (x1(t), u(t))− g (x2(t), u(t))‖ ≤ α ‖x1(t)− x2(t)‖ , ∀ x1, x2 ∈ Rn (1.64)

où α > 0 est la constante de Lipschitz.

Ces systèmes peuvent présenter diverses non-linéarités, notamment des fonctions trigonomé-

triques utilisées dans diverses applications en robotiques et des fonctions polynomiales. La fonc-

tion g(x(t), u(t)) peut également être considérée comme une perturbation du système. Alterna-

tivement, un système avec une fonction non linéaire de classe C1 ayant une solution globalement

bornée peut être transformé en utilisant des techniques d’extension de Lipschitz pour appartenir

à la classe des systèmes (1.63) qui satisfont la condition de Lipschitz. Ainsi, on remarque bien

que cette classe de systèmes couvre plusieurs types des systèmes non linéaires.

Thau [23] a développé un observateur pour l’estimation d’état de ces systèmes non linéaires lip-

schitziens. La conception de cet observateur est basée sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov.
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L’observateur de Thau est défini par :
˙̂x(t) = Ax̂(t) + g (x̂(t), u(t)) + L (y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)

x̂(t0) = x̂0

(1.65)

L’erreur d’estimation est donnée par :

e(t) = x(t)− x̂(t) (1.66)

Sa dynamique est donnée par l’équation :

ė(t) = (A− LC) e(t) + g (x(t), u(t))− g (x̂(t), u(t)) (1.67)

Thau a démontré que si le gain d’observation L ∈ Rn×m est choisi de sorte que (A− LC) est

Hurwitzienne, alors il existe deux matrices symétriques définies positives P ∈ Rn×n etQ ∈ Rn×n

telle que :

(A− LC)T P + P (A− LC) = −Q (1.68)

Considérons la fonction de Lyapunov définie comme suit :

V (e(t)) = eT (t)Pe(t) (1.69)

telle que V (e(t)) > 0.

Theorem 1.12 [23] L’erreur d’observation e(t) converge asymptotiquement vers zéro si

la condition suivante est vérifiée.

α ≤ λmin (Q)

λmax (P )
(1.70)

telle que (λmin, λmax) sont les valeurs propres minimale et maximale des matrices Q et P , res-

pectivement.

Le résultat de Thau a motivé par la suite plusieurs autres chercheurs qui ont essayé d’améliorer

la méthode de conception de l’observateur et de relaxer les conditions utilisées. Une méthode

constructive a été proposée dans Raghavan et Hedrick en 1994 [84] où une solution explicite et

systématique du choix du gain de l’observateur est établie, pour résoudre l’équation algébrique

de Riccati.
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Theorem 1.13 [84] Considérons le système (1.63) et l’observateur (1.65). S’il existe un

η > 0 tel que l’équation de Riccati :

ATP + PA+ P

(
α2I − 1

η
CTC

)
+ I + ηI = 0 (1.71)

admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain de l’observateur :

L =
1

2η
PCT (1.72)

stabilise asymptotiquement la dynamique de l’erreur d’estimation.

Ensuite, dans [85], ce problème a été transformé en un problème de minimisationH∞, et un algo-

rithme itératif pour la synthèse d’observateur a été développé. Récemment, dans [86], un nouveau

problème d’optimisation LMI (inégalité matricielle linéaire) a été étudié pour la conception d’un

observateur H∞ en présence de perturbations dans la dynamique du système considéré.

1.7.4 Observateur à grand gain

Les observateurs à grand gain [87] sont des observateurs qui présentent d’excellentes propriétés

globales, qui prennent en compte la structure non linéaire du système. Ils s’appliquent sur des

systèmes uniformément observables qui possèdent une forme triangulaire complète ou partielle.

Pour de tels systèmes, sous l’hypothèse que les non linéarités sont Lipschitziennes, Gauthier

et al [55, 88] ont développé un algorithme garantissant la convergence exponentielle de l’erreur

d’observation vers zéro et une stabilité avec une vitesse de convergence réglable. Cet algorithme

est communément appelé observateur à grand gain.

Considérons le système non linéaire affine en l’entrée, décrit pas le modèle d’état suivant :
ẋ(t) = f (x(t)) + g (x(t))u(t)

y(t) = h (x(t))

x(t0) = x0

(1.73)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande et

de sortie du système, x(t0) est la condition initiale à l’instant initial t0.

Si le degré relatif du système est égal à n, alors il existe un difféomorphisme φ(x), tel que :

φ(x) = z =


h(x)

Lfh(x)

:

Ln−1
f h(x)

 (1.74)



33

qui permet d’écrire le système (1.73) sous la forme suivante : ż(t) = Az(t) + F (z(t)) +G (z(t))u(t)

y(t) = z1(t) = Cz(t)
(1.75)

avec :

z(t) =


z1(t)

z2(t)

:

zn(t)

 ;G(z(t)) =



g1 (z1(t))

g2 (z1(t), z2(t))

:

gn−1 (z1(t), ..., zn−1(t))

gn (z1(t), ..., zn(t))


; F (z(t)) =


0

0

:

ϕ(z(t))

 (1.76)

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

: : :
. . . 0

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


; C =

[
1 0 · · · 0

]
(1.77)

Le système (1.75) est sous la forme canonique d’observabilité.

L’observateur à grand gain possède la forme suivante :

˙̂z(t) = Aẑ(t) + F (ẑ(t)) +G (ẑ(t))u(t)− S−1
θ CT (Cẑ(t)− y(t)) (1.78)

où Sθ est la solution de l’équation suivante :

ATSθ + SθA+ θSθ = CTC (1.79)

L’observateur dans les coordonnées d’origine se réécrit :

˙̂x(t) = f(x̂(t)) + g (x̂(t))u(t)− φ(x̂)∗−1S−1
θ CT (h(x̂(t))− y(t)) (1.80)

où φ(x)∗ est la matrice jacobienne de φ(x).

Theorem 1.14 [87] Le système (1.78) est un observateur exponentiel pour le système

(1.73), c-à-d qu’il existe un K(θ) > 0 tel que :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ K(θ)e−θt ‖x̂0 − x0‖ (1.81)
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θ est choisi suffisamment grand pour régler la vitesse de convergence de l’observateur.

Le gain de l’observateur est défini en considérant la linéarité du système, tandis que l’effet de

la non linéarité est atténué en choisissant une valeur de θ suffisamment grande. Cet observateur

fournit une réponse exponentielle aussi rapide que souhaité en augmentant la valeur de θ. Cette

méthode est très utilisée et permet d’établir des conditions suffisantes pour la convergence de

l’état estimé x̂ vers l’état réel x.

Remarque 1.15 L’avantage d’un observateur à grand gain est d’avoir un seul paramètre

de conception à déterminer. Cependant, parfois il est difficile d’aboutir à la construction

d’une structure triangulaire du système, en plus nous pouvons avoir une sensibilité au

bruit de mesure dans le cas d’un choix du gain très élevé.

1.7.5 Observateur adaptatif

En pratique, il est souvent nécessaire d’estimer à la fois les paramètres et les états du système.

Les observateurs adaptatifs ont donc vu le jour. Leur principe est d’intégrer une connaissance

a priori du système avec des mesures d’entrée et de sortie en temps réel pour estimer les états

et/ou les paramètres du système en même temps.

Kreisselmeir [89], Lüders et Narendra [90] ont développé le premier observateur adaptatif pour

les systèmes linéaires dans les années 1970. Il est intéressant de noter qu’il existe de nombreux

travaux sur les observateurs adaptatifs dans la littérature [30, 91]. Des algorithmes permettant

d’estimer l’état de manière asymptotique malgré des paramètres inconnus sont proposés dans

[92, 93]. De plus, si la condition d’excitation persistante est vérifiée, ils permettent également

l’estimation des paramètres. Leur modèle suppose l’existence d’une fonction de Lyapunov.

Considérons le système non linéaire affine par rapport aux paramètres [93] : ẋ(t) = f (x, u, t) + g (x, u, t) γ

y(t) = h (x, t)
(1.82)

Avec u ∈ U est l’ensemble des entrées admissibles, et γ ∈ Rq est le vecteur des paramètres

inconnus.

L’observateur adaptatif pour le système (1.82) est de la forme suivante : ˙̂x = f (y, ẑ, u, t) + g (y, ẑ, u, t) γ̂ + k (h(x̂)− y, t)

x̂ = [ŷ, ẑ]T
(1.83)
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où γ̂ est mis à jour selon la loi d’adaptation suivante :

˙̂γ = −ΛΥ T (ŷ − y, y, ẑ, u, t) (1.84)

Avec Υ = Υ T > 0 est une matrice symétrique définie positive.

Afin de garantir la convergence paramétrique, la fonction g (x, u, t) doit satisfaire la condition

d’excitation persistante.

Définition 1.16 [93, 94] Soit g une fonction, g : R+ → Rq satisfait la propriété d’exci-

tation persistante s’il existe T, k1, k2 > 0, tel que pour t ≥ 0

k1Iq ≥
∫ t+T

t

gT (x(τ), u(τ), τ) g (x(τ), u(τ), τ) dτ ≥ k2Iq (1.85)

Avec : Iq est une matrice d’identité de dimension q × q.

On définit ey = ŷ − y, ez = ẑ − z et e = x̂− x.

La proposition suivante représente une formulation généralisée de la convergence des observateurs

adaptatifs pour les systèmes de la forme (1.82).

Theorem 1.17 [93] Le système (1.83) est un observateur asymptotique pour le système

(1.82) avec γ̇ = 0, s’il existe une fonction V (t, e) décroissante définie positive de classe

C1, et une fonction continue k (ey, t) bornée par rapport à t et avec k (0, t) = 0, tel que

∀u ∈ U , ∀ e = [ey; ez]
T ∈ Rn avec ey ∈ Rp, ∀y ∈ Rp et ∀z ∈ Rn−p, ∀ α > 0, tel que pour

t ≥ 0 :

–
∂V

∂t
+
∂V

∂e
[f (y, z, u(t), t)− f (y, z − ez, u(t), t)

+g (y, z, u(t), t)− g (y, z − ez, u(t), t) γ + k (ey, t)] ≤ −α ‖e‖2
(1.86)

–

∂V

∂e
g (y, z, u(t), t) = Υ (ey, y, z, u(t), t) (1.87)

– g est globalement bornée et les fonctions f et g sont globalement lipschitziennes par rapport

à z, pour tout (u, y, t).

Si en plus g (u, y, t) satisfait la condition d’excitation persistante (1.85) et ġ est bornée alors :

lim
t→∞

= ‖γ̂ − γ‖ = 0 (1.88)
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1.7.6 Observateur à état étendu

J. Han a proposé un nouvel estimateur baptisé observateur à état étendu (Extended State

Observer) [95, 96]. L’idée derrière cet observateur est de rassembler les perturbations externes

ainsi que les incertitudes du systèmes dans un état supplémentaire à estimer.

Considérons le système SISO d’ordre n suivant :

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

:

ẋn(t) = f (t, x1, x2, ..., xn) + bu(t) + w(t)

y(t) = x1(t)

(1.89)

où w représente les perturbations externes. Il est important de noter que la dynamique du

système (qui se retrouve dans f ) n’a pas besoin d’être explicitée. En effet, elle sera incluse

dans la quantité à estimer. En agissant ainsi, il est possible de compenser toutes les erreurs de

modélisation qui auraient perturbé la dynamique du système. La perturbation totale est donc

définie par f(t, x) +w(t). L’idée de J. Han étant d’estimer cette quantité afin de l’annuler avec

une loi de commande appropriée.

Soit le système équivalent : 

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

:

ẋn(t) = xn+1(t) + b̄u(t)

ẋn+1(t) = h (t, x1, x2, ..., xn)

y(t) = x1(t)

(1.90)

où xn+1(t) = f (t, x1, x2, ..., xn) + (b − b̄)u(t) + w(t), et h est la dérivée de cette quantité.

Cette variable d’état supplémentaire représente donc l’incertitude totale.

L’estimateur de J. Han associé au système (1.90) est le suivant :

˙̂x1(t) = x̂2(t)− g1 (x̂1(t)− y(t))

˙̂x2(t) = x̂3(t)− g2 (x̂1(t)− y(t))

:

˙̂xn(t) = x̂n+1(t)− gn (x̂1(t)− y(t)) + b̄u(t)

˙̂xn+1(t) = −gn+1 (x̂1(t)− y(t))

(1.91)
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L’estimateur est donc de dimension n + 1, car l’objectif est d’estimer non seulement les états

du système (x1, x2, ..., xn) mais aussi estimer la dynamique incertaine plus les perturbations

externes, d’où le terme d’estimateur à état étendu.

Il paraît évident que la convergence de l’estimateur va dépendre du choix des fonctions gi pour

i = 1, 2, ..., n + 1. De nombreuses études sur ce sujet sont présentées dans la littérature, il

s’avère que pour des choix bien particuliers de ces fonctions, nous pouvons obtenir de très bonnes

performances de l’estimateur quant à sa robustesse et sa vitesse de convergence.

1.7.7 Observateur à mode glissant

La technique des modes glissants pour les systèmes non linéaires a été largement étudiée et

développée au cours des dernières années.

Considérons le système non linéaire suivant : ẋ(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = h (x(t))
(1.92)

où : x ∈ Rn est le vecteur d’état et y ∈ Rp est le vecteur de sortie. Les fonctions f et h sont des

champs de vecteurs supposés suffisamment continûment différentiables. L’entrée u est localement

bornée et mesurable.

L’observateur à mode glissant est défini comme suit : ˙̂x(t) = f (x̂(t), u(t))− Lsign (ŷ(t)− y(t))

ŷ(t) = h (x̂(t))
(1.93)

où : L est la matrice de gain de l’observateur.

Remarque 1.18 L’observateur obtenu est de la même forme que le modèle du système

avec un terme correcteur qui établit la convergence de l’état estimé x̂ vers l’état réel x.

La surface de glissement est donnée par :

S(x) = ŷ(t)− y(t) (1.94)

Pour que l’état estimé converge vers l’état réel du système, l’observateur à mode glissant doit

satisfaire les deux conditions suivante :

– La surface de glissement est attractive si la fonction de Lyapunov V (x) =
1

2
STS vérifie

la condition : V̇ (x) < 0, c’est-à-dire SṠ < 0 pour S 6= 0.
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– La matrice de gain L agit de manière à satisfaire la condition d’invariance suivantes : S = 0

et Ṡ = 0.

Remarque 1.19 La condition d’attractivité SṠ < 0 ne garantit qu’une convergence

asymptotique vers la surface de glissement S(x) = 0. Afin d’assurer une convergence

en temps fini tf , la condition SṠ < 0 est remplacée par la condition dite" η-attractivité",

donnée par Slotine en 1986 [66].

La condition η-attractivité est définie par :

SṠ < η |S| avec η > 0 (1.95)

Le temps fini de convergence est obtenu en résolvant l’inégalité (1.95), comme suit :

|S(x, t)| − |S(x, 0)| < −ηt (1.96)

Ainsi, la surface S(x) = 0 est atteinte en temps fini tf , tel que :

tf ≤
|S(x, t)|

η
(1.97)

Une autre catégorie d’observateurs à modes glissants sont les observateurs à mode glissant

étape par étape. Cependant, l’application de ce type d’observateur nécessite d’abord l’obtention

au préalable d’une forme particulière du système. Cette forme particulière est la forme canonique

observable. Cette méthode permet de déterminer les conditions sur les gains de l’observateur

afin d’assurer la convergence de l’erreur d’observation en temps fini. Dans le cas de systèmes non

linéaires, cette convergence en temps fini de l’observateur étape par étape est nécessaire. En effet,

du fait que le théorème de séparation n’est pas vérifié en général, il est essentiel que l’observateur

converge en un temps fini suffisamment petit et réglable par le choix des gains. On distingue les

observateurs à modes glissants d’ordre un et les observateurs à modes glissants d’ordre supérieur.

Ces derniers permettent d’éliminer le phénomène de réticence "chattering" en garantissant une

meilleure précision de convergence tout en préservant les avantages des observateurs à modes

glissants d’ordre un telles que la stabilité en temps fini et la robustesse.
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- Observateur à mode glissant étape par étape d’ordre 1

Considérons le système non linéaire sous la forme triangulaire suivante [97] :

ẋ1(t) = x2(t) + g1(x1(t), u(t))

ẋ2(t) = x3(t) + g2(x1(t), x2(t), u(t))

:

ẋn−1(t) = xn(t) + gn−1(x1(t), ..., xn−1(t), u(t))

ẋn(t) = fn(x1(t), ..., xn(t)) + gn(x1(t), ..., xn−1(t), u(t))

y(t) = x1(t)

(1.98)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp représentent respectivement les vecteurs d’état, de commande et

de sortie du système. fn et gi, i = 1, .., n sont des fonctions scalaires.

La structure de l’observateur à mode glissant étape par étape d’ordre un est :

˙̂x1(t) = x̂2(t) + g1(x1(t), u(t)) + λ1sign(x1 − x̂1)

˙̂x2(t) = x̂3(t) + g2(x1(t), x̃2(t), u(t)) + E1λ2sign(x̃2 − x̂2)

:

˙̂xn−1(t) = x̂n(t) + gn−1(x1(t), x̃2(t), ..., xn−1(t), u(t)) + En−2λn−1sign(x̃n−1 − x̂n−1)

˙̂xn(t) = fn(x1(t), ..., x̃n(t)) + gn(x1(t), x̃2(t), ..., x̃n(t), u(t)) + En−1λnsign(x̃n − x̂n)

ŷ(t) = x̂1(t)

(1.99)

où les variables x̃i(t) sont données par :

x̃i(t) = x̂i(t) + Ei−1λi−1sign(x̃i−1 − x̂i−1) pour i = 2, ..., n (1.100)

Avec :

Ei =

 1 si x̃j(t)− x̂j(t) = 0, ∀ j ≤ i

0 si non

La convergence des erreurs d’observation en temps fini n’est assurée que si le système est à en-

trées bornées et à états bornés pour une durée finie. Si cette condition est vérifiée, alors les λi

peuvent être choisis tel que les états de l’observateur x̂i(t) convergent en un temps fini vers les

états réels xi(t) du système. L’inconvénient des observateurs d’ordre 1 est qu’ils introduisent un

phénomène de réticence (Chattering).
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Pour remédier à ce problème, on peut remplacer la fonction discontinue sign par d’autres fonc-

tions, telles que les fonctions sigmoïdes (la fonction arc-tangente, la tangente hyperbolique, etc)

ou encore en insérant un filtre passe bas. Cependant, l’insertion d’un filtre ne permet pas d’assurer

la convergence en temps fini. Le recours aux observateurs d’ordre supérieur est alors préconisé.

- Observateur à mode glissant étape par étape d’ordre supérieur

Les observateurs à modes glissants d’ordre supérieur [74, 98, 99] sont conçus essentiellement

pour éviter le phénomène de "Chattering" tout en préservant les avantages des observateurs

à modes glissants ordre un tels que la convergence en temps fini et la robustesse aux entrées

inconnues et aux perturbations.

Considérons le système non linéaire sous la forme triangulaire suivante :

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

:

ẋn−1(t) = xn(t)

ẋn(t) = fn(x1(t), ..., xn(t))

y(t) = x1(t)

(1.101)

L’observateur à modes glissants d’ordre 2 étape par étape basé sur l’algorithme du Super Twisting

est formulé comme suit :

˙̂x1 = x̃2 + λ1|x1 − x̂1|1/2sign(x1 − x̂1)

˙̃x2 = α1sign(x1 − x̂1)

˙̂x2 = E1[x̃3 + λ2|x̃2 − x̂2|1/2sign(x̃2 − x̂2)]

˙̃x3 = E1[α2sign(x̃2 − x̂2)]

:

˙̃xn = En−2[αn−1sign(x̃n−1 − x̂n−1)]

˙̂xn = En−1[f̃ + λn|x̃n − x̂n|1/2sign(x̃n − x̂n)]

˙̃f = En−1[αnsign(x̃n − x̂n)]

(1.102)

où les variables x̃i(t) et les paramètres Ei sont définis comme suit :

x̃i(t) = x̂i(t) + Ei−1λi−1sign(x̃i−1 − x̂i−1) pour i = 2, ..., n (1.103)
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Ei =

 1 si x̃j(t)− x̂j(t) = 0, ∀ j ≤ i

0 si non

On définit les erreurs d’observation ei(t) = xi(t)− x̂i(t) pour i = 1, ..., n. Les gains de l’obser-

vateur λi et αi sont des scalaires positifs à déterminer.

La dynamique de l’erreur d’observation est donnée par :

ė1(t) = x2 − x̃2 − λ1|e1|1/2sign(e1)

ė2(t) = α1sign(e1)− E1[x̃3 + λ2|e2|1/2sign(e2)]

:

ėi(t) = Ei−2αi−1sign(ei−1)− Ei−1[x̃i+1 + λi|ei|1/2sign(ei)] i = 3, ..., n− 1

ėn(t) = En−2αn−1sign(en−1)− En−1[f̃ + λn|en|1/2sign(en)]

(1.104)

Les erreurs d’observations ei(t) convergent vers zéro en temps fini.

1.8 Conclusion

Ce chapitre avait pour but de donner quelques rappels sur le principe des observateurs et

l’observabilité des systèmes pour le cas linéaire sans et avec retard ainsi que pour les systèmes

non linéaires.

Nous avons ainsi vu que la notion d’observabilité pour les systèmes linaires sans et avec retard

sont similaires. En ce qui concerne l’observabilité dans le cas des systèmes non linéaires, celle-ci

n’est pas unique à l’instar du cas linéaire, et qu’elle peut notamment dépendre de l’entrée du

système et des conditions initiales.

D’autre part, nous avons présenté un état de l’art non exhaustif des différentes techniques de

synthèse d’observateurs pour les systèmes continus linéaires et non linéaires. Nous avons vu qu’il

n’y a pas de méthodologie générale pour la construction d’observateurs pour les systèmes non

linéaires. C’est un domaine de recherche où il reste encore beaucoup de problèmes non résolus.





Chapitre 2

Systèmes chaotiques et synchronisation

2.1 Introduction

La théorie du chaos, en tant que nouvelle branche de la physique et des mathématiques, a

fourni une nouvelle façon de voir l’univers et un outil important pour comprendre le compor-

tement de plusieurs processus et systèmes physiques [100]. Cette théorie commence à prendre

forme dans la seconde moitié du vingtième siècle après l’observation de différents systèmes qui,

en dépit de la connaissance de leurs règles d’évolution et de leurs conditions initiales, leur futur

semblait être arbitraire et imprévisible. La théorie du chaos a connu ces dernières années de

multiples applications dans divers domaines de la science et de l’ingénierie.

Une attention particulière a été accordée au développement des techniques pour la communica-

tion en utilisant des systèmes chaotiques. En effet, les signaux chaotiques sont irréguliers, non

périodiques, non corrélés, à large bande et impossible de prévoir leur comportement à long terme.

Ce sont les propriétés exigées en matière de signaux appliqués à des systèmes de communications

sécurisées.

L’utilisation du chaos dans ce type de systèmes ayant pris encore plus d’ampleur depuis les années

90 et ce grâce aux travaux de Pecora et Carroll [7] qui ont montré que deux systèmes chaotiques

identiques avec des conditions initiales différentes, peuvent éventuellement se synchroniser s’ils

sont couplés d’une certaine manière, c’est-à-dire sous certaines conditions.

Dans ce chapitre, nous allons définir les systèmes chaotiques et leurs caractéristiques, ainsi

que leur utilisation dans les schémas de communication sécurisée. Puis, nous aborderons la notion

de synchronisation, ainsi que les différentes méthodes permettant de réaliser cette dernière.
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2.2 Systèmes chaotiques

Tout au long de l’histoire des sciences, et vers la fin du XIX ème siècle, les scientifiques ont

utilisé la théorie physique déterministe pour interpréter les phénomènes naturels. L’état actuel

d’un phénomène physique est le produit d’un état antérieur et l’origine d’un état futur, selon la

théorie déterministe. Néanmoins, un certain nombre de comportements dynamiques existants à

l’époque, tels que les phénomènes météorologiques, ne pouvaient être expliqués par cette vision

déterministe. Henri Poincaré, au début du vingtième siècle, a expliqué ces phénomènes par leur

sensibilité aux conditions initiales.

«Une cause très petite, et qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne

pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dû au hasard. Si nous connaissions

exactement les lois de la Nature et la situation de l’Univers à l’instant initial, nous pourrions pré-

dire la situation de ce même Univers à l’instant ultérieur. Mais, lors même que les lois naturelles

n’auraient plus de secret pour nous, nous ne pourrions connaître la situation initiale qu’approxi-

mativement. Si cela nous permet de prévoir la situation ultérieure avec la même approximation,

c’est tout ce qu’il nous faut, nous disons que le phénomène a été prévu, qu’il est régi par des

lois ; mais il n’en est pas toujours ainsi, il peut arriver que les petites différences dans les condi-

tions initiales en engendrent de très grandes différences dans les phénomènes finaux ; une petite

erreur sur les premières (conditions initiales) produirait une erreur énorme sur les derniers. La

prédiction devient impossible et nous avons le phénomène fortuit.»

Henri Poincaré, 1908 [101]

En 1967, Edwards Lorenz a proposé un système déterministe ayant un comportement com-

plexe se manifestant par un attracteur étrange et caractérisé par une grande sensibilité aux

conditions initiales [102]. Quatre ans plus tard, James Yorke a inventé le mot chaos pour décrire

pour la première fois des processus déterministes et imprévisibles [103]. Suite à ces découvertes,

la théorie du chaos a trouvé des applications en mathématiques, en physique, en électronique, en

biologie, en médecine et, plus récemment, en télécommunications [104].

Il est très délicat de définir ce qu’est un système chaotique, étant donné qu’il n’existe pas une

définition précise. En pratique, on peut dire qu’un système chaotique a un comportement borné
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en régime permanent qui ne correspond pas à un point d’équilibre, qu’il n’est ni périodique, ni

quasi-périodique. Parmi les caractéristiques principales permettant d’évoquer un comportement

chaotique, on peut retenir les trois caractéristiques suivantes :

– Un système chaotique est un système déterministe ;

– Il exhibe une extrême sensibilité aux conditions initiales ;

– Il présente un comportement asymptotique apériodique.

En général, les trajectoires d’un système dynamique chaotique sont attirées vers un attracteur

étrange, qui est un objet géométrique issus de l’évolution des systèmes chaotiques, il est formé

d’une suite infinie de points qui dépendent des conditions initiales du système. L’attracteur

étrange est caractérisé par :

– Un volume nul ;

– Une séparation exponentiellement rapide de trajectoires initialement proches ;

– Une dimension souvent fractale (non entière) caractérisant le concept de système chaotique

fractionnaire.

La naissance d’un attracteur étrange est liée à l’existence de deux processus, à savoir l’étirement,

responsable de l’instabilité et de la sensibilité aux conditions initiales, et le repliement, respon-

sable du côté étrange et fractal de l’attracteur. En pratique, la vérification de quelques propriétés

d’un système dynamique suffit pour pouvoir le considérer comme chaotique :

– Vérifier la sensibilité aux conditions initiales ;

– Tracer les trajectoires des états et leur spectre de puissance ;

– Tracer différents attracteurs ;

– Tracer un diagramme de bifurcation.

2.2.1 Définitions

Le mot "chaos" a été inventé par les Grecs pour décrire l’infiniment vide qui, selon eux,

existait avant l’apparition de tout. Ce terme ne fait pas référence à une absence d’ordre ; il

désigne plutôt un mélange d’ordre et de désordre, que l’on appelle "chaos déterministe".

- Systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques décrivent des phénomènes évoluant au cours du temps, ils sont

représentés par des équations différentielles, qui ont deux types de variables (dynamiques et
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statiques), les variables dynamiques sont les états du système variant dans le temps, tandis que

les variables statiques sont constantes.

Définition 2.1 [105] Considérons le système dynamique continu suivant :

ẋ(t) = f(x(t)); x ∈ Rn (2.1)

Le système (2.1) est dit chaotique s’il existe un ensemble compact Ω ∈ Rn et un ensemble ouvert

Ω0 tels que toutes les trajectoires du système initialisées à x(0) ∈ Ω0 vérifient la condition

suivante :

lim inf
t→∞,ω∈Ω

|x(t)− ω| = 0 (2.2)

et que toute trajectoire x (t, x(0)) qui commence dans Ω est instable au sens de Lyapunov.

2.2.2 Propriétés du chaos

Les systèmes chaotiques sont des systèmes dont les trajectoires évoluent dans une région

bornée avec un caractère stable mais sans jamais converger vers un point fixe ou un cycle limite.

Ces trajectoires qui restent denses dans cette région sont très sensibles aux conditions initiales :

tel que deux conditions initiales très proches conduisent à deux trajectoires qui s’éloignent rapi-

dement l’une de l’autre. Les solutions des équations différentielles non linéaires ne peuvent être

calculées de manière analytique car il n’existe pas de méthodes de résolution analytiques pour

ces équations, sauf pour des cas spécifiques. Elles sont alors déterminées numériquement, et le

comportement du système est étudié par simulation. En réalité, la sensibilité aux conditions ini-

tiales, l’attracteur étrange, l’évolution aléatoire et le spectre qui caractérisent le comportement

des systèmes chaotiques, sont mis en évidence par simulation ou expérimentation.

Un système chaotique présente des caractéristiques, qui lui sont inhérentes, elles sont présentées

comme suit :

- Non linéarité

Pour un système dynamique non linéaire, les propriétés de stabilité sont essentiellement

plus compliquées que dans le cas linéaire. Quand des non linéarités sont présentes, plusieurs

caractéristiques peuvent apparaître comme les cycles limites ou le phénomène du chaos. La non

linéarité est une condition nécessaire, mais insuffisante pour que le chaos apparaisse. Donc le
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comportement chaotique provient d’un système non linéaire, mais la non linéarité seule n’implique

pas nécessairement l’apparition du chaos.

- Déterminisme

Le comportement chaotique d’un système est généré par une ou plusieurs équations détermi-

nistes qui n’incluent aucun paramètre aléatoire. Les états passés, présents et futurs du système

sont régis par des lois déterministes. Le déterminisme reflète l’unicité de la solution de l’équation

différentielle d’un système donné, c’est-à-dire le théorème de Cauchy, néanmoins le déterminisme

n’empêche quand même pas les systèmes chaotiques d’être imprévisibles.

- Sensibilité aux conditions initiales

L’une des propriétés les plus significatives des systèmes chaotiques est leur sensibilité aux

conditions initiales, c’est-à-dire la propriété selon laquelle les évolutions de deux points de dé-

part, aussi proches soient-ils, seront tellement divergentes qu’aucune relation entre leurs deux

trajectoires ne puisse être trouvée.

- Attracteur étrange

Les systèmes chaotiques ont une dynamique très complexe. Lorsqu’on analyse le système

dans l’espace de phase, sa dynamique comporte une certaine régularité qui donne lieu à ce

qu’on appelle "attracteur étrange". Dans le plan de phase, ces objets géométriques issus de

l’évolution de systèmes chaotiques, sont formés d’une suite infinie de points qui dépendent de la

valeur initiale. Au fur et à mesure que le nombre de points augmente, cette forme dans le plan

devient de plus en plus nette. Cependant, ce n’est ni une courbe ni une surface, c’est en fait un

objet intermédiaire constitué de points avec entre eux des espaces inoccupés. L’objet est qualifié

d’étrange en raison de sa structure pointilliste et de sa nature fractale.

- Spectre de puissance

Les systèmes chaotiques se distinguent par une transformée de Fourier ou un spectre de

puissance riche en fréquences, ce qui signifie qu’il comprend un nombre infini de raies, illustrant

ainsi la nature non périodique d’un signal chaotique.
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Figure 2.1: Attracteur étrange du système de Rössler.

2.2.3 Exemple d’illustration

Système de Rössler

Pour montrer les caractéristiques d’un système chaotique, considérons le modèle de Rössler

[106] : 
ẋ(t) = −y(t)− z(t)

ẏ(t) = x(t) + ay(t)

ż(t) = b+ z(t) (x(t)− c)

(2.3)

Otto Rössler a créé son attracteur en 1976 dans un but purement théorique, mais ces équations

se sont avérées utiles dans la modélisation de l’équilibre des réactions chimiques. L’article original

de Rössler [107] indique que son système a été structuré pour fonctionner de manière similaire

au système de Lorenz, mais aussi pour être plus simple à évaluer puisqu’il ne comporte qu’une

seule spirale.

Rössler étudia l’attracteur pour a = 0.2, b = 0.2 et c = 5.7, le système fonctionne alors en

régime chaotique.

L’évolution d’une trajectoire chaotique dans le temps apparait comme étant aléatoire, mais

l’observation de la trajectoire dans l’espace des phases, lorsque t tend vers l’infini, crée une forme

particulière avec une structure fractale : c’est l’attracteur étrange (voir figure 2.1).

L’évolution aléatoire de la trajectoire chaotique du système de Rössler, est décrite par la

figure 2.2.

La figure 2.3 présente la sensibilité aux conditions initiales de l’état x(t) du système (2.3). La

trajectoire en bleu est obtenue pour des conditions initiales [x(0), y(0), z(0)] = [1, 1, 0]. La
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Figure 2.2: Évolution aléatoire des trajectoires du système.
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Figure 2.3: Sensibilité aux conditions initiales de l’état x(t) du système de Rössler.

trajectoire en rouge est obtenue pour les conditions initiales [x(0), y(0), z(0)] = [1, 1, 0.01].

Nous remarquons que, pour une petite variation dans les conditions initiales, la trajectoire de

x(t) (en rouge) diverge de la première courbe. Ce qui démontre la très grande sensibilité aux

conditions initiales des systèmes chaotiques.

Dans le domaine fréquentiel, le spectre d’un signal chaotique a une large gamme de fréquences

comme illustré dans la figure 2.4.

Il existe de nombreux autres modèles de systèmes chaotiques qui présentent des caractéris-

tiques similaires à celles du système de Rössler. Nous citons à titre d’exemple l’attracteur de

Lorenz [108], l’oscillateur de Duffing, le système de Lü [109], le système de Genesio, etc.

La sensibilité aux conditions initiales, l’attracteur étrange, l’évolution aléatoire sont tous mis

en évidence par simulation ou expérimentation pour caractériser le comportement des systèmes

chaotiques. Mais, afin d’étudier les systèmes chaotiques, la communauté scientifique a proposé,
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Figure 2.4: Spectre de puissance.

entre autres, des solutions avec une approche statistique du problème comme le calcul de la

section de Poincaré, les exposants de Lyapunov, etc.

2.2.4 Analyse mathématique des systèmes chaotiques

Cette partie sera dédiée à la présentation des différents outils que nous allons utiliser afin de

mettre en évidence quelques caractéristiques des systèmes dynamiques non linéaires, notamment

les systèmes chaotiques.

- Section de Poincaré

Est un outil mathématique de base qui permet de transformer le comportement compliqué

dans l’espace de phase en un système dynamique discret dans un espace de dimension infé-

rieure [110]. En effet, lors du tracé des solutions de certains problèmes non linéaires, l’espace

de phase peut s’encombrer et la structure fondamentale peut être perdue. Pour surmonter ces

difficultés, la section de Poincaré a été proposée.

Soit un système dynamique continu, décrit dans un espace d’état de dimension n et une surface

de dimension (n−1) définie dans cet espace. L’application de Poincaré est le système dynamique

en temps discret dont la suite des itérés correspond aux coordonnées des points d’intersections

successifs de la trajectoire avec cette surface. L’ensemble des points d’intersections, situés sur la

surface, représente la section de Poincaré. Si on prend un exemple d’un espace d’états de dimen-

sion supérieur ou égale 3, la représentation des trajectoires est difficile et on a recours, pour les

caractériser, aux sections de Poincaré. Pour cette raison, l’ensemble des trajectoires est divisé

par un plan, et chaque fois qu’une trajectoire traverse ce plan, elle y marque un point. Le com-
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portement du système est décrit par la séquence temporelle des points obtenus. Par conséquent,

si la suite temporelle des points converge vers un point d’accumulation, c’est que la coupe passe

par l’attracteur ponctuel. Si l’attracteur est cyclique, le plan intersecte le cycle limite en deux

points d’accumulation, et les intersections avec la trajectoire se rapprochent alternativement de

ces deux points. Si un système de plus de 2 variables manifeste deux pulsations simultanées

et indépendantes, les trajectoires s’enroulent autour de la surface d’un tore. Si l’attracteur est

chaotique, l’intersection de l’attracteur avec le plan de Poincaré, donne une figure contenant des

étirements et repliements de toutes les zones densément occupées. Dans ce cas, aucune trajectoire

ne passe deux fois par le même point, et deux trajectoires ne se superposent jamais [111].

- Exposants de Lyapunov

L’évolution d’un flot chaotique est difficile à appréhender, parce que la divergence des tra-

jectoires sur l’attracteur est rapide. C’est pourquoi, on essaye de quantifier ou même de mesurer

la vitesse de divergence ou de convergence. Cette vitesse est connue sous le nom d’exposant de

Lyapunov. L’exposant de Lyapunov est utilisé pour déterminer le degré de stabilité d’un système

et permet d’obtenir une quantification de la sensibilité aux conditions initiales d’un système

chaotique [112]. Le nombre d’exposants de Lyapunov est égal à la dimension du système dans

l’espace de phase. On considère une trajectoire de "référence" xr(t) du système (2.1) commen-

çant avec la condition initiale xr(0).

La linéarisation de (2.1) autour de xr(0) permet d’obtenir :

dw(t)

dt
=
∂f

∂x
(x(t))w(t)|x(t)=xr(0) (2.4)

Avec w(t) = x(t)− xr(t).

Le taux d’accroissement exponentiel est caractérisé par λ tel que :

|w(t)| = eλt |w(0)| (2.5)

D’après (2.5), il est évident que le signe de λ détermine la convergence ou la divergence des

trajectoires. La valeur de λ est calculée comme suit :

λ =
1

t
ln
|w(t)|
|w(0)|

(2.6)

Soit w(t) la solution de l’équation (2.4), et soient x(0) et w(0) les conditions initiales de x(t)
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et w(t), respectivement. L’exposant de Lyapunov est alors défini par [113] :

λ = lim
t→∞

1

t
ln
|w(t)|
|w(0)|

(2.7)

Remarque 2.2 Il faut noter que l’existence d’un attracteur nécessite que la dynamique

du système soit globalement dissipative. Cela signifie que le système doit être caractérisé

par une stabilité globale. C-à-d que la condition suivante soit vérifiée :
n∑
i=1

λi < 0 (2.8)

où n désigne la dimension du système.

Les divers critères permettant de caractériser la dynamique d’un système non linéaire sont re-

groupés dans le tableau 2.1

La figure 2.5 présente les exposants de Lyapunov du système de Rössler pour c = 5.7, où

λ1 = 0.016760, λ2 = −0.046627, λ3 = −5.470133.

Régime permanent Attracteur Exposants de Lyapunov

Point d’équilibre Point λn ≤ ... ≤ λ1 < 0

Périodique Courbe fermée λ1 = 0, λn ≤ ... ≤ λ2 < 0

Quasi-périodique Tore λ1 = ... = λi = 0, λn ≤ ... ≤ λi+1 < 0

Chaotique Fractal λ1 > 0, λn ≤ ... ≤ λ2 < 0

Hyperchaotique Fractal λ1 > λ2 > 0, λn ≤ ... ≤ λ3 < 0

Table 2.1: Différents régimes d’un système dynamique non linéaire.

- Diagramme de bifurcation

En fonction des valeurs de ses paramètres, un système dynamique non linéaire peut pré-

senter un certain nombre de comportements (point fixe, oscillations périodiques, oscillations

quasi-périodiques, chaos). Il passe d’un comportement à un autre en fonction des changements

de certains paramètres importants du système. Les transitions entre les régimes dynamiques se

produisent par bifurcation, et le paramètre dont la modification entraîne un changement de ré-

gime dynamique est appelé paramètre de bifurcation [111]. L’ensemble de l’évolution dynamique

d’un système peut se représenter sous la forme d’un diagramme de bifurcation.
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Figure 2.5: Exposants de Lyapunov du système (2.3)

Figure 2.6: Diagrammes de bifurcation en fonction des paramètres a, b et c.
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Les diagrammes de bifurcation représentés par la figure 2.6 illustrent le comportement des or-

bites du système de Rössler en fonction des différents paramètres du système. Ainsi, en variant

le paramètre a entre (0.1, 0.38), une bifurcation par doublement de période apparaît lorsque

a = 0.23. Le paramètre b ∈ [0, 2], nous constatons l’apparition des bifurcations lors de cette

évolution. Enfin le paramètre c ∈ [1, 30]. Durant ces trois variations nous distinguons clairement

le doublement de période, ce qui entraine toutes les trajectoires du système à converger vers un

régime chaotique : "attracteur étrange".

- Route vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios permettant de décrire le passage d’un point fixe vers le chaos.

Nous trouvons trois types d’évolution possible [114] :

– Doublement de période

– Intermittences

– Quasi-périodicité

Le comportement dynamique des systèmes chaotiques a attiré l’attention des chercheurs

travaillant dans le domaine des télécommunications sur les méthodes de transmission sécurisé de

l’information basées sur les techniques de cryptographies. Depuis les années 90, de nombreuses

analogies entre les systèmes chaotiques et les systèmes cryptographiques ont été découvertes,

ouvrant ainsi une large voie à l’utilisation du chaos dans les systèmes de communication sécurisés.

2.3 Utilisation des systèmes chaotiques dans les schémas de com-

munication sécurisée

De par les progrès considérables dans les technologies de la communication au cours des der-

nières décennies, la sécurité des échanges d’informations est devenue une préoccupation majeure

de nos jours. Dans ce contexte, la cryptographie joue un rôle prépondérant car l’information est

principalement véhiculée par des réseaux publics. L’objectif principal de la cryptographie est,

précisément, de dissimuler le contenu des informations transmises par le biais de canaux non

sécurisés, en d’autres termes, de garantir la protection et la confidentialité des communications.
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Figure 2.7: Schéma d’un cryptosystème

2.3.1 Introduction à la cryptographie

La cryptographie peut être définie comme l’étude des techniques liées à la sécurité de l’infor-

mation. Le but premier de cette science est d’offrir aux individus la possibilité de communiquer

d’une manière protégée. On suppose que la communication s’effectue via un canal public et donc

accessible à tout le monde. La cryptographie permet de transmettre des informations confiden-

tielles de manière sécurisée en utilisant des canaux non sécurisés.

2.3.2 Principe de la cryptographie

Un cryptosystème défini par (m(t), E,K,D) est illustré par la figure 2.7. Le message à

crypter m(t) est un ensemble fini des messages clairs possibles, l’espace message crypté C est un

ensemble fini des textes chiffrés possibles et l’espace clé K est un ensemble fini des clés possibles.

E et D représentent les ensembles des fonctions de cryptage et de décryptage, respectivement.

Il existe une fonction de cryptage e(m) et une fonction de décryptage d(c).

2.3.3 Objectifs de la cryptographie

Les principaux objectifs de la cryptographie peuvent être présentés comme suit :

– Confidentialité : consiste à garder des données secrètes.

– Intégrité : vise à préserver les données de toute altération non autorisée.

– Authentification : consiste à faire le lien entre les données et leur expéditeur.

– Contrôle d’accès : processus permettant de contrôler qui peut avoir accès aux ressources.
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La cryptographie peut être principalement divisée en de deux catégorie : cryptographie symé-

trique et cryptographie asymétrique.

Cryptographie symétrique

La cryptographie symétrique ou chiffrement à clé privée utilise la même clé au niveau du

cryptage et au niveau du décryptage. Ce qui permet d’avoir une grande vitesse de transmission,

donc de transmettre des quantités considérables d’informations. Pour assurer la sécurité, il faut

néanmoins trouver un algorithme dont le déchiffrement soit simple avec la clé, mais particulière-

ment difficile, voire impossible, sans la connaissance de celle-ci.

Toutefois, cette méthode souffre du problème de la gestion des clés lorsque le nombre d’utilisa-

teurs est élevé.

Cryptographie asymétrique

La cryptographie asymétrique ou à clé publique est venue résoudre le problème de distribution

des clés posé par la cryptographie à clé secrète. Dans les algorithmes asymétriques, les clés de

chiffrement et de déchiffrement sont distinctes et ne peuvent se déduire l’une de l’autre. On

peut donc rendre l’une des deux publique tandis que l’autre reste privée. L’inconvénient de la

cryptographie asymétrique est la faible vitesse de transmission.

2.3.4 Cryptographie chaotique

Le chaos est l’une des dynamiques les plus complexes que peuvent exhiber les systèmes

non linéaires. Une des définitions formelles du chaos est due à RL Devaney [115]. Un système

dynamique est dit chaotique au sens de Devaney s’il remplit deux propriétés : la transitivité et

la densité des points périodiques. Ces deux notions font appel à des concepts topologiques. On

peut montrer que la sensibilité aux conditions initiales, qui est la propriété souvent associée à un

comportement chaotique, est en fait une conséquence de ces deux autres propriétés.

Les signaux générés par les systèmes chaotiques présentent des propriétés statistiques proches des

systèmes aléatoires en dépit d’être déterministes. Cela peut constituer ainsi un des moyens pour

mettre en œuvre les principes de confusion et de diffusion requis par Shannon pour les systèmes

cryptographiques [116]. Une première proposition en ce sens a été faite en 1989 [117]. Depuis, de

nombreuses techniques ont été proposées pour le cryptage de données en utilisant les propriétés du
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chaos. Cette nouvelle approche de chiffrement est communément appelée cryptographie chaotique

[118–120].

Remarque 2.3 La cryptographie chaotique est une méthode de cryptage symétrique, en

effet la même clé est utilisée au niveau du cryptage et au niveau du décryptage.

Le tableau 2.2 illustre l’analogie entre les systèmes cryptographiques et chaotiques.

Système cryptographique Système chaotique

Diffusion Hypersensibilité aux conditions initiales

Confusion Ergodicité : attracteur étrange

Déterminisme des générateurs pseudo-aléatoires Déterminisme des systèmes chaotiques

Complexité des algorithmes de cryptage Comportements complexes

Clé secrète Paramètres de bifurcation

Table 2.2: Analogie entre les systèmes cryptographiques et chaotiques

- Principe de la cryptographie chaotique

La cryptographie chaotique permet de chiffrer et de déchiffrer une information en temps réel

et ce en noyant le message dans le signal chaotique. Pour cela, elle utilise les propriétés des dy-

namiques chaotiques qui ont une évolution temporelle d’aspect bruité et un déterminisme local.

Comparée à la cryptographie classique, la cryptographie chaotique peut présenter quelques avan-

tages en termes de robustesse et de rapidité, surtout lors du chiffrement symétrique par flux. De

plus, la cryptographie chaotique est plus flexible, plus modulaire et facile à mettre en œuvre.

D’autres cryptosystèmes, sont basés sur le principe de la synchronisation des systèmes chao-

tiques. Cette approche consiste à chiffrer l’information par un signal chaotique pseudo aléatoire

généré par l’émetteur "système maître" et utilise la synchronisation au niveau du récepteur

"système esclave" pour récupérer le signal chaotique.

2.4 Synchronisation des systèmes chaotiques

A première vue, et compte tenu de leur sensibilité aux conditions initiales, parler de syn-

chronisation pour des systèmes chaotiques semble surprenant, et on pourrait en conclure que le
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chaos est incontrôlable. Cependant, d’après les travaux de Pecora et Caroll [7], qui ont démon-

tré que les systèmes chaotiques peuvent être complètement synchronisés, la synchronisation des

systèmes chaotiques et hyper-chaotiques a suscité l’intérêt de la communauté scientifique. En

effet, au cours des deux dernières décennies, on a assisté à une synchronisation du chaos dans

divers domaines tels que la physique [121], la chimie [122], la communication sécurisée [123] et

la robotique [124].

2.4.1 Historique

L’histoire de la synchronisation remonte au XV II ème siècle. Christian Huygens, un physi-

cien néerlandais, a été le premier à observer et à décrire le phénomène de synchronisation en

1658 [125]. En effet, le scientifique a découvert que deux de ses horloges à balancier, placées côte

à côte, se synchronisaient parfaitement, ou, en d’autres termes, convergeaient rapidement vers

un mouvement identique en phase et en fréquence, même en présence de perturbations [126]. Le

chercheur conclut alors l’existence d’un mouvement synchrone qu’il qualifia de sympathie entre

les deux horloges.

Lord Rayleigh, un physicien anglais, découvre la capacité des tubes sonores à vibrer à l’unisson

en 1870 [127], soit près de deux siècles plus tard. Dans les années 1920, V. Appleton et B. Van

der Pol étudient le phénomène de synchronisation dans les générateurs à triode sous l’influence

de faibles signaux de synchronisation [128]. Cette étude a reçu une attention considérable due à

son importance physique et son aspect pratique pour les communications radio [128]. En 1946,

le chercheur R. Adler décrit le phénomène de verrouillage qui est un concept clé dans la synchro-

nisation des oscillateurs périodiques [129].

La synchronisation des systèmes chaotiques apparaît pour la première fois dans les travaux de

Fujisaka et Yamada en 1983 [130]. Les chercheurs ont ouvert la voie aux études sur la synchro-

nisation chaotique en utilisant une méthode locale. Par la suite, Afraimovich et son équipe de

recherche ont développé des principes fondamentaux liés à la synchronisation chaotique [131].

L. Pecora et T. Caroll ont démontré théoriquement et expérimentalement en 1990 la possibi-

lité d’une synchronisation identique entre deux circuits chaotiques couplés, l’un appelé "Maître"

et l’autre "Esclave" [7]. Rulkov [132] a proposé une approche différente de la synchronisation

chaotique. Le schéma de synchronisation considère souvent une paire de systèmes configurés en

mode maître-esclave, sauf que le couplage n’est pas limité à des systèmes identiques cette fois.
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Le problème de la synchronisation des systèmes chaotiques a ainsi pris un grand essor grâce aux

travaux [133,134]

2.4.2 Principe de la synchronisation des systèmes chaotiques

L’une des configurations les plus répandues pour synchroniser des systèmes chaotiques est

la configuration Maître-Esclave. Dans un schéma maître-esclave, un système dynamique appelé

esclave doit suivre la trajectoire et l’évolution fixées par un autre système dynamique appelé

maître.

En général, les méthodes de synchronisation sont regroupées sous deux modes basés sur

l’existence de la connexion entre le système maître (émetteur) et le système esclave (récepteur).

Le premier mode est basé sur un couplage mutuel (bidirectionnel) entre deux systèmes chaotiques.

Le second est connu sous le nom de couplage unidirectionnel. La boucle de retour est utilisée

dans la synchronisation bidirectionnelle sur les deux systèmes en même temps. En revanche, dans

le cas d’une synchronisation unidirectionnelle, la boucle de retour est appliquée uniquement à

l’un des deux systèmes.

Considérons les deux systèmes décrits par : ẋ(t) = f1 (x(t)) +M1 (y(t)− x(t))

ẏ(t) = f2 (y(t)) +M2 (x(t)− y(t))
(2.9)

Avec x(t) ∈ Rn et y(t) ∈ Rn représentent les états des deux systèmes, les fonctions f1 et f2

sont des fonctions non linéaires, M1 et M2 sont des matrices diagonales.

Le schéma de couplage des deux systèmes est montré dans les figures 2.8. Lorsque la synchronisa-

tion entre deux systèmes est atteinte, les termesM1 (y(t)− x(t)) etM2 (x(t)− y(t)) s’annulent.

Cela implique que x(t) = y(t) et donc que les deux systèmes ont un comportement semblable.

La synchronisation unidirectionnelle est un cas particulier de la synchronisation bidirectionnelle,

elle est définie si M1 = 0 ou M2 = 0.

2.4.3 Types de synchronisation

Différents types de synchronisation ont été introduits suite aux travaux de Pecora et Caroll

en 1990 [7]. Dans cette section, nous définirons et donnerons le principe de chaque type de

synchronisation.
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Figure 2.8: Schéma de couplage : (1) unidirectionnel, (2) bidirectionnel

- Synchronisation complète

Cette synchronisation [135], également connue sous le nom de synchronisation identique, est

le type de synchronisation le plus ancien et le plus fondamental pour les systèmes chaotiques

couplés. Elle consiste en une reconstruction parfaite des trajectoires de deux systèmes chaotiques

après un régime transitoire, ce qui est accompli à l’aide d’un signal de couplage unidirectionnel,

assurant qu’ils restent en phase au cours du temps.

Soit un système esclave défini par l’équation différentielle suivante :

ẋs(t) = fs (xs(t)) , xs ∈ Rn (2.10)

Ce système se synchronise avec un système maître donné par :

ẋm(t) = fm (xm(t)) , xm ∈ Rn (2.11)

Si, pour toute paire de conditions initiales (xs(0), xm(0)) ∈ Rn × Rn

lim
t→∞
‖xs(t)− xm(t)‖ = 0 (2.12)

où ‖.‖ désigne la norme euclidienne.

- Synchronisation généralisée

Cette méthode de synchronisation a été introduite par Rulkov [132]. C’est la généralisation du

concept de synchronisation identique. Dans ce cas, les systèmes (2.10) et (2.11) se synchronisent

au sens généralisé, s’il existe un difféomorphisme Ψ tel que :

lim
t→∞
‖xs(t)−Ψ (xm(t))‖ = 0 (2.13)
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Remarque 2.4 Il est à noter que le difféomorphisme Ψ doit être inversible et indépendant

des conditions initiales xm(0) et xs(0). La synchronisation complète est un cas particulier

de la synchronisation généralisée, où la fonction Ψ est égale à l’unité.

- Synchronisation projective

La synchronisation projective [136] est une autre forme spéciale de la synchronisation gé-

néralisée, où la fonction Ψ est une fonction linéaire simple tel que Ψ(x) = ax. On dit qu’une

synchronisation projective a lieu, si chaque état xs(t) se synchronise avec un facteur multipliant

l’état xm(t). Ainsi, cette synchronisation peut-être formulée comme suit :

lim
t→∞
‖xs(t)− axm(t)‖ = 0 (2.14)

- Synchronisation retardée

La synchronisation retardée [137] apparaît dans le cas des systèmes chaotiques non identiques

faiblement couplés. En effet, il a été démontré qu’il existe un régime de synchronisation retardée,

où l’état du système esclave converge vers l’état décalé du système maître, c’est-à-dire :

lim
t→∞
‖xs(t)− xm(t− τ)‖ = 0 (2.15)

où τ est un petit retard positif.

- Synchronisation de phase

Le terme "synchronisation de phase" peut être décrit à l’aide de la théorie classique des

vibrations linéaires. Considérons deux oscillateurs avec les phases φ1 et φ2. Il a été démontré que

la synchronisation de phase entre ces deux oscillateurs se produit lorsque l’inégalité suivante est

vérifiée [138].

‖aφ1 − bφ2‖ ≤ ε (2.16)

où a et b sont des entiers et ε est une constante positive.

Néanmoins, il faut noter que même si les trajectoires du système esclave convergent vers celles

du système maître, leurs amplitudes peuvent être différentes.

Quelques approches ont été proposées dans [139] afin de calculer les amplitudes, telle que l’ap-

proche analytique. On considère, un signal analytique Φ(t), une fonction complexe définie par :

Φ(t) = s(t) + js̃(t) = A(t)ejφ(t) (2.17)
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Avec A(t) et φ(t) représentent l’amplitude et la phase, respectivement. s̃(t) est la transformée

de Hilbert de la série temporelle de s(t), tel que :

s̃(t) =
1

π
Ψ

∫ +∞

−∞

s(θ)

t− θ
dθ (2.18)

où Ψ est la valeur principale de l’intégrale de Cauchy.

- Synchronisation impulsive

Considérons le système maître, et définissons un ensemble de temps discrets t̄i pour i =

1, 2, ..., n. A chaque instant t̄i, le signal xm(t) est transmis par le système maître au système

esclave, ce qui provoque le changement des variables d’état [140]. Le système esclave est alors

décrit par le système différentiel impulsif suivant : ẋs(t) = fs (xs(t)) t 6= t̄i

∆xs|t=t̄i = −G (xm(t̄i)− xs(t̄i)) i = 1, 2, ...
(2.19)

où G est la matrice de gains de contrôle.

2.4.4 Techniques et méthodes de synchronisation

La théorie du contrôle des systèmes a joué un rôle important dans le développement des

méthodes modernes de synchronisation. Diverses méthodes, basées sur la conception de diverses

lois de commande, ont été abondamment recensées dans la littérature, nous citons :

- Synchronisation avec commande par rétroaction

Cette approche est considérée comme l’une des méthodes les plus efficaces pour synchroniser

des systèmes chaotiques. En effet, la technique de commande par rétroaction a suscité l’intérêt

de nombreux chercheurs, et plusieurs commandes linéaires et non linéaires, ont été utilisées pour

synchronisation des systèmes chaotiques [141].

Considérons le système chaotique maître défini par :

ẋm = Axm + f(xm) (2.20)

Avec A est la matrice d’état et f(.) est une fonction non linéaire.

En appliquant la commande par rétroaction, le système esclave est décrit comme suit :

ẋs = Axs + f(xs) + u(t) (2.21)
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u(t) est la loi de commande définie par :

u(t) = K (xs − xm) (2.22)

K est une matrice constante appelée matrice de gains. Soit e = xm − xs l’erreur de synchroni-

sation. La dynamique de cette erreur est :

ė = (A−K) e+ f(xm)− f(xm − e) (2.23)

Le problème de synchronisation revient donc à calculer K de telle sorte que l’erreur (2.23)

converge vers 0 asymptotiquement.

- Synchronisation par backstepping

La synchronisation par backstepping est une approche systématique de la conception de

systèmes. Il s’agit d’une procédure récursive qui combine le choix de la fonction de Lyapunov avec

la sélection du contrôleur de manière efficace [142]. Cette méthode présente plusieurs avantages,

notamment la possibilité d’être appliquée à une variété de systèmes chaotiques, la facilité de mise

en œuvre et la possibilité d’effectuer la synchronisation avec un seul contrôleur.

Considérons le système maître défini sous la forme suivante :

ẋm1 = f1(xm1, xm2)

ẋm2 = f2(xm1, xm2, xm3)

:

ẋmn = fn(xm1, xm2..., xmn) + fn+1(t)

(2.24)

Les fonctions fi(.) sont des fonctions non linéaires.

Le système esclave est défini par le système suivant :

ẋs1 = f1(xs1, xs2)

ẋs2 = f2(xs1, xs2, xs3)

:

ẋsn = fn(xs1, xs2..., xsn) + f ′n+1(t) + u(t)

(2.25)

u(t) est un contrôleur qui doit être choisi adéquatement afin d’assurer la synchronisation entre

les systèmes maître et esclave.

L’erreur de synchronisation est définie par ei = xsi−xmi pour i = 1, 2, ...n, nous pouvons ainsi
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obtenir : 

xs1 = e1 + xm1

xs2 = e2 + xm2

:

xsn = en + xmn

(2.26)

En soustrayant (2.24) de (2.25) et en tenant compte de (2.26), la dynamique du système d’erreur

peut être représentée comme suit :

ė1 = g1 (e1, e2)

ė2 = g2 (e1, e2, e3)

:

ėn = gn (e1, e2, ..., en) + f ′n+1(t)− fn+1(t) + u(t)

(2.27)

L’utilisation de l’algorithme du backstepping, nécessite que le système d’erreur soit décomposé

en sous-systèmes tel que :

Σe =



e1

(e1, e2)

:

(e1, e2, ..., en)

(2.28)

L’algorithme récursif du backstepping consiste alors à définir pour chaque sous-système une

fonction de Lyapunov positive V telle que :

V̇j (ej, µj, ρj) < 0 (2.29)

µj, ρj sont les lois de commande de chaque sous système.

- Synchronisation par contrôle actif

Cette méthode, proposée par Bai et Lonngren, s’est avérée efficace pour synchroniser des sys-

tèmes chaotiques identiques et non identiques. Elle présente un niveau remarquable de simplicité

de mise en œuvre [143].

Considérons le système non linéaire maître suivant :

ẋm = Axm + g(xm) (2.30)

où xm ∈ Rn est le vecteur d’état, A ∈ Rn×n est une matrice constante et g(xm) est une fonction

non linéaire.
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Le système esclave est défini par :

ẋs = Bxs + f(xs) + θ(t) (2.31)

où xs ∈ Rn est le vecteur d’état, B ∈ Rn×n est une matrice constante, f(xs) une fonction non

linéaire et θ(t) est la fonction du contrôle actif.

L’erreur de synchronisation est définie par e = xs−xm, la dynamique de cette erreur est donnée

par l’équation :

ė = ẋs − ẋm = Ce+G(xm, xs) + θ(t) (2.32)

Avec C = B̄ − Ā représente les parties communes des matrices des systèmes maître et esclave.

Les parties non communes sont regroupées dans la fonction G(xm, xs) définie comme suit :

G(xm, xs) = f(xs)− g(xm) + (B − B̄)xs − (A− Ā)xm (2.33)

Le contrôleur θ(t) est choisi de manière à ce que l’erreur de synchronisation converge vers 0, tout

en éliminant les termes non linéaires et les parties non communes et assurer la stabilité.

Le contrôleur θ(t) est défini par :

θ(t) = −G(xm, xs) + u(t) (2.34)

où u(t) = −Ke est un contrôleur linéaire et K est la matrice de gains. En remplaçant (2.34) et

u(t) dans (2.32), on obtient :

ė = (C −K)e (2.35)

Si les valeurs propres de la matrice (C − K) sont à parties réelles négatives, alors l’erreur de

synchronisation converge exponentiellement vers 0, autrement dit, le système maître et esclave

se synchronisent exponentiellement.

- Synchronisation par commande adaptative

Récemment, de nouveaux résultats expérimentaux ont démontré que la synchronisation du

chaos peut être réalisée à l’aide de contrôleurs très simples et relatifs au système chaotique utilisé.

En conséquence, de nombreuses études théoriques sur le contrôle et la synchronisation du chaos

avec des lois de contrôle adaptatives ont été menées, et plusieurs schémas de synchronisation

utilisant des contrôleurs adaptatifs ont été développés.

Nous baserons notre développement du principe de synchronisation par contrôle adaptatif sur

le travail de R.W. Guo [144], qui a proposé un contrôleur adaptatif simple mais robuste pour la
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synchronisation des systèmes chaotiques et hyper-chaotiques. Plus tard, la méthode de l’auteur a

été utilisée pour synchroniser des systèmes chaotiques incertains ou à paramètres inconnus [145].

Considérons le système maître suivant :

ẋm = f(xm) (2.36)

f(xm) est un champs de vecteur non linéaire.

Supposons que la fonction vectorielle f(.) vérifie la condition donnée dans l’hypothèse suivante :

Hypothèse 2.1 ∀ xm ∈ Ω ⊂ Rn et ∀ xs ∈ Ω ⊂ Rn, il existe l > 0 tel que :

|f(xm)− f(xs)| ≤ l |xm − xs|

Le système esclave est donné par :

ẋs = f(xs) + k(xs − xm) = f(xs) + ke (2.37)

e = xs − xm représente l’erreur de synchronisation entre le système maître et esclave.

Le gain de commande adaptatif garantissant la convergence de l’erreur de synchronisation vers

0 est défini par :

k̇ = −γ
n∑
i=1

e2
i (2.38)

Avec γ est une constante positive arbitraire.

- Synchronisation par la commande H∞

Dans les systèmes physiques réels, les incertitudes du modèle, les perturbations, le bruit et le

manque d’informations statistiques sur les signaux sont des phénomènes courants. Ces perturba-

tions et incertitudes sont également inévitables dans la synchronisation des systèmes chaotiques.

La réduction de leurs effets sur la synchronisation est un défi majeur [146]. Ceci a conduit un

certain nombre de chercheurs dans ce domaine à s’intéresser à la commande H∞, qu’ils estiment

plus robuste et moins sensible aux imprécisions du modèle.

- Synchronisation par commande floue

Au cours des dernières années, de nombreuses études sur la synchronisation des systèmes

chaotiques basées sur les modèles de Takagi-Sugeno (TS) ont été menées. En effet, les modèles
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décrits par SI-ET-ALORS peuvent être utilisés à la fois pour la modélisation et la synchronisation

des systèmes chaotiques. Ceci est accompli en suivant les étapes énumérées ci-dessous [147] :

– Description des systèmes chaotiques maître et esclave par des modèles flous.

– Calcul de la loi de commande floue (SI-ET-ALORS).

– Vérifier que le comportement chaotique est préservé par le calcul des exposants de Lyapu-

nov.

Une autre méthode intéressante de synchronisation qui a gagné en popularité ces dernières

années et que nous utilisons dans cette thèse est la méthode basée sur l’utilisation d’observateurs

d’état.

Dans ce qui suit, nous allons décrire en détail cette méthode de synchronisation.

2.5 Synchronisation à base d’observateurs

En 1997, Nijmeijer et Mareels [17] ont démontré que la synchronisation des systèmes chao-

tiques peut être ramené à un problème d’estimation d’état, où le système esclave est conçu à

base d’un estimateur d’état, également appelé observateur, pour le système chaotique maître. Un

observateur est un capteur logiciel qui fournit une estimation des variables d’état non mesurées

d’un système. Autrement dit, il s’agit d’un système dynamique qui utilise les mesures disponibles

(entrées et sorties) pour estimer les variables d’état qui ne peuvent pas être mesurées directe-

ment, soit parce qu’elles ne sont pas disponibles, soit en raison de contraintes économiques. La

figure 2.9 illustre le principe de la synchronisation à base d’observateurs.

Figure 2.9: Principe de la synchronisation à base d’observateurs
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2.5.1 Schémas de communication basés sur la synchronisation des systèmes

chaotiques à base d’observateurs

Dans ce qui suit, on s’intéresse aux stratégies de transmission basées sur le principe de la

synchronisation chaotique par observateurs. Le point commun constaté dans la majorité des tech-

niques développées dans la littérature est l’utilisation de la configuration "maître-esclave", dans

laquelle le "système maître" chaotique génère le signal chiffré transmis via le canal de communi-

cation à un système récepteur "système esclave" dans le but de se synchroniser avec le système

maître et de restaurer le signal d’information.

Les méthodes communément utilisées sont : le masquage chaotique [148], la modulation paramé-

trique [148,149], la commutation chaotique [150], le cryptage par injection [151], la transmission

à deux voies [119] et le cryptage combiné [152].

- Le masquage chaotique

Le masquage chaotique [148] est la technique de transmission la plus simple et la plus élé-

mentaire. Le signal à transmettre m(t) est ajouté au signal porteur chaotique y(t) généré par le

système émetteur puis le signal s(t) est transmis au récepteur à travers le canal de transmission

vers le système récepteur qui se synchronise identiquement avec le système maître. Le message est

reconstruit après la soustraction entre le signal transmis et le signal porteur estimé. Le schéma

représentant cette méthode est donné par la figure 2.10.

Figure 2.10: Schéma représentatif de la technique de masquage chaotique

Remarque 2.5 L’ajout de m(t) à la sortie y(t) de l’émetteur peut provoquer une dé-

gradation de la qualité de la synchronisation au niveau du récepteur puisque le signal de

commande n’est pas la sortie de l’émetteur.
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Par conséquent, l’amplitude de m(t) doit être très petite par rapport au signal chaotique y(t).

- Modulation paramétrique

Le principe de modulation paramétrique consiste à utiliser le signal d’information, généra-

lement de nature binaire, pour moduler l’un des paramètres du système chaotique émetteur.

Le système récepteur se synchronise d’une manière adaptative avec l’émetteur chaotique et le

signal d’information est restauré par l’intermédiaire d’une loi d’adaptation. Cette technique peut

être interprétée comme étant un problème d’estimation conjointe des états et des paramètres

inconnus. Le système récepteur est conçu à l’aide d’un observateur adaptatif pour le système

émetteur, de telle sorte que l’erreur de synchronisation s’approche de zéro, récupérant ainsi le

message transmis (voir figure 2.11).

Avec β : étant le paramètre de modulation.

Figure 2.11: Schéma représentatif de la méthode par modulation paramétrique.

- Commutation chaotique

Le principe de la commutation chaotique est qu’au niveau de l’émetteur, on dispose de deux

oscillateurs générant les signaux chaotiques y0(t) et y1(t). Ces deux signaux sont générés par les

deux systèmes chaotiques qui ont des paramètres légèrement différents mais possèdent la même

structure. Au niveau du récepteur, le système chaotique est réglé sur le paramètre correspondant

à 0 ou 1 et ainsi la synchronisation sera réalisée si le bit correct est transmis sinon il n’y a pas de

synchronisation, le signal d’information est reconstruit à la fin du processus de détection comme

illustré par la figure 2.12.
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Figure 2.12: Schéma représentatif de la technique par commutation chaotique.

- Cryptage par inclusion

Cette technique consiste à injecter le message dans la dynamique de l’émetteur, sans toutefois

réaliser une modulation paramétrique. Le message à transmettre doit être de nature binaire ou

analogique, et la puissance de ce dernier doit être suffisamment petite pour ne pas détériorer le

comportement chaotique du système. La reconstruction de l’information se fait par l’opération

inverse une fois la synchronisation est réalisée.

Cette technique présente un niveau de sécurité plus élevé par rapport aux techniques précédentes

puisque le signal d’information est masqué dans la dynamique du système maître et le signal

chaotique disponible dans le canal public ne porte pas l’information de manière directe comme

dans le cas de la technique de masquage chaotique. La figure 2.13 illustre la technique par

inclusion.

Figure 2.13: Schéma représentatif de la technique par inclusion.
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- Transmission à deux voies

Le principe est de séparer les tâches de synchronisation et de cryptage en utilisant deux voies

de communication [119]. L’émetteur chaotique génère un signal chaotique y(t) transmis dans

un premier canal de communication (Canal 1) vers le récepteur qui doit se synchroniser avec

le système maître. L’émetteur génère également un autre signal chaotique x(t) utilisé par une

fonction de cryptage qui produit le signal du texte crypté C(t) transmis dans un deuxième canal

de transmission (Canal 2).

Grâce de cette indépendance entre les tâches de synchronisation et de cryptage, il n’y a pas

de contraintes imposées sur l’amplitude du signal d’information puisque dans ce cas, ce dernier

n’agit ni sur la dynamique de l’émetteur chaotique ni sur le signal transmis y(t) contrairement

aux techniques précédentes.

Cependant, cette technique présente des mauvaises performances en présence du bruit de trans-

mission puisque l’effet du bruit est doublé car il agit à la fois sur le signal transmis y(t) et sur le

signal du texte chiffré C(t). La figure 2.14 illustre le principe de la transmission à deux voies.

Figure 2.14: Schéma représentatif de la technique de transmission à deux voies

- Cryptage combiné

Le principe de cette méthode repose à la fois sur la cryptographique classique (chiffrement)

et sur le principe de synchronisation des systèmes chaotiques. La fonction de cryptage utilise le

signal d’informationm(t) et un signal chaotique de cryptage x(t) généré par l’émetteur chaotique

pour produire le signal crypté C(t) réinjecté dans la dynamique de l’émetteur chaotique.

Au niveau de la réception, le système esclave se synchronise avec le système maître et génère les
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signaux Ĉ(t) et x̂(t) qui représentent les estimations respectives des signaux C(t) et x(t). Enfin,

l’algorithme de décryptage utilise les signaux obtenus pour restaurer le signal d’information en

générant ainsi le signal m̂(t). La figure 2.15 illustre le principe de la transmission par cryptage

combiné.

Figure 2.15: Schéma représentatif de la technique de cryptage combiné

2.6 Conclusion

Durant ce chapitre, nous avons abordé la notion du chaos et avons donné quelques définitions

des systèmes chaotiques, nous avons aussi exposé ses caractéristiques, telles que sa très grande

sensibilité aux conditions initiales et son aspect aléatoire, l’attracteur étrange, etc., qui ont fait

du chaos un phénomène très intéressant pour cacher les signaux d’informations afin de les trans-

mettre d’une manière sécurisée dans des schémas de communication privée.

Par la suite, la notion de synchronisation a été abordée. En effet, ce phénomène permet à deux

systèmes chaotiques, ayant la même structure mais forcément des conditions initiales différentes,

de reproduire le même signal chaotique. Ce qui rend possible, dans les schémas cryptographiques,

la récupération de l’information chiffrée.

Dans un premier lieu, nous avons cité quelques types de synchronisation. Ensuite, nous avons

présenté les différentes méthodes de communication basées sur la synchronisation des systèmes

chaotiques, en particulier la synchronisation à base d’observateurs.





Chapitre 3

Synchronisation chaotique avec et sans

retard dans le canal de communication

3.1 Introduction

L’application de la théorie du chaos au cryptage des données suscite de plus en plus l’attention

des chercheurs [153]. En effet, les systèmes chaotiques présentent des caractéristiques particulières

et avantageuses, à savoir une grande sensibilité aux conditions initiales et aux paramètres du

système, une évolution apparemment aléatoire, un haut niveau de sécurité et une simplicité de

mise en œuvre.

L’une des configurations de synchronisation des systèmes chaotiques les plus utilisées est la

configuration maître-esclave, où un émetteur chaotique (le système maître) génère un signal à sa

sortie qui est transmis via le canal de communication à un récepteur (le système esclave) qui a

pour objectif de se synchroniser avec l’émetteur et de restaurer le signal d’information.

Afin d’assurer la synchronisation des systèmes chaotiques (du système maître et esclave),

plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature. Nous citons les méthodes à base de

commandes [11,12,146] et les méthodes à base d’observateurs [154,155].

La technique des modes glissants est largement utilisée pour la commande et l’observation

des systèmes en raison de ses nombreux avantages tels que la précision, la rapidité, la conver-

gence en temps fini et la robustesse vis à vis des incertitudes et le rejet des perturbations. Ces

performances sont obtenues par l’injection d’un terme discontinu utilisant la fonction sign. On

distingue les modes glissants classiques du premier ordre et les modes glissant d’ordre supérieur.
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L’inconvénient majeur des techniques du mode glissant du premier ordre est le phénomène de

chattering introduit par le terme discontinu. Ce problème rencontré également dans la concep-

tion des observateurs à mode glissant est encore plus nuisible dans le problème de conception

des régulateurs. Des solutions ont été introduites pour atténuer ce phénomène, telles que le fil-

trage des oscillations à haute fréquence, l’utilisation de fonctions sigmoïdes au lieu de la fonction

sign, la technique de la couche limite [156], etc. Mais, ces solutions présentent également cer-

tains inconvénients, principalement le retard et la dégradation de la précision. Afin de surmonter

ces inconvénients tout en conservant des performances acceptables, des techniques à modes glis-

sants d’ordre supérieur ont été introduites à la fois pour la commande et l’observation [157]. Le

principal avantage des modes glissants d’ordre supérieur est qu’ils permettent l’atténuation voir

l’élimination du phénomène de chattering sans avoir recours à l’utilisation d’un filtre.

Un autre inconvénient dû à la technique classique des modes glissants du premier ordre

est qu’elle exige que le degré relatif entre l’entrée du système et sa sortie soit égal à 1. Un

mode glissant d’ordre n est alors développé pour les systèmes ayant un degré relatif égal à n.

L’algorithme du Super-Twisting permet d’appliquer les techniques à modes glissants du second

ordre à des systèmes ayant un degré relatif égal à 1 évitant ainsi les inconvénients du mode

glissant classique. L’utilisation des techniques à modes glissant d’ordre supérieur, en particulier,

l’algorithme du Super-Twisting permet d’améliorer la robustesse via à vis des incertitudes de

modélisation et des perturbations, tout en atténuant le phénomène de chattering.

L’un des problèmes majeurs de la configuration maître-esclave étant l’apparition du retard

lors de la transmission via le canal de communication public (retard sur la sortie). Ce retard

est généralement dû à l’espacement géographique du système maître et esclave. Le retard reflète

alors le délai de transmission des informations échangées entre le maître et l’esclave. Ce problème

ayant des répercutions sur la stabilité, la convergence, etc. Par conséquent, il est souhaitable que

les méthodes de synchronisation tiennent compte de cette contrainte.

Ainsi, le problème de la conception d’observateurs non linéaires, en présence de retard sur la

sortie, a pris de l’ampleur ces dernières années. Les techniques d’immersion et d’invariance ont

été étudiées pour concevoir des observateurs pour des systèmes non linéaires lorsque la sortie

est soumise à un retard constant [34]. Un observateur à grand gain sous mesures retardées est

développé dans [35]. Un observateur pour les systèmes non linéaires lipschitziens soumis à un

retard variable dans le temps est proposé dans [36]. Le premier travail traitant de la conception
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d’observateurs non linéaires à sortie retardée est présenté dans [37] pour une classe de systèmes

uniformément observables. Les auteurs proposent un "observateur en chaîne" composé d’obser-

vateurs successifs en cascade. Chaque observateur considère qu’il y a eu un retard à chaque

instant retardé. Cette idée a été étendue avec d’autres développements dans [38–40]. La concep-

tion d’observateur-prédicteur en cascade est une approche efficace pour compenser le problème

de retard dans les systèmes non linéaires [41–43]. Cette approche est composée de deux étapes.

Dans la première étape, un observateur est conçu pour estimer l’état retardé. L’observateur est

alimenté par les mesures retardées pour obtenir l’estimation de l’état retardé. Cet observateur

fonctionne comme dans une situation de retard libre. Dans la deuxième étape, le prédicteur est

utilisé pour compenser le retard.

La conception d’observateurs non linéaires pour la synchronisation de systèmes chaotiques,

en présence d’un retard en sortie, a été étudiée dans [158–162]. Cependant, dans la plupart des

méthodes de synchronisation proposées dans la littérature, les incertitudes et les perturbations

externes ne sont pas prises en considération.

Par ailleurs, les systèmes chaotiques étant des systèmes non linéaires, leur représentation

sont parfois très complexes et l’estimation d’état devient alors plus difficile. La structure Takagi-

Sugeno (TS) proposée dans [163] représente un meilleur modèle en terme de complexité mathé-

matique. Ainsi, les comportements non linéaires peuvent être décrits par des modèles simples. La

structure du modèle de Takagi-Sugeno, parfois appelée "structure multimodèle", est basée sur la

décomposition du système en plusieurs zones et le comportement du système dans chaque zone

est représenté par un modèle linéaire local. Avec un choix approprié de la fonction de pondération,

les modèles locaux peuvent alors représenter efficacement le comportement global du système.

Ces fonctions non linéaires vérifient la propriété de la somme convexe [164]. Cette représentation

importante permet l’extension de certains outils d’analyse et de conception développés pour les

systèmes linéaires aux systèmes non linéaires, ce qui constitue l’avantage principal de la structure

Takagi-Sugeno pour l’étude des systèmes non linéaires.

Dans ce chapitre, nous synthétisons deux méthodes de synchronisation des systèmes chao-

tiques. La première méthode consiste en la synchronisation de systèmes chaotiques non linéaires

utilisant la représentation Takagi-Sugeno avec des variables de prémisses non mesurables. Un

observateur proportionnel intégral (PI) à entrée inconnue est conçu pour atteindre l’objectif de

synchronisation. L’observateur PI proposé estime à la fois les états et l’entrée inconnue. L’entrée
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inconnue est un message audio à transmettre. La convergence de l’observateur PI est établie dans

un cadre de formulation LMI.

La deuxième méthode considère la synchronisation des systèmes chaotiques non linéaires

soumis à un retard dans le canal de transmission (sortie retardée). Par rapport aux schémas de

synchronisation chaotique existants en présence d’un retard de transmission, l’approche proposée

combine l’observateur à mode glissant du second ordre basé sur l’Algorithme du Super-Twisting

(STA) qui sert à l’estimation des états retardés et de la perturbation totale retardée, l’ensemble

de ces estimés sont ensuite introduits dans un prédicteur d’état mis en chaine avec l’observateur,

ce qui permet de compenser l’effet du retard induit par le canal de transmission et donc de

restituer les états du système à l’instant présent.

Dans une première étape, nous synthétisons un schéma de synchronisation d’un système

chaotique de Takagi-Sugeno à base d’un observateur proportionnel intégral avec application à la

transmission sécurisée d’un message audio. La stabilité et la convergence de l’observateur sont

analysées. Les résultats théoriques sont illustrés par des simulations vérifiant ainsi la démarche

entreprise. Dans la deuxième étape, nous synthétisons une méthode de synchronisation à base

d’un observateur à mode glissant d’ordre deux d’un système chaotique en présence du retard

dans le canal de transmission et de perturbations. Nous allons d’abord synthétiser l’observateur

à mode glissant qui permet d’estimer l’état retardé et la perturbation retardée. Ensuite, nous

synthétisons le prédicteur qui permet de compenser le retard et d’estimer l’état à l’instant présent,

et nous analysons la stabilité du prédicteur. A la fin, nous donnons les résultats de simulation

obtenus.

Les résultats théoriques obtenus dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication et d’une

communication internationale [165,166].

3.2 Synchronisation d’un système TS chaotique sans retard dans

le canal de communication

Dans le schéma de synchronisation proposé dans cette partie, le système non linéaire chao-

tique est représenté par un modèle de Takagi-Sugeno (TS) avec des variables de prémisses non

mesurables. Un observateur Proportionnel-Intégral (PI) à entrée inconnue est conçu pour at-

teindre l’objectif de synchronisation. Une application à la transmission sécurisée d’un message
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audio est considérée. Le schéma proposé est montré par la figure 3.1.

Figure 3.1: Schéma de synchronisation proposé.

3.2.1 Structure du modèle TS

Les modèles TS ont été largement étudiés dans les schémas de contrôle et de synchronisation

[167,168]. En raison de leur structure simple avec une dynamique locale, la théorie conventionnelle

des systèmes linéaires peut être facilement appliquée à l’analyse et à la synthèse de ces systèmes.

Chaque sous-modèle contribue à cette représentation globale suivant une fonction de pondération

µi(ξ(t)) à valeurs dans l’intervalle [0, 1].

La structure du modèle TS est donnée par :
ẋ(t) =

r∑
i=1

µi(ξ(t))(Aix(t) +Biu(t) + Eim(t))

y(t) = Cx(t) +Gm(t)

(3.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur des entrées,m(t) ∈ Rs est le vecteur

des entrées inconnues, y(t) ∈ Rp représente le vecteur de sortie. Ai ∈ Rn×n est la matrice d’état,

Bi ∈ Rn×m est la matrice d’influence de l’entrée, C ∈ Rp×n représente la matrice de sortie ou

d’observation et G ∈ Rp×s est la matrice d’influence de l’entrée inconnue.

Enfin, les quantités µi(ξ(t)) représentent les fonctions d’activation qui dépendent de la variable

ξ(t) dite variable de prémisse ou de décision qui peut être une variable mesurable (entrée ou sortie

du système) ou une variable non mesurable (état du système) ; ces fonctions ont les propriétés

suivantes [169] :


r∑
i=1

µi(ξ(t)) = 1

0 ≤ µi(ξ(t)) ≤ 1 ∀ i ∈ {1, 2, ..., r}
(3.2)
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Avec r le nombre de modèle.

Considérons le système chaotique non linéaire (maître) représenté par le modèle TS suivant :
ẋ(t) =

r∑
i=1

µi(x(t))(Aix(t) +Biu(t) + Eim(t))

y(t) = Cx(t) +Gm(t)

(3.3)

Hypothèse 3.1 Nous supposons que l’amplitude de m(t) est faible pour que le comporte-

ment chaotique du système ne soit pas altéré. De plus, on suppose que la dérivée de m(t)

est également très petite.

Hypothèse 3.2 Les signaux u(t) et x(t) sont également bornés.

Par la suite, on suppose que le nombre d’entrées inconnues est inférieur au nombre de sorties

mesurées (s < p). Le modèle TS à variables de décision non mesurables (3.3) peut se ramener à

un modèle TS perturbé à variables de décision mesurables comme suit :
ẋ(t) =

r∑
i=1

µi(x̂(t))(Aix(t) +Biu(t) + Eim(t) + w(t))

y(t) = Cx(t) +Gm(t)

(3.4)

où w(t) est le terme de perturbation donné par :

w(t) =
r∑
i=1

(µi (x(t))− µi (x̂(t))) (Aix(t) +Biu(t) + Eim(t)) (3.5)

Le modèle TS (3.4) peut être écrit sous la forme augmentée suivante :
ẋa(t) =

r∑
i=1

µi(x̂a(t))(Āixa(t) + B̄iu(t) + Γw(t))

y(t) = C̄xa(t)

(3.6)

Avec :

Āi =

 Ai Ei

0 0

 ; B̄i =

 Bi

0

 ; C̄ =
(
C G

)
; Γ =

 I

0

 ; xa(t) =

 x(t)

m(t)


3.2.2 Synthèse de l’observateur PI

L’observateur proposé pour le système (3.4) est donné par les équations suivantes [170] :
˙̂x(t) =

r∑
i=1

µi(x̂(t)) (Aix̂(t) +Biu(t) + Eim̂(t) + LPi (y(t)− ŷ(t)))

˙̂m(t) =
r∑
i=1

µi(x̂(t)) (LIi (y(t)− ŷ(t)))

ŷ(t) = Cx̂(t) +Gm̂(t)

(3.7)
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Soit : x̂a(t) =

 x̂(t)

m̂(t)

, alors :


˙̂xa(t) =

r∑
i=1

µi(x̂a(t))
(
Āix̂a(t) + B̄iu(t) + L̄i(y(t)− C̄x̂a(t))

)
ŷ(t) = C̄x̂a(t)

(3.8)

où L̄i sont les gains de l’observateur PI, avec :

L̄i =

 LPi

LIi


L’observateur proposé (3.7) permet non seulement l’estimation des états du modèle TS (3.4)

soumis à une entrée inconnue m(t), mais aussi la reconstruction de cette entrée en présence de

variables de décision non mesurables. Considérons l’erreur d’estimation d’état augmentée :

ea(t) = xa(t)− x̂a(t) (3.9)

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état (3.9) est représentée par :

ėa(t) =
r∑
i=1

µi (x̂a(t)) (Āixa(t) + B̄iu(t) + Γw(t))

−
r∑
i=1

µi (x̂a(t)) (Āix̂a(t) + B̄iu(t) + L̄i(y(t)− C̄x̂a(t)))
(3.10)

La dynamique de l’erreur d’estimation d’état devient :

ėa(t) =
r∑
i=1

µi (x̂a(t))
(
(Āi − L̄iC̄

)
ea(t) + Γw(t) (3.11)

La convergence de l’erreur d’estimation d’état ea(t) est étudiée en fonction du terme w(t) défini

par (3.5). On suppose que le terme w(t) satisfait la condition suivante :

|w(t)| ≤ η |ea(t)| (3.12)

où η est une constante positive. Les conditions de convergence de l’observateur PI (3.8) sont

données dans le théorème suivant :

Theorem 3.1 L’erreur d’estimation d’état entre l’observateur PI (3.8) et le système (3.6)

converge asymptotiquement vers zéro, s’il existe une matrice symétrique et définie positive

P = P T > 0, des matrices M̄i et un scalaire positif λ, telles que les conditions suivantes

soient vérifiées pour tout i = 1, ..., r :[
PĀi + ĀTi P − M̄iC̄ − C̄TM̄T

i + λη2I PΓ

ΓTP −λI

]
< 0 (3.13)
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Les gains de l’observateur sont donnés par :

L̄i = P−1M̄i

.

Démonstration 3.1 Il suffit de considérer une fonction de Lyapunov quadratique :

V (t) = eTa (t)Pea(t) (3.14)

où P = P T > 0.

La dérivée de la fonction de Lyapunov (3.14) est donnée par :

V̇ (t) = ėTa (t)Pea(t) + eTa (t)P ėa(t) (3.15)

En utilisant (3.11), on obtient :

V̇ (t) =
r∑
i=1

µi (x̂a(t))
(
eTa (t)(φTi P + Pφi

)
ea(t)

+ eTa (t)PΓw(t) + wT (t)ΓTPea(t))
(3.16)

où φi = Āi − L̄iC̄.
Alors :

V̇ (t) =
r∑
i=1

µi (x̂a(t))

(eTa (t)((Āi − L̄iC̄)TP + P
(
Āi − L̄iC̄))ea(t) + eTa (t)PΓw(t) + wT (t)ΓTPea(t))

(3.17)

Lemme 3.1 [171] Soit deux matrices X et Y de dimensions appropriées, alors la pro-

priété suivante est vérifiée :

XTY + Y TX ≤ λXTX + λ−1Y TY λ > 0. (3.18)

En utilisant le lemme 3.1 ainsi que (3.12), on obtient :

eTaPΓw + wTΓTPea ≤ λwTw + λ−1eTaPΓΓTPea

≤ λη2eTa ea + λ−1eTaPΓΓTPea
(3.19)

En substituant (3.19) dans la dérivée de la fonction de Lyapunov (3.17), on obtient :

V̇ (t) ≤
r∑
i=1

µi (x̂a(t)) e
T
a (t)(

(
Āi − L̄iC̄

)T
P + P

(
Āi − L̄iC̄

)
+λη2I + λ−1PΓΓTP )ea(t)

(3.20)
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Avec M̄i = PL̄i.

Puisque les fonctions d’activation vérifient les conditions (3.2), la dérivée de la fonction

de Lyapunov est négative si :

PĀi + ĀTi P − M̄iC̄ − C̄TM̄T
i + λη2I + λ−1PΓΓTP ≤ 0 (3.21)

En utilisant le complément de Schur [172], on obtient l’inégalité matricielle linéaire (LMI)

suivante : [
PĀi + ĀTi P − M̄iC̄ − C̄TM̄T

i + λη2I PΓ

ΓTP −λI

]
< 0 (3.22)

La résolution de la LMI permet d’obtenir les gains de l’observateur PI,

L̄i = P−1M̄i

ainsi que le scalaire λ.

3.3 Application à la synchronisation des systèmes chaotiques

Considérons le système chaotique de Rössler représenté par le modèle d’état suivant :
ẋ1(t) = −x2(t)− x3(t)

ẋ2(t) = x1(t) + ax2(t)

ẋ3(t) = x1(t)x3(t)− cx3(t) + bu(t)

(3.23)

Avec u(t) = 1, les paramètres du système sont a = 0.398, b = 2 et c = 4.

Ce système chaotique est introduit afin de montrer l’efficacité de l’observateur PI à entrée in-

connue à la reconstruction simultanée des états et de l’entrée inconnue (message audio) utilisée

dans le schéma de communication sécurisé.

La variable de décision non mesurable est : x3(t) ∈ [x3min x3max], le système de Rössler

peut être représenté par le modèle de Takagi-Sugeno [173], donné sous la forme suivante : ẋ(t) =
2∑
i=1

µi (x3(t))(Aix(t) +Biu(t) + Eim(t))

y(t) = Cx(t) +Gm(t)

(3.24)

où : x(t) = [x1(t), x2(t), x3(t)] est le vecteur d’état et m(t) est l’entrée inconnue (message

audio).

µ1(x3(t)) = x3max−x3(t)
x3max−x3min ; µ2(x3(t)) = x3(t)−x3min

x3max−x3min
avec : x3max = 10; x3min = −10.
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Les conditions initiales du système sont : x(0) = [0, 1; 0, 1; 0, 1]T , les condition initiales de l’ob-

servateur sont : x̂(0) = [−0, 1; −0, 1; −0, 1]T . Les paramètres du modèle TS et de l’observateur

sont donnés comme suit :

A1 =


0 −1 −1

1 0.398 0

−10 0 −4

, B1 =


0

0

2

, A2 =


0 −1 −1

1 0.398 0

10 0 −4

, B2 =


0

0

2



E1 =


4

3

1

, E2 =


20

28

0

, C =

 1 0 0

0 1 0

,

P =


14.4169 1.1924 1.2935 −4.5945

1.1924 14.9491 −0.7427 0.7600

1.2935 −0.7427 0.2146 −0.4766

−4.5945 0.7600 −0.4766 1.5866



LP1 =


30.8179 10.2149

8.5508 13.5825

33.7284 182.3731

, LP2 = 103 ∗


2.7003 4.1283

−0.6436 −0.9701

−0.3318 −0.2588


LI1 =

[
77.501 118.5119

]
, LI2 = 104 ∗

[
0.8166 1.2629

]
, λ = 0.6957.

Remarque 3.2 Dans cet exemple, nous avons considéré G = 0. Il faut néanmoins noter

que les résultats théoriques présentés sont également valables pour G = 0.

- Résultats de simulation

L’attracteur chaotique pour le système de Rössler est donné par la figure 3.2, avec et sans l’entrée

inconnue.

La figure 3.3 représente les états du système de Rössler ainsi que leurs estimés obtenus par

l’observateur PI. Les erreurs d’estimation sont tracées sur la figure 3.5, ces erreurs convergent

vers zéro, nous pouvons ainsi noter que l’observateur proposé donne une bonne estimation des

états. L’entrée inconnue (message audio) et son estimée sont données par la figure 3.4, l’erreur

d’estimation du message est représentée sur la figure 3.6. Nous constatons que cette erreur tend

vers zéro, et donc nous pouvons conclure la bonne restitution du message audio.

Les résultats de simulation montrent l’efficacité de l’observateur à entrée inconnue PI pour l’es-

timation simultanée des états et de l’entrée inconnue (message audio).
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Figure 3.2: Attracteur chaotique de Rössler sans entrée inconnue (bleu), avec en (rouge).
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Figure 3.3: États réels (en noir), états estimés (en rouge).
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Figure 3.4: Entrée inconnue (en noir), entrée inconnue estimée (en rouge).
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Figure 3.5: Erreurs entre les états et leurs estimations.
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Figure 3.6: Erreur entre l’entrée inconnue (message audio) et son estimation.
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3.4 Synchronisation chaotique avec retard dans le canal de com-

munication (mesure retardée)

Dans cette partie, nous proposons une approche pour la synchronisation de systèmes chao-

tiques non linéaires soumis à un retard dans le canal de transmission (retard sur la mesure)

et aux perturbations (incertitudes paramétriques et perturbations externes). L’approche propo-

sée combine l’observateur à mode glissant d’ordre deux basé sur l’algorithme de Super-Twisting

(STA) qui sert à l’estimation des états retardés et de la perturbation totale (incertitudes para-

métriques et perturbations externes) retardée. L’ensemble de ces estimés sont ensuite injectés

dans le prédicteur d’état mis en cascade avec l’observateur, ce qui permet de compenser l’effet

du retard induit par le canal de transmission et donc de restituer les états du système à l’instant

présent. Le schéma proposé est montré par la figure 3.7

Figure 3.7: Schéma observateur-prédicteur.

3.4.1 Système maître

Considérons le système chaotique non linéaire à sortie retardée suivant : ẋ(t) = f(x(t), d(t))

yτ (t) = h(x(t− τ))
(3.25)

Avec x(t) = [x1(t) x2(t) ..., xn(t)]T ∈ Ω ⊂ Rn est le vecteur d’état de dimension n, yτ (t) ∈ Rp

représente le vecteur de sortie affectée par le retard de sortie τ et d(t) ∈ Rl représente le signal

de perturbation externe supposé inconnu.

Si le système (3.25) est uniformément localement observable, donc il existe un changement de

coordonnées local z(t) = Γ(x(t)) tel que le système non linéaire (3.25) peut se réécrire sous la

forme triangulaire dite forme d’observabilité.
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Soit le système (3.25) sous la forme canonique observable suivante : ż(t) = Az(t) + Θ̃(z(t)) +Bη(t)

yτ (t) = Cz(t− τ)
(3.26)

Avec les matrices du système (3.26) sont données comme suit :

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · :

: : 0 · · · :

: : · · · · · · 1

0 0 · · · · · · 0


;B =

[
0 0 0 · · · 1

]T
;C =

[
1 0 0 · · · 0

]
(3.27)

Le vecteur non linéaire Θ̃(z(t)) est décrit comme suit :

Θ̃(z(t)) =



Θ1(z1)

Θ2(z1, z2)

.

Θn−1(z1, z2, ..., zn−1)

0


(3.28)

où : η(t) = Θn(z1, z2, ..., zn)+d(t) représente la perturbation totale du système, avec Θn(z1, z2, ..., zn)

sont les incertitudes du système, d(t) est la perturbation externe, qui est considérée inconnue.

3.4.2 Synthèse du système esclave

Lors de la transmission du signal de "commande" du système maître vers le système esclave,

le retard est un phénomène qui peut subvenir et affecter ainsi le signal de communication. Ce

retard engendre alors une instabilité, un décalage dans les informations, etc.

Afin de répondre à cette problématique inhérente aux systèmes en réseaux, nous proposons une

stratégie en deux temps pour la synthèse du systèmes esclave, et ainsi compenser l’effet indésirable

du retard.

Le système esclave proposé est composé d’un observateur à mode glissant d’ordre deux basé

sur STA et d’un prédicteur mis en cascade.

L’observateur à mode glissant du second ordre permet d’estimer les états retardés du système

ẑ(t− τ), ainsi que l’estimée η̂(t− τ) de la perturbation totale retardée. Ces estimés sont ensuite
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introduits dans le prédicteur mis en cascade avec l’observateur pour compenser l’effet du retard

et finalement obtenir les estimations à l’instant présent des états du système zp(t) (voir figure

3.7).

Remarque 3.3 Il faut néanmoins noter que l’observateur à mode glissant est conçu en

supposant que le système (3.25) peut se mettre sous la forme canonique observable (3.26)

et que le comportement chaotique du système (3.25) est invariant sous le difféomorphisme.

- Synthèse de l’observateur à mode glissant basé sur l’algorithme de Super-

Twisting

Considérons le système chaotique incertain soumis à un retard de sortie sous la forme canonique

suivante : 

ż1(t) = z2(t) + Θ1(z1)

ż2(t) = z3(t) + Θ2(z1, z2)

. = .

. = .

żn−1(t) = zn(t) + Θn−1(z1, z2, ..., zn−1)

żn(t) = η(t)

yτ (t) = z1(t− τ)

(3.29)

Le signal transmis via le canal public est y(t) = z1(t) qui est retardé lors de sa transmission via

le canal public, il en résulte que le signal reçu par l’observateur (où en entrée du système esclave)

est affecté par un retard.

Le système retardé pour t ≥ τ est défini comme suit :

żτ1 (t) = zτ2 (t) + Θ1(zτ1 )

żτ2 (t) = zτ3 (t) + Θ2(zτ1 , z
τ
2 )

. = .

. = .

żτn−1(t) = zτn(t) + Θn−1(zτ1 , z
τ
2 , ..., z

τ
n−1)

żτn(t) = ητ (t)

yτ (t) = z1(t)τ

(3.30)

où zτi (t) = zi(t − τ); i = 1, ..., n sont les états retardés du système, ητ = η(t − τ) est la

perturbation totale retardée.
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L’objectif est de concevoir un observateur à mode glissant du second ordre pour le système

(3.30) et ce pour estimer les variables d’états retardées et la perturbation totale retardée, sous

la condition que les hypothèses suivantes soient vérifiées.

Hypothèse 3.3 Les états du système (3.30) sont uniformément bornées dans un en-

semble compact D ⊂ Rn, c-à-d :

|zτi (t)| ≤ σi; i = 1, 2, ..., n ∀t ≥ τ , avec σi sont des constantes positives.

Hypothèse 3.4 |Θi(z
τ
i (t), i = 1, 2, ..., i)| ≤ Li; i = 1, 2, ..., n− 1 ∀t ≥ τ , avec Li sont des

constantes positives.

Hypothèse 3.5
∣∣∣∣dητ (t)dt

∣∣∣∣ ≤ Ln, avec Ln est une constante positive.

Remarque 3.4 Il convient de noter que pour de nombreux systèmes chaotiques, les hy-

pothèses 3.3 et 3.4 sont en général satisfaites puisque les solutions d’un système chaotique

sont continuellement différentiables et confinées dans un ensemble compact.

En outre, l’hypothèse 3.5 est pratiquement toujours satisfaite et ne constitue pas une res-

triction pour presque toutes les applications pratiques.

L’observateur à mode glissant du second ordre basé sur l’algorithme de Super-Twisting pour

le système retardé (3.30) est donné comme suit :

˙̂zτ1 = z̃τ2 + λ1|ετ1|1/2sign(ετ1) + Θ1(zτ1 (t))

˙̃zτ2 = α1sign(ετ1)

˙̂zτ2 = E1[z̃τ3 + λ2|ετ2|1/2sign(ετ2) + Θ2(zτ1 (t), z̃τ2 (t))]

˙̃zτ3 = E1[α2sign(ετ2)]

˙̂zτ3 = E2[z̃τ4 + λ3|ετ3|1/2sign(ετ3) + Θ3(zτ1 (t), z̃τ2 (t), z̃τ3 (t))]

.

.

˙̃zτn−1 = En−3[αn−2sign(ετn−2)]

˙̂zτn−1 = En−2[z̃τn + λn−1|ετn−1|1/2sign(ετn−1) + Θn−1(zτ1 (t), z̃τ2 (t), ...z̃τn−1(t))]

˙̃zτn = En−2[αn−1sign(ετn−1)]

˙̂zτn = En−1[θ̃τ + λn|ετn|1/2sign(ετn)]

˙̃θτ = En−1[αnsign(ετn)]

(3.31)

Avec :

ετi = z̃τi − ẑτi pour i = 2, ....n et z̃τ1 = zτ1 = yτ ⇒ ετ1 = eτ1 .
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Tel que ẑτi (t) et z̃τi (t) représentent les états estimés retardés et les états internes retardés de

l’observateur, respectivement.

Les paramètres αi et λi représentent les gains de l’observateur, tel que l’erreur d’estimation re-

tardée converge vers zéro en temps fini.

Les paramètres de l’observateur sont strictement positifs.

L’erreur d’estimation retardée est définie comme suit :

eτj = zτj − ẑτj , pour j = 1, 2, ..., n.

La fonction scalaire Ei est définie comme suit :

Ei =

 1 si
∣∣ετj ∣∣ =

∣∣z̃τj − ẑτj ∣∣ ≤ ε; pour tout j ≤ i

0 si non

Avec ε étant une petite constante positive.

La fonction discontinue sign(.) est définie par :

sign(ετ (t)) =


1 si ετ (t) > 0

0 si ετ (t) = 0

−1 si ετ (t) < 0

Theorem 3.5 Considérons le système retardé (3.30) et son observateur (3.31), tel que les

hypothèses (3.3)-(3.5) sont vérifiées. Alors quelque soit les conditions initiales ẑτj (τ), z̃τj (τ),

pour j = 1, 2, ..., n et θ̃τ (τ), il existe des constantes positive λj et αj pour j = 1, 2, ..., n

satisfaisant les conditions suivantes :

αj > (Lj+1 + σj+2)

λj >

√
4(Lj+1 + σj+2)

αj + (Lj+1 + σj+2)

αj − (Lj+1 + σj+2)
, pour j = 1, .., n− 1

αn > Ln

λn >

√
4Ln

αn + Ln
αn − Ln

(3.32)

Tel que l’état retardé estimé ẑτj (t) converge vers l’état réel retardé zτj (t) en temps fini.

L’estimation de la perturbation totale θ̂τ (t) converge également en temps fini vers la per-

turbation totale inconnue ητ (t).
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Démonstration 3.2 La preuve de la convergence des états retardés estimés vers les états

retardés réels est construite étape par étape.

Étape 1 On impose que les fonctions logiques Ei, pour i = 1, 2, ...n, soient mises à

zéro afin de régler la dynamique des erreurs ετi , pour i = 2, 3, ..., n et ce dans le but d’éviter

la divergence et de prévenir les erreurs de ετi trop importantes, et ce avant d’obtenir une

précision suffisante pour les estimations de ẑτ1 et z̃τ2 .

En soustrayant la première et la seconde équations de (3.31) de leurs équivalents dans

(3.30), la dynamique de l’erreur est donnée par :

ėτ1 = ϕτ2 − λ1|eτ1|1/2sign(eτ1) (3.33)

ϕ̇τ2 = −α1sign(eτ1) + zτ3 (t) + Θ2(zτ1 (t), zτ2 (t)) (3.34)

Avec ϕτ2 = zτ2 (t)− z̃τ2 (t), il s’en suit que :

ëτ1 = −α1sign(eτ1)− 1
2
λ1ė

τ
1|eτ1|−1/2 + zτ3 + Θ2(zτ1 (t), zτ2 (t)) (3.35)

On en déduit, que l’erreur d’estimation satisfait l’inclusion différentielle au sens de Fili-

pov.

A partir des hypothèses (3.3) et (3.4) nous avons :

zτ3 (t) + Θ2(zτ1 (t), zτ2 (t)) ≤ |zτ3 (t)|+ |Θ2(zτ1 (t), zτ2 (t))| ≤ σ3 + L2

Par conséquent :

ëτ1 ∈ [−(L2 + σ3) (L2 + σ3)]−
(
α1sign(eτ1) + 1

2
λ1ė

τ
1|eτ1|−1/2

)
(3.36)

Si les inégalités suivantes sont satisfaites :

α1 > (L2 + σ3)

λ1 >

√
4(L2 + σ3)

α1 + (L2 + σ3)

α1 − (L2 + σ3)

Alors, nous avons l’apparition du mode glissant du second ordre.

Cela signifie que l’erreur d’estimation eτ1(t) ainsi que sa première dérivée ėτ1(t) convergent

vers zéro en temps fini.

La limite supérieure du temps fini peut être estimée par la relation suivante [74,174] :

T1 ≤
∑ |ėτ1i|
|α1 − (L2 + σ3)|



91

Où ėτ1i désigne le point d’intersection des trajectoires ėτ1(t), eτ1(t) avec l’axe eτ1 = 0 dans

le plan de phase (eτ1, ė
τ
1).

En outre, en raison du fait que ėτ1(t) = 0 et eτ1(t) = 0, il en résulte de la relation (3.33)

que ϕτ2(t) converge vers zéro en un temps fini T1.

Par conséquent ẑτ1 (t) = zτ1 (t), z̃τ2 (t) = zτ2 (t), pour t ≥ T1 + τ et E1 = 1. Ceci implique que

ετ2(t) = eτ2(t).

Étape 2 À cette étape, nous avons E1 = 1, E2 = E3 = ....En−1 = 0 et eτ2(t) = ετ2(t).

Donc, les dynamiques de eτ2 et ϕτ3 sont données comme suit :

ėτ2 = ϕτ3 − λ2|eτ2|1/2sign(eτ2) (3.37)

ϕ̇τ3 = −α2sign(eτ2) + zτ4 (t) + Θ3(zτ1 (t), zτ2 (t), zτ3 (t)) (3.38)

Avec ϕτ3 = zτ3 (t)− z̃τ3 (t), il s’en suit que :

ëτ2 = −α2sign(eτ2)− 1
2
λ2ė

τ
2|eτ2|−1/2 + zτ4 + Θ3(zτ1 (t), zτ2 (t), zτ3 (t)) (3.39)

Comme pour l’étape 1, sous les hypothèses (3.3) et (3.4), si les inégalités suivantes :

α2 > (L3 + σ4)

λ2 >

√
4(L3 + σ4)

α2 + (L3 + σ4)

α2 − (L3 + σ4)

sont satisfaites, alors l’erreur d’estimation eτ2(t) et sa première dérivée ėτ2(t) convergent

vers zéro en temps fini.

Une limite supérieure du temps de convergence peut être estimée comme dans [74, 174]

par :

T2 ≤
∑ |ėτ2i|
|α2 − (L3 + σ4)|

De plus, ϕτ3(t) converge vers zéro en temps fini T2. D’où ẑτ2 (t) = zτ2 (t), z̃τ3 (t) = zτ3 (t), pour

t ≥ T2 + τ et E2 = 1.

Cela signifie également que ετ3(t) = eτ3(t).
...

Étape n À cette étape, nous avons : E1 = E2 = .... = En−1 = 1 et eτn(t) = ετn(t).

Donc, la dynamique de eτn est donnée par :

ėτn = −θ̃τ − λn|eτn|1/2sign(eτn) + ητ (t) (3.40)

˙̃θτ = αnsign(eτn) (3.41)
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La dérivée seconde de eτn est obtenue comme suit :

ëτn = −αnsign(eτn)− 1
2
λnė

τ
n|eτn|−1/2 + dητ (t)

dt
(3.42)

Par conséquent, selon [74,174,175], sous l’hypothèse 3.5 si :

αn > Ln

λn >

√
4Ln

αn + Ln
αn − Ln

Donc, eτn(t) et ėτn(t) convergent vers zéro en temps fini Tn, satisfaisant :

Tn ≤
∑ |ėτni|
|αn − Ln|

Il en résulte qu’une estimation de la perturbation totale retardée peut alors être obtenue

en temps fini Tn comme suit :

η̂τ (t) = θ̃τ (t) (3.43)

En d’autres termes, il existe un temps fini Tn tel que :{
‖zτ (t)− ẑτ (t)‖ = 0, t ≥ Tn + τ

|ητ (t)− η̂τ (t)| = 0, t ≥ Tn + τ
(3.44)

La preuve de convergence de l’observateur est ainsi faite.

- Synthèse du prédicteur

Dans la partie précédente, nous avons synthétisé l’observateur à mode glissant, dont le rôle

est de fournir les estimés des états retardés du système et ce en temps fini. Afin d’obtenir les

estimés des états à l’instant présent, nous devons concevoir un système permettant de compenser

l’effet du retard. Pour ce faire, nous utilisons un système dit "prédicteur". Sur la base des estimés

des états retardés donnés par l’observateur (3.31), le prédicteur permet d’estimer les états du

système à l’instant présent.

Considérons le système (3.26) réécrit ci-dessous : ż(t) = Az(t) + Θ̃(z(t)) +Bη(t)

yτ (t) = Cz(t− τ)
(3.45)

où les matrices A, B, C et la fonction vectorielle non linéaire Θ̃(z(t)) sont données par (3.27)

et (3.28), respectivement.
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Le prédicteur proposé est inspiré de [43], il est décrit par les équations suivantes :

γ̇(t) = Aγ(t) + Θ̃(zp(t)) +Bη̂τ (t), t ≥ τ (3.46)

zp(t) = eAτ ẑτ (t) + γ(t)− eAτγτ (t), t ≥ τ (3.47)

où γ(t) ∈ Rn est l’état interne du prédicteur. Les conditions initiales sont définies comme

suit : γ(τ) = γτ .

L’inégalité de Gronwall-Bellman donnée par le Lemme suivant, sera utilisée par la suite.

Lemme 3.2 : [176] Soit ϕ, ψ et κ des fonctions positives et continues sur [a, b], tel que

∀t ∈ [a, b], κ(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)κ(s)ds

alors :

∀t ∈ [a, b], κ(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) exp

(∫ t

s

ψ(u)du

)
ds

Hypothèse 3.6 : La fonction Θ(z(t)) est globalement Lipschitzienne par rapport à z,

c’est-à-dire qu’il existe une constante réelle positive αz > 0, tel que pour tout z ∈ Rn et

ź ∈ Rn

‖Θ(z)−Θ(ź)‖ ≤ αz ‖z − ź‖ (3.48)

Hypothèse 3.7 : La perturbation totale η(t) satisfait la condition de variation lente en

fonction du temps, c’est-à-dire qu’il existe une limite supérieure τ ∗ du retard et une petite

constante réelle positive εη telle que :

|η(t)− ητ (t)| ≤ εη ,∀t ≥ τ et ∀τ ∈ [0, τ ∗]

La convergence de l’erreur de prédiction ep(t) = z(t) − zp(t) est énoncée dans le théorème

suivant.

Theorem 3.6 Considérons le système (3.45) et le prédicteur (3.46)-(3.47) associés à

l’observateur à mode glissant retardé (3.31). Supposons que les hypothèses 3.6 et 3.7 soient

satisfaites.

Il s’en suit que l’erreur de prédiction ep(t) converge vers une boule dont le rayon est donné

par Ḱεη, pour tous t ≥ Tn + τ , avec Ḱ =
∥∥eAτ∥∥ τeaτ et a = αz

∥∥eAτ∥∥.
Démonstration 3.3 La solution de l’équation d’état (3.45) de (t−τ) à t, pour tout τ > 0

est donnée par :

z(t) = eAτzτ (t) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Θ̃(z(θ))dθ +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Bη(θ)dθ t ≥ τ (3.49)
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En intégrant l’équation (3.46) de (t− τ) jusqu’à t, on obtient :

γ(t) = eAτγτ (t) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Θ̃(zp(θ))dθ +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Bη̂τ (θ)dθ t ≥ τ (3.50)

En remplaçant (3.50) dans (3.47), on obtient :

zp(t) = eAτ ẑτ (t) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Θ̃(zp(θ))dθ +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)Bη̂τ (θ)dθ, t ≥ τ (3.51)

En soustrayant l’équation (3.51) de (3.49), on obtient :

ep(t) = z(t)− zp(t) = eAτ (zτ (t)− ẑτ (t)) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)

(
Θ̃(z(θ))− Θ̃(zp(θ))

)
dθ

+
∫ t
t−τ e

A(t−θ)B (η(θ)− η̂τ (θ)) dθ
(3.52)

Il en résulte que :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτ∥∥ (‖zτ (t)− ẑτ (t)‖) +

∫ t

t−τ

∥∥eA(t−θ)∥∥(∥∥∥Θ̃(z(θ))− Θ̃(zp(θ))
∥∥∥) dθ

+

∫ t

t−τ

∥∥eA(t−θ)∥∥ |η(θ)− η̂τ (θ)| dθ
(3.53)

En utilisant l’hypothèse 3.6, nous obtenons :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτ∥∥ (‖zτ (t)− ẑτ (t)‖) + αz

∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
‖ep(θ)‖ dθ

+
∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
|η(θ)− η̂τ (θ)| dθ

(3.54)

En d’autres termes :∫ t

t−τ
|η(θ)− η̂τ (θ)| dθ =

∫ t

t−τ
|η(θ)− η̂τ (θ) + ητ (θ)− ητ (θ)| dθ

≤
∫ t

t−τ
|ητ (θ)− η̂τ (θ)| dθ +

∫ t

t−τ
|η(θ)− ητ (θ)| dθ

(3.55)

En utilisant l’hypothèse 3.7, nous obtenons :∫ t

t−τ
|(η(θ)− η̂τ (θ))| dθ ≤

∫ t

t−τ
|ητ (θ)− η̂τ (θ)| dθ +

∫ t

t−τ
εηdθ

≤
∫ t

t−τ
|ητ (θ)− η̂τ (θ)| dθ + εητ

(3.56)

En remplaçant (3.56) par (3.54), on obtient :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτ∥∥ (‖zτ (t)− ẑτ (t)‖) + αz

∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
‖ep(θ)‖ dθ

+
∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
|ητ (θ)− η̂τ (θ)| dθ +

∥∥eAτ∥∥ εητ (3.57)



95

Posons :

κ(t) = ‖ep(t)‖ (3.58)

ϕ(t) =
∥∥eAτ∥∥ (‖zτ (t)− ẑτ (t)‖) +

∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
|ητ (θ)− η̂τ (θ)| dθ +

∥∥eAτ∥∥ εητ (3.59)

et

ψ(θ) = αz
∥∥eAτ∥∥ (3.60)

Avec :
∫ t

θ

ψ(θ)dθ = αz
∥∥eAτ∥∥∫ t

θ

dθ = αz
∥∥eAτ∥∥ (t− θ).

Ensuite, en utilisant Lemme 3.2, on obtient :

‖ep(t)‖ ≤ ϕ(t) + αz
∥∥eAτ∥∥∫ t

t−τ
ϕ(θ)eαz‖eAτ‖(t−θ)dθ (3.61)

Donc :

‖ep(t)‖ ≤ ϕ(t) + αz
∥∥eAτ∥∥ sup

t−τ≤θ≤t
{ϕ(θ)}

∫ t

t−τ
eαz‖eAτ‖(t−θ)dθ (3.62)

Soit a = αz
∥∥eAτ∥∥, alors l’équation (3.62) devient :

‖ep(t)‖ ≤ ϕ(t) + a sup
t−τ≤θ≤t

(ϕ(θ))

∫ t

t−τ
ea(t−θ)dθ (3.63)

Puis, (3.63) donne :
‖ep(t)‖ ≤ ϕ(t) +K sup

t−τ≤θ≤t
{ϕ(θ)} (3.64)

Avec K = eaτ − 1.

De (3.44), les termes ‖zτ (t)− ẑτ (t)‖ et |ητ (t)− η̂τ (t)| convergent vers zéro en temps

fini Tn.

Ensuite, pour tous t ≥ Tn + τ , ϕ(t) =
∥∥eAτ∥∥ εητ et

sup
t−τ≤θ≤t

{ϕ(θ)} =
∥∥eAτ∥∥ εητ

Alors (3.64) devient :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτ∥∥ εητ +K

∥∥eAτ∥∥ εητ ≤ Ḱεη, ∀t ≥ Tn + τ (3.65)

où Ḱ = (1 +K)
∥∥eAτ∥∥ τ = eaτ

∥∥eAτ∥∥ τ .
De (3.65), on déduit que l’erreur de prédiction ep(t) converge vers une boule dont le rayon

est donné par Ḱεη, pour tous t ≥ Tn + τ .

Ceci permet de conclure sur la preuve de convergence de l’erreur de prédiction.
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Remarque 3.7 La taille du rayon de la boule dépend du retard τ et de εη.

On peut déduire que l’erreur de prédiction ep(t) converge vers zéro en temps fini dans deux

cas :

Cas 1 : Si la valeur du retard τ → 0.

Cas 2 : Si εη → 0, c’est-à-dire que la perturbation totale est constante.

3.5 Application à la synchronisation des systèmes chaotiques à

sortie retardée

Dans cette partie, nous présentons les résultats de simulation afin d’illustrer l’efficacité de

l’approche de synchronisation proposée. Cette techniques est appliquée à la synchronisation des

systèmes chaotiques de Rössler et de Genesio, respectivement.

3.5.1 Système chaotique de Rössler

Considérons le système chaotique de Rössler décrit par la représentation d’état suivante :
ẋ1(t) = −x2(t)− x3(t)

ẋ2(t) = x1(t) + ax2(t)

ẋ3(t) = b+ x3(t)(x1(t)− c)

(3.66)

Remarque 3.8 Il faut noter que le système de Rössler doit être transformé sous une

certaine forme dite forme canonique d’observabilité, cela se fait en utilisant un difféomor-

phisme, qui permet d’obtenir la transformation adéquate.

Ainsi en effectuant la transformation suivante :
z1(t) = x2(t)

z2(t) = x1(t) + ax2(t)

z3(t) = (a2 − 1)x2(t) + ax1(t)− x3(t)

(3.67)

Le système chaotique de Rössler (3.66) peut alors se mettre sous la forme triangulaire sui-

vante :
ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = z3(t)

ż3(t) = −z2(t) + az3(t)− (z1(t) + z3(t)− az2(t))(c− z2(t) + az1(t))− b

(3.68)
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Considérons maintenant le système (3.68) soumis à une perturbation externe et dont la sortie

est retardée donné comme suit :

ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = z3(t)

ż3(t) = −z2(t) + az3(t)− (z1(t) + z3(t)− az2(t))(c− z2(t) + az1(t))− b+ d(t)

= Θ3(z1, z2, z3) + d(t)

yτ (t) = z1(t− τ)

(3.69)

La perturbation extérieure est prise égale à d(t) = 0, 1sin(t).

Le système (3.69) est donc sous la forme de Brunovsky suivante : ż(t) = Az(t) + Θ̃(z(t)) +Bη(t)

yτ (t) = Cz(t− τ)
(3.70)

Avec : η(t) = Θ3(z1, z2, z3) + d(t).

A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ; C =
[

1 0 0
]

;B =
[

0 0 1
]T

et la fonction vectorielle non linéaire Θ̃(z(t)) est donnée comme suit :

Θ̃(z) =


0

0

0


Le système esclave (récepteur) est composé d’un observateur à mode glissant du second ordre

associé en cascade avec un prédicteur tel qu’il est représenté schématiquement dans la figure 3.7.

L’observateur à mode glissant du second ordre retardé est donné par :

˙̂zτ1 = z̃τ2 + λ1|ετ1|1/2sign(ετ1)

˙̃zτ2 = α1sign(ετ1)

˙̂zτ2 = E1[z̃τ3 + λ2|ετ2|1/2sign(ετ2)]

˙̃zτ3 = E1[α2sign(ετ2)]

˙̂zτ3 = E2[θ̃τ + λ3|ετ3|1/2sign(ετ3)]

˙̃θτ = E2[α3sign(ετn)]

(3.71)
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Tel que ετi = z̃τi − ẑτi , pour i = 2, 3 ; z̃τ1 = zτ1 = yτ ⇒ ετ1 = eτ1 .

Le prédicteur est donné sous la forme :

γ̇(t) = Aγ(t) + Θ̃(zp(t)) +Bη̂τ (t) = Aγ(t) +Bη̂τ (t), t ≥ τ (3.72)

zp(t) = eAτ ẑτ (t) + γ(t)− eAτγτ (t), t ≥ τ (3.73)

η̂τ (t) = θ̃τ (t) (3.74)

Otto Rössler a étudié l’attracteur pour les valeurs suivantes des paramètres a = 0, 2, b = 0, 2,

et c = 5, 7.

Pour les conditions initiales suivantes : z1(0) = 0.2, z2(0) = 0.2, z3(0) = 0.2, le système

présente un comportement chaotique comme le montre les portraits de phase de l’attracteur

chaotique sur la figure 3.8.

Les conditions initiales de l’observateur à mode glissant sont prises comme suit : ẑτ1 (τ) = ẑτ2 (τ) =

ẑτ3 (τ) = 0, et les conditions initiales du prédicteur sont prises comme : zp1(0) = zp2(0) = zp3(0) =

0.1.

Les paramètres de l’observateur, λi et αi, sont choisis suffisamment grands pour garantir les

conditions de convergence définies dans le théorème 3.5.

α1 = 30; α2 = 30; α3 = 30.

λ1 = 15; λ2 = 15; λ3 = 15.

- Résultats de simulation

Tout d’abord, nous considérons le cas où le retard de transmission est nul (voir la figure 3.9) qui

représente la sortie du système (3.69). La figure 3.10 montre la convergence des états estimés

vers les états réels du système ainsi que la bonne estimation de la perturbation totale.

Des simulations pour différentes valeurs du retard affectant la sortie sont par la suite réalisées.

Les figures 3.11, 3.12 et 3.13 montrent les états réels, les états prédits, les états estimés retardés

et la perturbation totale estimée retardée pour ces valeurs du retard τ = 0.3s, τ = 0.6s et

τ = 0.8s, respectivement.

Nous pouvons ainsi constater la convergence des états prédits vers les états réels et que la per-

turbation totale retardée est correctement estimée. Ceci permet de conclure à la synchronisation

du système maître et esclave.



99

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

z
1

-10

-5

0

5

10

15
z

2

-10 -5 0 5 10 15

z
2

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

z
3

Figure 3.8: Portraits de phase de l’attracteur chaotique du système (3.69) : (z1−z2) et (z2−z3).

Nous avons noté les temps de convergence Tsi = Ti+τ , i = 1, 2, 3 correspondant aux instants

où les erreurs d’estimation retardées eτi , i = 1, 2, 3 sont pratiquement nulles, Tη représente

le temps de convergence de la perturbation totale vers son estimée. A partir des résultats de

simulation, nous dressons le tableau 3.1 représentant le temps de convergence des états réels

retardés vers les états retardés estimés.

Nous constatons ainsi que l’approche observateur-prédicteur proposée a une bonne performance

pour différentes valeurs du retard. Cependant, la convergence est plus rapide lorsque le retard

est faible.

Ts1 Ts2 Ts3 Tη

τ = 0s 0.17s 0.42s 0.59s 0.75s

τ = 0.3s 0.49s 0.74s 0.91s 1.09s

τ = 0.6s 0.82s 1.06s 1.24s 1.44s

τ = 0.8s 1.03s 1.29s 1.49s 1.70s

Table 3.1: Temps de convergence par rapport au retard affectant la sortie.

Afin de mettre en évidence l’efficacité de l’approche observateur-prédicteur, présentons un

second exemple d’application.
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Figure 3.9: Sortie sans retard.
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Figure 3.10: États réels (en couleur noire) et états prédits (en couleur rouge) pour τ = 0s.
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Figure 3.11: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour τ = 0.3s.
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Figure 3.12: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour τ = 0.6s.
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Figure 3.13: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour τ = 0.8s.

3.5.2 Système chaotique de Genesio

Considérons le système chaotique de Genesio décrit par les équations suivantes :



ż1(t) = z2(t)

ż2(t) = z3(t)

ż3(t) = −cz1 − bz2 − az3 + z2
1 + d(t) = Φ3(z1, z2, z3) + d(t)

yτ (t) = z1(t− τ)

(3.75)

avec d(t) = 0.1sin(t)x3(t). Le système est chaotique pour les paramètres a = 0.44, b = 1.1,

c = 1, satisfaisant ab < c.

La figure 3.14 représente les portraits de phase du système chaotique de Genesio pour les

conditions initiales suivantes : z1(0) = 0, 2, ; z2(0) = 0, 2, ; z3(0) = 0, 2. Nous constatons ainsi

que le comportement chaotique du système est préservé, même dans le cas de la présence de la

perturbation externe.
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Figure 3.14: Portraits de phase de l’attracteur chaotique de Genesio.

Les paramètres de l’observateur sont les mêmes que dans l’exemple (3.69). Les figures 3.15

et 3.16 montrent la convergence des états prédits vers les états réels et la convergence de la

perturbation totale vers son estimé dans le cas sans retard τ = 0s, puis dans le cas où le retard

est égal a τ = 0.3s.

L’approche observateur-prédicteur proposée a donc de bonnes performances vis à vis des varia-

tions paramétriques.
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Figure 3.15: États réels (en noir) états prédits (en rouge) pour τ = 0s.
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Figure 3.16: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour τ = 0.3s.
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3.6 Conclusion

Durant ce chapitre, nous nous sommes intéressés dans la première partie à la synchronisation

des systèmes chaotiques en absence de retard dans le canal de transmission.

L’approche proposée repose sur la structure multimodèle TS soumis à une entrée inconnue et

à des variables de décision non mesurables. En effet, le système considéré est d’abord mis sous la

forme de Takagi-Sugeno, puis un observateur PI est proposé afin de permettre la synchronisation

entre le système esclave et le système maître, mais également d’estimer l’entrée inconnue que

nous avons injectée dans la dynamique du système maître. L’entrée inconnue est un message

audio à transmettre via le canal de communication et à reconstruire au niveau de l’observateur.

Le cryptage de signal est réalisé en utilisant un modèle TS chaotique afin de montrer l’effi-

cacité de notre observateur dans la reconstruction de cette entrée inconnue. En se basant sur la

théorie de la stabilité de Lyapunov, les conditions de conception et de convergences sont établies

sous forme d’inégalité matricielle linéaire (LMI).

Afin de valider cette approche, un exemple numérique est présenté. Les résultats de simulation

ont montré les bonnes performances du schéma de synchronisation proposé puisque les états et

l’entrée inconnue sont bien estimés. L’observateur PI soumis à une entrée inconnue et des variables

de prémisse non mesurables est une bonne méthode pour la récupération de messages de faibles

amplitudes ainsi que pour la reconstruction des états du système chaotique dans un protocole

de communication sécurisé.

Par la suite, nous avons représenté une solution à l’un des problèmes les plus récurrent dans

la synchronisation maître-esclave, à savoir le retard affectant le signal de sortie transmis via le

canal de communication.

En effet lors de la synchronisation des systèmes chaotiques l’occurrence du retard est un

problème majeur, celui-ci étant généralement dû à la distance entre les deux systèmes ou à la

bande passante. Ce retard a des effets néfastes sur la synchronisation, l’approche proposée offre

une solution fiable et robuste pour ce problème.

L’approche proposée est composée d’un observateur à mode glissant du second ordre basé

sur l’algorithme de Super Twisting et d’un prédicteur d’état mis en cascade.

L’observateur permet d’estimer les états retardés du système ainsi que la perturbation totale.

Ces estimés sont par la suite injectés dans le prédicteur afin de compenser l’effet du retard et donc

obtenir les estimations des états à l’instant présent. La convergence de l’approche observateur-
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prédicteur proposé a été prouvée. Afin d’étayer l’efficacité de cette approche, des résultats de

simulation ont été présentés dans la partie application où nous avons présenté deux exemples,

d’abord sur le système de Rössler puis sur le système de Genesio. Dans les deux cas nous réalisons

d’abord la synchronisation dans le cas où le signal de sortie est non retardé et dans le cas où le

signal de sortie et soumis aux différentes valeurs du retard.

Ainsi, il est clair que l’approche proposée est robuste vis à vis du retard de transmission mais

également vis à vis des variations paramétriques.





Chapitre 4

Systèmes d’ordre fractionnaire

4.1 Introduction

Au cours des dernières décennies, les systèmes d’ordres fractionnaires ont suscité l’intérêt de

la communauté scientifique. Le calcul fractionnaire qui a été considéré comme l’extension du

calcul d’ordre entier à un calcul d’ordre non entier, est apparu durant le 17ème siècle. En raison

de l’inaccessibilité des techniques de résolution, le calcul fractionnaire est resté inexploré pendant

près de trois siècles. L’origine du calcul fractionnaire remonte à Leibniz, qui propose dans une

lettre au marquis de l’Hospital en 1695 de généraliser sa formule de la nème dérivée en utilisant

la notation d
1
2h [177]. Dans une autre lettre à Bernoulli, Leibniz mentionne les dérivées "d’ordres

généraux". En 1730, Euler aborde la question pour la deuxième fois, et dans son article [178], il

introduit la célèbre fonction Gamma, dont nous parlerons plus tard. Fourier obtient une nouvelle

définition de la dérivée d’ordre réel en 1822, grâce à sa transformation [179].

Abel a utilisé le calcul fractionnaire pour résoudre le problème du tautochrone généralisé en

1823 [180]. Liouville a été le premier à approfondir le calcul fractionnaire [181]. Plusieurs travaux

de ce chercheur ont été publiés entre 1832 et 1837. En 1847, Riemann proposa une définition

d’intégrale fractionnaire [182]. A partir de 1867, Grünwald [183] et Letnikov [184] ont développé,

indépendamment, une dérivée fractionnaire comme limite de différences finies, et ce inversement

à l’approche de Riemann-Liouville, qui est donné par une intégrale. Letnikov a montré que sa

définition coïncide avec les versions formulées par Liouville, notamment en ce qui concerne les

valeurs de l’ordre, et celles fournies par Riemann, sous une interprétation pratique de la différence

d’ordre dite non entière. Hadamard publia, en 1892, un article où la dérivation d’ordre non en-
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tier d’une fonction analytique doit être faite en termes de sa série Taylor. Le calcul opérationnel

fourni par Heaviside [185] dans le cadre de la résolution de l’équation de la chaleur unidimension-

nelle en 1892 a constitué une étape importante dans l’application pratique des dérivées d’ordre

fractionnaire.

A partir de 1900, le calcul fractionnaire connut un développement rapide et afin de formuler

des problèmes particuliers, d’autres définitions ont été proposées. Nous pouvons mentionner, par

exemple, Weyl [186] qui a introduit une intégrale fractionnaire afin de contourner un problème

impliquant les fonctions périodiques. En outre, Riesz [187] a prouvé le théorème de la valeur

moyenne pour les intégrales fractionnaires et a introduit une autre formulation qui est reliée à la

transformée de Fourier. En 1927, Marchaud a introduit une nouvelle définition pour les dérivées

d’ordre non entier. L’avantage de cette définition est qu’elle est moins restrictive quand à la

régularité de la fonction. En 1967, Caputo proposa sa définition de la dérivée d’ordre fraction-

naire qui est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville mais aussi mieux appropriée pour

les problèmes impliquant des équations différentielles avec valeurs initiales [188].

Oldham et Spanier [189] ont abordé le problème du flux de chaleur à la surface d’un conduc-

teur en 1970 et ont démontré que pendant le processus de diffusion, le flux est proportionnel

à la dérivée
1

2
du paramètre physique, qu’il s’agisse de la température, de la concentration des

espèces chimiques ou du potentiel électrique. Cette équation est considérée comme un moment

décisif dans l’histoire du calcul fractionnaire car elle est utilisée en dehors du domaine des ma-

thématiques.

Dans ce qui suit, nous donnerons les définitions élémentaires et les notions de base relatives

au calcul fractionnaire.

4.2 Outils mathématiques

Dans cette section, nous allons passer en revue quelques concepts qui sont souvent utilisés

pour résoudre des problèmes de calcul fractionnaire.

Le terme calcul fractionnaire décrit la théorie des intégrales et dérivées d’ordre arbitraire, ce qui

généralise et unifie les notions de dérivées et les intégrales d’ordre entier. L’opérateur proposé

par Davis [190] appelé opérateur de dérivation fractionnaire est noté par aDα
t et défini comme
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suit :

aD
α
t =


dα

dtα
, α > 0

1, α = 0∫ t
a

(dτ)α α < 0

(4.1)

avec α ∈ R est l’ordre de dérivation et a, t sont les limites de l’opération. A partir de l’équation

(4.1), la notation englobe les définitions des opérateurs de dérivation et d’intégration. En effet,

pour des valeurs positives de l’ordre α(α > 0), on effectue une opération de dérivation fraction-

naire. Dans le cas où α < 0, on effectue une opération d’intégration. C’est pour cette raison que

l’opérateur est souvent appelé opérateur intégro-differentiel.

Avant de passer en revue quelques définitions et concepts fondamentaux du calcul fraction-

naire, il est nécessaire de passer en revue les fonctions Gamma et Mittag-Leffler, qui jouent un

rôle crucial dans la théorie du calcul fractionnaire.

4.2.1 La fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma d’Euler [191] est l’une des fonctions de base utilisées dans le calcul

fractionnaire. Son interprétation est simplement une généralisation du factoriel n (n!), et elle

permet à n de prendre des valeurs non entières, elle est définie comme suit :

Γ(α) =

∫ ∞
0

υα−1e−υdυ (4.2)

Avec Γ(1) = 1 et Γ(0+) = +∞.

La relation de récurrence suivante est une propriété essentielle de cette fonction :

Γ(α + 1) = αΓ(α) (4.3)

4.2.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler, Eα (µ), est une généralisation de la fonction exponentielle, elle

a un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire. La fonction de Mittag-Leffler à

un seul paramètre a été introduite par G.M Mittag-Leffler [192] :

Eα (µ) =
∞∑
k=0

µk

Γ (αk + 1)
(4.4)
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Plus tard, une généralisation à deux paramètres a été introduite par Argawal [193], cette dernière

est définie par le développement suivant :

Eα,β (µ) =
∞∑
k=0

µk

Γ (αk + β)
, (α > 0, β > 0) (4.5)

Pour β = 1, on obtient la relation suivante :

Eα,1 (µ) =
∞∑
k=0

µk

Γ (kα + 1)
, (α > 0) (4.6)

A partir de la relation (4.5) on peut montrer que :

E1,1 (µ) =
∞∑
k=0

µk

Γ (k + 1)
=
∞∑
k=0

µk

n!
= eµ (4.7)

4.2.3 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme une généralisation du calcul classique. En

d’autres termes, une dérivation ou une intégration d’ordre non entier est une généralisation d’une

dérivation ou d’une intégration classique à des ordres non entiers quelconques.

Les notations généralement utilisées sont t0D
αf(t), Iαf(t) et désignent respectivement, l’opé-

ration de dérivation et d’intégration.

Plusieurs définitions de la dérivation d’ordre fractionnaire peuvent être trouvées dans la lit-

térature, parmi elles les définitions de Riemann-Liouville, Grünwald-Letnikov, Caputo, Weyl,

etc. Nous présentons ici les trois définitions les plus couramment utilisées, qui sont : Riemann-

Liouville, Caputo et Grünwald-Letnikov. Il est à noter que ces trois définitions ont la même

essence et que le passage de l’une à l’autre est possible sous certaines conditions.

Intégration d’ordre fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville est le concept le plus connu et le

plus utilisé [181,182]. Elle est basée sur le calcul de l’intégrale répétée k fois, où k est un nombre

entier positif, de la fonction f(t) en utilisant la formule de Cauchy donnée par :∫
· · ·
∫ t

a

= Ikaf(t) =
1

(k − 1)!

∫ t

a

(t− s)k−1 f(s)ds (4.8)

Riemann a proposé la généralisation de cette formule en remplaçant la fonction factorielle par la

fonction Gamma d’Euler.
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Soit f(t) ∈ L1 [a b] une fonction de la variable t, t ∈ [a b] où L1 [a b] désigne l’ensemble

de fonction Lebesgue mesurable sur [a b]. L’intégrale fractionnaire à l’ordre α ∈ R+ est défini

par l’intégrale de Riemann-Liouville suivante :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1 f(s)ds (4.9)

Γ étant la fonction Gamma d’Euler définie par l’équation (4.2).

L’intégrale de Riemann-Liouville peut également être écrite comme suit :

Iαa f(t) = Pa(t) ∗ f(t) (4.10)

Avec Pa(t) = 1
Γ(α)

tα−1 et ∗ désigne le produit de convolution.

L’élément Pa(t) appelé dans la littérature facteur d’oubli. Lorsque α = 1 (cas entier), il est égal

à 1. Dans le cas où α 6= 1 c-à-d non entier, ce facteur permet de moduler la pondération de la

fonction f(t), en d’autres termes, les valeurs les plus récentes ont des poids plus importants que

les plus anciennes, il prend ainsi en compte la mémoire du système.

Dérivation d’ordre fractionnaire

La généralisation de la fonction de dérivation entière à tous les ordres non entiers est connue

sous le nom de dérivation fractionnaire. Diverses définitions de la dérivation d’ordre fractionnaire

apparaissent au cours du développement de la théorie du calcul d’ordre fractionnaire.

Les définitions de Riemann-Liouville [181, 182] et Caputo [194] sont issues de l’intégration de

Riemann-Liouville. Grünwald-Letnikov [183] ont proposé une troisième définition d’une dérivée

non entière d’une fonction, qui peut être obtenue de manière plus intuitive en généralisant la

définition d’une dérivée entière.

- Dérivées de Riemann-Liouville et Caputo

Les définitions de Riemann-Liouville et Caputo découlent de l’intégration non entière de

Riemann-Liouville, qui est donnée par l’équation (4.9), en procédant de deux manières.

Introduisons le nombre entier positif m, tel que m − 1 < α < m, l’opérateur de dérivation de

Riemann-Liouville est défini comme la mième dérivée de Im−αf(t). Cela suppose la causalité

de f(t), et l’existence des dérivées jusqu’à l’ordre m et f(t) ∈ Cm [a b] ; t ∈ [a b]. Cette

définition est donnée par :

RL
a Dα

t f(t) =
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

a

(t− s)m−α−1 f(s)ds (4.11)
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Dans le cas de la définition de Caputo [194], on applique d’abord la dérivée sur la fonction

f(t) à l’ordre entier m, puis le résultat obtenu est intégré à l’ordre non entier m − α − 1. La

dérivation d’ordre fractionnaire de Caputo est la suivante :

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− s)m−α−1 d
mf(s)

dsm
ds (4.12)

avec
dmf(s)

dsm
est la mième dérivée de f(s). Cette définition implique la nécessité que la fonction

f(s) ainsi que ses m dérivées successives soient nulles pour t ≤ 0, ce qui la rend plus restrictive

que la définition de Riemann-Liouville.

- Dérivée de Grünwald-Letnikov

Cette définition est basée sur l’acquisition de dérivées via des différences fractionnaires finies

[183,184], où toute la différence par rapport au cas entier se situe dans l’extension de la factorielle

via la fonction Gamma Euler.

Considérons la fonction en temps continu f(t), sa dérivée d’ordre un s’écrit :

D1f(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
(4.13)

où h représente le pas d’échantillonnage. En dérivant l’équation (4.13) une deuxième fois, nous

obtiendrons la dérivée d’ordre 2 de la fonction f(t) sous la forme suivante :

D2f(t) = lim
h→0

f
′
(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2

(4.14)

A partir des équations (4.13) et (4.14), la dérivée de la fonction f(t) à l’ordre trois peut être

obtenue comme suit :

D3f(t) = lim
h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
(4.15)

La généralisation à un ordre de dérivation quelconque permet d’obtenir la définition proposée

par Grünwald en 1867, elle est formulée comme suit :

Dαf(t) = lim
h→0

 1

hα
∑∞

j=0 (−1)j

 α

j

 f (t− jh)

 (4.16)
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Le terme

 α

j

 désigne le binôme de Newton généralisé à des nombres réels, avec :

 α

j

 =
α (α− 1) (α− 2) ... (α− j + 1)

j!
(4.17)

Dans le cas où j = 0 et α quelconque, nous aurons

 α

0

 = 1. Si la dérivée est entière (α = 1),

l’équation (4.16) se limite à une combinaison linéaire des (n+1) valeurs de la fonction f (t− jh),

j = 0, ..., n donnant ainsi un caractère locale de la fonction. Par contre, dans le cas d’ordres

fractionnaires, il est démontré que la fonction Dαf(t) à un instant t prend en considération ses

valeurs aux instants passés, f(t − jh) pour j = 0, ...,∞, donc il en résulte que dans ce cas la

fonction revêt un caractère global contrairement au cas de la dérivation entière.

Si la fonction f(t) est causale, en posant t = ih, cette condition se traduit par f ((i− j)h) = 0

pour i − j < 0. Ce qui donne dans la relation (4.16) que la somme étendue de j = 0, ...,∞ se

réduit à une somme j = 0, ..., i, l’équation (4.16) peut se réécrire donc :

Dαf(ih) =
1

hα
∑i

j=0 (−1)j

 α

j

 f ((i− j)h) (4.18)

Cette propriété permet d’interpréter les systèmes fractionnaires comme des systèmes à mé-

moire longue, alors que les systèmes entiers sont interprétés comme des systèmes à mémoire

courte. Pour des raisons pratiques, le principe de "mémoire courte" [195, 196] est utilisé pour

surmonter les difficultés d’évaluation d’une variable avec une large gamme de variance. Ce prin-

cipe est énoncé comme suit :

Dαf(t) ≈ lim
h→0

 1

hα
∑L

j=0 (−1)j

 α

j

 f (t− jh)

 (4.19)

La taille de la mémoire L est choisie de manière à répondre aux exigences de précision du calcul.

4.3 Systèmes linéaires d’ordre fractionnaire

Les systèmes d’ordre fractionnaire sont souvent définis par des équations différentielles d’ordre

fractionnaire, bien que d’autres termes, tels que la représentation diffusive de Montseny, puissent

être utilisés pour transformer des opérateurs non standards, tels que les intégrations ou dériva-

tions d’ordre fractionnaire, en systèmes linéaires dynamiques, dans un espace d’état fonctionnel.
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Cette dernière définition décrit la propriété de la mémoire à long terme, qui se traduit par un effet

de mémoire spatiale, c’est-à-dire que le comportement d’un système fractionnaire est le résultat

d’un nombre infini de systèmes spatialement distribués. Par conséquent, le problème de l’initiali-

sation correcte d’un système fractionnaire qui nécessite un nombre infini de conditions initiales se

pose. Ceci peut être considéré comme une représentation diffusive compatible avec les propriétés

physiques du système, ce qui n’est pas le cas si on utilise les définitions de Riemann-Liouville ou

de Caputo.

La représentation d’état des systèmes continus d’ordre fractionnaire a été introduite dans

[197, 198]. Cette représentation a été utilisée pour analyser la sortie du système. La fonction de

Mittag-Leffler a été utilisée pour trouver la solution aux équations du modèle d’état. Ensuite,

la stabilité de ces systèmes a été étudiée [199, 200], et une condition basée sur le principe de

l’argument a été établie pour assurer la stabilité asymptotique du système d’ordre fractionnaire.

En outre, les propriétés de commandabilité et d’observabilité ont été établies, et certains critères

algébriques pour ces deux propriétés ont été tirés de [201]. Une autre contribution à l’analyse

de la commandabilité et de l’observabilité d’un système d’ordre fractionnaire commensurable

modélisé par des équations d’état fractionnaires est présentée dans [202].

Un système d’ordre fractionnaire, linéaire, causal à temps continu, invariant dans le temps, décrit

par l’approche conventionnelle (classique), est décrit comme dans le cas général par trois modèles :

– Équation différentielle généralisée

– Fonction de transfert fractionnaire

– Représentation d’état fractionnaire.

Remarque 4.1 Le passage d’une représentation à une autre se fait sous certaines condi-

tions.

4.3.1 Équation différentielle généralisée

En général, les systèmes linéaires mono-variables invariants dans le temps d’ordre fraction-

naire peuvent être décrits par une équation différentielle fractionnaire de la forme [196] :

y(t) +
n∑
i=1

aiD
αiy(t) =

m∑
j=1

bjD
βju(t) + b0u(t) (4.20)

avec Dα désigne l’opération de dérivation d’ordre α de Caputo.

u(t) ∈ R et y(t) ∈ R désignent respectivement l’entrée et la sortie du système, ai, bj ∈ R sont
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les coefficients du système, αi, βj ∈ R+ sont les ordres de dérivation fractionnaire, n et m sont

les nombres des termes de chaque partie de l’équation différentielle.

Lorsque les ordres de dérivation de l’équation différentielle fractionnaire αi et βj sont tous mul-

tiples de l’ordre de base α, le système fractionnaire est dit d’ordre commensurable ; sinon, il est

dit d’ordre incommensurable.

4.3.2 Fonction de transfert fractionnaire

L’application de la transformée de Laplace à l’équation (4.20), avec des conditions initiales

nulles, permet d’obtenir la fonction de transfert [196] :

G(s) =
Y (s)

U(s)
=
b0 +

∑m
j=1 bjs

βj

1 +
∑n

i=1 ais
αi

(4.21)

Dans le cas des systèmes d’ordre commensurable, la fonction de transfert est donnée sous la

forme suivante :

G(s) =
b0 +

∑m
j=1 bjs

jα

1 +
∑n

i=1 ais
iα

(4.22)

En pratique, le cas des systèmes commensurables est assez intéressant. Il permet une descrip-

tion des pseudo-états qui est similaire à celle des structures d’ordre entier.

Remarque 4.2 Pour les systèmes fractionnaires, il convient de parler de "pseudo-état"

et non d’état car "l’historique" de l’état initial peut influer sur le comportement du système

[203].

4.3.3 Représentation d’état des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire

La représentation dans l’espace d’états [204, 205], est décrite comme dans le cas entier par

deux équations :

– Une équation d’état où chaque variable d’état xi(t) est dérivée à l’ordre fractionnaire α.

– Une équation de sortie analogue au cas entier y(t).

Le modèle d’état du système linéaire d’ordre fractionnaire s’écrit sous la forme : Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(4.23)

où x(t) ∈ Rn représente le vecteur pseudo-état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrées, y(t) ∈ Rq

est le vecteur de sorties du système. α = [α1 α2 ...αn]T sont les ordres de dérivation non entiers.



116 Systèmes d’ordre fractionnaire

Si α1 = α2 = ...αn, alors le système (4.23) est dit commensurable. Dans le cas contraire, on dit

qu’il est non commensurable.

Remarque 4.3 La représentation dans l’espace des pseudo états n’est pas unique. En

effet, des représentations similaires aux formes canoniques observables ou commandables

d’un modèle entier peuvent être obtenues.

Comme pour les principes fondamentaux des systèmes d’ordre entier (commandabilité, ob-

servabilité, stabilité, etc.), qui sont basés sur le principe d’état et d’état initial, de nombreuses

études ont été menées pour traiter la question de l’initialisation d’un système d’ordre non en-

tier [205,206]. Dans [207,208] les auteurs proposent, une solution au problème d’initialisation qui

repose sur l’utilisation d’intégrateur d’ordre non entier.

4.3.4 Commandabilité, stabilité et observabilité des systèmes linéaires d’ordre

fractionnaire

Les notions de commandabilité et d’observabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire

sont explorées dans la littérature. En effet, de nombreuses études ont montré que les critères

de commandabilité et d’observabilité de la représentation dans l’espace des pseudo-états des

systèmes linéaires d’ordre fractionnaire commensurable sont les mêmes que pour les systèmes

d’ordre entier.

- Commandabilité des systèmes linéaires fractionnaires

Ainsi, le système (4.23) est dit commandable si et seulement si l’une des deux conditions

équivalentes suivantes est vérifiée :

– Critère de Kalman

rang
[
B AB A2B ... An−1B

]
= n = dim(x) (4.24)

– Critère d’Hautus

rang ([σIn − A B]) = n = dim(x) ∀σ ∈ C (4.25)

- Stabilité des systèmes linéaires fractionnaires

On sait qu’un système linéaire est stable si les racines du polynôme caractéristique sont à

parties réelles négatives, et donc situées sur la moitié gauche du plan complexe, selon la théorie
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de la stabilité des systèmes linéaires à temps invariant et à dérivée d’ordre entier.

Par ailleurs, dans le cas des systèmes fractionnaires linéaires à temps invariant, la définition de la

stabilité est la même que pour les systèmes d’ordre entier. Seulement, les systèmes fractionnaires

ou d’ordre non entier peuvent bel et bien avoir des racines dans la moitié droite du plan complexe

et être stables.

Theorem 4.4 [209,210] Considérons le système linéaire d’ordre fractionnaire commen-

surable décrit par l’équation (4.23). Soit σ (A) = {λ1, λ2, ..., λn}, avec λi les valeurs propres
de A et l’entrée u(t) = 0, le système est stable si et seulement si :

|arg(λi)| >
απ

2
, λi ∈ σ (A) , i = 1, ..., n (4.26)

D’après ce théorème sur la stabilité, il en découle que les différentes régions stables et instables

apparaissent sur la figure 4.1 :

Figure 4.1: Région de stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire dans le plan sα pour

0 < α < 1.

- Observabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire

Matignon et D’Andréa-Novel [209], ainsi que Shamardan et Moubarak [211], ont fourni des

résultats d’observabilité pour les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire continus en utilisant la

matrice du Grammien d’observabilité et la condition de rang. Pour présenter ces résultats de

manière concise, considérons le système d’ordre fractionnaire donné par sa représentation d’état

(4.23).

Définition 4.5 Le système (4.23) est observable sur [t0 t1] ; t1 > 0 si x(t0) peut être

déduit à partir de la connaissance de la sortie y(t) et de l’entrée u(t) pour t ∈ [t0 t1].
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Le système (4.23) est dit observable si et seulement si l’une des deux conditions équivalentes

suivantes est vérifiée :

– Critère de Kalman

rang (Ofl) = rang


C

CA

:

CAn−1

 = n (4.27)

– Critère d’Hautus

rang

 σIn − A

C

 = n ∀σ ∈ C (4.28)

Définition 4.6 Le Grammien d’observabilité est la matrice symétrique positive W0 don-

née par l’intégrale suivante :

W0(t0, t) =

∫ t

t0

Eα
(
AT (τ)α

)
CTCEα (A(τ)α) dτ (4.29)

Avec Eα(.) est la fonction de Mittag-Leffler.

Le systèmes (4.23) est observable sur [t0 t1] si et seulement si (4.29) est définie positive pour

t ∈ [t0 t1].

4.3.5 Matrice de transition fractionnaire

Considérons un système linéaire fractionnaire commensurable dont la représentation d’état

est de la forme : 
Dαx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

x(0) = x0

(4.30)

L’application de la transformée de Laplace nous permet d’obtenir : sαX(s)− sα−1x(0) = AX(s) +BU(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)
(4.31)

A partir de cette représentation, on peut obtenir la fonction de transfert du système pour des

conditions initiales nulles comme suit :

Y (s) =
[
C (sαI − A)−1B +D

]
U(s) (4.32)
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où
[
C (sαI − A)−1B +D

]
= H(s), est la fonction de transfert du système. D’autre part, en

appliquant la transformée de Laplace inverse à (4.31) on obtient l’expression de l’état du système

x(t) = L−1 [X(s)] = L−1
[
(sαI − A)−1BU(s) + sα−1 (sαI − A)−1 x(0)

]
(4.33)

On peut alors définir une matrice de transition pour les systèmes fractionnaires, par analogie

avec les systèmes d’ordre entier.

On définit ainsi, la matrice de transition généralisée comme suit :

Φ(t) = L−1
[
sα−1 (sαI − A)−1] (4.34)

Le calcul de L−1
[
sα−1 (sα − a)−1] donne :

L−1
[
sα−1 (sα − a)−1] =

∞∑
k=0

ak
tkα

Γ (kα + 1)
= Eα (atα) (4.35)

On peut donc en déduire le cas matriciel :

∞∑
k=0

Aktkα

Γ (kα + 1)
= Eα (Atα) = Φ(t) (4.36)

Remarque 4.7 On remarque que cette matrice de transition relative au système (4.30)

n’est rien d’autre que la fonction de Mittag-Leffler généralisée au cas matriciel.

4.3.6 Solution de l’équation d’état fractionnaire

En se basant sur les propriétés de la transformée de Laplace, l’expression du vecteur d’état

x(t) est obtenue à partir de l’équation (4.33) :

x(t) = Φ(t)x(0) + L−1
[
(sαI − A)−1] ∗ [Bu(t)] (4.37)

Avec ∗ est le produit de convolution.

Nous avons :

L−1
[
(sαI − A)−1] =

∞∑
k=0

Akt(k+1)α

Γ (k (α + 1) + 1)

La relation (4.37) permet d’établir la solution de l’équation d’état comme suit :

x(t) = Φ(t)x(0) +

∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α (A (t− τ)α)Bu(τ)dτ. (4.38)
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4.4 Systèmes non linéaires d’ordre fractionnaire

Dans le cas non linéaire, plusieurs résultats sur l’observabilité des systèmes d’ordre fraction-

naire ont été obtenus. Ces résultats sont basés sur la condition du rang et sur le Grammien

d’observabilité. Dans [212], des propriétés d’observabilité et une forme canonique observable ont

été introduites. Ces propriétés peuvent être déduites à partir d’un système non linéaire d’ordre

entier. Considérons le cas d’un système non linéaire d’ordre fractionnaire décrit comme suit : Dαx(t) = f (x(t)) + g (x(t))u(t)

y(t) = h (x(t))
(4.39)

Avec Dαx(t) = [Dαx1(t) Dαx2(t)... Dαxn(t)]T , f (x(t)) et g (x(t)) sont des champs vectoriels

lisses pour x(t) ∈ M ⊂ Rn,M étant un ensemble compact contenant l’origine, u(t) ∈ R est

l’entrée de commande, y(t) ∈ R est la sortie. α est l’ordre de la dérivée tel que 0 < α < 1, nous

posons le temps initial t0 = 0, et les conditions initiales sont désignées par x0 = x(0).

4.4.1 Observabilité

Le problème de l’observabilité consiste à reconstruire toutes les variables d’état à partir de la

connaissance de la sortie. Les définitions de l’observabilité des systèmes non linéaires sont basées

sur le concept d’indiscernabilité [213]. Soit X un sous-ensemble ouvert deM. Pour l’étude de

l’observabilité, nous considérons le système avec l’entrée nul u(t) = 0, ainsi le système (4.39)

devient :  Dαx(t) = f (x(t))

y(t) = h (x(t))
(4.40)

Définition 4.8 [212] La paire de conditions initiales x1(0) ∈ X et x2(0) ∈ X sont

fortement indiscernables si les deux solutions correspondantes x1(t) ∈ X et x2(t) ∈ X de

(4.40) donnent la même sortie, c’est-à-dire :

h (x1(t)) = h (x2(t)) ∀t ∈ [0, ∞)

Théoriquement, l’horizon temporel peut être infini afin de distinguer les deux points initiaux.

Mais, en général, l’intervalle de temps est limité à un horizon fini donné, ce qui donne la définition

suivante.

Définition 4.9 [212] La paire de conditions initiales x1(0) ∈ X et x2(0) ∈ X sont

indiscernables s’il existe un temps final fini T > 0 tel que les solutions correspondantes
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x1(t) ∈ X et x2(t) ∈ X de (4.40) donnent la même sortie, c’est-à-dire :

h (x1(t)) = h (x2(t)) ∀t ∈ [0, T ]

Soit I (x1, X, T ) l’ensemble des solutions xi(t), t ∈ [0 T ], pour une condition initiale donnée

xi(0) qui sont indiscernables de x1.

Définition 4.10 [212,214] Le système (4.40) est observable en x1 ∈M si I (x1,M, T ) =

x1 et le système (4.40) est fortement observable s’il est observable lorsque T tend vers

l’infini.

La notion d’observabilité faible est introduite lorsque T est proche de l’instant initial.

Définition 4.11 [212] Soit X ∈ M un voisinage de x1 et étant donné un temps fini

T > 0, proche de l’instant initial. Le système (4.40) est localement et faiblement observable

en x1 si dans X nous avons I (x1,M, T ) = x1(t), pour t ∈ [0, T ].

La condition d’observabilité au sens du rang du système (4.40) est donnée par la définition

suivante.

Définition 4.12 [213] Le système non linéaire d’ordre fractionnaire (4.40) est dit loca-

lement faiblement observable si la condition de rang suivante est vérifiée :

rang



dh

dLfh

:

dLn−1
f h

:

dL∞f h


= n (4.41)

où Lfh désigne la dérivée de Lie de h le long du champ vectoriel f , donnée par :

Lfh =
∂h(x)

∂x
f(x) (4.42)

Pour un système de dimension n, la condition suffisante d’observabilité est la suivante :

rang(O) = n

Avec :

O =


dh

dLfh

:

dLn−1
f h

 (4.43)
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La condition d’observabilité des systèmes non linéaires d’ordre fractionnaire est la même

que celle des systèmes non linéaires d’ordre entier. Cette équivalence entre les systèmes

d’ordre fractionnaire et d’ordre entier a déjà été établie dans le cas linéaire [201].

Supposons que le système (4.39) soit localement faiblement observable pour u = 0 et supposons

que le degré relatif r = n, alors nous pouvons définir le changement de coordonnées suivant :

zi+1 = Lifh(x), i = 0, ... n− 1 (4.44)

La forme canonique d’observabilité est donnée comme suit :
Dαzi(t) = zi+1(t), i = 1, ... n+ 1

Dαzn(t) = az(t) + bz(t)u(t)

y(t) = z1(t)

(4.45)

D’autre part, Balachandran et al. ont utilisé la fonction matricielle de Mittag-Leffler et la

théorie de la contraction de Banach [215] pour étudier l’observabilité des systèmes fractionnaires

linéaires et non linéaires [216]. La dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo est prise en compte.

Le système non linéaire d’ordre fractionnaire étudié est donné comme suit :

 Dαx(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ [0 T ] := ϕ

y(t) = H(x(t))
(4.46)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état, f(.) est un vecteur de fonctions non linéaires continues sur

t ∈ ϕ, y ∈ Rm est le vecteur de sortie tel que m < n.

Il est nécessaire de trouver un état inconnu à l’instant présent t à partir de y sur l’intervalle

[θ, t] avec θ est un temps passé.

Définition 4.13 [217] Le système (4.46) est dit observable à l’instant t, s’il existe θ < t

tel que l’état du système à l’instant t peut être identifié à partir de la connaissance de la

sortie du système tout au long de l’intervalle [θ, t].

Remarque 4.14 Si le système est observable à tout instant t ∈ ϕ, il est alors dit com-

plètement observable.

La solution de l’équation (4.46) est donnée par :

x(t) = W−1(θ, t)
∫ t
θ

[Eα(A(t− s)α)]2Eα(A∗(t− s)α)H∗y(s)ds

+W−1(θ, t)
∫ t
θ
(t− s)α−1Eα,α(A(t− s)α)W (θ, s)f(s, x(s))ds

(4.47)
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où Eα est la fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre, Eα,α est la fonction de Mittag-Leffler

à deux paramètres et W (θ, t) est la matrice de Grammien d’observabilité définie comme suit :

W (θ, t) =
∫ t
θ
Eα(A∗tα)H∗HEα(Atα)dt (4.48)

A∗ et H∗ sont les matrices adjointes des matrice A et H , respectivement.

Theorem 4.15 [217] Le système (4.46) est globalement observable (a) à l’instant t et

complètement observable (b), si les conditions suivantes sont vérifiées.

– Il existe une constante c > 0 telle que :

det(W (θ, t)) ≥ c (4.49)

– L’équation (4.47) a une solution unique pour tout y continu sur [θ, t].

(a) pour un certain θ < t dans le cas d’un système observable à l’instant t.

(b) pour tout t et pour un certain θ < t dans le cas d’un système complètement observable.

4.5 Systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire

L’émergence récente des méthodes de dérivation et d’intégration d’ordre non entier a rendu

les systèmes d’ordre fractionnaire de plus en plus attractifs [218]. En effet, et bien que le calcul

fractionnaire a été introduit en 1695, il a été considéré pendant longtemps comme un domaine

purement mathématique sans applications réelles [219]. Ceci a toutefois changé et le calcul frac-

tionnaire s’est avéré très utile pour modéliser la viscoélasticité [220], les ondes électromagné-

tiques [221], l’évolution quantique de systèmes complexes [222], etc.

Tous comme pour les systèmes d’ordre entier, la théorie du chaos [223, 224], est l’une des

plus importantes applications du calcul fractionnaire. En conséquence, cette partie est dédiée

à l’analyse des systèmes chaotiques fractionnaires, dont les propriétés inhérentes peuvent être

utilisé dans des schémas de synchronisation.

En réalité, lorsque l’ordre total du système est inférieur à trois, le chaos ne peut être généré.

Cependant, le modèle d’un système chaotique d’ordre fractionnaire peut être réorganisé en trois

équations différentielles simples, dont chacune contient des dérivées fractionnaires. Cependant,

l’ordre global du système sera la somme des ordres de chaque dérivée fractionnaire de l’état du
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système, qui sera inférieur à 3. Le chaos apparaît dans le système de Chua-Hartley pour un ordre

de 2.7. Ceci permet de conclure que le phénomène chaotique peut être observé dans un système

fractionnaire dynamique dont l’ordre total est inférieur à trois alors que ça ne peut pas arriver

dans le cas de systèmes d’ordre entier selon le théorème de Poincaré-Bendixon [225].

On considère les systèmes non linéaires fractionnaires suivants : Dαi
t xi(t) = fi (x1(t), x2(t), ..., xn(t))

xi(0) = ci, i = 1, 2, ..., n
(4.50)

où ci désigne les conditions initiales, les αi sont les ordres des dérivées fractionnaires, tel que

dans le cas commensurable (α1 = α2 =, ...,= αn).

Exemple 1 Soit le système de Lorenz d’ordre fractionnaire donné comme suit [195] :


Dα1x(t) = σ (y(t)− x(t))

Dα2y(t) = x(t) (ρ− z(t))− y(t)

Dα3z(t) = x(t)y(t)− βz(t)

(4.51)

Avec α1, α2, α3 sont les ordres de dérivation non entiers. Les paramètres du système de Lorenz

d’ordre fractionnaire sont σ = 10, ρ = 28, β = 8/3. Les conditions initiales considérées sont

(x(0); y(0); z(0)) = (0.1; 0.1; 0.1).

Remarque 4.16 Il est à noter qu’un ordre de dérivation minimal est requis pour que

le système de Lorenz d’ordre fractionnaire puisse présenter un comportement chaotique.

Ainsi, en considérant α1 = α2 = α3 = α, l’ordre commensurable minimal est α > 0.9941.

L’attracteur étrange de Lorenz d’ordre fractionnaire est représenté par la figure 4.2, l’aspect

aléatoire des trajectoires du système est donné par la figure 4.3.

La figure 4.4 présente la sensibilité aux conditions initiales de l’état x du système (4.51). Nous

remarquons que, pour une petite variation de la condition initiale, la trajectoire de x(t) diverge

de la première courbe. Ce qui démontre la très grande sensibilité aux conditions initiales.

La sensibilité à l’ordre de dérivation fractionnaire du système de Lorenz est décrite par la

figure 4.5. Ce qui démontre que la sensibilité des systèmes chaotiques fractionnaire est aussi bien

liée aux conditions initiales qu’aux ordres de dérivations.
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Figure 4.2: Attracteur étrange du système de Lorenz d’ordre fractionnaire.
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Figure 4.3: Trajectoires aléatoires des états du système de Lorenz d’ordre fractionnaire.
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Figure 4.4: Sensibilité aux conditions initiales de l’état x(t) du système de Lorenz d’ordre

fractionnaire.
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Figure 4.5: Sensibilité à l’ordre de dérivation de l’état x(t) du système de Lorenz d’ordre frac-

tionnaire.

Exemple 2 Soit le système de Rössler d’ordre fractionnaire non commensurable donné

comme suit [195] : 
Dα1x1(t) = −x2(t)− x3(t)

Dα2x2(t) = x1(t) + ax2(t)

Dα3x3(t) = b+ x3(t) (x1(t)− c)

(4.52)

Avec α1, α2, α3 sont les ordres de dérivation non entiers, [α1 α2 α3] = [0.9 0.85 0.95]. Les

paramètres du système de Rössler d’ordre fractionnaire sont a = 0.5, b = 0.2, c = 10. Les

conditions initiales considérées sont (x1(0); x2(0); x3(0)) = (0.5; 1.5; 0.1).

L’attracteur étrange de Rössler d’ordre fractionnaire est représenté par la figure 4.6, l’aspect

aléatoire des états des trajectoires du système des Rössler fractionnaire est donné par la figure

4.7.
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Figure 4.6: Attracteur étrange du système de Rössler d’ordre fractionnaire.

0 20 40 60 80 100 120
Temps (s)

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

A
m

p
li
tu

d
e

Figure 4.7: Trajectoires aléatoire des états du système de Rössler d’ordre fractionnaire.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fourni les notions de base et les outils mathématiques néces-

saires pour étudier et appliquer les systèmes d’ordre fractionnaire.

En premier lieu, nous avons présenté un état de l’art sur la théorie de la dérivation non entière,

à partir de quelques rappels sur les fonctions de base comme les fonctions de Gamma d’Euler

et de Mittag-Leffler. Nous avons, ensuite, présenté les différentes définitions et propriétés de la

dérivée fractionnaire.

Par la suite, nous avons abordé les différentes représentations des systèmes d’ordre fraction-

naire, puis nous nous sommes intéressés aux notions de commandabilité, de stabilité et d’obser-
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vabilité des systèmes d’ordre fractionnaire dans le cas linéaire et non linéaire.

Puis, nous avons présenté quelques exemples de systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire en

précisant pour chaque exemple, ses caractéristiques telles les équations dynamiques, l’attracteur

étrange et l’aspect aléatoire des évolutions chaotiques.





Chapitre 5

Synchronisation des systèmes

chaotiques d’ordre fractionnaire soumis

à des mesures retardées

5.1 Introduction

Le recours aux systèmes d’ordre fractionnaire, trouve son intérêt dans le fait que ces systèmes

illustrent mieux le comportement des systèmes physiques, et dans le cadre du cryptage chaotique,

ces systèmes offre une sécurité supplémentaire induite par l’ordre de dérivation fractionnaire. En

effet, l’utilisation des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire dans la conception des schémas

de communication sécurisée augmente grandement la sécurité, les ordres de dérivations sont

considérés comme des paramètres supplémentaires de la clé de sécurité. Ainsi, l’espace de la clé

de sécurité en devient plus complexe.

Plusieurs techniques ont été développées pour atteindre les différents régimes de synchroni-

sation pour les systèmes chaotiques d’ordre fractionnaires. Les méthodes les plus utilisées sont :

Synchronisation par contrôle actif [100, 226], synchronisation par rétroaction [227], synchronisa-

tion par backstepping [228], synchronisation par commande adaptative [229,230], etc.

Une autre méthode très utilisée est la synchronisation à base d’observateurs. Plusieurs obser-

vateurs ont été proposés pour l’estimation des états des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire.

Parmi ces observateurs, nous citons le filtre de Kalman étendu, qui est couramment utilisé pour

la synchronisation des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire. Plusieurs travaux, tels que celui
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décrit dans [231], ont montré qu’un filtre de Kalman étendu peut synchroniser une variété de

systèmes chaotiques fractionnaires. Un observateurs à grand gain est largement utilisé pour l’es-

timation des systèmes non linéaires d’ordre entier. Il présente plusieurs avantages, notamment

une convergence globale ou semi globale indépendante des conditions initiales pour un grand

nombre de systèmes non linéaires. De plus, il présente un haut niveau de robustesse vis à vis

des incertitudes et perturbations externes. Dans [232], un observateur à grand gain a été appli-

qué à la synchronisation de systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire. Par ailleurs, on trouve les

observateurs à modes glissants. Cet observateur est très efficace pour faire face aux incertitudes

du système et aux perturbations externes. Ce type d’observateur a été utilisé dans une large

variété de schémas de synchronisation pour les systèmes d’ordre fractionnaire chaotiques dans le

cas commensurable [233] et non commensurable [47].

Une autre méthode qui présente des similitudes avec la technique à mode glissant est l’ap-

proche basée sur la théorie synergétique. La théorie synergétique a été introduite par Kolesni-

kov [234]. A l’origine, la théorie synergétique est utilisée pour résoudre des problèmes de contrôle.

Le contrôleur conçu par la théorie synergétique est attrayant en raison de sa simplicité et de sa

caractéristique optimale. L’observateur synergétique a été utilisé pour la synchronisation des

systèmes chaotiques d’ordre fractionnaires [44].

Cependant, dans la plupart des méthodes de synchronisation proposées, plusieurs contraintes

de communication, telles que retard dans le canal de transmission, les incertitudes et les pertur-

bations externes ne sont pas prises en considération. Ces contraintes peuvent nuire à la synchro-

nisation. Dans le cas de systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire, seulement deux approches

qui considèrent la synchronisation des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire avec retard de

sortie sont présentés dans la littérature. Dans [158], deux observateurs à grand gain en cascade

sont utilisés afin de compenser le retard de transmission de l’émetteur au récepteur. Dans [235],

une commande par retour de sortie est utilisée pour la synchronisation de deux systèmes hyper-

chaotiques identiques d’ordres fractionnaires avec des sorties retardées. Cependant, les travaux

présentés dans [158, 235] ne sont pas efficaces en présence d’incertitudes et de perturbations

externes.

L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode de synchronisation des systèmes chao-

tiques non linéaires d’ordre fractionnaire en présence de retard de transmission et de perturba-

tions. Cette approche est une extension de la méthode proposée dans le chapitre 3.
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L’approche de synchronisation proposée est composée d’un observateur fractionnaire à mode

glissant d’ordre supérieur qui permet d’estimer en temps fini et sans chattering les états retardés

à partir de la mesure retardée, et d’un prédicteur d’état mis en cascade avec l’observateur afin

de compenser l’effet du retard et d’obtenir ainsi les états estimés à l’instant présent.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord synthétiser l’observateur fractionnaire à mode glissant

d’ordre supérieur qui permet d’estimer les état retardés et la perturbation totale retardée. En-

suite, nous synthétisons le prédicteur d’état qui permet de compenser le retard et ainsi d’estimer

les états à l’instant présent. La convergence du schéma proposé est analysé. A la fin, nous don-

nons les résultats de simulation obtenus. Les résultats théoriques obtenus dans ce travail ont fait

l’objet d’un article soumis [236].

5.2 Système maître

Nous considérons la classe des systèmes non linéaires incertains d’ordre fractionnaire com-

mensurables soumis à un retard de sortie donné comme suit :



Dαx1(t) = x2(t)

Dαx2(t) = x3(t)

:

Dαxn(t) = Θ(x1(t), ...xn(t)) + d(t) = ζ(t)

Dαζ(t) = w(t)

yτ (t) = x1(t− τ)

(5.1)

où x(t) = [x1(t) x2(t)... xn(t) ]T ∈ Rn est le vecteur d’états, α est l’ordre de dérivation fraction-

naire et yτ (t) = y(t − τ) ∈ R est la sortie retardée du système. La fonction Θ(x1(t), ...xn(t))

représente les incertitudes du système et d(t) les perturbations externes. ζ(t) est considérée

comme la perturbation totale, le retard τ > 0 est une supposé constant et connu. Dα désigne

l’opération de dérivation d’ordre α de Riemann-Liouville.
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Le système (5.1) retardé peut alors s’écrire comme suit :

Dαxτ1(t) = xτ2(t)

Dαxτ2(t) = xτ3(t)

:

Dαxτi (t) = xτi+1(t)

Dαxτn(t) = ζτ (t)

Dαζτ (t) = wτ (t)

yτ (t) = x1(t− τ)

(5.2)

où xτi (t) = xi(t− τ), i = 1, ..., n sont les états retardés et ζτ (t) = ζ(t− τ) est la perturbation

totale retardée.

Les systèmes chaotiques sont caractérisés par une instabilité locale et une limitation globale de

leurs trajectoires, qui convergent vers un attracteur dit étrange lorsque les conditions initiales

sont prises dans le bassin d’attraction.

Notons que la présence de la perturbation externe peut modifier le comportement chaotique

du système. Nous supposons que le système est BIBS (Bounded Input Bounded State), c’est à

dire les trajectoires du système restent bornées pour toute perturbation bornée admissible. La

perturbation externe est prise suffisamment petite pour préserver le comportement chaotique.

Supposons, que les hypothèses suivantes soient satisfaites.

Hypothèse 5.1 Les incertitudes Θ(x1(t), ...xn(t)) et la perturbation d(t) sont inconnues

et uniformément bornées.

Hypothèse 5.2 Le système (5.2) est supposé BIBS (Bounded Input Bounded State),

c’est-à-dire qu’il existe un temps fini T tel que pour toute entrée bornée et pour toute

condition initiale x(0), les trajectoires d’état du système (5.2) restent bornées pour tout

t ≥ T .

Hypothèse 5.3 On considère que la dérivée fractionnaire wτ (t) de la perturbation totale

est bornée, c’est-à-dire que |wτ (t)| ≤ wτmax.

5.3 Synthèse du système esclave

Considérons le système chaotique d’ordre fractionnaire (5.1) (émetteur) soumis à des mesures

retardées. L’estimation des états à l’instant présent à partir de la sortie retardée n’est pas direc-

tement évidente. Il est clair qu’à partir de la sortie retardée, il est seulement possible d’estimer
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les états retardés, mais pas les états réels.

L’approche que nous proposons pour résoudre ce problème est d’utiliser un observateur à mode

glissant d’ordre supérieur fractionnaire. Cet observateur estime à la fois les états retardés et la

perturbation totale retardée, c’est-à-dire à l’instant (t− τ). Ces états et cette perturbation sont

ensuite injectés dans un prédicteur d’état fractionnaire mis en chaîne, permettant la compensa-

tion de l’effet du retard et obtenir ainsi les états estimés à l’instant présent. Les conditions de

convergence de la méthode proposée sont établies.

L’approche proposée est décrite dans la Figure 5.1 suivante.

Figure 5.1: Schéma observateur-prédicteur fractionnaire.

5.3.1 Synthèse de l’observateur

Dans le cas d’un système non linéaire d’ordre fractionnaire (5.2), l’observateur à mode glissant

d’ordre supérieur fractionnaire retardé est défini comme suit :



Dαx̂τ1(t) = ϑτ1 = x̂τ2 − λ1L
1

n+1 |x̂τ1 − xτ1|
n
n+1 sign(x̂τ1 − xτ1)

Dαx̂τ2(t) = ϑτ2 = x̂τ3 − λ2L
1
n |x̂τ2 − ϑτ1|

n−1
n sign(x̂τ2 − ϑτ1)

:

Dαx̂τi (t) = ϑτi = x̂τi+1 − λiL
1

n−i+2 |x̂τi − ϑτi−1|
n−i+1
n−i+2 sign(x̂τi − ϑτi−1)

:

Dαx̂τn(t) = ϑτn = ζ̂τ − λnL
1
2 |x̂τn − ϑτn−1|

1
2 sign(x̂τn − ϑτn−1)

Dαζ̂τ (t) = −λn+1Lsign(ζ̂τ − ϑτn)

(5.3)

où x̂τi (i = 1, ..., n), sont les états estimés retardés, λi > 0 (i = 1, ..., n + 1) sont les gains de

l’observateur, qui sont calculés en utilisant la fonction de Lyapunov pour garantir la convergence

des états estimés retardés vers leurs valeurs réelles correspondantes et L étant une constante
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positive [157].

Le lemme suivant sera utilisé par la suite.

Lemme 5.1 [237]

Soit x(t) ∈ R une fonction continue et différentiable. Si la dérivée de x(t) est intégrable,

alors l’inégalité suivante est valable :

1

2
Dαx2(t) ≤ x(t)Dαx(t), ∀ α ∈ (0, 1) (5.4)

où Dα désigne la dérivée d’ordre α de Riemann-Liouville.

Theorem 5.1 Considérons le système non linéaire d’ordre fractionnaire (5.2) et l’obser-

vateur (5.3). Supposons que les hypothèses 5.1-5.3 soient satisfaites. Alors, pour toute

condition initiale I(1−α)
0 x̂τi (t)|t=τ , i = 1, 2...n, il existe des paramètres positifs L et λi,

i = 1, 2...n+ 1 choisis comme suit :

λi >

∣∣eτi+1

∣∣
max

L
1

n−i+2 (|eτi |max)
n−i+1
n−i+2

; i = 1, 2, ...n− 1 (5.5)

λn >

∣∣eτζ ∣∣max
L

1
2 (|eτn|max)

1
2

(5.6)

λn+1 >
|wτ |max
L

(5.7)

tels que les états retardés estimés x̂τi (t) convergent vers les états retardés xτi (t) en temps

fini.

De plus, la perturbation totale retardée estimée ζ̂τ (t) converge vers la perturbation totale

retardée ζτ (t) également en temps fini.

Démonstration 5.1 Étude de la convergence de l’observateur.

Notons : eτi (t) = x̂τi (t)− xτi (t), i = 1, ..., n et eτζ (t) = ζ̂τ (t)− ζτ (t).
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La dynamique des erreurs d’estimation est alors donnée par :

Dαeτ1(t) = eτ2 − λ1L
1

n+1 |eτ1|
n
n+1 sign(eτ1)︸ ︷︷ ︸

ϑ̃τ1=ϑτ1−xτ2

Dαeτ2(t) = eτ3 − λ2L
1
n |eτ2 − ϑ̃τ1|

n−1
n sign(eτ2 − ϑ̃τ1)︸ ︷︷ ︸

ϑ̃τ2=ϑτ2−xτ3

:

Dαeτi (t) = eτi+1 − λiL
1

n−i+2 |eτi − ϑ̃τi−1|
n−i+1
n−i+2 sign(eτi − ϑ̃τi−1)︸ ︷︷ ︸

ϑ̃τi =ϑτi −xτi+1

:

Dαeτn(t) = eτζ − λnL
1
2 |eτn − ϑ̃τn−1|

1
2 sign(eτn − ϑ̃τn−1)︸ ︷︷ ︸

ϑ̃τn=ϑτn−ζτ

Dαeτζ (t) = −wτ (t)− λn+1Lsign(eτζ − ϑ̃τn)

(5.8)

Soit la première équation de (5.8), considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V1(t) =
1

2
eτ1(t)2 (5.9)

En appliquant la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour la fonction de Lyapunov

par rapport au temps et en utilisant le Lemme 5.1, nous avons :

DαV1(t) ≤ eτ1(t)Dαeτ1(t) ≤ eτ1(t)
(
eτ2 − λ1L

1
n+1 |eτ1|

n
n+1 sign(eτ1)

)
(5.10)

L’inégalité (5.10) peut alors se réécrire comme suit :

DαV1(t) ≤ |eτ1(t)|
(
|eτ2|max − λ1L

1
n+1 (|eτ1|max)

n
n+1

)
≤ − |eτ1(t)|

(
λ1L

1
n+1 (|eτ1|max)

n
n+1 − |eτ2|max

) (5.11)

En choisissant :

λ1 >
|eτ2|max

L
1

n+1 (|eτ1|max)
n
n+1

(5.12)

Alors :

DαV1(t) ≤ −β1

√
V1(t) (5.13)

Avec β1 = λ1L
1

n+1 (|eτ1|max)
n
n+1 − |eτ2|max > 0.

A partir de (5.13) nous avons Dαeτ1 = eτ1 = 0. Cela signifie que x̂τ1(t) converge vers xτ1(t)

en temps fini T1 + τ .

La limite supérieure du temps fini de convergence est obtenue en intégrant les côtés gauche

et droit de (5.13) comme suit :

T1 =

(
Γ (α + 1) Γ

(
1
2

)
β1Γ

(
α + 1

2

) V1(0)α−
1
2

) 1
α

(5.14)
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De plus, à partir de Dαeτ1 = 0, on obtient ϑ̃τ1 = 0.

De même, nous faisons la même chose pour eτ2 et puisque ϑ̃τ1 = 0, alors :

Dαeτ2(t) = eτ3 − λ2L
1
n |eτ2|

n−1
n sign(eτ2) (5.15)

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V2(t) =
1

2
eτ2(t)2 (5.16)

En appliquant la dérivée de Riemann-Liouville pour la fonction de Lyapunov par rapport

au temps et en utilisant le Lemme 5.1, nous avons :

DαV2(t) ≤ eτ2(t)Dαeτ2(t) ≤ eτ2(t)
(
eτ3 − λ2L

1
n |eτ2|

n−1
n sign(eτ2)

)
(5.17)

On peut écrire l’inégalité (5.17) sous la forme suivante :

DαV2(t) ≤ |eτ2(t)|
(
|eτ3|max − λ2L

1
n (|eτ2|max)

n−1
n

)
≤ − |eτ2(t)|

(
λ2L

1
n (|eτ2|max)

n−1
n − |eτ3|max

) (5.18)

En choisissant :

λ2 >
|eτ3|max

L
1
n (|eτ2|max)

n−1
n

(5.19)

Alors :

DαV2(t) ≤ −β2

√
V2(t) (5.20)

Avec β2 = λ2L
1
n (|eτ2|max)

n−1
n
− |eτ3|max > 0.

Nous avons alors Dαeτ2 = eτ2 = 0. Cela signifie que x̂τ2(t) converge vers xτ2(t) en temps fini

T2 + τ , où T2 est donné par :

T2 =

(
Γ (α + 1) Γ

(
1
2

)
β2Γ

(
α + 1

2

) V2(0)α−
1
2

) 1
α

(5.21)

En raison de la forme récursive de l’observateur à mode glissant, le temps fini T2 + τ >

T1 + τ . De plus, à partir de Dαeτ2 = 0, nous obtenons ϑ̃τ2 = 0.

La même procédure peut alors être appliquée aux autres étapes. Par conséquent, afin de

garantir la convergence en temps fini de eτi et de Dαeτi , les paramètres λi doivent satisfaire

la condition suivante :

λi >

∣∣eτi+1

∣∣
max

L
1

n−i+2 (|eτi |max)
n−i+1
n−i+2

i = 3, ..., n− 1 (5.22)

Nous avons ϑ̃τn−1 = 0 de l’étape précédente, alors :

Dαeτn(t) = eτζ − λnL
1
2 |eτn|

1
2 sign(eτn) (5.23)



137

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vn(t) =
1

2
eτn(t)2 (5.24)

Nous avons :

DαVn(t) ≤ eτn(t)Dαeτn(t) ≤ eτn(t)
(
eτζ − λnL

1
2 |eτn|

1
2 sign(eτn)

)
(5.25)

On peut écrire l’inégalité (5.25) comme suit :

DαVn(t) ≤ |eτn(t)|
(∣∣eτζ ∣∣max − λnL 1

2 (|eτn|max)
1
2

)
≤ − |eτn(t)|

(
λnL

1
2 (|eτn|max)

1
2 −

∣∣eτζ ∣∣max) (5.26)

λn >

∣∣eτζ ∣∣max
L

1
2 (|eτn|max)

1
2

(5.27)

Il s’en suit :

DαVn(t) ≤ −βn
√
Vn(t) (5.28)

où βn = λnL
1
2 (|eτn|max)

1
2 −

∣∣eτζ ∣∣max > 0. Cela signifie que, Dαeτn = eτn = 0, donc ϑ̃τn = 0.

Convergence de la perturbation totale

Considérons la dernière équation de (5.8), et de l’étape précédente nous avons ϑ̃τn = 0,

alors :

Dαeτζ (t) = −wτ (t)− λn+1Lsign(eτζ ) (5.29)

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vζ(t) =
1

2
eτζ (t)

2 (5.30)

DαVζ(t) ≤ eτζ (t)D
αeτζ (t)

≤ eτζ (t)
(
−wτ (t)− λn+1Lsign(eτζ )

) (5.31)

Par conséquent :
DαVζ(t) ≤

∣∣eτζ (t)∣∣ (|wτ |max − λn+1L)

≤ −
∣∣eτζ (t)∣∣ (λn+1L− |wτ |max)

(5.32)

Alors, afin de garantir la convergence de la perturbation totale, il suffit d’avoir

λn+1 >
|wτ |max
L

(5.33)

Donc :

DαVζ(t) ≤ −βζ
√
Vζ(t) (5.34)
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où βζ = λn+1L − |wτ |max > 0. Il s’en suit que eτζ convergent vers zéro en un temps fini

Tζ + τ , avec :

Tζ =

(
Γ (α + 1) Γ

(
1
2

)
βζΓ

(
α + 1

2

) Vζ(0)α−
1
2

) 1
α

(5.35)

Ceci conclut la preuve de convergence de l’observateur proposé.

5.3.2 Synthèse du prédicteur

Dans la partie précédente, nous avons conçu un observateur à mode glissant d’ordre supérieur

fractionnaire, dont le rôle est d’estimer en temps fini les états retardés. Afin d’obtenir les états

à l’instant présent, nous utilisons un prédicteur pour compenser l’effet du retard. Sur la base

des états retardés x̂τ (t) estimés par l’observateur (5.3) et de l’estimation de la perturbation

totale retardée ζ̂(t − τ), le prédicteur estime les états réels. Le schéma observateur-prédicteur

est illustré par la figure 5.1.

On injecte alors x̂τ (t) et ζ̂(t− τ) dans le prédicteur, de manière à obtenir les estimés des états

à l’instant actuel xp(t).

Considérons le système d’ordre fractionnaire (5.1), écrit sous la forme matricielle comme suit : Dαx(t) = Ax(t) +Bζ(t)

yτ (t) = Cx(t− τ) t ≥ τ
(5.36)

où la matrice A et les vecteurs B et C sont définis comme suit :

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

: : :
. . . 0

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


; B =



0

0

:

0

1


; C =

[
1 0 · · · 0

]
(5.37)

Le système (5.36) est sous la forme de Brunovsky.

Le prédicteur permet de prévoir indirectement l’état actuel du système. Cette approche

consiste en une partie dynamique et une partie statique. La partie dynamique est construite

pour calculer une variable virtuelle qui prédit indirectement la différence entre l’état actuel et

l’état retardé. Cette variable et l’estimation de l’état retardé fournie par l’observateur d’ordre



139

fractionnaire (5.3) sont ensuite utilisées par la partie statique pour obtenir la prédiction de l’état

actuel. Le prédicteur proposé est représenté par les équations suivantes :

Dαγ(t) = Aγ(t) +Bζ̂(t− τ) t ≥ τ (5.38)

xp(t) = eAτα x̂(t− τ) + γ(t)− eAτα γ(t− τ), t ≥ τ (5.39)

où γ(t) ∈ <n est l’état interne du prédicteur, qui est obtenu à l’aide de l’équation différentielle

d’ordre fractionnaire retardée (5.38) avec des conditions initiales quelconques I(1−α)
0 γ(t)|t=0 =

γ0. Dans l’approche observateur-prédicteur, l’état prédit xp(t) dépend de la trajectoire de l’état

estimé retardé x̂τ (t). Ainsi, le théorème suivant étudie la convergence de l’erreur de prédiction

ep(t) = ‖xp(t)− x(t)‖.

Lemme 5.2 [158] Considérons l’équation d’état (5.36), telle que pour toute condition

initiale, il existe une solution unique de l’équation d’état (5.36) alors pour tout τ ≥ 0, la

relation suivante s’applique :

x(t) = eAτα x(t− τ) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)
α Bζ(θ) dθ, t > τ (5.40)

Hypothèse 5.4 La perturbation totale ζ(t), satisfait la condition de variation lente dans

le temps, c’est-à-dire qu’il existe une limite supérieure τmax du retard et une petite constante

réelle positive εη telle que :

‖ζ(t− τ)− ζ(t)‖ ≤ εη pour t ≥ τ et tout τ ∈ [0, τmax]

Theorem 5.2 Considérons le prédicteur (5.38)-(5.39) pour le système (5.36). Si l’hy-

pothèse 5.4 est satisfaite, alors, l’erreur de prédiction ‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτα ∥∥ εητ , ∀t ≥ T , où

T ≥ Tζ + τ .

Démonstration 5.2 Selon le lemme 5.2, la solution de l’équation (5.38) est donnée par :

γ(t) = eAτα γ(t− τ) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)
α

(
Bζ̂(θ − τ)

)
dθ t > τ (5.41)

En remplaçant (5.41) dans (5.39), le prédicteur (5.39) peut être réécrit comme suit :

xp(t) = eAτα x̂(t− τ) +

∫ t

t−τ
eA(t−θ)
α

(
Bζ̂(θ − τ)

)
dθ, t > τ (5.42)

Maintenant, en soustrayant l’équation (5.40) de (5.42), on obtient :

ep(t) = xp(t)− x(t) = eAτα (x̂(t− τ)− x(t− τ))

+

∫ t

t−τ
eA(t−θ)
α B

(
ζ̂(θ − τ)− ζ(θ)

)
dθ

(5.43)
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Nous avons donc :
‖ep(t)‖ ≤

∥∥eAτα ∥∥ (‖x̂(t− τ)− x(t− τ)‖)

+

∫ t

t−τ

∥∥eA(t−θ)
α

∥∥(∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ)
∥∥∥) dθ (5.44)

Par conséquent :
‖ep(t)‖ ≤

∥∥eAτα ∥∥ (‖x̂(t− τ)− x(t− τ)‖)

+
∥∥eAτα ∥∥∫ t

t−τ

(∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ)
∥∥∥) dθ (5.45)

Nous avons : ∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ)
∥∥∥ dθ =∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ) + ζ(θ − τ)− ζ(θ − τ)
∥∥∥ dθ

≤
∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ − τ)
∥∥∥ dθ +

∫ t

t−τ
‖ζ(θ − τ)− ζ(θ)‖ dθ

(5.46)

De l’hypothèse 5.4, on obtient :∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ)
∥∥∥ dθ

≤
∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ − τ)
∥∥∥ dθ +

∫ t

t−τ
εηdθ

≤
∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ − τ)
∥∥∥ dθ + εητ

(5.47)

Maintenant, en substituant (5.47) dans (5.45), on obtient :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτα ∥∥ (‖x̂(t− τ)− x(t− τ)‖)

+
∥∥eAτα ∥∥∫ t

t−τ

∥∥∥ζ̂(θ − τ)− ζ(θ − τ)
∥∥∥ dθ +

∥∥eAτα ∥∥ εητ (5.48)

D’après le théorème (5.1), les termes ‖x̂(t− τ)− x(t− τ)‖ et
∥∥∥ζ̂(t− τ)− ζ(t− τ)

∥∥∥ convergent
vers zéro après un temps fini Tζ + τ . Alors pour T ≥ Tζ + τ , l’équation (5.48) devient :

‖ep(t)‖ ≤
∥∥eAτα ∥∥ εητ, ∀t ≥ T (5.49)

Nous pouvons déduire de (5.49), que l’erreur de prédiction ep(t) converge dans une boule

pour tout t ≥ T , et peut converger vers 0 si τ −→ 0 ou si la perturbation totale est

constante, c’est-à-dire εη = 0.

Ceci complète la preuve.
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5.4 Application à la synchronisation des systèmes chaotiques frac-

tionnaires

Dans cette section, les simulations des systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire sont effec-

tuées en utilisant la définition de Grünwald-Letnikov de la dérivée d’ordre fractionnaire donnée

par :

∆αf(t) ' 1

hα

j=[t/h]∑
j=0

(−1)j

 α

j

 f(t− jh)

Avec

 α

j

 est le terme binomial. Pour son calcul, nous pouvons utiliser l’expression suivante :

 α

j

 =
α (α− 1) (α− 2) ... (α− j + 1)

j!

et h représente le pas de temps de simulation.

5.4.1 Système chaotique de Genesio Tesi

Le système chaotique d’ordre fractionnaire de Genesio Tesi [195, 233] est utilisé dans cette

section pour illustrer l’efficacité de la méthode proposée. Les équations de ce système sont les

suivantes :

Dαx1(t) = x2(t)

Dαx2(t) = x3(t)

Dαx3(t) = −a1x1(t)− a2x2(t)− a3x3(t) + a4x
2
1(t) + d(t) = ζ(t)

yτ (t) = x1(t− τ)

(5.50)

Avec d(t) est la perturbation externe supposée inconnue, elle est prise comme suit :

d(t) = 0, 1cos(5t)x3 − 0, 1sin(t).

Le système (5.50) est mis sous la forme de Brunovsky suivante : Dαx(t) = Ax(t) +Bζ(t)

yτ (t) = Cx(t− τ) t ≥ τ
(5.51)
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Avec :

A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , B =


0

0

1

 , C =
[

1 0 0
]

(5.52)

Les paramètres du système sont pris comme suit : a1 = 1, a2 = 1, 1, a3 = 0, 15, a4 = 1 ; et

α = 0, 9. Pour ces paramètres, le système présente un comportement chaotique comme l’illustre

le plan de phase de la Figure 5.2. Le portrait de phase chaotique est tracé pour les conditions

initiales suivantes :

I
(1−α)
0 x1(t)|t=0 = 0.05, I

(1−α)
0 x2(t)|t=0 = 0.05, I

(1−α)
0 x3(t)|t=0 = −0.05.

L’observateur à mode glissant d’ordre supérieur fractionnaire est donné comme suit :



Dαx̂τ1(t) = ϑτ1 = x̂τ2 − λ1L
1
4 |x̂τ1 − xτ1|

3
4 sign(x̂τ1 − xτ1)

Dαx̂τ2(t) = ϑτ2 = x̂τ3 − λ2L
1
3 |x̂τ2 − ϑτ1|

2
3 sign(x̂τ2 − ϑτ1)

Dαx̂τ3(t) = ϑτ3 = ζ̂τ − λ3L
1
2 |x̂τ3 − ϑτ2|

1
2 sign(x̂τ3 − ϑτ2)

Dαζ̂τ (t) = −λ4Lsign(ζ̂τ − ϑτ3)

(5.53)

Les conditions initiales de l’observateur sont les suivantes :

I
(1−α)
0 x̂τ1(t)|t=τ = I

(1−α)
0 x̂τ2(t)|t=τ = I

(1−α)
0 x̂τ3(t)|t=τ = 0.

Les paramètres de l’observateur λi sont choisis comme suit : λ1 = 12, λ2 = 8, λ3 = 5, λ4 = 2.5

et le coefficient L = 1.

Le prédicteur est sous la forme suivante : Dαγ(t) = Aγ(t) +Bζ̂(t− τ)

xp(t) = eAτα x̂(t− τ) + γ(t)− eAτα γ(t− τ)
(5.54)

Les conditions initiales du prédicteur sont :

I
(1−α)
0 γ1(t)|t=0 = I

(1−α)
0 γ2(t)|t=0 = I

(1−α)
0 γ3(t)|t=0 = 0.

La méthode de synchronisation proposée est comparée à d’autres approches de synchronisation

utilisant les observateurs à mode glissant fractionnaire du premier ordre et du second ordre

basé sur l’algorithme du Super-Twisting. De plus, un observateur à mode glissant fractionnaire

du premier ordre utilisant une fonction continue au lieu de la fonction sign discontinue est

également considéré.

Les structures de ces observateurs sont définies comme suit :



143

L’observateur à mode glissant d’ordre deux fractionnaire basé sur l’algorithme du Super-

Twisting (FSTA) est défini comme suit [47] :



Dαx̂τ1(t) = x̃τ2 + λ1|ετ1|1/2sign(ετ1)

Dαx̃τ2(t) = α1sign(ετ1)

Dαx̂τ2(t) = E1[x̃τ3 + λ2|ετ2|1/2sign(ετ2)]

Dαx̃τ3(t) = E1[α2sign(ετ2)]

Dαx̂τ3(t) = E2[θ̃τ + λ3|ετ3|1/2sign(ετ3)]

Dαθ̃τ (t) = E2[α3sign(ετ3)]

ζ̂τ (t) = θ̃τ (t)

(5.55)

avec ετ1 = xτ1 − x̂τ1 et ετi = x̃τi − x̂τi , pour i = 2, ..., 3. Ei = 1 si |ετi | ≤ ε sinon Ei = 0.

Les paramètres de l’observateur (5.55) sont : α1 = 0.8, α2 = 3, α3 = 12.

λ1 = 0.8, λ2 = 2, λ3 = 6.

L’observateur à mode glissant fractionnaire du premier ordre est donné comme suit [238] :



Dαx̂τ1(t) = x̂τ2 + β1sign(στ1 )

Dαx̂τ2(t) = x̂τ3 + E1β2sign(στ2 )

Dαx̂τ3(t) = ζ̂τ + E2β3sign(στ3 )

Dαζ̂τ (t) = E3β4sign(στ4 )

x̃τ2(t) = x̂τ2 + E1β1signeq(σ
τ
1 )

x̃τ3(t) = x̂τ3 + E2β2signeq(σ
τ
2 )

ζ̃τ (t) = ζ̂τ + E3β3signeq(σ
τ
3 )

(5.56)

avec στ1 = xτ1 − x̂τ1 , σ
τ
i = x̃τi − x̂τi pour i = 2, 3 et στ4 = ζ̃τ − ζ̂τ et signeq est la fonction

sign continue. Ei = 1 si |στi | ≤ ε sinon Ei = 0. Les paramètres de l’observateur (5.56) sont :

β1 = 0.2, β2 = 2.5, β3 = 13, β4 = 55.

L’observateur fractionnaire à mode glissant du premier ordre utilisant une approximation en
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temps continu de la fonction sign est donné comme suit :

Dαx̂τ1(t) = x̂τ2 + β1signeq(σ
τ
1 )

Dαx̂τ2(t) = x̂τ3 + E1β2signeq(σ
τ
2 )

Dαx̂τ3(t) = ζ̂τ + E2β3signeq(σ
τ
3 )

Dαζ̂τ (t) = E3β4signeq(σ
τ
4 )

x̃τ2(t) = x̂τ2 + E1β1signeq(σ
τ
1 )

x̃τ3(t) = x̂τ3 + E2β2signeq(σ
τ
2 )

ζ̃τ (t) = ζ̂τ + E3β3signeq(σ
τ
3 )

(5.57)

avec στ1 = xτ1 − x̂τ1 , στi = x̃τi − x̂τi pour i = 2, 3 et στ4 = ζ̃τ − ζ̂τ et signeq(s) = s
|s|+ε .

Les paramètres de l’observateur (5.57) sont : β1 = 1, β2 = 1, β3 = 1, β4 = 15.

La sortie y(t) (signal de commande) est transmise au système esclave (observateur+prédicteur).

Tout d’abord, nous considérons le cas où il n’y a pas de retard de transmission (voir figure 5.3).

Les figures 5.4-5.7 montrent les états réels et les états estimés obtenus par les approches de

synchronisation utilisant les observateurs (5.53), (5.55), (5.56) et (5.57), respectivement. Nous

constatons qu’en l’absence de retard affectant la sortie, toutes les approches utilisées donnent

de bonnes estimations des états et de la perturbation totale. Néanmoins, comme on peut le voir

sur la figure (5.6), la technique de synchronisation utilisant l’observateur à mode de glissant du

premier ordre présente un chattering important.

Maintenant, nous considérons le cas d’un retard dans la sortie. Pour τ = 0.2s, les figures

5.8-5.11 montrent les résultats de simulation obtenus par les approches de synchronisation uti-

lisant les observateurs (5.53), (5.55), (5.56) et (5.57), respectivement, où sont représentés les

états réels, les états estimés retardés, les états estimés à l’instant présent (états prédits) et la

perturbation totale estimée retardée. Les figures 5.8 et 5.9 montrent que l’approche proposée

utilisant l’observateur à mode glissant d’ordre supérieur fractionnaire (5.53) et l’approche utili-

sant l’observateur fractionnaire Super Twisting (5.55) donnent de meilleurs résultats. En effet,

on constate que les états prédits convergent vers les états réels avec une grande précision et la

perturbation totale retardée est bien reconstruite. Cependant, il y a un léger chattering dans la

perturbation totale estimée retardée donnée par l’observateur à mode glissant du second ordre

(5.55). Dans le cas de l’approche de synchronisation utilisant l’observateur à mode glissant du



145

premier ordre (5.56) (voir Figure 5.10), nous constatons que les états prédits convergent vers

les états réels et que la perturbation totale retardée est bien reconstruite, mais le chattering

est important. Dans la figure 5.11 donnée par l’observateur de premier ordre (5.57) qui utilise

l’approximation en temps continu de la fonction sign, nous voyons que la perturbation totale

retardée n’est pas bien reconstruite.

Afin d’évaluer la robustesse des méthodes, nous augmentons la taille du retard à τ = 0.4s

et τ = 0.6s, respectivement. Les résultats obtenus sont présentés dans les figures 5.12-5.15 et

les figures 5.16-5.19. Ces figures montrent la bonne performance de l’observateur à mode glissant

d’ordre supérieur fractionnaire (5.53) et de l’observateur à mode glissant du second ordre (5.55)

malgré l’apparition d’un léger chattering dans la perturbation totale estimée retardée obtenue

par l’observateur à mode glissant de second ordre. Le chattering est important dans le cas de

l’observateur à mode glissant du premier ordre (5.56) qui dégrade la qualité de la synchronisation

et de la récupération de la perturbation totale. Pour l’observateur (5.57), on constate que les

états prédits et la perturbation totale estimée retardée ne sont pas correctement estimés.

Nous concluons que la méthode de synchronisation proposée utilisant un observateur à mode

glissant d’ordre supérieur fractionnaire (5.53) s’est avérée la plus avantageuse, car elle améliore

la robustesse et la précision par rapport aux incertitudes de modélisation, aux perturbations

externes et au retard, tout en évitant le phénomène de chattering.
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Figure 5.2: Portrait de phase du système chaotique.
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Figure 5.3: Signal de sortie sans retard.
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Figure 5.4: États réels (en noir), états estimés (en rouge) pour l’observateur (5.53) avec τ = 0s.
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Figure 5.5: États réels (en noir), états estimés (en rouge) pour l’observateur (5.55) avec τ = 0s.
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Figure 5.6: États réels (en noir), états estimés (en rouge) pour l’observateur (5.56) avec τ = 0s.
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Figure 5.7: États réels (en noir), états estimés (en rouge) pour l’observateur (5.57) avec τ = 0s.
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Figure 5.8: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.53) avec τ = 0.2s.
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Figure 5.9: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.55) avec τ = 0.2s.
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Figure 5.10: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.56) avec τ = 0.2s.
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Figure 5.11: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.57) avec τ = 0.2s.
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Figure 5.12: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.53) avec τ = 0.4s.
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Figure 5.13: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.55) avec τ = 0.4s.
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Figure 5.14: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.56) avec τ = 0.4s.
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Figure 5.15: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.57) avec τ = 0.4s.
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Figure 5.16: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.53) avec τ = 0.6s.
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Figure 5.17: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.55) avec τ = 0.6s.
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Figure 5.18: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.56) avec τ = 0.6s.
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Figure 5.19: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.57) avec τ = 0.6s.
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5.4.2 Système chaotique de Genesio avec des paramètres différents

L’objectif de ce deuxième exemple est de tester la robustesse du schéma de synchronisation

proposé par rapport aux incertitudes paramétriques.

Considérons le système chaotique de Genesio d’ordre fractionnaire [238] avec des paramètres

différents de ceux du modèle, cependant il faut préservé le comportement chaotique du système

(5.4.1) : 

Dαx1(t) = x2(t)

Dαx2(t) = x3(t)

Dαx3(t) = −a1x1(t)− a2x2(t)− a3x3(t) + a4x
2
1(t) + d(t) = ζ(t)

yτ (t) = x1(t− τ)

(5.58)

Les paramètres du système sont pris comme suit : a1 = 6, a2 = 2, 92, a3 = 1, 2, a4 = 1 et

l’ordre de dérivation fractionnaire α = 0, 9.

d(t) est la perturbation externe supposée inconnue et prise comme suit :

d(t) = −0, 87cos(3t)x3(t) + 0, 87sin(t).

Les conditions initiales du système sont :

I
(1−α)
0 x1(t)|t=0 = 0, 05, I

(1−α)
0 x2(t)|t=0 = 0, 05, I

(1−α)
0 x3(t)|t=0 = −0, 05.

Les gains de l’observateur dans ce deuxième exemple sont les mêmes que ceux de l’exemple

précédent.

Les états réels, les états estimés retardés et la perturbation, ainsi que les états estimés actuels

sont représentés sur la figure 5.20 pour un retard de τ = 0, 3s.

Les gains de l’observateur λi et le coefficient L sont les mêmes que ceux de l’exemple précédent.

Nous constatons que bien que les paramètres de l’observateur ne sont pas modifiés, les états

prédits convergent vers les états réels. Cela démontre la robustesse du schéma que nous proposons

(observateur+prédicteur) face aux variations paramétriques.
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Figure 5.20: États réels (en noir), états estimés retardés (en bleu) et états prédits (en rouge)

pour l’observateur (5.53) avec τ = 0.3s.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité de la synchronisation des systèmes chaotiques non li-

néaires d’ordre fractionnaire incertains avec un signal de sortie retardé (le signal transmis dans

le canal public). L’approche proposée combine un observateur à mode glissant d’ordre supérieur

fractionnaire et un prédicteur d’état fractionnaire.

L’observateur permet d’obtenir l’estimation des états retardés et de l’incertitude totale re-

tardée. Ces estimés sont par la suite injectés dans le prédicteur mis en chaine afin de fournir

les estimés des états à l’instant présent. La convergence du schéma (observateur+prédicteur)

proposé a été prouvée.

Les résultats des simulations ont montré l’efficacité et les bonnes performances de l’approche

proposée dans le cas d’une sortie non retardée et dans le cas d’une sortie retardée, où le retard est

supposé connu et constant. Les simulations ont été effectuées pour différentes valeurs du retard.

La comparaison de la méthode de synchronisation proposée avec d’autres méthodes de syn-
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chronisation utilisant un observateur à mode glissant du premier ordre, l’observateur à mode

glissant du second ordre et l’observateur à mode glissant du premier ordre qui utilise une ap-

proximation continue de la fonction sign, a montré que la méthode proposée élimine le phéno-

mène du chattering et présente une bonne précision et une bonne robustesse aux incertitudes

paramétriques, aux perturbations externes et aux retards.





Conclusion Générale

La discussion des principaux résultats obtenus ainsi que les perspectives qui peuvent complé-

ter le contenu de cette thèse font l’objet de cette conclusion.

Dans cette thèse, nous avons développé des méthodes de synchronisation pour les systèmes

non linéaires chaotiques d’ordre entier et d’ordre non entier avec application à la transmission

de données, tel que la synchronisation est assurée par des observateurs non linéaires. Les stra-

tégies utilisées tiennent compte d’une variété de circonstances qui pourraient se produire dans

la pratique, comme la présence de perturbations, d’incertitudes paramétriques, et de retards de

transmission.

Le chapitre 1 : a été consacré aux rappels sur le principe des observateurs et les concepts

d’observabilité pour les systèmes linéaires et non linéaires. Nous avons également montré que les

concepts d’observabilité pour les systèmes sans et avec retard sont similaires, l’observabilité des

systèmes non linéaires n’est pas la même que celle des systèmes linéaires, et qu’elle peut être

influencée par les conditions initiales et l’entrée du système.

Ensuite, nous avons présenté un état de l’art non exhaustif de diverses stratégies de synthèse

d’observateurs pour les systèmes continus linéaires et non linéaires. Nous avons également re-

marqué qu’il n’existe pas de méthodologies générales pour la synthèse d’observateurs pour les

systèmes non linéaires ; c’est un domaine de recherche où il y a encore beaucoup de questions

non résolues.

Le chapitre 2 : Nous avons examiné le concept des systèmes chaotiques dans ce chapitre,

et nous avons donné quelques définitions des systèmes chaotiques ainsi que certaines de leurs

principales caractéristiques, comme leur grande sensibilité aux conditions initiales et leur nature
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aléatoire, l’attracteur étrange, etc. Ces caractéristiques ont fait du chaos un phénomène très

intéressant pour la communication sécurisée.

Ensuite, le concept de synchronisation a été abordé. En effet, ce phénomène permet à deux

systèmes chaotiques, ayant la même structure mais des conditions initiales différentes, de repro-

duire le même signal chaotique. Cela permet de récupérer des informations cryptiques dans les

schémas cryptographiques.

Puis, nous avons énuméré quelques types de synchronisation. Enfin, nous avons abordé plu-

sieurs méthodes de communication basées sur la synchronisation des systèmes chaotiques, no-

tamment la synchronisation basée sur des observateurs.

Le chapitre 3 : Ce chapitre, à été consacré à la synchronisation des systèmes chaotiques

en présence et en l’absence de retard dans le canal de transmission.

Tout d’abord, la synchronisation de systèmes chaotiques sans retard dans le canal de communi-

cation est considérée.

L’approche proposée est basée sur la structure multimodèles, dans laquelle le système est

d’abord mis sous la forme de Takagi-Sugeno, puis un observateur PI est proposé pour permettre

la synchronisation entre les systèmes esclave et maître, ainsi que pour estimer l’entrée inconnue

(message audio) que nous avons injectée dans la dynamique du système maître.

Nous avons ensuite présenté une solution à l’un des problèmes les plus courants de la syn-

chronisation maître-esclave, à savoir le retard affectant le signal transmis sur le canal de com-

munication.

En fait, lors de la synchronisation des systèmes chaotiques, l’apparition d’un retard est un

problème majeur, la cause étant généralement la distance entre les deux systèmes ou la bande

passante du réseau. Ce retard ayant un impact négatif sur la synchronisation, l’approche propo-

sée offre une solution fiable et résiliente au problème du retard.

Cette méthode se compose de deux éléments : un observateur à mode glissant du second ordre

qui permet l’estimation des états retardés et de la perturbation totale retardée en temps fini, et

un prédicteur d’état lié à l’observateur pour compenser et corriger les effets indésirables causés

par le retard.

Les résultats de simulation ont démontré l’efficacité et les bonnes performances de l’approche
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proposée dans le cas où la sortie est non retardée et dans le cas où la sortie est soumise à un retard

constant et connu. Les résultats obtenus sont concluants, impliquant l’efficacité (convergence en

temps fini, élimination du chattering et précision) et la robustesse de la méthode proposée vis à

vis du retard de transmission. Il a également été démontré que cette approche est robuste face

aux variations paramétriques du système.

Le chapitre 4 : a été consacré aux principes fondamentaux et aux outils mathématiques

nécessaires à l’étude et à la mise en œuvre des systèmes d’ordre fractionnaire.

Avant tout, nous avons présenté la théorie de la dérivation d’ordre fractionnaire, en nous

appuyant sur quelques fonctions de base telles que les fonctions Gamma d’Euler et Mittag-Leffler.

Ensuite, nous nous sommes intéressés aux différentes définitions et propriétés des dérivées d’ordre

fractionnaire.

Les différentes représentations des systèmes d’ordre fractionnaire ont ensuite été abordées

avant de se concentrer sur les notions de commandabilité, de stabilité et d’observabilité de ces

systèmes dans les cas linéaires et non linéaires.

Par la suite, des exemples de systèmes chaotiques d’ordre fractionnaire, ainsi que la descrip-

tion de leurs caractéristiques, telles que les équations dynamiques, l’attracteur étrange et l’aspect

aléatoire de leur évolutions ont été présentés.

Le chapitre 5 : a traité de la synchronisation des systèmes chaotiques non linéaires d’ordre

fractionnaire incertains avec un signal de sortie retardé (le signal transmis dans le canal public).

L’approche proposée combine un observateur à mode glissant d’ordre supérieur fractionnaire et

un prédicteur d’état fractionnaire.

L’observateur permet d’obtenir l’estimation des états retardés et de l’incertitude totale re-

tardée en temps fini, qui sont ensuite introduites dans le prédicteur en chaîne, qui fournit une

prédiction des états actuels. La convergence du schéma proposé (observateur+prédicteur) a été

prouvée.

Les résultats de simulation ont démontré l’efficacité et les bonnes performances de l’approche

proposée dans le cas d’une sortie non retardée et dans le cas d’une sortie retardée, où le retard

est supposé être connu et constant. Les simulations ont été effectuées pour une variété de valeurs

du retard, et les résultats sont concluants, impliquant l’efficacité (convergence en temps fini, éli-



162 Conclusion générale

mination du chattering et précision) et la robustesse de la méthode proposée vis à vis du retard

de transmission.

Il a également été démontré que cette approche est robuste face aux fluctuations paramétriques

du système.

Les perspectives de cette thèse sont :

– Synthétisé de nouvelles stratégies à base d’observateurs pour la synchronisation des sys-

tèmes chaotiques.

– Développer de nouveaux systèmes chaotiques.

– Concevoir de nouvelles méthodes de synchronisation.

– Proposer de nouveaux schémas de cryptage plus robustes aux attaques.

– Considérer le cas d’un retard variable et/ou inconnu.

– Implémentation sur des circuits numériques.
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