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Résumé

Le but de la thèse est l'étude des chaînes de Markov itératives i.e obtenues par itération

de fonctions aléatoires. En utilisant des techniques d'opérateurs linéaires quasi-compacts,

nous montrons l'existence et l'unicité d'une mesure invariante (stationnaire) pour ces

chaînes, dans le cas où les fonctions aléatoires itérées sont Lipschitziennes. Nous appli-

quons cette approche à l'étude de comportement asymptotique de la chaîne de Diaconis-

Freedman sur [0, 1]. Nous obtenons une condition nécessaire et su�sante d'unicité de la

loi invariante. Nous explorons le cas où cette condition n'est pas véri�ée et nous montrons

alors que les lois invariantes de la chaîne sont les combinaisons convexes des mesures de

Dirac δ0 et δ1. Nous indiquons pour terminer quelques idées d'extension de la chaîne de

Diaconis-Freedman et nous conjecturons quelques résultats.

Mots-Clefs : Itération de fonctions aléatoires ; Opérateur quasi-compact ; Chaînes de

Markov ; Mesure invariante ; Compact absorbant ; Récurrence.

Abstract

The aim of this thesis is the study of iterated Markov chains i.e generated by iteration

of random functions. Using quasi-compact linear operator technics, we show the existence

and uniqueness of an invariant measure for these chains, in the case where the iterated

random functions are Lispchitz. We apply this approach to study the asymptotic behavior

of the Diaconis-Freedman chain on [0, 1]. We obtain a necessary and su�cient condition

for the uniqueness of the stationary probability measure. We explore the case where this

condition is not hold and then we show that the invariant probability measures of the chain

are the convex combinations of the Dirac measures δ0 and δ1. We end up with some ideas

for extending the Diaconis-Freedman chain and we conjecture some results about.

Keywords : Iterated random functions ; quasi-compact linear operators ; Markov chains ;

invariant measure ; absorbing compact set ; Recurrence.
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Introduction

Les processus et chaînes de Markov sous la forme d'itérées de fonctions aléatoires ou de

systèmes dynamiques sont intensément étudiés ces dernières années. Rappelons que cela

fait suite aux travaux de Doeblin et Fortet (1937), Norman (1972), Fuhrstenberg (1963),...

Kifer (1986) assurant en particulier que toute chaîne de Markov peut être mise sous la

forme itérative. Sous cette forme et suite à ces développements, les processus et chaînes de

Markov ont o�ert un cadre théorique adapté aux théories de l'apprentissage et ont ouvert

la voie à de nombreux champs d'application : fractals (cf. Barnsley et al [3] et Barnsley et

al [5]), traitement d'images (cf. Barnsley et Elton [4]), dynamique des populations, météo-

rologie, actuariat,... Cela a permis, en particulier, l'émergence des techniques de simulation

exacte (cf. Propp et Wilson ([56], [57]) ) réalisant ainsi une avancée remarquable dans les

méthodes de simulation.

Les données un peu simpli�ées sont un ensemble E, une suite i.i.d. de fonctions aléatoires

(Fn)n à valeurs dans E et une variable aléaoireX0. Nous nous intéressons alors au processus

(Xn)n dé�ni par X0 et pour n ≥ 1, Xn = Fn(Xn−1). Les Fn sont, souvent, sous la forme

Fn = fYn où f est une fonction de E × E dans E, avec fy(x) = f(x, y) et (Yn) une

suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans E. Dans les théories de l'apprentissage, en

psychologie on considère quelquefois que les Yn sont les stimuli et les Xn les réponses du

sujet.

Les exemples les plus simples de systèmes dynamiques sont les marches aléatoires sur

les groupes. Dans le cas général (cas où les fYn sont non linéaires) les méthodes d'étude

changent car les fYn générent en général des semi-groupes et de ce fait les méthodes et
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INTRODUCTION

techniques d'étude des marches aléatoires ne sont pas très adaptées.

Notre problématique s'insère dans ce cadre. De façon plus précise nous nous intéressons

à la chaîne de Diaconis-Freedman, en tant qu'exemple de système dynamique où les tran-

sitions sont aussi des fonctions spatiales. Il s'agit de caractériser le comportement limite

de cette chaîne dans le cadre général des travaux de Letac [42], Diaconis et Freedman [20],

Kaijser [36],...

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres. Le premier chapitre est composé de trois

parties, dans la première partie nous donnons quelques motivations en lien avec la théo-

rie de l'apprentissage pour l'étude des processus itératifs. Nous dé�nissons les systèmes

aléatoires à liaisons complètes qui ont servi de modèles généraux pour les théories de l'ap-

prentissage en psychologie. Dans la deuxième partie nous faisons une synthèse des éléments

de base sur les processus et chaînes de Markov à partir de la littérature classique sur le

sujet. Dans la troisième partie nous faisons un résumé des travaux sur les itérations de

fonctions aléatoires : Le théorème de Kifer [38] et sa démonstration, le principe de contrac-

tion de Letac [42], le théorème de Diaconis et Freedman [20],...

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons quelques résultats fondamentaux et notions

de base sur les opérateurs linéaires. Une grande partie de ce chapitre est consacrée aux

opérateurs linéaires quasi-compacts. Dans le cas particulier où P est l'opérateur de transi-

tion associé à une chaîne de Markov (Xn)n a espace d'états E compact, alors moyennant

quelques hypothèses, la quasi-compacité de P permet une étude de la chaîne (Xn)n très

similaire à celle qui peut être faite dans le cas où E est �ni (cf. Hennion [29]). Voila

donc l'intérêt de la quasi compacité pour l'étude des chaînes de Markov. Ensuite nous

donnons une propriété spectrale importante pour ce type d'opérateur et le théorème de

Ionescu Tulcea et Marinescu sur une condition su�sante de quasi-compacité. Dans la suite

du chapitre on s'intéresse à la dé�nition donnée par Hennion et Hervé [30]. Les proprié-

tés spectrales et structurelles importantes qui s'ensuivent permettent la généralisation du

théorème de Ionescu Tulcea et Marinescu. Nous terminons le chapitre par une application

faite par Hervé dans [32], de ces propriétés à l'étude des fonctions continues f solutions
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INTRODUCTION

de l'équation Pf = ρf et des mesures P−invariantes, où ρ est le rayon spectral d'un

opérateur linéaire positif et quasi-compact P donné, en se basant sur la notion de com-

pact absorbant. Il s'agit des résultats utiles pour l'étude de la chaîne de Diaconis-Freedman.

Dans le chapitre 3, nous étudions une chaîne de Markov itérative. Il s'agit de la chaîne de

Diaconis- Freedman sur [0, 1] décrivant les mouvements d'une particule entre deux points

attractifs A0 = 0 et A1 = 1. Si on note par Zn la position de la particule à l'instant n, n ∈ N

et si à l'instant n, Zn = x, x ∈ [0, 1] alors à l'instant n + 1, elle se dirige vers 0 avec la

probabilité p(x) ou vers 1 avec la probabilité q(x) = 1 − p(x) et se déplace uniformément

à l'intérieur de l'intervalle choisi.

Au début du chapitre, nous faisons une synthèse des travaux réalisés concernant cette

chaîne. En utilisant la théorie spectrale des opérateurs linéaires quasi-compact, nous mon-

trons l'existence et l'unicité d'une mesure invariante pour les chaînes de Markov générées

par itération de fonctions aléatoires lipschitziennes indépendantes et identiquement distri-

buées. Dans la suite nous étendons ce résultat au cas des systèmes d'itération de fonctions

aléatoires, avec dépendance spatiale. Nous appliquons cette approche à l'étude de compor-

tement asymptotique de la chaîne de Diaconis-Freedman sur [0,1]. On montre l'unicité de

la loi invariante sous la condition de stricte positivité de p(x). Nous terminons ce chapitre,

qui contient notre résultat principal, par l'étude de la chaîne dans un cadre plus général,

en exploitant la notion de compact absorbant.

Le chapitre 4 est consacré à quelques extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman.

Nous résumons les extensions abordées dans la littérature actuelle concernant la chaîne

dans le cas de deux points attractifs. Nous étudions ensuite la chaîne de Markov modé-

lisant les mouvements d'une particule attirée par trois points alignés dans des conditions

particulières. Nous développons le chapitre par une extension au cas bidimensionnel avec

quelques exemples et nous terminons par une conjecture.

Nous terminons cet exposé par une conclusion et les perspectives ouvertes par cette

étude.
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Chapitre 1

Modèles d'apprentissage, processus et

chaînes de Markov

1.1 Modèles stochastiques d'apprentissage

1.1.1 Historique et motivation

En psychologie l'apprentissage est l'acquisition de savoir faire et de connaissances. Les

modèles d'apprentissage sont classés selon trois principaux courants : le modèle transmissif,

le modèle behavioriste et le modèle socio-constructiviste .

La conception transmissive de l'apprentissage est basée sur l'idée que pour apprendre,

l'apprenant doit être attentif, écouter, suivre, imiter, répéter et appliquer. Quelques au-

teurs utilisent l'image de la boite vide qu'il s'agirait de remplir, pour dé�nir ce modèle.

Pour le modèle behavioriste, l'apprentissage est vu comme la mise en relation entre une

action provoquée de l'extérieur (stimulus) et une réaction adéquate du sujet qui cause un

changement de comportement signi�catif. Pavlov fut le premier à expérimenter ce modèle

par ses travaux sur les comportements ré�exes ou le conditionnement. Pour rappel, il s'agit

de l'expérience sur un chien qui salive si on active une clochette en même temps qu'on lui

apporte à manger et qui par la suite fait l'apprentissage de saliver dès qu'on active le

stimulus(clochette). Skinner (1978) a repris cette théorie en l'appliquant à l'apprentissage.

Il met en évidence dans la réponse de l'apprenant, l'automatisation du comportement.
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Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

Il introduit le concept de maintien de la satisfaction par la récompense et découvre un

processus qui "positivise" l'apprentissage :

• stimulus,

• réponse,

• récompense (en cas de bonne réponse ),

• renforcement.

Le renforcement est ici une stabilisation de la connaissance apprise par la répétition d'une

réponse correcte donnée. Le principe qui sous-tend cette approche est que l'on ne peut pas

connaître complètement les processus internes (dans le cerveau). On doit alors s'appuyer

sur l'expérimentation et ses données (stimulus et résultat). L'apprentissage apparaît alors

comme un mécanisme. On résume souvent le behaviorisme dans ce schéma simple :

Stimulus → Formation→ Rsultat.

Quant au modèle socio-constructiviste issu des recherches de Piaget (1925), contraire-

ment au modèle précédent, il considère que l'on peut étudier ce qui se passe dans la boîte

noire (le cerveau). Piaget pense que la connaissance se construit. Ce modèle a été développé

aussi par l'école russe de psychologie, en particulier par les travaux de Vygostsky, Leontiev

(cf. [39]) et d'autres qui considèrent que les connaissances se construisent par l'activité.

Pour eux, on apprend mieux par les interactions de groupe qui permettent les échanges

d'expériences.

Dans le courant behavioriste, le besoin d'un modèle quantitatif pour l'analyse des si-

tuations expérimentales a donné naissance aux modèles mathématiques d'apprentissage.

L'adaptation de ces modèles, pour tenir compte de la variation des stimuli et des réponses,

est formalisée dans les modèles stochastiques d'apprentissage. Ces modèles sont apparus

dans les travaux de Bush et Mosteller (1955) sur la théorie des modèles linéaires, Este

(1950) sur la théorie de l'échantillonnage des stimuli... Pour plus de détails le lecteur peut

consulter Norman [46] et ses références pour une bonne bibliographie sur le sujet.
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Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

Par la suite certains de ces modèles ont trouvé leur cadre naturel dans des théories

mathématiques. C'est le cas du modèle stochastique d'apprentissage dans le cas marko-

vien. Dans ce modèle, les données sont un espace des états(réponses) et un espace des

paramètres(stimuli) et une procédure qui permet de relier ces deux espaces. Les systèmes

à liaison complètes en sont une première formalisation.

1.1.2 Systèmes aléatoires à liaisons complètes

Soient (E, E) et (F,F) deux espaces mesurables et p : E × F → [0, 1] un noyau de

transition de (E, E) dans (F,F) ( i.e. pour x ∈ E, p(x, .) est une probabilité sur F et

pour tout B ∈ F , p(., B) est E− mesurable ). Soit T : E × F → E une application

E ×F mesurable. Le système ((E, E), (F,F), p, T ) est appelé système aléatoire (homogène)

à liaisons complètes. Le processus Z = X0, Y0, X1, Y1, ... des variables aléatoires sur un

espace de probabilité (Ω,A,P) est appelé processus associé au système ((E, E), (F,F), P, T )

si Xn et Yn prennent leurs valeurs dans (E, E) et (F,F) respectivement,

Xn+1 = T (Xn, Yn) (1.1)

et

∀A ∈ F P(Yn ∈ A/Xn, Yn−1, ...) = p(Xn, A) (1.2)

presque sûrement(p.s). Les processus X = (Xn)n et Y = (Yn)n sont appelés processus des

états et processus des indices (événements) respectivement, (E, E) est l'espace des états et

(F,F) est l'espace des indices (événements). La loi µ0 de X0 est la loi initiale du processus

associé au système ((E, E), (F,F), p, T ).

Le concept de système aléatoire à liaisons complètes a été considéré dans la littérature

comme modèle général dans la plupart des modèles stochastiques d'apprentissages. Dans

ce contexte Xn caractérise la réponse du sujet à l'essai n et l'événement Yn est la cause

qu'on considère comme un stimulus qui a�ect la réponse du sujet.

C'est le cadre général des processus itératifs adapté aux théories de L'apprentissage.

Nous nous intéressons à des modèles de chaînes de Markov de ce type, sous des hypothèses

plus restrictives et plus naturelles.
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Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

1.2 Processus et chaînes de Markov

Nous rassemblons ici quelques outils de base sur les chaînes de Markov.

Dé�nition 1.1. Soit (E, E) un espace mesurable. Une application P : E ×E −→ [0, 1] est

un noyau de transition sur E si :

1. Pour tout x ∈ E, l'application P (x, .) : E −→ [0, 1] est une probabilité sur (E, E) ;

2. Pour tout A ∈ E, l'application P (., A) : E −→ [0, 1] est mesurable.

Dé�nition 1.2. Soit (E, E) un espace mesurable et µ0 une mesure de probabilité sur E.

Un processus aléatoire (Xn)n dé�ni sur l'espace probabilisé (Ω,A,P) et à valeurs dans E,

est une chaîne de Markov d'espace des états E et de loi initiale µ0 si :

1. µ0 est la loi de X0 ;

2. Le processus (Xn)n véri�e la propriété de Markov i.e. ∀A ∈ E ,∀n ≥ 0, on a

P[Xn+1 ∈ A|Xn, ..., X1, X0] = P[Xn+1 ∈ A|Xn] p.s.

L'application P : E × E −→ [0, 1] dé�nie par

∀A ∈ E , P (Xn, A) = P[Xn+1 ∈ A|Xn]

est le noyau de transition de la chaîne (Xn)n. La chaîne (Xn)n est dite stationnaire ou

homogène si son noyau de transition P ne dépend pas de n.

Remarquons qu'étant donnée une chaîne de Markov on peut lui associer un noyau de

transition P . Réciproquement si on a un noyau de transition on peut lui associer une chaîne

de Markov (cf. Neveu [46]).

Proposition 1.1. Soit (Xn)n une chaîne de Markov homogène d'espace des états E de loi

initiale µ0 et de noyau de transition P sur (E, E). Alors ∀ A0, A1, · · ·An ∈ E ,

P(X0 ∈ A0, ..., Xn ∈ An) =

∫
A0

µ0(dx0)

∫
A1

P (x0, dx1)...

∫
An

P (xn−1, dxn). (1.3)

9



Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

Démonstration. Il su�t de véri�er l'équation (1.3) par récurrence sur n. Pour n = 0,

c'est évident car P(X0 ∈ A0) = µ0(A0) =

∫
A0

µ0(dx0).

Pour n = 1,

P(X0 ∈ A0, X1 ∈ A1) =

∫
{X0∈A0}

P(X1 ∈ A1|X0)dP

=

∫
A0

P(X1 ∈ A1|X0 = x0)µ0(dx0)

=

∫
A0

[∫
A1

P(X1 ∈ dx1|X0 = x0)
]
µ0(dx0)

=

∫
A0

µ0(dx0)

∫
A1

P (x0, dx1),

La formule générale s'en suit par récurrence. 2

Remarque 1.1. Cette proposition montre, en particulier, que le noyau de transition P

caractérise complètement la chaîne de Markov (Xn)n.

Dé�nition 1.3. Soit (Xn)n une chaîne de Markov sur E, de noyau de transition P . Soit

(Fn)n une �ltration i.e. une suite croissante de sous-tribus de A . On appelle temps d'arrêt

ou temps markovien relativement à la �ltration (Fn)n, toute variable aléatoire τ à valeurs

dans N ∪ {+∞}, tel que

∀n ∈ N, {τ ≤ n} ∈ Fn.

La tribu dé�nie par

Fτ = {A ∈ A, ∀n ∈ N, A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn}

est appelée tribu engendrée par τ ou tribu des événements antérieurs à τ .

L'espace produit (E∞, E∞) est dé�ni par l'ensemble E∞ =
∏∞

i=1Ei avec Ei = E ∀i,

muni de la tribu engendrée par les ensembles cylindriques E∞.

Proposition 1.2 (Propriété de Markov forte). Avec les notations ci-dessus, soit (Xn)n

une chaîne de Markov sur E de noyau de transition P et τ < ∞ un temps d'arrêt relati-

vement à la �ltration naturelle (Fn)n i.e. Fn = σ(X0, · · ·Xn). Pour B ∈ E∞, on a alors

P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B|Fτ ] = P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B|Xτ ].

10
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Démonstration. Soit A ∈ Fτ , on a

P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B, A] =
∞∑
n=0

P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B, A, τ = n]

=
∞∑
n=0

P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B, A, τ = n]

Comme A ∩ {τ = n} ∈ Fn alors

P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B, A, τ = n] =

∫
A∩{τ=n}

P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B|Xn, ...X0)dP

=

∫
A∩{τ=n}

P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B|Xn]dP,

d'après la propriété de Markov.

Soit alors ϕ la fonction dé�nie par ϕ(Xn) = P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B|Xn]. Nous avons donc

P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B, A] =
∞∑
n=0

∫
A∩{τ=n}

P[(Xn, Xn+1, ...) ∈ B|Xn)dP

=
∞∑
n=0

∫
A

1{τ=n}ϕ(Xτ )dP

=

∫
A

ϕ(Xτ )dP.

On a donc par unicité de la probabilité conditionnelle

P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B|Fτ ] = ϕ(Xτ ) = P[(Xτ , Xτ+1, ...) ∈ B|Xτ ]

2

Soit (E, E) un espace mesurable, (Xn)n une chaîne de Markov d'espace des états E

de loi initiale µ0 et de noyau de transition P sur (E, E). Pour f mesurable et bornée,

dé�nissons l'application f 7→ Pf en posant

Pf(x) =

∫
E

f(y)P (x, dy) .

De même, pour toute mesure bornée µ soit l'opérateur µ 7→ µP , dé�ni pour B ∈ E , par

µP (B) =

∫
E

µ(dx)P (x,B) .

11



Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

SoientMb(E) l'espace des fonctions mesurables et bornées et Mb(E) l'espace des mesures

bornées sur (E, E).

Dé�nissons le crochet de dualité < µ, f > pour µ ∈Mb(E) et f ∈Mb(E) par

< µ, f >= µ(f) =

∫
fdµ.

Les deux opérateurs dé�nis ci dessus opérant le premier sur l'espace Mb(E) le deuxième

sur l'espace Mb(E) sont adjoints l'un de l'autre i.e.

∀µ ∈Mb(E), ∀f ∈Mb(E); < µ, Pf >=< µP, f > .

Si on dé�nit les itérés P n(x, .) de P (x, .) en posant P 0(x, .) = δx et pour n > 0,

P n(x,B) =

∫
E

P (x, dy)P n−1(x,B)

alors on peut considérer les opérateurs P n en posant, pour toute fonction mesurable et

bornée sur E,

P nf(x) =

∫
E

f(y)P n(x, dy)

De même, on peut considérer les opérateurs P n en posant, pour toute mesure bornée µ

µP n(B) =

∫
E

µ(dx)P n(x,B) .

L'étude des opérateurs P et P n pour la chaîne de Markov (Xn)n est intéressante car

nous avons immédiatement

P[Xn+m ∈ B|Xn] = Pm11B(Xn) = Pm(Xn, B),

E[f(Xn+m)|Xn] = Pmf(Xn)

et si L(Xn) = µn est la loi de Xn, alors pour m ≥ 0,

µn+m = L(Xn+m) = µnP
m .

12
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Dé�nition 1.4. Une mesure ν sur (E, E) est dite P -invariante ou est une mesure station-

naire pour la chaîne de Markov (Xn)n, si

ν(B) =

∫
E

P (x,B)ν(dx) ∀B ∈ E .

De façon équivalente, ν est P - invariante si∫
E

Pf(x)ν(dx) =

∫
E

f(x)ν(dx), ∀f ∈Mb(E).

oùMb(E) est l'espace des fonctions réelles bornées et mesurables sur E.

Un ensemble B ∈ E est dit stochastiquement fermé ( ou invariant ou absorbant ) pour P

s'il est non vide et P (x,B) = 1 pour chaque x ∈ B. Une mesure invariante ν est ergodique

si ν(B) = 0 ou ν(B) = 1 pour tout ensemble stochastiquement fermé B.

Une mesure stationnaire pour la chaîne (Xn)n est un point �xe pour l'application P

dé�nie sur l'espace M(E) des mesures signées sur (E, E) par

µP (B) =

∫
E

µ(dx)P (x,B), ∀µ ∈M(E).

Une mesure invariante n'est pas toujours une loi.

Un des critères importants pour véri�er si une chaîne de Markov de noyau P admet

une mesure invariante est la propriété de Feller que nous dé�nissons, ci-dessous.

Dé�nition 1.5. Soit E un espace métrique. L'opérateur P a la propriété faible de Feller si,

pour toute suite (xn) de E convergente vers un élément x de E et toute fonction continue

et bornée f sur E on a∫
E

f(y)P (xn, dy) −→
∫
E

f(y)P (x, dy) quand n −→∞.

Dans le cas où cette propriété est vraie pour toute fonction f mesurable et bornée, on dit

que l'opérateur P a la propriété de Feller forte.

Théorème 1.1 (Lerma et Lasserre [41]). Soit E un espace métrique compact et (Xn)n

une chaîne de Markov d'espace des états E de noyau de transition P. Si P a la propriété

de Feller faible alors il admet une mesure invariante.

13
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Théorème 1.2 (Lerma et Lasserre [41]). Soit E un espace métrique localement com-

pact et séparable. Soit (Xn)n une chaîne de Markov d'espace des états E et de noyau de

transition P. Supposons que P a la propriété de Feller faible. Soit f0 une fonction continue,

strictement positive et tendant vers 0 à l'in�ni. S'il existe un nombre réel positif b et une

fonction mesurable g : E → R+ non identiquement nulle tels que

Pg(x) ≤ g(x)− 1 + bf0(x) ∀x ∈ E,

alors il existe une mesure P -invariante.

Dé�nition 1.6. Soit (Xn)n une chaîne de Markov à espace d'états dénombrable E et

irréductible. Pour x ∈ E un état, soit τx la variable aléatoire à valeurs dans N = N∪{∞}

dé�nie par :

τx =


inf{n > 0/ Xn = x} si

⋃
n

{ω/Xn(ω) = x} 6= ∅

+∞ si
⋃
n

{ω/Xn(ω) = x} = ∅

τx est le premier instant d'entrée dans l'état x, pour la chaîne (Xn)n.

On dit qu'un état x ∈ E est :

• récurrent pour la chaîne (Xn)n si P[τx < ∞ |X0 = x] = 1,

• transient pour la chaîne (Xn)n si P[τx < ∞ |X0 = x] = 0.

Une chaîne de Markov irréductible est dite transiente (resp. récurrente) si elle admet

un état transient (resp. récurrent).

Dans le cas où E n'est pas dénombrable, nous précisons ces propriétés ci-dessous (cf.

Meyn et Tweedie [58]).

Dé�nition 1.7. Soit (Xn)n une chaîne de Markov à valeurs dans l'espace mesurable (E, E)

quelconque. Pour A ∈ E , soit ηA la variable aléatoire à valeurs dans N dé�nie par :

ηA :=
∞∑
n=1

11{Xn∈A}, ηA est le nombre de visite de A.

L'ensemble A est dit :

• uniformément transient si Ex(ηA) =
∞∑
n=1

P n(x,A) <∞ ∀x ∈ A,
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• récurrent si Ex(ηA) =
∞∑
n=1

P n(x,A) =∞ ∀x ∈ A, où P n(x,A) = P(Xn ∈ A|X0 = x),

• Harris récurrent si Px(ηA =∞) = 1,

• transient s'il peut être recouvert par une famille dénombrable d'ensembles uniformé-

ment transients.

Dé�nition 1.8. Soit µ une mesure σ−�nie sur E. Une chaîne de Markov (Xn)n à espace

d'états E et de noyau de transition P est dite µ− irréductible si, pour tout A ∈ E tel que

µ(A) > 0, on a
∞∑
k=1

P k(x,A) > 0 pour tout x ∈ E.

Théorème 1.3 (Meyn et Tweedie [58]). Pour toute probabilité de transition P d'une

chaîne de Markov, µ- irréductible, deux cas seulement sont possibles

a) Ou bien E est transient c'est à dire il existe une famille dénombrable d'ensembles Aj qui

forment une partition de E, telle que tout ensemble A ∈ E où A ⊂ Aj pour certain j

est uniformément transient. La chaîne est alors dite transiente.

b) Ou bien tout ensemble A ∈ E , tel que µ(A) > 0 est récurrent ; la chaîne est alors dite

récurrente.

1.3 Processus itératifs

Une chaîne de Markov est dite itérative si elle est construite par itération de fonctions

aléatoires. Plus précisément, soient (E, E) et (F,F) deux espaces mesurables et (Tn)n une

suite de fonctions aléatoires à valeurs dans E indépendantes et identiquement distribuées.

Pour X0 une variable aléatoire à valeurs dans E et indépendante des Tn, le processus

(Xn)n≥0 dé�ni par

X0 et ∀n ≥ 0, Xn+1 := Tn+1(Xn).

est une chaîne de Markov itérative, appelée aussi chaîne associée au système d'itération de

fonctions (Tn)n≥1.

Dans la littérature, souvent on considère l'application

T : E × F → E
(x, y) 7→ T (x, y) = Ty(x),

15



Chapitre 1. Modèles d'apprentissage, processus et chaînes de Markov

et les Tn sont alors spécialisées sous la forme Tn = TYn où (Yn)n est une suite de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans F.

La proposition suivante montre que (Xn)n≥0 est bien une chaîne de Markov.

Proposition 1.3. Avec les notations ci-dessus, si µ est la loi des Yn, alors (Xn)n est une

chaîne de Markov de noyau de transition P dé�ni pour x ∈ E et A ∈ E, par

P (x,A) = P{TY1(x) ∈ A} = µ{y ∈ F, Ty(x) ∈ A}

Démonstration.

Montrons que (Xn) véri�e la propriété de Markov i.e.

∀A ∈ E , ∀n, P[Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P[Xn+1 ∈ A|Xn]

Calculons P[Xn+1 ∈ A|Xn, . . . , X0], ∀n

Par dé�nition de la probabilité conditionnelle P[Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] est l'unique

variable aléatoire σ[Xn, Xn−1 . . . , X0] mesurable qui véri�e ∀ A, Bn, Bn−1, . . . , B0 ∈ E .

P[Xn+1 ∈ A, Xn ∈ Bn, . . . , X0 ∈ B0] =

∫
{Xn∈Bn, ... , X0∈B0}

P[Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈Bn, ... , X0∈B0}

E[11A(Xn+1)|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈Bn, ... , X0∈B0}

11A(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈Bn, ... , X0∈B0}

P[Xn+1 ∈ A|Xn]dP

Donc si ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) est une fonction mesurable dans R tel que

ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P[Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0]

Alors

ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P[Xn+1 ∈ A|Xn] p.s.

Par unicité de la probabilité conditionnelle, on a :

P[Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P[Xn+1 ∈ A|Xn].
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Calculons le noyau de transition de la chaîne (Xn)n.

Par dé�nition de la probabilité conditionnelle ∀A ∈ E , P[Xn+1 ∈ A |Xn] est l'unique

variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ E , P[Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

P[Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Cette variable aléatoire étant σ(Xn)-mesurable, il existe une fonction ϕ : E → [0, 1]

mesurable telle que

P[Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).

Donc, avec cette notation, pour A et B ∈ E :

P[Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫
{Xn∈B}

E[11A(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

11A(Xn+1)dP

=

∫
E

∫
B

11{Ty(x)∈A}(x)P[Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]

Par indépendance de Yn+1 et Xn, nous avons :∫
E

∫
B

11{T−1
y (A)}(x)P[Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫
E

∫
B

11{T−1
y (A)}(x)P[Xn ∈ dx] · P[Yn+1 ∈ dy]

En appliquant le théorème de Fubini, nous aurons :∫
E

∫
B

11{Ty(x)∈A}(x)P[Xn ∈ dx] · P[Yn+1 ∈ dy] =

∫
E

∫
B

11{Ty(x)∈A}P[Xn ∈ dx]µ(dy)

=

∫
B

P[Xn ∈ dx]

∫
E

11{Ty(x)∈A}(x)µ(dy)

=

∫
B

P[Xn ∈ dx]µ{y ∈ F, Ty(x) ∈ A}

Par unicité de ϕ

P (x, A) = P[Xn+1 ∈ A |Xn = x] = µ{y ∈ F, Ty(x) ∈ A}, x ∈ E, A ∈ E

2
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Ainsi nous venons de montrer que tout système d'itération de fonctions aléatoires i.i.d

dé�nit un processus de Markov. La question inverse à savoir est ce que tout processus de

Markov, peut être construit par itération de fonctions aléatoires est tout a fait naturelle.

Le théorème suivant répond a cette question par l'a�rmative.

Théorème 1.4 (Kifer [38]). Soit E un sous ensemble Borélien d'un espace Polonais i.e.

un espace métrique complet et séparable. Alors, pour toute famille de mesures de probabilité

{P (x, .), x ∈ E} tel que l'application x 7→ P (x,B) est mesurable pour tout Borélien B de

E, il existe une mesure de probabilité µ sur l'espace des applications mesurables T de E

dans E véri�ant :

µ{T, T (x) ∈ B} = P (x,B)

pour tout x ∈ E et B ∈ E , où E est la tribu des Boréliens de E.

Démonstration. Nous reprenons ici la preuve de Kifer [38] et nous renvoyons le lecteur

à [7], [2] et [9] pour d'autres variantes du théorème et leurs démonstrations.

La démonstration se fait en deux étapes.

i) On suppose dans un premier temps que E = [0, 1] = I. Soit Φ l'application de I× I→ I

dé�nie par :

Φ(x, y) = inf{γ; P (x, [0, γ]) ≥ y}.

L'application x 7→ Φ(x, y) est mesurable pour chaque y ∈ I. En e�et,

{x,Φ(x, y) > a} = {x, inf{γ; P (x, [0, γ]) ≥ y} > a}

= {x; P (x, [0, a]) < y}.

l'ensemble {x; P (x, [0, a]) < y} est mesurable puisque l'application x 7→ P (x,B) est

mesurable pour tout Borélien B ∈ E .

Soit λ la mesure de Lebesgue sur I, comme

λ{y ∈ I; Φ(x, y) > a} = λ{y ∈ I; inf{γ; P (x, [0, γ]) ≥ y} > a}

= λ{y ∈ I; P (x, [0, a]) < y} = 1− P (x, [0, a])
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alors λ{y ∈ I; Φ(x, y) ∈ [0, a]} = P (x, [0, a]).

Par suite pour tout Borélien ∆ de I on a

λ{y ∈ I; Φ(x, y) ∈ ∆} = P (x,∆).

Ceci prouve le théorème dans un cas particulier.

ii) Dans le cas général où E est un sous ensemble Borélien d'un espace Polonais, on utilise

le résultat suivant : E est mesurablement isométrique à un Borélien de I = [0, 1],

c'est- à -dire qu'il existe une application mesurable injective ϕ : E → I tel que

Γ = ϕ(E) est un sous ensemble Borélien de I et ϕ−1 : Γ→ E est mesurable. Pour la

démonstration de ce résultat nous renvoyons le lecteur à [7] et [9]. Pour tout x ∈ E

dé�nissons une mesure de probabilité P̃ (x, .) sur I par

P̃ (x,∆) = P (x, ϕ−1(∆ ∩ Γ))

où ∆ est un Borélien de I.

Pour tout x ∈ E et tout y ∈ I posons

Φ̃(x, y) = inf{γ; P̃ (x, [0, γ]) ≥ y}.

Soit ψ : I → E une application tel que ψ = ϕ−1 sur Γ et ψ = x0 sur I \ Γ où x0 un

point dans E, alors l'application Ty := ψ ◦ Φ̃(x, .) dé�nie de E dans E est mesurable

pour chaque y ∈ I. Ainsi nous obtenons une application g de I dans l'espaceM des

applications mesurables de E dans E dé�nie par g(y) = Ty. L'application g induit

une structure de mesurabilité surM, de cette façon : un sous ensemble A ⊂ M est

mesurable si g−1(A) est un sous ensemble borélien de I. Pour tout A ∈ M tel que

g−1(A) est un sous ensemble borélien de I, on pose

µ(A) = λ(g−1(A)).

Comme précédemment on montre que :

λ{y ∈ I; Φ̃(x, y) ∈ ∆} = P̃ (x,∆).
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De plus Pour tout B ∈ E on a :

µ{T, T (x) ∈ B} = λ{y ∈ I; Ty(x) ∈ B} = λ{y ∈ I; φ̃(x, y) ∈ ψ−1(B)}

= P̃ (x, ψ−1(B)) = P (x, ϕ−1(Γ ∩ ψ−1(B)))

= P (x, ϕ−1(ϕ(B))) = P (x,B).

Ce qui prouve le théorème dans le cas général. 2

La construction de tout processus de Markov comme composition de fonctions aléatoires

continues est donnée par le théorème suivant.

Théorème 1.5 (Kifer [38]). Soit E un espace métrique connexe et localement compact.

Supposons que l'application x→ P (x, .) de E dans l'espace P(E) des mesures de probabilité

sur E est continue en respectant la topologie faible sur P(E). Si pour tout x ∈ E le support

de P (x, .) est E tout entier alors il existe une mesure de probabilité µ sur l'espace C(E,E)

des applications continues de E dans E véri�ant :

µ{T, T (x) ∈ B} = P (x,B)

pour tout x ∈ E et B ∈ E .

Les chaînes de Markov itératives sont à la base des méthodes de simulations exactes

introduites par Propp et Wilson (cf. [56] et [57] ). Cela a été une révolution dans les

méthodes de simulation. Le théorème suivant éclaire un peu la situation. Étant donné une

mesure ν continue sur R, de fonction de répartition Ψ le théorème suivant construit une

chaîne de Markov dont ν est la loi stationnaire.

Théorème 1.6 (Sten�o [62]). Une loi de probabilité ν continue dé�nie sur R, de

fonction de répartition Ψ est une mesure stationnaire d'une chaîne de Markov associée à

un système d'itération de fonctions aléatoires (IFS) généré par les applications monotones

fi(x) := Ψ−1 ◦ ui ◦ Ψ(x), pour tout x tel que Ψ(x) > 0 et pondérées par les probabilités

pi =
1

k
où ui(u) =

u

k
+
i− 1

k
, 0 ≤ u ≤ 1, i = 1, 2, · · · , k, pour tout k ≥ 2.
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Exemple 1. Soit ν la mesure de probabilité de fonction de densité, par rapport à la mesure

de Lebesgue, la fonction triangulaire d avec

d(x) =

{
x 0 ≤ x ≤ 1
2− x 1 ≤ x ≤ 2.

Le théorème assure que la mesure ν est la loi stationnaire de la chaîne de Markov (Xn)n

obtenue par itération des fonctions

f1(x) =

{ x√
2

0 ≤ x ≤ 1√
2x− x2

2
− 1 1 ≤ x ≤ 2,

et

f2(x) =

 2−
√

1− x2

2
0 ≤ x ≤ 1

2−
√

2− 2x+ x2

2
1 ≤ x ≤ 2

choisies uniformément.

Les �gures suivantes illustrent bien la convergence de (Xn)n vers la loi triangulaire.

Figure 1.1 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 1000 et n = 100000 de la loi de Xn.
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1.4 Mesures invariantes et convergence des processus

itératifs

Dans cette section nous nous intéressons aux conditions sur les Tn pour lesquelles la

chaîne itérative (Xn)n≥0 admet une limite éventuelle ou admet une mesure stationnaire.

C'est à dire on s'intéresse au comportement limite de la chaîne (Xn)n≥0. De nombreux

travaux ont été consacrés à la recherche des mesures stationnaires pour de tels processus.

Nous présentons ici les principaux résultats.

Proposition 1.4. Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. S'il existe deux

fonctions réelles f et g de la variable réelle x, f mesurable et g dérivable et de dérivée

g′ < 1 sur R tel que Ty(x) = f(y) + g(x) pour x et y ∈ R, alors le processus (Xn(x))n

dé�ni par

X0 = x, Xn+1 = TYn+1(Xn)

converge en loi.

Démonstration.

Dé�nissons le processus (Hn(x))n, pour x ∈ R, en posant

H0 = x et pour n > 0, Hn(x) = TY1 ◦ TY2 ◦ · · · ◦ TYn(x)

Remarquons que le processus (Hn(x))n n'est pas une chaîne de Markov en général. Si g

est dérivable et de dérivée g′ < 1, alors (Hn(x))n est une suite de Cauchy p.s. Par suite

(Hn(x))n converge p.s. Il s'en suit qu'il converge en loi. Comme les processus (Hn(x))n et

(Xn(x))n ont la même loi, la proposition, est donc établie. 2

Dans le cas où les Tn sont continues et E localement compact, nous avons par exemple

le théorème suivant basé sur le principe de contraction.
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Théorème 1.7 (Letac [42]). Soient (E, E) un espace mesurable avec E localement com-

pact et B sa tribu borélienne, (F,F , µ) un espace de probabilité et T : E × F → E

une application mesurable par rapport à la tribu E ⊗ F tel que pour tout y �xé dans F ,

x 7→ Ty(x) = T (x, y) est continue. Soit alors (Yn)n une suite de v.a. i.i.d à valeurs dans F

de loi µ, et X0 une variable aléatoire à valeurs dans E indépendante de (Yn)n. Soit (Xn)n

la chaîne dé�nie par X0 et pour n ≥ 0 par

Xn+1 = T (Xn, Yn+1) ,

et (Hn)n la suite de variables aléatoires dé�nie par Hn = TY1 ◦ TY2 ◦ · · · ◦ TYn(X0).

Notons Hn par Hn(x)(resp Xn par Xn(x)) lorsque X0 = x. Si H = lim
n
Hn(x) existe p.s.

et ne dépend pas de x alors si ν est la loi de H, elle est unique et (Xn)n admet ν comme

mesure stationnaire.

La démonstration du théorème repose sur la proposition suivante.

Proposition 1.5 (Letac [42] ). Avec les notations ci-dessus, soit νn la loi de Xn(x) i.e.

νn = L(Xn(x)). Si la suite (νn)n converge étroitement vers une mesure ν indépendante de

x, alors ν est une loi P - invariante.

Démonstration de la Proposition. Nous reprenons et détaillons ici les idées de la preuve

de Letac [42]. Soit Cb(E) l'ensemble des fonctions à valeurs réelles continues et bornées sur

E.

On a (νn) converge étroitement vers ν c'est à dire :

∀g ∈ Cb(E)

∫
E

g(x)νn(dx)→
∫
E

g(x)ν(dx).

Soit g ∈ Cb(E). Montrons que pour tout n ≥ 1 on a∫
E

g(x1)νn(dx1) =

∫
E×F

g(Ty(x1))νn−1(dx1)µ(dy) (1.4)
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En e�et :

νn(dx1) = P [Xn(x) ∈ dx1] = P [TYn(Xn−1(x)) ∈ dx1] =

∫
F

P [Xn−1(x) ∈ T−1y (dx1), Yn ∈ dy].

Par indépendance de Yn et Xn−1 on aura

νn(dx1) =

∫
F

P [Xn−1(x) ∈ T−1y (dx1)]µ(dy) =

∫
F

νn−1(T
−1
y (dx1))µ(dy),

donc∫
E

g(x1)νn(dx1) =

∫
F

∫
E

g(Ty(x1))νn−1(dx1)µ(dy) =

∫
E×F

g(Ty(x1))νn−1(dx1)µ(dy).

Montrons maintenant que l'application :

x1 →
∫
F

g(Ty(x1))µ(dy)

est continue sur E.

Par hypothèse, la fonction x→ Ty(x) est continue. Donc, si (xn)n est une suite conver-

gente vers x1 alors

Ty(xn)→ Ty(x1).

D'autre part, g est continue. Donc

lim
n→∞

g(Ty(xn)) = g( lim
n→∞

Ty(xn)) = g(Ty(x1)).

Comme g est bornée, par convergence dominée, on obtient :

lim
n→∞

∫
F

g(Ty(xn))µ(dy) =

∫
F

lim
n→∞

g(Ty(xn))µ(dy) =

∫
F

g(Ty(x1))µ(dy).

Ainsi la fonction

x1 →
∫
F

g(Ty(x1))µ(dy) est continue.

En passant à la limite dans l'équation (1.4), on aura :∫
E

g(x1)ν(dx1) =

∫
E×F

g(Ty(x1))ν(dx1)µ(dy). (1.5)
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Car d'une part, on a :

lim
n→∞

∫
E

g(x1)νn(dx1) =

∫
E

g(x1)ν(dx1)

puisque g ∈ Cb(E) et (νn) converge étroitement vers ν.

Et d'autre part, on a :

lim
n→∞

∫
E×F

g(Ty(x1))νn−1(dx1)µ(dy) =

∫
E

[∫
F

g(Ty(x1))µ(dy)
]
ν(dx1)

(car x1 →
∫
F
g(Ty(x1))µ(dy) est dans Cb(E) et (νn) converge étroitement vers ν).

Comme E est localement compact, l'équation (1.5) reste valable pour g = 11B, B ∈ E .

Ainsi en remplaçant g par 11B dans la relation(1.5 ), on aura∫
E

11B(x1)ν(dx1) =

∫
E×F

11B(Ty(x1))ν(dx1)µ(dy)

donc

∀B ∈ E , ν(B) =

∫
E

P (x1, B)ν(dx1).

Cette dernière égalité montre que ν est P - invariante.

Il reste a montrer que ν est unique. Soit ν0 une autre loi stationnaire pour la chaîne

(Xn). Alors, si ν0 = L(X0) on obtient

ν0 = L(X0) = L(Xn(X0)) −−−→
n→∞

ν et donc ν = ν0. 2

Démonstration du théorème. Nous avons,

lim
n→∞

Hn(x) = H =⇒ lim
n→∞

L(Hn(x)) = L(H).

Comme

L(Hn(x)) = L(Xn(x))

et d'après la proposition 1.5 on déduit que ν = L(H) est P - invariante. 2
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Exemple 1.1. Considérons les deux applications a�nes f1 et f2 dé�nies de [0, 1] dans [0, 1]

par f1(x) = 1
2
x et f2(x) = 1

2
x + 1

2
. Soit X0 est une variable aléatoire à valeurs dans [0, 1].

On considère la chaîne de Markov itérative (Xn)n obtenue à partir de X0 en composant les

deux applications f1 et f2 pondérées par les probabilités p et 1− p respectivement.

La chaîne (Xn)n est donc dé�nie par X0 et pour n ≥ 0

Xn+1 = Tn+1(Xn)

tel que ∀n ∈ N, P{Tn+1 = f1} = p et P{Tn+1 = f2} = 1− p.

Ainsi si (Yn)n est une suite de variables aléatoires i.i.d de loi de Bernoulli de paramètre

p sur {0, 1
2
} et indépendantes de X0, alors (Xn)n est donnée par

Xn+1 = Tn+1(Xn) = TYn+1(Xn)

où TYn(x) = 1
2
x+ Yn. i.e. Xn+1 =

1

2
Xn + Yn+1.

En calculant Hn(x) = TY1 ◦ TY2 ◦ · · · ◦ TYn(x) pour x ∈ [0, 1], on obtient

Hn(x) =
x

2n
+

k=n∑
k=1

Yk
2k−1

.

Comme |Yk| ≤ 1
2
, on a

lim
n→+∞

Hn(x) =
∞∑
1

Yk
2k−1

p.s.

La limite de Hn(x) existe donc presque sûrement et ne dépend pas de x. D'après le théo-

rème précedent, on conclut que (Xn)n admet une unique loi stationnaire ν.

Il a été démontré dans Bhattacharya et Majumdar [9] que ν est une loi continue. Lorsque

p = 1
2
, elle est la loi uniforme sur [0, 1]. Ci-dessous quelques simulations pour illustrer ce

résultat.
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Figure 1.2 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 104 et n = 106

de la loi de Xn, pour p = 1/2.

Figure 1.3 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 104 et n = 106

de la loi de Xn, pour p = 1/3.

Nous signalons que Benaïm et El Karaoui [7] ont fait une étude plus générale de ce type de

chaînes. Ils ont étudié la chaîne (Xn)n obtenue en composant aléatoirement les fonctions

f1(x) = ax− 1 et f2(x) = ax+ 1. i.e. Xn+1 = aXn ± 1 où a ∈ R et |a| < 1. 2

Diaconis et Freedman [20] généralisent le théorème 1.4 aux cas où les Tn sont des

fonctions lipschitziennes et contractantes en moyenne et montre la convergence géométrique

de la chaîne au sens de la métrique de Prokhorov. Avant d'énoncer leur théorème nous

donnons quelques dé�nitions.
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Dé�nition 1.9 (Distance de Prokhorov). La distance de Prokhorov de deux mesures de

probabilité µ et ν sur la tribu borélienne E d'un espace métrique (E, d) est dé�nie par :

dπ(µ, ν) := inf{ε > 0/ ∀A ∈ E, µ(A) ≤ ν(Aε) + ε et ν(A) ≤ µ(Aε) + ε},

où Aε désigne l'ensemble des points de E dont la distance à A est strictement inférieure à

ε.

Dé�nition 1.10. Une variable aléatoire U est dite a queue algébrique s'il existe deux

constantes positives α et β telles que pour u > 0 assez grand

P{U > u} ≤ β

uα
.

Soit (E, d) un espace métrique complet et séparable et (Ty)y∈F une famille de fonctions

de E dans E lipschitziennes de rapport Ky i.e.

∀x, x′ ∈ E, d(Ty(x), Ty(x
′)) ≤ Kyd(x, x′).

Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ, à valeurs dans F. Considérons

la chaîne de Markov (Xn)n dé�nie par X0 une variable aléatoire indépendante des Yn et à

valeurs dans E et pour n > 0

Xn = TYn(Xn−1).

Soit (Hn)n la suite de variables aléatoires dé�nie par Hn = TY1 ·TY2 · · · · ·TYn(X0). On note

Pn(x, dy) := P(Xn ∈ dy|X0 = x).

Théorème 1.8 (Diaconis et Freedman [20]). Soit (E, d) un espace métrique complet

et séparable. Soit {Ty : y ∈ F} une famille de fonctions de E dans E lipschitziennes de

rapport Ky, et µ une loi de probabilité sur F, tels que∫
Kyµ(dy) <∞,

∫
d(Ty(x0), x0)µ(dy) <∞ pour tout x0 ∈ E et

∫
logKyµ(dy) <∞.

Alors,

1. la chaîne de Markov (Xn)n admet une probabilité stationnaire ν unique.
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2. Il existe des constantes 0 < Ax <∞ et r ∈]0, 1[ telles que

∀n ∈ N, ∀x ∈ E, dπ(Pn(x, .), ν) ≤ Axr
n.

3. La constante r ne dépend pas de n ou de x ; la constante Ax ne dépend pas de n et

Ax < a+ bd(x, x0) avec 0 < a, b <∞.

Proposition 1.6 (Diaconis et Freedman [20]). Sous les conditions du théorème 1.8,

la suite (Hn) converge p.s. à vitesse exponentielle vers une variable aléatoire de loi ν. La

loi ν est la loi stationnaire de la chaîne (Xn)n.

Soit maintenant Lip(E,E) l'espace de Banach des fonctions lipschitziennes et continues

de E dans E. Soit µ une mesure de probabilité sur Lip(E,E). On considère la chaîne (Xn)n

dé�nie de la façon suivante. Si X0 = x on choisit T1 avec la loi µ et on calcule X1 = T1(x)

de même on choisit T2 avec la loi µ et on calcule X2 = T2(X1) et ainsi de suite....

Proposition 1.7 (Diaconis et Freedman [20]). Supposons que les conditions suivantes

sont satisfaites :

1) la variable T → KT := sup
x,y∈E
x 6=y

d(T (x), T (y))

d(x, y)
est a queue algébrique relativement à µ

i.e. il existe α et β tel que pour u assez grand

µ{T, KT ≥ u} ≤ β

uα
.

2) Fixons un point x0 ∈ E et supposons que la variable aléatoire f → ζ(T ) = d(T (x0), x0)

est aussi a queue algébrique.

3)
∫
Lip(E,E)

log(KT )µ(dT ) < 0, en admettant que cette intégrale peut prendre −∞

Alors

1. La chaîne de Markov (Xn)n admet une probabilité stationnaire ν unique ;

2. Le processus (Hn) associé converge p.s. à vitesse géométrique et sa limite ne dépend

pas de x.
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Wu et Shao dans [64] ont reprit le travail de Diaconis et Freedman en remplaçant les

conditions du théorème 1.8 par des conditions plus générales et montrent la convergence

de la suite itérative au sens de la contraction en moyenne géométrique.

Soit (E, d) un espace métrique complet et séparable, de tribu Borélienne E et (Yn)n une

suite de variables aléatoires i.i.d de loi µ, à valeurs dans un espace mesurable (F,F). Soit

X0 une variable aléatoire à valeurs dans E et indépendante des Yn, considérons la chaîne

de Markov (Xn)n≥0 dé�nie par

X0 et ∀n ≥ 0, Xn+1 = T (Xn, Yn) = TYn+1(Xn),

où T : E × F → E est une application mesurable par rapport à la tribu E × F . Soit X ′0
une variable aléatoire indépendante de X0 et Hn(x) = TY1 ◦ TY2 ◦ ... ◦ TYn(x).

Dé�nition 1.11. On dit que Xn est contractante en moyenne géométrique, si il existe

α > 0, C = C(α) > 0 et r = r(α) ∈ [0, 1] tels que, pour tout n ∈ N,

E
[
(d(Xn(X

′

0), Xn(X0)))
α
]
≤ Crn. (1.6)

Condition 1. Il existe θ0 ∈ E et α > 0 tels que

I(α, θ0) := E
[
(d(θn, Ty(θ0)))

α
]

=

∫
F

d(θn, Ty(θ0))
αµ(dy) <∞

Condition 2. Il existe x0 ∈ E, α > 0, r(α) ∈ [0, 1] et C(α) > 0 tels que

E
[
(d(Xn(x), Xn(x0)))

α
]
≤ C(α)r(α)nd(x, x0)

α, pour tous x ∈ E et n ∈ N.

Théorème 1.9 (Wu et Shao [64]). On suppose que les conditions 1 et 2 sont satisfaites.

Alors il existe une variable aléatoire H∞ tels que, pour tout x ∈ E, Hn(x) converge presque

sûrement vers H∞. La limite H∞ est σ(Y1, Y2, ...)−mesurable et indépendante de x. Par

ailleurs, pour tout n ∈ N

E
[
(d(Hn(x), H∞))α

]
≤ Cr(α)n,

C > 0 dépend uniquement de x, x0, θ0 et α, et 0 < r(α) < 1. De plus l'inégalité (1.6) est

véri�ée.

Alsmeyer et Fuh dans [1] et Peigné et Woess ([52], [53] ) montrent la convergence de la

chaîne itérative sous d'autres conditions sur les Tn.
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Chapitre 2

Quelques outils sur la théorie des

opérateurs linéaires.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils sur la théorie des opérateurs linéaires

nécessaires pour l'étude des itérées de transformations aléatoires. L'exposé repose sur les

articles [28], [29] et [59] et également sur les ouvrages [18], [30] et [47]. Dans toute la suite,

(B, ‖.‖) est un espace de Banach sur le corps C des nombres complexes et P un opérateur

linéaire borné de B dans B. L'opérateur identique sera noté I. La norme de l'opérateur P

est notée aussi ‖P‖. L'espace B n'est pas nécessairement un espace de fonctions mais nous

utilisons la notation f pour un de ses éléments. La restriction de P à un sous-espace G est

désignée par P|G.

2.1 Généralités

Un opérateur linéaire continu (borné) Π de B dans B est une projection dans B si Π

véri�e : Π ◦ Π = Π.

Si Π : B −→ B est une projection alors I − Π est aussi une projection dans B et on a :

ker Π = Im(I − Π) et ImΠ = ker(I − Π).

Un sous-espace fermé F de B est dit complémenté (dans B) s'il existe une projection

Π : B→ B tel que ImΠ = F . C'est le cas si et seulement si, il existe un sous-espace fermé

H de B tel que

B = F ⊕H i.e. B = F +H et F ∩H = {0}
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Le sous-espace H (respectivement le sous-espace F ) est alors appelé le supplémentaire de

F (respectivement de H) dans B .

Un sous espace G de B est dit P stable (où P invariant) si P (G) ⊂ G.

Dé�nition 2.1. Un opérateur linéaire borné P : B → B est dit compact si pour tout

ensemble bornée A ⊂ B, son image P (A) est relativement compacte ( son adhérence est

compacte.)

Dé�nition 2.2. Un opérateur borné P : B → B est dit faiblement compact si toute

suite bornée (fn)n de B possède une sous-suite (fnk)k telle que la suite des images (Pfnk)

converge faiblement dans B.

Dé�nition 2.3 (Lerma et Lasserre [41]). Soit (V, ‖.‖V) un espace vectoriel normé

partiellement ordonné par le cone positif V+ ⊂ V( i.e. pour tous vecteurs f et g dans V,

f ≥ g si et seulement si f − g ∈ V+). Un opérateur linéaire P de V dans V est dit :

• Positif si Pf ∈ V+ pour tout f ∈ V+,

• contraction si ‖Pf‖V ≤ ‖f‖V pour tout f ∈ V,

• préserve la norme si ‖Pf‖V = ‖f‖V pour tout f ∈ V+,

• Markovien si P est positif et il préserve la norme.

2.2 Théorie spectrale des opérateurs linéaires

Dé�nitions. Le spectre de l'opérateur linéaire P est le sous ensemble σ(P ) de C dé�ni

par

σ(P ) = {λ ∈ C/ λI − P est non inversible}.

Un élément de σ(P ) est une valeur spectrale de P. Le complémentaire de σ(P ) est appelé

l'ensemble résolvant de P et est noté R(P ). Si λ ∈ R(P ) alors R(λ, P ) = (λI − P )−1 est

appelé résolvante de P au point λ.

Le rayon spectral de P est le nombre ρ(P ) dé�ni par

ρ(P ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(P )}
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et on sait que lim
n
‖P n‖1/n = ρ(P ) (voir par exemple [18]).

On dit que λ est une valeur propre de P si λI − P n'est pas injective.

Le sous- espace ker(λI − P ) est l'espace propre associé à λ. Une valeur propre λ est

dite simple si le sous espace ker(λI − P ) est de dimension un.

Le sous- espace
⋃
k≥1

ker(λI−P )k est appelé sous espace caractéristique ; la valeur propre

λ est dite d'indice p, si p est le plus petit entier tel que

ker(λI − P )p =
⋃
k≥1

ker(λI − P )k.

On appelle spectre ponctuel de P , et on note σp(P ), l'ensemble des valeurs propres de P.

On appelle multiplicité géométrique de la valeur propre λ d'indice p, la dimension de

ker(λI − P ) et multiplicité algébrique la dimension de ker(λI − P )p.

Le rayon spectral essentiel de P est le plus petit ρ > 0 tel que le spectre de P en dehors

du disque de rayon ρ ne contienne que des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique

�nie.

Dans le cas des opérateurs compacts nous avons le théorème suivant.

Théorème 2.1 (Yosida [65]). Soit P un opérateur linéaire compact de B. Si λ0 6= 0 n'est

pas une valeur propre de P alors λ0 est dans l'ensemble résolvant de P.

Si P est un opérateur linéaire compact de B, alors σ(P ) est soit �ni soit in�ni dénom-

brable ayant 0 comme unique point d'accumulation.

Nous verrons dans la section ci-dessous, que les opérateurs quasi-compacts possèdent

des propriétés spectrales aussi importantes.

Le lemme suivant joue un rôle important dans la suite.

Lemme 2.1 (Hennion et Hervé [30]). Soit P0 un opérateur linéaire borné de B et

α > ρ(P0). Il existe deux constantes η > 0 et C ∈ R telle que, si ‖P − P0‖ < η alors pour

tout n ∈ N, ‖P n‖ ≤ Cαn. En particulier lim sup
P→P0

ρ(P ) ≤ ρ(P0).
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Démonstration. Choisissons n0 tel que α > ‖P n0
0 ‖1/n0 ≥ inf

n
‖P n

0 ‖1/n = ρ(P0). Fixons

η > 0 tel que ‖P − P0‖ < η ⇒ ‖P n0‖ < αn0 .

Soit n ∈ N, n = kn0 + l, 0 ≤ l < n0, on a

‖P n‖ ≤ ‖P kn0‖‖P‖l ≤ ‖P n0‖k‖P‖l ≤ αkn0‖P‖l ≤ αn
(
‖P‖
α

)l
≤ αn

(
‖P0‖+ η

α

)l
≤ Cαn,

avec C = max

{(
‖P0‖+η

α

)l
: l = 0, ..., n0 − 1

}
.

Pour ‖P − P0‖ < η, on a ρ(P ) ≤ α, d'où lim sup
P→P0

ρ(P ) ≤ α, la deuxième assertion est

obtenue en faisant varier α. 2

2.3 Théorie spectrale des opérateurs quasi-compacts

La quasi-compacité est un outil très e�cace pour l'étude, dans un cadre aléatoire, des

itérées de transformations. Cette notion a été introduite en 1937 par Krylo� et Bogoliobo�

( cf. [65] ou [47] et leurs références ) sous l'appellation quasi-complètement continu dans

le but d'étudier les propriétés ergodiques d'un opérateur markovien. Neuveu signale dans

[46] l'équivalence entre la quasi-compacité et l'ergodicité forte d'un opérateur markovien.

Ionescu Tulcea et Marinescu [35] ont donné une condition su�sante de quasi-compacité.

Jointe au fait que cette propriété est stable par perturbation, cela fournit un argument

essentiel dans la preuve des théorèmes limites pour les fonctions de certaines chaînes de

Markov (cf. Guivarc'h et Raugi [26] et Guivarc'h et Hardy [25].) La quasi-compacité est

aussi utile en Analyse (cf. Hervé [33]). Hennion dans [29] et Hervé dans [32] montrent

comment la quasi-compacité permet l'étude des fonctions harmoniques pour un noyau

markovien sur un espace compact ayant une propriété de quasi-compacité. Nous donnons

ci dessous les dé�nitions et propriétés essentielles de la quasi-compacité.

2.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.4. Un opérateur linéaire borné P : B → B est dit quasi-compact s'il existe

une suite (Qn)n≥1 d'endomorphismes compacts Qn sur B telle que les itérés P n de P

véri�ent lim
n→∞

‖P n −Qn‖ = 0.
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Cette dé�nition est équivalente à la suivante ( cf. [16] et [46]).

Dé�nition 2.5. L'endomorphisme P de B est quasi compact s'il existe un entier n0 et un

opérateur compact K tels que ‖P n0 −K‖ < 1.

Ainsi on peut dire qu'un opérateur P de B dans B est quasi-compact si à partir d'une

certaine puissance, il est assez proche d'un opérateur compact.

Exemple 2.1. Les opérateurs compacts et les opérateurs à puissance compacte sont quasi-

compacts.

Soit µ une mesure positive et (E, E , µ) un espace mesuré. Un opérateur faiblement

compact de B = L1(E, E , µ) dans lui même est un opérateur quasi- compact puisque son

carré est compact (cf. Dunford et Schwarz [18], page 510).

Proposition 2.1 (Brunel et Revuz [16]). Si l'opérateur borné P : B → B est quasi

compact alors l'ensemble des valeurs propres de P n'a aucun point d'accumulation de mo-

dule ≥ 1 ( c'est à dire toutes les valeurs propres λ de P telles que |λ| ≥ 1 sont des points

isolés du spectre de P ).

Démonstration. Par hypothèse il existe un entier n0 et un opérateur compact K tels

que ‖P n0 − K‖ < 1
8
. Il su�t de démontrer ce résultat pour l'opérateur P n0 puisque on

a σ(P n0) = (σ(P ))n0 , où (σ(P ))n0 désigne l'ensemble {λn0 , λ ∈ σ(P )}. Supposons qu'il

soit faux. Il existe alors une suite (fi) dans B et une suite de scalaires (λi) tels que :

(λiI − P n0)(fi) = 0, λi 6= λj pour i 6= j, lim
i→∞

λi = λ avec |λ| ≥ 1. Pour tout i, les

éléments f1, ...; fi sont linéairement indépendants et nous noterons Ei le sous-espace qu'ils

engendrent. Ei−1 est un sous-espace propre de Ei. D'après le théorème de F. Riesz (cf. [65],

page 84 ), il existe, pour chaque i, gi ∈ Ei tel que :

‖gi‖ = 1, ‖gi − f‖ >
1

2
pour tout f ∈ Ei−1.

On a aussi pour tout i,

gi − P n0
( gi
λi

)
∈ Ei−1 et P n0

( gj
λj

)
∈ Ei−1 si j < i,
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et par suite, en écrivant

P n0
( gi
λi

)
−P n0

( gj
λj

)
= gi −

(
(gi − P n0

( gi
λi

)
) + P n0

( gj
λj

))
,

on obtient

i > j ⇒ ‖P n0
( gi
λi

)
−P n0

( gj
λj

)
‖ > 1

2
.

Cela entraîne, pour i > j,∥∥∥∥K( giλi )−K( gjλj )
∥∥∥∥+

1

8

∥∥∥∥ giλi − gj
λj

∥∥∥∥> 1

2
.

Comme ‖gi‖ = 1 et λi → λ, l'ensemble des nombres ‖K( gi
λi

)−K(
gj
λj

)‖ pour i 6= j est minoré

à partir d'un certain rang par un nombre strictement positif ce qui est en contradiction

avec la compacité de l'opérateur K. D'où la proposition. 2

Remarque 2.1. Si P est quasi-compact, alors la partie du spectre de P qui n'est pas

constituée de valeurs propres de module ≥ 1 est contenue dans un disque centré en 0 de

rayon strictement inférieur à 1.

Théorème 2.2 (Brunel et Revuz [16]). Un opérateur P est quasi-compact si et seule-

ment si il est égal à la somme d'un opérateur de rang �ni et d'un opérateur de rayon spectral

inférieur à 1.

Démonstration. Voir Brunel et Revuz [16]. 2

Exemple 2.2 (Condition de Doeblin et quasi-compacité.). Nous reprenons ici l'exemple

donné dans [30]. Soient (E, E) un espace mesurable et M l'espace de Banach des fonctions

d'ensembles σ−�nies à variation totale bornée sur (E, E). Soit P une probabilité de tran-

sition sur (E, E) et on note aussi P l'opérateur de transition agissant sur M associé à la

probabilité de transition P . C'est à dire, P est l'opérateur qui, à toute mesure µ ∈ M,

associé la mesure µP ∈M dé�nie pour B ∈ E par :

µP (B) =

∫
E

µ(dx)P (x,B).
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On dit que P véri�e la condition de Doeblin s'il existe une mesure de probabilité µ sur

(E, E), n0 ∈ N et η > 0 tels que, si A ∈ E véri�e µ(A) ≤ η, alors

sup
x∈E

P n0(x,A) ≤ 1− η.

Proposition 2.2 (Doob [22]). Si P est une probabilité de transition véri�ant la condition

de Doeblin alors P admet une mesure de probabilité invariante ν. De plus, il existe 0 ≤

r < 1 et C ≥ 0 tel que, pour tout n ≥ 1, sup
x∈E
‖P n(x, .) − ν(.)‖TV ≤ Crn, où ‖β‖TV est la

variation totale de la mesure β.

La proposition, exprime que si P véri�é la condition de Doeblin, alors l'opérateur P

est uniformément ergodique( cf. Lerma et Lasserre[41], dé�nition 9.2.1. ).

Si B est l'espace des fonctions complexes boréliennes et bornées sur (E, E), muni de la

norme ‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ E}, alors on a B = vect{1} ⊕ H avec 1 est la fonction

identiquement égale à 1, H = {f : f ∈ B, ν(f) = 0} et ρ(P|H) ≤ r < 1.

On a aussi le résultat suivant.

Théorème 2.3 (Fortet [27]). Si P satisfait à la condition de Doeblin alors, l'opérateur

de transition P est quasi- compact. 2

La véri�cation du théorème 2.2 peut parfois être très délicate. Le théorème suivant est

d'une grande utilité pour véri�er la quasi-compacité d'une large classe d'opérateurs.

Théorème 2.4 (Ionescu Tulcea et Marinescu [35]). Considérons deux espaces de

Banach (B, ‖.‖) et (L, |.|) avec B ⊂ L ; soit un opérateur P : B→ B

Supposons que :

(i) Si fn ∈ B, f ∈ L , limn |fn−f | = 0, et ‖fn‖ ≤ C pour tout n, alors f ∈ B et ‖f‖ ≤ C.

(ii) supn≥0 ‖P n‖ <∞.
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(iii) Il existe deux constantes positives R et r(0 < r < 1), tels que pour tout f ∈ B :

‖Pf‖ ≤ r‖f‖+R|f |.

(iv) Si B est un sous-ensemble borné de (B, ‖.‖), alors la fermeture de P (B) est compacte

dans (L, |.|).

Alors, si toutes ces hypothèses sont véri�ées, P est un opérateur quasi-compact sur B.

Il n'y a donc qu'un nombre �ni des valeurs propres de module 1 de P , λ1, λ2, ..., λp, et on a

P n =

i=p∑
i=1

1

λni
Πi + Sn n ∈ N?

où Πi (i = 1, 2, ..., p) sont des endomorphismes de B de rang �ni et bornés et S est un

endomorphisme borné de B, tel que

Π2
i = Πi, ΠiΠj = 0 (i 6= j, ) ΠiS = SΠi = 0,

‖S‖ ≤ M

(1 + h)n
(n ∈ N?) M et h étant deux constantes positives.

La condition (iii) est appelée inégalité de Doeblin et Fortet, le théorème 2.4 reste valable

si on la remplace par la condition suivante.

Il existe des constantes positives n0 > 0, R et r (0 < r < 1), tels que :

‖P n0f‖ ≤ r‖f‖+R|f | pour tout f ∈ B.

Démonstration. Pour la démonstration du théorème voir l'article de Ionescu Tulcea et

Marinescu [35]. On peut aussi consulter le livre de Norman [47] page 45, pour une autre

présentation de ce théorème et sa démonstration. 2

Hennion dans [29] donne cette autre dé�nition pour un opérateur quasi-compact.

Dé�nition 2.6. On dit q'un opérateur linéaire borné P de B dans B est quasi-compact,

si l'on a une décomposition de B en sous espaces fermés P -stables,

B = F ⊕H,
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où

F est de dimension �nie et P|F n'a que des valeurs propres de module ρ(P ) tandis que

ρ(P|H) < ρ(P ).

Remarque 2.2. Considérons ΠF et ΠH les projections sur F et H respectivement ( ΠF

et ΠH sont bornées puisque F et H sont fermés ). Soit r ∈ R tel que ρ(P|H) < r < ρ(P ),

alors puisque r > ρ(P|H) d'après le lemme 2.1 il existe C ∈ R tel que pour tout n ∈ N?,

‖P n− (P|F )nΠF‖ ≤ Crn. Posons Qn = (P|F )nΠF , Qn est un opérateur compact car P|F est

de rang �ni. Comme (ρ(P ))n = ρ(P n), on déduit que P est quasi-compact au sens de la

dé�nition 2.4. De plus l'étude du comportement asymptotique de la suite (P n)n se ramène

à celle de la suite ((P|F )nΠF )n des itérés d'un endomorphisme d'un espace de dimension

�nie.

Le sous- espace F introduit dans la dé�nition 2.6 se décrit canoniquement.

Proposition 2.3 (Hennion [29]). Si P es quasi-compact, alors P n'a qu'un nombre �ni

de valeurs spectrales de module ρ(P ), ce sont les valeurs propres notées λ1, ..., λn et

F =
i=n⊕
i=1

⊔
l≥1

ker(λiI − P )l.

Démonstration. Voir l'article de Hennion [29], page 2 2

La quasi-compacité peut- être aussi caractérisée par la proposition suivante.

Proposition 2.4 (Hennion [29]). Si P est un opérateur quasi-compact, alors P = Π+R,

où Π et R sont des endomorphismes de B tels que ΠR = RΠ = 0, ρ(R) < ρ(P ); Π est de

rang �ni, les valeurs propres non nulles de Π coïncident avec les valeurs propres de module

ρ(P ) de P et les sous-espaces caractéristiques sont identiques.

La plus part des propriétés spectrales d'un opérateur P envisagées dans les travaux de

Hennion ([28, 29]) et Hennion et Hervé [30] sont décrites à l'aide du rayon spectral essentiel

que nous dé�nissons ci-dessous.
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Dé�nition et Proposition. Le rayon spectral essentiel de P , ρe(P ), est la borne infé-

rieure de ρ(P ) et des réels r′, r′ ≥ 0, pour lesquels il existe des sous-espaces Fr′ et Hr′ de

B tels que B = Fr′ ⊕Hr′ , P (Fr′) ⊂ Fr′ , P (Hr′) ⊂ Hr′ ; 1 < dimFr′ < +∞ et P|Fr′ n'a que

des valeurs propres de modules ≥ r′; H est fermé et ρ(P|Hr′ ) < r′.

Lorsque ρe(P ) < ρ(P ), l'opérateur P est quasi-compact.

La proposition 2.3 se généralise comme suit.

Proposition 2.5 (Hennion et Hervé [30]). Si P est quasi-compact et si ρe(P ) < r′ ≤

ρ(P ) , alors P n'a qu'un nombre �ni de valeurs spectrales de module ≥ r′, ce sont les

valeurs propres notées λ1, ..., λm et

Fr′ =
i=m⊕
i=1

⊔
l≥1

ker(λiI − P )l et Hr′ = {f : lim sup
n
‖P nf‖ < r′}.

Pour k ∈ N?, on a ρe(P k) = (ρe(P ))k.

Le théorème 2.6 est une généralisation de théorème de Ionescu Tulcea et Marinescu

[35] obtenu par application de la formule de Nussbaum ( cf. Hennion [29], page 19) pour

le calcul du rayon spectral essentiel. Avant d'énoncer ce théorème rappelons que l'élément

de base de la formule de Nussbaum est la fonction d'ensemble γ mesurant le défaut de

compacité des parties de B. Pour r > 0, f ∈ B, on pose B(f, r) = {g : ‖g − f‖ < r} et

plus particulièrement, B1 = B(0, 1).

Dé�nition 2.7. Soit A ⊂ B, γ(A) est la borne inférieure des réels r, r > 0, tels qu'il existe

un recouvrement �ni de A par des boules de B de rayon r.

La fonction d'ensemble γ induit une fonction d'opérateur, encore notée γ. γ(P ) est la

borne inférieure de l'ensemble des réels k, k > 0, tels que, pour tout A ⊂ B,

γ(P (A)) < kγ(A).

Proposition 2.6 (Hennion [29]). γ(P ) = γ(P (B1)) < ‖P‖, la suite (γ(P n))n est sous-

multiplicative et, en posant ργ(P ) = limn(γ(P n))1/n, on a ργ(P ) < ρ(P ).
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Le résultat de Nussbaum est donné par :

Théorème 2.5 (Formule de Nussbaum ). ρe(P ) = ργ(P ).

Rappelons qu'une partie A de B est dite précompacte dans (B, |.|) si, pour tout ε > 0,

il existe un recouvrement �ni de A par des boules D(f, ε) = {g : |g − f | < ε}, f ∈ B.

Théorème 2.6 (Hennion [29]). Soit (B, ‖.‖) un espace de Banach, |.| une semi-norme

sur B et P un opérateur borné sur B telles que

i) P ({f : f ∈ B, ‖f‖ ≤ 1}) est précompact dans (B, |.|),

ii) il existe une constante M telle que, pour tout f ∈ B, |Pf | ≤M |f |,

iii) Il existe k ∈ N? et des réels positif r et R tels que,

r < ρ(P ) et, pour tout f ∈ B, ‖P kf‖ ≤ R|f |+ rk‖f‖,

alors P est quasi-compact et ρe(P ) ≤ r.

Exemple 2.3. Soit u une fonction lipschitzienne sur E = [0, 1], à valeurs positives ou

nulles, véri�ant u(x) + u(x+1
2

) = 1, pour tout x ∈ E. Nous considérons l'opérateur de

transition Pu associé à u qui, à f mesurable sur E, fait correspondre Puf dé�nie par :

Puf(x) = u(
x

2
)f(

x

2
) + u(

x+ 1

2
)f(

x+ 1

2
).

Ce type d'opérateur a été introduit et étudié par Conze et Raugi [17].

Soit Lip(E) l'espace des fonctions lipschitziennes continues de E dans C muni de la

norme ‖f‖Lip dé�nie par : ‖f‖Lip = |f |∞ + m(f) Où m(f) = sup
x,y∈E
x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|

avec

|f |∞ la norme du supremum. L'opérateur Pu est quasi-compact sur Lip(E), puisque les

conditions du théorème 2.6 sont véri�és pour |.| = |f |∞.

En e�et, L'opérateur Pu est positif puisque ∀f ≥ 0, Puf ≥ 0, de plus on a Pu1 = 1 où

1 est la fonction identiquement égale à 1, donc pour f ∈ Lip(E), on a |Puf |∞ ≤ |f |∞ d'où

la condition (ii). Et

m(Puf) ≤ sup
x

(
|f(

x

2
)|+ |f(

x

2
)|
)m(u)

2
+ sup

x

(
|u(

x

2
)|+ |u(

x

2
)|
)f(u)

2

≤ |f |∞m(u) +
1

2
m(f),
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d'où

‖Puf‖Lip ≤ (1 +m(u))|f |∞ +
1

2
‖f‖Lip.

Comme Pu1 = 1 alors 1 est une valeur propre de Pu donc ρ(Pu) ≥ 1 et la condition (iii)

s'ensuit. Comme l'ensemble Pu({f : f ∈ Lip(E), ‖f‖Lip ≤ 1}) est équicontinue et borné

dans (Lip(E), |.|∞), alors d'après Ascoli, elle est relativement compact donc précompact

dans (Lip(E), |.|∞).

Puisque 1 est une valeur propre de Pu et |Pu|∞ = 1 alors ρ(Pu) = 1.

Remarque 2.3. Le choix de l'espace fonctionnel sur lequel on fait opérer un opérateur

linéaire P est très important pour assurer sa quasi-compacité. En e�et dans le cas de

l'exemple précédent, si u = 1
2
, il a été mentionné dans Hennion [31] que si λ ∈ C, |λ| ≤ 1

la fonction fλ(x) =
∑
n≥1

λn−1 cos(2nπx) est une fonction propre associée à la valeur propre

λ. D'où P 1
2
n'est pas quasi compact en tant qu'opérateur agissant sur Cb(E) l'espace de

toutes les fonctions continues et bornées sur E.

En pratique d'après les travaux de Hennion [28] pour démontrer qu'un opérateur P

est quasi-compact, l'un des outils les plus employés consiste à démontrer tout d'abord une

inégalité appelée inégalité de Doeblin Fortet donnée dans la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.8. On dit que P a la propriété DF(r), s'il existe une norme |.| sur B telle

que

(i) P est compact de (B, ‖.‖) dans (B, |.|),

(ii) pour tout n, n ∈ N, il existe des réels positifs Rn, rn, tels que lim infn(rn)1/n = r < ρ(P )

et, pour tout f ∈ B, ‖P nf‖ < Rn|f |+ rn‖f‖.

Nous avons la propriété suivante fort utile suivant le théorème 2.5.

Corollaire 2.1 (Hennion [28]). Si P a la propriété DF(r), alors P est quasi-compact et

ρe(P ) ≤ r.
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Le résultat de Hennion [28] est une amélioration du théorème de Ionescu Tulcea et

Marinescu [35] qui rajoutaient à la propriété DF(r) l'hypothèse supn ‖P n‖ < +∞, et

concluaient à la quasi- compacité sans donner une majoration de rayon spectral essentiel

de P .

2.3.2 Application aux opérateurs positifs

Dans cette section nous rappelons les éléments essentiels étudiés dans Hervé [32] pour

déterminer les fonctions propres associé à la valeur propre ρ où ρ est le rayon spectral

d'un opérateur positif donné, en se basant sur la notion de compact absorbant. Soit E un

espace métrique compact, {η(x, .), x ∈ E} une famille de mesures positives sur E telles

que, sup
x∈E

η(x,E) < ∞. Soit P l'opérateur positif dé�ni par Pf(x) =
∫
E
f(y)η(x, dy) , que

nous supposons continu sur C(E) et quasi compact sur l'espace Hα(E), 0 < α ≤ 1, des

fonctions α-Hölder continues de E dans C, dé�ni par :

Hα(E) := {f ∈ C(E) | mα(f) < +∞}

où mα(f) := sup
x,y∈E
x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

.

On munira Hα(E) de la norme ‖f‖α := |f |∞ + mα(f). Soit K un compact absorbant

i.e. η(x;Kc) = 0 pour tout x ∈ K. Nous dirons qu'il est absorbant minimal s'il n'existe pas

de compact absorbants non vide strictement inclus dans K. Pour tout f ∈ C(K) et tout

x ∈ K, nous posons

PKf(x) =

∫
K

f(x)η(x, dy).

L'opérateur PK est borné et positif sur C(K), véri�ant en outre pour tout f ∈ C(E),

PK(f|K) = (Pf)|K .

Il est clair que chaque PK est quasi compact sur Hα(K).
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Soit ρ (resp. ρK) le rayon spectral de P (resp. de PK ). Des propriétés spectrales des

opérateurs quasi-compact, on déduit que ρ est une valeur propre de P sur Hα(E). Soit pρ

l'indice de ρ pour P . Soit nc le nombre maximal de compact absorbant disjoints. Si nc est

�ni, nous notons K1, ..., Knc les nc compacts absorbant minimaux disjoints.

Théorème 2.7 (Hervé [32]). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction γ ∈ Hα(E) strictement positive sur E telle que Pγ = ργ.

2. On a pρ = 1, et ρK = ρ pour tout compact K absorbant.

3. On a pρ = 1, nc <∞, et ρKl = ρ pour chaque l = 1, ..., nc.

Pour la description de sous espace propre associé à la valeur propre ρ on a besoin du

théorème suivant.

Théorème 2.8 (Hervé [32]). Sous l'une quelconque des conditions 1, 2 et 3 du Théorème

2.7, l'espace des fonctions continues sur E solution de l'équation Pγ = ργ admet une base

{γ1, ..., γnc} formée de fonctions de Hα(E) positives ou nulles sur E, véri�ant γi|Kj = 0

pour tous i, j ∈ {1, ..., nc} tels que i 6= j. En particulier toute fonction continue f telle que

Pf = ρf appartient à Hα(E).

Le théorème suivant est utile pour l'étude de l'ensemble des mesures P−invariantes.

Théorème 2.9 (Hervé [32]). On suppose que ρ = 1. Sous l'une quelconque des conditions

1, 2 et 3 du théorème 2.7, l'espace des mesures P−invariantes admet une base {ν1, ..., νnc}

formée de mesures positives telles que le support de chaque νi soit inclus dans Ki.
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Chapitre 3

Chaîne de Diaconis -Freedman.

3.1 Introduction

Nous nous intéressons ici à la chaîne de Markov (Zn)n≥0 sur [0, 1] introduite par Diaconis

et Freedman [20]. Elle est dé�nie en considérant que si à l'instant n elle est en x i.e. Zn = x,

à l'instant n + 1 elle choisit l'un des intervalles [0, x] ou [x, 1] avec la probabilité 1
2
et se

déplace en un point y distribué selon la loi uniforme dans l'intervalle ainsi choisi.

Pour x ∈]0, 1[, la probabilité de transition de la chaîne (Zn)n≥0 possède alors, selon

Diaconis et Freedman [20], une densité k(x, .) par rapport à la mesure de Lebesgue, donnée

par

∀y ∈]0, 1[ k(x, y) =
1

2
× 1

x
11]0,x[(y) +

1

2
× 1

1− x
11]x,1[(y).

Partant de 0 (resp. de 1), on reste en e�et en 0 (resp. en 1) avec la probabilité p (resp. q)

ou bien l'on se déplace en un point y distribué selon la loi uniforme sur ]0, 1[.

Diaconis et Freedman dans [20] montrent qu'elle possède une unique mesure de proba-

bilité invariante ν sur ]0, 1[, dont la densité f 1
2
par rapport à la mesure de Lebesgue est

celle de la célèbre loi de l'Arcsinus

∀x ∈]0, 1[ f 1
2
(x) =

1

π
√
x(1− x)

11]0,1[(x).

En e�et, supposons qu'il existe une mesure stationnaire de densité f 1
2
, La densité f 1

2
doit

alors véri�er l'équation :

f 1
2
(y) =

∫ 1

0

k(x, y)f 1
2
(x)dx =

1

2

∫ 1

y

f 1
2
(x)

x
dx+

1

2

∫ y

0

f 1
2
(x)

1− x
dx.
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Si de plus f 1
2
est dérivable sur ]0, 1[ on aura,

f ′1
2
y) = −1

2

f 1
2
(y)

y
+

1

2

f 1
2
(y)

1− y
,

ce qui équivalent à
f ′1

2

(y)

f 1
2
(y)

=
1

2
(−1

y
+

1

1− y
),

d'où

f 1
2
(y) =

1

π
√
y(1− y)

11]0,1[(y).

Il en est de même lorsque les intervalles ]0, x[ et ]x, 1[ sont choisis avec les probabilités

respectives p ∈]0, 1[ et q = 1 − p, la mesure invariante dans ce cas admet la densité fp de

la loi Beta B(q, p) de paramètres q et p donnée par

∀x ∈]0, 1[ fp(x) =
1

Γ(p)Γ(q)
xq−1(1− x)p−111]0,1[(x).

En e�et, fp véri�e bien l'égalité

fp(y) =

∫ 1

0

k(x, y)fp(x)dx = p

∫ 1

y

fp(x)

x
dx+ q

∫ y

0

fp(x)

1− x
dx

=
1

Γ(p)Γ(q)

[
p

∫ 1

x

1

xp+1(1− x)q
dx+ q

∫ x

0

1

xp(1− x)q+1
dx
]

car :

∫ 1

y

p

xp+1(1− x)q
dx+

∫ y

0

q

xp(1− x)q+1
dx =

∫ 1−y

0

p

xq(1− x)p+1
dx+

∫ y

0

(1− p)
xp(1− x)2−p

dx

=
(1− y

y

)1−q
+
( y

1− y
)1−p

=
1

yp(1− y)q

De la description ci-dessus, il ressort que le noyau de transition Q de (Zn)n≥0 est donné,

pour toute fonction borélienne bornée ϕ : [0, 1]→ C par la formule suivante.

Qϕ(0) = pϕ(0) + q

∫ 1

0

ϕ(y)dy, Qϕ(1) = p

∫ 1

0

ϕ(y)dy + qϕ(1)
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et

∀x ∈]0, 1[ Qϕ(x) =
p(x)

x

∫ x

0

ϕ(y)dy +
q(x)

1− x

∫ 1

x

ϕ(y)dy.

Ceci se réécrit de façon plus concise comme suit : pour tout x ∈ [0, 1]

Qϕ(x) = p(x)

∫ 1

0

ϕ(tx)dt+ q(x)

∫ 1

0

ϕ(tx+ 1− t)dt. (3.1)

Cette dernière expression montre que la chaîne (Zn)n≥0 s'inscrit bien dans le cadre des

itérations de fonctions aléatoires continues. Pour 0 ≤ t ≤ 1 notons Ht l'homothétie x 7→ tx

et At la transformation a�ne x 7→ tx + 1 − t, introduisons alors la mesure µ sur l'espace

C([0, 1], [0, 1]) des fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1], donnée par

µ(dT ) = p

∫ 1

0

δHt(dT )dt+ q

∫ 1

0

δAt(dT )dt

où δT désigne la masse de Dirac en T . L'égalité (3.1) s'écrit alors

Qϕ(x) =

∫
C([0,1],[0,1])

ϕ(T (x))µ(dT ).

De cette expression, il apparaît clairement que si (Tn)n≥1 est une suite de variables aléa-

toires indépendantes dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, T ,P) de loi µ sur C([0, 1], [0, 1]),

on a Zn = Tn · · ·T1 · Z0 i.e. Zn est le produit de composition des applications T1, · · · , Tn
appliqué à Z0 où Z0 est une variable aléatoire �xée, à valeurs dans [0.1] et indépendante

des Ti, i = 1, . . . , n . La chaîne (Zn)n≥0 est associée à un système de fonctions itérées. Son

étude se fait par celle des propriétés contractantes des applications Ht et At, 0 ≤ t ≤ 1.

Nous nous référerons à (Zn)n≥0 par La chaîne de Diaconis-Freedman.

Cette chaîne a été considérée par Stoyanov et Pirinsky dans [55], comme modèle de

l'histoire triste et bien connue de � l'âne de Buridan � attribué au scienti�que et philosophe

Buridan( 1225- 1358). Un âne dont la faim était égale à sa soif est placé à mi-chemin entre

un picotin d'avoine et un seau d'eau. L'âne était libre de décider que faire, commencer à

boire ou à manger. Étant très hésitant, il n'arrivait pas à prendre une décision. L'âne ne

bougea même pas et mourut immobile dans sa position initiale. Évidemment pour survivre,

l'âne devait se diriger dans un temps raisonnable vers le picotin d'avoine ou le seau d'eau.
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Une fois son choix de direction fait, soit de façon déterministe (D) ou aléatoire (R), son

déplacement à venir se fera aussi de façon aléatoire ou déterministe. Ainsi nous distinguons

quatre cas : (DD), (DR), (RD) et (RR). Nous donnons ici quelques détails concernant les

di�érents modèles qui décrivent cette histoire étudiée dans [55] .

On peut décrire les mouvements de l'âne en termes d'une particule A, se déplaçant entre

deux points attractifs A0 = 0 et A1 = 1 du segment [0, 1], à chaque unité de temps. Soit

(Xn)n la suite des positions successives de la particule. Remarquons que son mouvement

se fait en deux temps : D'abord le choix de la direction, ensuite la façon de se déplacer.

Cas (DD). Dans ce cas supposons que la particule A se déplace vers les points attractifs

0 et 1 alternativement (i.e. vers 0 puis 1, 0 puis 1 et ainsi de suite) de façon que la distance

entre sa position actuelle et le point attractif se contracte d'un rapport λ ∈]0, 1[ i.e. si la

particule se trouve en M0 = x ∈ [0, 1] à un instant n, à l'instant n + 1 elle se dirige vers

A0 = 0 et si M1 est sa position à cet instant alors on a A0M1 = λM0A0, et à l'instant

n + 2 elle se déplacera vers un point M2 dans la direction de A1 = 1 de telle sorte que

M2A1 = λM1A1. Nous avons la proposition suivante du méme type que celle obtenue dans

[55].

Proposition 3.1. Avec la description ci dessus la suite (Xn)n est divergente et les deux

sous suites (X2n)n et (X2n+1)n sont convergentes et on a

lim
n→+∞

X2n =
1

1 + λ
et lim

n→+∞
X2n+1 =

λ

1 + λ
.

Démonstration. Supposons qu'à l'instant 0 la particule est en x i.e. X0 = x et donc

X1 = λX0 = λx, X2 = 1− λ(1−X1) = 1− λ + λ2X0, X3 = λX2 = (λ− λ2 + λ3X0) ainsi

par récurrence sur n on obtient

∀n ∈ N, X2n+2 = 1− λ+ λ2X2n et ∀n ∈ N?, X2n+1 = λ− λ2 + λ2X2n−1.

Puisque λ ∈]0, 1[ alors les applications fλ : x 7→ 1 − λ + λ2x et gλ : x 7→ λ − λ2 + λ2x

sont contractantes sur [0, 1], par suite les suites (X2n+2)n et (X2n+1)n∈N converges vers les

points �xes des applications fλ et gλ respectivement. D'où la proposition. 2
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Cas (DR). Dans ce cas l'étape 1 du mouvement de la particule est déterministe et l'étape

2 est aléatoire.

Précisément, à partir de sa position initiale x ∈ [0, 1] la particule se déplace alterna-

tivement dans la direction de 0, de 1, de 0 de 1 etc. vers un point y choisi uniformément

dans l'intervalle correspondant en changeant de direction à chaque instant. La suite (X2n)n

(respectivement (X2n+1)n ) est une chaîne de Markov d'opérateur de transition Q1 = P1P0

(respectivement Q2 = P0P1), où P0 et P1 sont deux opérateurs dé�nis pour toute fonction

borélienne bornée ϕ : [0, 1]→ C et tout x ∈ [0, 1] par :

P0ϕ(x) =
1

x

∫ x

0

ϕ(y)dy =

∫ 1

0

ϕ(tx)dt et P1ϕ(x) =
1

1− x

∫ 1

x

ϕ(y)dy =

∫ 1

0

ϕ(x+t(1−x))dt.

Avec ces hypothèses, nous donnons ci-après, une version d'un résultat de Stoyanov et

Pirinsky [55].

Proposition 3.2. Avec la description ci dessus, la chaîne (Xn)n est divergente. Cependant

les deux chaînes (X2n)n et (X2n+1)n convergent en loi . Nous avons, quand n→∞,

X2n → θ1 avec θ1 ; B(1, 2) (i.e. θ1 suit la loi B(1, 2)) et X2n+1 → θ2 avec θ2 ; B(2, 1).

Nous véri�ons que la loi Beta B(1, 2) (respect. B(2, 1) ) est une loi de probabilité

invariante sur [0, 1] pour la chaîne (X2n)n (respect. (X2n+1)n ). En e�et, on a

Q1ϕ(x) = P1P0ϕ(x) = P1[P0ϕ(x)] =
1

1− x

∫ 1

x

P0ϕ(y)dy

=
1

1− x

∫ 1

0

ϕ(z)
[ ∫ 1

x∨y

1

y

]
dz

=
− ln(x)

1− x

∫ x

0

ϕ(z)dz − 1

1− x

∫ 1

x

ln(z)ϕ(z)dz

Considérons l'opérateur Q∗1 sur L1([0, 1]) l'adjoint de Q1 relativement à la mesure de Le-

besgue sur [0, 1], dé�ni pour toute fonction ϕ ∈ L1[0, 1], ψ ∈ L∞[0, 1], par :

∫ 1

0

ϕ(x)Q1ψ(x)dx =

∫ 1

0

Q∗1ϕ(x)ψ(x)dx.
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Un calcul direct montre que l'on peut dé�nir Q∗1ϕ, pour tout x ∈ [0, 1], par

Q∗1ϕ(x) =

∫ 1

x

−ϕ(t) ln(t)

1− t
dt−

∫ x

0

ϕ(t) ln(x)

1− t
dt.

La fonction x 7→ 2(1 − x)11[0,1](x) est bien une solution de l'equation Q∗ϕ = ϕ. Ainsi la

mesure de densité x 7→ 2(1− x)11[0,1](x) est une mesure Q1− invariante.

Cas (RD). Dans ce cas, si la particule est on x ∈ [0, 1] à l'instant n, elle se dirige à

l'instant n+ 1 vers 0 (respectivement 1), avec la probabilité p (resp. q), et elle se déplace

de tel sorte que la distance x (resp. 1 − x) se réduit avec un rapport λ ∈]0, 1[. La suite

(Xn)n est une chaîne de Markov d'opérateur de transition Q dé�ni pour toute fonction

borélienne bornée ϕ : [0, 1]→ C et tout x ∈ [0, 1] par :

Qϕ(x) = pϕ(λx) + qϕ(1− λ(1− x)).

Remarquons que dans le cas où λ = 1/2 , (Xn)n≥0 est la chaîne discutée dans le chapitre

1 (voir exemple 1.1 ). Nous avons montré qu'elle admet une unique loi invariante. Nous

véri�ons que dans le cas particulier où λ = 1/2 et p = q = 1/2 cette mesure invariante

est la loi uniforme. Considérons l'opérateur Q∗ sur L1([0, 1]), l'adjoint de Q relativement à

la mesure de Lebesgue sur [0, 1], dé�ni pour toute fonction ϕ ∈ L1[0, 1], ψ ∈ L∞[0, 1], par

l'égalité suivante.

∫ 1

0

ϕ(x)Qψ(x)dx =

∫ 1

0

Q∗ϕ(x)ψ(x)dx.

Un calcul direct montre que l'on peut dé�nir Q∗ϕ pour tout x ∈ [0, 1], par :

Q∗ϕ(x) =
p

λ
ϕ
(x
λ

)
11[0,λ](x) +

q

1− λ
ϕ
(x− λ

1− λ
)
11[λ,1](x).

Dans le cas où λ = 1/2 et p = q = 1/2, la fonction x 7→ f(x) = 11[0,1](x) est bien une

solution de l'equation Q∗ϕ = ϕ. Ainsi la mesure de densité f par rapport à la mesure de

Lebesgue, est une mesure invariante pour la chaîne (Xn)n.

Cas (RR). Dans la cas où les deux étapes de mouvement de la particule sont aléatoires,

la chaîne (Xn)n≥0 obtenue est la chaîne de Diaconis-Freedman introduite au début de cette

introduction, qui fera l'objet de notre étude.
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Nous renvoyons aussi le lecteur à [11], [49] et [55] pour une généralisation de la chaîne

de Diaconis-Freedman au cas ou elle admet toujours une loi stationnaire de type Beta.

Diaconis et Freedman évoquent aussi dans leur travail le cas où les poids p et q sont

autorisés à varier en fonction de la position x ; dans ce cas la chaîne rentre dans le cadre des

systèmes d'itérations de transformations aléatoires contractantes avec des probabilités de

transitions dépendantes de la position spatiale de la chaîne. Une vaste littérature existe sur

le sujet on citera par exemple les travaux de Kaijser [36] au début des années 80, Barnsley

et al [5], [4] et [3] quelques années plus tard et des développements récents par Kapika et

Seleczka [37]. Une des méthodes les plus e�caces pour l'étude de tels systèmes repose sur

un argument de couplage voir Kapika et Seleczka [37] . L'approche par la théorie spectrale

nécessite des hypothèses un peu plus restrictives mais s'avère très fructueuse pour décrire

le comportement de la chaîne en présence de plusieurs mesures invariantes. Ce phénomène

est très riche à étudier, il échappe au cadre des travaux évoqués ci-dessus.

Dans le cas de la chaîne de Diaconis-Freedman et lorsque p(x) = x, les variables

Z1, Z2, ... sont indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1] (cf. [20]). Le cas où

p(x) = 1− x est intéressant : la suite (Zn)n≥0 converge Px-p.s. vers une variable aléatoire

Z∞ à valeur dans {0, 1}( cf. [20]). Dans ce qui suit, nous verrons que ces deux cas s'ins-

crivent dans une étude plus systématique de la situation générale abordée par les deux

auteurs. Nous adoptons l'approche décrite dans [50] et [30] par la théorie des opérateurs

quasi-compact ; elle s'appuie sur la description du spectre périphérique de l'opérateur de

transition Q, en utilisant un contrôle précis de l'action du semi-groupe généré par les

transformations (aléatoires) du système et la description de ses ensembles invariants.

Nous terminons cette introduction par une présentation d'un résultat partiel sur l'un

des modèles de l'histoire de l'âne de Buridan proposé dans [55]. Soit λ ∈]0, 1[ un nombre réel

�xe. Si l'âne est en x ∈ [0, 1] à l'instant n, il se dirige à l'instant n+1 vers 0 (respectivement

1), avec la probabilité p(x) (resp. q(x)), et il se déplace de tel sorte que la distance x (resp.

1 − x) se réduit avec une proportion λ. En d'autre terme, la suite (Zn)n≥0 des positions

successives de l'âne est une chaîne de Markov sur [0, 1] d'opérateur de transition Qλ donné,

51



Chapitre 3. Chaîne de Diaconis-Freedman

pour toute fonction borélienne bornée ϕ : [0, 1]→ C et tout x ∈ [0, 1] par :

Qλϕ(x) = p(x)ϕ(λx) + q(x)ϕ(1− λ(1− x)).

Le cas où λ = 1/2 a été considéré par Hervé dans [32]. Il y explicite en détail le spectre

de la restriction de Q1/2 à un espace de Banach convenablement choisi en fonction de la

régularité des fonctions p et q. L'auteur décrit soigneusement les sous ensembles invariants

de [0, 1] sous l'action de semi-groupe des contractions engendré par les deux applications

x 7→ x
2
et x 7→ 1+x

2
. Cela présente un grand intérêt, en particulier pour les applications en

Analyse Mathématique (cf. Hervé [33]).

3.2 Approche par la théorie des opérateurs pour les

systèmes d'itération de fonctions aléatoires

Dans cette section nous présentons quelques éléments sur l'approche par la théorie

des opérateurs pour étudier les systèmes d'itération de fonctions contractantes. Nous pré-

sentons dans un contexte assez général les outils et méthodes basées sur la théorie des

opérateurs. Les deux propositions suivantes concernent l'unicité de la mesure invariante

pour de tels systèmes, mais ce ne sont pas de nouveaux résultats. Néanmoins cette ap-

proche est très utile pour l'étude de comportement de la chaîne de Diaconis-Freedman que

nous verrons dans la section suivante. Par souci de clarté, nous détaillons leurs démonstra-

tions. Dans la sous rubrique 3.2.1, nous considérons le cas où les fonctions qui dé�nissent

notre système d'itération de fonctions aléatoires forment une suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées, dans la sous rubrique suivante nous étendons

cette approche, au cas des systèmes d'itérations de transformations aléatoires lipschit-

ziennes avec des probabilités de transitions qui dépendent du point où se trouve la chaîne.

Une première application de ces propositions à la chaîne de Diaconis-Freedman sera don-

née dans le paragraphe 3.3.1. Néanmoins, l'approche utilisée pour les prouver est �exible

et fonctionne bien, pour certains systèmes spéci�ques d'itérations de fonctions aléatoires

comme la chaîne de Diaconis-Freedman, même s'il existe plusieurs mesures de probabilité
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invariantes.

Soit (E, d) un espace métrique compact et on note C(E,E) l'espace des fonctions continues

de E dans E muni de la norme de la convergence uniforme | · |∞.

Soit (Tn)n≥1 une suite de fonctions aléatoires continues de E dans E de loi µ. Le cas

où les fonctions Tn sont lipschitziennes de E dans E est très utile en particulier pour

l'utilisation d'un argument spectral, basé sur les propriétés de contraction du semi-groupe

Tµ engendré par le support de µ.

3.2.1 Cas de fonctions aléatoires lipschitziennes indépendantes et
identiquement distribuées

Soit Lip(E,E) l'espace de Banach des fonctions lipschitziennes continues de E dans E

i. e. l'espace des fonction f : E → E tel que

[f ] = sup
x,y∈E
x 6=y

d(f(x), f(y))

d(x, y)
<∞,

et on munira Lip(E,E) de la norme ‖ · ‖ = | · |∞ + [·].

On note B la tribu des boréliens de Lip(E,E) et l'on �xe une mesure de probabilité

µ sur (Lip(E,E),B). Soit (Tn)n≥1 une suite de fonctions aléatoires indépendantes et de

même loi µ dé�nie sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) et à valeurs dans (Lip(E,E). On

considère la chaîne de Markov sur E dé�nie par

X0 et ∀n ≥ 0 Xn+1 := Tn+1(Xn) = Tn+1 · Xn

où X0 est une variable aléatoire �xée à valeurs dans E et indépendantes des Tn. La suite

(Xn)n≥0 est une chaîne de Markov d'espace des états E et de noyau de transition P dé�ni

pour toute fonction borélienne bornée ϕ : E → C et tout x ∈ E, par

Pϕ(x) =

∫
Lip(E,E)

ϕ(T (x))µ(dT ).

La chaîne (Xn)n≥0 a la propriété de Feller i.e. l'opérateur P agit sur C(E) l'espace des fonc-

tions continues de E dans C. Les transformations Tn étant lipschitziennes sur E, l'opérateur
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P agit aussi sur l'espace des fonctions lipschitziennes de E dans C et plus généralement

sur l'espace Hα(E), 0 < α ≤ 1, des fonctions α-Hölder continues de E dans C, dé�ni par :

Hα(E) := {f ∈ C(E) | ‖f‖α := |f |∞ +mα(f) < +∞}

où mα(f) := sup
x,y∈E
x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

.

Rappelons que Hα(E) muni de la norme ‖ · ‖α est un espace de Banach et que l'injection

canonique de Hα(E) dans l'espace C(E) muni de la norme de la convergence uniforme | · |∞
est compacte. Le comportement asymptotique de la chaîne (Xn)n≥0 est lié au spectre de

P sur ces espaces ; sous l'hypothèse de "contraction en moyenne" des Tn, la restriction de

l'opérateur P à Hα(E) véri�e certaines propriétés spectrales. C'est le point capital pour

contrôler le spectre de P . Nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.3. Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires à valeurs dans E associée

à un système d'itération de fonctions de loi µ sur Lip(E,E). Supposons qu'il existe α ∈]0, 1]

tel que

r := sup
x,y∈E
x 6=y

∫
Lip(E,E)

(d(T (x), T (y))

d(x, y)

)α
µ(dT ) < 1. (3.2)

Alors il existe sur E une unique mesure de probabilité P -invariante ν. De plus, il existe

des constantes κ > 0 et ρ ∈]0, 1[ telles que, pour toute fonction ϕ ∈ Hα(E), on ait

∀x ∈ E |P nϕ(x)− ν(ϕ)| ≤ κρn. (3.3)

Démonstration. Par souci de clarté avec en vue la généralisation qui va suivre, nous

détaillons ici la démonstration ; nous renvoyons le lecteur à [20] lorsque E n'est pas compact.

L'opérateur P est markovien sur C(E), son rayon spectral ρ∞(P ) sur cet espace est donc

égal à 1. Malheureusement, sans hypothèse supplémentaire, le contrôle du spectre de P sur

C(E) est très délicat (voir par exemple [28]) ce qui explique pourquoi on s'intéresse plutôt

à la restriction de P au sous-espace Hα(E) de C(E).

L'opérateur P agit aussi sur Hα(E) puisque pour toute fonction ϕ ∈ Hα(E) on a

mα(Pϕ) ≤ r mα(ϕ), (3.4)
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d'où en particulier

∀ϕ ∈ ‖Pϕ‖α ≤ r‖ϕ‖α + |ϕ|∞. (3.5)

Cette inégalité, nous permet d'appliquer le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu sur

les opérateurs quasi-compacts. D'après les travaux de Hennion (voir chapitre 3, proposition

2.5) on déduit que le rayon spectral essentiel de P sur Hα(E) est inférieur ou égal à r.

Autrement dit, les valeurs spectrales de P de module > r sont en nombre �ni et ce sont

des valeurs propres isolées de multiplicité �nie dans le spectre de P .

Pour démontrer la proposition 3.3, il nous su�t de contrôler le spectre périphérique de

P sur Hα(E). Soit λ une valeur propre de P de module 1, de fonction propre associée f .

L'égalité P nf = λnf satisfaite pour tout n ≥ 1 entraîne

mα(f) = mα(λnf) = mα(P nf) ≤ rnmα(f)

d'où mα(f) = 0, puisque 0 ≤ r < 1. La fonction f est donc constante sur E et l'on a λ = 1.

La restriction de P à Hα(E) admet donc 1 comme unique valeur propre de module 1 et

cette valeur propre est simple. L'opérateur P sur Hα(E) se décompose donc sous la forme

P = Π + R (3.6)

où

1. Π désigne le projecteur de Hα(E) sur l'espace propre C ·1 associé à la valeur propre

1,

2. R est un opérateur de rayon spectral ρ < 1,

3. ΠR = RΠ = 0.

En particulier, pour toute ϕ ∈ Hα(E), la suite (P nϕ) converge vers Π(ϕ)1. Ainsi il existe

une unique mesure de probabilité P -invariante ν sur E et le projecteur Π peut s' écrire sous

la forme Π : ϕ 7→ ν(ϕ)1. L'inégalité (3.3) se déduit alors de l'égalité (3.6) et des propriétés

spectrales de P sur Hα(E). 2
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Application à la chaîne de Diaconis-Freedman pour p constant dans [0, 1].

Soit (Zn)n≥0 la chaîne sur [0, 1] décrite dans l'introduction de ce chapitre. Soit Lip([0, 1], [0, 1])

l'espace de Banach des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans [0, 1].

L'inégalité (3.2) est satisfaite avec r = 1
1+α

puisque dans ce cas on a [Ht] = [At] = t

pour tout 0 ≤ t ≤ 1. D'où

sup
x,y∈[0,1]
x 6=y

∫
Lip([0,1],[0,1])

(d(T (x), T (y))

d(x, y)

)α
µ(dT ) ≤ p

∫ 1

0

[Ht]
αdt+ q

∫ 1

0

[At]
αdt

=

∫ 1

0

tαdt =
1

1 + α
.

Ainsi, la chaîne (Zn)n≥0 admet une unique mesure de probabilité invariante sur [0, 1],

qui est celle associé à la loi Beta B(q, p).

2

3.2.2 Cas de fonctions aléatoires lipschitziennes avec dépendance
spatiale des probabilités de transition.

On remplace ici la mesure µ par une collection (µx)x∈E de mesures de probabilité sur

Lip(E,E) et l'on considère la chaîne de Markov (Xn)n≥0 sur E dont le noyau de transition

P est donné pour toute fonction borélienne bornée ϕ : E → C et tout x ∈ E, par

Pϕ(x) =

∫
Lip(E,E)

ϕ(T (x))µx(dT ).

Avant de proposer un énoncé général, nous introduisons les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 3.1. Une suite (ξn)n≥0 d'éléments de Lip(E,E) est dite contractante s'il existe

x0 ∈ E tel que

∀x ∈ E lim
n→+∞

ξn(x) = x0.

Dé�nition 3.2. La variation totale d'une mesure signée ν sur l'espace Lip(E,E) est la

fonction d'ensemble notée | ν | donnée par | ν |= sup
P

i=k∑
i=1

| ν(Bi) |, où le supremum est

pris pour toutes les partitions P = (B1, B2, · · · , Bk) de Lip(E,E) en un nombre �ni de

sous-ensembles mesurables disjoints.
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La variation totale | ν | est aussi égale à sup
φ
|
∫
φ(T )ν(dT |, le supremum est pris pour

toutes les fonctions mesurables φ dé�nies de Lip(E,E) dans R tel que |φ| ≤ 1.

On a la proposition suivante.

Proposition 3.4. Supposons qu'il existe 0 < α ≤ 1 tel que

H1. r := sup
x,y∈E
x 6=y

∫
Lip(E,E)

(d(T (x), T (y))

d(x, y)

)α
µx(dT ) < 1;

H2. Rα := sup
x,y∈E
x 6=y

|µx − µy|
d(x, y)α

< +∞.

et que de plus

H3. Il existe δ > 0 et une mesure de probabilité µ sur E telle que

∀x ∈ E µx ≥ δµ; (3.7)

et dont le support Sµ engendre un semi-groupe Tµ qui possède une suite contractante.

Il existe alors sur E une unique mesure de probabilité P -invariante ν. De plus, il existe

des constantes κ > 0 et ρ ∈]0, 1[ telles que, pour toute fonction ϕ ∈ Hα(E), on ait

∀x ∈ E |P nϕ(x)− ν(ϕ)| ≤ κρn. (3.8)

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons les deux lemmes suivants, valides sous

les hypothèses H1, H2 et H3.

Lemme 3.1. Soit h ∈ Hα(E) telle que Ph = h. Pour tout x ∈ E, la suite (h(Xn))n≥0

est une martingale bornée sur l'espace (Ω,F ,Px), où Px est la probabilité conditionnelle

P(.|Xn = x). Elle converge Px-presque sûrement et dans L1(Ω,Px) vers une variable aléa-

toire H∞ et l'on a

∀n ≥ 0 h(x) = Ex(h(Xn)) = Ex(H∞). (3.9)

De plus, pour tout ξ ∈ Tµ, on a

H∞ = lim
n→+∞

h(ξ ·Xn) Px − p.s. (3.10)
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Démonstration du lemme 3.1. La première assertion et l'égalité (3.9) sont immédiates

puisque h est P -harmonique et bornée.

En e�et, pour tout n ∈ N, si Fn est la �ltration naturelle, nous avons :

Ex(h(Xn+1)|Fn) = Ex(h(Xn+1)|Xn) = Ph(Xn) (propriété de Markov)

= h(Xn) (invariance de h par P ),

la suite ((h(Xn))n≥0 est une martingale relativement à (F)n≥0 bornée par |h|∞. D'après

le théorème de convergence des martingales, la suite (h(Xn))n≥0 converge Px-presque sû-

rement et elle est fermée par sa limite c'est à dire h(Xn) = Ex(H∞/Fn) Px − p.s donc

Ex(h(Xn)) = Ex(H∞).

D'autre part nous avons Ex(h(Xn)) = P nh(x) = h(x) d'où l'égalité (3.9)

Pour établir l'égalité (3.10), on pose un,q(x) := Ex
(∣∣h(Xn+q) − h(Xn)

∣∣2) pour tous

entiers positifs n et q. Pour tout N ≥ 1, en utilisant les propriétés de martingales nous

avons

N∑
n=1

un,q(x) =
N∑
n=1

Ex
((
h(Xn+q)− h(Xn)

)(
h(Xn+q)− h(Xn)

))
=

N∑
n=1

[
Ex
(∣∣h(Xn+q)

∣∣2)− Ex
(
h(Xn+q)h(Xn)

)
− Ex

(
h(Xn)h(Xn+q)

)
+ Ex

(∣∣h(Xn)
∣∣2)]

=
N∑
n=1

Ex
(∣∣h(Xn+q)

∣∣2)− N∑
n=1

Ex
(∣∣h(Xn)

∣∣2) ≤ 2q
∣∣h∣∣∞.

Puisque on a

Ex
(
h(Xn+q)h(Xn)

)
= Ex

(
Ex
(
h(Xn+q)h(Xn)|Fn

))
= Ex

(
h(Xn)Ex

(
h(Xn+q)|Fn

))
car h(Xn) est Fn −mesurable

= Ex
(
h(Xn)h(Xn)

)
car h(Xn) est une martingale

= Ex
(∣∣h(Xn)

∣∣2).
De même on a Ex

(
h(Xn)h(Xn+q)

)
= Ex

(∣∣h(Xn)
∣∣2).
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Par conséquent
∑
n≥1

un,q(x) < +∞ et

∑
n≥1

Ex
(∫

Lip(E,E)q

∣∣h(Tq · · ·T1 ·Xn)− h(Xn)
∣∣2µXn(dT1) · · ·µTq−1···T1·Xn(dTq)

)
< +∞ (3.11)

d'où, en utilisant l'hypothèse H3∑
n≥1

Ex
(∫

Lip(E,E)q

∣∣h(Tq · · ·T1 ·Xn)− h(Xn)
∣∣2µ(dT1) · · ·µ(dTq)

)
< +∞

soit ∫
Lip(E,E)q

Ex
(∑
n≥1

∣∣h(Tq · · ·T1 ·Xn)− h(Xn)
∣∣2)µ(dT1) · · ·µ(dTq) < +∞.

La suite (h(Tq · · ·T1 ·Xn)− h(Xn))n≥1 converge donc vers 0 pour Px-presque tout ω ∈ Ω,

tout q ≥ 1 et µ⊗q-presque tout T1, T2, · · · , Tq. On conclut par un argument de densité (au

sens de la norme ‖ · ‖α). 2

De même, on peut démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit φ ∈ Hα(E) telle que Pφ = λφ où λ est un nombre complexe de module 1.

Pour tout x ∈ E, la suite (λ−nφ(Xn))n≥0 est une martingale bornée sur l'espace (Ω,F ,Px) ;

elle converge Px-presque sûrement et dans L1(Ω,Px) vers une variable aléatoire Φ∞ et l'on

a

∀n ≥ 0 φ(x) = Ex(λ−nφ(Xn)) = Ex(Φ∞) (3.12)

De plus, pour tout q ≥ 1 et toutes transformations T1, · · · , Tq du support Sµ de µ, on a

Φ∞ = lim
n→+∞

λ−(n+q)φ(Tq · · ·T1 ·Xn) Px − p.s. (3.13)

Démonstration de la proposition 3.4. L'opérateur P est markovien, il agit donc sur

C(E), son rayon spectral sur cet espace égal à 1. L'opérateur P agit aussi sur Hα(E)

puisque pour toute fonction ϕ ∈ Hα(E) et tous x, y ∈ E, on a

|Pϕ(x)− Pϕ(y)| ≤
∫
Lip(E,E)

|ϕ(T (x))− ϕ(T (y))|µx(dT ) + |ϕ|∞
∫
Lip(E,E)

|µx − µy|(dT )

Il vient

mα(Pϕ) ≤ rmα(ϕ) +Rα|ϕ|∞ (3.14)
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si bien que la restriction de P à l'espace Hα(E) véri�e l'inégalité dite de Doeblin-Fortet

‖Pϕ‖ ≤ r‖ϕ‖α + (1 +Rα)|ϕ|∞. (3.15)

C'est un opérateur quasi-compact surHα(E), de rayon spectral 1. Il su�t donc de contrôler

le spectre périphérique de P ( i.e. l'ensemble des valeurs propres λ de P de module 1).

L'argument di�ére alors de celui de la démonstration de la proposition 3.3, la propriété de

contraction (3.4) n'étant pas satisfaite ici et étant remplacée par (3.14).

Dans un premier temps montrons que 1 est une valeur propre simple de P , autrement

dit montrons que les fonctions P -harmoniques sur Hα(E) sont constantes. Soit h ∈ Hα(E)

telle que Ph = h et �xons x ∈ E. D'après le lemme 3.1, il existe un ensemble Ωx ⊂ Ω

de Px-mesure 1 tel que, pour tout ω ∈ Ωx et toute transformation ξ ∈ Tµ, les suites

(h(Xn(ω)))n≥0 et (h(ξ ·Xn(ω)))n≥0 convergent vers H∞(ω).

Considérons alors une suite contractante (ξk)k≥0 de Tµ, notons x0 son point limite. La

fonction h étant continue, pour tout ω ∈ Ωx, toute valeur d'adhérence xω de (Xn(ω))n≥0

et tout k ≥ 0, on a

H∞(ω) = h(xω) = h(ξk(xω)).

D'où H∞(ω) = h(x0), en faisant tendre k vers +∞. L'égalité (3.9) entraîne alors

h(x) = h(x0) ; ainsi, les constantes sont les seules fonctions propres de P associées à la

valeur propre 1.

Expliquons maintenant comment le lemme 3.2 permet de contrôler le spectre périphé-

rique de P . Fixons tout d'abord une sous-suite (nl)l≥0 d'entiers telle que lim
l→+∞

λ−nl = 1

et une suite contractante (ξk)k≥0 de Tµ, de point limite x0. L'ensemble

{Tq · · ·T1 | q ≥ 1, T1, . . . , Tq ∈ Sµ} étant dense dans Tµ, on peut sans perdre en généra-

lité, supposer que chaque fonction ξk se décompose sous forme d'un produit Tqk · · ·T1 avec

Ti ∈ Sµ, 1 ≤ i ≤ qk. D'après le lemme 3.2, il existe Ωx ⊂ Ω de Px-mesure 1 tel que, pour

tout ω ∈ Ωx et tout k ≥ 0, les suites
(
λ−nlφ(Xnl(ω))

)
l≥0

et
(
λ−(nl+qk)φ(ξk · Xnl(ω))

)
l≥0

convergent vers la même limite Φ∞(ω). Considérons alors des suites d'entiers (ϕ(l))l≥0

(dépendante de ω) et (ψ(k))k≥0 (indépendante de ω) telles que (λ−nϕ(l)Xnϕ(l)(ω))l≥0 et
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(λ−qψ(k))k≥0 convergent respectivement vers xω ∈ E et eiβ, β ∈ R ; la suite (ξk)k≥0 étant

contractante de point limite x0, l'égalité (3.13) entraîne

Φ∞(ω) = φ(xω) = eiβφ(x0).

D'après l'égalité (3.12), on a φ(x) = Ex(Φ∞) = eiβφ(x0), ce qui prouve que φ est constante

sur E et λ = 1. 2

3.3 La chaîne de Diaconis- Freedman sur [0, 1]

On étudie dans cette partie la chaîne (Zn)n≥0 dite de Diaconis-Freedman, décrite dans

l'introduction de ce chapitre, dans le cas où les poids p et q peuvent varier en fonction de x.

L'opérateur de transition Q de la chaîne (Zn)n≥0 est dé�ni pour toute fonction borélienne

bornée ϕ : [0, 1]→ C, par :

Qϕ(x) = p(x)

∫ 1

0

ϕ(tx)dt+ q(x)

∫ 1

0

ϕ(tx+ 1− t)dt. (3.16)

Pour tout x ∈ [0, 1], on note µx la mesure de probabilité sur Lip([0, 1], [0, 1]) dé�nie par

µx(dT ) = p(x)

∫ 1

0

δHt(dT )dt+ q(x)

∫ 1

0

δAt(dT )dt, (3.17)

où pour t ∈ [0.1],Ht est l'homothétie x 7→ tx et At est la transformation a�ne x 7→ tx+1−t.

L'opérateur de transition Q de la chaîne (Zn)n≥0 est alors donné par

Qϕ(x) =

∫
Lip([0,1],[0,1])

ϕ(T (x))µx(dT ).

La chaîne (Zn)n≥0 rentre donc bien dans le formalisme développé dans la section précédente.

3.3.1 La chaîne de Diaconis-Freedman sur [0, 1] : cas particulier des
fonctions poids Hölder continues et strictement positives

Soit Hα[0, 1] l'espace des fonctions α-Hölder continues de [0, 1] dans C. Supposons dans

ce cas que la fonction p appartient à Hα[0, 1] et véri�e

∀x ∈ [0, 1] p(x) > 0 (3.18)
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(ou, de façon symétrique ∀x ∈ [0, 1] p(x) < 1).

Sous l'hypothèse (3.18), la chaîne (Zn)n≥0 admet une unique mesure de probabilité inva-

riante sur [0, 1] car les hypothèsesH1,H2 etH3 de la proposition 3.4 sont satisfaites (avec

la famille de mesures (µx)x∈[0,1] donnée par la formule (3.17)) ; en e�et

1. Hypothèse H1 : pour tous x, y ∈ [0, 1], x 6= y, on a

sup
x,y∈[0,1]
x 6=y

∫
Lip([0,1],[0,1])

(d(T (x), T (y))

d(x, y)

)α
µ(dT ) ≤ p(x)

∫ 1

0

[Ht]
αdt+ q(x)

∫ 1

0

[At]
αdt

=

∫ 1

0

tαdt =
1

1 + α
.

2. Hypothèse H2 : pour tous x, y ∈ [0, 1], x 6= y, on a

|µx − µy|
|x− y|α

≤ |p(x)− p(y)|
|x− y|α

∣∣∣ ∫ 1

0

δHtdt
∣∣∣+
|q(x)− q(y)|
|x− y|α

∣∣∣ ∫ 1

0

δAtdt
∣∣∣ ≤ 2mα(p).

3. Hypothèse H3 : pour tout x ∈ [0, 1], on a

µx ≥ δ

∫ 1

0

δHtdt

avec δ := inf
x∈[0,1]

p(x), le nombre réel δ est positif car p est une fonction continue sur

[0, 1] et p(x) > 0 pour tout x ∈ [0, 1].

La fonction H0 : x 7→ 0 appartient au support de µ :=
∫ 1

0
δHtdt et fournit de façon

évidente une suite contractante au semi-groupe Tµ.

Conclusion

• Lorsque p(0) = 1, l'unique mesure de probabilité invariante pour (Zn)n≥0 est la masse

de Dirac en 0.

• Lorsque p(0) < 1, nous verrons dans la suite que l'unique mesure de probabilité

invariante possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue.

3.3.2 La Chaîne de Diaconis-Freedman sur [0, 1] : cas général des
fonctions poids Hölder continues

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à la chaîne (Zn)n≥0 dans le cas où les fonctions

poids p et q sont dans Hα[0, 1].
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Donnons tout d'abord quelques exemples explicites.

1. Lorsque p(x) = x, la chaîne (Zn)n≥0 est une suite de variables aléatoires indépen-

dantes et de loi uniforme sur [0, 1].

2. Lorsque p(x) = 1− x, on véri�e que 0 et 1 sont des points absorbants pour (Zn)n≥0 ;

les masses de Dirac δ0 et δ1 sont donc Q-invariantes. Nous verrons dans la suite que

ce sont les seules mesures ergodiques sur [0, 1] et montrerons que la suite (Zn)n≥0

converge Px-presque sûrement vers une variable aléatoire Z∞ à valeurs dans {0, 1}.

L'observation sur des exemples variés montre que la condition de stricte positivité de p

ou de q, nécessaire pour pouvoir appliquer la proposition 3.4, est clairement trop forte pour

assurer l'unicité d'une mesure invariante attractive pour (Zn)n≥0. Reprenant l'approche

développée par Diaconis et Freedman, on peut expliciter une mesure invariante avec une

densité par rapport à la mesure de Lebesgue, si p(0) < 1 et q(1) < 1. Nous avons alors

l'énoncé suivant. Celui-ci n'est pas une conséquence directe de la proposition 3.4 mais sa

démonstration s'en inspire fortement.

Théorème 3.1. Soit (Zn)n≥0 la chaîne de Diaconis-Freedman avec les fonctions poids p

et q sont dans Hα[0, 1]. Alors

1. Si p(0) < 1 et q(1) < 1, il existe sur [0, 1] une unique mesure de probabilité Q-

invariante νp. Celle-ci admet la densité fp par rapport à la mesure de Lebesgue,

donnée par

∀x ∈ [0, 1] fp(x) = C exp
(∫ 1

2

x

p(y)

y
dy +

∫ x

1
2

q(y)

1− y
dy
)

où C est un constante de normalisation. De plus, il existe κ > 0 et 0 < ρ < 1 tels

que

∀ϕ ∈ Hα[0, 1], ∀x ∈ [0, 1] |Qnϕ(x)− νp(ϕ)| ≤ κρn‖ϕ‖α.

2. Si p(0) = 1 et q(1) < 1, alors la masse de Dirac δ0 est l'unique mesure de probabilité

Q-invariante sur [0, 1] et il existe κ > 0 et 0 < ρ < 1 tels que

∀ϕ ∈ Hα[0, 1], ∀x ∈ [0, 1] |Qnϕ(x)− ϕ(0)| ≤ κρn‖ϕ‖α.
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(énoncé analogue lorsque p(0) < 1 et q(1) = 1).

3. Si p(0) = 1 et q(1) = 1 alors les seules mesures de probabilités Q-invariante sur

[0, 1] sont les combinaisons convexes de δ0 et δ1. De plus la chaîne (Zn)n≥0 converge

Px-presque sûrement vers une variable aléatoire Z∞ à valeurs dans {0, 1} et la loi de

Z∞ est donnée par

Px(Z∞ = 0) = 1− h(x) et Px(Z∞ = 1) = h(x),

où h est l'unique fonction véri�ant l'équation Qh = h et telle que h(0) = 0, h(1) = 1

(notons que pour tout x ∈ [0, 1] on a 0 ≤ h(x) ≤ 1). En�n, il existe κ > 0 et

0 < ρ < 1 tels que

∀ϕ ∈ Hα[0, 1], ∀x ∈ [0, 1] |Qnϕ(x)− (1− h(x))ϕ(0)− h(x)ϕ(1)| ≤ κρn‖ϕ‖α.

Démonstration Deux remarques essentielles sont à préciser :

1. L'opérateur Q agit clairement sur Hα[0, 1] et véri�e l'inégalité (3.15), il est donc

quasi-compact sur Hα[0, 1] et il su�t à présent de contrôler son spectre périphérique.

2. L'opérateur Q est markovien, il agit donc sur L∞[0, 1] et l'on peut alors considérer

l'opérateur Q∗ sur L1[0, 1] dé�ni, pour toutes fonctions ϕ ∈ L1[0, 1] et ψ ∈ L∞[0, 1],

par la relation de dualité suivante.∫ 1

0

ϕ(x)Qψ(x)dx =

∫ 1

0

Q∗ϕ(x)ψ(x)dx.

Un calcul direct montre que

∀ϕ ∈ L1[0, 1], ∀x ∈ [0, 1] Q∗ϕ(x) =

∫ x

0

q(t)

1− t
ϕ(t)dt+

∫ 1

x

p(t)

t
ϕ(t)dt; (3.19)

L'opérateur Q∗ n'est autre que l'adjoint de Q relativement à la mesure de Lebesgue

sur [0, 1]. Remarquons que si f ∈ L1[0, 1] est une fonction positive et véri�e l'équation

de point �xe Q∗f = f , alors la mesure de densité f relativement à la mesure de

Lebesgue sur [0, 1] est Q-invariante.

64



Chapitre 3. Chaîne de Diaconis-Freedman

A �n de déterminer une telle solution on suppose que f est dérivable sur ]0, 1[.

Comme Q1 = 1, alors
∫ 1

0

Q∗f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx.

L'équation du point �xe entraîne (Q∗f)′ = f ′. Si f est une solution de l' équation

(Q∗f)′ = f ′, alors il existe C ∈ R tel que Q∗f = f + C et l'égalité∫ 1

0

Q∗f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx, implique C = 0 et ainsi Q∗f = f.

Cherchons donc une solution de l'équation (Q∗f)′ = f ′ . A partir de (3.19) on a

nécessairement

∀x ∈]0, 1[ f ′(x) =
( q(x)

1− x
− p(x)

x

)
f(x)

d'où f(x) = C exp
(∫ 1/2

x

p(t)

t
dt+

∫ x

1/2

q(t)

1− t
dt
)
où C est une constante positive don-

née. Cette fonction est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0, 1] si et

seulement si p(0) < 1 et q(1) < 1, dans ce cas on pose

f : x 7→ 1

Cp
exp
(∫ 1/2

x

p(t)

t
dt+

∫ x

1/2

q(t)

1− t
dt
)

(3.20)

avec Cp :=

∫ 1

0

exp
(∫ 1/2

x

p(t)

t
dt+

∫ x

1/2

q(t)

1− t
dt
)

dx.

Ainsi, la mesure de probabilité νp de fonction de densité fp par rapport à la mesure

de Lebesgue sur [0, 1] est Q-invariante.

Lorsque p(0) = 1, la masse de Dirac δ0 est Q-invariante ; de façon symétrique, lorsque

q(1) = 1, c'est la masse δ1 qui est Q-invariante.

Revenons à la démonstration du théorème, elle se fera en trois étapes.

Étape 1 : Quasi-compacité de l'opérateur Q sur Hα[0, 1]

Par hypothèse les poids p et q sont α-Hölder continues sur [0, 1] de plus p + q = 1 ce

qui implique que l'opérateur Q est positif et borné sur Hα[0, 1] et de rayon spectral égal à

1. L'expression (3.16) entraîne de façon immédiate

∀ϕ ∈ Hα[0, 1] ‖Qϕ‖α ≤
1

α + 1
‖ϕ‖α + (1 + 2mα(p))|ϕ|∞

d'où l'on déduit que Q est quasi-compact sur Hα[0, 1].
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Étape 2 : Contrôle de la valeur propre λ = 1 dans Hα[0, 1]

La description du sous-espace caractéristique de Q associé à la valeur propre 1 s'inscrit

dans un cadre général détaillée dans [32], par la notion de compact absorbant.

Un sous-ensemble compact K de [0, 1] est dit Q-absorbant lorsque pour tout x ∈ K

on a Q1[0,1]\K(x) = 0, il est minimal lorsqu'il ne contient pas de sous-ensemble compact

propre absorbant. Remarquons que pour tout x ∈ [0, 1], la condition p(x) > 0 assure que

Q(x, I) > 0 pour tout intervalle ferm I ⊂ [0, x] non rduit un point. (3.21)

De même la condition q(x) > 0 entraîne que

Q(x, I) > 0 pour tout intervalle ferm I ⊂ [x, 1] non rduit un point. (3.22)

Par ailleurs, lorsque p(x) = 0 (resp. q(x) = 0), on a Q1[x,1] = 1 (resp. Q1[0,x] = 1). Quatre

cas se présentent donc :

1. q(0) > 0 et p(1) > 0

Dans ce cas, l'intervalle [0, 1] est l'unique compact Q-absorbant, il est donc minimal ;

En e�et, tout d'abord [0, 1] est bien un compact absorbant (toujours) ; dans le cas

présent il faut montrer que c'est le seul, autrement dit que tout autre compact K (

[0, 1] n'est pas absorbant, ce qui signi�e qu'il existe x0 ∈ K tel que Q1[0,1]\K(x0) 6= 0.

Supposons 0 /∈ K, comme K est compact,il existe ε > 0 tel que K ⊂ [ε, 1].

(a) s'il existe x0 ∈ K tel que p(x0) > 0, on aura

Q(x0, [0, 1] \K) ≥ Q(x0, [0, ε[) > 0,

ce qui est la conclusion espérée.

(b) Sinon p(x) = 0, soit q(x) = 1, pour tout x ∈ K, comme p(1) > 0 on a q(1) < 1 si

bien que 1 /∈ K et comme précédemment il existe ε′ > 0 tel que K ⊂ [0, 1− ε′] ;

mais dans ce cas, quel que soit le choix de x0 ∈ K, puisque q(x0) = 1, on aura

Q(x0, [0, 1] \K) ≥ Q(x0, ]1− ε′, 1]) > 0.
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Si 0 ∈ K et 1 /∈ K, alors comme K est compact, il existe ε1 > 0 tel que K ⊂ [0, 1−ε1].

(a) s'il existe x0 ∈ K tel que q(x0) > 0, on aura

Q(x0, [0, 1] \K) ≥ Q(x0, ]1− ε1, 1]) > 0,

ce qui est la conclusion espérée.

(b) sinon q(x) = 0, soit p(x) = 1, pour tout x ∈ K ; comme p(0) > 0 on a q(0) < 1

si bien que 0 /∈ K et comme précédemment il existe ε′1 > 0 tel que K ⊂ [ε′1, 1] ;

mais dans ce cas, quel que soit le choix de x0 ∈ K, puisque p(x0) = 1, on aura

Q(x0, [0, 1] \K) ≥ Q(x0, [0, ε
′
1]) ≥

ε′1
x0

> 0.

Lorsque 0 et 1 appartiennent à K ; comme K ( [0, 1], il existe x1 ∈]0, 1[ tel que

x1 /∈ K ; par compacité de K, il existe ε2 > 0 tel que ]x1− ε2, x1 + ε2[⊂ [0, 1] \K. On

peut prendre x0 = 0 (ou bien 1) dans ce cas : en e�et,

Q(0, [0, 1] \K) ≥ Q(0, ]x1 − ε2, x1 + ε2[) > 0.

2. q(0) = 0 et p(1) > 0

Dans ce cas l'unique compact Q-absorbant minimal est {0}. Autrement dit {0} est

un compact invariant (ce qui découle de la condition q(0) = 0) et tout autre compact

invariant(absorbant) K ⊂ [0, 1] contient 0.

En e�et, d'après la propriété (3.21) ci-dessus, si x ∈ K véri�e p(x) > 0, alors K

contient l'intervalle [0, x] et donc en particulier 0. Il nous su�t donc de véri�er qu'un

tel point x existe dans K. Dans le cas contraire, la fonction q serait identiquement

égale à 1 surK et l'on aurait alors [x, 1] ⊂ K pour tout x ∈ K, toujours d'après (3.22),

le point 1 appartiendrait donc à K et véri�erait en particulier l'égalité q(1) = 1.

Contradiction avec la condition p(1) > 0

3. q(0) > 0 et p(1) = 0

Dans ce cas, l'unique compact Q-absorbant minimal est {1}. La démonstration se

fait de façon analogue que dans le cas précédent, en échangeant le rôle de 0 et de 1.
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4. q(0) = 0 et p(1) = 0

Dans ce cas, les ensembles {0} et {1} sont les seuls compacts absorbants minimaux.

De l'égalité Q1 = 1 et du théorème 2.7 on déduit que, dans Hα[0, 1], l'indice de la valeur

propre 1 est égal à 1 ; en d'autres termes, le sous-espace caractéristique de Q associé à la

valeur propre 1 n'est autre que le sous-espace propre correspondant Ker(Q− Id). On peut

donc appliquer le théorème 2.8 du chapitre 2 pour conclure. Nous avons alors :

1. Lorsque q(0) > 0 et p(1) > 0 le sous-espace Ker(Q − Id) est de dimension 1 et se

réduit aux fonctions constantes, il existe par ailleurs une unique mesure de probabilité

Q-invariante sur [0, 1], absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, de

densité fp donnée par la formule (3.20).

2. Lorsque q(0) = 0 et p(1) > 0, le sous-espace Ker(Q − Id) est de dimension 1 et

se réduit aux fonctions constantes et la masse de Dirac δ0 est l'unique mesure de

probabilité Q-invariante sur [0, 1].

3. Lorsque q(0) > 0 et p(1) = 0, le sous-espace Ker(Q − Id) est de dimension 1 et

se réduit aux fonctions constantes. La masse de Dirac δ1 est l'unique mesure de

probabilité Q-invariante sur [0, 1].

4. En�n, lorsque q(0) = 0 et p(1) = 0, le sous-espace Ker(Q − Id) est de dimension

2. Il est engendré par la fonction constante 1 et une fonction h telle que h(0) = 0

et h(1) = 1 et les seules mesures de probabilités Q-invariantes sur [0, 1] sont les

combinaisons convexes αδ0 + (1− α)δ1, 0 ≤ α ≤ 1.

Étape 3 : Contrôle du spectre périphérique de Q dans Hα[0, 1]

Nous adaptons ici au cas du noyau Q la stratégie développée dans la section précédente

et basée sur le lemme 3.2.

Soit φ ∈ Hα[0, 1] telle que Qφ = λφ où λ est un nombre complexe de module 1. Pour

tout x ∈ [0, 1], la suite (λ−nφ(Xn))n≥0 est une martingale bornée sous Px, elle converge

donc Px-presque sûrement vers une v.a. notée Φ∞. D'après l'inégalité (3.11) et la formule
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(3.17), il existe Ωx ⊂ Ω, Px(Ωx) = 1, et I0 ⊂ [0, 1] de mesure de Lebesgue 1 tels que, pour

tout ω ∈ Ωx et tous s, t ∈ I0, on ait d'une part (en prenant q = 1)

lim
n→+∞

∣∣φ(Zn(ω))− λ−1φ(Hs · Zn(ω))
∣∣2p(Zn(ω)) = 0 (3.23)

et

lim
n→+∞

∣∣φ(Zn(ω))− λ−1φ(As · Zn(ω))
∣∣2q(Zn(ω)) = 0 (3.24)

et d'autre part (en prenant q = 2)

lim
n→+∞

∣∣φ(Zn(ω))− λ−2φ(HtHs · Zn(ω))
∣∣2p(Zn(ω))p(Hs · Zn(ω)) = 0 (3.25)

et

lim
n→+∞

∣∣φ(Zn(ω))− λ−2φ(AtAs · Zn(ω))
∣∣2q(Zn(ω))q(As · Zn(ω)) = 0 (3.26)

Deux cas sont possibles.

1. Cas où φ(0) = φ(1).

Fixons ω ∈ Ωx et une valeur d'adhérence zω de la suite (Zn(ω))n≥0.

Si p(zω) 6= 0, en prenant s arbitrairement proche de 0, l'égalité (3.23) entraîne

φ(zω) = λ−1φ(0).

Lorsque p(zω) = 0, on utilise (3.24) pour conclure de la même façon que

φ(zω) = λ−1φ(1).

Comme φ(0) = φ(1), la suite (φ(Zn(ω))n≥0 n'a donc qu'une valeur d'adhérence, elle

converge vers Φ∞(ω) = λ−1φ(0) (qui ne dépend pas de ω ) et l'on a

φ(x) = Ex(Φ∞) = λ−1φ(0).

La fonction φ est donc constante et λ = 1.

2. Cas où φ(0) 6= φ(1) .

Une des deux valeurs φ(0) et φ(1) est non nulle, on suppose φ(0) 6= 0, le cas φ(1) 6= 0

se traite de façon analogue.
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(a) Supposons dans un premier temps qu'il existe x ∈ [0, 1] et ωx ∈ Ωx tel que la

suite (Zn(ωx))n≥0 possède une valeur d'adhérence zωx véri�ant p(zωx) > 0. On

applique (3.23) avec s arbitrairement proche de 0 puis (3.25) avec s arbitraire-

ment proche de 1 (de façon que p(Hs(zωx)) > 0) et t arbitrairement proche de

0, il vient

φ(zωx) = λ−1φ(0) = λ−2φ(0).

Puisque φ(0) 6= 0, on a nécessairement λ = 1 et la fonction φ est constante.

(b) Supposons maintenant que pour tout x ∈ [0, 1] et tout ω ∈ Ωx, les valeurs

d'adhérence zω de la suite (Zn(ω))n≥0 véri�ent toutes l'égalité q(zω) = 1.

En appliquant cette fois-ci (3.24) avec s arbitrairement proche de 0 puis (3.26)

avec s arbitrairement proche de 1 (de façon que q(As(zω)) > 0) et t arbitraire-

ment proche de 0, on obtient

φ(zω) = λ−1φ(1) = λ−2φ(1).

Si φ(1) 6= 0, on déduit comme ci-dessus λ = 1 et la fonction φ est constante

(φ ∈ C.1) . Si φ(1) = 0, la suite (λ−nφ(Zn(ω))n≥0 converge vers Φ∞(ω) et

puisque φ(zω) = 0 on a nécessairement Φ∞(ω) = 0. L'égalité de martingale

φ(x) = Ex(λ−nlφ(Znl)) permet de conclure que φ est identiquement nulle.

En conclusion, l'opérateur Q est quasi-compact sur Hα[0, 1], de rayon spectral 1 et son

spectre périphérique est réduit à {1} et le sous-espace caractéristique de Q associé à la

valeur propre 1 est égal à Ker(Q− Id). Plus précisément nous avons ces quatre cas.

1. Lorsque q(0) > 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur Hα[0, 1] de rayon

spectral ρ < 1 tel que pour toute fonction f ∈ Hα[0, 1] et tout n ≥ 0, on ait

Qnf =
(∫ 1

0

f(x)ϕp(x)dx
)
1 +Rnf.

Dans ce cas, la chaîne (Zn)n≥0 est récurrente sur [0, 1].
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2. Lorsque q(0) = 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur Hα[0, 1] de rayon

spectral ρ < 1 tel que pour toute fonction f ∈ Hα[0, 1] et tout n ≥ 0, on ait

Qnf = f(0)1 +Rnf. (3.27)

Dans ce cas, pour tout état initial x ∈ [0, 1], la chaîne (Zn)n≥0 converge Px-p.s. vers

0 ; de plus, pour tout ε ∈]0, 1[, l'ensemble [ε, 1] est transient et il existe κε > 0 tel que

pour tout x ∈ [ε, 1] on ait

Px(Zn ∈ [ε, 1]) ≤ κερ
n.

On peut en e�et majorer l'indicatrice de l'intervalle [ε, 1] par une fonction fε ∈

Hα[0, 1] qui s'annule en 0 et on applique l'inégalité (3.27).

3. Lorsque q(0) = 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur Hα[0, 1] de rayon

spectral ρ < 1 tel que pour toute fonction f ∈ Hα[0, 1] et tout n ≥ 0, on ait

Qnf = f(1)1 +Rnf.

Pour tout x ∈ [0, 1], la chaîne (Zn)n≥0 converge Px-p.s. vers 1 ; de plus, pour tout

ε ∈]0, 1[, l'ensemble [0, 1 − ε] est transient et il existe κε > 0 tel que pour tout

x ∈ [0, 1− ε] on ait

Px(Zn ∈ [0, 1− ε]) ≤ κερ
n.

4. En�n, lorsque q(0) = 0 et p(1) = 0, il existe une fonction harmonique h telle que

h(0) = 0 et h(1) = 1 et un opérateur borné R sur Hα[0, 1] de rayon spectral ρ < 1

tel que pour toute fonction f ∈ et tout n ≥ 0, on ait

Qnf = f(0)(1− h) + f(1)h+Rnf.

Dans ce cas, la fonction h est à valeurs dans [0, 1] et pour tout état initial x ∈ [0, 1], la

chaîne (Zn)n≥0 converge vers 0 avec la probabilité 1−h(x) et vers 1 avec la probabilité

h(x). En e�et, comme dans les cas (2) et (3), pour toute ε ∈]0, 1
2
[, l'ensemble [ε, 1− ε]

est transient et il existe κε > 0 tel que pour tout x ∈ [0, 1− ε] on ait

Px (Zn ∈ [ε, 1− ε]) ≤ κερ
n.
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Si bien que pour tout point initial x ∈]0, 1[, les seules valeurs d'adhérence de la

suite (Zn)n≥0 sont 0 et 1. Par ailleurs, (h(Zn))n≥0 est une martingale bornée, elle

converge donc et du fait que h(0) 6= h(1) on déduit que la chaîne (Zn)n≥0 est en

fait convergente, vers une v.a. Z∞ à valeurs dans {0, 1}. L'égalité de martingale

h(x) = Ex(h(Z∞)) = Px(Z∞ = 1) permet de conclure.

Exemple : p(x) = 1 − x. Dans ce cas, la fonction h : x → x est Q-harmonique et l'on

peut appliquer le théorème précédent. Notons que pour ce choix de la fonction p, on peut

montrer directement que les ensembles [ε, 1− ε], 0 < ε < 1
2
, sont transients en introduisant

la quantité ∆ dé�nie par : pour tout 0 ≤ x ≤ 1

∆(x) := dist(x, {0, 1}) = inf(x, 1− x).

Calculons Ex(∆(Z1)). Nous supposons 0 < x ≤ 1
2
, le cas 1

2
≤ x ≤ 1 se traitant de façon

analogue ; on a

Ex(∆(Z1)) =
1− x
x

∫ x

0

y dy +
x

1− x

∫ 1
2

x

y dy +
x

1− x

∫ 1

1
2

(1− y)dy

=
3x− 4x2

4(1− x)

≤ 3

4
x,

d'où E(∆(Zn)|Fn−1) ≤
3

4
∆(Zn−1) pour tout n ≥ 1 si bien que par itération

∀n ≥ 1,∀x ∈ [0, 1] Ex(∆(Zn)) ≤
(

3

4

)n
∆(x) ≤

(
3

4

)n
.

Il vient Ex
(∑
n≥0

∆(Zn)
)

=
∑
n≥0

Ex
(

∆(Zn)
)
< +∞, la suite (∆(Zn))n≥1 converge donc

Px-p.s. vers 0 et les ensembles [ε, 1− ε], 0 < ε < 1
2
sont bien transients.

La variable aléatoire Z∞ est à valeurs dans {0, 1}. La martingale (Zn)n≥1 étant bornée,

elle est fermée par sa limite et pour tout x ∈ [0, 1], on a

Ex(Z∞) = Px(Z∞ = 1) = Ex(Z0) = x.

Ainsi, sous Px, la suite (Zn)n≥1 converge vers 1 avec la probabilité x et vers 0 avec la
probabilité 1− x.
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Chapitre 4

Extensions de la chaîne de

Diaconis-Freedman.

Ce chapitre est une introduction à quelques extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman

(Zn)n étudiée dans le chapitre précédent. Nous explicitons quelques idées dans cet esprit.

4.1 Chaîne avec deux points attractifs

Dans cette section nous citons quelques extensions faites et repérées dans la littérature

actuelle. Ces extensions peuvent être envisagées de di�érentes manières. Considérons la

chaîne (Zn)n sur [0, 1], qui décrit le mouvement d'une particule entre deux points attractifs

A1 = 0 et A2 = 1, dé�nie par :

Zn+1 = Zn(1− Vn+111{Un+1≤p(Zn)}) + (1− Zn)Wn+1(1− 11{Un+1≤p(Zn)}),

où Z0 = x ∈ [0, 1], (Vn)n, (Wn)n et (Un)n sont des suites de variables aléatoires i.i.d. tel

que Vn ; Fl, Wn ; Fr et Un est de loi uniforme sur [0, 1] (i.e. Un ; U [0, 1] ).

Lorsque Fl = Fr est une loi de densité h par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0, 1], la

suite (Zn)n est une chaîne de Markov d'opérateur de transition Q dé�ni pour toute fonction

borélienne bornée ϕ : [0, 1]→ C et tout x ∈ [0, 1] par :

Qϕ(x) = p(x)

∫ x

0

ϕ(t)

x
h(
x− t
x

)dt+ q(x)

∫ 1

x

ϕ(t)

1− x
h(
x− t
1− x

)dt.

Dans le cas où Fl = Fr = U [0, 1] et p est une fonction constante sur [0, 1], (Zn)n est la

chaîne étudiée dans [20] et [55].
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Dans le cas où Fl = Fr = U [0, 1] et p est une fonction dépendante de x et est continue sur

[0, 1], (Zn)n est la chaîne de Diaconis-Freedman étudiée en détail dans le chapitre précédent.

Lorsque par exemple Fl = Fr = B(a, a + 1), a > 0 et p est une constante strictement

positive, la chaîne (Zn)n admet la loi uniforme sur [0, 1] comme unique loi stationnaire

(voir [49]) pour les détails de ce cas particulier et d'autres cas. Le lecteur peut se référer

aussi à [48] pour le cas où p peut varier en fonction de x.

McKinlay et Borovkov [11] ont considéré le cas où Fl = B(1, a), Fr = B(1, b),

avec a, b > 0 et p est continue par morceau. Ils montrent en particulier que, pour

Fl = Fr = B(1, α), α > 0, et p(x) = cx + (1− d)(1− x), d, c ∈ (0, 1], la chaîne de Markov

(Zn)n admet la loi B(dα, cα) comme loi stationnaire.

Tuan-Minh Nguyen dans [63] donne d'autres résultats concernant cette chaîne.

4.2 Chaîne avec trois points attractifs alignés

Nous étudions ici le comportement asymptotique de la chaîne de Markov (Zn)n≥0 sur

[0, 2] décrivant les mouvements d'une particule tel que :

Si la particule se trouve en x à un instant n, son déplacement à venir se déroule en

deux temps :

• Dans un premier temps, elle choisit un des 3 points 0, 1 ou 2 vers lequel elle veut se

diriger ; on note ce point A et p, r, q les probabilités respectives des événements (A = 0),

(A = 1) et (A = 2), avec les conditions p, r, q > 0 et p+ r + q = 1.

• Une fois le point A déterminé, la particule se déplace en y choisi de façon uniforme

dans l'intervalle dont les extrémités sont x et A.

Le noyau de transition Q de la chaîne (Zn)n≥0 est donc donné par la formule suivante :

pour toute fonction borélienne bornée ϕ : [0, 2]→ R,
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lorsque 0 < x < 1,

Qϕ(x) =
p

x

∫ x

0

ϕ(y)dy +
r

1− x

∫ 1

x

ϕ(y)dy +
q

2− x

∫ 2

x

ϕ(y)dy,

et, lorsque 1 < x < 2,

Qϕ(x) =
p

x

∫ x

0

ϕ(t)dy +
r

x− 1

∫ x

1

ϕ(y)dy +
q

2− x

∫ 2

x

ϕ(y)dy.

Donc pour tout x ∈ [0, 2], x 6= 0, 1, 2, on a

Qϕ(x) =
p

x

∫ x

0

ϕ(y)dy +
r

1− x

∫ 1

x

ϕ(y)dy +
q

2− x

∫ 2

x

ϕ(y)dy. (4.1)

Cette expression "spatiale" du noyau de transition est d'une grande utilité pour déterminer,

lorsque c'est possible, une mesure de probabilité invariante possédant une densité par

rapport à la mesure de Lebesgue. La recherche d'une telle densité se fait par l'opérateur

adjoint de Q par rapport à la mesure de Lebesgue. La forme explicite de l'adjoint découlera

directement de (4.1). Nous remarquons que la chaîne (Zn)n≥0 s'inscrit dans le cadre des

itérations de transformations aléatoires contractantes car son noyau Q peut s'exprimer sous

la forme.

Qϕ(x) = p

∫ 1

0

ϕ(tx)dt+ r

∫ 1

0

ϕ(x+ t(1− x))dt+ q

∫ 1

0

ϕ(x+ t(2− x))dt. (4.2)

L'opérateur Q est markovien sur [0, 2], il agit donc sur L∞[0, 2]. On peut alors considérer

l'opérateur Q∗ sur L1([0, 2], dx), dé�ni pour toute fonction ϕ ∈ L1[0, 2], ψ ∈ L∞[0, 2], par

l'égalité suivante.

∫ 2

0

ϕ(x)Qψ(x)dx =

∫ 2

0

Q∗ϕ(x)ψ(x)dx. (4.3)

Un calcul direct montre que l'on peut dé�nir Q∗ϕ comme suit : pour tout x ∈ [0, 2],

Q∗ϕ(x) = p

∫ 2

x

ϕ(y)

y
dy + r11[0,1[(x)

∫ x

0

ϕ(y)

1− y
dy

+r11[1,2](x)

∫ 2

x

ϕ(y)

1− y
dy + q

∫ x

0

ϕ(y)

(2− y)
dy. (4.4)

Remarquons que si f : ]0, 2[→ R+ est solution de l'équation de point �xe Q∗f = f , alors

la mesure f(x)dx sur [0, 2] est Q-invariante. A�n de déterminer une telle solution, on peut
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supposer que f est dérivable sur ]0, 1[∪]1, 2[. L'équation du point �xe entraîne (Q∗f)′ = f ′.

Si f est solution de cette dernière équation, alors Q∗f = f + C où C est une constante ;

l'égalité (4.3) entraîne
∫ 2

0

Q∗f(x)dx =

∫ 2

0

f(x)dx, ainsi C = 0 et Q∗f = f .

À partir de l'expression (4.4), en dérivant l'équation Q∗f = f , il vient

∀x ∈]0, 2[, x 6= 1 ϕ′(x) =
( q

2− x
+

r

1− x
− p

x

)
ϕ(x)

d'où

ϕ(x) =
C

xp(| 1− x |r)(2− x)q

où C est une constante positive donnée.

4.3 La chaîne de Diaconis-Freedman sur [0, 1]× [0, 1]

Il s'agit de la chaîne de Markov (Zn)n≥0 sur [0, 1] × [0, 1] dé�nie comme suit : si

la chaîne est en x = (x1, x2) a l'instant n, on choisit à l'instant n + 1 l'un des pa-

vés [0, x1] × [0, x2] , [0, x1] × [x2, 1] ,[x1, 1] × [0, x2] ou [x1, 1] × [x2, 1] avec les probabi-

lités p00(x1, x2), p01(x1, x2), p10(x1, x2) et p11(x1, x2) respéctivement, avec p00(x1, x2) +

p01(x1, x2) + p10(x1, x2) + p11(x1, x2) = 1 et l'on se déplace en un point y = (y1, y2) distri-

bué selon la loi uniforme dans le pavé ainsi choisi. Le noyau de transition Q de (Zn)n≥0

est donc donné pour toute fonction borélienne bornée ϕ : [0, 1] × [0, 1] → C et tout

(x1, x2) ∈]0, 1[×]0, 1[, par la formule suivante.

Qϕ(x) = Qϕ(x1, x2) =
p00(x1, x2)

x1x2

∫∫
[0,x1]×[0,x2]

ϕ(y1, y2)dy1dy2

+
p01(x1, x2)

x1(1− x2)

∫∫
[0,x1]×[x2,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2

+
p10(x1, x2)

(1− x1)(x2)

∫∫
[x1,1]×[0,x2]

ϕ(y1, y2)dy1dy2

+
p11(x1, x2)

(1− x1)(1− x2)

∫∫
[x1,1]×[x2,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2,

Qϕ(0, 0) = (p00(0, 0) + p01(0, 0) + p10(0, 0))ϕ(0, 0) + p11(0, 0)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2;
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Qϕ(1, 0) = (p00(1, 0) + p10(1, 0) + p11(1, 0))ϕ(1, 0) + p01(1, 0)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2;

Qϕ(0, 1) = (p00(0, 1) + p01(0, 1) + p11(0, 1))ϕ(0, 1) + p10(0, 1)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2;

Qϕ(1, 1) = (p01(1, 1) + p10(1, 1) + p11(1, 1))ϕ(1, 1) + p00(1, 1)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2;

Qϕ(0, x2) = (p00(0, x2) + p01(0, x2))ϕ(0, x2) +
p10(0, x2)

x2

∫∫
[0,1]×[0,x2]

ϕ(y1, y2)dy1dy2

+
p11(0, x2)

(1− x2)

∫∫
[0,1]×[x2,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2,

et

Qϕ(x1, 0) = (p00(x1, 0) + p10(x1, 0))ϕ(x1, 0) +
p01(x1, 0)

x1

∫∫
[0,x1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2

+
p11(x1, 0)

(1− x1)

∫∫
[x1,1]×[0,1]

ϕ(y1, y2)dy1dy2,

donc pour tout x = (x1, x2) ∈ [0, 1]× [0.1] on a :

Qϕ(x) = Qϕ(x1, x2) = p00(x1, x2)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(tx1, t
′x2)dtdt

′

+ p01(x1, x2)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(tx1, t
′x2 + 1− t′)dtdt′

+ p10(x1, x2)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(tx1 + 1− t, t′x2))dtdt′

+p11(x1, x2)

∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(tx1 + 1− t, t′x2 + 1− t′)dtdt′ (4.5)

Soient HH(t,t′), HA(t,t′), AH(t,t′) et AA(t,t′) les transformations (x1, x2) 7→ (tx1, t
′x2),

(x1, x2) 7−→ (tx1, t
′x2 + 1− t′), (x1, x2) 7−→ (tx1 + 1− t, t′x2) et

(x1, x2) 7→ (tx1 + 1− t, t′x2 + 1− t′) respéctivement. Introduisons alors la mesure µ(x1,x2)

sur l'espace Lip([0, 1]× [0, 1]) des fonctions lipschitziennes sur [0, 1]× [0, 1] dé�nie par
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µx(dT ) = µ(x1,x2)(dT ) = p00(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

δHH(t,t′)
(dT )dtdt′

+ p01(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

δHA(t,t′)
(dT )dtdt′

+ p10(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

δAH(t,t′)
(dT )dtdt′

+ p11(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

δAA(t,t′)
(dT )dtdt′ (4.6)

où δT désigne la masse de Dirac en T .

L'égalité (4.5) s'écrit alors

Qϕ(x) = Qϕ(x1, x2) =

∫
Lip([0,1]×[0,1])

ϕ(T (x1, x2))µ(dT ).

Nous remarquons que la chaîne de Markov (Zn)n≥0 est bien associée a un système d'itération

de fonctions aléatoires, l'étude de cette chaîne se fait par celle des IFS.

L'opérateur Q est markovien sur [0, 1]× [0, 1]. Il agit donc sur L∞([0, 1]× [0, 1]). Consi-

dérons l'opérateur Q∗ dans L1([0, 1] × [0, 1]) l'adjoint de Q relativement à la mesure de

Lebesgue sur [0, 1]× [0, 1] , dé�ni pour toutes ϕ ∈ L1([0, 1]× [0, 1]), ψ ∈ L∞([0, 1]× [0, 1]),

par ∫∫
[0,1]×[0,1]

ϕ(x1, x2)Qψ(x1, x2)dx1dx2 =

∫∫
[0,1]×[0,1]

Q∗ϕ(x1, x2)ψ(x1, x2)dx1dx2.

Un calcul direct montre que pour toute fonction ϕ ∈ L1([0, 1]× [0, 1]) et tout

x = (x1, x2) ∈ [0, 1]× [0, 1] on a

Q∗ϕ(x) = Q∗ϕ(x1, x2) =

∫∫
[x1,1]×[x2,1]

p00(z1, z2)

z1z2
ϕ(z1, z2)dz1dz2

+

∫∫
[x1,1]×[0,x2]

p01(z1, z2)

z1(1− z2)
ϕ(z1, z2)dz1dz2

+

∫∫
[0,x1]×[x2,1]

p10(z1, z2)

(1− z1)(z2)
ϕ(z1, z2)dz1dz2

+

∫∫
[0,x1]×[0,x2]

p11(z1, z2)

(1− z1)(1− z2)
ϕ(z1, z2)dz1dz2. (4.7)
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Notons que (4.7) est valide pour toute fonction boréliennes ϕ ∈ L1([0, 1]× [0, 1]). Donc

si ϕ : [0, 1]× [0, 1] → R+ est dans L1([0, 1]× [0, 1]) et véri�e Q∗ϕ = ϕ, alors la mesure de

densité ϕ relativement à la mesure de Lebesgue sur [0, 1]× [0, 1] est Q-invariante. La chaîne

(Zn)n≥0 décrite ici a été considérée par Leng et Ramli dans [40] et Borovkov et McKinlay

dans [11] comme modèle de la marche d'un robot dans une chambre rectangulaire. Borov-

kov et McKinlay [11] ont considéré dans leur article le cas où les fonctions p00, p01, p10 et

p11 présentent des discontinuités dans le pavé [0, 1]× [0, 1].

Avant de donner quelques résultats concernant cette chaîne nous avons les propositions

suivantes après quelques dé�nitions.

Dé�nition 4.1. Le produit tensoriel de deux noyaux P1 et P2 dé�nis sur (E, E) et (F,F)

respectivement est le noyau P := P1⊗P2 sur (E×F, E⊗F) dé�ni pour tout (A,B) ∈ E⊗F

et tout (x, y) ∈ E × F par :

P
(
(x, y), A×B

)
:= P1 ⊗ P2

(
(x, y), A×B

)
= P1(x,A)× P2(y,B).

Remarque 4.1. En notant encore P l'opérateur associé au noyau P, nous avons immédia-

tement ∀z = (x, y) ∈ E×F, ∀ψ : E×F → R tel que, ψ(x, y) = (f ⊗g)(x, y) = f(x)×g(y)

alors Pψ(z) = Pψ(x, y) = P1f(x)× P2g(y) et ∀k ∈ N?, P kψ(x, y) = P k
1 f(x)× P k

2 g(y).

Proposition 4.1. Si (Xn) et (Yn) sont deux chaînes de Markov indépendantes sur les

espaces mesurables (E, E) et (F,F) de noyaux de transition P1 et P2 et de lois stationnaires

ν1 et ν2, alors le processus (Zn)n dé�ni par Zn = (Xn, Yn) est une chaîne de Markov sur

l'espace produit E × F, de noyau P := P1 ⊗ P2 et de loi stationnaire ν1 ⊗ ν2.

Démonstration.

(a) Cas où E et F sont dénombrables.

Soit z0 = (x0, y0), z1 = (x1, y1), ..., zn = (xn, yn), zn+1 = (xn+1, yn+1) des états de la

chaîne (Zn)n, montrons que

P[Zn+1 = zn+1|Zn = zn, ..., Z0 = z0] = P [Zn+1 = zn+1|Zn = zn] .
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on a :

P
[
Zn+1 = zn+1|Zn = zn, ..., Z0 = z0

]
=

= P
[
(Xn+1, Yn+1) = (xn+1, yn+1)|(Xn, Yn) = (xn, yn), ..., (X0, Y0) = (x0, y0)

]
= P

[
Xn+1 = xn+1, Yn+1 = yn+1|Xn = xn, ..., X0 = x0, Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
,

par indépendance des chaînes (Xn) et (Yn), on aura

P
[
Zn+1 = zn+1|Zn = zn, ..., Z0 = z0

]
=

=
P
[
Xn+1 = xn+1, Xn = xn, ..., X0 = x0, Yn+1 = yn+1, Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
P
[
Xn = xn, ..., X0 = x0, Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
=

P
[
Xn+1 = xn+1, Xn = xn, ..., X0 = x0

]
P
[
Yn+1 = yn+1, Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
P
[
Xn = xn, ..., X0 = x0

]
P
[
Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
= P

[
Xn+1 = xn+1, Xn = xn, ..., X0 = x0

]
× P

[
Yn+1 = yn+1, Yn = yn, ..., Y0 = y0

]
.

Et comme (Xn) et (Yn) sont des chaînes de Markov alors,

P
[
Zn+1 = zn+1|Zn = zn, ..., Z0 = z0

]
= P

[
Xn+1 = xn+1|Xn = xn

]
× P

[
Yn+1 = yn+1|Yn = yn

]
= P

[
(Xn+1, Yn+1) = (xn+1, yn+1)|(Xn, Yn) = (xn, yn)

]
= P [Zn+1 = zn+1|Zn = zn]

= P1(xn, xn+1)× P2(yn, yn+1)

= P1 ⊗ P2

(
(xn, yn), (xn+1, yn+1)

)
= P1 ⊗ P2

(
zn, zn+1

)
.

Par conséquent (Zn)n est une chaîne de Markov de noyau P1 ⊗ P2.

Soit ν1 (resp. ν2) une loi stationnaire pour (Xn) (resp. (Yn)) montrons que ν1 ⊗ ν2 est

une loi stationnaire pour (Zn)n.

La mesure ν1 est stationnaire pour P1 i.e. ∀x1 ∈ E, ν1(x1) =
∑
x∈E

ν1(x)P1(x, x1).

La mesure ν2 est stationnaire pour P2 i.e. ∀y1 ∈ F, ν2(y1) =
∑
y∈F

ν2(y)P2(y, y1).
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On a alors

(ν1 ⊗ ν2)P (x1, y1) =
∑

(x,y)∈E×F

ν1(x)ν2(y)P
(
(x, y), (x1, y1)

)
=

∑
x∈E,y∈F

ν1(x)P1(x, x1)ν2(y)P2(y, y1)

=
∑
x∈E

ν1(x)P1(x, x1)
∑
y∈E

ν2(y)P2(y, y1)

= ν1(x1)ν2(y1) = ν1 ⊗ ν2(x1, y1).

Donc ν1 ⊗ ν2 est bien une loi stationnaire pour P.

(b) Cas où E et F sont quelconques.

Par dé�nition de l'espérance conditionnelle, on a d'une part, pourA×B,An×Bn, ..., A0×

B0 ∈ E ⊗ F :∫
{Zn∈An×Bn,...,Z0∈A0×B0}

E[11A×B(Zn+1) |Zn, ..., Z0]dP =

∫
{Zn∈An×Bn),...,Z0∈A0×B0}

11A×B(Zn+1)dP

Par indépendance des chaînes (Xn) et (Yn) on a :

∫
{Zn∈An×Bn,...,Z0∈A0×B0}

11A×B(Zn+1)dP =

∫
{(Xn,Yn)∈An×Bn,...,(X0,Y0)∈A0×B0}

11A×B(Xn+1,Yn+1)dP

=

∫
{Xn∈An,...,X0∈A0}∩{Yn∈Bn,...,Y0∈B0}

11A(Xn+1)11B(Yn+1)dP

=

∫
{Xn∈An,...,X0∈A0}

E[11A(Xn+1) |Xn, ...,X0]dP×
∫
{Yn∈Bn,...,Y0∈B0}

E[11B(Yn+1) |Yn, ...,Y0]dP

En utilisant la propriétés de Markov on aura :

∫
{Zn∈An×Bn,...,Z0∈A0×B0}

11A×B(Zn+1)dP =

∫
{Xn∈An,...,X0∈A0}

E[11A(Xn+1) |Xn]dP×
∫
{Yn∈Bn,...,Y0∈B0}

E[11B(Yn+1) |Yn]dP.

En appliquant Fubini, on aura :∫
{Zn∈An×Bn,...,Z0∈A0×B0}

11A×B(Zn+1)dP =

∫
{Zn∈An×Bn,...,Z0∈A0×B0}

E[11A(Xn+1) |Xn]×E[11B(Yn+1) |Yn]dP.
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Par unicité de l'espérance conditionnelle on obtient :

E[11A×B(Zn+1) |Zn, ..., Z0] = E[11A(Xn+1) |Xn]× E[11B(Yn+1) |Yn] (4.8)

D'autre part, montrons que

E[11A×B(Zn+1) |Zn] = E[11A(Xn+1) |Xn]× E[11B(Yn+1) |Yn].

On a pour A×B,C ×D ∈ E ⊗ F :

∫
{Zn∈C×D}

E[11A×B(Zn+1) |Zn]dP =

∫
{Zn∈C×D}

11A×B(Zn+1)dP =

∫
{(Xn,Yn)∈C×D}

11A×B(Xn+1,Yn+1)dP

=

∫
{Xn∈C}∩{Yn∈D}

11A(Xn+1)11B(Yn+1)dP.

Par indépendance des chaînes (Xn) et (Yn) on aura :

∫
{Zn∈C×D}

E[11A×B(Zn+1) |Zn]dP =

∫
{Xn∈C}

11A(Xn+1)dP×
∫
{Yn∈D}

11B(Yn+1)dP

=

∫
{Xn∈C}

E[11A(Xn+1) |Xn]dP×
∫
{Yn∈D}

E[11B(Yn+1) |Yn]dP.

En utilisant Fubini, on obtient :∫
{Zn∈C×D}

E[11A×B(Zn+1) |Zn]dP =

∫
{Xn∈C,Yn∈D}

E[11A(Xn+1) |Xn]×E[11B(Yn+1) |Yn]dP.

D'où

E[11A×B(Zn+1) |Zn] = E[11A(Xn+1) |Xn]× E[11B(Yn+1) |Yn]. (4.9)

Des équations (4.8) et (4.9), on déduit que

∀A×B ∈ E ⊗ F , E[11A×B(Zn+1) |Zn, ..., Z0] = E[11A×B(Zn+1) |Zn].

Donc (Zn)n est une chaîne de Markov sur E × F de noyau P1 ⊗ P2.
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Si ν1 (resp. ν2) est une loi stationnaire pour (Xn) (resp. (Yn)) alors ν1 ⊗ ν2 est une loi

stationnaire pour (Zn)n. En e�et, pour tout A×B ∈ E ⊗ F , on a

(ν1 ⊗ ν2)P (A×B) =

∫
E×F

ν1(dx)× ν2(dy)P ((x, y), A×B)

=

∫
E×F

ν1(dx)× ν2(dy)P1 ⊗ P2((x, y), A×B)

=

∫
E×F

ν1(dx)P1(x,A)× ν2(dy)P2(y,B)

=

∫
E

ν1(dx)P1(x,A)×
∫
F

ν2(dy)P2(y,B)

= ν1(A)× ν2(B) = (ν1 ⊗ ν2)(A×B)

2

Proposition 4.2. Soient (Xn)n et (Yn)n deux chaînes de Markov sur E et F, respect. de

noyaux de transition P1 et P2 respect. et (Zn)n la chaîne de Markov sur l'espace produit

E × F dé�nie par Zn := (Xn, Yn),∀n et de noyau de transition P tel que P = P1 ⊗ P2.

Alors (Xn)n et (Yn)n sont indépendantes.

Démonstration. Comme (Zn) := ((Xn, Yn))n est une chaîne de Markov alors pour toutes

fonctions mesurables f : E → R et g : F → R et ∀ z0 = (x0, y0), ..., zn = (xn, yn) ∈ E ×F,

on a

Ez0
[
f(X1, ..., Xn)g(Y1, ..., Yn)

]
=

∫
f(x1, ..., xn)g(y1, ..., yn)P (z0, dz1)P (z1, dz2)...P (zn−1, dzn).

Comme P = P1 ⊗ P2 alors on a

Ez0
[
f(X1, ..., Xn)g(Y1, ..., Yn)

]
=

=

∫
f(x1, ..., xn)g(y1, ..., yn)P1(x0, dx1)P2(y0, dy1)...P1(xn−1, dxn)P2(yn−1, dyn)

=

∫
f(x1, ..., xn)P1(x0, dx1)...P1(xn−1, dxn)

∫
g(y1, ..., yn)P1(y0, dy1)...P1(yn−1, dyn)

= Ex0
[
f(X1, ..., Xn)

]
Ey0
[
g(Y1, ..., Yn)

]
.

Donc (Xn)n et (Yn)n sont indépendantes.

Grâce à la propriété connue que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles tel que

pour toutes fonctions f et g mesurables et bornées sur R, E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )],

alors Xet Y sont indépendantes. 2
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Exemples.

Nous donnons ici quelques exemples et résultats partiels concernant la chaîne de Mar-

kov (Zn)n≥0 sur [0, 1] × [0, 1] décrite au début de cette section. Cette chaîne modélise les

mouvements d'une particule entre quatre points attractifs formant un rectangle.

1. Lorsque les fonctions poids p00, p01, p10 et p11 véri�ent : p00(x1, x2) = x1x2,

p01(x1, x2) = x1(1 − x2), p10(x1, x2) = (1 − x1)(x2) et p11(x1, x2) = (1 − x1)(1 − x2)

pour tout x = (x1, x2) ∈ [0, 1] × [0, 1]. La chaîne (Zn)n≥0 est une suite de variables

aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]× [0, 1].

2. On munit [0, 1]× [0, 1] de la distance euclidienne d. Soit C([0, 1]× [0, 1]) l'espace des

fonctions continues de [0, 1] × [0, 1] dans C. On note Hα([0, 1] × [0, 1]) l'espace des

fonctions α-Hölder continues de [0, 1]× [0, 1] dans C dé�ni par

Hα([0, 1]× [0, 1]) := {f ∈ C([0, 1]× [0, 1]) | ‖f‖α := |f |∞ +mα(f) < +∞}

où mα(f) := sup
x,y∈[0,1]×[0,1]

x 6=y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)α

< ∞ et | · |∞ est la norme de la convergence

uniforme.

Supposons à présent que la fonction p00 appartient à Hα([0, 1]× [0, 1]) et véri�e

∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] p00(x) > 0. (4.10)

Dans ce cas, la chaîne (Zn)n≥0 admet une unique mesure de probabilité invariante sur

[0, 1]× [0, 1] car les hypothèses H1, H2 et H3 de la Proposition 3.4 sont satisfaites

(avec la famille de mesures (µx)x∈[0,1]×[0,1] donnée par la formule (4.6)), en e�et
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Chapitre 4. Extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman.

(a) Hypothèse H1 : Il existe α = 1 tel que pour tous x, y ∈ [0, 1], x 6= y, on a∫
Lip([0,1]×[0,1])

(d(T · x, T · y)

d(x, y)

)α
µx(dT ) ≤ p00(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

√
t2 + t′2dtdt′ +

p01(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

√
t2 + t′2dtdt′ +

p10(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

√
t2 + t′2dtdt′ +

p11(x)

∫∫
[0,1]×[0,1]

√
t2 + t′2dtdt′

< 1,

car le coe�cient de lipschitz des applications HH(t,t′), HA(t,t′), AH(t,t′) et AA(t,t′)

est égal à
√
t2 + t′2.

(b) Hypothèse H2 : pour tous x, y ∈ [0, 1]× [0, 1], x 6= y, on a

|µx − µy|
d(x, y)α

≤ |p00(x)− p00(y)|
d(x, y)α

∣∣∣ ∫∫
[0,1]×[0,1]

δHH(t,t′)
dtdt′

∣∣∣
+
|p01(x)− p01(y)|

d(x, y)α

∣∣∣ ∫∫
[0,1]×[0,1]

δHA(t,t′)
dtdt′

∣∣∣
+
|p10(x)− p10(y)|

d(x, y)α

∣∣∣ ∫∫
[0,1]×[0,1]

δAH(t,t′)
dtdt′

∣∣∣
+
|p11(x)− p11(y)|

d(x, y)α

∣∣∣ ∫∫
[0,1]×[0,1]

δAA(t,t′)
dtdt′

∣∣∣
≤ mα(p00) +mα(p01) +mα(p10) +mα(p11) <∞.

(c) Hypothèse H3 : pour tout x ∈ [0, 1]× [0, 1], on a

µx ≥ δ

∫∫
[0,1]×[0,1]

δHH(t,t′)
dtdt′

avec δ := inf
x∈[0,1]×[0,1]

p00(x) > 0.

La fonctionHH(0,0) : x 7→ (0, 0) appartient au support de µ :=
∫∫

[0,1]×[0,1] δHH(t,t′)
dtdt′

et fournit de façon évidente une suite contractante au semi-groupe Tµ.

Remarquons que nous avons le même résultat lorsque l'une des propriétés suivantes

est véri�e.
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Chapitre 4. Extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman.

• La fonction p01 appartient à Hα([0, 1]× [0, 1]) et ∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] p01(x) > 0.

• La fonction p10 appartient à Hα([0, 1]× [0, 1]) et ∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] p10(x) > 0.

• La fonction p11 appartient à Hα([0, 1]× [0, 1]) et ∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] p11(x) > 0.

3. Lorsque p00(x1, x2) = p1(x1) × p2(x2), p01(x1, x2) = p1(x1) × q2(x2), p10(x1, x2) =

q1(x1) × p2(x2) et p11(x1, x2) = q1(x1) × q2(x2) avec p1(x1) + q1(x1) = 1 et p2(x1) +

q2(x1) = 1, la chaîne (Zn)n est de la forme Zn = (Z1
n, Z

2
n) avec (Z1

n)net (Z2
n)n sont deux

chaînes indépendantes de noyaux Q1 et Q2 dé�nis : pour toutes fonctions boréliennes

bornées f, g : [0, 1]→ C et tous x1, x2 ∈ [0, 1] par :

Q1f(x1) = p1(x1)

∫ 1

0

f(tx1)dt+ q1(x1)

∫ 1

0

f(tx1 + 1− t)dt.

et

Q2g(x2) = p2(x2)

∫ 1

0

g(t′x2)dt
′ + q2(x2)

∫ 1

0

g(t′x2 + 1− t′)dt′.

Les mesures invariantes de la chaîne (Zn) dans ce cas sont donc des produits de

mesures invariantes et les résultats obtenus dans le chapitre précédent su�sent pour

conclure.

4. Lorsque les fonctions poids p00, p01, p10 et p11 sont constantes, la chaîne (Zn)n≥0

admet dans ce cas une unique mesure de probabilité invariante sur [0, 1] × [0, 1] car

la condition (3.2) de la proposition 3.3 est satisfaite et nous avons :

(a) Si p11 = 1 l'unique mesure de probabilité invariante pour (Zn)n≥0 est δ(1,1) la

masse de Dirac en (1, 1). De plus la chaîne (Zn)n≥0 converge Px-presque sûrement

vers (1, 1).

En e�et dans ce cas la chaîne (Zn)n≥0 est un produit de deux chaînes (Z1
n)n et

(Z2
n)n de Diaconis-Freedman indépendantes convergentes vers 1. Puisque,

∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] Ex(1− Z1
1) = 1− Ex(Z1

1) = 1−
(1 + x1

2

)
=

1− x1
2
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Chapitre 4. Extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman.

d'où Ex(1− Zn+1/Fn) =
1− Zn

2
pour tout n ≥ 0 par itération on obtient

∀n ≥ 0,∀x ∈ [0, 1]× [0, 1] Ex(1− Zn+1) =

(
1

2

)n+1

(1− x1) ≤
(

1

2

)n+1

.

et donc
∑
n≥0

Ex
(

1 − Z1
n

)
= Ex

(∑
n≥0

1 − Z1
n

)
< +∞, par suite la suite (Z1

n)

converge donc Px-a.s. vers 1.

(b) Si p00 = p01 = 0 et p10, p11 > 0 ( ou, de façon symétrique p10 = p11 = 0

et p00, p01 > 0) l'unique mesure de probabilité invariante pour (Zn)n≥0 est

δ1 ⊗ B(p11, p10) où B(p11, p10) est la loi Beta de paramètres p11 et p10. Puisque

(Zn)n≥0 est un produit de deux chaînes (Z1
n)n et (Z2

n)n de Diaconis-Freedman

indépendantes. En e�et, d'après les résultats obtenus dans le chapitre précédent

(Z1
n)n converge Px-presque sûrement vers 1 et (Z1

n)n converge vers ν2 la loi

B(p11, p10). Pour toutes fonctions continues bornées f et g, nous avons :

| Ex(f(Z1
n)g(Z2

n)− f(1)ν2(g)) | ≤ | Ex(f(Z1
n)g(Z2

n)− f(1)g(Z2
n))

− Ex(f(1)g(Z2
n)− f(1)ν2(g)) |

≤ |g|∞Ex | f(Z1
n)− f(1) |

+ f(1)Ex | f(Z2
n)− ν2(g) | .

Comme lim
n→∞

Ex | f(Z2
n)− ν2(g) |= 0 et lim

n→∞
Ex | f(Z1

n)− f(1) |= 0, alors

lim
n→∞

Ex(f(Z1
n)g(Z2

n)) = f(1)ν2(g),

et donc (Zn)n converge en loi vers δ1 ⊗ B(p11, p10).

(c) Si p01 = p10 = 0 et p00, p11 > 0 ( ou, de façon symétrique p00 = p11 = 0 et

p01, p10 > 0) nous conjecturons que l'unique mesure de probabilité Q-invariante

admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue .

La recherche de cette densité revient à la résolution de l'équation intégro-

di�érentielle suivante obtenue à partir de l'équation (4.7).
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Chapitre 4. Extensions de la chaîne de Diaconis-Freedman.

ϕ(x1, x2) =

∫∫
[x1,1]×[x2,1]

p00
z1z2

ϕ(z1, z2)dz1dz2+∫∫
[0,x1]×[0,x2]

p11
(1− z1)(1− z2)

ϕ(z1, z2)dz1dz2.

.

De façon similaire au cas unidimensionnel, nous conjecturons la proposition suivante.

Proposition 4.3. Soit (Zn)n≥0 la chaîne de Markov sur [0, 1]× [0, 1] d'opérateur de tran-

sition Q dé�ni par la formule (4.5) avec des fonctions poids p00, p01,p10 et p11 α-Hölder.

Alors

1. lorsque p00(0, 0) < 1 , p01(0, 1) < 1, p10(1.0) < 1 et p11(1, 1) < 1 il existe une unique

mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1]× [0, 1]. Celle-ci est absolument continue

par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0, 1]× [0, 1].

2. Lorsque p00(0, 0) = 1 , p01(0, 1) > 0, p10(1.0) > 0 et p11(1, 1) > 0, il existe une unique

mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1]× [0, 1] qui est la masse de Dirac δ(0,0).

3. Lorsque p01(0, 1) = 1 , p00(0, 0) > 0, p10(1.0) > 0 et p11(1, 1) > 0, la masse de Dirac

δ(0,1) est l'unique mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1]× [0, 1].

4. Lorsque p10(1.0) = 1, p00(0, 0) > 0, p01(0, 1) > 0 et p11(1, 0) > 0, la masse de Dirac

δ(1,0) est l'unique mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1]× [0, 1].

5. Lorsque p11(1.1) = 1, p00(0, 0) > 0, p01(0, 1) > 0 et p10(1, 0) > 0, la masse de Dirac

δ(1,1) est l'unique mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1]× [0, 1].
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Conclusion et perspectives

Après l'étude de la chaîne de Diaconis-Freedman sur [0, 1] et les quelques idées de son

extensions, nous concluons ce mémoire de thèse en notant l'apport des méthodes d'analyse

fonctionnelle au Calcul de Probabilités et à l'étude des processus itératifs, à partir du

théorème de Ionescu Tulcea et Marinescu .

Au chapitre des applications utiles dans la vie quotidienne, nous signalons que ce type

de chaînes de Markov, est à la base de nombreuses applications, en particulier, en robotique.

En e�et il est à noter, que cela permet la modélisation de la marche d'un robot dans une

chambre carrée (cf. McKinlay et Borovkov [11]).

Nous signalons aussi que la chaîne de Diaconis-Freedman permet la modélisation du

jeu donnant-donnant.

Les perspectives immédiates ouvertes par ce travail résident dans l'extension de la

chaîne de Diaconis-Freedman que nous résumons en deux points :

I Modi�cation du noyau de transition en remplaçant la loi uniforme par une loi ad-

mettant une densité, dans le cas où la particule est attirée par deux points attractifs (0 et

1 dans le cas introduit par Diaconis-Freedman).

I Étude du cas où le mouvement de la particule a lieu en dimension supérieure avec

au moins 3 points attractifs ou bien en remplaçant la loi uniforme en dimension 1 par son

analogue en dimension supérieure).

Au plan global, par rapport à notre première motivation, ce travail nous fournit un

exemple d'étude de chaîne itérative. Par rapport à notre motivation de départ, il s'agit de

voir l'impact de ces résultats au plan méthodologique sur l'étude des théories de l'appren-

tissage.
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Annexe : Programmes de simulation

On donne ici les programmes utilisés au chapitre 1 pour simuler les lois des chaînes de

Markov des exemples 1 et 2. Ces programmes ont été écrits en Scilab sous environnement

ubuntu 16.04 LTS.

Programme 1
clear ;

clc ;

close ;

a=1/2 ;

x=0 ;

n=1000000 ;

xx=zeros(n,1) ;

for i=1 :n, u= grand(1,1,'def') ;

if u<(1/2) then y(i)=0 ; else y(i)=1/2 ;

end

x=a*x+y(i) ;

xx(i)=x ;

end

xtitle(" n=1000000 et p=0.5" )

histplot(-0.1 :.01 :1.1,xx,style=2), xgrid

Programme 2
clear ;

clc ;

close ;

function y = f(x)

if x >= 0 & x <= 1 then y = x/(sqrt(2));

end if x >= 1&x <= 2 then y = (sqrt(2 ∗ x− (x ∗ x)/2− 1));

90



Programmes de simulation

end

endfunction

function z = g(x)

if x >= 0 &x <= 1 then z = 2− (sqrt(1− (x ∗ x/2)));

end

if x >= 1&x <= 2 then z = 2− (sqrt(2− 2 ∗ x+ (x ∗ x/2)));

end

endfunction

n = 1000;

x = 0;

xx = zeros(n, 1);

for i = 1 : n, u = grand(1, 1,′ def ′)

if u < (1/2) then x(i) = f(x); else x(i) = g(x); end

x = x(i),

xx(i) = x;

end

xtitle("n = 1000 " )

histplot(−0.1 :.01 :2.1, xx, style=2), xgrid
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