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Résumé

Le but de la thése est I’étude des chaines de Markov itératives i.e obtenues par itération
de fonctions aléatoires. En utilisant des techniques d’opérateurs linéaires quasi-compacts,
nous montrons l'existence et l'unicité d’une mesure invariante (stationnaire) pour ces
chaines, dans le cas ol les fonctions aléatoires itérées sont Lipschitziennes. Nous appli-
quons cette approche a I’étude de comportement asymptotique de la chaine de Diaconis-
Freedman sur [0, 1]. Nous obtenons une condition nécessaire et suffisante d’unicité de la
loi invariante. Nous explorons le cas oil cette condition n’est pas vérifiée et nous montrons
alors que les lois invariantes de la chaine sont les combinaisons convexes des mesures de
Dirac dg et d;. Nous indiquons pour terminer quelques idées d’extension de la chaine de

Diaconis-Freedman et nous conjecturons quelques résultats.

Mots-Clefs : Itération de fonctions aléatoires; Opérateur quasi-compact; Chaines de

Markov ; Mesure invariante ; Compact absorbant ; Récurrence.

Abstract

The aim of this thesis is the study of iterated Markov chains i.e generated by iteration
of random functions. Using quasi-compact linear operator technics, we show the existence
and uniqueness of an invariant measure for these chains, in the case where the iterated
random functions are Lispchitz. We apply this approach to study the asymptotic behavior
of the Diaconis-Freedman chain on [0, 1]. We obtain a necessary and sufficient condition
for the uniqueness of the stationary probability measure. We explore the case where this
condition is not hold and then we show that the invariant probability measures of the chain
are the convex combinations of the Dirac measures oy and d;. We end up with some ideas

for extending the Diaconis-Freedman chain and we conjecture some results about.

Keywords : Iterated random functions; quasi-compact linear operators; Markov chains;

invariant measure ; absorbing compact set ; Recurrence.
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Introduction

Les processus et chaines de Markov sous la forme d’itérées de fonctions aléatoires ou de
systémes dynamiques sont intensément étudiés ces derniéres années. Rappelons que cela
fait suite aux travaux de Doeblin et Fortet (1937), Norman (1972), Fuhrstenberg (1963),...
Kifer (1986) assurant en particulier que toute chaine de Markov peut étre mise sous la
forme itérative. Sous cette forme et suite a ces développements, les processus et chaines de
Markov ont offert un cadre théorique adapté aux théories de 'apprentissage et ont ouvert
la voie a de nombreux champs d’application : fractals (cf. Barnsley et al [3] et Barnsley et
al [5]), traitement d’images (cf. Barnsley et Elton [4]), dynamique des populations, météo-
rologie, actuariat,... Cela a permis, en particulier, I’émergence des techniques de simulation
exacte (cf. Propp et Wilson ([56], [57]) ) réalisant ainsi une avancée remarquable dans les

méthodes de simulation.

Les données un peu simplifiées sont un ensemble F, une suite i.i.d. de fonctions aléatoires
(Fy)n & valeurs dans E et une variable aléaoire X,. Nous nous intéressons alors au processus
(Xn)n défini par Xy et pour n > 1, X,, = F,,(X,,_1). Les F}, sont, souvent, sous la forme
F, = fy, ou f est une fonction de £ x E dans E, avec f,(z) = f(z,y) et (Y,) une
suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans E. Dans les théories de 'apprentissage, en
psychologie on considére quelquefois que les Y,, sont les stimuli et les X, les réponses du
sujet.

Les exemples les plus simples de systéemes dynamiques sont les marches aléatoires sur
les groupes. Dans le cas général (cas ou les fy, sont non linéaires) les méthodes d’étude

changent car les fy, générent en général des semi-groupes et de ce fait les méthodes et
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techniques d’étude des marches aléatoires ne sont pas trés adaptées.

Notre problématique s’insére dans ce cadre. De facon plus précise nous nous intéressons
a la chaine de Diaconis-Freedman, en tant qu’exemple de systéme dynamique o les tran-
sitions sont aussi des fonctions spatiales. Il s’agit de caractériser le comportement limite
de cette chaine dans le cadre général des travaux de Letac [42], Diaconis et Freedman [20],
Kaijser [36],...

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres. Le premier chapitre est composé de trois
parties, dans la premiére partie nous donnons quelques motivations en lien avec la théo-
rie de I'apprentissage pour I'étude des processus itératifs. Nous définissons les systémes
aléatoires a liaisons complétes qui ont servi de modéles généraux pour les théories de 'ap-
prentissage en psychologie. Dans la deuxiéme partie nous faisons une synthése des éléments
de base sur les processus et chaines de Markov a partir de la littérature classique sur le
sujet. Dans la troisiéme partie nous faisons un résumé des travaux sur les itérations de
fonctions aléatoires : Le théoréme de Kifer [38| et sa démonstration, le principe de contrac-

tion de Letac [42], le théoréme de Diaconis et Freedman [20],...

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons quelques résultats fondamentaux et notions
de base sur les opérateurs linéaires. Une grande partie de ce chapitre est consacrée aux
opérateurs linéaires quasi-compacts. Dans le cas particulier o P est 'opérateur de transi-
tion associé a une chaine de Markov (X,,), a espace d’états E compact, alors moyennant
quelques hypothéses, la quasi-compacité de P permet une étude de la chaine (X,,), trés
similaire & celle qui peut étre faite dans le cas ot E est fini (cf. Hennion [29]). Voila
donc l'intérét de la quasi compacité pour ’étude des chaines de Markov. Ensuite nous
donnons une propriété spectrale importante pour ce type d’opérateur et le théoréme de
Ionescu Tulcea et Marinescu sur une condition suffisante de quasi-compacité. Dans la suite
du chapitre on s’intéresse a la définition donnée par Hennion et Hervé [30]. Les proprié-
tés spectrales et structurelles importantes qui s’ensuivent permettent la généralisation du
théoréme de Ionescu Tulcea et Marinescu. Nous terminons le chapitre par une application

faite par Hervé dans [32], de ces propriétés a I’étude des fonctions continues f solutions

4
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de 'équation Pf = pf et des mesures P—invariantes, oll p est le rayon spectral d'un
opérateur linéaire positif et quasi-compact P donné, en se basant sur la notion de com-

pact absorbant. Il s’agit des résultats utiles pour I’étude de la chaine de Diaconis-Freedman.

Dans le chapitre 3, nous étudions une chaine de Markov itérative. Il s’agit de la chaine de
Diaconis- Freedman sur [0, 1] décrivant les mouvements d’une particule entre deux points
attractifs Ag = 0 et A; = 1. Si on note par Z, la position de la particule a I'instant n, n € N
et si & linstant n, Z, = x,x € [0,1] alors & l'instant n + 1, elle se dirige vers 0 avec la
probabilité p(x) ou vers 1 avec la probabilité q(z) = 1 — p(x) et se déplace uniformément
a l'intérieur de 'intervalle choisi.

Au début du chapitre, nous faisons une synthése des travaux réalisés concernant cette
chaine. En utilisant la théorie spectrale des opérateurs linéaires quasi-compact, nous mon-
trons l'existence et 'unicité d’une mesure invariante pour les chaines de Markov générées
par itération de fonctions aléatoires lipschitziennes indépendantes et identiquement distri-
buées. Dans la suite nous étendons ce résultat au cas des systémes d’itération de fonctions
aléatoires, avec dépendance spatiale. Nous appliquons cette approche a ’étude de compor-
tement asymptotique de la chaine de Diaconis-Freedman sur [0,1]. On montre 'unicité de
la loi invariante sous la condition de stricte positivité de p(x). Nous terminons ce chapitre,
qui contient notre résultat principal, par I’é¢tude de la chaine dans un cadre plus général,

en exploitant la notion de compact absorbant.

Le chapitre 4 est consacré a quelques extensions de la chaine de Diaconis-Freedman.
Nous résumons les extensions abordées dans la littérature actuelle concernant la chaine
dans le cas de deux points attractifs. Nous étudions ensuite la chaine de Markov modé-
lisant les mouvements d’une particule attirée par trois points alignés dans des conditions
particuliéres. Nous développons le chapitre par une extension au cas bidimensionnel avec
quelques exemples et nous terminons par une conjecture.

Nous terminons cet exposé par une conclusion et les perspectives ouvertes par cette

étude.



Chapitre 1

Modéles d’apprentissage, processus et
chaines de Markov

1.1 Modéeéles stochastiques d’apprentissage
1.1.1 Historique et motivation

En psychologie 'apprentissage est I’acquisition de savoir faire et de connaissances. Les
modéles d’apprentissage sont classés selon trois principaux courants : le modéle transmissif,

le modéle behavioriste et le modéle socio-constructiviste .

La conception transmissive de 'apprentissage est basée sur 'idée que pour apprendre,
Iapprenant doit étre attentif, écouter, suivre, imiter, répéter et appliquer. Quelques au-

teurs utilisent 'image de la boite vide qu’il s’agirait de remplir, pour définir ce modéle.

Pour le modéle behavioriste, 'apprentissage est vu comme la mise en relation entre une
action provoquée de l'extérieur (stimulus) et une réaction adéquate du sujet qui cause un
changement de comportement significatif. Pavlov fut le premier a expérimenter ce modéle
par ses travaux sur les comportements réflexes ou le conditionnement. Pour rappel, il s’agit
de 'expérience sur un chien qui salive si on active une clochette en méme temps qu’on lui
apporte & manger et qui par la suite fait 'apprentissage de saliver dés qu’on active le
stimulus(clochette). Skinner (1978) a repris cette théorie en 'appliquant a 'apprentissage.

Il met en évidence dans la réponse de l'apprenant, 'automatisation du comportement.
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Il introduit le concept de maintien de la satisfaction par la récompense et découvre un

processus qui "positivise" I'apprentissage :
e stimulus,
e réponse,
e récompense (en cas de bonne réponse ),
e renforcement.

Le renforcement est ici une stabilisation de la connaissance apprise par la répétition d’une
réponse correcte donnée. Le principe qui sous-tend cette approche est que I’on ne peut pas
connaitre complétement les processus internes (dans le cerveau). On doit alors s’appuyer
sur 'expérimentation et ses données (stimulus et résultat). [’apprentissage apparait alors
comme un mécanisme. On résume souvent le behaviorisme dans ce schéma simple :
Stimulus — Formation — Rsultat.

Quant au modéle socio-constructiviste issu des recherches de Piaget (1925), contraire-
ment au modéle précédent, il considére que I'on peut étudier ce qui se passe dans la boite
noire (le cerveau). Piaget pense que la connaissance se construit. Ce modéle a été développé
aussi par 1’école russe de psychologie, en particulier par les travaux de Vygostsky, Leontiev
(cf. [39]) et d’autres qui considérent que les connaissances se construisent par l'activité.
Pour eux, on apprend mieux par les interactions de groupe qui permettent les échanges
d’expériences.

Dans le courant behavioriste, le besoin d’'un modéle quantitatif pour I'analyse des si-
tuations expérimentales a donné naissance aux modéles mathématiques d’apprentissage.
L’adaptation de ces modéles, pour tenir compte de la variation des stimuli et des réponses,
est formalisée dans les modéles stochastiques d’apprentissage. Ces modéles sont apparus
dans les travaux de Bush et Mosteller (1955) sur la théorie des modéles linéaires, Este
(1950) sur la théorie de I'échantillonnage des stimuli... Pour plus de détails le lecteur peut

consulter Norman [46] et ses références pour une bonne bibliographie sur le sujet.
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Par la suite certains de ces modéles ont trouvé leur cadre naturel dans des théories
mathématiques. C’est le cas du modéle stochastique d’apprentissage dans le cas marko-
vien. Dans ce modéle, les données sont un espace des états(réponses) et un espace des
paramétres(stimuli) et une procédure qui permet de relier ces deux espaces. Les systémes

a liaison complétes en sont une premiére formalisation.

1.1.2 Systémes aléatoires a liaisons complétes

Soient (E, &) et (F,F) deux espaces mesurables et p : E X F — [0,1] un noyau de
transition de (E,&) dans (F,F) ( i.e. pour z € E, p(z,.) est une probabilité sur F et
pour tout B € F, p(.,B) est £E— mesurable ). Soit T : E x FF — E une application
E x F mesurable. Le systéeme ((E, &), (F, F),p,T) est appelé systéme aléatoire (homogéne)
a liaisons complétes. Le processus Z = X, Yy, X1, Y], ... des variables aléatoires sur un
espace de probabilité (€2, A, P) est appelé processus associé au systéme ((E,E), (F, F), P,T)

si X, et Y,, prennent leurs valeurs dans (F, &) et (F, F) respectivement,
X1 = T(X,,Y,) (1.1)

et
VAe F IP’(Yn € A/Xn,Yn,l, ) = p(Xn,A) (1.2)

presque strement(p.s). Les processus X = (X,,), et Y = (Y},),, sont appelés processus des
états et processus des indices (événements) respectivement, (E, £) est 1'espace des états et
(F, F) est I'espace des indices (événements). La loi 1 de X, est la loi initiale du processus
associé au systéme ((E, &), (F, F),p,T).

Le concept de systéme aléatoire & liaisons complétes a été considéré dans la littérature
comme modéle général dans la plupart des modéles stochastiques d’apprentissages. Dans
ce contexte X, caractérise la réponse du sujet a I'essai n et ’événement Y,, est la cause
qu’on considére comme un stimulus qui affect la réponse du sujet.

C’est le cadre général des processus itératifs adapté aux théories de L’apprentissage.
Nous nous intéressons & des modéles de chaines de Markov de ce type, sous des hypothéses

plus restrictives et plus naturelles.
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1.2 Processus et chaines de Markov

Nous rassemblons ici quelques outils de base sur les chaines de Markov.

Définition 1.1. Soit (E,E) un espace mesurable. Une application P : E x & — [0, 1] est

un noyau de transition sur E si :
1. Pour tout x € E, Uapplication P(z,.): E — [0,1] est une probabilité sur (E,E) ;
2. Pour tout A € &, Uapplication P(.,A): E — [0, 1] est mesurable.

Définition 1.2. Soit (E,E) un espace mesurable et o une mesure de probabilité sur E.
Un processus aléatoire (X)), défini sur l’espace probabilisé (2, A,P) et o valeurs dans F,

est une chaine de Markov d’espace des étals E el de loi iniliale jy st :
1. pg est la loi de Xq;
2. Le processus (X,,)n vérifie la propriété de Markov i.e. VA € £,¥n >0, on a

]P)[XnJrl € A|Xn7 B Xla XO} = P[Xn+1 € A‘Xn] p-s.

L’application P : E x &€ — [0, 1] définie par
VA€ &, P(X,,A) =P[X,1 € AIX,)]

est le noyau de transition de la chaine (X,,),. La chaine (X,,), est dite stationnaire ou

homogéne si son noyau de transition P ne dépend pas de n.

Remarquons qu’étant donnée une chaine de Markov on peut lui associer un noyau de
transition P. Réciproquement si on a un noyau de transition on peut lui associer une chaine

de Markov (cf. Neveu [46]).

Proposition 1.1. Soit (X,,), une chaine de Markov homogéne d’espace des états E de loi

initiale g et de noyau de transition P sur (E,E). Alors ¥ Ag, Ay,--- A, € €,

]P(Xg € Ay,... X, € An) = /
A

uo(dxo)/A P(xo,dxl).../A P(z,_1,dx,). (1.3)

9



Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

Démonstration. Il suffit de vérifier I’équation (1.3) par récurrence sur n. Pour n = 0,

c’est évident car P(XQ S Ao) = /,L()(Ao) = / /Lg(dl’o)
A
Pour n =1, ’

P(X, € A, X, € A)) = / P(X, € Ay|X,)dP
{X()EA()}
= / ]P(Xl S AllXO = l’o)uo(dfﬂo)
Ag

— /AO [/Al P(X € da1|Xo = 2o)] po(dao)

_ /A i) /A Pla ),

La formule générale s’en suit par récurrence. O

Remarque 1.1. Cette proposition montre, en particulier, que le noyau de transition P

caractérise complétement la chaine de Markov (X,),.

Définition 1.3. Soit (X,,),, une chaine de Markov sur E, de noyau de transition P. Soit
(Fn)n une filtration i.e. une suite croissante de sous-tribus de A . On appelle temps d’arrét
ou temps markovien relativement a la filtration (F,),, toute variable aléatoire T & valeurs
dans N U {400}, tel que

VneN, {r<n}eF,.

La tribu définie par
F.={Ae A VneN, An{r<n}eF,}
est appelée tribu engendrée par T ou tribu des événements antérieurs a .

L’espace produit (E*, &) est défini par 'ensemble E* = [[X, E; avec E; = E Vi,

muni de la tribu engendrée par les ensembles cylindriques E.

Proposition 1.2 (Propriété de Markov forte). Avec les notations ci-dessus, soit (X, ),
une chaine de Markov sur E de noyau de transition P el 7 < oo un temps d’arrét relati-

vement a la filtration naturelle (F,), i.e. F, = 0(Xo, -+ X,). Pour B € &, on a alors
P[(X,, X,41,...) € BIF,] = P[(X,, Xr41,...) € BIX,].

10
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Démonstration. Soit A € F,, on a

P{(X:, Xr1,..) €B, Al = Y P(X;, X;41,..) €B, A, 7=1]

n=0

n=0
Comme AN {7 =n} € F, alors
P{(Xy, Xos1, ) € B, A, 7=n] — / P{(Xy, Xos1, ) € B|Xo, ... Xy)dP
An{r=n}
_ / P{(X,, Xos1,...) € B|X,]dP,
An{r=n}

d’apreés la propriété de Markov.

Soit alors ¢ la fonction définie par p(X,,) = P[(X,, Xy+1, ...) € B|X,]. Nous avons donc

o0

P[(X,,X,11,...) € B, A] = Z/A{ }IP[(Xn,Xn+1,...)EB|Xn)d]P>
n=0 MT=n

= Y [ tmmetxar
n=0 A
~ [ et
A
On a donc par unicité de la probabilité conditionnelle
P(X,, X;11,...) € B|F] = ¢o(X,) =P{(X,, X;11,...) € B|X,]

O

Soit (E, &) un espace mesurable, (X,,), une chaine de Markov d’espace des états E
de loi initiale o et de noyau de transition P sur (F,E). Pour f mesurable et bornée,

définissons l'application f +— P f en posant

mezéﬂwMa@»

De méme, pour toute mesure bornée p soit 'opérateur p — pP, défini pour B € &, par

pP(B) = [ n(do)P(e.B)

11



Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

Soient M, (E) 'espace des fonctions mesurables et bornées et My (E) l'espace des mesures
bornées sur (E,E).
Définissons le crochet de dualité < p, f > pour u € M,(FE) et f € M,(E) par

<p, [ >=p(f) = /fdu-

Les deux opérateurs définis ci dessus opérant le premier sur 'espace M,(E) le deuxiéme

sur l'espace M, (E) sont adjoints I'un de 'autre i.e.
Vu € My(E), Vf € My(E); < p, Pf >=< uP, f > .

Si on définit les itérés P"(z,.) de P(z,.) en posant P°(x,.) = §, et pour n > 0,

P"(xz,B) = / P(x,dy)P" *(x, B)
E
alors on peut considérer les opérateurs P™ en posant, pour toute fonction mesurable et

bornée sur F,

P f(x) = /E f ()P (x, dy)

De méme, on peut considérer les opérateurs P" en posant, pour toute mesure bornée p

uP"(B) :/E,u(dx)P”(a:,B) :

L’étude des opérateurs P et P" pour la chaine de Markov (X,,), est intéressante car

nous avons immédiatement

P X,im € B|X,| = P"15(X,) = P™(X,, B),

E[f(Xn-i-MNXn] = me(Xn)

et si L(X,) = p, est la loi de X,,, alors pour m > 0,

Pnm = L(Xnim) = pn P™ .

12



Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

Définition 1.4. Une mesure v sur (E, &) est dite P-invariante ou est une mesure station-

naire pour la chaine de Markov (X, )n, si
v(B) = / P(z,B)v(dx) VBE€E.
E
De facon équivalente, v est P- invariante si

t@wwwmzéﬂwmu Vf € My(E).

ot My(E) est Uespace des fonctions réelles bornées et mesurables sur E.
Un ensemble B € & est dit stochastiquement fermé ( ou invariant ou absorbant ) pour P
s’il est non vide et P(x, B) = 1 pour chaque x € B. Une mesure invariante v est ergodique

siv(B) =0 ouv(B) =1 pour tout ensemble stochastiquement fermé B.

Une mesure stationnaire pour la chaine (X,,), est un point fixe pour I'application P

définie sur 'espace M(E) des mesures signées sur (F, ) par

pP(B) = [ (do)P(s.B). Y e M(E).
E
Une mesure invariante n’est pas toujours une loi.

Un des critéres importants pour vérifier si une chaine de Markov de noyau P admet

une mesure invariante est la propriété de Feller que nous définissons, ci-dessous.

Définition 1.5. Soit E' un espace métrique. L’opérateur P a la propriété faible de Feller si,
pour toute suite (x,) de E convergente vers un élément x de E et toute fonction continue

et bornée f sur B on a

/Ef(y)P(xmdy) —>/Ef(y)P(fE,dy) quand n — 0.

Dans le cas ou cette propriété est vraie pour toute fonction f mesurable et bornée, on dit

que Uopérateur P a la propriété de Feller forte.

Théoréme 1.1 (Lerma et Lasserre [41]). Soit E un espace métrique compact et (X)),
une chaine de Markov d’espace des états E de noyau de transition P. St P a la propriété

de Feller faible alors il admet une mesure invariante.

13
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Théoréme 1.2 (Lerma et Lasserre [41]). Soit E un espace métrique localement com-
pact et séparable. Soit (X,,), une chaine de Markov d’espace des états E et de noyau de
transition P. Supposons que P a la propriété de Feller faible. Soit fy une fonction continue,
strictement positive et tendant vers 0 a Uinfini. S’il existe un nombre réel positif b et une

fonction mesurable g : E — RY non identiquement nulle tels que
Pg(z) < g(x) —1+bfo(x) VzeE,
alors il existe une mesure P-invariante.

Définition 1.6. Soit (X,,), une chaine de Markov & espace d’états dénombrable E et
irréductible. Pour x € E un état, soit 7, la variable aléatoire & valeurs dans N = NU{oo}

définie par :
inf{n >0/ X, =a} si | fw/Xn(w) =2} # 0

Ty =

+00 si U{w/Xn(w) =z} =10

T, est le premier instant d’entrée dans l’état x, pour la chaine (X,,),.
On dit qu’un état © € E est :
o récurrent pour la chaine (X,), si P, < oo |Xog=1z] =1,
e transient pour la chaine (X,), si P[r, < oo |Xo=2z]=0.
Une chaine de Markov irréductible est dite transiente (resp. récurrente) si elle admet

un état transient (resp. récurrent).

Dans le cas oit E n’est pas dénombrable, nous précisons ces propriétés ci-dessous (cf.

Meyn et Tweedie [58]).

Définition 1.7. Soit (X, ), une chaine de Markov & valeurs dans l’espace mesurable (E,E)
quelcono%ue. Pour A € £ , soit na la variable aléatoire & valeurs dans N définie par :
Na = Z Lix,ca}, na est le nombre de visite de A.
L’eﬁlemble A est dit : .
o uniformément transient si E,(na) = Z P'(z,A) < oo Vxe A,
n=1

14
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o récurrent si E,(n4) = Z Pz, A) =00 Vx € A, ou P'(x,A) =P(X, € Al Xy =),
n=1

e Harris récurrent si Py(na = o0) = 1,

e transient s’il peut étre recouvert par une famille dénombrable d’ensembles uniformé-

ment transients.

Définition 1.8. Soit ;1 une mesure o—finie sur E. Une chaine de Markov (X,,), & espace

d’états E et de noyau de transition P est dite p— irréductible si, pour tout A € & tel que

u(A) >0, on a ZPk(SU,A) > 0 pour tout x € E.
k=1
Théoréme 1.3 (Meyn et Tweedie [58]). Pour toute probabilité de transition P d’une

chaine de Markov, - irréductible, deux cas seulement sont possibles

a) Ou bien E est transient c’est a dire il existe une famille dénombrable d’ensembles A; qui
forment une partition de E, telle que tout ensemble A € £ ou A C A; pour certain j

est uniformément transient. La chaine est alors dite transiente.

b) Ou bien tout ensemble A € &, tel que pu(A) > 0 est récurrent; la chaine est alors dite

récurrente.

1.3 Processus itératifs

Une chaine de Markov est dite itérative si elle est construite par itération de fonctions
aléatoires. Plus précisément, soient (E, &) et (F, F) deux espaces mesurables et (7},), une
suite de fonctions aléatoires & valeurs dans E indépendantes et identiquement distribuées.
Pour X, une variable aléatoire a valeurs dans E et indépendante des T, le processus
(Xn)n>o défini par

Xoet V'n>0, X, :=T1(Xn).

est une chaine de Markov itérative, appelée aussi chaine associée au systéme d’itération de
fonctions (T,,)n>1.
Dans la littérature, souvent on considére 'application

T : EXF —FE
(.T, y) = T(.CE, y) = Ty('r)v

15
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et les T), sont alors spécialisées sous la forme T,, = Ty, ou (Y,,), est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans F.

La proposition suivante montre que (X, ),>o est bien une chaine de Markov.

Proposition 1.3. Avec les notations ci-dessus, si ju est la loi des Yy, alors (X)), est une

chaine de Markov de noyau de transition P défini pour x € E et A € €, par
P(x,A) =P{Ty,(z) e A} =p{y € F, T,(x) € A}

Démonstration.

Montrons que (X,,) vérifie la propriété de Markov i.e.

VA e g, V’I’L, ]P)[Xn—i-l S A|Xn, Xo—1, ..., Xo] = ]P)[X,H_1 S A|Xn}
Calculons P[X,, 11 € A| X, ..., Xo|, Vn
Par définition de la probabilité conditionnelle P[X,, 1, € A|X,,, X,_1,..., Xo] est 'unique
variable aléatoire o[X,,, X,_1..., Xo] mesurable qui vérifie V A, B,, B,_1, ... ,By € &.
P[Xn+1 € A, X, eB,, ..., Xy€ BQ} = / ]P)[Xn—i-l S A|Xn, Xo—1, ..., Xo]d]P)
{XneB'ru ceey XOEBO}
= / E[ILA(XH-FI)‘X?w Xn—17 cee XO]dP
{X'nEBn7 ceey XOEBO}
- / 14(Xps1)dP
{Xn€Bn, ..., Xo€Bo}
_ / P[X,11 € A|X,]dP
{XnGB'ru ceey XOGBO}
Donc si (X, Xn_1, ... , Xo) est une fonction mesurable dans R tel que
SO(Xna Xn—17 ety XO) = P[Xn—i-l S A’X’na Xn—lv ceey XO}
Alors
P(Xuy X1y o, Xo) = P[Xoiy € A|X,] ps.

Par unicité de la probabilité conditionnelle, on a :
P X, € Al Xy, Xoo1,..., Xo] =P[X,11 € 4|X,].
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Calculons le noyau de transition de la chaine (X,,),.
Par définition de la probabilité conditionnelle VA € &, P[X,, 11 € A|X,] est 'unique

variable aléatoire (X, )-mesurable qui vérifie :
VBeE P[X, €A, X, €B| = / P[X,1 € A| X,]dP
{X.€B}

Cette variable aléatoire étant o(X,)-mesurable, il existe une fonction ¢ : E — [0, 1]
mesurable telle que

P[Xot1 € A| X,] = ¢(X5).

Donc, avec cette notation, pour Aet B € & :

P[XnJrl € A7 Xn € B] = / @(Xn)d]P)
{XneB}

_ / E[14(Xps1) | X,JdP
{Xn,eB}

{XneB}

= / / Lz, (0)eny(@)PIX, € dz, Yigy € dy]

Par indépendance de Y, et X,,, nous avons :

//]l{T_l )PIX,, € dz, Y11 € dy] //]I{T—l JP[X, € dz] - P[Y, 11 € dy]

En appliquant le théoréme de Fubini, nous aurons :

H{Ty(:p)eA}]P)[Xn - da:],u(dy)
B

PIX, € dx]/ ]I{Ty(ac)EA}(x):u(dy)
E

/ / Lz, (e (2)P[X, € dz] - P[Yoqq € dy] =
FEJB

PIX, € dz|p{y € F, T,(x) € A}

I
—

Par unicité de ¢

Pz, A) =P X, €Al X, =z]=w{ye F, T,(x) € A}, z€E, Ac&
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Ainsi nous venons de montrer que tout systéme d’itération de fonctions aléatoires i.i.d
définit un processus de Markov. La question inverse a savoir est ce que tout processus de
Markov, peut étre construit par itération de fonctions aléatoires est tout a fait naturelle.

Le théoréme suivant répond a cette question par I'affirmative.

Théoréme 1.4 (Kifer [38]). Soit E un sous ensemble Borélien d’un espace Polonais i.e.
un espace métrique complet et séparable. Alors, pour toute famille de mesures de probabilité
{P(z,.), z € E} tel que lapplication x — P(x, B) est mesurable pour tout Borélien B de
E, il existe une mesure de probabilité p sur lespace des applications mesurables T de E
dans E vérifiant :

u{T, T(x) € BY = P(x, B)
pour tout x € E et B € £, ou & est la tribu des Boréliens de E.
Démonstration. Nous reprenons ici la preuve de Kifer |38] et nous renvoyons le lecteur

a [7], [2] et [9] pour d’autres variantes du théoréme et leurs démonstrations.

La démonstration se fait en deux étapes.

i) On suppose dans un premier temps que £ = [0, 1] = L. Soit ® l'application de I x I — 1
définie par :

®(z,y) = inf{y; P(x,[0,7]) >y}

L’application x — ®(x,y) est mesurable pour chaque y € I. En effet,

{z,®(x,y) > a} = {z,inf{y; P(z,[0,7]) 2y} >a}

= {z; P(z,[0,d]) <y}.
I'ensemble {z; P(x,[0,a]) < y} est mesurable puisque I'application x +— P(z, B) est
mesurable pour tout Borélien B € £.
Soit A la mesure de Lebesgue sur I, comme
My el ®(x,y) >a} = Myel; inf{y; P(z,00,7]) >y} > a}
= Myel; P(z,[0,a]) <y} =1-P(z,[0,d])
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alors My eI, ®(z,y) € [0,a]} = P(z, [0, al).

Par suite pour tout Borélien A de I on a
My el; &(z,y) € A} = Pz, A).
Ceci prouve le théoréme dans un cas particulier.

ii) Dans le cas général ou E est un sous ensemble Borélien d’un espace Polonais, on utilise
le résultat suivant : £ est mesurablement isométrique a un Borélien de T = [0, 1],
c’est- a -dire qu’il existe une application mesurable injective ¢ : E — 1 tel que
[' = ¢(F) est un sous ensemble Borélien de I et ¢! : T' — E est mesurable. Pour la
démonstration de ce résultat nous renvoyons le lecteur a [7] et [9]. Pour tout z € E

définissons une mesure de probabilité ﬁ(x, .) sur I par
Bz, A) = Pz, o (ANT))

oll A est un Borélien de L.

Pour tout x € E et tout y € I posons

b(x,y) = inf{7; P(x,[0,7]) = y}.

Vsur T et ¢ = 2o sur I\ T ol zy un

Soit ¢ : I — FE une application tel que ¢ = ¢~
point dans F, alors I'application T}, := 1 o 5(x, .) définie de E' dans E est mesurable
pour chaque y € I. Ainsi nous obtenons une application g de I dans 'espace M des
applications mesurables de E dans E définie par ¢g(y) = 7,. L’application ¢ induit
une structure de mesurabilité sur M, de cette facon : un sous ensemble A C M est

mesurable si g71(A) est un sous ensemble borélien de I. Pour tout A € M tel que

g 1(A) est un sous ensemble borélien de I, on pose
u(A) = Mg~ (4)).
Comme précédemment on montre que :

My el; ®(z,y) € A} = P(x, A).
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De plus Pour tout B € £ on a:

w{T, T(z) e B} = Myel, T,(z)eBY=Myel; ¢(z,y) € v (B)}
= P(z,97'(B)) = Pz, (T Ny~ (B)))

= P(z,¢7'(¢(B))) = Pz, B).

Ce qui prouve le théoréme dans le cas général. O

La construction de tout processus de Markov comme composition de fonctions aléatoires

continues est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.5 (Kifer [38]). Soit E un espace métrique connexe et localement compact.
Supposons que lapplication x — P(x,.) de E dans l’espace P(E) des mesures de probabilité
sur E est continue en respectant la topologie faible sur P(FE). Si pour tout x € E le support
de P(x,.) est E tout entier alors il existe une mesure de probabilité p sur l’espace C(E, E)

des applications continues de E dans E vérifiant :
u{T, T(2) € B} = P(x, B)
pour tout v € ' et B € £.

Les chaines de Markov itératives sont a la base des méthodes de simulations exactes
introduites par Propp et Wilson (cf. [56] et [57] ). Cela a été une révolution dans les
méthodes de simulation. Le théoréme suivant éclaire un peu la situation. Etant donné une
mesure v continue sur R, de fonction de répartition W le théoréme suivant construit une

chaine de Markov dont v est la loi stationnaire.

Théoréme 1.6 (Stenflo [62]).  Une loi de probabilité v continue définie sur R, de

fonction de répartition ¥ est une mesure stationnaire d’une chaine de Markov associée a

un systéme d’itération de fonctions aléatoires (IFS) généré par les applications monotones

fi(x) == Ut ou; 0o U(x), pour tout x tel que W(x) > 0 el pondérées par les probabilités
1 i—1

pi = — ot u;(u) = -

k

, 0<u<l, i=1,2,---  k, pour tout k > 2.

NS
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Exemple 1. Soit v la mesure de probabilité de fonction de densité, par rapport a la mesure

de Lebesgue, la fonction triangulaire d avec

T 0<z<1
mﬂ:{Q—xleﬁZ

Le théoréme assure que la mesure v est la loi stationnaire de la chaine de Markov (X,,),

obtenue par itération des fonctions

{\% 0<z<1

V2r—% -1 1<z<2,

fi(z) =

2—4/1-% 0<z<1
folz) = .
2—/2-2z+%5 1<x<2

choisies uniformément.
Les figures suivantes illustrent bien la convergence de (X,,), vers la loi triangulaire.

n=1000000
1.6 4

1.5

0.9 4
14

1.3 0.8

1.2 4

1.1 074

1+
06
0.9 4
0.8 4 05 4
07 4
04
06

.
0.5 4--- 0.3 4
0.4 4
03 4
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0.1+

Figure 1.1 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 1000 et n = 100000 de la loi de X,,.

1.6 1.8 2 2.

o

0 -

21



Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

1.4 Mesures invariantes et convergence des processus
itératifs

Dans cette section nous nous intéressons aux conditions sur les 7;, pour lesquelles la
chaine itérative (X, ),>o admet une limite éventuelle ou admet une mesure stationnaire.
C’est a dire on s’intéresse au comportement limite de la chaine (X,,),>0. De nombreux
travaux ont été consacrés a la recherche des mesures stationnaires pour de tels processus.

Nous présentons ici les principaux résultats.

Proposition 1.4. Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. S’il existe deux
fonctions réelles [ et g de la variable réelle x, f mesurable et g dérivable et de dérivée
g < 1 sur R tel que T,(x) = f(y) + g(x) pour x et y € R, alors le processus (X,(x)),
défini par

Xo =, Xpp =1y,

n+1 (

Xo)

converge en loi.

Démonstration.

Définissons le processus (H,(z)),, pour x € R, en posant
Hy =z et pour n >0, Hy,(x) =Ty, 0Ty, 0--- 0Ty, (x)

Remarquons que le processus (H,(z)), n’est pas une chaine de Markov en général. Si g
est dérivable et de dérivée ¢’ < 1, alors (H,(x)), est une suite de Cauchy p.s. Par suite
(H,(x)), converge p.s. Il s’en suit qu’il converge en loi. Comme les processus (H,(z)), et

(X, (z)), ont la méme loi, la proposition, est donc établie. O

Dans le cas ou les 7;, sont continues et £ localement compact, nous avons par exemple

le théoréme suivant basé sur le principe de contraction.
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Théoréme 1.7 (Letac [42]). Soient (E,&) un espace mesurable avec E localement com-
pact et B sa tribu borélienne, (F,F,u) un espace de probabilité et T : E x F — FE
une application mesurable par rapport a la tribu € @ F tel que pour tout y fixé dans F,
x> Ty(x) =T(x,y) est continue. Soit alors (Y,), une suite de v.a. i.i.d a valeurs dans F
de loi u, et Xy une variable aléatoire a valeurs dans E indépendante de (Y,)n. Soit (X))

la chaine définie par Xy et pour n > 0 par

Xn+1 = T(Xm YnJrl) s

et (H,), la suite de variables aléatoires définie par H, = Ty, o Ty, o --- o Ty, (Xp).
Notons H,, par H,(z)(resp X, par X, (z)) lorsque Xog = x. Si H = lim H,(x) existe p.s.
el ne dépend pas de x alors si v est la loi de H, elle est unique et (X,,), admet v comme

mesure stationnaire.
La démonstration du théoréme repose sur la proposition suivante.

Proposition 1.5 (Letac [42] ). Awvec les notations ci-dessus, soit v, la loi de X,(x) i.e.
v, = L(X,(x)). Sila suite (v,), converge étroitement vers une mesure v indépendante de

x, alors v est une lot P- invariante.

Démonstration de la Proposition. Nous reprenons et détaillons ici les idées de la preuve
de Letac [42]. Soit C,(E) 'ensemble des fonctions a valeurs réelles continues et bornées sur

E.

On a (v,) converge étroitement vers v c¢’est a dire :

Vg € Cy(E) /Eg(x)un(d:v) — /Eg(x)l/(dx).

Soit g € Cy(E). Montrons que pour tout n > 1 on a

/E g va(dicr) = /E 0(T ) (de () (1.4)
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En effet :

vn(diy) = PIXo(x) € dan] = P[Ty. (X0 1 (2)) € dan] = / P(X1(x) € T Y(da), Y, € dy).

F

Par indépendance de Y,, et X,,_; on aura

nlden) = [ PLs() €T, Ao letdy) = [ vaea (T (don)) (),

donc

[ atwwatan) = [ [ a@@mni@nnn = [ o))

Montrons maintenant que I'application :

xreﬁmnmmmw>

est continue sur E.
Par hypothese, la fonction x — T}, (x) est continue. Donc, si (z,), est une suite conver-

gente vers x; alors

Ty(zn) = Ty(1).

D’autre part, g est continue. Donc

lim g(T,(2,)) = g(lim T, (xn)) = g(Ty(1)).

n—o0 n—oo

Comme g est bornée, par convergence dominée, on obtient :

i [ Ty )utdn) = [ T o(Ty(etdy) = [ oTya)utin)

Ainsi la fonction

) —>/g(Ty($1)),u(dy) est continue.
F

En passant a la limite dans I’équation (1.4), on aura :

4wmwmo=/ 9T, (1)) (dar ) (). (15)

ExXF
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Car d’une part, on a :

lim [ glay)vn(dar) = / g1 )(dry)

n—oo E E

puisque g € Cy(E) et (v,) converge étroitement vers v.

Et d’autre part, on a :

im [ g(T (@) vnon (der)i(dy) = /

n=o JExF E

[ ot eputan)]vian)

(car 2y = [, g(Ty(z1))pu(dy) est dans Cy(E) et (v,) converge étroitement vers v).
Comme FE est localement compact, ’équation (1.5) reste valable pour ¢ = 1, B € &.

Ainsi en remplacant g par 1z dans la relation(1.5 ), on aura

[ asteptdn) = [ AT @)ide)utdy

ExXF

donc

VB eé&, v(B) :/EP(ajl,B)l/(dazl).

Cette derniére égalité montre que v est P- invariante.
Il reste a montrer que v est unique. Soit vy une autre loi stationnaire pour la chaine
(X,). Alors, si vy = L£(Xj) on obtient
vy = L(Xo) = L(X,,(Xp)) —— v etdonc v=1y. O

n—o0

Démonstration du théoréme. Nous avons,

lim H,(x) = H = lim L(H,(x)) = L(H).

n—oo n—oo

Comme

et d’aprés la proposition 1.5 on déduit que v = L(H) est P- invariante. O
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Exemple 1.1. Considérons les deux applications affines f; et fy définies de [0, 1] dans [0, 1]

par fi(z) = 3z et fo(x) = 2 + 3. Soit Xj est une variable aléatoire & valeurs dans [0,1].
On considére la chaine de Markov itérative (X,,),, obtenue & partir de X en composant les
deux applications f; et fo pondérées par les probabilités p et 1 — p respectivement.

La chaine (X,,), est donc définie par X, et pour n > 0
Xn+1 = TnJrl(Xn)

tel que Vn e N, P{T,,;1 = fi} =pet P{T, 1= fo} =1—p.
Ainsi si (Y},),, est une suite de variables aléatoires i.i.d de loi de Bernoulli de paramétre

p sur {0, %} et indépendantes de Xy, alors (X,,),, est donnée par

Xn+1 = Tn+1(Xn) = TY,LH(Xn)

1
ol Tyn(l') = %l’ + Yn i.e. XnJrl = §Xn + Yn+1.

En calculant H,(z) = Ty, o Ty, o --- o Ty, (x) pour z € [0, 1], on obtient

T = Yk
Hy(x) = on T Z ok—1"
k=1

Comme |Y;| < 3, on a

n—-+oo 2

— Y
lim Hn(x)zz ]:1 p.s.
1

La limite de H,(x) existe donc presque stirement et ne dépend pas de x. D’aprés le théo-

réme précedent, on conclut que (X,,),, admet une unique loi stationnaire v.

Il a été démontré dans Bhattacharya et Majumdar [9] que v est une loi continue. Lorsque
p= %, elle est la loi uniforme sur [0, 1]. Ci-dessous quelques simulations pour illustrer ce

résultat.
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Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

n=10000 et p=0.5 n=1000000 et p=0.5

Figure 1.2 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 10* et n = 105

de la loi de X,,, pour p = 1/2.

n=100000 et p=1/3 n=1000000 et p=1/3

Figure 1.3 : Histogrammes des échantillons de tailles n = 10* et n = 105

de la loi de X,,, pour p =1/3.

Nous signalons que Benaim et El Karaoui |7] ont fait une étude plus générale de ce type de
chaines. Ils ont étudié la chaine (X,,), obtenue en composant aléatoirement les fonctions

filx)=ax—1et fo(x)=ax+1.1e. Xy1=aX, £1lonaeRet|a|<1l. O

Diaconis et Freedman [20] généralisent le théoréme 1.4 aux cas ou les 7, sont des
fonctions lipschitziennes et contractantes en moyenne et montre la convergence géométrique
de la chaine au sens de la métrique de Prokhorov. Avant d’énoncer leur théoréme nous

donnons quelques définitions.
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Chapitre 1. Modéles d’apprentissage, processus et chaines de Markov

Définition 1.9 (Distance de Prokhorov). La distance de Prokhorov de deur mesures de

probabilité et v sur la tribu borélienne € d’un espace métrique (E,d) est définie par :
dr(p,v) :=1inf{e >0/ VA € E,u(A) <v(A)+¢€ et v(A) < pu(A°) + €},

ot A¢ désigne ['ensemble des points de E dont la distance a A est strictement inférieure a

€.

Définition 1.10. Une wvariable aléatoire U est dite a queue algébrique s’il existe deux

constantes positives a et (3 telles que pour u > 0 assez grand

P{U > u} < ﬁ
ua
Soit (£, d) un espace métrique complet et séparable et (T}),cr une famille de fonctions

de F dans FE lipschitziennes de rapport K, i.e.
Ve, o' € E, d(T,(x),T,(z")) < K,d(z,z").

Soit (Y},), une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi p, a valeurs dans F. Considérons
la chaine de Markov (X)), définie par X, une variable aléatoire indépendante des Y,, et a
valeurs dans E et pour n > 0

X, =Ty, (X,1).
Soit (H,), la suite de variables aléatoires définie par H,, = Ty, - Ty, - - - - - Ty, (Xo). On note

Théoréme 1.8 (Diaconis et Freedman [20]). Soit (E,d) un espace métrique complet
et séparable. Soit {T, : y € F} une famille de fonctions de E dans E lipschitziennes de
rapport K,, et p une loi de probabilité sur I, tels que

/Ky,u(dy) < 00, /d(Ty(xo),xo)u(dy) < 00 pour tout xg € E et /log K, p(dy) < oo.
Alors,

1. la chaine de Markov (X,,), admet une probabilité stationnaire v unique.
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2. Il existe des constantes 0 < A, < oo et r €]0, 1] telles que

Vn €N, Vz € B, d.(Py(z,.),v) < Ag™

3. La constante v ne dépend pas de n ou de x ; la constante A, ne dépend pas de n et

A, < a+bd(z,xy) avec 0 < a,b < oo.

Proposition 1.6 (Diaconis et Freedman [20]). Sous les conditions du théoréme 1.8,
la suite (H,) converge p.s. & vitesse exponentielle vers une variable aléatoire de loi v. La

loi v est la loi stationnaire de la chaine (X,,),.

Soit maintenant Lip(E, E') 'espace de Banach des fonctions lipschitziennes et continues
de E dans E. Soit p une mesure de probabilité sur Lip(£, E). On considére la chaine (X,,),
définie de la fagon suivante. Si Xy = z on choisit T} avec la loi p et on calcule X; = Ty (x)

de méme on choisit T avec la loi p et on calcule Xy = T5(X;) et ainsi de suite....

Proposition 1.7 (Diaconis et Freedman [20]). Supposons que les conditions suivantes

sont satisfaites :

d(T(z), T
1) la variable T — Kr := sup M
z,y€EE d(x,y)

7Y
i.e. il existe a et (B tel que pour u assez grand

est a queue algébrique relativement a p

B

ue

IU’{T7 KT 2 U} S

2) Fizons un point xg € E et supposons que la variable aléatoire f — ((T) = d(T' (o), xo)
est ausst a queue algébrique.
3) log(K7)u(dT) < 0, en admettant que cette intégrale peut prendre —oo
Lip(E,E)

Alors

1. La chaine de Markov (X,,), admet une probabilité stationnaire v unique ;

2. Le processus (H,) associé converge p.s. a vitesse géométrique et sa limite ne dépend

pas de x.
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Wu et Shao dans [64] ont reprit le travail de Diaconis et Freedman en remplacant les
conditions du théoréme 1.8 par des conditions plus générales et montrent la convergence
de la suite itérative au sens de la contraction en moyenne géométrique.

Soit (F,d) un espace métrique complet et séparable, de tribu Borélienne £ et (Y},),, une
suite de variables aléatoires i.i.d de loi u, & valeurs dans un espace mesurable (F, F). Soit
X, une variable aléatoire & valeurs dans E et indépendante des Y,,, considérons la chaine
de Markov (X,,),>0 définie par

Xoet Vn >0, X, =T(X,,Y,) ="Ty,,,(X,),
ouTl : E x F — FE est une application mesurable par rapport a la tribu £ x F. Soit X{)
une variable aléatoire indépendante de Xy et H,(x) =Ty, o Ty, o ... o Ty, ().
Définition 1.11. On dit que X,, est contractante en moyenne géométrique, si il existe
a>0,C=C(a)>0etr=r(a) €l0,1] tels que, pour tout n € N,
E[(d(X,(Xp). X,(X0)))] < O (16)

Condition 1. Il existe 0y € E et a > 0 tels que

Ila60) = E[(d(0, T, 60)))°] = [ (6., T,(60))"n(dy) <
Condition 2. Il existe zp € E, a > 0, r(a) € [0, 1] et C'(a) > 0 tels que
E[(d(Xn(z), X5 (20)))*] < C(a)r(a)"d(z,z0)*, pour tous = € E et n€N.
Théoréme 1.9 (Wu et Shao [64]). On suppose que les conditions 1 et 2 sont satisfaites.
Alors il existe une variable aléatoire Ho, tels que, pour tout x € E, H,(x) converge presque

stirement vers Hu. La limite Hy, est o(Y1,Ya,...)—mesurable et indépendante de x. Par

atlleurs, pour tout n € N
E[(d(Hn(x),Hoo))a] < Cr(a)",
C > 0 dépend uniquement de x, g, 0y et a, et 0 < r(a) < 1. De plus l'inégalité (1.6) est
vérifiée.
Alsmeyer et Fuh dans [1] et Peigné et Woess ([52], [53] ) montrent la convergence de la

chaine itérative sous d’autres conditions sur les 7T;,.
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Chapitre 2

Quelques outils sur la théorie des
opérateurs linéaires.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils sur la théorie des opérateurs linéaires
nécessaires pour I'étude des itérées de transformations aléatoires. L’exposé repose sur les
articles [28], [29] et [59] et également sur les ouvrages [18], [30] et [47]. Dans toute la suite,
(B, ]|.]|) est un espace de Banach sur le corps C des nombres complexes et P un opérateur
linéaire borné de B dans B. L’opérateur identique sera noté I. La norme de 'opérateur P
est notée aussi || P||. L’espace B n’est pas nécessairement un espace de fonctions mais nous
utilisons la notation f pour un de ses éléments. La restriction de P a un sous-espace G est

désignée par Pg.

2.1 Généralités

Un opérateur linéaire continu (borné) II de B dans B est une projection dans B si II
vérifie : 11 o IT = II.
Si Il : B — B est une projection alors I — II est aussi une projection dans B et on a :
kerIT = I'm(I —II) et ImlIl = ker(I —1II).
Un sous-espace fermé F' de B est dit complémenté (dans B) §'il existe une projection
IT: B — B tel que Imll = F. C’est le cas si et seulement si, il existe un sous-espace fermé
H de B tel que

B=F@Hie B=F+HetFNH={0}
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Chapitre 2. Quelques outils sur la théorie des opérateurs linéaires.

Le sous-espace H (respectivement le sous-espace F) est alors appelé le supplémentaire de
F' (respectivement de H) dans B .
Un sous espace G de B est dit P stable (ou P invariant) si P(G) C G.

Définition 2.1. Un opérateur linéaire borné P : B — B est dit compact si pour tout
ensemble bornée A C B, son image P(A) est relativement compacte ( son adhérence est

compacte.)

Définition 2.2. Un opérateur borné P : B — B est dit faiblement compact si toute
suite bornée (f,), de B posséde une sous-suite (f,, )i telle que la suite des images (P fp,)

converge faiblement dans B.

Définition 2.3 (Lerma et Lasserre [41]). Soit (V,||.|lv) un espace vectoriel normé
partiellement ordonné par le cone positif V™ C V (i.e. pour tous vecteurs f et g dans 'V,
f > g si et seulement si f —g € VT ). Un opérateur linéaire P de V dans V est dit :

e Positif si Pf € VT pour tout f € VT,

o contraction si ||Pf|v < || fllv pour tout f € V,

e préserve la norme si ||Pfllv = || f|lv pour tout f € VT,

o Markovien si P est positif et il préserve la norme.

2.2 Théorie spectrale des opérateurs linéaires

Définitions. Le spectre de l'opérateur linéaire P est le sous ensemble o(P) de C défini
par

o(P)={Ae€C/ A\ — P est non inversible}.

Un élément de o(P) est une valeur spectrale de P. Le complémentaire de o(P) est appelé
Uensemble résolvant de P et est noté R(P). Si X € R(P) alors R(\, P) = (\[ — P)™! est
appelé résolvante de P au point \.

Le rayon spectral de P est le nombre p(P) défini par

p(P) = sup{[A]: A € o(P)}
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et on sait que lim |[P"||*'™ = p(P) (voir par exemple [18]).
On dit que X\ est une valeur propre de P si \I — P n’est pas injective.
Le sous- espace ker(A\ — P) est l'espace propre associé & X\. Une valeur propre \ est

dite simple si le sous espace ker(A — P) est de dimension un.

Le sous- espace U ker(\ — P)k est appelé sous espace caractéristique ; la valeur propre
k>1
A est dite d’indice p, si p est le plus petit entier tel que

ker(Al — P)P = U ker(\ — P)*.

k>1
On appelle spectre ponctuel de P, et on note o,(P), l'ensemble des valeurs propres de P.
On appelle multiplicité géométrique de la valeur propre A d’indice p, la dimension de
ker(Al — P) et multiplicité algébrique la dimension de ker(A — P)?.
Le rayon spectral essentiel de P est le plus petit p > 0 tel que le spectre de P en dehors
du disque de rayon p ne contienne que des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie.

Dans le cas des opérateurs compacts nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Yosida [65]). Soit P un opérateur linéaire compact de B. Si \g # 0 n’est

pas une valeur propre de P alors \g est dans [’ensemble résolvant de P.

Si P est un opérateur linéaire compact de B, alors o(P) est soit fini soit infini dénom-
brable ayant 0 comme unique point d’accumulation.

Nous verrons dans la section ci-dessous, que les opérateurs quasi-compacts possédent
des propriétés spectrales aussi importantes.

Le lemme suivant joue un role important dans la suite.

Lemme 2.1 (Hennion et Hervé [30]). Soit Py un opérateur linéaire borné de B et
a > p(Py). 1l existe deux constantes n > 0 et C € R telle que, si ||P — Byl < n alors pour

tout n € N, ||P"|| < Ca™. En particulier limsup p(P) < p(Fp).
P—Py
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Démonstration. Choisissons ng tel que a > ||[Pr°[|Y/"0 > inf | PPV = p(P,). Fixons

n >0 tel que |P — By <n=[P™] < a™.
Soitn €N, n=kng+1[, 0<l<ng,ona

P’ P :
P < il < e < el < o (B0 < on (B2 < o,
« o
I
avec (' = max w 1=0,...,ng — 1}.
Pour |P — By|| < 1, on a p(P) < «, d’ou limsup p(P) < «, la deuxiéme assertion est

P—Py
obtenue en faisant varier . O

2.3 Théorie spectrale des opérateurs quasi-compacts

La quasi-compacité est un outil trés efficace pour ’étude, dans un cadre aléatoire, des
itérées de transformations. Cette notion a été introduite en 1937 par Kryloff et Bogolioboff
( cf. |65] ou [47] et leurs références ) sous I'appellation quasi-complétement continu dans
le but d’étudier les propriétés ergodiques d’un opérateur markovien. Neuveu signale dans
[46] I’équivalence entre la quasi-compacité et ergodicité forte d’un opérateur markovien.
Tonescu Tulcea et Marinescu [35] ont donné une condition suffisante de quasi-compacité.
Jointe au fait que cette propriété est stable par perturbation, cela fournit un argument
essentiel dans la preuve des théorémes limites pour les fonctions de certaines chaines de
Markov (cf. Guivarc’h et Raugi [26] et Guivarc’h et Hardy [25].) La quasi-compacité est
aussi utile en Analyse (cf. Hervé [33]). Hennion dans [29] et Hervé dans [32] montrent
comment la quasi-compacité permet ’é¢tude des fonctions harmoniques pour un noyau
markovien sur un espace compact ayant une propriété de quasi-compacité. Nous donnons

ci dessous les définitions et propriétés essentielles de la quasi-compacité.

2.3.1 Définitions et propriétés

Définition 2.4. Un opérateur linéaire borné P : B — B est dit quasi-compact s’il existe
une suite (Qn)n>1 d’endomorphismes compacts @, sur B telle que les itérés P™ de P

vérifient lim [|[P" — Q|| = 0.
n—oo
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Cette définition est équivalente a la suivante ( cf. [16] et [46]).

Définition 2.5. L’endomorphisme P de B est quasi compact s’il existe un entier ng et un

opérateur compact K tels que ||[P™ — K|| < 1.

Ainsi on peut dire qu'un opérateur P de B dans B est quasi-compact si a partir d’une

certaine puissance, il est assez proche d’un opérateur compact.

Exemple 2.1. Les opérateurs compacts et les opérateurs a puissance compacte sont quasi-
compacts.

Soit 4 une mesure positive et (E,&, ) un espace mesuré. Un opérateur faiblement
compact de B = LY(E, €, 1) dans lui méme est un opérateur quasi- compact puisque son

carré est compact (cf. Dunford et Schwarz [18], page 510).

Proposition 2.1 (Brunel et Revuz [16]). Si l'opérateur borné P : B — B est quasi
compact alors l’ensemble des valeurs propres de P n’a aucun point d’accumulation de mo-
dule > 1 ( c’est a dire toutes les valeurs propres A de P telles que |\| > 1 sont des points

isolés du spectre de P ).

Démonstration. Par hypothése il existe un entier ng et un opérateur compact K tels
que ||P™ — K| < %. Il suffit de démontrer ce résultat pour 'opérateur P" puisque on
a o(P™) = (o(P))™, ou (c(P))"™ désigne I'ensemble {\"°, A\ € o(P)}. Supposons qu’il
soit faux. Il existe alors une suite (f;) dans B et une suite de scalaires ()\;) tels que :
(Ml — P™)(f;) =0, A\ # \; pour i# ], iliglo)\i = A\ avec |A| > 1. Pour tout i, les
éléments f1,...; f; sont linéairement indépendants et nous noterons F; le sous-espace qu’ils
engendrent. F;_; est un sous-espace propre de E;. D’aprés le théoréme de F. Riesz (cf. [65],

page 84 ), il existe, pour chaque i, g; € E; tel que :
1
lgill =1, |lgi — | > 5 pour tout f € F;_ ;.

On a aussi pour tout i,

gi— P(3)e By et P(2)e By i j<i,

? J
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et par suite, en écrivant

P O()\_i)_P O(A_jj):gi— ((gi_p O(A_i))—’—P 0()\_;))’
on obtient

i>j= [P -Pe (L)) > 5

J

Cela entraine, pour 7 > j,

s

Comme |[|g;|| = 1 et A\; = A, Pensemble des nombres || K (4£)— K (32)|| pour i # j est minoré
i J
a partir d'un certain rang par un nombre strictement positif ce qui est en contradiction

avec la compacité de 'opérateur K. D’ou la proposition. O

Remarque 2.1. Si P est quasi-compact, alors la partie du spectre de P qui n’est pas
constituée de valeurs propres de module > 1 est contenue dans un disque centré en 0 de

rayon strictement inférieur a 1.

Théoréme 2.2 (Brunel et Revuz [16]). Un opérateur P est quasi-compact si et seule-
ment si il est égal a la somme d’un opérateur de rang fini et d’un opérateur de rayon spectral

inférieur a 1.
Démonstration. Voir Brunel et Revuz [16]. O

Exemple 2.2 (Condition de Doeblin et quasi-compacité.). Nous reprenons ici ’exemple
donné dans [30]. Soient (F, ) un espace mesurable et M l'espace de Banach des fonctions
d’ensembles o—finies & variation totale bornée sur (F, ). Soit P une probabilité de tran-
sition sur (£, &) et on note aussi P 'opérateur de transition agissant sur M associé a la
probabilité de transition P. C’est & dire, P est l'opérateur qui, a toute mesure p € M,

associé la mesure uP € M définie pour B € £ par :

uP(B) = /E u(dz) Pz, B).
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On dit que P vérifie la condition de Doeblin s’il existe une mesure de probabilité u sur

(E,E), ng € Netn >0 tels que, si A € &€ vérifie u(A) <n, alors

sup P (z, A) <1—n.
el

Proposition 2.2 (Doob [22]). Si P est une probabilité de transition vérifiant la condition

de Doeblin alors P admet une mesure de probabilité invariante v. De plus, il existe 0 <

r<1etC >0 tel que, pour tout n > 1, sup ||P"(x,.) — v(.)||lrv < Cr", ot ||B||7v est la
ek

variation totale de la mesure [3.

La proposition, exprime que si P vérifié la condition de Doeblin, alors l'opérateur P

est uniformément ergodique( cf. Lerma et Lasserre[41], définition 9.2.1. ).

Si B est I'espace des fonctions complexes boréliennes et bornées sur (E, &), muni de la
norme || f|le = sup{|f(x)| : * € E}, alors on a B = vect{1} & H avec 1 est la fonction
identiquement égale & 1, H = {f: f € B, v(f)=0}et p(Py) <r <1

On a aussi le résultat suivant.

Théoréme 2.3 (Fortet [27]). Si P satisfait a la condition de Doeblin alors, I’opérateur

de transition P est quasi- compact. O

La vérification du théoréme 2.2 peut parfois étre trés délicate. Le théoréme suivant est

d’une grande utilité pour vérifier la quasi-compacité d’une large classe d’opérateurs.

Théoréme 2.4 (Ionescu Tulcea et Marinescu [35]). Considérons deuz espaces de
Banach (B, ||.||) et (L,|.|) avec B C L soit un opérateur P : B — B

Supposons que :
(i) Sif,eB, feL, lim,|f,—f]=0,et|f.l <C pourtoutn, alors f € B et | f|| < C.
(i) sup,o | P < o0,
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(iii) 1l existe deuzx constantes positives R et r(0 < r < 1), tels que pour tout f € B :

IPFIF<rllfll + RIfI-

(iv) Si B est un sous-ensemble borné de (B, ||.||), alors la fermeture de P(B) est compacte

dans (L, |.]).

Alors, si toutes ces hypothéses sont vérifiees, P est un opérateur quasi-compact sur B.

Il n’y a donc qu’un nombre fini des valeurs propres de module 1 de P, A\i, Mg, ..., \,, et on a

1=p 1

P”:ZFHMLS” n € N*
=1 ?

ou Il; (i = 1,2,...,p) sont des endomorphismes de B de rang fini et bornés et S est un

endomorphisme borné de B, tel que
I =10, ILIL; =0 (i#j,) ILS = ST =0,

151 <

~(n € N*) M et h étant deuz constantes positives.

M
(1+h)

La condition (iii) est appelée inégalité de Doeblin et Fortet, le théoréme 2.4 reste valable
si on la remplace par la condition suivante.

Il existe des constantes positives ng > 0, Ret r (0 <r < 1), tels que :

[P fIl < rllfIl + R[f] pour tout f € B.

Démonstration. Pour la démonstration du théoréme voir ’article de Ionescu Tulcea et
Marinescu [35]. On peut aussi consulter le livre de Norman [47| page 45, pour une autre

présentation de ce théoréme et sa démonstration. O

Hennion dans [29] donne cette autre définition pour un opérateur quasi-compact.

Définition 2.6. On dit q’un opérateur linéaire borné P de B dans B est quasi-compact,

si l'on a une décomposition de B en sous espaces fermés P-stables,
B=F&H,
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ot
F est de dimension finie et Pp n’a que des valeurs propres de module p(P) tandis que

p(Pr) < p(P).

Remarque 2.2. Considérons Iz et Iy les projections sur F' et H respectivement ( IIp
et Iy sont bornées puisque F et H sont fermés ). Soit r € R tel que p(Py) < r < p(P),
alors puisque r > p(Py) d’aprés le lemme 2.1 il existe C' € R tel que pour tout n € N*,
|P" — (Pp)"Ilp|| < Cr". Posons @, = (Pp)"Ilr, Q, est un opérateur compact car P est
de rang fini. Comme (p(P))" = p(P™), on déduit que P est quasi-compact au sens de la
définition 2.4. De plus I'étude du comportement asymptotique de la suite (P"),, se raméne
a celle de la suite ((Pp)"Ilp), des itérés d’'un endomorphisme d’un espace de dimension

finie.
Le sous- espace I introduit dans la définition 2.6 se décrit canoniquement.

Proposition 2.3 (Hennion [29]). Si P es quasi-compact, alors P n’a qu’un nombre fini

de valeurs spectrales de module p(P), ce sont les valeurs propres notées Ay, ..., A, et
F=@| |ker(\il — P)"
i=11>1
Démonstration. Voir article de Hennion [29], page 2 O

La quasi-compacité peut- étre aussi caractérisée par la proposition suivante.

Proposition 2.4 (Hennion [29]). Si P est un opérateur quasi-compact, alors P = I1+R,
ou IT et R sont des endomorphismes de B tels que [IR = RII = 0, p(R) < p(P); II est de
rang fini, les valeurs propres non nulles de 11 coincident avec les valeurs propres de module

p(P) de P et les sous-espaces caractéristiques sont identiques.

La plus part des propriétés spectrales d'un opérateur P envisagées dans les travaux de
Hennion (|28, 29|) et Hennion et Hervé [30] sont décrites a I'aide du rayon spectral essentiel

que nous définissons ci-dessous.
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Définition et Proposition. Le rayon spectral essentiel de P, p.(P), est la borne infé-
rieure de p(P) et des réels r',r" > 0, pour lesquels il existe des sous-espaces F, et H, de
B tels que B = F.. ® H,», P(F,) C F.», P(H.) C Hy; 1 <dimF. < +oo et Pp, n'a que
des valeurs propres de modules > 1'; H est fermé et p(Ppg,) <1’

Lorsque p.(P) < p(P), Uopérateur P est quasi-compact.

La proposition 2.3 se généralise comme suit.

Proposition 2.5 (Hennion et Hervé [30]). Si P est quasi-compact et si p.(P) <1’ <
p(P) , alors P n’a qu’un nombre fini de valeurs spectrales de module > 1, ce sont les

valeurs propres notées A\, ..., A\p, et

i=m

Fy =@ |ker(\I - P)' et H,={f: limnsup | P f|| < '}

i=1 I>1

Pour k € N*, on a p.(P*) = (p.(P))*.

Le théoréme 2.6 est une généralisation de théoréme de lonescu Tulcea et Marinescu
[35] obtenu par application de la formule de Nussbaum ( cf. Hennion [29], page 19) pour
le calcul du rayon spectral essentiel. Avant d’énoncer ce théoréme rappelons que I’élément
de base de la formule de Nussbaum est la fonction d’ensemble v mesurant le défaut de
compacité des parties de B. Pour r > 0, f € B, on pose B(f,7) ={g : |lg — fl| <} et
plus particuliérement, B; = B(0, 1).

Définition 2.7. Soit A C B, 7y(A) est la borne inférieure des réels r,r > 0, tels qu’il existe
un recovvrement fini de A par des boules de B de rayon r.
La fonction d’ensemble v induit une fonction d’opérateur, encore notée . ~(P) est la

borne inférieure de l’ensemble des réels k, k > 0, tels que, pour tout A C B,
V(P(A)) < ky(A).

Proposition 2.6 (Hennion [29]). ~(P) =~(P(B)) < || P]], la suite (y(P™)), est sous-

multiplicative et, en posant p,(P) = lim, (y(P™))Y", on a p,(P) < p(P).
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Le résultat de Nussbaum est donné par :
Théoréme 2.5 (Formule de Nussbaum ). p.(P) = p,(P).

Rappelons qu'une partie A de B est dite précompacte dans (B, |.|) si, pour tout € > 0,
il existe un recouvrement fini de A par des boules D(f,e) ={g:|g — f| < €}, f € B.

Théoréme 2.6 (Hennion [29]). Soit (B, |.||) un espace de Banach, |.| une semi-norme

sur B el P un opérateur borné sur B telles que

i) P{f: feB,|fll <1}) est précompact dans (B, |.|),
ii) il existe une constante M telle que, pour tout f € B, |Pf| < M|f],

iii) Il existe k € N* et des réels positif r et R tels que,
r < p(P) et, pour tout f € B, ||P*f|| < R|f| +7*|| f],

alors P est quasi-compact et p.(P) <.

Exemple 2.3. Soit u une fonction lipschitzienne sur E = [0, 1], & valeurs positives ou

w_+1):

nulles, vérifiant w(x) + u(= 1, pour tout x € E. Nous considérons 'opérateur de

transition P, associé a u qui, & f mesurable sur F, fait correspondre P, f définie par :
T, . T r+1 ., c+1

Puf(@) = u(3)1(5) + u( ) F ().

Ce type d’opérateur a été introduit et étudié par Conze et Raugi [17].
Soit Lip(F) I'espace des fonctions lipschitziennes continues de F dans C muni de la

norme || f||Lip définie par : || fljLp = |fleo + m(f) O m(f) = su % avec
w P

|f|eo la norme du supremum. L’opérateur P, est quasi-compact sur Lip(FE), puisque les
conditions du théoréme 2.6 sont vérifiés pour |.| = | f]o-

En effet, L'opérateur P, est positif puisque Vf > 0, P,f > 0, de plus on a P,1 =1 ou
1 est la fonction identiquement égale & 1, donc pour f € Lip(E), on a |P, f|e < |f|e d’ou
la condition (ii). Et

m(u)

m(Puf) < swp(IF)+1AEN ™S +sup(lu)] + a3 LS

2
< |flaom(u) + 5m(f),
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d’ou
1Puf lluip < (14 m(w))|floo + %Hf”rup
Comme P,1 = 1 alors 1 est une valeur propre de P, donc p(P,) > 1 et la condition (iii)
s’ensuit. Comme l'ensemble P,({f : f € Lip(E), || fllLp < 1}) est équicontinue et borné
dans (Lip(E),|.|e), alors d’aprés Ascoli, elle est relativement compact donc précompact
dans (Lip(E), |.|s)-
Puisque 1 est une valeur propre de P, et |P,|. = 1 alors p(P,) = 1.

Remarque 2.3. Le choix de 'espace fonctionnel sur lequel on fait opérer un opérateur
linéaire P est trés important pour assurer sa quasi-compacité. En effet dans le cas de
Pexemple précédent, si u = 3, il a ét¢ mentionné dans Hennion [31] que si A € C, [A\| < 1

la fonction fy(z) = Z A" cos(2"mx) est une fonction propre associée a la valeur propre
n>1
A. D’ou P% n’est pas quasi compact en tant qu’opérateur agissant sur C,(E) 'espace de

toutes les fonctions continues et bornées sur E.

En pratique d’aprés les travaux de Hennion [28] pour démontrer qu'un opérateur P
est quasi-compact, I'un des outils les plus employés consiste & démontrer tout d’abord une

inégalité appelée inégalité de Doeblin Fortet donnée dans la définition suivante.

Définition 2.8. On dit que P a la propriété DF(r), s’il existe une norme |.| sur B telle

que
(i) P est compact de (B, |.||) dans (B,].]),

(ii) pour tout n, n € N, il existe des réels positifs Ry, T, tels que liminf, (r,)"/" = r < p(P)
et, pour tout f € B,||P"f|| < Ru|f] + rall f]l-

Nous avons la propriété suivante fort utile suivant le théoréme 2.5.

Corollaire 2.1 (Hennion [28]). Si P a la propriété DF(r), alors P est quasi-compact et
pe(P) <.
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Le résultat de Hennion [28] est une amélioration du théoréme de Ionescu Tulcea et
Marinescu [35] qui rajoutaient a la propriété DF(r) I'hypothése sup, ||P"]| < +oo, et
concluaient & la quasi- compacité sans donner une majoration de rayon spectral essentiel

de P.

2.3.2 Application aux opérateurs positifs

Dans cette section nous rappelons les éléments essentiels étudiés dans Hervé [32] pour
déterminer les fonctions propres associé & la valeur propre p ou p est le rayon spectral
d’un opérateur positif donné, en se basant sur la notion de compact absorbant. Soit £ un
espace métrique compact, {n(x,.),x € E} une famille de mesures positives sur E telles
que, sugn(x E) < o0. Soit P l'opérateur positif défini par Pf(z) = [, f(y)n(z,dy) , que

xe

nous supposons continu sur C(FE) et quasi compact sur I’espace ’HQ(E), 0 <a<l,des

fonctions a-Holder continues de E dans C, défini par :

Ho(E) :={f € C(E) | ma(f) < +00}

\ e W) = f(y)]
el A i

On munira H,(E) de la norme ||f|lo := |fleo + ma(f). Soit K un compact absorbant
i.e. n(z; K¢) = 0 pour tout « € K. Nous dirons qu’il est absorbant minimal s’il n’existe pas
de compact absorbants non vide strictement inclus dans K. Pour tout f € C(K) et tout

x € K, nous posons
Pet(@) = [ fwnte.dy).

[opérateur Py est borné et positif sur C'(K), vérifiant en outre pour tout f € C(FE),

Pr(fix) = (Pf)ix

Il est clair que chaque Pk est quasi compact sur H,(K).

43



Chapitre 2. Quelques outils sur la théorie des opérateurs linéaires.

Soit p (resp. px) le rayon spectral de P (resp. de Pg ). Des propriétés spectrales des
opérateurs quasi-compact, on déduit que p est une valeur propre de P sur H,(E). Soit p,
Iindice de p pour P. Soit n. le nombre maximal de compact absorbant disjoints. Si n, est

fini, nous notons Kj, ..., K,,_ les n, compacts absorbant minimaux disjoints.

Théoréme 2.7 (Hervé [32]). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Il existe une fonction v € Ho(F) strictement positive sur E telle que Py = pry.
2. Onap,=1, et px = p pour tout compact K absorbant.

3. 0nap,=1,n.<o0, et pg, = p pour chaque l =1, ..., n,.

Pour la description de sous espace propre associé a la valeur propre p on a besoin du

théoréme suivant.

Théoréme 2.8 (Hervé [32]). Sous ['une quelconque des conditions 1, 2 et 8 du Théoréme
2.7, Uespace des fonctions continues sur E solution de ’équation P~y = py admet une base
{71,y Y.} formée de fonctions de Ho(E) positives ou nulles sur E, vérifiant Vi, = 0
pour tous i,j € {1,...,n.} tels que i # j. En particulier toute fonction continue f telle que

Pf = pf appartient a Ho(F).
Le théoréme suivant est utile pour ’étude de ’ensemble des mesures P—invariantes.

Théoréme 2.9 (Hervé [32]). On suppose que p = 1. Sous l'une quelconque des conditions
1, 2 et 8 du théoréme 2.7, l’espace des mesures P—invariantes admet une base {vy, ..., v, }

formée de mesures positives telles que le support de chaque v; soit inclus dans K.
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Chapitre 3

Chaine de Diaconis -Freedman.

3.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a la chaine de Markov (Z,,),>0 sur [0, 1] introduite par Diaconis
et Freedman [20]. Elle est définie en considérant que si & I'instant n elle est en z i.e. Z,, = x,
a instant n + 1 elle choisit I'un des intervalles [0,z] ou [z, 1] avec la probabilité £ et se
déplace en un point y distribué selon la loi uniforme dans l'intervalle ainsi choisi.

Pour z €]0, 1], la probabilité de transition de la chaine (Z,),>0 posséde alors, selon
Diaconis et Freedman [20], une densité k(x,.) par rapport a la mesure de Lebesgue, donnée
par

1 1 1 1

Vy G}Oa 1[ k’(l’,y) = 5 X ;]1}07x[(y) + 5 X 1_ x]]-]x,l[(y)

Partant de 0 (resp. de 1), on reste en effet en 0 (resp. en 1) avec la probabilité p (resp. q)

ou bien l'on se déplace en un point y distribué selon la loi uniforme sur ]0, 1[.
Diaconis et Freedman dans [20] montrent qu’elle posséde une unique mesure de proba-
bilité invariante v sur |0, 1], dont la densité f% par rapport a la mesure de Lebesgue est

celle de la célébre loi de I’Arcsinus
1
Va €]0,1] f1(2) = ——==1j01((2).
2 T/ x(1l — )
En effet, supposons qu’il existe une mesure stationnaire de densité f%, La densité f% doit

alors vérifier ’équation :

fl(y)Z/Olk(x,y)f;(x)dx:%/yl fé(x)dx+%/oy A

2 T l1—=z
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Si de plus f% est dérivable sur |0, 1[ on aura,

1) 1/1()
2y 21—y’

f1y) =

ce qui équivalent a

d’ou
1
f%(y) = ml]o,l[(y)-

Il en est de méme lorsque les intervalles |0, x| et |z, 1] sont choisis avec les probabilités
respectives p €]0, 1] et ¢ = 1 — p, la mesure invariante dans ce cas admet la densité f, de
la loi Beta B(q,p) de paramétres g et p donnée par

o €0.1] fyle) = e’ (L= 2P (@)

En effet, f, vérifie bien I'égalité

’ de

B = [ Mepos = p [ a0
1 1

1 T 1
= ror@l ) mra—te ) mas )

car :

1 Yy 1-y Yy
D q P (1—-p)
’ S R S — — P d
/y (1 —2)d “/o (1 —2)il /0 (1 — 2t “/o (=2

I =y 1 Y \1-p
= (— +(—
o)
1

yP(l —y)e
De la description ci-dessus, il ressort que le noyau de transition @ de (Z,,),>0 est donné,

pour toute fonction borélienne bornée ¢ : [0, 1] — C par la formule suivante.
1 1
Qp(0) = pp(0) + Q/ ey)dy,  Qu(l) = p/ e(y)dy + qp(1)
0 0
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et

l1—2z

vo o1l Qoo =" [“otr+ L2 [ pway

Ceci se réécrit de fagon plus concise comme suit : pour tout z € [0, 1]

Qela) = (o) [ ettt +a(o) [t +1-ar (3.1)

Cette derniére expression montre que la chaine (Z,),>0 s’inscrit bien dans le cadre des
itérations de fonctions aléatoires continues. Pour 0 < ¢ < 1 notons H; ’homothétie x — tx
et A; la transformation affine x — tx + 1 — ¢, introduisons alors la mesure u sur 'espace
C([0,1],[0,1]) des fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1], donnée par

1

ar) = S (AT)t + g [ sntara

ou dr désigne la masse de Dirac en 7. L’égalité (3.1) s’écrit alors

Qul) = / o(T(2))pu(aT).
C([0,1],[0,1])

De cette expression, il apparait clairement que si (7},),>1 est une suite de variables aléa-
toires indépendantes définies sur un espace de probabilité (€2, 7, P) de loi p sur C([0, 1], [0, 1]),
onaZ,="1T,---T1-Zyie. Z, est le produit de composition des applications T, -, T,
appliqué a Zy ou Z, est une variable aléatoire fixée, a valeurs dans [0.1] et indépendante
des T;,i =1,...,n . La chaine (Z,),>0 est associée a un systéme de fonctions itérées. Son
étude se fait par celle des propriétés contractantes des applications H; et A;, 0 <t < 1.
Nous nous référerons a (Z,),>0 par La chaine de Diaconis-Freedman.

Cette chaine a été considérée par Stoyanov et Pirinsky dans [55], comme modéle de
I’histoire triste et bien connue de « I’ane de Buridan » attribué au scientifique et philosophe
Buridan( 1225- 1358). Un ane dont la faim était égale & sa soif est placé & mi-chemin entre
un picotin d’avoine et un seau d’eau. L’ane était libre de décider que faire, commencer a
boire ou & manger. Etant trés hésitant, il n’arrivait pas & prendre une décision. L’ane ne
bougea méme pas et mourut immobile dans sa position initiale. Evidemment pour survivre,

I’ane devait se diriger dans un temps raisonnable vers le picotin d’avoine ou le seau d’eau.
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Une fois son choix de direction fait, soit de fagcon déterministe (D) ou aléatoire (R), son
déplacement & venir se fera aussi de facon aléatoire ou déterministe. Ainsi nous distinguons
quatre cas : (DD), (DR), (RD) et (RR). Nous donnons ici quelques détails concernant les
différents modéles qui décrivent cette histoire étudiée dans [55] .

On peut décrire les mouvements de I’ane en termes d’une particule A, se déplacant entre
deux points attractifs Ag = 0 et A; = 1 du segment [0, 1], & chaque unité de temps. Soit
(X,)n la suite des positions successives de la particule. Remarquons que son mouvement
se fait en deux temps : D’abord le choix de la direction, ensuite la facon de se déplacer.
Cas (DD). Dans ce cas supposons que la particule A se déplace vers les points attractifs
0 et 1 alternativement (i.e. vers 0 puis 1, 0 puis 1 et ainsi de suite) de fagon que la distance
entre sa position actuelle et le point attractif se contracte d’un rapport A €]0, 1] i.e. si la
particule se trouve en My = x € [0,1] & un instant n, a I'instant n + 1 elle se dirige vers
Ag = 0 et si M; est sa position a cet instant alors on a AgM; = AMyAp, et & I'instant
n + 2 elle se déplacera vers un point M, dans la direction de A; = 1 de telle sorte que
MyA; = AM; A;. Nous avons la proposition suivante du méme type que celle obtenue dans

[55).

Proposition 3.1. Avec la description ci dessus la suite (X,,), est divergente et les deux

sous suites (Xop)n €t (Xoni1)n sont convergentes et on a

. 1 ) A
Jm KXo =7 et lm Xonpy =37

Démonstration. Supposons qu’a I'instant 0 la particule est en z i.e. Xg = x et donc
X1 = )\XQ == )\QZ’, XQ =1- )\(1 - Xl) =1-A + )\zXo,Xg = )\XQ == ()\ - )\2 + >\3X0) ainsi

par récurrence sur n on obtient
Vn € N, X2n+2 =1—X+ >\2X2n et Vn € N*, X2n+1 =)\— )\2 + >\2X2n71-

Puisque \ €]0, 1[ alors les applications f\ : x— 1 — A+ XNz et gy : 2 — A — A2 + X2z
sont contractantes sur [0, 1], par suite les suites (Xon12)n et (Xont1)nen converges vers les

points fixes des applications f) et g, respectivement. D’ou la proposition. O
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Cas (DR). Dans ce cas I’étape 1 du mouvement de la particule est déterministe et 1’étape
2 est aléatoire.

Précisément, a partir de sa position initiale x € [0, 1] la particule se déplace alterna-
tivement dans la direction de 0, de 1, de 0 de 1 etc. vers un point y choisi uniformément
dans l'intervalle correspondant en changeant de direction a chaque instant. La suite (X2,),
(respectivement (Xo,11), ) est une chaine de Markov d’opérateur de transition Q1 = P, Py
(respectivement Qo = PyP;), ou Py et Py sont deux opérateurs définis pour toute fonction

borélienne bornée ¢ : [0,1] — C et tout x € [0, 1] par :

Pyp(z) = i/ox o(y)dy = /01 o(tz)dt et Pro(x) = —/ y)dy = /1 o(x+t(1—x))dt.

Avec ces hypothéses, nous donnons ci-aprés, une version d’un résultat de Stoyanov et

Pirinsky [55].

Proposition 3.2. Avec la description ci dessus, la chaine (X,,), est divergente. Cependant

les deuz chaines (Xop)n €t (Xoni1)n convergent en loi . Nous avons, quand n — oo,
X, — 01 avec 0 ~ B(1,2) (i.e. 6y suit la loi B(1,2)) et Xo,11 — 0 avec 05 ~ B(2,1).

Nous vérifions que la loi Beta B(1,2) (respect. B(2,1) ) est une loi de probabilité

invariante sur [0, 1] pour la chaine (Xs,), (respect. (Xon41)n ). En effet, on a

Quole) = PiPogle) = BlPig(e)] = ——

- 1ix/01<’0(z>[/xiy é]dz
= = li(i) /O " o(2)dz — 1; / lln(z)go(z)dz

Considérons 'opérateur Q7 sur L'(]0, 1]) I'adjoint de @, relativement a la mesure de Le-

L 1 Pop(y)dy

besgue sur [0, 1], défini pour toute fonction ¢ € L0, 1], € L>°[0, 1], par :

[ e = [ et
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Un calcul direct montre que 1'on peut définir Qfp, pour tout = € [0, 1], par

Qip(r) = / —_wl(t)_h;(t)dt— /0 ' _sO(i)inias)dt'

La fonction x — 2(1 — x)11;(x) est bien une solution de 'equation Q*¢ = ¢. Ainsi la

mesure de densité z — 2(1 — x)1 j(x) est une mesure ();— invariante.

Cas (RD). Dans ce cas, si la particule est on x € [0,1] a U'instant n, elle se dirige a
I'instant n + 1 vers 0 (respectivement 1), avec la probabilité p (resp. ¢), et elle se déplace
de tel sorte que la distance x (resp. 1 — x) se réduit avec un rapport A €]0,1[. La suite
(X,)n est une chaine de Markov d’opérateur de transition ) défini pour toute fonction

borélienne bornée ¢ : [0,1] — C et tout x € [0, 1] par :

Qe(x) = pp(Ar) + qo(1 — A1 — z)).

Remarquons que dans le cas ot A = 1/2, (X,,)n>0 est la chaine discutée dans le chapitre
1 (voir exemple 1.1 ). Nous avons montré qu’elle admet une unique loi invariante. Nous
vérifions que dans le cas particulier ot A = 1/2 et p = ¢ = 1/2 cette mesure invariante
est la loi uniforme. Considérons opérateur Q* sur IL'([0,1]), 'adjoint de @ relativement a
la mesure de Lebesgue sur [0, 1], défini pour toute fonction ¢ € L'[0,1],% € L*°[0, 1], par

I’égalité suivante.

1 1
| eweis = [ Qo
0 0
Un calcul direct montre que 'on peut définir Q*¢ pour tout x € [0, 1], par :

- A
Qo) = 2o(5) o) + T (=5 1y @)

Dans le cas ot A = 1/2 et p = ¢ = 1/2, la fonction  — f(x) = 1jg1)(x) est bien une
solution de 'equation Q*¢ = . Ainsi la mesure de densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue, est une mesure invariante pour la chaine (X,,),.

Cas (RR). Dans la cas on les deux étapes de mouvement de la particule sont aléatoires,
la chaine (X,,),>0 obtenue est la chaine de Diaconis-Freedman introduite au début de cette

introduction, qui fera 'objet de notre étude.
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Nous renvoyons aussi le lecteur a [11], [49] et [55] pour une généralisation de la chaine
de Diaconis-Freedman au cas ou elle admet toujours une loi stationnaire de type Beta.

Diaconis et Freedman évoquent aussi dans leur travail le cas ou les poids p et ¢ sont
autorisés a varier en fonction de la position x ; dans ce cas la chaine rentre dans le cadre des
systémes d’itérations de transformations aléatoires contractantes avec des probabilités de
transitions dépendantes de la position spatiale de la chaine. Une vaste littérature existe sur
le sujet on citera par exemple les travaux de Kaijser [36] au début des années 80, Barnsley
et al [5], [4] et [3] quelques années plus tard et des développements récents par Kapika et
Seleczka [37]. Une des méthodes les plus efficaces pour I’étude de tels systémes repose sur
un argument de couplage voir Kapika et Seleczka [37] . L’approche par la théorie spectrale
nécessite des hypothéses un peu plus restrictives mais s’avére trés fructueuse pour décrire
le comportement de la chaine en présence de plusieurs mesures invariantes. Ce phénoméne
est trés riche a étudier, il échappe au cadre des travaux évoqués ci-dessus.

Dans le cas de la chaine de Diaconis-Freedman et lorsque p(z) = =, les variables
24, Zs, ... sont indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1] (cf. [20]). Le cas ou
p(x) = 1 — x est intéressant : la suite (Z,,),>0 converge P,-p.s. vers une variable aléatoire
Zo & valeur dans {0, 1}( cf. [20]). Dans ce qui suit, nous verrons que ces deux cas s’ins-
crivent dans une étude plus systématique de la situation générale abordée par les deux
auteurs. Nous adoptons I’approche décrite dans [50] et [30] par la théorie des opérateurs
quasi-compact ; elle s’appuie sur la description du spectre périphérique de I'opérateur de
transition (), en utilisant un controle précis de l'action du semi-groupe généré par les
transformations (aléatoires) du systéme et la description de ses ensembles invariants.

Nous terminons cette introduction par une présentation d’un résultat partiel sur 'un
des modeéles de 'histoire de ane de Buridan proposé dans [55]. Soit A €]0, 1[ un nombre réel
fixe. Sil’ane est en x € [0, 1] & 'instant n, il se dirige a I'instant n+1 vers 0 (respectivement
1), avec la probabilité p(z) (resp. ¢(z)), et il se déplace de tel sorte que la distance = (resp.
1 — z) se réduit avec une proportion A. En d’autre terme, la suite (Z,),>0 des positions

successives de I’ane est une chaine de Markov sur [0, 1] d’opérateur de transition @) donné,
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pour toute fonction borélienne bornée ¢ : [0, 1] — C et tout z € [0, 1] par :

Qxp(r) = p(x)p(Ax) + q(z)p(1 — A(1 — x)).

Le cas on A = 1/2 a été considéré par Hervé dans [32]. Il y explicite en détail le spectre
de la restriction de ()12 a un espace de Banach convenablement choisi en fonction de la
régularité des fonctions p et ¢q. L’auteur décrit soigneusement les sous ensembles invariants

de [0, 1] sous l'action de semi-groupe des contractions engendré par les deux applications

14+

r— 5 et v +— =I£. Cela présente un grand intérét, en particulier pour les applications en

Analyse Mathématique (cf. Hervé [33]).

3.2 Approche par la théorie des opérateurs pour les
systémes d’itération de fonctions aléatoires

Dans cette section nous présentons quelques éléments sur I'approche par la théorie
des opérateurs pour étudier les systémes d’itération de fonctions contractantes. Nous pré-
sentons dans un contexte assez général les outils et méthodes basées sur la théorie des
opérateurs. Les deux propositions suivantes concernent 'unicité de la mesure invariante
pour de tels systémes, mais ce ne sont pas de nouveaux résultats. Néanmoins cette ap-
proche est trés utile pour I’étude de comportement de la chaine de Diaconis-Freedman que
nous verrons dans la section suivante. Par souci de clarté, nous détaillons leurs démonstra-
tions. Dans la sous rubrique 3.2.1, nous considérons le cas ou les fonctions qui définissent
notre systéme d’itération de fonctions aléatoires forment une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, dans la sous rubrique suivante nous étendons
cette approche, au cas des systémes d’itérations de transformations aléatoires lipschit-
ziennes avec des probabilités de transitions qui dépendent du point ol se trouve la chaine.
Une premiére application de ces propositions a la chaine de Diaconis-Freedman sera don-
née dans le paragraphe 3.3.1. Néanmoins, I’approche utilisée pour les prouver est flexible
et fonctionne bien, pour certains systémes spécifiques d’itérations de fonctions aléatoires

comme la chaine de Diaconis-Freedman, méme s’il existe plusieurs mesures de probabilité
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invariantes.
Soit (F,d) un espace métrique compact et on note C'(E, E) I'espace des fonctions continues
de E dans F muni de la norme de la convergence uniforme | - |.

Soit (7,,)n>1 une suite de fonctions aléatoires continues de E dans E de loi p. Le cas
ot les fonctions T, sont lipschitziennes de E dans E est trés utile en particulier pour
I'utilisation d’un argument spectral, basé sur les propriétés de contraction du semi-groupe

T, engendré par le support de p.

3.2.1 Cas de fonctions aléatoires lipschitziennes indépendantes et
identiquement distribuées

Soit Lip(F, E) l'espace de Banach des fonctions lipschitziennes continues de F dans E

i. e. 'espace des fonction f: E — F tel que

d(f(z), ()

= su < 00,
A= i)
TFY
et on munira Lip(F, E) de la norme || - || = |- |0 + []-

On note B la tribu des boréliens de Lip(E, E) et 'on fixe une mesure de probabilité
w sur (Lip(E, E), B). Soit (1,,),>1 une suite de fonctions aléatoires indépendantes et de
méme loi p définie sur un espace de probabilité (€2, F,P) et a valeurs dans (Lip(F, E). On

considére la chaine de Markov sur F définie par
X() et Vn 2 0 Xn+1 = Tn+1<Xn) = Tn+1 . Xn

ou X, est une variable aléatoire fixée a valeurs dans E et indépendantes des T,,. La suite
(Xn)n>0 est une chaine de Markov d’espace des états E et de noyau de transition P défini

pour toute fonction borélienne bornée ¢ : E — C et tout x € E, par

Poto) = | 1 PTEAAT)

La chaine (X,,),>0 a la propriété de Feller i.e. 'opérateur P agit sur C(FE) 'espace des fonc-

tions continues de E dans C. Les transformations 7T;, étant lipschitziennes sur F, 'opérateur
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P agit aussi sur 'espace des fonctions lipschitziennes de E dans C et plus généralement

sur l'espace H,(F),0 < a < 1, des fonctions a-Hélder continues de E dans C, défini par :

Hol(E) = {f € C(E) | [[flla := [floc +ma(f) < +o0}

oil ma(f) = sup ‘f(.??) — fa(y>|
x’H;E d(x7 y)
2y
Rappelons que H,(E) muni de la norme [ - [, est un espace de Banach et que l'injection

canonique de H,(FE) dans 'espace C'(E) muni de la norme de la convergence uniforme |- |
est compacte. Le comportement asymptotique de la chaine (X,,),>o est lié au spectre de
P sur ces espaces; sous I’hypothése de "contraction en moyenne" des T,,, la restriction de
lopérateur P a H,(FE) vérifie certaines propriétés spectrales. C’est le point capital pour

controler le spectre de P. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.3. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires & valeurs dans E associée
a un systéme d’itération de fonctions de loi p sur Lip(E, E). Supposons qu’il existe o €0, 1]

tel que

— d(T(2), T(y))\°
7";} /L ip@E)( Ty ) u(dT) < 1. (3.2)

Alors il existe sur E une unique mesure de probabilité P-invariante v. De plus, il existe

des constantes k > 0 et p €|0, 1] telles que, pour toute fonction p € Ho(E), on ait
Vee E |Pho(x) —v(p)| < rp". (3.3)

Démonstration. Par souci de clarté avec en vue la généralisation qui va suivre, nous
détaillons ici la démonstration ; nous renvoyons le lecteur a [20] lorsque E n’est pas compact.
L’opérateur P est markovien sur C'(F), son rayon spectral p.,(P) sur cet espace est donc
égal & 1. Malheureusement, sans hypothése supplémentaire, le controle du spectre de P sur
C(FE) est trés délicat (voir par exemple [28]) ce qui explique pourquoi on s’intéresse plutot
a la restriction de P au sous-espace H,(E) de C(E).

[opérateur P agit aussi sur H,(E) puisque pour toute fonction ¢ € H,(F) on a

ma(Py) <1 ma(p), (3.4)
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d’ot1 en particulier
Vip € [[Poplla < 7l[@lla + [l (3.5)

Cette inégalité, nous permet d’appliquer le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu sur
les opérateurs quasi-compacts. D’apreés les travaux de Hennion (voir chapitre 3, proposition
2.5) on déduit que le rayon spectral essentiel de P sur H,(FE) est inférieur ou égal a r.
Autrement dit, les valeurs spectrales de P de module > r sont en nombre fini et ce sont
des valeurs propres isolées de multiplicité finie dans le spectre de P.

Pour démontrer la proposition 3.3, il nous suffit de controéler le spectre périphérique de
P sur H,(E). Soit A une valeur propre de P de module 1, de fonction propre associée f.

L’égalitée P"f = \"f satisfaite pour tout n > 1 entraine

Ma(f) = ma(N"f) = ma(P"f) < 1"ma(f)

d’ott my(f) = 0, puisque 0 < r < 1. La fonction f est donc constante sur E et 'on a A\ = 1.
La restriction de P & ‘H,(E) admet donc 1 comme unique valeur propre de module 1 et

cette valeur propre est simple. L’opérateur P sur H,(E) se décompose donc sous la forme
P=II+R (3.6)
ol

1. II désigne le projecteur de H,(E) sur I'espace propre C -1 associé & la valeur propre

1

)

2. R est un opérateur de rayon spectral p < 1,
3. IIR=RII=0.

En particulier, pour toute ¢ € H,(FE), la suite (P"p) converge vers II(p)1. Ainsi il existe
une unique mesure de probabilité P-invariante v sur E et le projecteur Il peut s’ écrire sous
la forme IT : ¢ — v(p)1. L’inégalité (3.3) se déduit alors de 1'égalité (3.6) et des propriétés
spectrales de P sur H,(F). O
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Application a la chaine de Diaconis-Freedman pour p constant dans [0, 1].

Soit (Z,)n>0 la chaine sur [0, 1] décrite dans l'introduction de ce chapitre. Soit Lip([0, 1], [0, 1])
'espace de Banach des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans [0, 1].

L'inégalité (3.2) est satisfaite avec r = = puisque dans ce cas on a [H;] = [Af] = ¢

pour tout 0 <t < 1. D'ou

s /MP([OH . JM)%@T) < p /0 [Hd 4 g /0 (At

z,y€[0,1]
xFy
1
1
= / t*dt = .
0 1 + «

Ainsi, la chaine (Z,),>0 admet une unique mesure de probabilité invariante sur [0, 1],

qui est celle associé a la loi Beta B(q,p).

|

3.2.2 Cas de fonctions aléatoires lipschitziennes avec dépendance
spatiale des probabilités de transition.

On remplace ici la mesure p par une collection (u,).cr de mesures de probabilité sur
Lip(E, E) et on considére la chaine de Markov (X,,),>0 sur E dont le noyau de transition

P est donné pour toute fonction borélienne bornée ¢ : £ — C et tout x € E, par

Po)= [ olT(@)uldD),
Lip(E,E)
Avant de proposer un énoncé général, nous introduisons les définitions suivantes.

Définition 3.1. Une suite (&,)n>0 d’éléments de Lip(E, E) est dite contractante s’il existe
xo € F tel que
Vee E lim &, (x) = xo.

n——+o0

Définition 3.2. La variation totale d’une mesure signée v sur l’espace Lip(E, E) est la
i=k

fonction d’ensemble notée | v | donnée par | v |= sgpz | v(By) |, ot le supremum est

pris pour toutes les partitions P = (By, B2,--- , Bg) d;:fhip(E, E) en un nombre fini de

sous-ensembles mesurables disjoints.
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La variation totale | v | est aussi égale a sup | /¢(T)u(dT\, le supremum est pris pour
@
toutes les fonctions mesurables ¢ définies de Lip(E, E) dans R tel que |¢| < 1.

On a la proposition suivante.

Proposition 3.4. Supposons qu’il existe 0 < o < 1 tel que
d(T(xz), T «
Hi.r:= sup/ (M> pe(dT) < 1;
Lip(E,E)

H2. R, := sup M < +o00.
I,y#GE d({)’},y)a
a7y

et que de plus
H3. Il existe § > 0 et une mesure de probabilité  sur E telle que

Vee E o > Op; (3.7)

et dont le support S, engendre un semi-groupe T), qui posséde une suite contractante.
1l existe alors sur E une unique mesure de probabilité P-invariante v. De plus, il existe

des constantes k > 0 et p €]0, 1] telles que, pour toute fonction ¢ € Ho(E), on ait
Vee E |Php(x)—v(p)| < kp". (3.8)

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons les deux lemmes suivants, valides sous

les hypothéses H1, H2 et H3.

Lemme 3.1. Soit h € H,(E) telle que Ph = h. Pour tout x € E, la suite (h(X,))n>0
est une martingale bornée sur l’espace (2, F,P,), ou P, est la probabilité conditionnelle
P(.|X,, = x). Elle converge P,-presque strement et dans L'(Q,P,) vers une variable aléa-

toire H*® et l'on a

V>0 h(z) = E.(h(X,)) = E.(H®). (3.9)

De plus, pour tout § € T),, on a

H® = lim h(¢-X,) P,—ps. (3.10)

n——+00
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Démonstration du lemme 3.1. La premiére assertion et 1’égalité (3.9) sont immédiates
puisque h est P-harmonique et bornée.

En effet, pour tout n € N, si F,, est la filtration naturelle, nous avons :

E.(h(Xns1)|Fn) = Eu(h(Xns1)|Xn) = Ph(X,) (propriété de Markov)

= h(X,) (invariance de h par P),

la suite ((h(X,))n>0 est une martingale relativement a (F),>o bornée par |h|.. D’aprés
le théoréme de convergence des martingales, la suite (h(X,))n,>0 converge P, -presque si-
rement et elle est fermée par sa limite c’est a dire h(X,,) = E,(H*/F,) P, — p.s donc
E,(h(X,)) = B, (H>).
D’autre part nous avons E,(h(X,,)) = P"h(z) = h(xz) d’on 'égalité (3.9)

Pour établir I'égalité (3.10), on pose u,4(z) = Ex(}h(XnJrq) - h(Xn)F) pour tous
entiers positifs n et ¢q. Pour tout N > 1, en utilisant les propriétés de martingales nous

avons

WE

Z Unq(T) =

B ((h(Xas) = h(X,)) (R(Xir) — H(X,))

N
I
—

WE

[Ex(|h(Xn+q)|2> - Ew(h<Xn+q)m>

S
Il
—_

|
=
8

(h(Xn)h(Xn+q)> +E, (\h(Xn)!2>]
_ i]ExOh(Xnﬂ)}Q) - ﬁ:Ex(lh(Xnﬂz) < 2|h| .

Puisque on a

B (X (X)) = Ea(Ba(h(Xaso) B )
= E, (h(Xn)Ex (h(Xn+q)\.7:n)> car h(X,) est F,, — mesurable
= E, (h(Xn)h(Xn)> car h(X,,) est une martingale
= B (|n(x)f)

De méme on a E, (h(Xn)h(Xn+q)> - ]Ez<]h(Xn)|2>
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Par conséquent Zunq ) < +oo et
n>1

Z]E / \W(T,--- T} -Xn)—h,(Xn)}Zan(dTl)---uTq_l.‘.Tl.Xn(qu)> < +oo (3.11)

n>1 Lip(E,E)?

d’otu, en utilisant ’hypothése H3

SE([ BT T X) = HOG)RAT) - 4(dT)) < oo

n>1 Lip(E,E)?

soit
/JLl (E,E)1 <Z ‘h Xn) = h(X”>‘2>'u(dTl) - pu(dTy) < H-o0.

La suite (h(T,--- T - X,) — h(X,)), -, converge donc vers 0 pour P,-presque tout w € €,

n>1
tout ¢ > 1 et p®%-presque tout 71,75, - -+ ,T,. On conclut par un argument de densité (au
sens de la norme || - ||,). O

De méme, on peut démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit ¢ € H,(F) telle que P = \p ot \ est un nombre complexe de module 1.
Pour tout x € E, la suite (\""¢(X,,))n>0 est une martingale bornée sur lespace (Q, F,P,) ;

elle converge P -presque stirement et dans L' (Q,P,) vers une variable aléatoire ® et ['on

a
Vn >0 o(x) =E, (A "p(X,)) = E.(P™) (3.12)
De plus, pour tout ¢ > 1 et toutes transformations Ty, --- , T, du support S, de p, on a
= = lim A Dy(T, T - X,) P, —pas. (3.13)
n——+0oo

Démonstration de la proposition 3.4. L'opérateur P est markovien, il agit donc sur
C(FE), son rayon spectral sur cet espace égal a 1. L’opérateur P agit aussi sur H,(FE)
puisque pour toute fonction ¢ € Ho(FE) et tous x,y € E, on a
Pe@) - Pet)] < [ o) = oT)eD) + el [ e = (D)
Lip(E,E) Lip(E,E)
Il vient

Ma(Pe) < ma(e) + Ralplso (3.14)
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si bien que la restriction de P a l'espace H,(FE) vérifie I'inégalité dite de Doeblin-Fortet
[Pell < rllella + (1+ Ra)l@lo- (3.15)

C’est un opérateur quasi-compact sur H,(FE), de rayon spectral 1. Il suffit donc de controler
le spectre périphérique de P ( i.e. ensemble des valeurs propres A de P de module 1).
L’argument différe alors de celui de la démonstration de la proposition 3.3, la propriété de
contraction (3.4) n’étant pas satisfaite ici et étant remplacée par (3.14).

Dans un premier temps montrons que 1 est une valeur propre simple de P, autrement
dit montrons que les fonctions P-harmoniques sur #H,(E) sont constantes. Soit h € H,(F)
telle que Ph = h et fixons x € E. D’aprés le lemme 3.1, il existe un ensemble €, C
de P,-mesure 1 tel que, pour tout w € €2, et toute transformation § € T}, les suites
(h(Xn(W)))n>0 et (h(€ - Xp(w)))n>o convergent vers H>(w).

Considérons alors une suite contractante (&)r>o de T}, notons x, son point limite. La
fonction h étant continue, pour tout w € €2, toute valeur d’adhérence z,, de (X, (w))n>0

et tout £ >0, on a
H>*(w) = h(z,) = h(&(zw))-

D’ott H*®(w) = h(xg), en faisant tendre k vers +o0o. L’égalité (3.9) entraine alors
h(z) = h(zo); ainsi, les constantes sont les seules fonctions propres de P associées a la

valeur propre 1.

Expliquons maintenant comment le lemme 3.2 permet de controler le spectre périphé-
rique de P. Fixons tout d’abord une sous-suite (n;);>o d’entiers telle que liiinoo AT =1
et une suite contractante (&)r>0 de 7),, de point limite z,. L’ensemble
{T,---Th | ¢ >1,Th,...,T, € S,} étant dense dans 7, on peut sans perdre en généra-
lité, supposer que chaque fonction &, se décompose sous forme d’un produit Ty, - - -7} avec
T; € S,,1 <i < g D’apres le lemme 3.2, il existe 0, C Q de P,-mesure 1 tel que, pour
tout w € €2, et tout k > 0, les suites (A*”ZQS(XW (w))>l>0 et ()F("l*qk)gb(fk - X, (w))>l>o

convergent vers la méme limite ®*°(w). Considérons alors des suites d’entiers ((D)i>0

(dépendante de w) et (¢(k))r>0 (indépendante de w) telles que (A™"*0X, . (w))i>o et
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(A\"%® )50 convergent respectivement vers z, € E et ¢’ 3 € R; la suite (& )r>0 étant

contractante de point limite zg, I'égalité (3.13) entraine
(W) = ¢(x.,) = P o(x0).
D’aprés 'égalité (3.12), on a ¢(x) = E, (®>) = e ¢(xy), ce qui prouve que ¢ est constante

sur Fet A=1. O

3.3 La chaine de Diaconis- Freedman sur [0, 1]

On étudie dans cette partie la chaine (Z,),>0 dite de Diaconis-Freedman, décrite dans
I'introduction de ce chapitre, dans le cas ou les poids p et ¢ peuvent varier en fonction de x.
L’opérateur de transition @ de la chaine (Z,,),>0 est défini pour toute fonction borélienne

bornée ¢ : [0,1] — C, par :

Qo(zr) = p(a:)/o gp(tx)dt+q(3:)/0 o(te +1 —t)dt. (3.16)

Pour tout x € [0, 1], on note pu, la mesure de probabilité sur Lip([0, 1], [0, 1]) définie par

1 (dT) = p() /0 51, (AT)dt + g(x) /0 54, (dT)dt, (3.17)

ou pour t € [0.1], H; est 'homothétie x — tz et A; est la transformation affine z — tx+1—t.

[’opérateur de transition @ de la chaine (Z,),>0 est alors donné par

Qo) = | oy AT

La chaine (Z,,),>o rentre donc bien dans le formalisme développé dans la section précédente.

3.3.1 La chaine de Diaconis-Freedman sur [0, 1] : cas particulier des
fonctions poids Holder continues et strictement positives

Soit H[0, 1] 'espace des fonctions a-Holder continues de [0, 1] dans C. Supposons dans

ce cas que la fonction p appartient a H,[0, 1] et vérifie

Vo € [0,1] p(z) >0 (3.18)
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(ou, de fagon symétrique Vo € [0,1] p(x) < 1).
Sous I'hypothése (3.18), la chaine (Z,),>0 admet une unique mesure de probabilité inva-
riante sur [0, 1] car les hypothéses H1, H2 et H3 de la proposition 3.4 sont satisfaites (avec

la famille de mesures (fiz)zcjo,1] donnée par la formule (3.17)); en effet

1. Hypothése H1 : pour tous x,y € [0, 1],z # y, on a

ep /Lipaou [011><w>au(dﬂ < @) /()1[Ht]adt+Q(f”) /Ol[At]adt

z,y€[0,1] d(l’, y)
1
1
= / t*dt = )
0 1 —+ «

TFY
2. Hypothése H2 : pour tous z,y € [0,1],x # y, on a

e = | _ Ip(@) p(y)\’/ 5tht‘+w‘/ 5Atdt‘ < 2ma(p).
|z —yl® |z — y|* 0 |z =yl 0

3. Hypothése H3 : pour tout x € [0,1], on a

1
0

avec 0 := inf p(z), le nombre réel ¢ est positif car p est une fonction continue sur
z€|0,1

[0,1] et p(z) > 0 pour tout = € [0, 1].

La fonction Hy : = +— 0 appartient au support de p := fol 0p,dt et fournit de fagon

évidente une suite contractante au semi-groupe 7,.

Conclusion

e Lorsque p(0) = 1, 'unique mesure de probabilité invariante pour (Z,),>0 est la masse
de Dirac en 0.

e Lorsque p(0) < 1, nous verrons dans la suite que 'unique mesure de probabilité

invariante posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

3.3.2 La Chaine de Diaconis-Freedman sur [0, 1] : cas général des
fonctions poids Holder continues

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la chaine (Z,,),>¢ dans le cas ou les fonctions

poids p et g sont dans H,[0, 1].
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Donnons tout d’abord quelques exemples explicites.

1. Lorsque p(x) = z, la chaine (Z,),>¢ est une suite de variables aléatoires indépen-

dantes et de loi uniforme sur [0, 1].

2. Lorsque p(z) = 1 — z, on vérifie que 0 et 1 sont des points absorbants pour (Z,)n>0;
les masses de Dirac &y et d; sont donc (Q-invariantes. Nous verrons dans la suite que
ce sont les seules mesures ergodiques sur [0, 1] et montrerons que la suite (Z,),>0

converge P,-presque stirement vers une variable aléatoire Z,, a valeurs dans {0, 1}.

L’observation sur des exemples variés montre que la condition de stricte positivité de p
ou de g, nécessaire pour pouvoir appliquer la proposition 3.4, est clairement trop forte pour
assurer l'unicité d’une mesure invariante attractive pour (Z,),>o. Reprenant 'approche
développée par Diaconis et Freedman, on peut expliciter une mesure invariante avec une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue, si p(0) < 1 et ¢(1) < 1. Nous avons alors
I’énoncé suivant. Celui-ci n’est pas une conséquence directe de la proposition 3.4 mais sa

démonstration s’en inspire fortement.

Théoréme 3.1. Soit (Z,)n>0 la chaine de Diaconis-Freedman avec les fonctions poids p

et ¢ sont dans H,[0,1]. Alors

1. Si p(0) < 1 et q(1) < 1, il existe sur [0,1] une unique mesure de probabilité Q-
invariante v,. Celle-ci admet la densité f, par rapport & la mesure de Lebesgue,

donnée par

Ve e [0,1] fy(z) = C’exp(/: %dy + ﬁx %dy)

ot C' est un constante de normalisation. De plus, il existe k > 0 et 0 < p < 1 tels
que

Vo € Hal0,1], Vo € [0,1] Q"¢ (x) — vp(p)] < wp"[[#]la-

2. Sip(0) =1 et q(1l) <1, alors la masse de Dirac dy est l'unique mesure de probabilité

Q-invariante sur [0,1] et il existe k >0 et 0 < p < 1 tels que
Vo € Hol0,1], Vo € [0,1] [Q"¢(x) — ¢(0)] < rp"|¢lla-
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(énoncé analogue lorsque p(0) < 1 et g(1) =1).

3. Si p(0) = 1 et q(1) = 1 alors les seules mesures de probabilités Q-invariante sur
[0,1] sont les combinaisons convexes de 0g et 1. De plus la chaine (Z,)n>0 converge
P, -presque strement vers une variable aléatoire Z, 4 valeurs dans {0,1} et la loi de

Z est donnée par
P.(Zo=0)=1—h(z) et P.(Zs=1)=h(z),

ot h est l'unique fonction vérifiant I’équation Qh = h et telle que h(0) = 0,h(1) =1
(notons que pour tout x € [0,1] on a 0 < h(z) < 1). Enfin, il existe kK > 0 et

0<p<1tels que
Vip € Hol0,1], Vo € [0,1] |Q"¢(z) — (1 = h(2))p(0) — h(x)p(1)| < kp"[|¢]la-
Démonstration Deux remarques essentielles sont a préciser :

1. L’opérateur @ agit clairement sur H,[0,1] et vérifie I'inégalité (3.15), il est donc

quasi-compact sur H,[0, 1] et il suffit & présent de controler son spectre périphérique.

2. L'opérateur @) est markovien, il agit donc sur L>°|0, 1| et 'on peut alors considérer
I'opérateur Q* sur 1[0, 1] défini, pour toutes fonctions ¢ € L'[0,1] et ¢ € L0, 1],

par la relation de dualité suivante.

1 1
| e@euis = [ @ ptaieiar
0 0
Un calcul direct montre que

Yo € LY0,1], Vo € [0,1] Q*p(x) = /OI %gp(t)dt +/ @(p(lﬁ)dt; (3.19)

L’opérateur Q* n’est autre que I'adjoint de () relativement & la mesure de Lebesgue
sur [0, 1]. Remarquons que si f € IL'[0, 1] est une fonction positive et vérifie 'équation
de point fixe Q*f = f, alors la mesure de densité f relativement a la mesure de

Lebesgue sur [0, 1] est Q-invariante.
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A fin de déterminer une telle solution on suppose que f est dérivable sur |0, 1[.

Comme Q1 =1, alors /1 Q" f(z)de = /1 f(x)dz.

L’équation du point ﬁXZ entraine (Q*f)(’] = f'. Si f est une solution de I’ équation
(Q*f) = f', alors il existe C' € R tel que Q*f = f + C et I'égalité

/1 Q" f(x)dx = /1 f(x)dz, implique C' = 0 et ainsi Q*f = f.

Coherchons donc lfne solution de l'équation (Q*f) = f’ . A partir de (3.19) on a

nécessairement

Ve €)0, 1] f'(z) = (qw - M)f(a:)

1—=x x

Y2 p(t) “q(t) .

d’ou f(z) = Cexp (/ Tdt +/ ﬁdt) ou C' est une constante positive don-
T 1/2 +

née. Cette fonction est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1] si et

seulement si p(0) < 1 et ¢(1) < 1, dans ce cas on pose

frx— Cipexp(/;/2 ]@dt + /1; f(—_t)tdt> (3.20)

1 1/2 x
p(t) / q(t)
= —=dt —=dt )dx.
avec C), /0 exp(/x ; + a1t ) x

Ainsi, la mesure de probabilité v, de fonction de densité f, par rapport a la mesure

de Lebesgue sur [0, 1] est Q-invariante.
Lorsque p(0) = 1, la masse de Dirac dq est Q-invariante ; de fagon symétrique, lorsque

q(1) = 1, c’est la masse §; qui est Q-invariante.

Revenons a la démonstration du théoréme, elle se fera en trois étapes.

Etape 1 : Quasi-compacité de Uopérateur Q sur H, 0, 1]

Par hypothése les poids p et ¢ sont a-Hélder continues sur [0, 1] de plus p+ g = 1 ce
qui implique que 'opérateur @ est positif et borné sur H,[0, 1] et de rayon spectral égal a

1. L’expression (3.16) entraine de facon immeédiate

1
Vo € Hal0,1]  [|Q¢lla £ —=ll@lla + (1 + 2ma(p))|@lo
a+1
d’ott 'on déduit que @ est quasi-compact sur H,|[0, 1].
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Etape 2 : Controle de la valeur propre A = 1 dans H,[0, 1]

La description du sous-espace caractéristique de () associé a la valeur propre 1 s’inscrit
dans un cadre général détaillée dans [32], par la notion de compact absorbant.

Un sous-ensemble compact K de [0,1] est dit Q-absorbant lorsque pour tout z € K
on a Qlypipk(z) = 0, il est minimal lorsqu’il ne contient pas de sous-ensemble compact

propre absorbant. Remarquons que pour tout x € [0, 1], la condition p(z) > 0 assure que
Q(z,I) >0 pour tout intervalle ferm I C [0, z] non rduit un point. (3.21)

De méme la condition ¢(z) > 0 entraine que
Q(z,I) >0 pour tout intervalle ferm I C [z, 1] non rduit un point. (3.22)

Par ailleurs, lorsque p(z) = 0 (resp. g(x) = 0), on a Q1 1) =1 (resp. Qlp, = 1). Quatre

cas se présentent donc :

1. ¢(0) >0 etp(1) >0

Dans ce cas, I'intervalle [0, 1] est 'unique compact Q-absorbant, il est donc minimal ;
En effet, tout d’abord [0, 1] est bien un compact absorbant (toujours); dans le cas
présent il faut montrer que c’est le seul, autrement dit que tout autre compact K C

[0, 1] n’est pas absorbant, ce qui signifie qu’il existe zy € K tel que Q1 1\« (o) # 0.

Supposons 0 ¢ K, comme K est compact,il existe € > 0 tel que K C [e, 1].

(a) s’il existe xg € K tel que p(zg) > 0, on aura

Q(x()? [07 1] \K> > Q(x()’ [076[) > 07

ce qui est la conclusion espérée.

(b) Sinon p(x) = 0, soit ¢(x) = 1, pour tout = € K, comme p(1) > 0onag(l) < 1si
bien que 1 ¢ K et comme précédemment il existe € > 0 tel que K C [0,1—¢€];

mais dans ce cas, quel que soit le choix de xy € K, puisque ¢(z) = 1, on aura

Q(20,[0,1] \ K) > Q(z0,]1 — ¢, 1]) > 0.
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Si0e€ Ketl¢ K, alors comme K est compact, il existe ¢; > 0 tel que K C [0, 1—¢].

(a) ¢'il existe xy € K tel que ¢(xy) > 0, on aura

Q(l’o, [07 1} \ K) > Q(Z’Q,]l — €1, 1]) > 07
ce qui est la conclusion espérée.

(b) sinon ¢(x) = 0, soit p(x) = 1, pour tout z € K ; comme p(0) > 0 on a ¢(0) < 1
si bien que 0 ¢ K et comme précédemment il existe €] > 0 tel que K C [¢],1];

mais dans ce cas, quel que soit le choix de 2y € K, puisque p(zo) = 1, on aura

/

Q(0,[0,1]\ K) > Q(xo, [0, €}]) > — > 0.

Lorsque 0 et 1 appartiennent a K ; comme K C [0,1], il existe z; €]0,1[ tel que
x1 ¢ K ; par compacité de K, il existe e5 > 0 tel que |21 — €2, 21 + €3[C [0,1] \ K. On

peut prendre xy = 0 (ou bien 1) dans ce cas : en effet,
Q(0,[0,1]\ K) > Q(0,]z1 — €2, 71 + €2[) > 0.

2. q(0)=0etp(l) >0

Dans ce cas 'unique compact Q-absorbant minimal est {0}. Autrement dit {0} est
un compact invariant (ce qui découle de la condition ¢(0) = 0) et tout autre compact

invariant(absorbant) K C [0, 1] contient 0.

En effet, d’aprés la propriété (3.21) ci-dessus, si @ € K vérifie p(xz) > 0, alors K
contient I'intervalle [0, 2] et donc en particulier 0. Il nous suffit donc de vérifier quun
tel point x existe dans K. Dans le cas contraire, la fonction ¢ serait identiquement
égale a 1 sur K et I'on aurait alors [z, 1] C K pour tout z € K, toujours d’aprés (3.22),
le point 1 appartiendrait donc a K et vérifierait en particulier 1’égalité ¢(1) = 1.

Contradiction avec la condition p(1) > 0

3. q(0) >0 etp(l)=0

Dans ce cas, 'unique compact @-absorbant minimal est {1}. La démonstration se

fait de facon analogue que dans le cas précédent, en échangeant le role de 0 et de 1.
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4. q(0) =0 et p(l) =0

Dans ce cas, les ensembles {0} et {1} sont les seuls compacts absorbants minimaux.

De I'égalité Q1 = 1 et du théoréme 2.7 on déduit que, dans H,[0, 1], 'indice de la valeur
propre 1 est égal & 1; en d’autres termes, le sous-espace caractéristique de () associé a la
valeur propre 1 n’est autre que le sous-espace propre correspondant Ker(Q — Id). On peut

donc appliquer le théoréme 2.8 du chapitre 2 pour conclure. Nous avons alors :

1. Lorsque ¢(0) > 0 et p(1) > 0 le sous-espace Ker(Q — Id) est de dimension 1 et se
réduit aux fonctions constantes, il existe par ailleurs une unique mesure de probabilité
Q-invariante sur [0, 1], absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de

densité f, donnée par la formule (3.20).

2. Lorsque ¢(0) = 0 et p(1) > 0, le sous-espace Ker(Q) — Id) est de dimension 1 et
se réduit aux fonctions constantes et la masse de Dirac dy est I'unique mesure de

probabilité Q-invariante sur [0, 1].

3. Lorsque ¢(0) > 0 et p(1) = 0, le sous-espace Ker(Q — Id) est de dimension 1 et
se réduit aux fonctions constantes. La masse de Dirac d; est 'unique mesure de

probabilité Q-invariante sur [0, 1].

4. Enfin, lorsque ¢(0) = 0 et p(1) = 0, le sous-espace Ker(Q) — Id) est de dimension
2. Il est engendré par la fonction constante 1 et une fonction h telle que h(0) = 0
et h(1) = 1 et les seules mesures de probabilités @-invariantes sur [0,1] sont les

combinaisons convexes ady + (1 —a)dy, 0 < a < 1.

Etape 3 : Controle du spectre périphérique de Q) dans H, 0,1]

Nous adaptons ici au cas du noyau @) la stratégie développée dans la section précédente
et basée sur le lemme 3.2.

Soit ¢ € H[0,1] telle que Q¢ = A\p ou A est un nombre complexe de module 1. Pour
tout = € [0, 1], la suite (A7"¢(X,,))n>0 est une martingale bornée sous P,, elle converge

donc P,-presque siirement vers une v.a. notée ®>. D’aprés l'inégalité (3.11) et la formule
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(3.17), il existe Q, C Q, P,(Q,) =1, et Iy C [0,1] de mesure de Lebesgue 1 tels que, pour

tout w € Q, et tous s,t € Iy, on ait d’une part (en prenant ¢ = 1)

Jim [0(Za(w)) = AT 6(H, - Zu(w))| P(Zn(w) = 0 (3.23)
et
i [6(Z,(@)) = ANO(A, - Zu(w)) [ a(Za(w) = 0 (3.24)

et d’autre part (en prenant g = 2)

i |¢(Zu(w)) = A2G(HH, - Zo(w))|"P(Zn(w))p(H, - Zn(w)) = 0 (3.25)

et
m [6(Zu(w)) = A?O(AA, - Zo(@)[ a(Za(@))a(As - Za(@) =0 (3.26)

n——+o0o

Deux cas sont possibles.

1. Cas ou ¢(0) = ¢(1).
Fixons w € €2, et une valeur d’adhérence z, de la suite (Z,(w))n>0-

Si p(z,) # 0, en prenant s arbitrairement proche de 0, I’égalité (3.23) entraine

Hz0) = A7'9(0).

Lorsque p(z,) = 0, on utilise (3.24) pour conclure de la méme fagon que
Ozs) = A7o(1).

Comme ¢(0) = ¢(1), la suite (¢(Z,(w))n>0 n’a donc qu'une valeur d’adhérence, elle

converge vers @ (w) = A7'¢(0) (qui ne dépend pas de w ) et I'on a
¢(x) = E, () = A719(0).
La fonction ¢ est donc constante et A = 1.

2. Cas ou ¢(0) # ¢(1) .
Une des deux valeurs ¢(0) et ¢(1) est non nulle, on suppose ¢(0) # 0, le cas ¢(1) # 0

se traite de fagon analogue.
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(a)

Supposons dans un premier temps qu'il existe z € [0,1] et w, € €, tel que la
suite (Z,(wz))n>0 posséde une valeur d’adhérence z,, vérifiant p(z,,) > 0. On
applique (3.23) avec s arbitrairement proche de 0 puis (3.25) avec s arbitraire-
ment proche de 1 (de fagon que p(H(2y,,)) > 0) et ¢ arbitrairement proche de
0, il vient

A(2,) = A7 0(0) = A7%¢(0).
Puisque ¢(0) # 0, on a nécessairement A = 1 et la fonction ¢ est constante.

Supposons maintenant que pour tout x € [0,1] et tout w € €, les valeurs
d’adhérence z, de la suite (Z,(w)),>o vérifient toutes I'égalité q(z,) = 1.

En appliquant cette fois-ci (3.24) avec s arbitrairement proche de 0 puis (3.26)
avec s arbitrairement proche de 1 (de fagon que g(As(z,)) > 0) et ¢ arbitraire-

ment, proche de 0, on obtient

Pz0) = A710(1) = A9(1).

Si ¢(1) # 0, on déduit comme ci-dessus A = 1 et la fonction ¢ est constante
(p € C1) . Si ¢(1) = 0, la suite (A\"¢(Z,(w))n>0 converge vers ®>(w) et
puisque ¢(z,) = 0 on a nécessairement ®>*(w) = 0. L’égalité de martingale

o(x) = E,(A\"™¢(Zy,)) permet de conclure que ¢ est identiquement nulle.

En conclusion, 'opérateur @) est quasi-compact sur H,|[0, 1], de rayon spectral 1 et son

spectre périphérique est réduit a {1} et le sous-espace caractéristique de @) associé a la

valeur propre 1 est égal a Ker(Q) — Id). Plus précisément nous avons ces quatre cas.

1. Lorsque ¢(0) > 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur H,|0, 1] de rayon

spectral p < 1 tel que pour toute fonction f € H,[0,1] et tout n > 0, on ait

Q= ( /0 @)yl 1+ R,

Dans ce cas, la chaine (Z,,),>0 est récurrente sur [0, 1].
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2. Lorsque ¢(0) = 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur H,[0, 1] de rayon

spectral p < 1 tel que pour toute fonction f € H,[0,1] et tout n > 0, on ait
Q"f = f(0)1+ R"f. (3.27)

Dans ce cas, pour tout état initial x € [0, 1], la chaine (Z,),>¢ converge P,-p.s. vers
0; de plus, pour tout € €]0, 1], 'ensemble [, 1] est transient et il existe k. > 0 tel que
pour tout = € [¢, 1] on ait

P.(Z, € [e,1]) < kep".

On peut en effet majorer Pindicatrice de l'intervalle [e,1] par une fonction f, €

Ho[0,1] qui s’annule en 0 et on applique I'inégalité (3.27).

3. Lorsque ¢(0) = 0 et p(1) > 0, il existe un opérateur borné R sur H,[0, 1] de rayon

spectral p < 1 tel que pour toute fonction f € H,[0,1] et tout n > 0, on ait
Q"f=fL)1+R"f.

Pour tout = € [0, 1], la chaine (Z,),>o converge P,-p.s. vers 1; de plus, pour tout
€ €]0,1], I'ensemble [0,1 — €] est transient et il existe k. > 0 tel que pour tout
xz € [0,1 — € on ait

P.(Z, € 10,1 —¢]) < kp".

4. Enfin, lorsque ¢(0) = 0 et p(1) = 0, il existe une fonction harmonique h telle que
h(0) = 0 et h(1) = 1 et un opérateur borné R sur H,[0, 1] de rayon spectral p < 1

tel que pour toute fonction f € et tout n > 0, on ait
Q"f = f(0)(1—h)+ f(1)h+ R"f.

Dans ce cas, la fonction h est a valeurs dans [0, 1] et pour tout état initial z € [0, 1], la
chaine (Z,,),>0 converge vers 0 avec la probabilité 1 —h(x) et vers 1 avec la probabilité
h(z). En effet, comme dans les cas (2) et (3), pour toute € €]0, 1[, 'ensemble [e, 1 — ]

est transient et il existe k. > 0 tel que pour tout = € [0,1 — €] on ait
P, (Z, € le,1 —¢€]) < krep™.
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Si bien que pour tout point initial x €]0, 1], les seules valeurs d’adhérence de la
suite (Z,)n>0 sont 0 et 1. Par ailleurs, (h(Z,))n>0 est une martingale bornée, elle
converge donc et du fait que h(0) # h(1) on déduit que la chaine (Z,),>0 est en
fait convergente, vers une v.a. Z,, a valeurs dans {0,1}. L’égalité de martingale

h(z) = E;(h(Zs)) = Pp(Zs = 1) permet de conclure.

Exemple : p(z) = 1 — z. Dans ce cas, la fonction h : z — z est Q-harmonique et 'on
peut appliquer le théoréme précédent. Notons que pour ce choix de la fonction p, on peut
montrer directement que les ensembles [e,1 —€],0 < € < %, sont transients en introduisant

la quantité A définie par : pour tout 0 <z <1
A(x) :=dist(z,{0,1}) = inf(x,1 — x).
1

Calculons E,(A(Z7)). Nous supposons 0 < = < %, le cas 5 < 2 <1 se traitant de fagon

analogue; on a

1
1—ax [* x 2 x !
BAZ) = = [ [Crare 7 [a-na

3z —4a?
41 —2)
_ 3

—X
— 47

d'ot E(A(Z,)|Fn-1) < =A(Z,-1) pour tout n > 1 si bien que par itération

A~ w

Wn> 1Vee0,1]  E.(AZ) < G)nmx) < G)

I vient Ex(Z A(Zn)> = Z]Ex <A(Zn)> < 400, la suite (A(Z,))n>1 converge donc
n>0 n>0
P,-p.s. vers 0 et les ensembles [e,1 — €], 0 < e < % sont bien transients.

La variable aléatoire Z., est a valeurs dans {0, 1}. La martingale (Z,,),>1 étant bornée,

elle est fermeée par sa limite et pour tout x € [0,1], on a

Ainsi, sous P,, la suite (Z,),>1 converge vers 1 avec la probabilité x et vers 0 avec la
probabilité 1 — x.
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Chapitre 4

Extensions de la chaine de
Diaconis-Freedman.

Ce chapitre est une introduction a quelques extensions de la chaine de Diaconis-Freedman

(Zn)n étudiée dans le chapitre précédent. Nous explicitons quelques idées dans cet esprit.

4.1 Chaine avec deux points attractifs

Dans cette section nous citons quelques extensions faites et repérées dans la littérature
actuelle. Ces extensions peuvent étre envisagées de différentes manieres. Considérons la
chaine (Z,),, sur [0, 1], qui décrit le mouvement d’une particule entre deux points attractifs

A; =0 et Ay =1, définie par :
Zn1 = Zn(1 = Vo L,y <pza)y) + (1= Zn)Wot (1= L, <p(z0)))

ou Zyp = x € [0,1], (Vo)n, (Wa)n et (Uyn)n sont des suites de variables aléatoires i.i.d. tel
que V,, ~ Fj, Wy, ~ F, et U, est de loi uniforme sur [0, 1] (i.e. U, ~ UJ0, 1] ).

Lorsque F; = F,. est une loi de densité h par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1], la
suite (Z,), est une chaine de Markov d’opérateur de transition ) défini pour toute fonction

borélienne bornée ¢ : [0,1] — C et tout x € [0, 1] par :

Qp(x) = p(x) /0 TP E =t () / P =ty

x x l—2z '1—-x
Dans le cas ou F; = F, = UJ0,1] et p est une fonction constante sur [0, 1], (Z,), est la

chaine étudiée dans [20] et [55].
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Dans le cas ou F; = F, = U|0, 1] et p est une fonction dépendante de x et est continue sur

[0,1], (Z,)n est la chaine de Diaconis-Freedman étudiée en détail dans le chapitre précédent.

Lorsque par exemple F; = F, = B(a,a + 1),a > 0 et p est une constante strictement
positive, la chaine (Z,), admet la loi uniforme sur [0, 1] comme unique loi stationnaire
(voir [49]) pour les détails de ce cas particulier et d’autres cas. Le lecteur peut se référer

aussi a [48] pour le cas ot p peut varier en fonction de z.

McKinlay et Borovkov [11]| ont considéré le cas ou F, = B(1,a), F, = B(1,b),
avec a, b > 0 et p est continue par morceau. Ils montrent en particulier que, pour
F,=F, =B(l,a),a >0, et p(x) =cx+ (1 —d)(1 —z), d,c € (0,1], la chaine de Markov
(Z)n admet la loi B(da, ca) comme loi stationnaire.

Tuan-Minh Nguyen dans [63] donne d’autres résultats concernant cette chaine.

4.2 Chaine avec trois points attractifs alignés

Nous étudions ici le comportement asymptotique de la chaine de Markov (Z,,),>0 sur
[0, 2] décrivant les mouvements d’une particule tel que :

Si la particule se trouve en z & un instant n, son déplacement & venir se déroule en
deux temps :

e Dans un premier temps, elle choisit un des 3 points 0,1 ou 2 vers lequel elle veut se
diriger; on note ce point A et p,r,q les probabilités respectives des événements (A = 0),
(A=1) et (A=2), avec les conditions p,r,q >0et p+r+q=1.

e Une fois le point A déterminé, la particule se déplace en y choisi de facon uniforme
dans U'intervalle dont les extrémités sont x et A.

Le noyau de transition () de la chaine (Z,,),>0 est donc donné par la formule suivante :

pour toute fonction borélienne bornée ¢ : [0,2] — R,
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lorsque 0 < z < 1,

Qo(r) = g/m o(y)dy + ﬁ/x o(y)dy + %/x o(y)dy,

0

et, lorsque 1 < z < 2,

Qp(r) = g/om p(t)dy + —— ' p(y)dy + —— [ o(y)dy.

rx—1); 2—x J,
Donc pour tout z € [0,2], x #0,1,2, on a

Qo(r) = g/m o(y)dy + ﬁ/x o(y)dy + %/x o(y)dy. (4.1)

0
Cette expression "spatiale” du noyau de transition est d’une grande utilité pour déterminer,
lorsque c’est possible, une mesure de probabilité invariante possédant une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue. La recherche d’une telle densité se fait par 'opérateur
adjoint de ) par rapport a la mesure de Lebesgue. La forme explicite de I’adjoint découlera
directement de (4.1). Nous remarquons que la chaine (Z,),>0 s’inscrit dans le cadre des
itérations de transformations aléatoires contractantes car son noyau () peut s’exprimer sous

la forme.

1 1 1
Qp(z) = p/ oltr)dt + 7"/ o+ t(1 — 2))dt + q/ Sz +t2— o)t (42)
0 0 0
L’opérateur @ est markovien sur [0, 2], il agit donc sur I1.°°[0, 2]. On peut alors considérer
Iopérateur Q* sur L*([0, 2], dz), défini pour toute fonction ¢ € L'[0,2], v € L*>°[0,2], par

I’égalité suivante.

/0 () Qi) = / Q" o) (x)dz. (4.3)

Un calcul direct montre que 1’'on peut définir Q*p comme suit : pour tout z € [0, 2],

Q*p(z) = p/ #dy—l—rl[m[(w) /095 %dy

Remarquons que si f : ]0,2[— R est solution de 'équation de point fixe Q* f = f, alors

la mesure f(z)dxz sur [0,2] est Q-invariante. Afin de déterminer une telle solution, on peut
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supposer que f est dérivable sur |0, 1[U]1, 2[. ’équation du point fixe entraine (Q*f)" = f'.
Si f est solution de cette derniére equat1on alors Q*f = f + C ou C est une constante;

I’égalité (4.3) entraine / Q" f(x)dx —/ f(z)dz, ainsi C =0 et Q*f = f.
A partir de I'expression (4.4), en dérivant 'équation Q*f = f, il vient

Vo €]0,2], z # 1 gp’(x)z( T —£><,0(x)

2—x l1l—2 «x

d’ou
C
A e e o

ou C' est une constante positive donnée.

4.3 La chaine de Diaconis-Freedman sur [0, 1] x [0, 1]

Il s’agit de la chaine de Markov (Z,),>0 sur [0,1] x [0,1] définie comme suit : si
la chaine est en x = (z7,x2) a l'instant n, on choisit & 'instant n + 1 l'un des pa-
vés [0,21] X [0,25] , [0,21] X [z2,1] ,[21,1] X [0,25] ou [z, 1] X [z2,1] avec les probabi-
lités poo(x1,x2), por(T1,T2), pio(T1,x2) et pii(x1, z2) respéctivement, avec poo(zi, z2) +
po1(x1, z2) + pro(z1, x2) + p11(x1,22) = 1 et Pon se déplace en un point y = (y1, yo) distri-
bué selon la loi uniforme dans le pavé ainsi choisi. Le noyau de transition @ de (Z,)n>0
est donc donné pour toute fonction borélienne bornée ¢ : [0,1] x [0,1] — C et tout

(x1,x2) €]0,1[x]0, 1], par la formule suivante.

T1,T
QSO(@:QSO(%,M) = poo D2 // yl,yz)dyldyz
[01}1 X[OIQ]

T1T2

T1,T
+ p01 e // ©(y1, y2)dy1dys
[0x1]>< T2, 1]
P1ol® ,x
+ 110 L2 // (Y1, y2)dy1dys
—x1)( [z1,1]%[0,22]

P11 $1;$2

+ dydys,
(1 —21)(1 — 20) //[3511 oo @ (Y1, y2)dy1dys

Q(0,0) = (pool0.0) + pos(0.0) + pro(0,0))2(0, 0) + pr1 (0,0) / / o, y2)dyadys:

[0,1]x[0,1]
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Qe(1,0) = (poo(1, 0) + pro(1, 0) + pra(1,0))o(1,0) + po (1, 0) / / o, y2)dysdys;
[0,1]x[0,1]

Qv (0,1) = (poo(0,1) + po1(0,1) + p11(0,1))(0, 1) + p10(0, 1) //[ o ©(y1, y2)dy1dys;
0,1]x][0,1

Qy(1,1) = (po1(1,1) + p1o(1,1) + p11(1,1))(1, 1) + poo(1, 1) // ©(y1, y2)dy1dys;
[0,1]x[0,1]

Qp0,72) = (o0,2) + pun(0,22))p(0,5) + 2202 / / el

1x[0,22]
O T
+ pu(0,72) // ©(y1, y2)dy1dys,
1—372 [0,1]X [z2,1]

et

1,0
0o(21,0) = (poo(a1,0) + pro(a, 0))p (s, 0) + P10 / /[ o Pl ),
01’1><01

€

',I; )
+ p11 ! // ©(y1, y2)dy1dys,
1 — 1) [z1,1]%]0,1]

donc pour tout x = (z1,22) € [0,1] x [0.1] on a :

Qp(x) = Qu(x1,22) = poo(z1, x2) // o(tzy, t'zy)dedt’

[0,1]x[0,1]
+p01(l'1, l'g) // (P(tl'l, tl.fCQ +1-— tl)dtdtl
0,1]x[0,1

+ pro(1, 72) // o(try + 1 —t,t'zy))dtdt
0,1]x[0,1

+p11(xq, x2) // o(tey + 1 —t, 'z + 1 —t)dtdt’ (4.5)
[0,1]x[0,1]

Soient HHyy, HAwpy, AHupy et AAyyy les transformations (w1, z9) — (tx1,t'zs),
(x1,29) — (txy, t'eg+ 1 —t), (z1,22) —> (Lt + 1 —t,'xs) et
(w1, 29) = (txy +1—t,xy +1—1') respéctivement. Introduisons alors la mesure fi(z, 4,

sur 'espace Lip([0, 1] x [0,1]) des fonctions lipschitziennes sur [0, 1] x [0, 1] définie par
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/Lx(dT) = ,U(ml,mQ)(dT) = pOO(SU) // §HH(t’t/)(dT>dtdtl
0,1]x[0,1

+ poi () / / St ) (AT)dbdt’
[0,1]x[0,1]

+ pio(z) / / Oam, ,, (dT)dtdt’
[0,1]x[0,1]

+pu(z) / / 0a, ) (AT)dtdt’
[0,1]x[0,1]

ol 07 désigne la masse de Dirac en T

L’égalité (4.5) s’écrit alors

Q(P(CU) = Q90<x1ax2) = /]L (0.11x0.1]) @(T(xl,xg)),u(dT)

(4.6)

Nous remarquons que la chaine de Markov (Z,,),>¢ est bien associée a un systéme d’itération

de fonctions aléatoires, I’étude de cette chaine se fait par celle des IF'S.

L’opérateur ) est markovien sur [0, 1] x [0, 1]. Il agit donc sur L.*°([0, 1] x [0, 1]). Consi-

dérons l'opérateur Q* dans LL'([0, 1] x [0, 1]) I'adjoint de @ relativement & la mesure de

Lebesgue sur [0, 1] x [0,1] , défini pour toutes p € L(]0, 1] x [0, 1]), ¥ € L>°([0, 1] x

par

// (1, 2) Qb (ar, w2)da s — // Q" o1, 22) (1, 22) dy s,
[0,1]%[0,1] [0,1]x[0,1]

Un calcul direct montre que pour toute fonction ¢ € L'([0, 1] x [0,1]) et tout

= (z1,22) € [0,1] x [0,1] on a

Q p(z) = Q p(z1,29) // boo 21722)90<21,22)d21d22
wl I]X[mg 1

21%2

+// p—01(21,22) (21, 29)d21d 29
[z1,1

A)x[0,22] 21(1 — 22)

plo(Zl, 22)
+// —4,0(21,22)d21d22
[0,z1] % [z2,1] (1 - 2’1)(2’2)

pll(Zh 22)
+// QO(ZMZQ)ledZQ,
[0,21] x[0,z2] (1 - 2’1)(1 — 22)
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Notons que (4.7) est valide pour toute fonction boréliennes ¢ € L'([0, 1] x [0,1]). Donc
si@:[0,1] x [0,1] — R est dans L1([0, 1] x [0,1]) et vérifie Q*¢p = ¢, alors la mesure de
densité ¢ relativement a la mesure de Lebesgue sur [0, 1] x [0, 1] est Q-invariante. La chaine
(Zy)n>0 décrite ici a été considérée par Leng et Ramli dans [40] et Borovkov et McKinlay
dans [11] comme modéle de la marche d'un robot dans une chambre rectangulaire. Borov-
kov et McKinlay [11] ont considéré dans leur article le cas ou les fonctions pgo, po1, Pio et

p11 présentent des discontinuités dans le pavé [0, 1] x [0, 1].

Avant de donner quelques résultats concernant cette chaine nous avons les propositions

suivantes aprés quelques définitions.

Définition 4.1. Le produit tensoriel de deux noyauzr Py et Py définis sur (E,E) et (F,F)
respectivement est le noyau P = Py® Py sur (E X F,EQF) défini pour tout (A, B) € EQF
et tout (z,y) € E X F par :

P((x,y),A X B) =P ® PQ((:U,y),A X B) = Pi(z,A) x Py(y, B).

Remarque 4.1. En notant encore P I'opérateur associé au noyau P, nous avons immeédia-
tement Vz = (z,y) € EXF,VY : EXF — R tel que, ¥(z,y) = (f®g)(z,y) = f(x) x g(y)
alors Py(2) = Py(z,y) = P f(z) X Payg(y) et Vk € N*, PRop(x,y) = PFf(z) x Prg(y).

Proposition 4.1. Si (X,,) et (Y,,) sont deux chaines de Markov indépendantes sur les
espaces mesurables (E,E) et (F, F) de noyauz de transition Py et Py et de lois stationnaires
v, et vy, alors le processus (Zy,), défini par Z, = (X,,Y,) est une chaine de Markov sur

lespace produit E x F, de noyau P := Py ® Py et de loi stationnaire vy Q vy.

Démonstration.
(a) Cas ou E et F sont dénombrables.

Soit zo = (20, Y0), 21 = (T1,Y1), -y Zn = (TnyYn)s Znt1 = (Tna1,Yns1) des états de la

chaine (Z,),, montrons que

]P)[ZnJrl = Zn+1’Zn = Zny ey ZO = Zo] =P [ZnJrl = ZnJrl‘Zn = Zn] .
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on a:
IP’[Z”H = Zni1|Zn = 2Zny ey Zo = Zo} =
= P[(Xn'i'hyn-f'l) = (Znt1, Y+ )| (Xns Yn) = (T, Yn), -5 (Xo, Yo) = (xo,yo)}
=P[Xpni1 = Tns1, Y1 = Ynt| X = Ty s Xo = @0, Yoo = Yy -, Yo = 10]
par indépendance des chaines (X,,) et (Y},), on aura

P[Zn-i-l = Zni1|Zn = 2y ooy Zo = ZO] —

P[XnJrl = anrlaXn = Tn, "'7X0 = x()aYTLJrl = yn+17Yn = YUn; 7}/6 = yO}
P[Xy = @, e, Xo = %0, Yo = Y, -, Yo = Yo]

]P[Xn—i—l = xn—i—laXn = Tn, -~-aX0 = xO]]P)[Yn-i-l = yn—i-laYn = Yn, 7Yb = y0:|
P[Xn = Ty ey Xo = xO}P[Yn = Yn, Yo = yO}

= P[Xn+1 = In+1,Xn = Tp, ...,XO = $0] X P[Yn+1 = yn—l-layn = Yn, ,Yb = yo}

Et comme (X,,) et (Y,,) sont des chaines de Markov alors,

IP’[ZHH = Zpni1|Zn = Zny ooy Lo = zo} = P[Xn+1 =1 Xp = xn} X P[YnH = Ypr1|Yn = yn}
= P[(Xos1, YVar1) = (@ns1, Uns ) (X, Vo) = (20, Yn)]
= P[Zui1 = 2ns1|Zn = 2]
= Pi(@n; Tpt1) X Pa(Yn, Ynt1)
= P® PQ((fEn, Yn), (Tnt, yn+1))

= P® PQ(Zm 2n+1)'

Par conséquent (Z,), est une chaine de Markov de noyau P, ® Ps.
Soit vy (resp. v») une loi stationnaire pour (X,,) (resp. (Y;,)) montrons que vy ® vy est
une loi stationnaire pour (Z,),.

La mesure vy est stationnaire pour P; i.e. Vo, € E, vy(z) = Z vi(x) Py (z, xq).
zeFE

La mesure 15 est stationnaire pour P i.e. Vy; € F, 1o(y;) = Z vo(y) Pa(y, y1)-
yeF
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On a alors

(1 @ ) P(r1,41) = Z v (@)va(y)P((z,y), (21,11))

(z,y)EEXF

= ) wnl@) P, )y Py, n)

reE yeF

= Z l/l(ZE)Pl(ZL‘, 1’1) Z V2(y)P2<y7y1)

el yer
= vi(z1)re(y1) = 1 @ va(xy,y1).

Donc 11 ® v est bien une loi stationnaire pour P.
(b) Cas ou E et F sont quelconques.
Par définition de I'espérance conditionnelle, on a d’une part, pour Ax B, A, X B,,, ..., AgX

B0€g®fi

.....

/ L (Zo 1) AP = / L (X1, Yo )dP
{Zn eAn ><Bn ZO EAOXBO} {(XD7YD)€A1’] XBn (XO’YO)GAO ><BO}

..........

/ 1A (X 1) Lp(Yars AP
{XnEAn XOeAO}m{YnEBn ----- YOEBO}

-----

= / E[lA(Xn+1) |Xn,...,X0]d]P) X / E[]lB(Yn—‘rl) |Yn,...,Y0]d]P)
{XneAn XOEAO}

..... {Yn€Bn,...,YoE€Bo}

En utilisant la propriétés de Markov on aura :

~~~~~

/ Laxp(Zni1)dP = / E[1a(Xps1) | Xn]dPX/ E[1g(Ynt1) | Ya]dP.
{Zn€AnXBn,...,.Z0€Ag X Bo} {Xn€An,... X0€Ap} {Yn€Bn,...,YoEBo}

En appliquant Fubini, on aura :

/ ]1A><B(Zn+1)d]P) = / E[HA(Xn—i-l) |XH]XE[]1B(YH+1) |Yn]dP
{Zn€AnXxBn {Zn€ALXBn

,,,,, Zo€AoxBo} ooy ZOEAQ X Bo }
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Par unicité de I'espérance conditionnelle on obtient :
Elaxs(Zni1) | Zny ooy Zo) = E[1a(Xpi1) | Xn] X E[15(Yoi1) | Yol (4.8)
D’autre part, montrons que
Elaxp(Zn1) | Zn] = E[La(Xnia) [ Xa] X E[Lp(Yni1) [ Ya].

Onapour Ax B CxDe&ERF:

/ (Lo 5(Zns1) | Zo]dP = / Laes(Zoor)dP = / Lo (Ko, Yasa )P
{ZneCxD} {ZneCxD} {(Xn,Yn)eCxD}
_ / La(Xoe1)1p(Yos1 )P,
{Xn,eCIN{YneD}

Par indépendance des chaines (X,,) et (Y},) on aura :

/ B[ pup(Zoss) | ZaJdP = 1a(Xo1)dP x / 1p (Y, )dP
{Z,eCxD} {X,€C} {Y.eD}
_ / E[14(Xy.1) | X,]dP x / E[1p(Yo,1) | Ya]dP
{XneC} {Y.eD}

En utilisant Fubini, on obtient :

/ Elaxp(Zni1)| Zy)dP E[1a(Xpt1) | Xo] xE[15(Yos1) | Yo dP.
{Z,eCxD}

Il
—

{Xn€C,YneD}

D’ou

Elaxp(Zni1) | Zn] = E[LA(Xns1) | Xa] X E[1(Yni1) [ Ya]. (4.9)

Des équations (4.8) et (4.9), on déduit que
VAXx Be&® ]:, E[IAXB(Zn—H) | Zm ey Zo] = ]E[]LAXB(Zn—i-l) | Zn}

Donc (Z,), est une chaine de Markov sur £ x F' de noyau P; ® P;.
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Si vy (resp. v,) est une loi stationnaire pour (X,,) (resp. (Y,)) alors ;4 ® v, est une loi

stationnaire pour (Z,),. En effet, pour tout A x B € E® F, on a
(n @u)P(Ax B) = /E ; vi(dz) X vo(dy)P((z,y), A x B)
- /EF v (dx) % va(dy) P @ Py((x,), A x B)
- /E (o), 4) % va(dy) Pl B)

= /El/l(d:c)Pl(ac,A) X /Fl/g(dy)Pg(y, B)
= 1(A) x 1n(B) = (11 ®1n)(A X B)

O

Proposition 4.2. Soient (X,,), et (Y)n deux chaines de Markov sur E et F, respect. de
noyauz de transition Py et P respect. et (Zy,), la chaine de Markov sur 'espace produil
E x F définie par Z, := (X,,Y,),Vn et de noyau de transition P tel que P = P, @ P,.
Alors (X,)n et (Yy), sont indépendantes.

Démonstration. Comme (Z,,) := ((X,,, Ys))n est une chaine de Markov alors pour toutes

fonctions mesurables f: F — Ret g: F - RetV 2o = (T0,Y0), .-y 2n = (Tpn,Yn) € E X F),

on a

E., [f(Xl,...,Xn)g(Yl,...,Yn)} :/f(xl,...,xn)g(yl,...,yn)P(zo,dzl)P(zl,dZQ)...P(zn_l,dzn).

Comme P =P, ® P, alors on a

Xl,...,X )g (YI,...,Y)] =
= /f Ty ooy Tn) G(Y1s ooy Yn) Pr (@0, A1) Po(yo, Ay ). Pr(@n-1, d2n) Po(Yn—1, dyn)
= /f(xl, ey T ) Pr (20, dq)... Py (21, Ay /g(yl, o Yn ) P (Yo, dy1) ... Py (Yn—1, dyy)
= Euo [F(X1, o0, X0) By [9(Y2, ., V2]
Donc (X,), et (Y,), sont indépendantes.
Grace a la propriété connue que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles tel que

pour toutes fonctions f et g mesurables et bornées sur R, E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)],

alors Xet Y sont indépendantes. O
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Exemples.
Nous donnons ici quelques exemples et résultats partiels concernant la chaine de Mar-
kov (Z,)n>0 sur [0, 1] x [0, 1] décrite au début de cette section. Cette chaine modélise les

mouvements d’une particule entre quatre points attractifs formant un rectangle.

1. Lorsque les fonctions poids poo, po1, pio et pi1 vérifient : poo(z1, 22) = 129,
Pm(l’l,l’z) = -Tl(l - 96’2)71710(7517352) = (1 - 371)(952) et P11($17$2) = (1 - 96’1)(1 - 952)
pour tout z = (zy,x9) € [0,1] x [0,1]. La chaine (Z,),>¢ est une suite de variables

aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1] x [0, 1].

2. On munit [0, 1] x [0, 1] de la distance euclidienne d. Soit C([0, 1] x [0, 1]) I'espace des
fonctions continues de [0,1] x [0,1] dans C. On note H,([0,1] x [0,1]) Pespace des

fonctions a-Holder continues de [0,1] x [0, 1] dans C défini par

Ha([0,1] x [0,1]) == {f € C([0,1] x [0, 1]) [ [ flla == [floo + ma(f) < +00}

x p—
ol my(f) :=  sup /() W) < 00 et | - | est la norme de la convergence
swebaxoy  A(T,y)"
TF#Y
uniforme.

Supposons a présent que la fonction pgy appartient & H, ([0, 1] x [0, 1]) et vérifie
Vo € [0, ].] X [0, 1] poo(l’) > 0. (410)

Dans ce cas, la chaine (Z,,),>0 admet une unique mesure de probabilité invariante sur
[0,1] x [0, 1] car les hypothéses H1, H2 et H3 de la Proposition 3.4 sont satisfaites

(avec la famille de mesures (fz)zeo1]x[0,1] donnée par la formule (4.6)), en effet
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a) Hypothése H1 : 1l existe a = 1 tel que pour tous z,y € |0,1],x on a
(a) Hyp que p y € [0, Y,
d(T - x,T - o
/ (M> 1(dT) < poole) / / VE T Rdtdt +
Lip([0,1]x[0,1]) d(z,y) [0,1]x[0,1]
Po1 (ZL’) // \% 12 + t,thdt/ +
[0,1]%[0,1]
plo(l') // V 2 + t/2dtdtl +
[0,1]%[0,1]
p11(x) / / V2 4 t2dedt’
[0,1]%[0,1]

< 1,

car le coefficient de lipschitz des applications H H yy, H A ¢y, AHpy et AAg )
est égal & /2 + 2.

(b) Hypothése H2 : pour tous z,y € [0,1] x [0,1],2 # y, on a

— - [Poo(x) — poo(y)| // 5HH(t’t,)dtdt/
[0,1]x[0,1]

d(z,y)* ~ d(z,y)~

I |p01 (I) - p(;l(?/)’ // 5HA(t t,)dtdt’
d(z,y) [0,1]x[0,1] ’

+ |p10(x> _pio(yﬂ // 5AH(t t,)dtdt/
d(z,y) 0,1]%[0,1] ’

+ |p11($) - pil (y>’ // 5AA(t t/)dtdt/
d(x,y) [0,1)%[0,1] ’

Ma(Poo) + Ma(Po1) + Ma(P10) + Ma(p11) < 00.

IN

(c) Hypothése H3 : pour tout x € [0,1] x [0,1], on a

g > 0 / 5HH<t t,>dtdt/
[0,1]x[0,1] '

0= inf > 0.
avee xe[o,lf}lx [0,1] Poo (m)

La fonction HH ) : « — (0,0) appartient au support de p := ff[o 1w (0.1] OHTH,, o, dtdt!
et fournit de fagon évidente une suite contractante au semi-groupe 7),.

Remarquons que nous avons le méme résultat lorsque 'une des propriétés suivantes

est vérifie.
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Chapitre 4. Extensions de la chaine de Diaconis-Freedman.

e La fonction py; appartient a H,([0, 1] x [0,1]) et Vo € [0,1] x [0, 1] po1(z) > 0.
e La fonction piy appartient a H,([0,1] x [0,1]) et Vz € [0,1] x [0,1]  p1o(z) > 0.
e La fonction py; appartient a H,([0, 1] x [0,1]) et Vo € [0,1] x [0,1]  pu(x) > 0.

3. Lorsque poo(71,79) = pi(z1) X pa(x2), por(z1,2) = pi(x1) X qa(x2), pro(z1,72) =
q1(21) X pa(w2) et pui(z1,22) = qi(x1) X g2(22) avec pi(z1) + qi(21) = 1 et pa(z1) +
q2(z1) = 1, la chaine (Z,), est de la forme Z,, = (Z}, Z2) avec (Z}),et (Z?), sont deux
chaines indépendantes de noyaux (), et (Jo définis : pour toutes fonctions boréliennes

bornées f,g : [0,1] — C et tous x1, x5 € [0,1] par :

Q1f(x1) = pl(:cl)/o f(tzy)dt + ql(xl)/o f(toy +1 —t)dt.

et
1 1
Q29(xs) = pQ(xg)/ g(t'zo)dt’ + QQ($2)/ g(t're +1 —t)dt'.
0 0

Les mesures invariantes de la chaine (Z,,) dans ce cas sont donc des produits de
mesures invariantes et les résultats obtenus dans le chapitre précédent suffisent pour

conclure.

4. Lorsque les fonctions poids poo, po1, pio et pi1 sont constantes, la chaine (Z,),>0
admet dans ce cas une unique mesure de probabilité invariante sur [0,1] x [0, 1] car

la condition (3.2) de la proposition 3.3 est satisfaite et nous avons :

(a) Si pi1 = 1 'unique mesure de probabilité invariante pour (Z,),>o est d¢11) la
masse de Dirac en (1,1). De plus la chaine (Z,,),>o converge P,-presque sirement
vers (1,1).

En effet dans ce cas la chaine (Z,),>0 est un produit de deux chaines (Z}),, et

(Z2),, de Diaconis-Freedman indépendantes convergentes vers 1. Puisque,

Vo e 0,1 x [0,1] E,(1-2Y = 1—]Em(le):1—(
1—£C1
2

1+l‘1)
2
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Chapitre 4. Extensions de la chaine de Diaconis-Freedman.

1__Zﬁ . . .
d'on E, (1 — Zp1/Fn) = pour tout n > 0 par itération on obtient
1 n+1 1 n+1
Va2 0¥r € [0,1]x [0,1]  Eu(1 - Zu) = (5) (1) < (5) |

et donc ZEx (1 — Zé) = E, (Zl — Z;) < +o00, par suite la suite (Z})
n>0 n>0
converge donc P -a.s. vers 1.

Si poo = po1 = 0 et pg, p11 > 0 ( ou, de facon symétrique p;g = p1; = 0
et poo, por > 0) l'unique mesure de probabilité invariante pour (Z,),>o est
91 ® B(p11, p1o) ot B(pi1, pio) est la loi Beta de paramétres py; et pio. Puisque
(Zp)n>0 est un produit de deux chaines (Z}), et (Z2), de Diaconis-Freedman
indépendantes. En effet, d’aprés les résultats obtenus dans le chapitre précédent
(Z1),, converge P,-presque strement vers 1 et (Z!), converge vers vy la loi

B(p11,p10)- Pour toutes fonctions continues bornées f et g, nous avons :

| Eo(f(Z,)9(Z3) — f(Dra(9) | < | Balf(Z0)g(Z7) — f(1)g(Z7))
— Eo(f()g(Zy) — fF(1)ralg)) |
< glooEs | f(Zy) — f(1) ]
+ fOE; | f(Z;) —w(g) |-

Comme lim E, | f(Z2) —s(g) |=0et lim E, | f(Z}) — f(1) |= 0, alors
n— oo n—oo

lim B, (f(Z))9(Z3)) = f(1)ra(g),

n—oo
et donc (Z,,), converge en loi vers d; ® B(p11, p1o)-

Si po1 = p1o = 0 et poo, p11 > 0 ( ou, de fagon symétrique poy = p1; = 0 et
Po1, P1o > 0) nous conjecturons que 'unique mesure de probabilité Q-invariante
admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue .

La recherche de cette densité revient a la résolution de l’équation intégro-

différentielle suivante obtenue a partir de 1’équation (4.7).
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Chapitre 4. Extensions de la chaine de Diaconis-Freedman.

90(1'1,.%'2) = // &80(21, 22>d21d22+
[z1,1] % [z2,1] 2122

P11
©(21, 29)dz1d2s.
//[O,xl}x[o,mg] (1 —21)(1 —22)

De facon similaire au cas unidimensionnel, nous conjecturons la proposition suivante.

Proposition 4.3. Soit (Z,),>0 la chaine de Markov sur [0,1] x [0,1] d’opérateur de tran-
sition Q) défini par la formule (4.5) avec des fonctions poids poo, po1,p10 €t p11 a-Holder.
Alors

1. lorsque poo(0,0) < 1 ,pe1(0,1) < 1, p1o(1.0) < 1 et p11(1,1) < 1 il existe une unique
mesure de probabilité Q-invariante sur [0, 1] x [0,1]. Celle-ci est absolument continue

par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0,1] x [0, 1].

2. Lorsque poo(0,0) =1 ,p01(0,1) > 0, p1o(1.0) > 0 et p11(1,1) > 0, il existe une unique

mesure de probabilité Q-invariante sur [0,1] x [0,1] qui est la masse de Dirac 6.

3. Lorsque po1(0,1) =1 ,poo(0,0) > 0, p19(1.0) > 0 et p11(1,1) > 0, la masse de Dirac

d(0,1) est l'unique mesure de probabilité Q-invariante sur [0,1] x [0,1].

4. Lorsque p1p(1.0) = 1, poo(0,0) > 0, po1(0,1) > 0 et p11(1,0) > 0, la masse de Dirac

0,0y est unique mesure de probabilité Q-invariante sur [0,1] x [0, 1].

5. Lorsque p11(1.1) = 1, poo(0,0) > 0, pe1(0,1) > 0 et pip(1,0) > 0, la masse de Dirac

da,1y est lunique mesure de probabilité Q-invariante sur [0,1] x [0, 1].
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Conclusion et perspectives

Aprés I’étude de la chaine de Diaconis-Freedman sur [0, 1] et les quelques idées de son
extensions, nous concluons ce mémoire de thése en notant 'apport des méthodes d’analyse
fonctionnelle au Calcul de Probabilités et a I’étude des processus itératifs, & partir du
théoréme de Tonescu Tulcea et Marinescu .

Au chapitre des applications utiles dans la vie quotidienne, nous signalons que ce type
de chaines de Markov, est a la base de nombreuses applications, en particulier, en robotique.
En effet il est a noter, que cela permet la modélisation de la marche d’un robot dans une
chambre carrée (cf. McKinlay et Borovkov [11]).

Nous signalons aussi que la chaine de Diaconis-Freedman permet la modélisation du
jeu donnant-donnant.

Les perspectives immédiates ouvertes par ce travail résident dans I’extension de la
chaine de Diaconis-Freedman que nous résumons en deux points :

» Modification du noyau de transition en remplacant la loi uniforme par une loi ad-
mettant une densité, dans le cas ou la particule est attirée par deux points attractifs (0 et
1 dans le cas introduit par Diaconis-Freedman).

» Etude du cas ot le mouvement de la particule a lieu en dimension supérieure avec
au moins 3 points attractifs ou bien en remplacant la loi uniforme en dimension 1 par son
analogue en dimension supérieure).

Au plan global, par rapport a notre premiére motivation, ce travail nous fournit un
exemple d’étude de chaine itérative. Par rapport a notre motivation de départ, il s’agit de
voir I'impact de ces résultats au plan méthodologique sur I’étude des théories de ’appren-

tissage.
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Annexe : Programmes de simulation

On donne ici les programmes utilisés au chapitre 1 pour simuler les lois des chaines de
Markov des exemples 1 et 2. Ces programmes ont été écrits en Scilab sous environnement
ubuntu 16.04 LTS.

Programme 1

clear;

cle;

close;

a=1/2;

x=0;

n=1000000;

xx=zeros(n,1);

for i=1 :n, u= grand(1,1,'def’) ;

if u<(1/2) then y(i)=0; else y(i)—=1/2;
end

x=a*x+y(i);

xx(i1)=x;

end

xtitle(" n=1000000 et p=0.5" )
histplot(-0.1 :.01 :1.1 xx,style=2), xgrid

Programme 2

clear;

cle;

close;

function y = f(x)

if x >=0& x <=1 then y = x/(sqrt(2));

end if  >= 1&x <=2 then y = (sqrt(2xx — (x xx)/2 — 1));
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Programmes de simulation

end

endfunction

function z = g(x)

if v >=0 &z <=1 then z =2 — (sqrt(l — (z x x/2)));

end

if v >=1&x <=2 then z =2 — (sqrt(2 — 2 xx + (v x x/2)));
end

endfunction
n = 1000;
xz = 0;

xx = zeros(n, 1);

for i =1:n,u = grand(1,1, def’)

if u < (1/2) then z(i) = f(z);else z(i) = g(x); end
x = x(i),

zx(i) = x;

end

xtitle("n = 1000 ")

histplot(—0.1 :.01 :2.1, zz, style=2), xgrid
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